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1 Uvod

Osnovna jedinica gra�e �ivog sveta je �elija. �elije obav	aju mnogo
razliqitih funkcija. Sve xto se dexava na nivou vixe�elijskog or-
ganizma, dexava se i na nivou svake �elije ponaosob. �elija se kre�e,
hrani, izluquje nesvarene ostatke hrane, razmno�ava, komunicira sa
okolinom - prima i odaxi	e signale. Da bi sve to obav	ala, neophodna
joj je energija. Da bi komunicirala sa svojom okolinom neophodan joj je
mehanizam da prenese informaciju. Zato procesi qijim �emo se matema-
tiqkim modelima baviti su glikoliza, kao fundamentalni biohemijski
proces i generisa�e akcionog potencijala kao fundamentalni proces
razmene informacija me�u ekscitabilnim (nadra�ajnim) �elijama.

Jedan od osnovih tipova ponaxa�a nekog sistema (a to mo�emo pri-
metiti u razliqitim oblastima nauke) je �egova te��a da dospe u rav-
note�no sta�e (ekvilibrijum) nakon izvesnog vremena. Tako na primer,
u hemiji nakon stupa�a u reakciju dva reaktanta, �ihov reakcioni pro-
izvod je hemijski ekvilibrijum. Primer za termodinamiqki ekvilibri-
jum je hla�e�e vru�e kafe do temperature prostorije. U ekoloxkim si-
stemima jedinke dve vrste kroz lanac ishrane regulixu brojnost jedna
drugoj uspostav	aju�i ekoloxki ekvilibrijum. U ekonomiji od ponude
i potra��e zavisi�e tr�ixna cena nekog proizvoda, xto jeste eko-
nomski ekvilibrijum. Konaqno, u fizioloxkim procesima tako�e se
sre�emo sa konceptom ekvilibrijuma, koji se naziva homeostaza. �ivi
organizam odre�enim mehanizmima odr�ava vrednosti razliqitih sup-
stanci konstantnim. Ali, da li bax konstantnim?

Jedan takav mehanizam je negativna povratna sprega kada odgovara-
ju�e komponente sistema blokiraju svoju aktivnost. Ovaj tip povratne
sprege najqex�e stabilizuje ponaxa�e sistema. Za razliku od nega-
tivne, pozitivna povratna sprega dovodi do nestabilnog, divergentnog
ponaxa�a.

Tipiqan primer negativne povratne sprege je odr�ava�e telesne
temperature (slika 1). Nakon neke fiziqke aktivnosti, organizam pro-
izvodi vixak toplote, zagreva se, temperatura raste, xto se registruje
u hipotalamusu mozga, gde je termoregulacioni centar. On xa	e sig-
nal do krvnih sudova ko�e da se raxire i time omogu�e rashla�iva�e
organizma (preznojava�e). Sliqno se dexava, ako do�e do sni�ava�a
temperature. Iz termoregulacionog centra mozga xa	e se signal do
periferije tela (ko�e) da se krvni sudovi kontrahuju, kako bi se krv
zadr�ala u telu i ne bi doxlo do da	eg gub	e�a energije. Organizam
se trudi da proizvede dodatnu energiju kako bi uspostavio homeostat-
sku vrednost temperature. To qini izazivaju�i kontrakcije mixi�a
(drhta�e).

Organizam istim mehanizmom odr�ava nivo xe�era i raznih hormo-
na u krvi na homeostatskim vrednostima. Ravnote�no sta�e kome te�i
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svaki sistem ne predstav	a odre�ena vrednost koncentracije glukoze,
hormona, raznih jona, kao i odre�ena vrednost temperature.

Slika 1: Homeostaza i kontrola temperature

Pretpostavimo da va�i slede�e tvr�e�e:

Normalna telesna temperatura je 37◦C. Ona se posti�e meha-

nizmom negativne povratne sprege.

Me�utim, primetimo xta je uoqeno u eksperimentu u kome je uqe-
stvovalo xestoro dobrovo	aca kojima je qetiri dana zaredom merena
telesna temperatura rektalnim putem. Sred�a vrednost mere�a pri-
kazana je na grafiku na slici 2. Crni krugovi odgovaraju mere�ima
zabele�enim pri vextaqkoj simulaciji smene dana i no�i, dok beli
krugovi mere�ima u stalnom mraku. Osenqeni delovi odgovaraju delo-
vima dana kada su ispitanici spavali.

Eksperiment je pokazao kako se telesna temperatura me�a tokom 24
qasa. Taj dnevni ritam nije posledica prisustva ili odsustva svetlo-
sti, jer je isti uoqen i kada su ispitanici bili u potpunom mraku.
Oqigledno je da rezultat eksperimenta nije u skladu sa tvr�e�em. Pre-
ma tvr�e�u temperatura dosti�e odre�enu vrednost i �u te�i da od-
r�i. Me�utim, temperatura tela nije konstantna, ona osciluje tokom
vremena. Amplituda oscilova�a je 1◦C. Dakle, osnovni tip ponaxa�a
u bioloxkim procesima je oscilatorno kreta�e vrednosti razliqitih
fizioloxkih promen	ivih. Tako �emo re�i da organizam te�i da od-
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Slika 2: Cirkadijalni ritam telesne temperature

r�i telesnu temperaturu u opsegu od 36, 5◦C do 37, 5◦C. Ovakvo pona-
xa�e fizioloxkih promen	ivih modelira�emo dinamiqkim sistemom
sa stabilnim graniqnim ciklom.

Sa uvodnim kao prvim poglav	em rad se sastoji od deset pogla-
v	a. U drugom poglav	u objax�en je postupak izvo�e�a formule za
izraqunava�e brzine hemijskih reakcija koje se odvijaju u jednoj etapi
(zakon o dejstvu mase). U tre�em poglav	u modeluju se osnovi tipovi
(bio)hemijskih reakcija. U qetvrtom poglav	u objax�ene su metode za
redukova�e originalnih modela kojima se oni pojednostav	uju i po-
staju lakxi za matematiqku analizu. U petom poglav	u objaxa�eno
je kako se skicira fazna trajektorija dinamiqkog sistema u kome se
jav	a spora i brza promen	iva. U xestom poglav	u objax�en je postu-
pak uvo�e�a bezdimenzionalnih veliqina i skalira�e kako bi se broj
parametara u modelu sma�io, a promen	ive postale bezdimenzional-
ne i sa vrednostima iz intervala (0, 1]. U sedmom poglav	u objax�eno
je kako se izvodi formula za izraqunava�e brzine enzimskih reakci-
ja (zakon Mihaelisa i Mentenove) koje se odvijaju kroz vixe etapa, te
se na �ih ne mo�e direktno primeniti zakon o dejstvu masa. U osmom
poglav	u razmatraju se dva k	uqna matematiqka pojma neophodna za ra-
zumeva�e oscilatornog ponaxa�a bioloxkih procesa. To su graniqni
cikl i Hopfova bifurkacija. U devetom poglav	u modeluje se gliko-
liza kao osnovni biohemijski proces kojim zapoqi�e slo�en proces
prevo�e�a hemijske energije iz molekula glukoze u qak 38 molekula
adenozintrifosfata u kojima �elija skladixti energiju potrebnu za
obav	a�e razliqitih funkcija i �ivot. U desetom poglav	u modeluje
se ponaxa�e nadra�ajnih �elija (nervne i mixi�ne) koje su u sta�u
da prenose informacije zahva	uju�i sposobnosti da generixu akcioni
potencijal. Oscilatorno ponaxa�e koje se jav	a u odre�enim situaci-
jama je karakteristika tzv. pejsmejker nervnih �elija.

Na kraju napomenimo da �e se u radu pretpostaviti da radimo sa do-
vo	no ,,lepim"(glatkim) funkcijama, jer je osnovna ideja da se izbegne
matematiqki formalizam u ci	u lakxeg pra�e�a rada.
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2 Modelova�e hemijskih reakcija

U ovom poglav	u bavi�emo se postupkom modelova�a hemijskih reak-
cija. Upozna�emo se sa osnovnim zakonom hemijske kinetike, sa zakonom
koji opisuje kako se koncentracije reaktanata me�aju tokom reakcije
u funkciji od vremena, tj. kako se izraqunava brzina hemijske reak-
cije. Prema zakonima termodinamike sve hemijske reakcije su povratne
(reverzibilne) - reakcije u kojima reaktanti me�usobno reaguju grade�i
proizvod, ali i proizvodi me�usobno reaguju grade�i ponovo reaktante.
Nakon izvesnog vremena, u zatvorenom sistemu, uspostav	a se hemijska
ravnote�a izme�u reaktanata i reakcionih proizvoda. Svaka nepovra-
tana (ireverzibilna) hemijska reakcija smatra se aproksimacijom.

Neka je hemijska reakcija predstav	ena slede�om hemijskom jedna-
qinom

aX + bY
k+−−⇀↽−−
k−

cZ, (1)

gde su X i Y reaktanti, Z reakcioni proizvod, a a, b i c odgovaraju�i
stehiometrijski koeficijenti (kako se materija tokom hemijske reak-
cije ne mo�e ni stvoriti ni unixtiti, stehiometrija raquna kvantita-
tivne odnose me�u reaktantima i proizvodima tako da koliqina svakog
elementa bude konstantna u celokupnoj reakciji, tj. broj atoma nekog
elementa na strani reaktanata mora biti jednak broju atoma na strani
proizvoda). Direktan smer ima konstantu brzine hemijske reakcije k+,
dok povratni k−.

Najpre, modelujemo direktan smer hemijske reakcije

X + Y
k−→ Z, (2)

gde su svi stehiometrijski koeficijenti jednaki jedinici, a k je kon-
stanta brzine. Drugim reqima za nastanak jedne qestice (atoma, mole-
kula) reakcionog proizvoda, potrebno je da izreaguju po jedna qestica
svakog reaktanata. Pod koncentracijom reaktanata i reakcionih proi-
zvoda podrazumevamo broj qestica u jedinici zapremine uz dve pretpo-
stavke: prva - ravnomerna raspore�enost qestica u jedinici zapremine
(uslov homogenosti), a druga da je prisutan veliki broj qestica reda
veliqine Avogadrovog broja qestica 6, 02× 1023 (uslov neprekidnosti).
Kako je broj qestica diskretan, odmah se name�e pita�e neprekidnosti
funkcije promene koncentracije nekog rektanta tokom vremena. Zbog
velikog broja qestica opravdano je diskretne promene u broju qestica
aproksimirati neprekidnim promenama koncentracija. Stoga, u reak-
ciju stupaju reaktanti X i Y i daju reakcioni proizvod Z. Funkcije
kojima se opisuje zavisnost �ihove koncentracije od vremena su redom
x = x(t), y = y(t) i z = z(t).

Promene koncentracija reaktanata i proizvoda tokom vremena mo-
delova�emo diferencijalnim jednaqinama. Diferencijalna jednaqina,
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koja opisuje promenu koncentracije bilo to da je reaktant ili proizvod,
izvodi se iz razmatra�a xta dovodi do pove�a�a, a xta do sma�e�a �i-
hove koncentarcije tokom vremena (u fazi izvo�e�a diferencijalnih
jednaqina koristi�emo uglaste zagrade [·] za oznaqava�e koncentracija
reaktanta i proizvoda)

d[·]
dt

= [·] ↑?− [·] ↓?.

U reakciji (2) do sma�e�a koncentracije proizvoda Z ne dovodi ni-
xta, dok do pove�a�a dovodi interakcija molekula reaktanata X i Y .
Dakle,

d[Z]

dt
= (interakcija molekula reaktanata X i Y )− 0.

U sluqaju reaktanata nixta ne dovodi do pove�a�a �ihove koncentra-
cije, ona se sma�uje usled �ihove me�usobne interakcije, pa imamo

d[X]

dt
= 0−

(
interakcija sa molekulima reaktanta Y

da nagrade molekule proizvoda Z

)
,

d[Y ]

dt
= 0−

(
interakcija sa molekulima reaktanta X

da nagrade molekule proizvoda Z

)
.

Kako matematiqki izraziti interakciju molekula reaktanata? Kao
xto je ve� pomenuto koncentracija reaktanata i proizvoda predsta-
v	a broj qestica u jedinici zapremine. Matematiqki reqeno to je ve-
rovatno�a nala�e�a qestica datog reaktanta (proizvoda) u jedinici
zapremine. Na primer, ako je posuda veliqine 1000 cm3 u kojoj je ras-
tvoreno nekih 450 molekula reaktanta X, onda je �egova koncentracija
0.45/cm3. Dakle, verovatno�a nala�e�a qestice X u jedinici zapremi-
ne (1 cm3) je 0.45.

Pretpostavka je da su doga�aji nala�e�a reaktanta X i reaktanta
Y u jedinici zapremine nezavisni, xto znaqi da se jako razre�eni ili
jako koncentrovani rastvori izuzimaju, xto je navedeno na poqetku iz-
laga�a kao prva pretpostavka (uslov homogenosti). Ovde nailazimo i
na problem neprekidnosti, s obzirom na celobrojnu prirodu broja mo-
lekula, me�utim veliki broj qestica opravdava tu neprekidnost, xto
je ve� istaknuto kao druga pretpostavka na poqetku izlaga�a (uslov
neprekidnosti).

Verovatno�a istovremenog nala�e�a molekula oba reaktanta u je-
dinici zapremine je jednaka proizvodu verovatno�a nala�e�a qestica
svakog rekatanta zasebno u jedinici zapremine, s obzirom na nezavi-
snost ovih doga�aja. Dakle, oznaqi�emo sa:
p(X)(t) - verovatno�u nala�e�a reaktanta X u jedinici zapremine u
trenutku t,
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p(Y )(t) - verovatno�u nala�e�a reaktanta Y u jedinici zapremine u
trenutku t,
p(X ∩Y )(t) - verovatno�u nala�e�a molekula oba reaktanta u jedinici
zapremine u trenutku t. Tada je

p(X ∩ Y )(t) = (p(X) · p(Y ))(t) = x(t) · y(t).

Nakon doga�aja istovremenog nala�e�a reaktanata u jedinici zapre-
mine, slede�i doga�aj je interakcija molekula i formira�e proizvoda
Z. Verovatno�a �ihove me�usobne interakcije iskazana je konstantom
brzine hemijske reakcije k. Ona zavisi od fiziqko - hemijskih uslova
pod kojima se odvija reakcija (geometrijskog oblika i veliqine qestica,
temperature, pH). Glavni uticaj na vrednost konstante brzine hemijske
reakcije ima temperatura. Empirijski je utvr�eno da se konstanta br-
zine mnogih hemijskih reakcija me�a sa temperaturom prema jednaqini

(tzv. Arenijusova jednaqina) k = A · e−
Ea
RT , gde je A - predeksponenci-

jalni faktor, Ea - energija aktivacije (minimalna energija potrebna
za poqetak hemijske reakcije), R - univerzalna gasna konstanta i T

- temperatura sistema. Eksponencijalni faktor e−
Ea
RT u Arenijusovoj

jednaqini je udeo onih sudara koji dovode do reakcije u ukupnom broju
sudara (udeo sudara sa kinetiqkom energijom koja je ve�a od energije
aktivacije), dok je predeksponencijalni faktor mera broja sudara u je-
dinici vremena bez obzira na energiju qestica koje uqestvuju u sudaru.
Primetimo da kada je T >> Ea

R konstanta brzine reakcije bliska je
konstantnoj vrednosti koja je jednaka predeksponencijalnom faktoru
A (svi sudari dovode do reakcije).

Konaqno jednaqina kojom se opisuje promena koncentracije proizvo-
da Z je z′(t) = k·x(t)·y(t). Upravo izvedena jednakost jeste osnovni zakon
hemijske kinetike koji se odnosi na brzinu hemijske reakcije (Zakon o
dejstvu masa):

Brzina hemijske reakcije (v = z′) na datoj temperaturi data jed-

naqinom X + Y
k−→ Z je direktno proporcionalna proizvodu kon-

centracija reaktanata

v(t) = z′(t) = k · x(t) · y(t)
x′(t) = −k · x(t) · y(t)
y′(t) = −k · x(t) · y(t),

gde je koeficijent proporcionalnosti k konstanta brzine,
x = x(t) - koncentracija reaktanta X u trenutku t i
y = y(t) - koncentracija reaktanta Y u trenutku t.

Ovaj zakon ne va�i za jako razre�ene rastvore, jer nije prisutan
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veliki broj qestica (tada je req o diskretnom sluqaju) ili jako kon-
centrovane rastvore, jer se gubi uslov o nezavisnosti doga�aja.

U izraz za brzinu hemijske reakcije ulaze koncentracije samo onih
komponenti qije se koncentracije mogu me�ati, a to su gasovi (g) i
rastvor	ive supstance, xto nije sluqaj sa qvrstim supstancama (s)

C(s) +O2(g) → CO2(g), tj. v = k · [O2].

Ukoliko je za modelova�e nekog hemijskog procesa nebitan �egov
proizvod, ve� samo brzina tog procesa, reakciju �emo prikazivati na
slede�i naqin

A
k−→ Ø,

dok �emo brzinu raqunati po formuli v(t) = ka(t), gde je a = a(t) kon-
centracija reaktanta A. S druge strane, ako je nebitno poreklo nekog
proizvoda, ve� �egovo stalno prisustvo u okru�e�u (verovatno�a na-
la�e�a jednaka 1), tada �emo reakciju prikazivati na slede�i naqin

Ø
k−→ C,

dok �e brzina biti konstantna v(t) = k. Reakcije koje se odvijaju kon-
stantnom brzinom ka�emo da su reakcije nultog reda. Koncentracija
reaktanata reakcija nultog reda ne utiqe na brzinu hemijske reakcije.

Posmatrajmo jednaqinu hemijske reakcije u kojoj nisu svi stehiome-
trijski koeficijenti jednaki jedinici

A+ 2B
k−→ C.

Kako se ona mo�e videti kao A+B +B −→ C, prema Zakonu o dejstvu
masa, brzina ove reakcije raquna se po formuli

v(t) = c′(t) = ka(t)b(t)b(t) = ka(t)b2(t).

Stehiometrijski koeficijent uz reaktant B je 2 zbog qega se u formuli
za izraqunava�e brzine ove hemijske reakcije kao eksponent koncentra-
cije rekatanta B pojav	uje broj dva. Time se znaqajno ubrzava reakcija
i ka�e se da je reakcija prvog reda u odnosu na reaktant A, dok je
drugog reda u odnosu na reaktant B. Odnosno, red reakcije je 3 (zbir
eksponenata).

Promena koncentracije reaktanta B se opisuje slede�om diferen-
cijalnom jednaqinom

b′(t) = −ka(t)b2(t)− ka(t)b2(t) = −2ka(t)b2(t).

Primetimo da stehiometrijski koeficijent uz reaktant B utiqe na
promenu koncentracije reaktanta B.
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Hemijsku reakciju (1) sa poqetka rada modelova�emo pomo�u sistema
obiqnih diferencijalnih jednaqina uzimaju�i u obzir sve prethodno
navedeno - zakon o dejstvu masa i vrednosti stehiometrijskih koefici-

jenata. Brzinu direktne hemijske reakcije aX + bY
k+−−→ Z prema zakonu

o dejstvu masa raqunamo po formuli

v+(t) = k+x
a(t)yb(t),

dok brzinu povratne reakcije cZ
k−−−→ aX + bY po formuli

v−(t) = k−z
c(t).

Odgovaraju�i sistem diferencijalnih jednaqina kojim se modeluje data
reverzibilna hemijska reakcija je oblika

x′(t) = −av+(t) + av−(t)
y′(t) = −bv+(t) + bv−(t)
z′(t) = cv+(t) − cv−(t)

(3)

U vektorskoj formi odgovaraju�i dinamiqki sistem je oblika x′

y′

z′

 =

 −a a
−b b
c −c

( v+
v−

)
.

Dobijen dinamiqki sistem naziva se stehiometrijski, jer u �emu fi-
gurixe stehiometrijska matrica i vektor brzina.

Kako je req o reverzibilnoj reakciji, posle izvesnog vremena kon-
centracije reaktanata i reakcionog proizvoda vixe se ne me�aju. Si-
stem dospeva u sta�e ravnote�e. Dakle va�i�e

x′ = −av+ + av− = 0, y′ = 0 i z′ = 0,

odnosno dolazi do izjednaqava�a brzine oba smera reverzibilne hemij-
ske reakcije

v+ = v−,

tj.
k+x

a
eqy

b
eq = k−z

c
eq,

k+
k−

=
zceq

xaeqy
b
eq

,

gde su redom xeq, yeq i zeq ravnote�ne koncentracije reaktanata i pro-
izvoda. Veliqina koja opisuje sta�e ravnote�e jeste konstanta ravno-
te�e hemijske reakcije i za rekaciju (1) ona je

Keq =
k+
k−
.

Konstanta ravnote�e predstav	a odnos koncentracija reaguju�ih
supstancija u ravnote�nom sta�u.

9



3 Tipovi hemijskih i biohemijskih reakcija i

�ihova matematiqka interpretacija

Ve�ina hemijskih reakcija predstav	aju zatvorene sisteme, tj. ne
dexava se razmena materije sa okolinom. Reaktanti i proizvodi iz �ih
ne mogu iza�i. U �ima se posti�e termalni ekvilibrijum kada su
brzine svih reakcija koje qine taj zatvoren sistem jednake nuli.

Za razliku od zatvorenih, kod otvorenih sistema postoji razmena
materije sa okolinom. Kroz �ih je mogu� i stalni protok materije xto
za posledicu ima poseban tip ravnote�nog sta�a koji nazivamo dina-
miqki ekvilibrijum. Reaktanti i proizvodi dosti�u ravnote�ne
koncentracije, me�utim reakcije su sve vreme aktivne xto doprinosi
odr�a�u tih koncentracija, dakle brzine nisu jednake nuli. Ve�ina
biohemijskih reakcija su upravo takve.

3.1 Tip 1: Reakcija razlaga�a (analize)

Posmatrajmo otvoren sistem koji se sastoji od jedne hemijske reak-
cije razlaga�a reaktanta A

A
k−−−→ .

Prema zakonu o dejstvu masa pomo�u diferencijalne jednaqine opisu-
jemo promenu koncentracije reaktanta A

a′(t) = −ka(t),

gde je a = a(t) funkcija koncentracije reaktanta A od vremena, a k > 0
konstanta brzine reakcije razlaga�a. Poqetnu koncetraciju reaktanta
(u trenutku t = 0) oznaqi�emo sa A0. Dakle poqetni uslov je a(0) = A0.
Req je o diferencijalnoj jednaqini koja razdvaja promen	ive. �eno
opxte rexe�e je oblika

a(t) = Ce−kt, gde je C ∈ R,

a za dati poqetni uslov, dobija se da je C = A0 i odgovaraju�e Koxijevo
rexe�e je oblika

a(t) = A0e
−kt.

Dakle, u reakciji razlaga�a koncentracija reaktanta A opada ekspo-
nencijalno i te�i nuli, tj.

lim
t→∞

A0e
−kt = 0.

Reciproqna vrednost konstante brzine hemijske reakcije razlaga�a na-
ziva se vremenska konstanta reakcije i oznaqava�emo je sa τ , tj.

τ =
1

k
.
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Bez obzira na poqetni uslov (slika 3), sve koncentracije te�e nuli
kada t te�i ka beskonaqnosti.

Slika 3: Grafici funkcija koncentracija reaktanta A od vremena za
razliqite poqetne uslove i k = 1

Vremenska konstanta slu�i za odre�iva�e xto pogodnije jedinice
mere za vremensku osu. Ako je τ = 1 s, onda je odgovaraju�a jedinica
sekunda, a ako je τ = 100 s, onda je bo	e uzeti minut. Izbor jednice za
vremensku osu je od velikog znaqaja za pravilno tumaqe�e ponaxa�a
nekog procesa. Na primer, na vremenskoj osi u minutima mogu se saku-
piti mnogi korisni podaci u vezi sa ponaxa�em nekog procesa, koji bi
na vremenskoj osi u satima ostali neprime�eni.

3.2 Tip 2: Reakcija sinteze i razlaga�a

Posmatrajmo slede�i otvoren sistem od dve reakcije

k0−−→ A
k1−−→

Prva reakcija je nultog reda i ona ima konstantnu brzinu jednaku kon-
stanti brzine k0. Reaktanti reakcije nultog reda su prisutni u kon-
stantnoj koncentraciji ili je koliqina reaktanta toliko velika da
je pad �egove koliqine zanemar	iv usled razlaga�a. Diferencijalna
jednaqina koja opisuje ovaj sistem je

a′(t) = k0 − k1a(t), (4)

gde je a = a(t) funkcija koncentracije reaktanta A od vremena, k0 kon-
stanta brzine reakcije sinteze i k1 konstanta brzine reakcije razlaga-
�a. Koncentracija reaktanta A �e dosti�i ravnote�ni polo�aj kada se
brzine reakcije sinteze i razlaga�a izjednaqe. U ravnote�nom sta�u
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koncentracija rekatanta A dosti�e ravnote�nu koncentraciju (aeq)

0 = k0 − k1aeq, tj. aeq =
k0
k1
.

Potrebno je rexiti diferencijalnu jednaqinu (4) sa poqetnim uslo-
vom a(0) = A0 (jednaqina (4) mo�e se videti i kao diferencijalna jed-
naqina koja razdvaja promen	ive, ali i kao linearna diferencijalna
jednaqina). Opxte rexe�e je oblika

a(t) = Ce−k1t +
k0
k1
, gde je C ∈ R,

a odgovaraju�e Koxijevo rexe�e

a(t) =

(
A0 −

k0
k1

)
e−k1t +

k0
k1
.

Sledi da konstanta brzine reakcije sinteze k0 nema uticaja na vre-
mensku konstantu ovog tipa reakcija (zavisi isk	uqivo od konstante
reakcije razlaga�a k1). Primetimo da

aeq =
k0
k1

= lim
t→∞

[(
A0 −

k0
k1

)
e−k1t +

k0
k1

]
,

tj. rexe�e te�i ka aeq kada t te�i ka beskonaqnosti. Na slici 4 pri-
kazan je grafik funkcije koncentracije rektanta A od vremena.

Slika 4: Grafik funkcije koncentracije reaktanta A od vremena t za
poqetni uslov a(0) = A0 = 1 za k0 = 4 i k1 = 1

3.3 Tip 3: Ireverzibilna reakcija

Posmatrajmo sada zatvoren sistem koji se sastoji od jedne ireverzi-
bilne reakcije (reakcije koja se odvija samo u naznaqenom smeru)

A
k−−−−→ B.
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Odgovaraju�i sistem diferencijalnih jednaqina je

a′(t) = −ka(t)
b′(t) = ka(t),

(5)

gde je a = a(t) funcija koncentracije reaktanta A od vremena, b = b(t)
funcija koncentracije reaktanta B od vremena, a k konstanta brzine
posmatrane ireverzibilne reakcije.

Ako je a(0) = A0 i b(0) = B0 i kako je sistem zatvoren, a va�i
zakon odr�a�a mase, va�i�e da je T = A0 + B0, gde je T konstanta
i predstav	a ukupnu koliqinu materije u datom zatvorenom sistemu.
Sabira�em obe strane diferencijalnih jednaqina, za svako t dobija se
(a(t) + b(t))′ = a′(t) + b′(t) = −ka(t) + ka(t) = 0, tj. a(t) + b(t) = const,
za svako t, a kako je a(0) + b(0) = A0 +B0, sledi da je a(t) + b(t) = T za
svako t. Sada je posmatrani sistem diferencijalnih jednaqina mogu�e
svesti na sistem diferencijalne i funkcionalne jednaqine

a′(t) = −ka(t)
b(t) = T − a(t).

Opxte rexe�e polaznog sistema je oblika

a(t) = Ce−kt i b(t) = T − Ce−kt, gde je C ∈ R.

Za poqetne uslove a(0) = A0 i b(0) = B0, tj. T = A0 + B0, dobija se
Koxijevo rexe�e

a(t) = A0e
−kt i b(t) = T −A0e

−kt.

Grafici funkcija koncentracija reaktanta A i proizvoda B od
vremena za k = 3 prikazani su na slici 5.

Slika 5: Ireverzibilna reakcija reaktanta A i proizvoda B za k = 3
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3.4 Tip 4: Reverzibilna reakcija

Posled�i tip hemijske reakcije razmotri�emo na slede�em zatvo-
renom sistemu

A
k+−−−−⇀↽−−−−
k−

B.

Prema zakonu o dejstvu masa odgovaraju�i sistem jednaqina kojim se
opisuje promena koncentracije supstancija A i B je

a′(t) = k−b(t)− k+a(t)
b′(t) = k+a(t)− k−b(t),

gde je a = a(t) funcija koncentracije reaktanta A od vremena, b = b(t)
funcija koncentracije reaktanta B od vremena, k+ konstanta brzine
direktne, a k− konstanta brzine povratne reakcije.

Uspostav	a�em ravnote�e, koncentracije se vixe ne me�aju, tj.
a′(t) = 0 i b′(t) = 0. Kako bismo odredili ravnote�ne koncentraci-
ja aeq i beq rexavamo sistem linearnih jednaqina

0 = k−b− k+a
0 = k+a− k−b.

Dobija se veza izme�u ravnote�nih koncentracija
beq
aeq

=
k+
k−

. Primeti-

mo da se ovde dolazi do ve� pomenute (u prethodnom poglav	u) konstante

ravnote�e hemijske reakcije Keq =
k+
k−

.

Kao i u prethodnom tipu reakcije, mogu�e je dati sistem svesti na
sistem diferencijalne i funkcionalne jednaqine

a′(t) = k−b(t)− k+a(t)
b(t) = T − a(t),

gde je T = a(t) + b(t), za svako t, ukupna koliqina reaguju�e materije u
sistemu. Dobija se

a′(t) = k−(T − a(t))− k+a(t). (6)

Onda �e u ravnote�nom sta�u va�iti slede�a jednakost

0 = k−(T − aeq)− k+aeq.

Sre�iva�em dobija se aeq =
k−T

k+ + k−
i beq =

k+T

k+ + k−
.

Rexava�e polaznog sistema diferencijalnih jednaqina svelo se na
rexava�e linearne diferencijalne jednaqine (6) qije je opxte rexe�e

a(t) = Ce−(k++k−)t +
k−T

k+ + k−
, gde je C ∈ R.
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Za poqetne uslove a(0) = A0 i b(0) = B0 i T = A0 + B0 dobija se
Koxijevo rexe�e

a(t) =

(
A0 −

k−T

k+ + k−

)
e−(k++k−)t +

k−T

k+ + k−
,

b(t) = T − a(t).

Vremensku konstantu τ za reverzibilne reakcije raqunamo po formuli

τ =
1

k+ + k−
.

Na slici 6 prikazani su grafici funkcija koncentracija reaktanta
A i proizvoda B za posmatrani Koxijev problem.

Slika 6: Reverzibilna reakcija reaktanta A i proizvoda B za k+ = 1
i k− = 2
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4 Redukcija modela izborom odgovaraju�e vre-

menske skale

Prilikom modelova�a bioloxkih procesa pojav	uje se veliki broj
promen	ivih veliqina i parametara. Me�usobna zavisnost pojedinih
veliqina omogu�uje da se �ihov broj u modelu sma�i. Odgovaraju�a
jedinica mere na vremenskoj osi (vremenska skala) za neke procese je
qas, za neke sekunda, dok za neke mesec. To se lepo mo�e primetiti
na primeru modela genske kontrole cirkadijalnog ritma. Modeluje se
oscilatorno ponaxa�e u toku 24 qasa, xto znaqi modelova�e se procesi
koji zahtevaju da jedinica mere na vremenskoj osi bude qas. Me�utim,
genska kontrola se sastoji u genskoj ekspresiji xto podrazumeva brze
hemijske reakcije koje se prikazuju na vremenskoj osi u sekundama. Da-
	e, kako je cirkadijalni ritam zavisan od godix�ih doba, to zahteva
vremensku osu u mesecima. Dakle ne mo�e se jasno sagledati priroda
svih procesa, koje podrazumeva genska kontrola cirkadijalnog ritma,
�ihovim prikaziva�em na istoj vremenskoj osi.

Kada se modeluju ovakvi procesi, najpre se odredi najprikladnija
vremenska skala, a onda se spori procesi posmatraju kao zale�eni u
vremenu, dok brzi procesi kao da su se desili u trenutku.

Izborom odgovaraju�e vremenske skale, koji se vrxi pri konstrui-
sa�u modela nekog procesa, odre�uje se koji parametri, promen	ive i
reakcije su od znaqaja za taj proces. Donosi se odluka koje treba uk	uqi-
ti u modelova�e, a koji se mogu zanemariti. Prelaskom sa originalnog
na redukovan model redukuje se slo�enost originalnog procesa. Prema
zakonu o odr�a�u mase, mogu�e je redukovati sistem tako xto se dife-
rencijalna jednaqina zame�uje funkcionalnom, o qemu je bilo reqi u
poglav	u o tipovima hemijskih reakcija. Pritom model ostaje neprome-
�en. Izborom odgovaraju�e vremenske skale na sliqan naqin se redukuje
sistem, me�utim polazni model se me�a. Odgovaraju�a vremenska skala
se bira pod uslovom da je aproksimacija dobra. Aproksimacija ima smi-
sla ako je razlika me�u jedinicama mere bar jedan red veliqine (bar
deset puta). Tako se spore promen	ive posmatraju kao konstante, dok
za brze promen	ive postoje dva pristupa: metoda stacionarnog sta�a i
metoda pseudoravnote�e.

4.1 Metoda stacionarnog sta�a

Posmatrajmo slede�i otvoren sistem opisan hemijskom jednaqinom

A
k1−−⇀↽−−
k−1

B
k2−→ . (7)
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Prema zakonu o dejstvu masa, sistem diferencijalnih jednaqina koji
odgovara sistemu (7) je oblika

a′(t) = −k1a(t) + k−1b(t)
b′(t) = k1a(t)− k−1b(t)− k2b(t),

(8)

gde je a = a(t) funkcija koncentracije reaktanta A, b = b(t) funkcija
koncentracije reaktanta B, a k1, k−1 i k2 konstante brzine odgovara-
ju�ih reakcija.

Otvoreni sistem (7) sastoji se od reverzibilne reakcije A −⇀↽− B i

ireverzibilne reakcije razlaga�a B →. Vremenske konstante redom su
1

k1+k−1
i 1
k2
. Neka je odnos me�u �ima 1

k1+k−1
<< 1

k2
, odnosno neka va�i

k1 + k−1 >> k2.
Kako je po pretpostavci vremenska konstanta reverzibilne reakci-

je ( 1
k1+k−1

) mnogo ma�a od konstante reakcije razlaga�a ( 1
k2
), reverzi-

bilna reakcija za veoma kratak vremenski period dosti�e ravnote�no
sta�e na vremenskoj osi qija jedinica mere odgovara reakciji razla-
ga�a. Tokom tog kratkog perioda doga�a se me�ukonverzija reaktanata
A i B dok ne dostignu ravnote�ni odnos koncentracija. Do sma�e�a
koncentracije reaktanta B dolazi i delom zbog ireverzibilne reakcije
razlaga�a. U toku du�eg vremenskog perioda dolazi do sporog opada-
�a koncentracija usled razlaga�a produkta B, ali ravnote�ni odnos
koncentracija ostaje neprome�en xto je k	uqna qi�enica za aproksi-
maciju originalnog modela. Dakle, redukcija modela sastoji se u za-
nemariva�u kratkog perioda tokom koga se dosti�e ravnote�ni odnos
koncentracija i reakcija se svodi na proces razlaga�a.

Kako bi se naglasilo da se redukcijom vrxi aproksimacija pola-
znog sistema, uvodi se notacija ã i b̃ za koncentracije u redukovanom
modelu. One zapravo predstav	aju ravnote�ne koncentracije brze re-
verzibilne reakcije (A −⇀↽− B) tokom koje se uspostav	a ravnote�ni

odnos koncentracija

b̃(t)

ã(t)
=

k1
k−1

, tj. b̃(t) = ã(t)
k1
k−1

. (9)

Sa c̃(t) oznaqi�emo ukupnu koliqinu reaktanata

c̃(t) = ã(t) + b̃(t) =
k−1 + k1
k−1

ã(t),

koja se usled reakcije razlaga�a sma�uje tokom vremena, ali za koju sve
vreme va�i (9). Stoga je

ã(t) =
k−1

k−1 + k1
c̃(t) i b̃(t) =

k1
k−1 + k1

c̃(t).
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Diferencijalna jednaqina kojom se opisuje reakcija razlaga�a u redu-
kovanom modelu je oblika

c̃′(t) = −k2b̃(t) = −k2
k1

k−1 + k1
c̃(t).

Kako je izvrxena redukcija polaznog sistema (7), redukovan sistem
se mo�e predstaviti u obliku

C

k2k1
k−1+k1−−−−−→ . (10)

Primer 1 Razmotrimo ovaj metod redukcije modela na primeru gde

su konstante brzine redom (jedinica je u t−1, gde t ∈ {s,min,h,ms...})
k1 = 9, k−1 = 12 i k2 = 2, odgovoaraju�a vremenska konstanta za re-

verzibilnu reakciju (A
 B) je 1
21 , dok je za reakciju razlaga�a (B →)

mnogo ve�a, qak 1
2 . Poqetni uslovi su a(0) = 10 i b(0) = 0.

Potrebno je rexiti slede�i sistem diferencijalnih jednaqina

a′(t) = −9a(t) + 12b(t)
b′(t) = 9a(t)− 14b(t).

(11)

Opxte rexe�e sistema (11) je(
a(t)
b(t)

)
= c1 ·

(
1

−5+
√
457

24

)
e
−23−

√
457

2
t + c2 ·

(
1

−5−
√
457

24

)
e
−23+

√
457

2
t,

gde su c1, c2 ∈ R. Rexe�e Koxijevog problema sa poqetnim uslovima

a(0) = 10 i b(0) = 0 je slede�i par funkcija

a(t) =
5

457
e
−23−

√
457

2
t(457− 5

√
457 + 457e

√
457t + 5

√
457e

√
457t)

b(t) =
90e

−23−
√
457

2
t(−1 + e

√
457t)√

457
.

Redukovanom modelu (10) odgovara Koxijev problem

c̃′(t) = −18

21
c̃(t) sa poqetnim uslovom c̃(0) = a(0) + b(0) = 10.

Odre�iva�em Koxijevog rexe�a c̃(t) = 10e−
18
21
t, lako se odre�uju i funk-

cije ã(t) i b̃(t):

ã(t) =
12

21
10e−

18
21
t i b̃(t) =

9

21
10e−

18
21
t.
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Slika 7: Aproksimacija modela metodom stacionarnog sta�a

Na slici 7 punim linijama predstav	eni su grafici koncentracija
reaktanata u originalnom modelu, a isprekidanim linijama u reduko-
vanom modelu.

Kao motivacija za uvo�e�e druge metode redukcije modela razmo-
trimo otvoren sistem opisan slede�om hemijskom jednaqinom

k0−→ A
k1−−⇀↽−−
k−1

B
k2−→ . (12)

Odgovaraju�i sistem diferencijalnih jednaqina kojim modelujemo otvo-
reni sistem (12) je oblika

a′(t) = k0 − k1a(t) + k−1b(t)
b′(t) = k1a(t)− k−1b(t)− k2b(t).

(13)

Po uspostav	a�u ravnote�nog sta�a koncentracije reaktanata su

a∗ =
k0(k2 + k−1)

k1k2
i b∗ =

k0
k2
.

Stoga je odnos ravnote�nih koncentracija

b∗

a∗
=

k1
k2 + k−1

. (14)

Reakcija nultog reda (→ A) nema uticaja na vremensku konstantu ko-
ja opisuje reakciju tokom koje reaktanati dosti�u svoje ravnote�ne
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koncentracije. Neka ponovo va�i k−1 + k1 >> k2, tada prema metodi
stacionarnog sta�a redukovan model bi bio oblika

k0−−→ C

k2k1
k−1+k1−−−−−−→, (15)

a odgovaraju�a diferencijalna jednaqina je

c̃′(t) = k0 −
k1k2

k−1 + k1
c̃(t),

gde je c̃(t) = ã(t) + b̃(t). Prema redukovanom modelu (15) konstanta rav-
note�e je

b̃∗

ã∗
=

k1
k−1

,

xto se razlikuje od odnosa ravnote�nih koncentracija u (14). Razlika
je zanimar	iva ako va�i k2 << k−1.

Slika 8: Grafici funkcija koncentracija reaktanata u sluqaju aprok-
simacije po metodi stacionarnog sta�a iz primera 2

Prema redukovanom modelu ravnote�na koncentracija reaktanta A
je

ã∗ =
k−1k0
k1k2

.

Relativna grexka za ravnote�nu koncentraciju reaktanta A koja se
qini pri redukova�u modela je

a∗ − ã∗

a∗
=

k2
k2 + k−1

.
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Ali kako va�i

lim
k2
k−1
→0

k2
k2 + k−1

= 0,

aproksimacija po metodi stacionarnog sta�a smatra se dobrom aprok-
simacijom, iako postoji stalna grexka u koncetraciji reaktanta A.

Primer 2 Primetimo tu konstantnu grexku u primeru gde su kon-

stante brzine redom (jedinica je u t−1, gde t ∈ {s,min, h,ms...}) k0 = 5,
k1 = 20, k−1 = 12 i k2 = 2. Poqetni uslovi su a(0) = 8 i b(0) = 4, tj.
c̃(0) = 12. Grafici funkcija koncentracija reaktanata prikazani su

na slici 8.

4.2 Metoda pseudoravnote�e

Drugi naqin redukcije sistema obezbe�uje bo	u aproksimaciju kon-
centracije reaktanta A tokom vremena. Aproksimacija se odnosi na
momentalno dostiza�e ravnote�ne koncentracije reaktanta A, za ra-
zliku od prethodnog naqina redukova�a sistema gde se aproksimacija
odnosila na reverzibilnu reakciju. Dakle, u prvom metodu redukovali
smo reakciju, dok u ovom pristupu redukujemo koncentraciju reaktan-
ta. Posmatrajmo i da	e hemijsku jednaqinu (12) i odgovaraju�i sistem
diferencijalnih jednaqina (13). Kako pretpostav	amo da momentalno
va�i a′ = 0, tj.

0 = k0 − k1apseudo + k−1b,

reaktant A �e dosti�i pseudoravnote�nu koncentraciju koja zavisi od
promene drugih promen	ivih u modelu (u ovom sluqaju od koncentra-
cije rekatanta B), tj.

apseudo(t) =
k0 + k−1b(t)

k1
.

Problematiqno mesto ove aproksimacije jeste xto koncentracija
reaktanta A treba da bude konstantna (jer je a′(t) = 0), xto nije sluqaj
(otuda prefiks pseudo). Ta vrednost bi zaista bila konstantna, uko-
liko bi sve ostale promen	ive bile konstantne. Kako koncentracija
reaktanta A brzo dosti�e svoju ravnote�nu vrednost, koncentracija
reaktanta B ostaje gotovo konstantna. Suxtina redukcije modela je da
kada reaktant B dostigne svoju ravnote�nu koncentraciju, da je tada
i koncentracija reaktanta A na svojoj pravoj ravnote�noj vrednosti
(grexka ove aproksimacije se matematiqki precizno proce�uje pomo�u
teorije singularnih perturbacija).

Kako je req o redukovanom modelu uvodimo ponovo drugaqiju nota-
ciju ã = ãpseudo za koncentraciju reaktanta A i b̃ za koncentraciju
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reaktanta B. Tako se sistem (13) zame�uje sistemom koji qine funkci-
onalna i diferencijalna jednaqina

ãpseudo(t) = k0+k−1b̃(t)
k1

b̃′(t) = k1ãpseudo(t)− (k−1 + k2)b̃(t).

(16)

Sre�iva�em sistema (16) dobija se

ãpseudo(t) =
k0 + k−1b̃(t)

k1

b̃′(t) = k0 − k2b̃(t).

(17)

Primer 3 Razmotri�emo ovaj tip redukcije modela na sistemu (13)

u kome su konstante brzine reakcije k0 = 5, k1 = 20, k−1 = 12 i k2 = 2
sa poqetnim uslovima a(0) = 8 i b(0) = 4, tj. isto kao u primeru 2.

Potrebno je rexiti slede�i sistem diferencijalnih jednaqina

a′(t) = −20a(t) + 12b(t) + 5
b′(t) = 20a(t) − 14b(t).

(18)

Opxte rexe�e sistema (18) je(
a(t)
b(t)

)
= c1·

(
1

3+
√
249

12

)
e(−17+

√
249)t+c2·

(
1

3−
√
249

12

)
e(−17−

√
249)t+

(
7/4
5/2

)
gde su c1, c2 ∈ R. Uzimaju�i u obzir poqetne uslove a(0) = 8 i b(0) = 4
dobija se Koxijevo rexe�e

a(t) = 2075−
√
249

664 e(−17+
√
249)t + 2075+

√
249

664 e(−17−
√
249)t + 7

4

b(t) = 747+259
√
249

996 e(−17+
√
249)t + 747−259

√
249

996 e(−17−
√
249)t + 5

2 .

Uz aproksimaciju po metodi pseudoravnote�e sistem ima oblik

ãpseudo(t) =
5 + 12b̃(t)

20

b̃′(t) = 5− 2b̃(t)

(19)

Prema zakonu o odr�a�u mase, va�i ãpseudo(0)+ b̃(0) = a(0)+b(0) = 12.

Tako�e iz (19) dobija se ãpseudo(0) =
5 + 12b̃(0)

20
, tj. b̃(0) =

235

32
. Stoga

je ãpseudo(0) =
149

32
.
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Na slici 9 prikazani su grafici funkcija koncentracija reakta-
nata punim linijama u originalnom (13), dok isprekidanim linijama u
redukovanom modelu (19). Oqigledno je da je aproksimacija nepovo	na
tokom prelazne faze (tranzita), ali konvergira originalnom modelu
kada t te�i ka beskonaqnosti.

Slika 9: Aproksimacija modela metodom pseudoravnote�e

Metod stacionarnog sta�a se lakxe prime�uje, jer se zasniva na
pojedinaqnim reakcijama za razliku od metode pseudoravnote�e koja je
odre�ena sa vixe reakcija. Me�utim, ipak se metod pseudoravnote�e
qex�e koristi, jer je lakxi za matematiqku analizu.
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5 Dinamiqki sistem sa sporom i brzom promen-

	ivom

Posmatrajmo dinamiqki sistem

x′ = εf(x, y)
y′ = g(x, y),

(20)

gde je ε mali pozitivan broj (ε < 1), a f, g ∈ C1(E) gde je E ⊂ R2

otvoren skup. Kako je ε mali pozitivan broj, to funkcija x = x(t)
opisuje neku sporu zavisnost (spora promen	iva), dok funkcija y =
y(t) neku brzu zavisnost (brza promen	iva). Sada zasebno razmatramo
sistem iz perspektive svake od promen	ivih.

Neka je vremenska osa brze promen	ive referentna osa. Razmotri-
mo kako dati sistem izgleda iz perspektive brze promen	ive. Kako je
y = y(t) brza promen	iva, opravdano je razmatrati sporu promen	ivu
x = x(t) kao konstantnu funkciju. Stoga ima smisla predstaviti drugu
jednaqinu sistema (20) u obliku

y′ = g(x, y), (21)

gde x postaje parametar (konstanta) za datu diferencijalnu jednaqinu,
a sistem se redukuje za jednu dimenziju. Kako �e izgledati ravnote�no
sta�e sistema (20) zavisi od vrednosti parametra x (g(x, y) = 0, takvo
da je yeq = h(x), pod pretpostavkom da funkcija h postoji).

Neka je sada vremenska osa spore promen	ive referentna osa. Kako
je y = y(x) brza promen	iva, to je dostiza�e ekvilibrijuma jednaqi-
ne (21) (y′ = 0) gotovo neprimetno (momentalno), gledano iz ugla spo-
re promen	ive. Za sporu promen	ivu, brza promen	iva je sve vreme u
ravnote�nom sta�u yeq = h(x). Stoga, prvu jednaqinu sistema (20) ima
smisla predstaviti u obliku

x′ = f(x, h(x)). (22)

Polazni sistem reda dva je dekomponovan na dva jednodimenzional-
na sistema (jednaqine), koji su svaki ponaosob mnogo jednostavniji za
analizu.

Primer 4 Razmotrimo slede�i dinamiqki sistem

x′ = −εy
y′ = x− y3, (23)

gde je ε mali pozitivan broj.

Kako je ε mali pozitivan broj to je x spora promen	iva, a y brza

promen	iva. Vrximo dekompoziciju polaznog sistema. Najpre posma-

tramo iz perspektive brze promen	ive. Promen	ivu x posmatramo
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kao konstantu (parametar). Dakle, druga jednaqina sistema (23) se

posmatra kao

y′ = x− y3, (24)

gde je x parametar.

Ravnote�no sta�e promen	ive y (funkcija h iz uvodnog razma-

tra�a) zavisi od vrednosti parametra x (iz y′ = 0, tj. x− (yeq)
3 = 0

dobijamo yeq = 3
√
x, tj. h(x) = 3

√
x).

Sada razmatramo sistem iz perspektive spore promen	ive. U tom

sluqaju brza promen	iva momentalno dospeva u ravnote�no sta�e

yeq = h(x) = 3
√
x. Prva jednaqina sistema (23) zame�uje se diferenci-

jalnom jednaqinom

x′ = −ε 3
√
x. (25)

Kako bismo skicirali fazni portret sistema (23) najpre odre-

�ujemo nula-izokline. Tako je y−nula-izoklina odre�ena jednaqinom

y = 3
√
x, dok je x−nula-izoklina y = 0. Presek nula-izoklina je ekvili-

brijum sistema (23). To je taqka (0, 0). Smer vektorskog po	a pravaca
du� nula-izoklina odredi�emo za neke pogodne vrednosti. Za taqku

(1, 0) dobija se x′ = 0 i y′ = 1 > 0, tj. ↑. Za (1, 1) dobija se x′ = −ε < 0
i y′ = 0, tj. ←. Za taqku (−1, 0) dobija se x′ = 0 i y′ = −1 < 0, tj. ↓.
Za (−1,−1) dobija se x′ = ε > 0 i y′ = 0, tj. →. Mali broj ε odra�ava

malu promenu promen	ive x, xto se vidi i na slici 10 kroz razli-

qit intenzitet vektora du� nula-izoklina. Vektori du� x−nula-
izokline su intenziteta 1, dok du� y−nula-izokline su intenzite-
ta ε.

Slika 10: Nula-izokline dinamiqkog sistema (23)

Kako �e izgledati fazna trajektorija u okolini taqke (0, 0) ko-

ja predstav	a ekvilibrijum sistema (23)? Matrica A linearizacije

sistema (23) je

A =

(
0 −ε
1 0

)
.

Sopstvene vrednosti matrice A su ±i
√
ε. Kako je realan deo obe sop-

stvene vrednosti jednak nuli, to se linearizacijom sistema ne mo-
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�e nixta zak	uqiti o stabilnosti ekvilibrijuma i skici faznog

portreta. Pomo�u funkcije �apunova zak	uqujemo o ponaxa�u si-

stema u okolini taqke (0, 0). Funkciju �apunova tra�imo u obliku

V (x, y) = ax2 + by2, gde je a, b ≥ 0 i a2 + b2 > 0. Primetimo da je

◦
V (x, y) = 2ax(−εy) + 2by(x− y3) = (2b− 2aε)xy − 2by4.

Za a = 1 i b = ε, tj. glatku i pozitivno definitnu funkciju �a-

punova V (x, y) = x2 + εy2, dobija se
◦
V (x, y) = −2εy4 < 0. Sledi da je

ekvilibrijum (0, 0) sistema (23) asimptotski stabilan (na osnovu

teoreme �apunova).

Slika 11: a) Od poqetnog trenutka pa na da	e, vektori pravca ,,prate"
y−nula-izoklinu (primer 4); b) Fazna trajektorija originalnog dina-
miqkog sistema (23) koja prolazi kroz taqku (2, 3

√
2)

Prema svemu navedenom zak	uqujemo da je pri dekompoziciji vre-
menske ose originalnog modela korix�ena metoda pseudoravnote�e. Pre-
ma ovoj metodi ve� u poqetnom trenutku brza promen	iva dosti�e svoju
pseudoravnote�nu vrednost, dok spora promen	iva ostaje neprome�e-
na. Zato se u originalnom modelu fazna trajektorija pru�a gotovo
vertikalno navixe do taqke (2, 3

√
2) y−nula-izokline.

Nada	e tokom du�eg vremenskog perioda (spora referentna osa)
spora promen	iva se me�a i shodno �enoj promeni, me�a se i pseudo-
ravnote�na vrednost brze promen	ive (otuda prefiks pseudo, jer nije
konstantna). Kada spora promen	iva dostigne svoju ravnote�nu vred-
nost, tada i brza promen	iva dosti�e svoju pravu ravnote�nu vred-
nost (slika 11a). Zato fazna trajektorija kada se pribli�i y−nula-
izoklini nastav	a da je prati, sve do asimptotski stabilnog ekvili-
brijuma.

Pomo�u MATLAB programskog paketa na slici 11b prikazana je
fazna trajektorija originalnog sistema (23) koja prolazi kroz taqku
(2, 0) za ε = 0.1.
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6 Bezdimenzionalne veliqine i skalira�e

Fiziqka veliqina qija brojna vrednost ne zavisi od izbora mernih
jedinica, naziva se bezdimenzionalnom. Jedna od tehnika koja se kori-
sti pri matematiqkom modelira�u je skalira�e. �ime se posti�u tri
ci	a: svo�e�e nezavisnih i zavisnih promen	ivih na bezdimenzional-
ne, svo�e�e �ihovih vrednosti na interval (0, 1] i sma�iva�e broja
parametara u modelu.

Veza izme�u originalne i skalirane vrednosti je linearna funk-
cija

q̄(q) = aq + b,

u kojoj je sa q̄ oznaqena skalirana vrednost, a sa q originalna vrednost,
gde su a i b realne konstante. Za neke dve originalne vrednosti q0 i q1
iz sistema linearnih jednaqina

q̄(q1) = 1 = aq1 + b

q̄(q0) = 0 = aq0 + b,

odre�uju se koeficijenti a i b

a =
1

q1 − q0
,

b =
−q0

q1 − q0
,

i konaqno dobija formula skalira�a

q̄(q) =
1

q1 − q0
q − q0

q1 − q0
.

Oznaqimo sa qc = q1 − q0.
Bezdimenzionalnu promen	ivu definixemo na slede�i naqin

q̄ =
q − q0
qc

,

gde je q0 odgovaraju�a vrednost, najqex�e q0 = 0, dok je qc karakteristi-
qna vrednost kojom se vrxi skalira�e date veliqine, qije nala�e�e
mo�e biti veliki izazov. Zato je va�no dobro poznavati sam proces ko-
ji se modeluje. Kako i imenilac i brojilac imaju istu jedinicu mere,
�ihov koliqnik bi�e bezdimenzionalan. Tako�e, vrednost promen	ivih
q0 i qc bira se tako da va�i 0 < |q̄| ≤ 1. Na primer, ako je qc maksimalna
vrednost izraza |q − q0| va�i�e da je 0 < |q̄| ≤ 1.

Na jednostavnom primeru primeni�emo tehniku skalira�a. Proce-
si u kojima dolazi do eksponencijalnog opada�a mogu se opisati na
slede�i naqin

u′(t) = −au(t), u(0) = I, (26)
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gde su a, I > 0, a u = u(t) nepoznata funkcija. Lako se dolazi do ana-
litiqkog rexe�a koje je oblika

u(t) = Ie−at.

Jednaqinom (26) mogu se modelovati razliqiti procesi. Jedan od
primera je model rasta populacije uz neograniqen pristup resursi-
ma, gde je u broj jedinki u trenutku t. Drugi primer je promena atmo-
sferskog pritiska sa visinom uz pretpostavku da je vazduh idealan gas
sa uravnote�enim sastavom. Funkcija u je pritisak i merna jedinica
je N/m2, t je visina izra�ena u metrima (nezavisna promen	iva), a

a =
Mg

RT
, gde je M molarna masa vazduha (M = 0, 029 kg/mol), g gra-

vitaciono ubrza�e (g = 9.81 N/kg), R je univerzalna gasna konstanta
(R = 8, 314 Nm/molK) i T je temperatura u kelvinima (K).

Koraci u skalira�u su:
Korak 1: Odre�iva�e nezavisnih i zavisnih promen	ivih. U
datom primeru imamo jednu nezavisnu promen	ivu (t) i jednu zavisnu
promen	ivu (u).
Korak 2: Prevo�e�e nezavisnih i zavisnih promen	ivih u

bezdimenzionalne. Uvodimo bezdimenzionalnu veliqinu koju �emo
oznaqiti sa t̄, a definixemo je

t̄ =
t

tc
,

gde je tc karakteristiqna vrednost promen	ive t (t0 = 0). Sliqno uvo-
dimo i bezdimenzionalnu veliqinu ū, tj.

ū =
u

uc
,

gde je uc karakteristiqna vrednost promen	ive u (u0 = 0).
Korak 3: Odre�iva�e modela sa bezdimenzionalnim veliqina-

ma. U konkretnom primeru promen	ivu t zame�ujemo sa tct̄, a promen-
	ivu u sa ucū. Tada je

du

dt
=
d(ucū)

dt̄

dt̄

dt
= uc

dū

dt̄

1

tc
=
uc
tc

dū

dt̄
.

Model (26) sada �e izgledati ovako

uc
tc

dū

dt̄
= −aucū, ucū(0) = I. (27)

Korak 4: Potrebno je da svaki qlan jednaqine bude bezdimen-

zionalan. Iako smo uveli bezdimenzionalne promen	ive, postoje qla-
novi u jednaqini (27) koji jox nisu. Kako bi se uqinili bezdimenzio-
nalnim, podeli�emo obe strane jednaqine (27) koeficijentom uz izvod
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najve�eg reda. Dobro je svako de	e�e bilo kojim koeficijentom koje
dovodi do ukla�a�a mernih jedinica. Dobija se

dū

dt̄
= −atcū, ū(0) =

I

uc
. (28)

Korak 5: Mera skalira�a. U posled�em koraku odre�ujemo karak-
teristiqne vrednosti za promen	ive t i u, to jest tc i uc.

Skalira�e nezavisne promen	ive t jeste najizazovniji deo procedu-
re skalira�a. Ci	 je da promen	iva ū i �eni izvodi budu istog reda
veliqine. Iz (28) sledi da �e se taj ci	 posti�i ako izaberemo tc = 1

a .
Do karakteristiqne vrednosti za skalira�e vrednosti promen	ive

u, tj. uc, dolazimo iz poqetnog uslova. Kako je u(0) = I, uze�emo za
uc = I, pa dobijamo ū(0) = 1. Za t > 0 vrednost ū(t) opada i tada imamo
ū ∈ (0, 1]. Kra�i ci	 pri skalira�u jeste da sve promen	ive uzimaju
vrednosti iz intervala (0, 1].

Skalira�em (tc = 1
a i uc = I) i uvo�e�em bezdimenzionalnih veli-

qina sistem (26) svodi se na Koxijev problem oblika

dū

dt̄
= −ū, ū(0) = 1. (29)

Najbitniji rezultat ove procedure jeste ukla�a�e svih fiziqkih
parametara iz modela (a i I).

Kako va�i t̄ = t
tc
i ū = u

uc
, odnosno ū(t̄) = u(t)

uc
rexe�e u(t) problema

(26) sledi iz
u(t) = ucū(t/tc) = Iū(at),

xto na grafiku rexe�a ū(t̄) znaqi isteza�e ose t̄ i ose ū, redom a i I
puta.

29



7 Modelova�e biohemijskih reakcija

U ovom poglav	u vide�emo kako se uvode bezdimenzionalne veliqi-
ne i tehnika skalira�a kada se pri modelova�u koristi sistem dife-
rencijalnih jednaqina. Vide�emo kako se taj sistem redukuje izborom
odgovaraju�e vremenske skale.

Bioloxki procesi se odvijaju kako u �elijama (intracelularno),
tako i u �ihovoj okolini (ekstracelularno). Hemijske reakcije koje se
odigravaju u �ivim organizmima nazivamo biohemijskim reakcija-

ma. One ne bi bile mogu�e bez prisustva specijalnih proteina - en-
zima. Enzimi predstav	aju katalizatore biohemijskih reakcija. Oni
sma�uju energiju aktivacije biohemijske reakcije olakxavaju�i da se
dese odre�ene promene na biomolekulima (supstratima) i tako nasta-
ne proizvod (produkt) daleko br�e nego u �ihovom odsustvu (slika
12).

Slika 12: Uticaj enzima na brzinu hemijske reakcije

Enzimi iz biohemijskih rekcija izlaze neizme�eni (tipiqno svoj-
stvo katalizatora). Enzimi imaju izuzetnu katalitiqku mo�, jer ne sa-
mo da ubrzavaju biohemijske reakcije (i deset miliona puta), ve� to qi-
ne u jako malim koncentracijama u odnosu na koncentracije supstrata.
Enzimi su visoko specifiqni biomolekuli, jer qesto katalixu reak-
cije samo jednog ili srodne grupe molekula. Na kraju, brzina enzimske
reakcije je strogo kontrolisana kompleksnim mehanizmima pozitivne
ili negativne povratne sprege.

Ci	 modelova�a je odre�iva�e brzine enzimske reakcije (brzine
formira�a produkta).

Pri ispitiva�u velikog broja enzimskih reakcija prime�eno je da
je brzina formira�a produkta srazmerna malim koncentracijama sup-
strata, dok je nezavisna od �egovih visokih koncentracije i te�i mak-
simalnoj vrednosti. Ovakve eksperimentalne rezultate 1913. godine
Mihaelis i Mentenova (pogledati poglav	e 3.1.1 u [3]) su objasnili
mehanizmom prema kome se, najpre formira enzim-supstrat kompleks
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(prva etapa)

S + E
k1−−⇀↽−−
k−1

C, (30)

gde je u formuli S supstrat, E enzim, a C enzim-supstrat kompleks, a
zatim se iz enzim-supstrat kompleksa izdvaja produkt P i neizme�eni
enzim (druga etapa)

C
k2−−⇀↽−−
k−2

P + E. (31)

Uz pretpostavku da se nastali proizvod odmah ukla�a iz okru�e�a,
druga etapa se razmatra kao nepovratna reakcija. Uzimaju�i u obzir
obe etape, dobija se slede�a hemijska jednaqina

S + E
k1−−⇀↽−−
k−1

C
k2−→ P + E. (32)

Naime, najpre se izgradi enzim-supstrat kompleks, a potom enzim-pro-
dukt kompleks, ali kako ovi kompleksi izuzetno brzo dosti�u ravno-
te�ne koncentracije, bez uma�e�a opxtosti mo�emo govoriti samo o
enzim-supstrat kompleksu (slika 13).

Slika 13: Etape enzimske reakcije

Direktnom primenom zakona o dejstvu masa sledilo bi da brzina
enzimske reakcije linearno zavisi od koncentracije supstrata, xto se
ne sla�e sa gore navedenim eksperimentalnim rezultatima. Sa druge
strane enzimska reakcija se odigrava kroz niz etapa, te je potrebno na
svaku etapu primeniti zakon o dejstvu masa.

Modelova�e poqi�emo definisa�em nepoznatih funkcija. Neka su
s - koncentracija supstrata, c - koncentracija enzim-supstrat komplek-
sa, e - koncentracija enzima i p - koncentracija produkta. Zakon o
dejstvu masa prime�en na formulu (32), daje qetiri diferencijalne
jednaqine.
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• Prva jednaqina je promena koncentracije supstrata

ds

dt
= k−1c− k1se, (33)

• druga je promena koncentracije enzima

de

dt
= (k−1 + k2)c− k1se, (34)

• tre�a je promena koncentracije enzim-supstrat kompleksa

dc

dt
= k1se− (k−1 + k2)c, (35)

• qetvrta je promena koncentracije produkta

dp

dt
= k2c. (36)

Kako se enzim tokom reakcije ne troxi, to ukupna koncentracija enzi-
ma ostaje neprome�ena (konstantna) tokom reakcije konverzije supstra-
ta u odgovaraju�i produkt. Oznaqimo tu koncentraciju sa e0. Do istog
zak	uqka dolazimo sabira�em obe strane jednaqina (34) i (35)

de

dt
+
dc

dt
= 0,

gde je e koncentracija slobodnog (neiskorix�enog) enzima E, dok je c
koncentracija vezanog (iskorix�enog) enzima u kompleksu. Dakle va�i

e0 = e+ c. (37)

Sa s0 oznaqi�emo ukupnu koncentraciju supstrata u obe etape, qiji je
jedan deo jox neprome�en (s), jedan deo je u sastavu kompleksa, tj. u fazi
je promene (c) i na kraju deo koji je prome�en u produkt (p). Stoga va�i

s0 = s+ c+ p. (38)

Primetimo da koncentracija kompleksa c predstav	a i koncentraciju
iskorix�enog enzima, ali i supstrata koji je u fazi promene. Dakle,

[E]vezani = [C] = [S]vezani,

(ne va�i [C] = [E]vezani+[S]vezani). Na primer, ako u jedinici zapremine
se nalaze 3 molekula enzima i 3 molekula supstrata, nakon formira�a
enzim-supstrat kompleksa u istoj jedinici zapremine na�i �e se tri
molekula enzim-supstrat kompleksa, a ne xest.

Jednakosti (37) i (38) slede iz zakona odr�a�a mase. Dakle, veli-
qine s0 i e0 su konstantne tokom enzimske reakcije i bi�e parametri
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u odgovaraju�im diferencijalnim jednaqinama. Primetimo da su kon-
centracije produkta i enzima zavisne od koncentracije kompleksa. Uz-
imaju�i u obzir sve navedeno, dinamiqki sistem reda qetiri mo�emo
svesti na sistem drugog reda, koji je lakxi za analizu

ds

dt
= k−1c− k1s(e0 − c) = −k1e0s+ (k1s+ k−1)c,

dc

dt
= k1s(e0 − c)− (k−1 + k2)c = k1e0s− (k1s+ k−1 + k1)c.

(39)

Za modelova�e enzimske rekacije (32) vrlo je va�na qi�enica da
je �ena druga etapa (nastaja�e produkta (31)) daleko sporija od �e-
ne prve etape (reakcije nastaja�a enzim-susptrat kompleksa (30)). Zbog
ove osobenosti, mogu�e je izvrxiti redukciju modela (39) metodom sta-
cionarnog sta�a ili metodom pseudoravnote�e, o qemu je bilo reqi u
poglav	u 4.

Mihaelis i Mentenova su dali odgovor na pita�e kojom se brzi-
nom odvijaju enzimske reakcije koriste�i metodu stacionarnog sta�a.
U ravnote�no sta�e momentalno dospeva prva etapa (30) enzimske re-
akcije. Kako se momentalno izjednaqavaju brzine direktne i povratne
reakcije, onda va�i

k1se = k−1c. (40)

Kako je e+ c = e0 dobija se da je ravnote�na koncentarcija kompleksa

c =
e0s

K1 + s
, (41)

gde je K1 = k−1

k1
. Brzinu enzimske reakcije v izvodimo iz (36)

v =
dp

dt
= k2c =

k2e0s

K1 + s
=

vmaxs

K1 + s
,

gde je vmax = k2e0 maksimalna brzina reakcije koja se dosti�e kada je
sav enzim u kompleksu sa supstratom (e0 = c). Kako vrximo aproksima-
ciju to iz jednakosti (40) ne mo�emo zak	uqiti da je ds

dt = 0, jer onda
bi prema (33) sledilo da se supstrat ne troxi u reakciji, a sledstveno
tome niti se produkt formira. Naravno ne mo�emo zak	uqiti ni da va-
�i dc

dt = −k2c. Req je o aproksimaciji kao posledici da je disocijacija
enzim-supstrat kompleksa u smeru supstrata mnogo br�a, nego u smeru
produkta (k−1 >> k2). Sabira�em jednakosti (33) i (35) dolazimo do
jednaqine

ds

dt
+
dc

dt
= −k2c, tj.

d

dt
(s+ c) = −k2c.

Uzimaju�i u obzir ravnote�nu koncentraciju kompleksa enzim-supstrat
iz jednakosti (41) dolazimo do zak	uqka o promeni koncetracije sup-
strata tokom enzimske reakcije

33



d

dt

(
s+

e0s

K1 + s

)
= −k2

e0s

K1 + s
,

ds

dt

(
1 +

e0K1

(K1 + s)2

)
= −k2

e0s

K1 + s
.

Metodom stacionarnog sta�a i postupkom skalira�a i uvo�e�a bez-
dimenzionalnih veliqina dobija se ne tako jednostavan dinamiqki si-
stem sa brzom i sporom promen	ivom (pogledati primer 20. u poglav	u
1.7 u [1]).

Za analizu enzimske reakcije Brigs i Haldan (1925) (pogledati po-
glav	e 1.4.2 u [1]) predlo�ili su metodu pseudoravnote�e kojom su do-
bili jednostavniji dinamiqki sistem sa brzom i sporom promen	ivom.
Dokazali su da

Brzina enzimske rekacije je odre�ena formulom

v =
vmaxs

Km + s
, (42)

gde je s koncentracija supstrata, vmax maksimalna brzina enzim-
ske reakcije i Km = k−1+k2

k1
Mihaelisova konstanta.

Primetimo razliku izme�u formule za brzinu enzimske reakcije

dobijenu metodom stacionarnog sta�a

(
v =

vmaxs

K1 + s

)
i formule dobi-

jene metodom psudoravnote�e

(
v =

vmaxs

Km + s

)
. Jedina razlika je u kon-

stantama K1 i Km. S obzirom na definiciju Mihaelisove konstante,
kada je k−1 >> k2, tada je Km ≈ K1. Zato obe aproksimacije, iako su
pretpostavke na kojima se zasnivaju razliqite, daju sliqan rezultat.

Na kraju treba ista�i znaqaj Mihaelisove konstante. Ova konstan-
ta predstav	a merilo afiniteta supstrata prema enzimu. Niska vred-
nost Km pokazuje da je enzim-supstrat kompleks stabilan. Iz formule
zakona Mihaelisa i Mentenove vidimo da je brzina enzimske reakcije
jednaka polovini maksimalne brzine kada koliqina supstrata dostigne
vrednost Mihaelisove konstante. Pri niskoj koncentraciji supstrata,
brzina enzimske reakcije je proporcionalna koncentraciji supstrata,
xto predstav	a reakciju prvog reda. U odre�enom trenutku enzim po-
staje potpuno saturisan, tada se brzina asimptotski pribli�ava mak-
simalnoj brzini i koncentracija supstrata vixe ne utiqe na brzinu
reakcije xto predstav	a reakciju nultog reda.
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8 Graniqni cikl i Hopfova bifurkacija

U ovom poglav	u bi�e razmatrana dva k	uqna pojma koja se pojav	u-
ju u radu: graniqni cikl i Hopfova bifurkacija. U radu se analiziraju
dvodimenzionalni nelinearni dinamiqki sistemi. �ihova nelinear-
nost povlaqi pojavu specifiqnih objekata u faznoj ravni koji se ne
sre�u u faznim portretima linearnih dinamiqkih sistema.

8.1 Graniqni cikl

Graniqni cikl je izolovana zatvorena trajektorija u faznom pro-
storu dinamiqkog sistema. Izolovana trajektorija znaqi da susedne
trajektorije nisu zatvorene, ve� se spiralno pribli�avaju ili uda	uju
od zatvorene trajektorije. Ako joj se sve susedne trajektorije pribli�a-
vaju req je o stabilnom, a ako se sve uda	avaju onda o nestabilnom
graniqnom ciklu. Mogu� je i polustabilan graniqni cikl u situa-
cijama kada se susedne trajektorije pribli�avaju graniqnom ciklu sa
jedne strane, a sa druge strane se uda	avaju (slika 14).

Slika 14: Graniqni cikli

Pojam graniqni cikl uveo je Poenkare i dao je svoj doprinos doxa-
vxi do nekih kriterijuma egzistencije graniqnih cikala.

Od posebnog znaqaja za modelova�e razliqitih problema u nauci je
upravo stabilan graniqni cikl. Qesto se sre�u oscilatorna ponaxa�a
koja se odlikuju odre�enim periodom, amplitudom i oblikom. Napome-
nimo samo neke od primera gde se pri modelova�u pojav	uje stabilni
graniqni cikl: kuca�e srca, dnevni ritmovi u temperaturi 	udskog
tela i hormona, neke od opasnih vibracija u mostovima i krilima avi-
ona. Graniqni cikl je karakteristiqan za nelinearne sisteme. I kod
lineranih sistema u faznim portretima se vi�aju zatvorene trajekto-
rije, ali bitna razlika je xto one nisu izolovane. Primer jeste centar,
zatvorene trajektorije su koncentriqne kru�nice i svaka perturbaci-
ja sistema dovodi do napuxta�a jedne i prelazak na drugu zatvorenu
trajektoriju. Dakle, novo oscilatorno rexe�e ima�e drugu amplitudu
oscilova�a. U sluqaju stabilne izolovane zatvorene trajektorije per-
turbacija dovodi do toga da se trajektorija van graniqnog cikla posle
konaqno dugog vremenskog intervala pribli�ava graniqnom ciklu. Da-
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kle oscilatorno rexe�e u poqetku usled perturbacije ima drugaqiju
amplitudu oscilova�a koja te�i amplitudi oscilova�a rexe�a ko-
je odgovara stabilnom graniqnom ciklu kada t → ∞. Drugim reqima
sistem se opire promeni, xto je tipiqno svojstvo bioloxkih sistema
(robusnost).

Primer 5 Razmotrimo jednostavan primer dvodimenzionalnog dina-

miqkog sistema
x′ = x− y − x3 − xy2
y′ = x+ y − x2y − y3. (43)

Vektorsko po	e pravaca prikazano je na slici 15. Po nagibima vek-

tora pravaca mo�e se naslutiti polo�aj izolovane zatvorene tra-

jektorije.

Slika 15: Vektorsko po	e sa graniqnim ciklom

Prelaskom na polarne koordinate (x = r cos θ, y = r sin θ, gde je

r ≥ 0 i θ ∈ (−π, π]) sistem (43) dobija oblik

r′ = r(1− r2)
θ′ = 1.

(44)

Primetimo da prelaskom na polarne koordinate, promen	ive r i θ u
sistemu (44) nisu povezane, pa se mogu odvojeno razmatrati. Razma-

tra�em faznog portreta diferencijalne jednaqine r′ = r(1 − r2) na

faznoj pravoj, uoqava se jedan stabilan i jedan nestabilan ekvilibri-

jum (slika 16).

U faznoj ravni usled rotacije konstantnom ugaonom brzinom sve

trajektorije, osim r∗ = 0, se monotono pribli�avaju graniqnom ci-

klu r∗ = 1 u smeru suprotnom od kaza	ke na satu s obzirom da je θ′ > 0
(slika 17a).
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Slika 16: Stabilan (r∗ = 1) i nestabilan (r∗ = 0) ekvilibrijum jedna-
qine r′ = r(1− r2)

Na slici 17b prikazan je grafik funkcije x = r(t) cos(θ(t)), jed-
ne od funkcija rexe�a razmatranog primera (43) za poqetni uslov

(x0, y0) = (0.5, 0.5). Primetimo da je trajektorija koja prolazi kroz

(x0, y0) iz unutrax�e oblasti ograniqene ciklom. Funkcija x = x(t)
ispo	ava oscilatoran karakter i kako vreme prolazi amplituda te-

�i ka konstantnoj vrednosti koja odgovara amplitudi oscilova�a

graniqnog cikla.

Slika 17: a) Graniqni cikl i nekoliko susednih trajektorija sistema
(43); b) Grafik funkcije x = x(t) sistema (43)

8.2 Egzistencija graniqnog cikla

K	uqni problem predstav	a pita�e egzistencije graniqnog cikla.
Dulakov kriterijum nam daje dovo	an uslov nepostoja�a graniqnog
cikla:
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Neka je X ′ = F (X), F = (f, g) ∈ C1(E), gde je E jednostruko-
povezana oblast u faznoj ravni. Ako postoji funkcija v ∈ C1(E)
takva da funkcija

∇ · (vF ) =
∂

∂x
(vf) +

∂

∂y
(vg)

ne me�a znak na E, onda nema zatvorenih trajektorija (nema pe-
riodiqnih rexe�a) u E.

Sledi primer koji ilustuje primenu Dulakovog kriterijuma.

Primer 6 U ovom primeru pokaza�emo da dinamiqki sistem

x′ = y
y′ = −x− y + x2 + y2

(45)

nema zatvorene trajektorije u celoj faznoj ravni primenom Dulakovog

kriterijuma.

Neka je v(x, y) = e−2x. Tada se dobija da je

∇ · (vF ) =
∂

∂x
(e−2xy) +

∂

∂y
(e−2x(−x− y + x2 + y2))

= −2e−2xy + e−2x(−1 + 2y) = −e−2x < 0,

za svako (x, y) ∈ R2, te na osnovu Dulakovog kriterijuma nema zatvo-

rene trajektorije u celoj faznoj ravni.

Tako�e, kontrapozicijom slede�eg tvr�e�a dobija se da ako dinamiqki
sistem nema ekvilibrijum, onda on nema ni graniqni cikl.

Graniqni cikl dinamiqkog sistema okru�uje bar jedan polo�aj
ravnote�e.

Egzistenciju graniqnog cikla garantujePoenkare-Bendiksonova
teorema.

Neka je R zatvoren i ograniqen podskup ravni R2 bez ekvilibri-
juma, X ′ = F (X), F ∈ C1(E), R ⊂ E i neka postoji trajektorija
C koja u poqetnom trenutku t0 izlazi iz neke taqke oblasti R i
ostaje u R za svako t > t0. Tada je C zatvorena trajektorija ili
trajektorija koja se spiralno pribli�ava zatvorenoj trajektori-
ji dinamiqkog sistema X ′ = F (X) kada t→∞.

Dokaz teoreme mo�e se na�i u [2]. Bitno je ista�i znaqaj teoreme
Poenkare-Bendiksa. Ona nam govori o tome da je ponaxa�e u faznoj
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ravni predvidivo. Ako je trajektorija sadr�ana u zatvorenom, ogra-
niqenom skupu koji ne sadr�i ekvilibrijume, ako ona nije zatvorena
trajektorija, onda se ona mora pribli�avati graniqnom ciklu. U di-
menzijama ve�im od 2, ova teorema se ne mo�e primeniti jer trajek-
torije mogu lutati u zatvorenom ograniqenom skupu i ne te�iti ni
ka ekvilibrijumu ni ka zatvorenoj trajektoriji. U nekim situacijama
trajektorije se pribli�avaju slo�enom geometrijskom objektu koji se
naziva atraktor. Kako je sistem jako oset	iv na poqetne uslove, kre-
ta�e na du�e staze se ne mo�e predvideti i nastaje haos. Na osnovu
teoreme Poenkare-Bendiksa mo�e se zak	uqiti da haos nikada ne mo�e
nastati u faznoj ravni.

Na slici 18 je prikazan skup R u vidu prstena, kako bi se iz �ega
isk	uqila fiksna taqka P kako zahteva teorema.

Slika 18: Primer skupa R iz Poenakre-Bendiksonove teoreme

Da bismo dokazali postoja�e graniqnog cikla primenom Poenakare-
Bendiksonove teoreme, najsuptilniji uslov teoreme jeste postoja�e tra-
jektorije C. Potrebno je ,,uloviti" krivu C u kompaktu R. Potrebno je
da vektorsko po	e pravaca du� ruba skupa R bude usmereno ka �egovoj
unutrax�osti. Zato uobiqajen postupak je nala�e�e ,,zamke" po qijem
rubu je vektorsko po	e usmereno ka �egovoj unutrax�osti (slika 19).

Slika 19: Vektorsko po	e na rubu skupa R

Primer 7 U osnovnom biohemijskom procesu koji se naziva glikoli-

za, �ive �elije dobijaju energiju razgrad�om xe�era. U nastavku sledi
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jedan model glikolize na kome �e se demonstrirati primena Poenkare-

Bendiksonove teoreme. Odgovaraju�i dinamiqki sistem postavio je

Sel′kov (1968) i nakon primene tehnike skalira�a i uvo�e�a bezdi-

menzionalnih veliqina, on je oblika

x′ = −x+ ay + x2y
y′ = b− ay − x2y, (46)

gde je x = [ADP ] koncentracija adenozin-monofosfata i y = [F6P ]
koncentracija fruktozo 6-fosfata, a a > 0 i b > 0 odgovaraju�i kine-

tiqki parametri.

Prvi korak u konstrusa�u "zamke" je nala�e�e nula-izoklina:

y =
x

a+ x2
je x− nula-izoklina,

y =
b

a+ x2
je y − nula-izoklina.

Kako za x−nula-izoklinu va�i uslov x′ = 0, tada iznad �e va�i uslov

x′ > 0 (jer iz −x+ ay + x2y > 0 sledi y > x
a+x2

), dok ispod �e je x′ < 0.
Sliqno, kako za y−nula-izoklinu va�i uslov y′ = 0, tada iznad �e

va�i uslov y′ < 0 (jer iz b − ay − x2y < 0 sledi y > b
a+x2

), dok ispod

y′ > 0, te mo�emo skicirati vektore pravca du� nula-izoklina, ali

i iznad i ispod �ih (slika 20a).

Presek nula-izoklina je taqka ekvilibrijuma (x∗, y∗) = (b, b
a+b2

).

Slika 20: a) Nula-izokline i vektori pravca sistema (46); b) Posta-
v	ena ,,zamka" za krivu C za primer 7

Na slici 20b isprekidanim linijama prikazan je mnogougao uz po-

mo� koga �emo postaviti ,,zamku" za krivu C prema teoremi Poenkare-

Bendikson. Jedno od temena mnogougla je taqka M(b, ba), qija apscisa

40



odgovara apscisi ekvilibrijuma, a ordinata ordinati preseka y−nula-
izokline i y ose.

Nagib vektorskog po	a du� stranica mnogougla koje su paralelne

ili pripadaju koordinatnim osama je oqigledan iz prethodnog raz-

matra�a (slika 20), dok nagib po	a du� isprekidane linije (qiji je

koeficijent pravca −1) nije oqigledan. Name�e se pita�e zaxto smo
posmatrali bax ovu liniju. Primetimo x koordinatu taqke M . Do

stranice mnogougla nagiba −1 dolazimo iz razmatra�a da za dovo	no

veliko x, ponaxa�e sistema je odre�eno nelineranim delom, te je ta-

ko x′ ≈ x2y i y′ ≈ −x2y. Onda je dy
dx ≈ −1 du� trajektorija. Dakle,

gruba procena je da je nagib vektorskog po	a blizak vrednosti −1 za

velike vrednosti promen	ive x. Kako su odgovaraju�a vertikalna i ho-
rizontalna komponenta vektora qiji je nagib −1 jednaki, dovo	no je

ispitati razliku x′− (−y′) za posmatrani dinamiqki sistem. Va�e

slede�e jednakosti

x′ − (−y′) = −x+ ay + x2y + (b− ay − x2y) = b− x.

Dakle, va�i�e x′ < −y′ ako je b < x. Kako zaista va�i da je x > b, onda
je i −y′ > x′, xto da	e povlaqi da je nagib vektorskog po	a pravaca

du� ove stranice mnogougla ma�i. Ovim je dokazano da je konstruisan

mnogougao du� qijih stranica je vektorsko po	e usmereno ka �egovoj

unutrax�osti.

Slede�i korak je isk	uqiva�e fiksnih taqaka (ekvilibrijuma) iz

unutrax�osti mnogougla. Ukoliko je req o nestabilnom ekvilibriju-

mu, onda je dovo	no izabrati proizvo	nu okolinu taqke ekvilibriju-

ma. Tada �e du� ruba te okoline vektorsko po	e biti usmereno van

okoline, ali ka unutrax�osti ,,zamke". Ovim je zadovo	en uslov te-

oreme i time egzistencija graniqnog cikla dokazana (slika 21).

Slika 21: Zamka u kojoj je ulov	ena kriva C za primer 7

U da	em tekstu sledi razmatra�e pod kojim uslovima je ekvilibri-
jum iz posmatranog primera glikolize nestabilan.
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8.3 Hopfova bifurkacija

Posmatrajmo dvodimenzionalni dinamiqki sistem

dx

dt
= f(x, y;µ)

dy

dt
= g(x, y;µ),

(47)

gde je µ realan parametar, a funkcije f, g ∈ C2(E) gde je E ⊂ R2 otvoren
skup. Vektorski zapis sistema (47) je

dX

dt
= F (X;µ), (48)

gde je X =

(
x
y

)
i F (X;µ) =

(
f(x, y;µ)
g(x, y;µ)

)
.

Kako �e se ponaxati nelinearan dinamiqki sistem (47) u zavisno-
sti od vrednosti parametra µ? Promena vrednosti parametra mo�e do-
vesti do promene broja fiksnih taqaka (ekvilibrijuma), do promene
�ihove stabilnosti ili do pojave graniqnog cikla. I to su jedine mo-
gu�nosti koje se mogu desiti u faznoj ravni, xto je k	uqna posledica
teoreme Poenkare-Bendikson. Kvalitativne promene u ponaxa�u dina-
miqkog sistema nazivaju se bifurkacije, a vrednosti parametra za
koje se one dexavaju bifurkacione taqke. Do bifurkacije dolazi
za vrednost parametra µ = µc, ako postoji parametar µ1, proizvo	-

no blizu parametra µc, takav da dinamiqki sistem
dX

dt
= F (X;µ1) i

dX

dt
= F (X;µc) nisu topoloxki ekvivalentni. Dijagram na kome je pri-

kazana zavisnost stabilnosti ekvilibrijuma od vrednosti parametra
naziva se bifurkacioni dijagram.

Xta �e se desiti sa stabilnox�u ekvilibrijuma sa promenom vred-
nosti parametra µ odre�eno je sopstvenim vrednostima Jakobijeve ma-
trice linearizovanog dinamiqkog sistema u fiksnoj taqki (ekvilibri-
jumu) X∗(µ) = (x∗(µ), y∗(µ))

Jµ(X∗) =

[
fx(X∗) fy(X

∗)
gx(X∗) gy(X

∗)

]
. (49)

Kvalitativna promena u ponaxa�u dinamiqkog sistema u vidu na-
stanka ili nestanka graniqnog cikla naziva seHopfova bifurkaci-
ja. Hopfova bifurkacija se jav	a kada za neku vrednost parametra µ
konjugovano-kompleksan par sopstvenih vrednosti Jakobijeve matrice
(nakon linearizacije nelinearnog dinamiqkog sistema u fiksnoj ta-
qki) postane qisto imaginaran (realni deo je nula). Drugim reqima,
Hopfova bifurkacija nastaje kada sa promenom vrednosti parametra µ
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Slika 22: Hopfova bifurkacija

konjugovano-kompleksan par sopstvenih vrednosti matrice (49) preseqe
imaginarnu osu i pre�e u pozitivnu poluravan (slika 22).

Sopstvene vrednosti Jakobijeve matrice su funkcije koje zavise od
µ. Ako trag Jakobijeve matrice oznaqimo sa T , a determinantu sa ∆
(T = T (µ) i ∆ = ∆(µ)) onda va�i

λ±(µ) =
T ±
√
T 2 − 4∆

2
. (50)

Neka je µc kritiqna vrednost parametra µ za koju va�i

T (µc) = 0 i ∆(µc) > 0. (51)

Tada su sopstevene vrednosti matrice (49) qisto imaginarne

λ±(µc) = ±i
√

∆. (52)

Ako su uslovi (51) zadovo	eni, uz uslov

d

dµ
{Re(λ+(µ))|µ=µc} 6= 0,

gde je Re(λ+(µ)) realni deo sopstvene vrednosti (50), onda je µc Hopfo-
va bifurkaciona taqka i lokalno za vrednosti parametra µ > µc ili
µ < µc jav	a se izolovana zatvorena trajektorija (graniqni cikl).

Mogu�e su dve varijante Hopfove bifurkacije. Kada se oko nesta-
bilnog ekvilibrijuma formira stabilan graniqni cikl onda je req o
natkritiqnoj Hopfovoj bifurkaciji. Me�utim, ako oko stabilnog ekvi-
librijuma nastane nestabilan graniqni cikl onda je req o potkriti-
qnoj Hopfovoj bifurkaciji.

Vratimo se na primer 7 dat u drugoj sekciji ovog poglav	a. Osta-
lo je da se odredi za koje je vrednosti parametra a i b ekvilibrijum
nestabilan. Tada prema teoremi Poenkare-Bendikson je dokazana egzi-
stencija graniqnog cikla.
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U fiksnoj taqki sistema (46) (x∗, y∗) =
(
b, b
a+b2

)
, raqunamo trag i

determinantu Jakobijeve matrice

J(x, y) =

(
−1 + 2xy a+ x2

−2xy −a− x2
)
,

dok je

J(x∗, y∗) =


b2 − a
a+ b2

a+ b2

− 2b2

a+ b2
−a− b2

 .

Vrednost detrminante matrice J(x∗, y∗) je ∆(a, b) = a+b2 > 0, a trag ma-

trice J(x∗, y∗) je T (a, b) = − b4+(2a−1)b2+(a+a2)
a+b2

. Kako je za T < 0 fiksna
taqka stabilna, a za T > 0 nestabilna, kritiqne vrednosti parametara
se dobijaju za T = 0.

Dakle, uslov

b2 =
1

2
(1− 2a±

√
1− 8a) (53)

daje kritiqne vrednosti parametra a i b kada se jav	a Hopfova bi-

furkacija. Skicira�em grafika funkcija b =
√

1
2(1− 2a+

√
1− 8a) i

b =
√

1
2(1− 2a−

√
1− 8a) na istom domenu dobijamo krivu prikazanu

na slici 23.
Ostaje pita�e u kojoj regiji se oqekuje stabilni graniqni cikl.

Tako za vrednosti parametara (a, b) = (0.1, 0.2) odgovaraju�a taqka je
stabilni ekvilibrijum (T (a, b) < 0), a za (a, b) = (0.08, 0.6) je nesta-
bilni ekvilibrijum (T (a, b) > 0). U neposrednoj okolini nestabilnog
ekvilibrijuma pojav	uje se stabilan graniqni cikl. Bifurkacioni di-
jagram na kome je prikazana stabilnost ekvilibrijuma (fiksne taqke)
u zavisnosti od vrednosti dva parametara a i b prikazan je slici 23.

Slika 23: Bifurkacioni dijagram dinamiqkog sistema (46)
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9 Glikoliza i �en oscilatorni karakter

Metabolizam je proces kojim �elija ekstrahuje energiju iz hemijskih
veza, dok metaboliqki put predstav	a niz enzimskih reakcija kojima se
hemijska energija transformixe iz jednog oblika u drugi. Uobiqajen
nosaq energije u �elijama je molekul adenozintrifosfat (ATP). Na-

Slika 24: Molekul ATP

staje veziva�em jedne fosfatne grupe za adenozindifosfat (ADP) ili
dve fosfatne grupe za adenozinmonofosfat (AMP). Potrebna je znatna
energija za savladava�e odbojnih sila izme�u negativno naelektrisa-
nih fosfatnih grupa prilikom gra�e�a molekula ATP od molekula
AMP. Kada je �eliji potrebna energija, ona do �e dolazi hidrolizom
molekula ATP (u prisustvu molekula vode dolazi do raskida�a veze
fosfatne grupe sa ostatkom molekula ATP). Tada nastaje molekul ADP
i osloba�a se znatna koliqina energije.

Oksidacijom jednog molekula glukoze do ug	en-dioksida i vode

C6H12O6 + 6O2
energija−−−−−−−→ 6CO2 + 6H2O (54)

kroz tri specifiqna procesa (glikolizu u citoplazmi, Krepsov ci-
klus i elekton-transportni lanac u mitohondrijama) dobija se qak 38
molekula ATP. Prvi proces je glikoliza. Neto-koliqina dobijenog mo-
lekula ATP tokom procesa glikolize su svega dva (4−2 = 2). Glikoliza
je metaboliqki put koji se sastoji od desetak etapa, gde je tre�a etapa
odgovorna za �en oscilatorni karakter. Prve tri etape glikolize su:

Slika 25: Prve tri etape glikolize
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1) fosforilacija glukoze (C6H12O6) u glukozu 6-fosfat (C6H13O9P)
(energetski skupa reakcija tokom koje se fosfatna grupa vezuje za mo-
lekul glukoze u prisustvu enzima heksokinaze i zahteva utroxak jednog
molekula ATP - slika 26),

Slika 26: Reakcija fosforilacije glukoze

2) izomerizacija glukoze 6-fosfata u fruktozu 6-fosfat (C6H13O9P)
(spontana reverzibilna reakcija koja se odvija u prisustvu enzima izo-
meraze - slika 27) i

Slika 27: Reakcija izomerizacije

3) fosforilacija fruktoze 6-fosfata u fruktozu 1,6-difosfat
(C6H14O12P2) (energetski skupa reakcija veziva�a jox jedne fosfatne
grupe za molekul fruktoze u prisustvu enzima fosfofruktokinaze uz
utroxak jox jednog molekula ATP - slika 28).

Slika 28: Reakcija fosforilacije fruktoze 6-fosfat
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Svaki enzim ima aktivna i regulatorna (alosteriqna) mesta. Za ak-
tivna mesta se vezuje supstrat kako bi se nagradio enzim-supstrat kom-
pleks, dok za alosteriqna mesta se vezuju molekuli koji mogu dovesti do
toga da enzim poprimi drugaqiji oblik u prostoru xto ote�ava (onda
je req o alosteriqnom inhibitoru) ili olakxava (tada je req o alo-
steriqnom aktivatoru) veziva�e supstrata. U tre�oj etapi glikolize
uqestvuje k	uqni enzim fosfofruktokinaza (PFK) qija aktivnost
je regulisana alosteriqnom inhibicijom od strane molekula ATP. Br-
zina glikolize zavisi od aktivnosti enzima PFK. ATP molekul je i
supstrat ovog enzima, ali i �egov alosteriqni inhibitor.

Pad koncentracije molekula ATP dovodi do porasta aktivnosti en-
zima PFK i ubrza�a glikolize. Usled toga proizvod�a molekula ATP
postaje ve�a, xto dovodi do porasta �egove koncentarcije. Kako je sa-
da u vixku, molekul ATP poqi�e da zauzima i alosteriqna mesta na
enzimu. Kao alosteriqni inhibitor sma�uje aktivnost enzima PFK.

Setimo se da u tre�oj etapi glikolize za fosforilaciju frukto-
zo 6-fosfata enzim PFK troxi jedan molekul ATP i nastaje molekul
ADP. Molekul ADP uspostav	a hemijsku ravnote�u sa molekulom ATP
i molekulom AMP

2 ADP 
 ATP + AMP.

Normalno sta�e u �eliji je niska koncentracija molekula AMP. Me-
�utim, kada poqne potrox�a molekula ATP, dolazi do nagomilava�a

molekula ADP i AMP i koliqnik
ATP

AMP
se sma�uje. Sma�e�e ovog ko-

liqnika znaqi porast aktivnosti enzima PFK. Nastaje jox vixe mole-

kula ADP i AMP, zbog qega je koliqnik
ATP

AMP
jox ma�i, a enzim PFK

jox aktivniji. Oqigledno uspostav	a se mehanizam pozitivne povratne

sprege izme�u koliqnika
ATP

AMP
i aktivnosti enzima.

Proces glikolize prouqava se u jedno�elijskim organizmima (g	i-
vice, bakterije). Snabdevaju se energijom iz glukoze, proizvode�i al-
kohol. U vodi koja sadr�i niske koncentracije glukoze, g	ivice �e
prevoditi glukozu u alkohol konstantnom brzinom. Me�utim, ako se
pove�a koncentracija glukoze, koncentracija alkohola poqi�e da osci-
luje. Uzrok oscilatornog karaktera glikolize le�i u regulatornom
mehanizmu aktivnosti enzima PFK.

Higins-Selkov model (1968) se bazira na pozitivnoj povratnoj spre-
zi molekula ADP na aktivnost enzima PFK. Prema modelu, enzim PFK
je inaktivan (ne postoji afinitet prema supstratu), sve dok ne ve�e
nekoliko molekula ADP i time se aktivira. Ovim je pojednostav	en
mehanizam regulacije aktivnosti enzima PFK. U modelu se pretposta-

v	a direktan uticaj ADP molekula, a ne koliqnika
ATP

AMP
na aktivnost

enzima, jer sveukupan uticaj je sliqan.
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Uvode se slede�e oznake: E za enzim PFK, S1 za molekul ATP i S2
za molekul ADP. Enzim E se aktivira vezuju�i γ molekula S2

γS2 + E
k3−−⇀↽−−
k−3

ESγ2 , (55)

gde su k3 i k−3 konstante brzine odgovaraju�eg smera reakcije, a ES
γ
2

aktiviran enzim.
Kada je enzim aktiviran (reakcija 55), on ulazi u interakciju sa

svojim supstratom S1, formira enzim-supstrat kompleks iz koga izlazi
proizvod S2 (reakcija (57))

∅ v1−→ S1 (56)

S1 + ESγ2
k1−−⇀↽−−
k−1

S1ES
γ
2

k2−→ ESγ2 + S2. (57)

S2
v2−→ ∅ (58)

Dodatna pretpostavka je da je doprema�e supstrata S1 u okru�e�e
�elije (rekacija 56), kao i ukla�a�e proizvoda S2 iz okru�e�a (reak-
cija (58)) konstantno, redom brzinama v1 i v2. U reakciji (57) konstante
k1, k−1 i k2 su konstante brzine odgovaraju�ih smerova reakcije.

Kako se tokom reakcije quva ukupna koliqina raspolo�ivog enzima
(oznaqena sa e0)

e0 = e+ x1 + x2, (59)

gde su e = [E] koncentracija neaktivnog enzima PFK, s1 = [ATP] - kon-
centracija suspstrata (ATP), s2 = [ADP] - koncentracija proizvoda
(ADP), x1 = [ESγ2 ] i x2 = [S1ES

γ
2 ] koncentracije odgovaraju�ih enzim-

supstrat kompleksa, sistemu reakcija (55) - (58) odgovara slede�i si-
stem diferencijalnih jednaqina dobijen primenom zakona o dejstvu ma-
sa na svaku etapu zasebno

ds1
dt

= v1 − k1s1x1 + k−1x2 (60)

ds2
dt

= k2x2 − γk3sγ2e+ γk−3x1 − v2s2 (61)

dx1
dt

= k3s
γ
2e− k−3x1 − k1s1x1 + (k−1 + k2)x2 (62)

dx2
dt

= k1s1x1 − (k−1 + k2)x2. (63)

Zbog (59) diferencijalna jednaqina
de

dt
= −k3sγ2e + k−3x1 mo�e se izo-

staviti.
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Sledi uvo�e�e bezdimenzionalnih veliqina - nezavisno promen	i-

ve τ =
t

tc
i zavisno promen	ivih σ1 =

s1
s1c

, σ2 =
s2
s2c

, u1 =
x1
x1c

i u2 =
x2
x2c

,

gde su tc, s1c, s2c, x1c i x2c karakteristiqne vrednosti tih promen	i-
vih kojima se vrxi skalira�e i ukla�a�e mernih jedinica. Neka je

σ1 = s1
k1

k2 + k−1
, σ2 = s2

(
k3
k−3

)1/γ

, u1 =
x1
e0
, u2 =

x2
e0
, i τ =

e0k1k2
k2 + k−1

t.

Zamenom bezdimenzionalnih promen	ivih u sistem (60) - (63) dobija
se

dσ1
dτ

= v − k2 + k−1
k2

u1σ1 +
k−1
k2

u2, (64)

dσ2
dτ

= α

[
u2 −

γk−3
k2

σγ2 (1− u1 − u2) +
γk−3
k2

u1

]
− ησ2, (65)

ε
du1
dτ

= u2 − σ1u1 +
k−3

k2 + k−1
[σγ2 (1− u1 − u2)− u1] , (66)

ε
du2
dτ

= σ1u1 − u2, (67)

gde su parametri ε, v, η i α definisani na slede�i naqin

ε =
e0k1k2

(k2 + k−1)2
,

v =
v1
k2e0

,

η =
v2(k2 + k−1)

k1k2e0
,

α =
k2 + k−1

k1

(
k3
k−3

)1/γ

.

Kako bi sistem redukovali na sistem koji je lakxi za analizu prime-
ni�emo metodu pseudoravnote�e (ε << 1). Sledi da su promen	ive u1
i u2 brze promen	ive i raqunamo �ihove psudoravnote�ne koncentra-

cije. Dakle, iz ε
du1
dτ

= 0 i ε
du2
dτ

= 0 dobija se da je

u1 =
σγ2

σγ2σ1 + σγ2 + 1
(68)

u2 = σ1u1 =: f(σ1, σ2) (69)

Uz navedene pretpostavke polazni sistem (60)-(63) svodi se na reduko-
van sistem

dσ1
dτ

= v − f(σ1, σ2) (70)

dσ2
dτ

= αf(σ1, σ2)− ησ2 (71)
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Analiza sistema (70)-(71) ima za ci	 da utvrdi pri kojoj vrednosti
parametra v (ovaj parametar odgovara brzini doprema�a supstrata u
okru�e�e �elije) nastaju glikolitiqke oscilacije. Oqigledno va�i
f(σ1, σ2) < 1. Ako bi va�ilo da je v > 1 onda bi iz (70) sledilo da je
dσ1
dτ

> 0, tj. rexe�e bi bilo rastu�e. Kako nas zanimaju oscilatorna

rexe�a neka v uzima vrednosti iz intervala (0, 1). Ekvililibrijum
sistema (70)-(71) oznaqi�emo sa (σ∗1, σ

∗
2) i dobija se da je

σ∗1 =
v(1 + σ∗γ2 )

(1− v)σ∗γ2
,

σ∗2 = pv, (72)

gde je p =
α

η
.

Jakobijeva matrica linearizacije sistema (70)-(71) je

J =

 −f1 −f2

αf1 αf2 − η

 , (73)

gde je f1 =
∂f

∂σ1
(σ∗1, σ

∗
2) i f2 =

∂f

∂σ2
(σ∗1, σ

∗
2). Linearizovan sistem za si-

stem (70)-(71) je oblika

dσ̃1
dτ

= −f1σ̃1 − f2σ̃2 (74)

dσ̃2
dτ

= αf1σ̃1 + (αf2 − η)σ̃2, (75)

gde su σ̃1 = σ̃1(t) i σ̃2 = σ̃2(t) nepoznate funkcije.
Karakteristiqna jednaqina sistema (74)-(75) u kojoj je λ sopstvena

vrednost Jakobijeve matrice (73) je

λ2 − (αf2 − η − f1)λ+ f1η = 0. (76)

Kako je determinanta ∆ matrice J pozitivna, jer je ∆ = ηf1 > 0, a trag
T = αf2−f1−η, sledi da stabilnost sistema zavisi od traga matrice J .
Hopfova bifurkacija se oqekuju za T = 0, jer je za T > 0 ekvilibrijum
(σ∗1, σ

∗
2) nestabilan, a za T < 0 stabilan. Kako je

T (v) =
1− v
1 + y

(ηγ + (v − 1)y)− η,

gde je y = (pv)γ , T (0) = η(γ − 1) > 0 i T (1) = −η < 0 zak	uqujemo da
sistem mora imati bar jednu Hopfovu bifurkacionu taqku.

Na slici 29 prikazane su dve trajektorije dinamiqkog sistema (70)-
(71) i za parametre v = 0.0285, α = 1, η = 0.1 i γ = 2. Prva kre�e iz
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Slika 29: Trajektorije za dva poqetna uslova dinamiqkog sistema (70)-
(71) i za parametre v = 0.0285, α = 1, η = 0.1 i γ = 2

taqke (0.3, 0.3) i spiralno prilazi zatvorenoj trajektoriji iznutra, a
druga polazi iz taqke (0.8, 0.8) i spiralno prilazi zatvorenoj trajek-
toriji spo	a.

Na slici 30 prikazane su odgovaraju�e koncentracije σ1 i σ2 sistema
(70)-(71) u zavisnosti od vremena za σ1(0) = σ2(0) = 0.3.

Slika 30: Grafici funkcija koncentracija σ1 = σ1(t) i σ2 = σ2(t)
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10 Generisa�e akcionog potencijala

U ovom poglav	u bavi�emo se modelova�em ponaxa�a nadra�ajnih
(ekscitabilnih) �elija.

Kod svake �elije postoji razlika u naelektrisa�u sa razliqitih
strana �ene membrane. Glavni nosioci naelektrisa�a su joni natri-
juma, kalijuma i hlora. �elijska membrana je snabdevena specijalnim
proteinima (tzv. jonskim pumpama) koji odr�avaju odre�enu razliku
koncentracija jona i �ihovog naelektrisa�a na razliqitim stranama
�elijske membrane (tzv. elektrohemijski gradijent). U spo	ax�oj sre-
dini joni natrijuma su prisutni u mnogo ve�oj koncentraciji od jona
kalijuma, dok je u unutrax�osti �elije situacija obrnuta. Svaka na-
elektrisana qestica oko sebe formira elektriqno po	e. Elektriqni
potencijal po	a u nekoj taqki brojno je jednak potencijalnoj energiji
po jedinici naelektrisa�a u toj taqki (jedinica za potencijal elektri-
qnog po	a zove se volt i va�i 1 V = 1 J/C). Kako su joni naelektrisane
qestice, postoji odre�ena razlika u elektriqnom potencijalu unutra-
x�e i spo	ax�e strane u sta�u mirova�a, koja iznosi −70 mV (tzv.
potencijal mirova�a). Drugim reqima postoji ma�ak pozitivnog
naelektrisa�a unutar �elije (slika 31).

Slika 31: Naelektrisa�e �elijske membrane

10.1 Nernstov i membranski potencijal mirova�a

Zamislimo eksperiment u kome je �elija elektroneutralna sa obe
strane svoje membrane. Pritom su i anjoni (negativno naelektrisani
joni) i katjoni (pozitivno naelektrisani joni) u ve�oj koncentraciji
prisutni unutar �elije (slika 32a).

�elijska membrana u svom sastavu ima specijalne proteine koji se
ponaxaju kao selektivno propust	ivi kanali (propuxtaju samo jednu
vrstu jona). Kada se otvore katjonski kanali, usled razlike u koncen-
traciji van i unutar �elije, dolazi do kreta�a samo katjona iz oblasti
visoke u oblast niske koncentracije (slika 32b).
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Slika 32: a) Elektroneutralnost �elije b) Katjonska struja usmerena
ka spo	ax�em prostoru �elije

Katjoni bi napuxtali �eliju sve do izjednaqe�a �ihovih koncen-
tracija s obe strane membrane, me�utim, naruxava se elektroneutral-
nost oba prostora i stvara razlika u naelektrisa�u van i unutar �eli-
je. Usled privlaqnog dejstva anjona unutar �elije nastaje katjonska
struja u suprotnom smeru, koja ih vra�a u �eliju (slika 33).

Slika 33: Katjonska struja u oba smera

Izjednaqe�em brzina obe struje uspostav	a se elektrohemijski gra-
dijent, koji nastaje usled razlike u naelektrisa�u (elektriqni gradi-
jent) i razlike u koncentraciji (hemijski gradijent) jona sa razliqitih
strana membrane. Elektriqni potencijal koji nastaje usled preraspo-
dele katjona s obe strane membrane (opisane u eksperimentu) naziva se
Nernstov potencijal za dati katjon (EK). Raquna se po formuli

EK =
RT

zF
ln

(
[K+]e
[K+]i

)
,

gde je R = 8.315 J/(mol K) univerzalna gasna konstanta, T = 310.15 K,
telesna temperatura sisara u Kelvinima, z je valenca jona,
F = 9.648 × 104 C/mol Faradejeva konstanta, [K+]e− koncentracija
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katjona van �elije i [K+]i− koncentracija katjona unutar �elije. Ner-
nostov potencijal se izraqunava i za anjone na isti naqin.

Primer 8 Na osnovu ravnote�nih koncentracija u milimolovima

(mM) jona datih u tabeli sledi odre�iva�e Nernstovog potencijala

za jone natrijuma i kalijuma u skeletnim mixi�ima sisara.

koncentracija (mM)

jon untar �elije van �elije

Na+ 12 145

K+ 155 4

Kako je
RT

F
= 26.7×10−3 J/C (podsetimo se da prema definiciji elek-

triqnog potencijala va�i 1 V = 1 J/C), onda je Nernstov potencijal
za svaki jon zasebno

ENa =
26.7

1
ln

(
145

12

)
mV = 66.5 mV,

EK =
26.7

1
ln

(
4

155

)
mV = −97.6 mV.

Kada bi membranski potencijal �elije u mirova�u bio odre�en samo
jednom vrstom jona, tada bi on bio jednak Nernstovom potencijalu tog
jona. Me�utim, membranski potencijal mirova�a (Vmirovanja) je odre-
�en sa vixe jona i raquna se kao ponderisana aritmetiqka sredina
gde su te�inski koeficijenti jon-specifiqna propust	ivost membra-
ne, oznaqena sa g, a izra�ena u milisimensima po jedinici povrxine
(propust	ivost ili provod	ivost je obrnuto proporcionalna otpor-
nosti kojom se provodnik opire protoku naelektrisanih qestica, te
je jedan simens reciproqna vrednost jednog oma). Tako se potencijal
mirova�a membrane Vmirovanja odre�uje po formuli

Vmirovanja =
ENagNa + EKgK + EClgCl

gNa + gK + gCl
, (77)

gde su Ei i gi redom Nernstov potencijal i membranska propust	ivost
za i-ti jon.

10.2 Modelova�e ponaxa�a membranskog potencijala nerv-
ne �elije

Delovi nervne �elije (neurona) su telo nervne �elije (soma), kratki
nervni zavrxeci (dendriti) i jedan dugaqak nervni zavrxetak (akson).
Nervne �elije su gra�ene da prenose informacije u jednom smeru. Sig-
nal dospeva do tela nervne �elije preko dendrita, a zatim se da	e
prenosi du� aksona do dendrita slede�eg neurona.

54



Slika 34: Nervna �elija (neuron)

Primer 9 Za odredi�iva�e membranskog potencijala nervne �elije lig-

�e u sta�u mirova�a, koja se koristi u eksperimentalnim istra�i-

va�ima (jer je impozantne veliqine), potrebno je znati Nernstov po-

tencijal (izra�en u mV) za jone kalijuma, natrijuma i hlora koji je

redom EK = −75, ENa = 54, ECl = −59, kao i membransku propust	i-

vost za navedene jone koja je data slede�im jednakostima

gK = 25gNa = 2gCl.
Iz datih jednakosti sledi da je gK = 25gNa i gCl = 12.5gNa. Zame-

nom u formulu (77) dobija se membranski potencijal mirova�a aksona

lig�e

Vmirovanja =
54gNa − 75 · 25gNa − 59 · 12.5gNa

gNa + 25gNa + 12.5gNa
mV = −66.5 mV.

Kod ekscitabilnih �elija, kakve su nervne �elije, u odre�enim situ-
acijama �elijska membrana me�a propust	ivost za jone. Kada se otvore
natrijumski kanali, usled �ihove ve�e koncentracije spo	a, nastaje
natrijumska struja usmerena ka unutrax�osti �elije xto dovodi do
porasta membranskog potencijala. Kada se otvore kalijumski kanali
nastaje kalijumska struja usmerena ka spo	ax�oj sredini �elije, jer je
�ihova koncentracija unutar �elije ve�a i dovodi do pada membranskog
potencijala.

Prime�eno je da pri odre�enoj vrednosti membranskog potencijala
(tzv. pragovni potencijal) koji je malo ve�i u odnosu na onaj u miro-
va�u dolazi do otvara�a natrijumskih kanala, xto za posledicu ima
porast potencijala membrane, xto da	e dovodi do otvara�a jox ve�eg
broja natrijumskih kanala, xto jox vixe pove�ava potencijal �elij-
ske membrane. Dakle, uspostav	a se pozitivna povratna sprega izme�u
potencijala membrane i broja otvorenih natrijumskih kanala. Ako je
membranski potencijal ma�i od pragovnog, ne pokre�e se mehanizam po-
zitivne povratne sprege. Va�no je napomenuti da je ovaj mehanizam jako
brz i dovodi do brzog skoka vrednosti membranskog potencijala. Maksi-
malna vrednost koju dosti�e membranski potencijal je Vmax = 40 mV.
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Za kanale qija propust	ivost zavisi od vrednosti membranskog poten-
cijala ka�e se da su volta�no - zavisni.

Kako bi modelira�e ponaxa�a membranskog potencijala bilo la-
kxe, najpre se izvrxi skalira�e originalnih vrednosti potencijala
i pre�e na bezdimenzionalne veliqine. Tako vrednosti potencijala mi-
rova�a (Vmirovanja), koji inaqe uzima negativnu vrednost, pridru�uje-
mo 0, maksimalnom potencijalu (Vmax) pridru�ujemo 1, a pragovnom
potencijalu broj α, za koji va�i 0 < α < 1.

Veza izme�u originalne i skalirane vrednosti potencijala je line-
arna funkcija

Ṽ (V ) = aV + b,

u kojoj je sa Ṽ oznaqena skalirana vrednost, a sa V originalna vred-
nost potencijala, gde su a i b realne konstante. Iz sistema linearnih
jednaqina

Ṽ (Vmax) = 1 = aVmax + b

Ṽ (Vmirovanja) = 0 = aVmirovanja + b,

odre�uju se koeficijenti a i b

a =
1

Vmax − Vmirovanja
,

b =
−Vmirovanja

Vmax − Vmirovanja
,

i konaqno dobija formula skalira�a

Ṽ (V ) =
1

Vmax − Vmirovanja
V − Vmirovanja

Vmax − Vmirovanja
.

Na da	e, koristi�e se oznaka V i za skaliranu vrednost potencijala.
Pokuxajmo da promenu potencijala �elijske membrane opixemo jed-

nom diferencijalnom jednaqinom

dV

dt
= F (V ). (78)

Kakva svojstva treba da ima funkcija F (V )?
Ukoliko je potencijal membrane u posmatranom trenutku ispod pragov-
nog potencijala (V (0) < α), on opada ka vrednosti potencijala miro-
va�a (V → 0 kada t → ∞), a ukoliko je ve�i od pragovnog potencijala
(V (0) > α) on raste do maksimalne vrednosti (V → 1 kada t → ∞)
(slika 35).
Na faznoj liniji koja odgovara diferencijalnoj jednaqini (78) stabil-
ni ekvilibrijumi su vrednosti potencijala mirova�a i maksimalnog
potencijala (redom 0 i 1) dok je pragovni potencijal nestabilan ekvi-
librijum (α).
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Slika 35: Oqekivana promena potencijala membrane u odnosu na pra-
govni potencijal

Slika 36: Fazna linija diferencijalne jednaqine (78) sa tri ekvili-
brijuma

Dakle, ako je u poqetnom trenutku vrednost potencijala membrane iz
intervala (0, α) potencijal membrane se sma�uje, dok ako je iz interva-
la (α, 1) tokom vremena se pove�ava, xto znaqi da funkcija F na ovim
intervalima redom treba da bude negativna, zatim pozitivna, dok su
joj nule 0, 1 i α. Zato je odgovaraju�a funkcija oblika

F (V ) = V (1− V )(V − α).

Funkcija F (V ) odre�ena je natrijumskom strujom na raqun koje po-
tencijal membrane raste i ako pre�e pragovni te�i maksimalnom po-
tencijalu, me�utim aktivira se kalijumska struja koja vra�a potenci-
jal na potencijal mirova�a (slika 37).

Slika 37: Grafik funkcije membranskog potencijala kada je V (0) > α
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Zato je potrebno korigovati diferencijalnu jednaqinu (78) u skladu
sa tim, da kako potencijal membrane raste, pokre�e se mehanizam ko-
ji se opire tom porastu (tzv. blokiraju�i mehanizam koji je odre�en
kalijumskom strujom). Porast potencijala utiqe i na kalijumske kana-
le, jer su i oni volta�no zavisni. Za razliku od natrijumskih sporije
reaguju na promenu potencijala, tako da tek po dostiza�u maksimalne
vrednosti potencijala, otvaraju se svi kalijumski kanali, nastaje sna-
�na kalijumska struja koja iznosi pozitivno naelektrisa�e iz �elije
i tako dolazi do pada potencijala. Dakle xto je vixe otvorenih ka-
lijumskih kanala to se porast potencijala membrane usporava dok ne
krene naglo da se sma�uje usled otvara�a svih kalijumskih kanala. Taj
drastiqan pad potencijala slabi blokiraju�i mehanizam. Drugim re-
qima kontrolni mehanizam je negativna povratna sprega izme�u broja
otvorenih kalijumskih kanala i napona.

Diferencijalna jednaqina koja modelira promenu membranskog po-
tencijala tokom vremena (koja podrazumeva dejstvo i natrijumske i ka-
lijumske struje) je

dV

dt
= F (V )− w, (79)

u kojoj je funkcijom F izra�en uticaj natrijumske struje (na raqun
koje raste), a promen	ivom w uticaj kalijumske struje (na raqun koje
opada) koja predstav	a spor blokiraju�i mehanizam, koji se opire pora-
stu membranskog potencijala. Dakle, za opisiva�e promene potencijala
membrane nije dovo	na jedna jednaqina, ve� sistem od dve diferenci-
jalne jednaqine.

Funkcija w = w(t) opisuje snagu blokiraju�eg mehanizma i srazmer-
na je broju otvorenih kalijumskih kanala. Kako se me�a snaga bloki-
raju�eg mehanizma tokom vremena? Ono xto utiqe na pove�a�e snage
blokiraju�eg mehanizma je porast potencijala membrane, dok zbog nega-
tivne povratne sprege, sma�e�e snage ovog mehanizma proporcionalno
je trenutnoj snazi sa koeficijentom proporcionalnosti γ, gde je γ > 0.

Dakle, druga jednaqina sistema kojim se modeluje ponaxa�e mem-
branskog potencijala nervne �elije je

dw

dt
= V − γw. (80)

10.3 Akcioni potencijal

Promena membranskog potencijala koja se dexava kada �egova vred-
nost pre�e pragovni potencijal a sastoji se u naglom porastu, a zatim
naglom padu i oporavku do ponovnog uspostav	a�a vrednosti potenci-
jala mirova�a naziva se akcioni potencijal (slika 38). Grafik akci-
onog potencijala nakon skalira�a ve� je vi�en na slici 37.
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Slika 38: Grafik funkcije membranskog potencijala koji odgovara ak-
cionom potencijalu

Hoqkin i Haksli (Hodgkin&Huxley) su pioniri u pokuxaju da obja-
sne mehanizam nastaja�a akcionog potencijala. Ranih pedesetih godina
XX veka uspeli su da izmere membranski potencijal neurona lig�e i
razviju matematiqki model akcionog potencijala qije su se predikcije
odliqno slagale sa eksperimentalnim rezultatima. Za svoj rad 1963.
godine dobili su Nobelovu nagradu za fiziologiju (pogledati [6]). Iz
eksperimenta i rada Hoqkin i Haksli izdvajaju tri glavna procesa ko-
ja se dexavaju pri generisa�u akcionog potencijala:
(1) porast potencijala usled ulaska jona natrijuma u �eliju;
(2) povratak potencijala na potencijal u mirova�u izlaskom jona ka-
lijuma iz �elije;
(3) jonske pumpe ponovo uspostav	aju jonski disbalans unutar i van
�elije.

S obzirom da �elijska membrana razdvaja dve razliqito naelektri-
sane sredine, Hoqkin i Haksli su je razmatrali kao elektriqni ploqa-
sti kondenzator koji je paralelno vezan sa promen	ivim otpronikom,
jer je membrana razliqito propust	iva za razliqite jone. �ihov model
sastoji se od qetiri diferencijalne jednaqine, dosta je komplikovaniji
od modela koji se razmatra u tekstu koji sledi (Hoqkin -Haksli model
je deta	no opisan u [1]).

10.4 Fichag -Nagumo (FHN) model

Fichag (FitzHugh) i Nagumo (Nagumo) na osnovu Hoqkin - Hak-
slijevog modela daju jednostavniji matematiqki model. Upravo opisane
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diferencijalne jednaqine (79) i (80) predstav	aju ovaj model uz jox
neke va�ne primedbe. S obzirom da se u modelu pojav	uju jedna brza (V )
i jedna spora promen	iva (w), malim pozitivnim brojem ε koji je dosta
ma�i od 1 istiqe se ta razlika. Do promene membranskog potencijala
neurona dolazi nakon elektrostimulacije, pa se zato u modelu sre�e i
parametar Iapp (aplikovana struja). Konaqno model izgleda ovako

ε
dV

dt
= F (V )− w + Iapp

dw

dt
= V − γw,

(81)

gde je F (V ) = V (1− V )(V − α).
Eksperimenti kojima se testira FHN model sastoje se u izlaga�u

neurona struji razliqitog intenziteta i traja�a. U tekstu koji sledi
numeriqki (pomo�u MATLAB programskog paketa) prikazuju se rezul-
tati slede�ih eksperimenata. Neka su vrednosti parametara ε = 0.01,
α = 0.1 i γ = 0.5.

Slika 39: Kriva membranskog potencijala u zavisnosti od intenziteta
nadra�aja: a) mali trenutni nadra�aj; b) trenutni nadra�aj takav da
je potencijal ve�i od pragovnog; v) konstantni nadra�aj takav da je
potencijal ve�i od pragovnog (Iapp = 0.2)

(1) Najpre se neuron izla�e vrlo slaboj kratkotrajnoj struji i za
rezultat se dobija neznatna promena membranskog potencijala, brz opo-
ravak i ponovno dostiza�e potencijala mirova�a.

Vrednost parametra u modelu Iapp = 0, jer je stimulacija trenutna,
te se za poqetni uslov uzima da je V0 = 0.15 i w0 = 0 (slika 39a). Pri-
metimo da je vrednost pragovnog potencijala ,,prebaqena", xto znaqi
otvaraju se natrijumski kanali, ali nema ih dovo	no da bi doxlo do
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pokreta�a pozitivne povratne sprege. Kada je nadra�aj ma�i od pra-
govnog odmah dolazi do eksponencijalnog pada potencijala na vrednost
u mirova�u, bez prethodnog neznatnog rasta.

(2) Me�utim, ukoliko je nadra�aj takav da je potencijal membrane
dovo	no ve�i od pragovnog, promena je mnogo izra�enija - nastaje ak-
cioni potencijal. Nastaje nagli skok membranskog potencijala, ali i
brzi oporavak i ponovno dostiza�e potencijala mirova�a.

Vrednost parametra u modelu Iapp = 0, jer je stimulacija trenutna,
te se za poqetni uslov uzima da je V0 = 0.17 i w0 = 0 (slika 39b).

(3) U novom eksperimentu, neuron se ne izla�e kratkotrajnoj stru-
ji kao do sada, ve� konstantnoj struji u du�em vremenskom intervalu.
Ako je ona niskog intenziteta, bez dostiza�a praga okida�a akcionog
potencijala, neuron �e ostati miran. Me�utim, malo pove�a�e intenzi-
teta struje ne dovodi do okida�a samo jednog akcionog potencijala, ve�
potencijal pokazuje oscilatorno ponaxa�e, neuron periodiqno okida
po jedan akcioni potencijal. Neuron postaje pejsmejker.

Na slici 39v prikazano je oscilatorno ponaxa�e potencijala ne-
urona, pri periodiqnom okida�u nervnih impulsa usled neprekidnog
aplikova�a struje, tj. kada je Iapp = 0, 2.

10.5 Vektorsko po	e FHN modela

Kako �e izgledati fazni portret modela, zavisi da li je req o slu-
qaju kada se neuron izla�e trenutnom nadra�aju kada je Iapp = 0 ili se
neuron izla�e struji konstantnog intenziteta tokom du�eg vremenskog
perioda, tj. kada je Iapp > 0.

Posmatrajmo dinamiqki sistem (81) dat u slede�oj formi

ε
dV

dt
= f(V,w)

dw

dt
= g(V,w),

(82)

gde je f(V,w) = F (V )− w, F (V ) = V (1− V )(V − α) (gde je Iapp = 0) i
g(V,w) = V − γw.
Jednaqine nula-izoklina qiji su grafici prikazani na slici 40a odre-
�uju se iz jednaqina

V ′ = 0, tj. f(V,w) = 0

i
w′ = 0, tj. g(V,w) = 0.

Tada je V−nula-izoklina kubna funkcija

w = V (1− V )(V − α) = F (V ),
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Slika 40: a) Nula-izokline FHN modela (82); b) Podela faznog pro-
stora FHN modela (82) na qetiri oblasti

dok je w−nula-izoklina monotono rastu�a linearna funkcija

w =
1

γ
V.

Oznaqimo saW∗ lokalni minimum, a saW
∗ lokalni maksimum funkcije

F . Presek nula-izoklina je taqka ekvilibrijuma (V ∗, w∗) = (0, 0).
Za kvalitativnu analizu ponaxa�a sistema posebno je znaqajna

V−nula-izoklina. Ako se rexe�a jednaqine f(V,w) = 0 tra�e u obliku
V = V (w), onda za ograniqen interval vrednosti za w (w ∈ [W∗,W

∗])
mogu�a su tri rexe�a

V = V−(w), V = V0(w) i V = V+(w),

za koje va�i
V−(w) ≤ V0(w) ≤ V+(w).

Vektorsko po	e V−nula-izokline je vertikalno s obzirom na �iho-
ve koordinate (V ′, w′) = (0, w′), dok je vektorsko po	e w−nula-izoklina
horizontalno, jer (V ′, w′) = (V ′, 0). Pogledati sliku 40b.

Primetimo da V−nula-izoklina deli faznu ravan na deo u kome V
raste i deo gde opada. Kako iznad V−nula-izokline va�i w > F (V ),
sledi da je F (V ) − w < 0, xto implicira da je V ′ < 0, to jest V
se sma�uje. Kako ispod V−nula-izokline va�i w < F (v), sledi da je
F (v) − w > 0, odnosno V ′ > 0, xto znaqi da V raste u oblasti ispod
V−nula-izokline.

Kako iznad (levo) w−nula-izokline va�i w > 1
γV , iz druge jedna-

qine sistema (81) i V − γw < 0 sledi w′ < 0, to jest w opada u obla-
sti iznad w−nula-izokline. Analogno ispod (desno) w−nula-izokline
vrednost funkcije w raste.
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Dakle, fazni prostor sa V−nula-izoklinom i w−nula-izoklinom
pode	en je na qetiri oblasti: gore - desno oblast G1(v

′ < 0, w′ > 0),
gore - levo oblast G2(v

′ < 0, w′ < 0), dole - levo oblast G3(v
′ > 0, w′ < 0)

i dole - desno oblast G4(v
′ > 0, w′ > 0). Pogledati sliku 40b.

Kako se u FHN modelu jav	a jedna spora (w) i jedna brza promen	i-
va (V ), kvalitativna analiza zasniva se na analizi dinamiqkog siste-
ma sa sporom i brzom promen	ivom. Kako je u prethodnim poglav	ima
ilustrovano kako se skicira fazni portret ovakvih dinamiqkih siste-
ma, ovde �emo samo opisati kako se ponaxaju trajektorije dinamiqkog
sistema u sluqaju navedenih eksperimenata.

10.6 Trajektorije koje se jav	aju u sluqaju navedenih ek-
sperimenata

Razmotrimo prva dva diskretna sluqaja. Primenom kratkotrajne
struje slabe jaqine (nedovo	ne za okida�e akcionog potencijala) si-
stem se brzo vra�a u ravnote�no sta�e. Neka je poqetno sta�e sistema
(V0, w0) = (0.15, 0), tada odgovaraju�a trajektorija ima smer suprotan
kreta�u kaza	ke na qasovniku, seqe sred�u granu V−nula-izokline,
nastav	a horizontalno presecaju�i w−nula-izoklinu. Kada dospe do
leve grane V−nula-izokline nastav	a da je ,,prati"do ekvilibrijuma
(0, 0) (slika 41).

Slika 41: Trajektorija originalnog dinamiqkog sistema (82) (Iapp = 0)
koja kre�e iz taqke (V,w) = (0.15, 0) za ε = 0.01, α = 0.1 i γ = 0.5

Ukoliko se neuron izlo�i kratkotrajnoj struji malo jaqeg intenzi-
teta od prethodnog, dobija se potpuno druga vrsta trajektorije, koja od-
govara akcionom potencijalu (slika 42). Tako od taqke (V0, w0) = (0.2, 0)
(faza 1) trajektorija se pru�a sve do kraj�e desne grane V−nula-
izokline (faza 2) kada rastu obe promen	ive, mnogo vixe V kao br-
za promen	iva u odnosu na zanemar	iv porast promen	ive w. Potom
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trajektorija seqe V−nula-izoklinu (faza 3) kada V opada, a w raste
do svog maksimuma, seqe w−nula-izoklina (faza 4) i na maksimumu se
,,odr�ava" dok ne dosegne levu granu V−nula-izokline. U posled�oj
fazi (fazi 5) trajektorija ,,prati" V−nula-izoklinu do ravnote�nog
polo�aja.

Slika 42: Trajektorija za originalan dinamiqki sistem (82)
(Iapp = 0) koja kre�e iz taqke (V,w) = (0.2, 0) za ε = 0.01, α = 0.1 i
γ = 0.5

Na kraju razmotrimo sluqaj kada se neuron u eksperimentu izla�e
konstantnoj struji odgovaraju�eg intenziteta. Ako je Iapp > 0 dola-
zi do pomera�a polo�aja ekvilibrijuma, xto mo�e dovesti do prome-
ne �egove stabilnosti (V ∗ zavisi od vrednosti parametra Iapp), kao
i do promena u ponaxa�u dinamiqkog sistema. Kako se me�a inten-
zitet konstantne aplikovane struje, tako se V−nula-izoklina pomera
du� w−nula-izokline. Ako je ekvilibrijum na V±(w) grani V−nula-
izokline f(V,w) = 0 onda je stabilan. Za odre�ene vrednosti Iapp, pro-
laskom kroz ekstremne taqke krive f(V,w) = 0, ekvilibrijum dospeva
na sred�u granu V−nula-izokline (V0(w)) i postaje nestabilan.

U FHN modelu aplikovana struja je parametar. Za odre�ene vred-
nosti Iapp me�a se stabilnost ekvilibrijuma. Za dve takve vrednosti
nastaju kvalitativne promene u ponaxa�u dinamiqkog sistema. Req je o
Hopfovoj bifurkaciji, pa su te vrednosti aplikovane struje Hopfove
bifurkacione taqke.

Za poqetni uslov (V,w) = (0.4, 0.53) i sa aplikova�em struje stalnog
intenziteta Iapp = 0.5 dobija se trajektorija dinamiqkog sistema (81)
prikazana na slici 43. Trajektorija umesto da se vrati u ravnote�ni
polo�aj poxto pre�e trasu jednog akcionog potencijala, ona nastav	a
naizmeniqno da brzo prelazi sa leve na desnu granu V−nula-izokline
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(faze naglog skoka i pada membranskog potencijala) uz znatno sporije
kreta�e kada prati ove grane. Tada se vrednost promen	ive w kre�e
izme�u ekstremnih W ∗ i W∗ (leva i desna stranica ovog krivolinij-
skog paralelograma su faze oporavka, relaksacije). Drugim reqima,
oko nestabilnog ekvilibrijuma se formira stabilan graniqni cikl.
Ovakva ponaxa�a sistema kada su nagli skokovi vrednosti rexe�a si-
stema razdvojeni mnogo sporijim promenama tih vrednosti nazivaju se
relaksiraju�e oscilacije.

Slika 43: Graniqni cikl originalnog dinamiqkog sistema (81) (Iapp =
0.5) kome se pribli�ava trajektorija koja kre�e iz taqke (0.4, 0.53) za
ε = 0.01, α = 0.1 i γ = 0.5

U nastavku sledi odre�iva�e bifurkacionih taqaka. Neka su vred-
nosti ostalih parametara ε = 0.01, α = 0.1 i γ = 0.5.

Jakobijeva matrica sistema (81) u taqki ekvilibrijuma (V ∗, w∗) je

J(V ∗, w∗) =

(
100 · (−3V ∗2 + 2.2V ∗ − 0.1) −100

1 −0.5

)
(83)

Da bi se izraqunalo za koje vrednosti parametra Iapp se jav	a Hop-
fova bifurkacija potrebno je Jakobijeva matrica koja ima sopstvene
vrednosti qiji je realni deo 0, a imaginarni razliqit od nule. Drugim
reqima trag Jakobijeve matrice treba da zadovo	i uslov T = 0. Trag
matrice (83) je T (V ∗) = 100 · (−3V ∗2 + 2.2V ∗ − 0.1) − 0.5. Iz uslova
T (V ∗) = 0 dobija se kvadratna jednaqina qija su rexe�a ravnote�ne
vrednosti potencijala

V ∗1 ≈ 0.0513185,
V ∗2 ≈ 0.682015.

(84)
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Kako je ekvilibrijum odre�en slede�im sistemom jednaqina

V ∗(1− V ∗)(V ∗ − 0.1)− w∗ + Iapp = 0
V ∗ − 0.5w∗ = 0,

(85)

metodom zamene prvu jednaqinu sistema svodimo na jednaqinu sa jed-
nom nepoznatom Iapp = V ∗3 − 1.1V ∗2 + 2.1V ∗. Zamenom promen	ive V ∗ u
posled�em izrazu sa ravnote�nim potencijalima (84) dobijaju se vred-
nosti za aplikovanu struju

Iapp1 ≈ 0.105007,
Iapp2 ≈ 1.23781.

Za obe vrednosti (84) Jakobijeva matrica je

J ≈
(

0.5 −100
1 −0.5

)
(86)

i �ene sopstvene vrednosti su λ1/2 ≈ ± 9.98749i.
Ako je Iapp > Iapp1, npr. za Iapp = 0.11 iz sistema (85) dobija se

−v3 + 1.1v2 − 2.1v + 0.11 = 0. Realno rexe�e kubne jednaqine je v0.11 ≈
0.0538242. Za ovu vrednost trag Jakobijeve matrice (83) je T ≈ 0.47221.
Za Iapp = 1.23 iz sistema (85) dobija se −v3 + 1.1v2 − 2.1v + 1.23 = 0.
Realno rexe�e kubne jednaqine je v1.23 ≈ 0.678094. Za ovu vrednost trag
Jakobijeve matrice (83) je T ≈ 0.737255. U oba sluqaja smo dobili da je
trag matrice pozitivan, xto znaqi da je ekvilibrijum za odgovaraju�u
vrednost aplikovane struje nestabilan i da se jav	a stabilan graniqni
cikl.

Sa porastom intenziteta struje, dostiza�em prve bifurkacione ta-
qke (Iapp = Iapp1), ekvilibrijum postaje nestabilan i pojav	uje se sta-
bilan graniqni cikl, dok sa dostiza�em druge Hopfove bifukacione
taqke (Iapp = Iapp2) graniqni cikl nestaje, a ekvilibrijum postaje sta-
bilan.
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11 Zak	uqak

Glavna inspiracija za pisa�e rada bio je qlanak o radu Alana Ho-
qkina i Endrju Hakslija koji su razvili prvi model o prenosu elek-
triqnog signala du� aksona lig�e impozantne veliqine. �ihov model
je objasnio nastanak akcionog potencijala u aksonu neurona lig�e, me-
�utim �ihov rad ne samo da je implicirao da	a istra�iva�a u elek-
trofiziologiji, ve� je uticao i na razvoj prime�ene matematike. Fic
hag i Nagumo su pokazali kako se suxtina ekscitabilnih procesa mo�e
modelovati i jednostavnijim modelom nad kojim je lakxe sprovesti ma-
tematiqku analizu. Usled velikog interesova�a za ovaj jednostavniji
model, bio je podstaknut razvoj raznih teorija i formira�e posebne
grane prime�ene matematike koja izuqava ekscitabilna tkiva, grana u
kojoj se konstantno sprovodi veliki broj istra�iva�a.

U radu se videlo da bi se analizirao oscilatorni karakter biolo-
xkih procesa neophodno je konstruisati nelinearan dinamiqki model
sa parametrom. Dobro razumeva�e bioloxkog procesa olakxava postu-
pak redukova�a modela, qiji je osnovni ci	 izdvaja�e promen	ivih i
parametara koji imaju suxtinski uticaj na karakterisitiqno ponaxa-
�e procesa. Sprovodi se niz postupaka, kao xto je izbor odgovaraju�e
vremenske skale, uvo�e�e bezdimenzionalnih veliqina i skalira�e ka-
ko bi se dobio optimalan, xto jednostavniji model za analizu.

Na primeru Higins - Selkovog modela glikolize demonstrirano je
kako se navedenim postupcima dolazi do matematiqkog modela koji je
pogodan za analizu. Rezultat te analize je da odre�ena brzina doprema-
�a supstrata u okru�e�e �elije povlaqi da koncentracije produkata
glikolize poqi�u da osciluju.

S druge strane, kako bi rad srqanog mixi�a bio pravilan i nepreki-
dan, neophodno je konstantno okida�e akcionih potencijala od strane
specijalizovanih nervnih �elija (tzv. pejsmejker �elija) smextenih u
zidu pretkomore srca. Na primeru Fichag -Nagumo modela videlo se
da pod dejstvom struje odre�enog intenziteta tokom du�eg vremenskog
perioda neuron poqi�e periodiqno da okida akcione potencijale. Te
odre�ene vrednosti intenziteta struje kojom se nadra�uje ekscitabilna
�elija jesu kritiqne vrednosti parametra kada dolazi do kvalitativne
promene u ponaxa�a sistema - Hopfove bifurkacije (stabilni ekvi-
librijum sistema postaje nestabilan, a oko �ega se ,,ra�a" stabilan
graniqni cikl).

Sigurno je da dvojici fiziologa i �ihovom dinamiqkom sistemu
dugujemo zahvalnost za elektriqne pejsmejkere i defibrilatore koji
su danas u rutinskoj primeni u medicinskoj svakodnevnoj praksi, a
spaxavaju �ivote milionima 	udi. Otuda je jasno koliko je dragocena
sarad�a biomedicinskih nauka i matematike.
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