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I'1aBa 1

YBoOZI

MaremaTndka aHaan3a je TpaHa MaTeMaTHKe KOja KOPUCTHU HWJejy TpaHudIHe
BpesHOCTH. CHOMHEbE Ce W TI0J] UMEHOM BHWINA MaTeMaTuKa, MudepeHIjaTHl pa-
UyH, & y eHryeckoj jureparypu kao calculus. OcHuBaum mareMaTndke aHaIHM3e,
oyt u Jlajonui, nucy ce muoro 6aBmin JepUHUCAHEM HEHUX OCHOBA. 3a IHbUX je
MaTeMaTU4Ka aHaaIu3a OMJIa UCTO IITO U OOMYaH padyH ca (PpYHKIHjaMa U IbUXOBUM
nudpepeHnrjaj uMa 1 WHTerpajnMa. DeCKOHAYHO MaJIiM W BeJTMKUM BeININHAMA
HHje ce NMpHu/aBa0 BEJMKH 3Ha4aj, IOBOPUJIO Ce O HmuMa 0e3 objalrmerma IITa Cy.
[ToHekas cy ce KOPUCTHJIM TeOMeTPHUJCKH apTyYMeHTH ca Jujarpama, a TOHeKaJ u
TBP/IbE IMOIYT ,BUJAU ce’ U ,,ouurjienno je’. Muoru 3Hadajuu mMareMarwdapu 18.
Beka, nouyT Jle Moaspa, Tejiopa, Jlarpanzxka, Jakoba u Joxana Bepuysuja u Ma-
KJIOPEHa, TOTPYIUIN Cy Ce J1a YHeCYy TITO BUIIE I'PUYKe KJIACHIHE CTPOTOCTH Y OCHOBE
MaTeMaTH4ke aHaauze. [Iporec crucTtemMaTckor 3acHWBama aHAIU3€e je TPajao JIyTo.
Buo je morpebHO oHeTH OIYKY Jia JIU Ja Ce TOKYIIA €A JJOTUYKH KOH3UCTEHTHUM U
CUCTEMATCKUM JebUHUCATHEM OECKOHATHO MaJie BeJIUUWHE WIH Ja ce TOKYIIa Ca W3-
OarnuBameM MojMa GeCKOHAYHO MaJle BeJIMUWHE U JIa ce YBele heHa 3aMeHa, OTHOCHO
jnedbununty Apyru nojmou. Hemrku dusiozod, maremMaTudap u Teosor, boJmano u,
BEPOBATHO Haj3HAYajHUjU (PpaHIlyCKH MareMaTndap upse mojosune 19. Beka, Oru-
cren JIyj Komu 1], ckopo ¢y HCTOBpeMEHO MOHYIHIN JBa KOHIENTA eJTUMHHUCAA
nojMa OecKOHA4YHO MaJje Bejudnne nomohy yBohema rpanudne Bpejanoctu. Mare-
Marudapuma je yiyhena nopyka: ,, He pazmuurwvajme Humu 206o0pume 0 6eCKOHAWHO
MAAUM BEAUMUHAME, 2080PUME U PAZMUWLLAIME 0 HUIOBUMG CEE MAHUT U MAHUT
seaununa Koje ce npubauscasajy nyau.” |2]

Y oBom paay naxma je mocsehena Orucren Jlyj Kommujy. Ca camo 27 ronuna,

oveo je J1a mpeaaje Kypc anaause Ha gakyarery Fceole Polytechnique, rae je ase ro-



TJIABA 1. YBOJ

JIMHE paHuje ucTu mnpeamer upegasao 2Kozed Jlyj Jlarpamxk. O mwera je Ko na-
CJIeINO MOTHBAIU]y U IIPEJAHOCT /14 YCIOCTABU TeMesbe An(epPeHITnjaTHor padyHa.
Huje 6uno mako 3acayxuTtn 3Bame mpodecopa Ha Fcole Polytechnique, anu je Komu
1o 1821. rogmue oOjaBuo 28 moHOTpadmja, MoK je 1821. rommae 06jaBHO yIOEHUK
Course d’analyse [1], koju npatn meroB Kypc aHajgn3e Ha TMOJUTEXHHYKO] KO
Ecole. To je weropa npBa KOMILIETHA KIbUIa M je/[HA OJ HAJYTUIAJHUJUX MaTeMa-
THYKWX KIHUTa NKaJa HanucannX. He camo ja je Ko mpeu npectaBuo mpernusny
JedwHUNIA]y JUMeca U CPeJCTBO Ja OHM MOCTaHy OCHOBA PUTOPO3HE Teopuje jude-
PeHIujaTHOT PadyHa, Beh je u 0yKuBeo njejy Ja ce CBa MaTeMATHKA MOYKE TOCTABUTH
Ha TAKO PUTOPO3He TeMesbe. JlaHAc ce KBAJUTET MATeMATHUKOTr Jeja JeJTUMITHO
MPOIEHYje W OIEHOM HUBOA Fherope puroposnoctu. (OBaj craHgapid je vV BEINKO]
MepH mocseauia Tpancgopmaiuije Kojy cy gonean Kormm u Course d’analyse. Hekn
U3BOPH OBaj YIIOEHWK Ha3uBa]y U Aszebapcra ananusa. Kommu je HamepaBao 1a Ha-
IUIIe U JPYyrd Je0, ajad HUje UMao NpUIuKy. ['ojauHy jgaHa HaKOH 00jaB/bHBAIbA,
Ecole Polytechnique je mpoMeHHJa HACTABHHU ILIAH W HPOrpaM KaKo OM CMambu/Ia
HarJIacak Ha oCHOBaMa audepeHnnjaJ Hor padyra. Kol je Hanmcao HOBe TEKCTOBE
y KojuMma je marepujan u3 Aszebapcke anaause cBeo Ha CaMO HEKOJHUKO IECETHHA
CTPaHUILA.

Byayhu na je 3acrapeo kao yibeHHK camMO TOJMHY JlaHa HAKOH 00jaB/bUBaIba,
Course d’analyse je y 19. Beky m0xKHBeO caMo jeTHO PpaHIyCcKO u3game. 1o mpBo
n3name, objaBbeno 1821. roamue, umago je 568 crpanuna. Ipyro msgarme, obja-
B/beHO je kKao ToM 15 Cauchy’s Oeuvres complétes' 1897. ronmme. Caaprkaj oBor
n3Jamba je TOTOBO uiaeHTHYaH npeoM. O0jaB/beHa cy HeMadKa u3gama 1828. u 1885.
ro/inHe, U pycko mu3name y Jlajunury 1864. roamne. lllnmancku mpeBos mojaBuo ce
1994. ronune, objaBmben y Mekcuky.|3]

Kpos oBaj paji npejicraBbenu ¢y aenosu kiure Course d’analyse [1]. Y apyrom
MOTJIaBJbY HaBeJIeHU CY JIeJIOBH JpYTe IVIaBe YIIOeHNKa V¥ KOJUMa CY YBe/IeHH TOjMOBU
Opoj, BeJInYnHa, TPAHUYHA BPEIHOCT, TPAHUYHE BPEIHOCTH HU3a KOjI HEOTPAHUYIEHO
pacre u oiajia. YBeJEeHU CY U 110JMOBH OECKOHAYHO MaJjie U OECKOHAYHO BEJIMKE Be-
JIMYHMHE W W3BeJeHa OCHOBHA CBOjCTBA TUX ITOjMOBA. 3aTHM, CJEIN TEKCT Y KOMe
Ko npejcrasiba gedununujy HenpekuaHoctn dbyHKImje y Tpu erarne (neduHu-
muje). Takobe, ucnurano je y xojum cy rpannmnaMa (yHKIHEje JaTe MPOMEHJbUBE X
HeIpeKUJHEe V OJHOCY Ha Ty MPOMEHJHUBY.

Tpehe norsasspe nounme KomujesoMm nedburummjom pega. Onucanu cy OCHOBHH

'Kommjesa cabpana mema



TJIABA 1. YBOJ

IIOjMOBH O peJIOBUMA, MPaBHJA KOHBEPTEHIHje, MOTPeOHW U JTOBOJPHU YCJIOBH 3a
KOHBEPreHInjy pejioBa. Ha KOHKpeTHUM NpUMEPUMa je UCHUTaHA KOHBEPreHIIH)a
pesla. YBeJleHU Ccy PeJIOBU Ca MO3UTUBHUM YJIAHOBUMA, KAO U PEIOBH €a MO3UTUBHUM
U HeraTWBHEM 4iaHoBuMa. Hajsehu seo oBor morias/ba ce 6OaBu pejlOBUMA 9HjU CY
4jIaHOBU nopehanu npema pactyhuM 1ei00pojHUM CTeleHrnMa ITPOMEHbUBE T, KOje
JIAHAC HA3UBAMO CTEIIEHUM PE€JIOBUMA.

Opurunnanan Komujes Teker je mcmpaheH KoMeHTapuMa ayTopa, KOju Cy Hallu-
canu wian y (pycHOTaMa WU UCKOIIEHHM CJIOBHMA. KomeHTapu cy, 3ampaBo, mapa-
Jsesta u3Mehy reopuje pegosa u3 Komujepe kmwure Course d’analyse n n3 paHaimmux
Kiura. Takobhe, mpukasyjy Ja Ju WMa pasJjuKe Yy IPUCTYIY, V YBOhemY HEKHX TI0j-
MOBa ¥ M3BOhemy HUXOBHX cBOjcTaBa y 19. BeKy M y caBpeMeHUM YIIOeHUIMMA, a

KOMEHTAPUIILY Ce U HeKe HelpenusnocTu y KormjeBoMm Tekcry.



I'1aBa 2

beckoHauyHO MaJjie 1 0eCKOHAYHO

BeJINKE BEJINYNHE. HereKI/I,Z[HOCT

dbyHKIH]jA

2.1 DBeckoHayHo MaJie 1 O€CKOHAYHO BeJINKe

BeJIM4YmnHe

100 nojmom 6poj y Kowujesom mexemy nodpasymesa ce nodumuean 6poj Koju ce
Kopucmu 3a bpojaree u meperve, oK ce nod NOJMOM GEAURUHE NOOPASYMESE PEANAH
bpoj Koju ce jas.ma Yy onepayujama ca bpojesuma. Pasaukxyjy ce xKoncmarnmue 6eau-
YUHe U NPOMEHDUBE BEAUNUNE, 20€ KOHCMAHME UMAJY PuKrcHy 6pedHOC U 03Ha-
YaBaAfYy CE NOYEMHUM CAOBUMA GOeuede, 00K NPOMEHDHUBE GEAUNUHE MO2Y JOOUMU
pazaunume 8pednocmu U npedcmasmene cy Nocaedwum cirosuma abeyede. Kowu
je npumemuo da odpehene npomennsuse seauvure dobujajy yaacmonne epednocmu
Koje ce npubaustcasajy dukrcnoj epednocmu, mako da je 1wuro6o odemynarbe od me
epedHoCUY NPOU36OHHO Mano. Ta dukcna epednocm ce 306€ 2panuuHa 8PeJHOCT.
3amum, y60du +00 KGO 2paHUYHY 8PEIHOCTN HU3A KOJU HEOPAHUYEHO PACeE, U —O0
KGO 2PAHUYHY 6PEIHOCT, HU3G KOJu Heozpanuvero onada. Ha osaj navwun, wezose ge-

AUYUHE ca0a YKDYUYJY DECKOHAUHO MAAE U OECKOHAYHO SEAUKE.

[IpomMenBUBY BeINYNHY 30BEMO OECKOHAYHO MAAOM AKO FheHe BPEeTHOCTH Heo-
IpaHUYeHo OMajajy’, Tako jJa UM je I'paHHUIa jeJHaka HyIH. TpeGa pa3JInKoBaTH

CTaJ/JIHO OllaJlalbe M HeOI'PaHHUYCeHO Olla/Jalbe. HOBpHII/IHe IIpaBUJIHUX ITOJIMT'OHA OIIM-

1o amcomyTHOj BpemHOCTH



I'JIABA 2. BECKOHAYHO MAJIE U BECKOHAYHO BEJINKE
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CaHUX OKO HEKOI' Kpyra CTaJHO OIa/1ajy KakKo Opoj HUXOBHX CTpaHHUIA pacTe, ajd

OHE Ce He CMaIbyjy HeOrpaHUYeHO jep UM je Tpanuiia nopprimua kpyra. [locmarpajmo

MPOMEH/bUBY YHje Cy BPEIHOCTH YJIaHOBU HU3A

23456

1723457

Ona craaHo omnaja, ajIn He HEOIPAHMYEHO, jep joj BpeIHOCTH Teyke rpannmu 1. 3a-

TUM, ITPOMEHJ/HUBA UHje Cy BPETHOCTH Y3ACTONHHU YJAHOBUA HHU32

111111

MERAEE
He OIaJa CTAJHO, jep je pasjuka m3Mely JBa y3acTONHA UjIaHa OBOI' HU3A HaM-
3MEHWYHO TO3WTHBHA W HETATWBHA, ajli WIaK, OHA HEOTPAaHWYeHO OTaja jep ImheHe
BPEJIHOCTH 1I0CTajy Maibe 0J CBAKOI' yHallpe/l jaror Opoja.

IIpoMeH/bUBY BEeJIMUUHY 30BEMO OECKOHAYHO GEAUKOM aKO IheHe HyMepudKe? Bpei-
HOCTH HEOIPAHWYIEHO PACTY TAKO Ja Texke rpanunu co. CANIHO Kao MaJjompe, Tpeda
Pa3/IMKOBATH MPOMEH/BUBY KOja CTAJIHO PacTe OJ IIPOMEH/bUBE KOja HEOI'DAHUYEHO
pacre. [loBpmuHa NpaBUIHOr MOJUTOHA YHUCAHOT Y KPYT CTAJHO pacTe KaJ pacTe

Opoj EroBUX CTPAHMIA, &I HEe pacTe HeorpaHu4deHo. YU1aHOBH HH3a
1,2,3,4,5,6, ...

pacTy CTaJIHO U HeOIDAHUYEHO.

Heka je a GeckoHauHo MaJia BeJIMYHHA U HEKa CY
o, o, o’

OecKOHAYHO MaJjie BeJIMYnHe pBOr, Apyror, Tpeher,... pema. Yorrire, HeKa je OeCKoO-
HAYHO MaJia IPBOI Pejia y OJIHOCY Ha (v OHA IIPOMEHJbUBA BEJIMYMHA KOja, IOJe/beHa
ca o, KaJla ce BPEJIHOCT (v cMamyje, TeXKW KOHAYHO] TPAHUIH PA3JIUIUTO] O HYJIe.
Sarum, 6eCKOHAYHO MaJja JApYror peja y OJHOCY HA (v je TTPOMEH/bUBA BEJIHIMHA
K0ja, TOJIe/beHa Ca (2, TesKN KOHAYHOj TPAHUIN Pa3ImdnToj of Hysae, utia. AKo ca
k o3HAYUMO BEJIMYWHY PAa3IMIUTy OJ HyJe, ca € NPOMEeH/bUBH OPOj KOjU Heorpa-
HUYEHO OIaJia 33jeHO ¢a HyMePUIKOM BpEeTHOIINY MPOMEHbUBE (v, OMINTH OOJUK

IIPOMEH/bUBE BeJINdrHe, OECKOHAYHO MaJje IPBOT peja y OJHOCcY Ha « buhe

ko wmm 6ap  ka(l +e);

?Komm cByga KaJ HOMHIbe HyMEPHUUKY BPEIHOCT HeKe BeIWdIHHe MECTH Y CTBAPH HA IHeHy
aIlCOJIyTHY BPEJHOCT.
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OIIITU O0JIUK OECKOHAYHO MaJie JIpyror peja ouhe

ka® wmm 6ap ka’(1+¢).
Amrajorso, ommTn 00IMK ODECKOHAYHO MaJie peja n, Tie je n meo 6poj, ouhe
ka™ wmm Gap ka"(1Le).

Teopema 2.1: Ako ymopeanmo jBe G€CKOHAYHO MaJjie BeINYHHE PA3JTHIUTOT
pena, JIoK 0obe KOHBEPIrupajy Ka HyJu, oHa 4duju je peji Behu y3mma crajgHo Mame
HyMepHYKe BPEeIHOCTH.

Hoxkaz: Heka cy

ka"(1+e) u Ko™ (1+¢)
JiBe GECKOHAYHO MaJie BeJIMYMHE, jejiHa peja n, Jpyra peja n' u mpeTmocTaBuMo J1a
je n’ >mn. OgHoc apyre o OBHX BeJHYHHA MPEMa TPBOJ,
/ /
K o —n 1*e
k 1+e’

KOHBepIrupa Ka HYJU 3aje/THO ca «. Kako Taj oiHOC MOYXKe UMaTH MPOU3BOJHHO MaJje

HyMepUYKe BPEIHOCTH, JpyTa BeJIMINHA MOPA MOCTATH CTAJTHO Mamba O] IPBe.

Teopema 2.2: beckoHauHo MaJja BeIUIUHA Peaa n, 0OJIIKA
ka™(1 £ ¢),

Mema 3HaK 3ajeJHO ca v YBeK Kaja je n HemapaH Opoj, a 3aJp:KaBa 3HaK Kao k 3a
JIOBOJBHO MaJie BPEJHOCTHU «v, KaJia je n mapaH Opoj.

Jlokaz: ¥V npBoM ciydajy, @’ Mema 3HaK 3ajeJHO ca «, a y JAPYroM ciaydajy o
je yBek mo3uTuBHO. 3HAK mpom3Bojaa k(1 £ &) je uctu kao 3a k ako je € 10BOJBHO
MaJIo.

Teopema 2.3: 306up HEKOJUKO OECKOHATHO MAJINX BEJIUINHA Pera
n,n’,n", ..

(n/,n", ... cy 6pojeBn Behn o1 n ) je HOBa GECKOHAYHO MaJsia BeJMYUHA Dejia Nn.

Joka3s: Baucra,

ka"(1+e)+ka” (1) +E o™ (1+e") + ...

/ "

k‘ ’ k "
=ka"|l+e+ Ea" M1t + ?a” 1)+

= kOén<1 + 81)7
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r7ie je €1 6poj KOju KOHBeprupa Ka HYJIU 3ajeTHO ca .

N3Benthemo caja HEKOJIMKO BaXKHUX TBphema Koja ce 0JlHOCEe Ha, MOJUHOME KOjH
cy ypebenn mo pacryhum cremennma 6€CKOHAYMHO MaJie BeJTHUIUHE (.
Teopema 2.4: Cpaku 1noauHoM, ypeheH 1o pactyhum crelmeHuMa oJ1 «v, Ha IPH-
Mep,
a+ba+ca®+ ..

I OIIITHJe,

/ "
ac”™ + ba" + ca + ...,

(6pojeBu m,n',n”, ... o6pazyjy pacryhu Huz), 6Gulie cTagHO UCTOr 3HAKA KAO HETOB
IpBHU YIaH

@, OIHOCHO aq'

3a JIOBOJHHO MaJjie BPEIHOCTH (.
Jlokas: 30up JApyror 4iaHa W CBUX KOjH MYy cJejie, y IPBOM CJIy4ajy, je Oec-

KOHaYHO MaJla BE€JIWYHUHa IIPBOI pelda IIa je IbEeroBa HyMepHruiKa BpeJHOCT KOHa“IHO3

Maiba of Beimumne a.* Y apyrom ciydajy, Taj je 36mp GecKoHawHO Mada peda n/
KOja KOHAYHO y3WMa CTAJTHO Mambe HyMeprudIKe BPEJHOCTH OJ OHUX OeCKOHATHE MaJie
pesa n.

Teopema 2.5: Ako je y nojiunomy

/ "
ac”™ + ba" + ca” + ...,

ypeherom o pacryhuMm cremennma, o ¢, crener n’ Apyror 4iaHa HenapaH 6poj, Taj
IOJIMHOM, 33 JIOBOJHHO MaJie HyMepHYKe BPEIHOCTH IIPOMEH/bUBE (v, y3UMa HeKa,l
Behe, a Hekaj Mame BPEIHOCTH Of aa’, 3aBUCHO OJ TOTA Jia JIi HIPOMEH/bUBA G U
KoebunnujeHT b UMajy UCTH WIN PA3JIUIUTH 3HAK.

Hoxkas: [Ipema garum mpeTmocTaBKaMa, CyMa WIAHOBA MOCJIE MPBOT
! 1
ba™ + ca” + ...

ouhe, 3a 70BO/BHO MaJjie HYMepHUIKe BPEIHOCTH (v, HCTOI 3HAKA KA0 CBAKH O]l IPOU-
!
3Boj1a ba™ | ba.

Teopema 2.6: Ako je y moJIHHOMY

/ 1
ac”™ + ba" + ca” + ...,

3Komm TepMuH ,,KOHAMHO” KOPHUCTH Y CMHCIY ,,Ka,1a jé He3aBHCHO IIPOMEHIbUBA JOBOBHO OJIH3Y
TAYKU KOjOj TeXKu .
4Koumm oBe MECITH 113, je 36Hp MarbU Of HyMePUIKe BPEIHOCTH ¢, jep ¢ MOZKe OUTH HETATHBHO.

7
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ypeherom mo pacryhum cremeHnMa of «, cremed n' Apyror 4iaHa mapaH 0poj, Taj

MOJINHOM, 3a J0BOJHHO MaJie HyMepHYKe BPEIHOCTH HPOMEHJbUBE (v, y3UMa CTAJIHO
Behe BpeTHOCTH OJ1 IPBOT 4YJIaHa, YBEK Kaja je b MO3UTHBAH, a CTATHO Maibe, YBEK
KaJia je b meraTuBam.

Joka3: [lpema maTum mpermocraBkama, CyMa 4iaHOBa IOCje mpBor mmahe, 3a

/ .
JIOBOJBHO MaJjie HyMepUUKe BPEJHOCTH (v, 3HaK 1pou3Bojia ba™ | nakJe 3nak 6poja b.
Axko y nperxojuoj Teopemu craBumo n = 0, qobujamo ciemnehe tBpheme:

Teopema 2.7: Heka je y nmonunomy
a+ba™ + ca™ + ...,

ypebernom 1o pacryhum crenenuma ox «, n' mapan 6poj, Taja cy BpPEIHOCTH TOT
HOJINHOMA KOje OJIr0Bapajy /0BOJHHO MAJIUM HYMEPHYKUM BPEIHOCTHMA (v, CTAJHO
Behe o1 a, yBek Kajia je b MO3UTHBAH, a CTAJHO Malbe, YBeK Kaja je b HeraTHBaH.

Osa nocebHa BpeHOCT MOJUHOMA, CTaIHO Beha, 0JJHOCHO CTAJIHO Mama Oj OCTa-
JINX BPEJIHOCTH TIOJUHOMA y HEKO] OKOJIMHH, 30BE Ce HEeroB MAaKCHUMyM, OIHOCHO
MUHUAMYM.

[Tomrro cy ocobuiie GeCKOHAYHO MAJIUX BEJIMYAHA U3BEJICHE, U3 HHUX 3aK/bY 1yjeMO
aHaJiorHe ocobune 3a GECKOHAYHO BeJIMKE BEJUYHHE, aKO IPUMETHMO Ja Ce CBaKa
TAaKBa BEJIMUNHA MOYKE TPEJICTABUTH Y OOJIUKY é, IJie (v 03HAYABA HEKY OECKOHATHO

MaJy BeaumduHy. Tako, Ha IpuMep, aKO Y IIOJHHOMY
ar™ + bz ex™ 2 + 4+ ha + k,

ypehenom 1o onaajyhum cremenuMa NpoMeHJbUBE T, Ta IPOMEHJBUBA IOCTaje Gec-

KOHAYHO BeJINKa, TaJa Ce 3aMeHOM é YMECTO T TIOJIMHOM 3alucyje y oOJIuKy

iy b N I f e + Eo/”).
a™ a a a a
Tako, oaMax 3ak/bydyjeMo, Jjia 32 J0BO/BHO MaJjie HyMepHIKe BPEIHOCTH (v, Tj. 3a
JIOBOJBHO BEJIMKE HyMEPUUKe BPEJIHOCTH T, Taj MOJUMHOM je HCTOI 3HAKA KAO HEIroB
IPBU YJIaH
aim = az™

Kako mpeTxoano Baxku U y CAydajy Ja ce HeKa O BeJHIuHa b, c, ..., h, k cBoau
Ha HYyJIy, MOXKe Ce M3BecTHu cjejieha Teopema:

Teopema 2.8: Ako y HekoMm moauHOMY, ypehenom mo omamajyhum cremennma
HPOMEH/BUBE T, HYMEPUYKA BPEAHOCT T€ MPOMEH/bUBE MOCTAje HEOTPAHUYIECHO Be-

JIMKa, [IOJIMHOM KOHAYHO Y3HMMa 3HaK IIPBOI' YJlaHa.



I'JIABA 2. BECKOHAYHO MAJIE U BECKOHAYHO BEJINKE
BEJIMYUHE. HEIIPEKHJIHOCT OYHKI[HJA

2.2 Henpekmnagaoct pyHKIINja

Kowwu npedcmasma depunuuyugy nenpexudnocmu y mpu pazasuvume emane. Hbe-
206a npea dedpunuyuja 2060pu o dynryuju npomenvuee x, f(x), koja 3a ceaxy
epednocm x uamehy damur 2panuya, uma jeduncmeeny wouaumny epednocm. 3a
dynryujy f(x) waocemo da je nenpexudua axo, 3a damy epednocm x Koja ce Ha-
203U U3MeDy damux 2paruya, cearu OECKOHAYHO MAAY NPUPAULMA] @ 6DeJHOCTU
x, npoyspoxyje pasauky f(xr + ) — f(x), xoja 3asucu 0d Hose npomenwuse o u
HE02PAHUYEHO 0Nada ca o. Y 060] JehUuHUUUIU MONCEMO YOUUMU NPOUEC ONAdarba
dynryuge f(x+ ) — f(x) Kaxo ce a cmaryje.

Y dpyeoj dedpunuyuju nenpexudnocmu, Kowu nasodu da je dynrkyuja f(x) we-
npekudna, 3a epednocmu x usmehy damur 2paHuya, ako beCKoHAUHO MAAL TPOMEHA
seaunume T, usmehy damur epanua, nPou3codu DECKOHAUHO MAAY NPOMENRY PyHK-
yuge f(x). Axo ynopedumo ca npsom dedunuyujom, npouec npomene (onadarva)
NPUPAWMA]G GYHKUUJE CYNTMUAHO NOCTNAJE KOHUENM NPOMEHE Ca YEONerem Nnojma
beckonauno mana npomena dynryuje. [/]

Tpeha depunuyuja Henpexuduocmu 2080pu 0 Mmome 06, ako PYHKUUIG NPecmaje
da byde nenpexudna y okoauru Heke odpehene 6pedrocmu NPoMEHD UBE T, KAACEMO

da je ona npexudna, U 0a Yy Moj MAYKU UME NPEKUO.

Nmajyhu y Buay oBe nedunuimje HeNpeKuHOCTH, MOKEMO UCIUTATH Y KOjUM
cy rpanunamMa QpyHkKIinje Jare IPOMEH/bUBE T HEINPEKUIHE Y OJHOCY HA TY HPOMEH-
spuBy. Ha nmpumep, dpyHKIHIja sin x nMa 3a ¢cBaKy KOHKPETHY BPEJTHOCT MPOMEHbUBE
x jennosnadyno ojpeheny konauny Bpegnoct. OyHKIMja je HeIrpeKuHa n3mehy mpo-
U3BOJLHAX BPEIHOCTH T€ HPOMEH/bUBE jep alCOLyTHA BPEAHOCT 34 sin(%a), a ¢ BOM

1 YuTaBe pa3J/InKe

1
sin(z + a) — sinz = 2 sin(éa) cos(z + 504),

HEOTPAHUYIEHO OIAJIa 3ajeIHO ca v, 338 OHUJIO KOjY BPEIHOCT IPOMEH/BUBE T.

YoriTe, ako pa3MOTPUMO OHJIO KOjy O HAPEIHUX jeTHOCTABHUX (DYHKITHja:
a a xT
a+z,a—x,ar,—, x% A" logx,
x
sin x, cos x, arcsin x, arccos x,

BUJIMMO JT1a je CBaKa OJ ’hiUX HENMpPeKniHa n3Mel)y 1Bejy KOHAUHUX IPAHMIA 33 X, YBEK
KaJia u3Mehy Tux rpanuna gpyHkiuja uMa jeJHO3HAYHO ojpeheHe KOHAUYHE BPEJIHO-

CTH.



I'JIABA 2. BECKOHAYHO MAJIE U BECKOHAYHO BEJINKE
BEJIMYUHE. HEIIPEKHJIHOCT OYHKI[HJA

Kowwu je nucao lx usu nonexad Lr xarxo 6u o3nauwuo sozapumam od x 3a damy

ocnosy A. Taxohe, kopucmuo je mauke wa Kpajy ckpahenuxr na3uea Mpu2oHoMe-
mpujckux Pynryuja, sin.x,cos.xr. Kaxo 6u ce usbeana nenompebra wondysuja, y
060M DAY NPATNUMO CABPEMEHU 3ANUC AO2GPUNMA U MPULOHOMEMPUJCKUT yHK-
uuja.

Craka o1 (pyHKIHja OCTaje HENPEKHUHA Y OKOJIMHU CBAKE KOHAYHE BPETHOCTH
POMEHJBHBE T, KO Ce Ta BPEJHOCT HaIasu:|)]

3a (yHKIM]e

a+x
a—x
ar
A.’L’

sinx

m3Mmely rpannta = —o00,r = +00

COST
3a byHKIHjy

1° wm3meby rpanuna = = —oo,x = 0;

SHES)

2°  wm3meDhy rpanuna  x = 0,x = 400;

3a (yHKIH]e

l.CL
uzmehy rpanuna  x = 0,x = 400;
log x
3a yHKIH]e
arcsin
uzmehy rpanuna xr = —1,z = +1;
arccos

MozKeMO MPUMETHTH JIa, aKO Ce TPETHoCTaBy Ja je a = +m (m o3HadaBa 1eo
6poj), jemHocraBHa QyHKIHja

l,a

VBEK je HEIPEKUIHA Y OKOJUHU HEeKe KOHAYHE BPEJHOCTH ITPOMEHJbUBE T, MO/ YCJI0-
BOM J1a T& BPEIHOCT 330B0OHaBa:
ako je a = +m, wu3Mmehy rpannna = = —o00,r = +00,
1°  wus3meby rpanuna x = —oo,x = 0;

ako je a = —m,
2° wm3meDhy rpanuna  x = 0, = 4o00.
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I'JIABA 2. BECKOHAYHO MAJIE U BECKOHAYHO BEJINKE
BEJIMYUHE. HEIIPEKHJIHOCT OYHKI[HJA

Meby dynknujama Koje cMO HaBeJIH, CaMO JIBe UMajy IPEKU/ 3a HEeKY BPEIHOCT &

KOja ce HaJIa3u y MHTEPBaJIy y KOjeM OHA MMa peaJjiHe BpegaHocTH. To cy dyHKIHje

a

a :
— u 2% (ako je a = —m).

Ome y Tauku x = (0 mocrajy OeCKOHATHE U UMA]y MPEKu.

Y caspemerom npucmyny dedunuyuju Henpexudnocmu, mawka y £0joj hynryuja
nuje dedpurucana ne mooce bumu mauka npexuda (Makap OUAG U MAYKE HA2OMUAG-
sara rwene obracmu dedpunucanocmu). Taxo, na npumep, mavwka x = 0 nHuje maura
npekuda GyHryuje %, 36 MY PYHKUUTY Nodpasymesamo 0a joj je JoMen ueo crKyn
peaarux bpojesa, 6e3 nyae. Y Hacmasky odemka o wenpexudnwocmu Kowu 2080pu
0 HenpexudHocmu GYHKUUJG BUWE NPOMEHDUBUT U U3600U HEKA 6ANHCHA CBOJCMEA

Henpexudnuxr gynryuja. Osu deaosu 06de HUCY HABEIEHU.
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I'maBa 3

O penoBuma. IIpaBuia
KoHBepreuiuje pejgona. Cyma HeKnx

KOHBEPIreHTHUX pe10Ba

3.1 OcHOBHEZ IIOjJMOBHU O PEJOBUMA
Beckonavan au3 Bemunna
Ug, U, U2, U3, ...,

KOje cJiefle jeJlHe M3a JApyre npeMa yTBpheHO] 3aKOHUTOCTH HazwBamo peaoMm. One

BeJIMYUHE TIPEJICTAB/bajy YJaHOBE TTOCMaTpaHor pejga. Heka je
Sp = Uy + Uy + Uy + ... + Up_1

cyMa IpBUX N YJIAHOBA PEJIa, T/e je n OuI0 Koju mpupoan 0poj. Ako, npu moBehamy
Opoja n, cyMa S, TeKU 'PAHUYHOj BPEIHOCTH S, PeJI Ha3UBaMO KOHBeprenTHuM. ['pa-
HUYHY BPEIHOCT S HA3UBAMO CYMOM pejia. ¥ CYIPOTHOM, YKOJIHUKO CyMa S, He TeKH
HUje/THOj (PUKCHOj TPAHUTHO] BPEITHOCTH, PeJl je TUBepreHTaH W HeMa cyMy. ¥ CBa-
KOM CJIY4ajy, 4IaH KOjU OJroBapa WHJIEKCY N, U,, HA3UBAMO OIIITUM 4IAHOM PEa.
Jla 6m pex 610 MOTIYHO jAeduHHCAH, JOBOJHHO je ONIITH YJIaH pela MPeJCTABUTH Y
bYHKIUjH HHIEKCA M.

JeJlan oJ1 HajjeITHOCTABHU]UX PEJIOBA je TEOMETPHJCKH Pe/I

2 .3
1,z,2%,2°, ...,

12



I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

/e je £ ONIITH 4JIaH, OMHOCHO, N-TH CTeleH Opoja x. Ako popMUpaMO CyMy IPBHX

n 9JaHOBA OBOT' peja, JI00MjaMo

1 n
l+o+22+. +a2" = R A
1—2z 1—2z

2 z™
Kako ce n mosehasa, Hymepuika BpeJHOCT” Da3IOMKa 1 KOHBEPIUPa Ka HYJIU WA
Ka OECKOHAYHOCTH, Y 3aBUCHOCTH JIa JIU je HyMepUYIKa BPEeJTHOCT T-a Mamba Win Beha

on 1. Ykoumko je x < 1, MO2KeMO 3aK/byUUTH J1a je peJl

1z, 2% 23, ..
. 1 . .
KOHBEPIeHTaH W Jla My Je cyMa 7. YKOJHMKO je x > 1 ucTu pej je JuBepreHTaH u

HEMa CYMY.

Kowujesa mepmurono2uja u Homayuja 6AUCKY Y OHOME WMO JaHAC KOPUCTIUMO,
asu nocmoje nexe padauke. Kowu je zanouweo depunuyujy peda ca ,, Beckonauan

2

HU3 BEAUMUHG Uy, Ut , U, U3, ... s G 0HIG Kaoice ,,06e 8eAuvUHE NPEICMABHATY 4A-

7 060 Mmoorce 3syuamu 36yrwyjyhe, nozomoso axo ynope-

HOBe nocmamparoz peda.’
ouMo Mo ca danaubom deunuyujom nwusa u peda y yubenuuyuma anasuse. Hs-
pa3 S, = ug + Uy + Us + ... + uy_1, Koju je Kowu dedpunucao xao cymy npsur n
YAGHOBA, JOUL YBEK Ce KOPUCTAU Y CABPDEMEHO] MEPMUHOAO2UJU U NPEICTABHA NAP-
yujasny cymy. Hpumemumo da ce mooice Gopmupamu HU3 NAPYUJAAHUT CYMA Sy,
U 3aKpYUUMU 04 je KOHEEP2EHUUJA PEda eK6UBAACHMMNA KOHBEP2EHUUJU HU3A S,.
Behuna caspemenur mekcmosa dopmanrro depunuwe beckonaune pedose ka0 HU3
NAPUUIANHUL CYMa S,. Kowujesa dedpununyuja da dusepzermanr ped mnema cymy, Y

He2080 epeme Huje buaa npureahena, 0ok ce danac Mo nodpasymesa.

[Iparehu rope HaBegeHe npHHIIAIE, 13 OU pe.
Uy UL, Uy wevy Uy U1y --- (3.1)
01O KOHBEpreHTaH IMoTpebHo je W JT0OBOJLHO Ja 3a pacTyhe n cyma
Sp = Uy + Uy + Uy + ... + Up_1

KOHBeprupa ka (puKCcHOj rpaHUYHO] BpeaHocTu s. Jpyrum peduma, moTpebHO je H

JIOBOJBHO JIa ce 3a OeCKOHAYHO BeJHKe BPEIHOCTH Opoja n cyme

Snsy Sn+1) Sn+2 -+

Tloapasymesa ce = # 1.
2Quurrenno, u mame, OO ,HyMepHdKa Bpearoct’ Komm moapasyMesa, ,,aicoayTHa BpeaHocT”.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Pa3JIMKYyjy 0/ 'paHUYHEe BPEIHOCTH S, U JeJHe O/l JIPYIuX, 38 OECKOHATHO MaJly Bpe/I-

noct. [Ilrasure, y3acromne pasjauke u3dmely npse cyme s, u cBake cjieiehe cyme

cy nedunmucane, peaoM, jeJHaATHHAMA,

Sn+1 — Sn = Un,
Spn4+2 — Sp = Up + Up+1,

Sp+3 — Sp = Un + Upy1 + Up+2,

Ja 6u pen (3.1) 6o koHBepreHTaH, Hajpe je MOTPeGHO Ja OMINTH YIaH U, HEOTpa-
HUYeHo onaja® Kako n pacrte. Am, oBaj ycsios Huje joBosban. Takobhe je moTpe6HO

J1a ¢y, 3a pactyhe Bpe HOCTH N, pa3JImIuTe cyMe,

Unp, + Un+1,

Unp, + Un+1 + Unp+2,

MOYEBIIH O IPBE, Mambe 0/ 0mI0 Koje maje Bejqudnne. OOpPATHO, YKOJHUKO CY OBU

VCJIOBU HCIIYE-€HU, PeJl je CUTYPHO KOHBEpPreHTaH.

Oso je Kowujes xpumepujym KoneepzeHuuje, U oH je u dane jedar 00 Hajea-
HCHUJUT NOMPEOHUT U JOBOMHUL YCA08a 30, KOHBEP2EHUUTY Pedo6a. 3aHUMMUBO je
da cy Kowu u MHO2U 1E2068U CABPEMEHEUU CMAMPAIt 00 je 064 YCA08 KOHEEp2eH-
yuje peda ovuzaedan u Huje um 6uo nompeban dokas. anac snamo da maxas doxas
u Huje buo mozyh y Mo epeme, jep je 3G He2060 U360RHeHE NPEMIOOHO HEONTOOHO

npeuusno ysohere cryna peasnur 6pojesa u HUTOSUT C60jCMasa.

[TocmaTpajmo reoMeTpujcku pes
1z, 2% 23, .. (3.2)

AKo je HymepmuKa BpeaHOCT BesmdmHe r Beha oz 1, Taja ommru 4iaH z” Heo-
rpanuydeno pacre Kako ce n nosehasa. OBo je m0BO/BHO ja Ce 3aK/bydH 12 je pe
nuBeprenTan. Pen he 6wTu auBepreHTan m ako je x = +1, 3aT0 MTO HyMepHUYKa
BPEJIHOCT OIIITer WiaHa T, Koja je 1, He omaja HeOTpaHWYIEHO KAaKoO n pacTe. Me-

hyTum, ako je HymMepuyuKa BPeJHOCT BeJUYHMHE T Marba oJ 1, Taja ce cBe cyme OMIIo

3Tlo amcomyTHO] BpeIHOCTH, IOAPA3YMeBa, Ce-0BO Ce OJHOCH Ha MHOTe of cliefeNux cHTyarmja
na to Hehemo masbe KOMEHTapucaTH.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA

HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

KOI' WiIaHa pejia, MOoYeBIn o :

'T; )
1 — 2?2
xn_i_anrl — N ,
1—=z
1—23
l,n € $n+1+xn+2 — xn 7
11—z
Hasaze u3mehy rpannia
xn
A ,
11—z

0/T KOjUX CBAKa MOCTaje DeCKOHAYHO MaJia 33 OeCKOHATHO BesimKO n. CTora, Kao mro

cMo Beh 3HaJM, pell je KOHBepreHTaH.

Kao apyrm npumep, mocMaTpajMo HYMEPHIKA peJT

111 1 1
17 B gty Ty T Ty e
2°'3 4 n n+1
1
Omrmry wjan 0BOr peaa, g HEOTPpAHUYEHO OIllaJa KaKO 7l pacTe

KOHBEpPIreHTaH, 3aTO MITO je cyMa YJIaHOBa O/ n+r1 710 %

S SRR SR
n+l n+2 7 2n—1 2n
yBeK Beha o1
1 1
n—= —
on 2’

(3.3)

. nak, pex nuje

0e3 003mupa Ha BpeaHOCT n. Kao mocaeauna, cyMa He olla1a HeoTPAHUIEeHO, Kao ITO

6u 6o cJIyuaj j1a je pej KoHBepreHTan. AKO 03HAYUMO CYMY TPBUX N UJIAHOBA pejia

(3.3) ca s, n Hajsehu crenen Gpoja 2, Koju je Mawn o n, ca 2™, Taga UMaMo

bt e —
Sp = -+ -+ ...+ —
2 3 n—+1
>1+1+&+1%M1+1+1+5+
2 3 4 5 6 7 8 7
+ ( T +1)
2m=l 41  2m-l42 7 om”

OJIaKJIe CJIeIN

SR S L
on p Ty Ty T Ty T AT

Mozkemo u3 0BOra 3aK/byUUTH Ja CYMa S, HEOTPAHUYIEHO pacTe Kako m pacre. OBO

je HOBH J0Ka3 JWBepreHIyje pea.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

[TocmaTpajMo J1a/be HYMEPUIKHU pe/T

11 1 1 1
"1’1-271-2-3771-2-3---n" "

YanoBu 0BOT pejia, TOYEBITHN OJ UHJEKCA N,

1 1 1
1-2:3-n'1-2:3-nn+1)1-2:3 - nn+)n+2)""

Cy, PeJI0M, MambH O] OJAroBapajynux 4jiaHoBa reOMETPHjCKOr pPejia

1 1 1 1 1
1-2:3-..n"1-2:3--.nn’1-2-3..-nn2’ "~

Kao mocienuna, cyma oj KOJUKO T'OJl MOYETHUX YJIAHOBA je YBEK Marba Ol CyMe
0/iroBapajyhux 4jaHOBa I'€OMETPHU]CKOI peja, KOju je KoHBepreHtan peig. Camum

THM, Marbha je 0J cyMe OBOT' peja, 1mrTo he pehu

1 1 1 1

1-2:3---n1—-2 1.2.3.-.(n—1)n—1

Kako nocsenma cyma Heorpanudeno onaja, 3a pacryhe n, cienn ja je pen (3.4)

KOHBEpPIreHTaH.

0Os0 je umniuyummna ynompeba nopedberoz Kpumepujyma xousepzeryuje. Kowu

20 Hu2de HUje HaBeo EKCNAULUMHO.

Omnmrrenpuxsalieno je na ce cyma peja (3.4) osnauasa ciaoBom e. Cabupamem

IPBUX N 9JIAHOBA, 10OHjaMO MPUOJIUKHY BpeIHOCT Opoja e,

ey L !
1 1.2 1.2.3" 7" 1.2.3---(n—1)

Vuaumena rpeiika he 6utn Mama 0J IPOU3BOJAA N-TOI' WIaHa Ca ﬁ Ha npumep,

aKo je n = 11, mpubukHa BpeJHocT O6poja € je

e = 2.7182818..., (3.5)

1

U rpelika HallpaB/beHa y OBOM CJIy4aly J€ Matba Ol IPO3BOAA PA3JIOMKa 153 —=06=2057)

1 1
10° 36288000

bpoj e ce yecTto KopucTH y cymMupamy pejoBa Uy JUQepeHIja T HOM padyHy.

3a IIITO M3HOCH TAaKO Jla TO He YyTUUe Ha CeJIMy JeUMay.

Jlorapuram ca ocaoBoM e ce 30Be Hemnepos, npema [lony Henepy, uin xunepboanyaku
JIOTAPUTAM, 3aTO MITO MEPH PA3TUIUTE JIEJT0BE TTOBPIITHHA n3Mel)y jeTHaKoCTpaHIHEe

XHH€p6OIIe 4 U IbeHUX aCUMIITOTa.

4 Jemnakocrpannuna xunep6oia je xunepbosa unje cy acuMmurore meljycobHo ynpasHe.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

YormTeHo, cyMy KOHBEPIeHTHOT pejia 03HadaBaMO CyMOM IpBUX 4iaHOBa. /Jla-

KJe, KaJa je pen

Up, U1, U2, UZ, ...

KOHBepreuTad, CyMy OBOI' peda O3HadaBaMO Ca
U0+U1+U2—|—U,3+...

[Ipema 0BOj KOHBeHIUjH, BpeaHOCT Opoja e je ompehena jeanadmHOM
e Loy 1 (3.6)
e = - .
1 1-2 1-2-3 1-2-3-4

U, aKO Ce y3Me Yy 003Up TeOMEeTPHjCKU Pe/l

2 .3
1z, 2% 27, ...,

nMamo, 3a r < 1,
1
1—z

I+t +2° 4+ .. = (3.7)

O3znauaBajyhn cymMy KOHBEPreHTHOT pejia
Up. U1, U, Us, ...
ca § ¥ CyMy NPBUX N WIAHOBA €A S;, HMaMO

S=uUyt+ U +uUs+ ... + Up—1 + Uy + Upy1 + ...
=Sp + Uy + Upg1 + ...
OJIaKJIe cjaen
S — 8y = Up + Upt1 + ...

N3 mocenme jeqHaINHE CJIE/IA /18 BeTUIHHE

Upy Un41, Un4-2, -

dopMupajy HOBH KOHBEpreHTaH pel Uhja je cyMa jeqHaka § — S,. AKO OBy CyMy
MPEJICTAaBIMO Ca T, TMAMO

S =S8y + Tn,

rae ce r, 30Be ocTatak peja (3.1) moues o n-Tor WIaHA.
[IpernioctaBuMo Ja wiaHoBH pefa (3.1) 3aBuce o mpoMeH/bEBe T. AKO je pej
KOHBEPreHTaH W HEeroBU YJAHOBH Cy HeNnpeKujaHe (PYHKIHje 0 T Y OKOJUHU HEeKe

ojipehene Tavke, Taja cy
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

takohe Tpu (pyHknuje mpomensbuse r. IlpBa o wux, s,, OUULIEIHO je HEIPEKHIHA

dyHKIHja 10 ¥ Yy OKOJIMHU ojiroBapajyhe tauke. Pasmorpumo npupariraj oBe Tpu
dyuknuje kaga ce r nopehapa 3a GECKOHAYHO MaJly BEJIUYUHY (. 3a cBe Moryhe
BPEJIHOCTHU N, IPUPAIITA] S, je OecKOHAYHO MaJia BejwduHa. llpupamiraj r,, Kao u
camo 1, rnocraje 6eCKOHAYHO MaJia 33 BeOMa BEJUKE BPeAHOCTH n. Kao mocjiemnuna,
npupainraj GyHkuuje s mopa ouru 6eckonadno maJja. 3 osora, ussojaumo ciejehy
Teopemy:

Teopema 3.1: Kaza cy pasanantu wiaHosu pefa (3.1) nenpekuane dbyHKIje
MIPOMEHJ/bUBE T Y OKOJIMHM HEKe TadKe 3a KOjy pejl KOHBEprupa, cymMa § pejia je

Takohe HempekuIHa (PYHKIIHja NPOMEH/bUBE T Y OKOJMHHU HCTE TAUKe.

Kowu y c60joj momauuju ,0x04una mawke T’ MUCAU HA OMBOPEH UHMEPEAA
(x —e,x +¢), ede je e > 0. |0]

Osako nasedena meopema Huje mauna. Axo nocmasumo dodammuu ycio6 pasHo-
MepHE Konsepeenyuje, meopema nocmaje mawna. Hasedena popmyarayuja usassana
je seaury noaemury mehy empyurayuma. Hexu cmampagy da je Kowu o6de navu-

HUO 2Pewry, a HEKU 04 Je iy cmeapu uMao PaGHOMEPHY KOHBEPLEHUUJY HA YMI.
[Tpema oBoj Teopemu, cyma pesa (3.2) Mopa 6uTH HenpeknaHa GyHKIINja TPOMEeH-

JbuBe T u3Mehy rpanuna r = —1 U x = 1, IITO MOXKEMO NOTBPAUTH TOcMaTpajyhu

BPEJHOCT S JlaTe U3pa3oM

s = )
1—2z

3.2 PenoBu ca mo3mTUBHUM YJIaHOBIMA
AKo cy ¢BE 4IaHOBH pena
Uy, UL, Uy ooey Upyy .. (38)

MO3UTUBHU YIJIABHOM MOXKEMO YTBPAMTH Ja JIHU je pell KOHBepPreHTaH WK JUBePreH-
TaH Kopucrehu cienehy Teopemy:

Teopema 3.2: llocmarpajMo TpaHUYHY BPEIHOCT WM T'PAHUYHE BPEIHOCTH
pemMa KojuMa u3pas (un)% KOHBEpPrupa, KaJi N Texku OeCKOHAYHOCTH, U O3HAYHUMO
ca k majseliy of Tux rpanudHux BpegHocTu. Pen (3.8) kKoHBeprupa ako je k < 1 u

JiUBeprupa ako je k > 1.

Kowu ne xopucmu danac yobuuajene mepmure , 0esuMusHy sumec” U , JumMec

cynepuop”, anu je u3 KOHMEKCMa jacho 0a ce& MUCAU HA HUT.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Jokas: Heka je k£ < 1 u Heka je U O6poj TakaB Ja BaxKu

k<U~<1.

1
Ba cBako U, (u,)» Mopa 6utu Mamu of U, 3a CBaKO n, MOY€B O] HEKOT.

(un)TIL <U, 1. u,<U"
Crenu 1a cy 9WIaHOBH pejia
U, U1y, U2y +vvy Up+1, Up+2,y -+
MaFbl OJ OATOBapajyNuX 4IaHOBA TeOMETPHjCKOT peaa’
LUU? .. U Urt?

[eomerpujcku pej je koHBeprenTaH, jep je U < 1, ma MoxKeMO 3aK/byUInTH J1a W PeJl
(3.8) KoHBeprupa.

C nmpyre cTpane, Heka je cana k > 1 u #eka je U 6poj Takas 1a
kE>U>1.

. 1 . .
Kako n texku 6eckonaunoctn, najseha Bpeaaoct (u,)» Teku Ka k 1 HA Kpajy mocTaje

seha o U.% Mozxke ce sak/pyunTu ja je

1

(up)m >U
IITO je, 3aIpaBo,
u, > U",

3a Mpou3Bo/bHO N. Kao nocsemuiia Tora, y peiy

UQy ULy Uy «ovy Un41, Un42, .-

HaJa3uMo OeckoHadaH Opoj dianoBa Behux oy ojarosapajyhux djganoBa reoMeTpu)-
CKOT' pejia
LUU? ..U U2

OsBaj pex je nupeprerTas, jep je U > 1, nma meroBu 4iaHOBH OECKOHAYHO PACTY, IITO

je JIOBOJbHO Jia ce 3aksbyqu jaa pe (3.8) auBeprupa.

5QcuM MOXKIa BEX KOHATHO MHOTO.
$TIpenu3nuje, nocroju GECKOHAYHO MHOI'O MHJIEKCA 1 32 KOje BaxKu ciejeha Heje[HaKOCT.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Teopema 3.3: Ako, 3a pacryhe n, uspas

Un+1
Un,

KOHBeprupa ka (GpUKCHOj TPAHUIHO] BpeTHOCTH k, pel (3.8) KouBeprupa ako je k < 1,

U auBeprupa ako je k > 1.

Osaj KoruuwHuuky (uau, Kaxko 2a danac obuwno 3oeemo, /larambepos) mecm
Kowwu osde ne dokasyje. Ha dpyeom mecmy y yubenury dokasyje ce mephere us

Kojee caedu da je meopema 3.3 nocaeduya meopeme 3.2.

Ha mpmmep, mocmaTpajmo pest
] 1 1 1 1
"1’1-271-2-3771-2-3---n "

Tajla UMaMo J1a je
Upy1 1-2-3---n 1

Un, 1-2:3---n-(n+1) n+1
oJaKJIe CAeJIn J1a je

k=—=0,
©e

11a, je peji, Kao mTo cMO Beh 3HaJjii, KOHBEPIeHTAH.

IIpBa om ABE TeopeMe Koje CMO yIpaBO MOCTABUJIW HAM jacHO TOBOPH O KOHBEP-
TeHIWjH W JUBEPIeHIINjU pe/ia ca MO3UTUBHUM WIAHOBHUMA, OCHUM Y CJIydajy Kaja je
k= 1. Y ToMm ciay4ajy HHUje yBEK jeJJHOCTABHO OJI'OBOPUTH Ha NUTAHE O KOHBEP-
reanuju. Mehytum, mokazahemo aBe TeopeMe, Koje M€CTO MOMaKy y pelliaBaimby TOT
npobJeMa.

Teopema 3.4: YKOIHKO je cBakH “wiaH peja (3.8) Mamu 01 NPETXOIHOT, Taja
cy pea (3.8) u pen

u0,2u1,4u3,8u7, 16U157... (39)
ACTOBPEMEHO, WJIH KOHBEPTeHTHN WM TUBEPreHTHH.
oka3z: [IpBo, mpermocraBumo Ja je pes (3.8) KOHBEepreHTaH W HEKa je S BeroBa

cyma. Taja
Uy = Ug,
2uy = 2uq,
dus < 2us9 + 2us,

Sur < 2uy + 2us + 2ug + 2u7,
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

U, CyMa IPOU3BOJ/FHO MHOIO WiaHOBa peja (3.9) je Mama o1

Ug + 2u1 + 2ug + 2uz + 2ug + ... = 25 — uyg.

Caemu na pen (3.9) konBeprupa.
C apyre crpane, npernoctaBumMo ga je pen (3.8) museprenrtan. Cyma BeJHKOD
Opoja meroBux 4iaHoBa je Beha o7 610 Koje rpaHuIle Koja ce MO¥Ke JTOIeTUTH. 3aTO

IITO BazKH

Ug = Uy,
2uq > ug + us,
dusz > usz + ug + us + ug,

8U7 > Uy + ug + Ug + Uy + U1 + U2 + U3 + Uy,

MOKEMO 3aKJ/bYyUUTH 1A je CyMa BeJUKOr Opoja BeIndrHa
Up, 2u1, 4U3, 8U77

Beha ox 6mito Koje jgarte Besmanue. Pes (3.9) je, nakie, muBeprentaH, y CKJIaay ca
HaBEJIEHOM TE€OPEMOM.

ITocaenuua 3.1: Heka je p mpoussosban 6poj. Ako je pes (3.8)
1
1, = — = (3.10)

taza pes (3.9) mocraje
1,20 g4lme gloe

[locnenmwu pen je reoMeTpHjcKU pell, KOjU je KOHBEPIeHTaH YKOJIUKO je (1 > 1 u
JBEprenTan y cynporaoM ciaydajy. Crora, pex (3.10) je KoHBepreHTan ako je p > 1

u auBeprerTan ako je = 1 win p < 1. Ha npumep, ox Tpu peia

17 227 327 427 I (3]‘1)
111
1, =, =, - 12
727374’ ) (3 )
1 1 1
1,2—%,3—%,4—%, Y (3.13)
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

NIPBU peJl je KOHBepreHTaH, T0K Cy JpyTa JBa JUBepreHTHA.

Teopewma 3.5: IIpernocraBumo ja log o3navyasa joraputam y Oua0 KOM CUCTEMY,

U Ja u3pas
log ()
log(2)

TEKKM Ka KOHAYHO] IpaHnynoj speanoctu h, 3a pacryhe n. Pex (3.8) xouseprupa

VKOTUKO je h > 1, u nuBeprupa yKoauko je h < 1.

Hoxka3z: ITpeo, mpernocraBumo ja je h > 1 n Heka je a 6m0 Koju 6poj Takap 1a

je
h>a>1.

Tpauchopmanmjom nspasa

log(un)

log(;,)
JI00mjaMo u3pas

log(;-)

log(n) °

[Tocsiemu u3pas je, 3a JIOBOJHHO BEJHMKO N, yBeK Behe ox a. JIpyrum peumma, 3a
pactyhe n, yBeK uMaMo Ja je
log(3-)
log(n)

> a,

IMTO je 3almpaBo

log(i) > alog(n),

n

olaKyIe caean na je’
T 1
—>n" T U, < —
U, ne.

To 3Haun ja cy wianosu pea (3.8) cTaaHo Mamu 0J oAroBapajyhinx wiaHoBa peia

1 1 1 1

17 oa’ 2’ Aa’"" —a’ (m 1L 1\a’ "
n® (n+1)
Kaxko je mocnenmun pex kouBeprentan (jep je a > 1), MOKeMO 3aK/byquTH Ja je
pex (3.8) KoHBeprenTa.

3aTuM, MpeTmocTaBuMO caja, J1a je h < 1 u Heka je a 6myio Koju Opoj Takas Ja
je

h<a<1.

"3a ocuosy Jjorapurma selly ox 1.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

3a JI0BOJHHO BEJUKO 7, JI0OHjaMO

log(;-)
log(n)

<a,

AJIH,

1
log(—) < alog(n)
U,
oJIaKJIe eIt . .
— <n' T U, > —
U, ne.

To 3naun ja cy winanoBu pena (3.8) cranno Behin o1 oaroapajyhux dianosa pena

1 1 1 1 1
72a73a74a7"'7 nd? (n+1)a7"'
Kaxo je mocsremu pes quBeprentad (jep je a < 1), MOXKeMO 3aKJ/bYyYUTH Ja je U PeJ

(3.8) amBeprenTaH, YnMe je TeopeMa TOKa3aHA.

Tecmosu konsepeenyuje pedosa damu y meopemama 3.4 u 3.5 danac ce pehe
HAAA3E Y YUOCHUUUMG. YMECTNO UL 00UMHO ce NOJAGHYJY HEKU NPAKMUNHUJU Me-

cmosu xao wmo cy Pabeos u [aycos.

YKOMKO cy jlara JBa pejia, YMju Cy 4IAHOBU IMO3UTHUBHHU, MOXKEMO cabupambem
WJIH MHOYXKeHheM THX UCTHUX WIaHOBa (DOPMHPATH HOBH peJl, 4Hja je cyMa HacTaja
cabmpameM WM MHOXKEHmEM cyMa IpBa nBa pefaa. Ha oBy Temy, mocraBmhemMo aBe
TeopeMme:

Teopema 3.6: Heka cy

Uy ULy Uy evy Upy onny

(3.14)

Vo, U1, V2, ..., Up, ...

JIBa, KOHBEPIeHTHA Pejla Ca HO3UTHUBHUM YIAHOBHMA, 4YHje CYy CyMe, PejioM, S u S
Tana je

Ug + Vg, U1 + V1, Us + Vo, ..oy Uy + Uy, ... (3.15)
HOBM KOHBEPI'CHTaH peJ, 4uja je cyma s + s'.

Jokas: AKo o3HAYHIMO

Sp = Uy + UL + U+ ... T U1 H

/
S, =V + v +Vy+ ... +VUy_1,

83a ocroBy norapurma Behy on 1.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Tajga S, W S, Texke Ka TPAHUIHEM BpenHocTuMa S u s, pemom. Cywma mpsBux n

ynaHoBa pega (3.15), s, + ), KouBeprupa ka s+ s', anme je reopema 3.6. g0oKa3aHa.
Teopema 3.7: Heka Baxke mcTe MpeTHocTaBKe Kao y MPETXOAHO] TeopeMu. Tasa

je
UgVo, UgV1 + ULV, UgV2 + ULV1 + UV, ...,

(3.16)

vy WUy + ULVUp—1 + oo + Up—1V1] + UpVg, ...

HOBM KOHBEPI'eHTaH pejl, uhja je cyma ss'.

Jlokas: Heka cy s, u §), cyme npBHUX N 9iaHOBa peoBa (3.14) n 03HAYHMO CyMmy

era (3.16) ca s”. Osmaummo, jomr, ca m najsehn mpupomam 6poj "=, omHOCHO
peaa ( " , jor, Y pup poj “7-, :

m = "T_l KaJIa je m HemapHo, m = ”T_Q KaJia je m napuo. Tajga umamo:

UpVo + (u0v1+ulvo) 4+ ...+ (’U/()Unfl + U1Vp—2 4+ ...+ Unp—2U1 + Un,ﬂ}o)

< (UO +uy + ... + Un_1)<U0 + v+ ...+ Un—l)

> (ug 4+ Uy + oo 4 Up) (Vo + V1 + o+ V).
pyrum pednma,
" / " /
Sp < SpS, U S, > Spmi1Sy, .-
Heka n Texxu Geckonaunoctu. Bpoj

+

N =

n_
m =

DO [rolee

/ / /
HEOI'DAHUYEHO PACTe, U JBE CyMe S, U Spy1 T€XKe Ka S, JI0K S, U s, | Texke Ka S
Crora, 1Ba IPOU3BOJA S,S), U Syt15,,,1, KA0 I cyMa s, Koja ce Hauasd u3Mehy oBa

JIBa MPOW3BOJIA, TeXKN Ka s, unme je Teopema 3.7. J0OKa3aHa.

3.3 PenoBu ca mo3MTUBHUM WM HETaTUBHUM

qJIaHOBUMA

IIpernocraBuMoO Ja pen

Ug, U, Uy ooey Upyy ... (3.17)

CaapzKHN IIO3UTHUBHE U HETaTUBHE YJIaHOBE, U HEKa CY,

P05 P15 P2y ++5 Py +-+ (3]—8)
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

peaoM, HyMeprUIKe BPEeJIHOCTH IIOCMaTPaHuX YJaHOBA, TaKO Ja TMaMO

Uy = £pg, U1 = £p1,Us = Epo, ..., Uy = TPy, ...
Hywmepuuka BpeHocT pejia

Uy + UL + U + oo + Up—1

HHKA/1a He Ipeasm’

po+ p1+p2 .+ P,
IITO 3HAYHM /13 KOHBepreunuja peja (3.18) yBex mopiaun KoHBepreuuujy peja (3.17).

Kowu nuje depurucao ancoaymny wonsepeenuujy, aiu je o8de CYyumuncKy no-

Ka3a0 06 GNCOAYMHA KOHBEP2EHUUJG NOBAAYYU 00UNHY KOHBED2EHUUJY.

Tpeba ma gomamo ja je pef (3.17) nuBepreHTan ako HeKd wianoBu pena (3.18)
HeorpanmveHo pacty. OBaj mocjaeImy caydaj ce jaB/ba YBeK Kajla Hajseha BpeTHOCT
(pn)% TEKU Ka I'PAHUIHOj BpeTHOCTH Koja je Beha ox 1, 3a pacryhe n. C apyre
CTpaHe, YKOJIHUKO je TPaHUYHA BPEeTHOCT Marba o1 1, pes (3.18) je yBeK KOHBEpreHTaH.
WNmajyhu To y BHILY, MOXKEeMO (DOPMYIUCATUH TEOPEMY:

Teopema 3.8: Hexka je p, HymMepudKa BPeJIHOCT OIIITEr YjaaHa U, pena (3.17)
W Heka je k rpaHMuHa BpeAHOCT IIpeMa Kojoj Tezku Hajseha Bpeanoct uspasa (pp)w,
Kajga n Texku GeckoHaunoct. Pen (3.17) je KoHBepreHTaH ako je k < 1, u auBep-
reHTan axo je k > 1.

Teopema 3.9: Axo je nu3 pemanna'’

Ay Ay, Ay, A

TaKaB Jia OJHOC u3Mehy JBa y3acTonna 4jiaHa TOT HU3A, JTAKJIe,

An+1
An

TeXKHU, KaJIa BPEJHOCT N HEOTPAHUYCHO pacTe, oapehenoj rpanunm A, tana uspas
1
(An)”

TeKW y MCTO BpeMe TOj MCTOj Tpanumm. !

20Osne Komu IMIIUTATHO KOPHCTH OMNIITY HejeJTHAKOCT TPOYIJIA.
90pre ce ounraeaHO MOAPA3yMeBa ,,IO3UTHBHAX BETHTHHA”.
1 OBo TBpheme, Kao mTo je Hampen, pedeno, Komu mokasyje y yIOeHHKY Ha IPyTOM MeECTY.

25



I'J/IABA 3. O PEJJOBHMA. ITPABUJIA KOHBEPI'EHI[UJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHHUX PEJ/IOBA
Up41

Kan nzpas % Tj. HyMEpHYKa BPEJIHOCT OJHOCA —1 KOHBEpIrupa Ka (pUKCHO]

Y
n n

TPAHUYHO] BPETHOCTH, TaJa IpeMa TeopeMu 3.9. Ta rpaHrYIHA BPEIHOCT TPE/ICTaB/ba
JKeJbeHy BpeaHocT k.
Teopema 3.10: Ako HyMepHIKa BPeTHOCT OJHOCA

Un+1
Un,

KOHBEprupa IpemMa (pUKCHOj IPAHUYHO] BPEJHOCTH K, KaJla BPEJHOCT N HEOIDAHH-
4eHO pacte, Tajga je pex (3.17) KoHBepreHTaH ako je k < 1, u jquBepreHTaH ako je
k> 1.

Ha mpmmep, ako mocmaTpamMo peJt

1 + L L +
1127 1-2-3 77
Ta1a HAJIAZUMO I3
Un+1 1 . 1
= — , Tj. k=—=0,
Uy, n+1 00

O/TaKJIe CAeN JIa je peJl KOHBePTeHTaH.

[IpBa oy oBe Tpu TEeopeme HaM jaCHO N'OBOPU O KOHBEPI'CHIUjU WUJIM JIMBEPIEH-
KU pejia, ocuM y caydajy kajga je k = 1. KoHkperHo, y 0BOM ¢J1y4ajy, MOKEMO
YTBPJUTH KOHBEPIeHIN]Y JATOr pe/ia WK MOTBPphUBambEeM Jla HyMepUIKe BPEIHOCTH
pa3MYuTUX 4jaaHOBa pejia (popMupajy KoHBeprentan pej ujau Kopucrehu ciemehy
TeopeMy:

Teopema 3.11: Axko HymepudKa BPeTHOCT OMINTEr WiaHa u, peaa (3.17) He-
OTPAHUYEHO M KOHCTAHTHO OIa/la, 3a pacryhe m, W pa3jiuyuTH YJAHOBU peIa Cy
Ham3MeHUYHO TO3UTUBHU W HETAaTUBHU, T a PeJl KOHBEPIUPA.

[TocmaTpajmo pest

11 1
bty

CyMma npBUX m 4iIaHOBa,'? rae je m > n je

1
n+1

1
ok F . (3.19)
n

1 1 1 1 1
+ — + — + ...+ .
n+1l1 n+2 n+3 n+4 n—+m
Hywmepuuka BpegHocT oBe cyme,
1 1 1 1 1
— + — + ...+
n+1 n+2 n+3 n+4 n+m

1 1 1 1 1
Con+1 n+2 n+3 n+4d n+5

! LY (0 Ly, (] A
T \n+1 n+2 n+3 n+4 n+5 n-—=6 Y

12Cyma npsux m wnanosa noues o (n + 1)—or wiana.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

KOja ce HaJia3u u3Mmehy

1 1 1
I/I - —7
n+1 n+1 n-+2
3a pactyhe n, u TPOU3BOJHLHO M, HEOTPAHUYEHO OIAJA, IIITO je JIOBO/HHO JIa 3aK/by-

YUMO Jia peJi Koupeprupa. Vcrum aprymenTu 6u MOIJIM OUTH HPHUMEIH€HH Ha OUJIO
Koju pej oBe Bpcre. Ha npumep, pen

1 1 1

_7+3_M7_4_M7.”7 (320)

je, mpemMa Teopemu 3.11, KOHBepreHTaH 3a CBe MO3UTHBHE BPETHOCTH [L.

AKO M30CTaBUMO 3HAK KOJU MPETXOJH CBAKOM TApHOM wiaHy y pexy (3.20), jo-
6ujamo pen (3.10), U3 npeTxojHe CeKIyje, KOjUu je JTUBEpreHTaH ako je pu = 1 win
u < 1. Jla 6GucMo mpeTBOpHU/IN KOHBEPIreHTAaH Pejl y JUBEPreHTaH, U OOpHYTO, HEKAJ
j€ TOBOJHHO caMo MTPOMEHUTH 3HAK UcIpe T oapehennx wianosa pefa. OBo ce ogHOCH
UCKJ/BYYHBO Ha PeoBe 3a Koje ce BeandnHa k u3 Teopeme 3.10 cBomaum Ha 1.

Kouepreniujy pejia, 4uju cy 4JaHOBH MO3UTUBHH, MOYKEMO yOP3aTH CMarbu-
BalbeM HyMEPUYKEe BPEJHOCTU WIAHOBA M MEIHAbeM 3HAKA MCIIPE]| HEKUX Y/IAHOBA.
Bpean nanomenyTu ja ce oBaj epekar jaB/ba aKO CBAKU YJIAH MOMHOXKHMO Ca CHHY-
COM WJTU KOCHUHYCOM, IIITO je JOBOJHHO Jia MOCTaBUMO cJjejiehy Teopemy:

Teopema 3.12: Axko je pen,
P05 P15 P25 -+ Pry -+ (321)
YUjU CY CBH 9JIaHOBU IIO3UTUBHM, KOHBEPIE€HTAH, TaJ1a jé CBAaKU O/ cjeaehux pegosa

po cos By, p1 cos by, pacosby, ..., p,cosb,, ...

(3.22)
posin by, pysinby, pasinbs, ... p,sind,, ...
Takole KOHBepreHTaH, 3a IPOU3BOJbHE BpeaHOCTH Oy, 01,05, ..., 0, ...
IMocaenuria 3.2: Ako mpermocTaBuMO 114 je
0, = nb,

rae je 6 npon3Bo/bHO, Tasa ABa peaa y (3.22) mocrajy, pemom,

pPo, p1cosB, pycos?, ... p,cosnb, ...
! (3.23)

p18inf, pasin 26, ..., p, sinnf, ...

[Mocaeama aBa pefa he yBek OWTH KOHBepreHTHA ako je pe (3.21) KoHBepreHTaH.
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Teopema 3.13: Heka cy

Upy ULy Uy +vny Unpyy -ovy

(3.24)

Vo, U1, V2, ..., Up, ...

ABa KOHBEPI'€HTHA Pe€la Ca IIO3UTHUBHUM M HEl'aTHUBHUM YJlaHOBHUMA, qnje Cy cyme,

perom, s u s'. Taza je
UO+U0,U1+U1,U2+U2,...,Un+1jn,... (325)

HOBHU KOHBEPIeHTaH pejl, 4nja je cyma s + s

Jlokas: AKo o3HAYNMO

Sp=Uy+ U +UsF+ ... +U,_1 H

!
S, =V +v1+vs+ ...+ VU1,

Tajga S, W S, Texke Ka TPAHUIHEM BpeaHocTuMa § u s, pegom. Cywma mpBux n
ynaHoBa peaa (3.15), s, + s, KoHBeprupa Ka s+ ', qaume je Teopema 3.13 nokasaHa.

Teopema 3.14: Heka Baxke mcTe TPETHOCTaBKE KAO YV MPETXOIHO] TEOPEMH,
ako 00a pena y (3.24) ocraHy KOHBEpreHTHA aKO MM WIAHOBE 3aMEHHMO HUXOBUM
HYMEPUYKUM BPEIHOCTUMA, T je

p
Upo,

UgV1 + U1V,

UgV2 + U1V1 + U2V, «- -y (3 26)

HOBH KOHBEPTEHTAH peJl, Ynja je cyma ss’.
Hokas: Heka cy s, u S/, cyMe NPBUX N WIAHOBA peoBa (3.24) U 03HAYHMO CyMy
pera (3.26) ca s!!. Tama mmamo:
/

1
SnSy, — Sy =Up—1Up—1 + (Up—1Up_2 + Up_2Vp_1) + ...

+ (Up—101 + Up—2V2 + ... + UpVp 2 + U1Vp_1).

Teopema 3.7 je jokasana y JApyroM HOJIaBby, y ciydajy peia (3.24) koju ce cacroju

caMo oJ] Mo3UTUBHUX WwiaHoBa. llocreaniia oBe Teopeme je 1a BPeAHOCTH S,S, U Sh
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KOHBeprupajy Ka ss’, 3a pacryhe n. 36or Tora, pa3jinka s,s, — s

"
n’

Tj.

Up—1Un-1 + (un—lvn—Q + un—QUn—l) + ...

+ (Up—101 + Up—2V2 + ... + UgVp—2 + UIVp—_1),

KOHBEprupa Ka HyJIH.
Casa, ako cy HeKW 4s1aHoBU peja (3.24) mo3WTHBHM, a HEKH HETATHBHU, O3Ha-

qUMO, PEJIOM, HyMEPUYIKe BPEJHOCTU YJIAHOBA €A

pojpl’p2,...7pn7"'7 (327)

o /
Pos P15 P25 -5 Py -+

[TpermocTaBuMo Ja €y, Kao y UCKa3y Teopeme, peaoBu (3.27), cacTaB/beHH O HCTHX

HyMepHYKUX BpeJHOCTH, KOHBeprenTHu. Ha ocHOBY nperxojHor, cyma

Pr1Pn1 F (Pn-1Pr o+ Pu—apf1) + ...
+ (Pn_1Py + Pu2py + o+ p2pl o+ P19, 1)

KOHBepPrupa Ka Hy/u, 3a pacryhe n. 3aro mro cy HyMepudKe BPEIHOCTH OBE CyMe

pehe on

Up—1Un—1 + (unflvan + unf2vnfl> + ...

+ (Up_101 + Up_2Vs + ... + UVy_2 + UIV,_1),

"

, .
o rexxu Kao mysnu. Crora, ss’, mro je

CJIEZN JIa LOCJIebH U3pas, Tj. SpS, — S

!/
n?

IPAHAYHA BPEIHOCT MPOU3BOIA S,S,, TaKolje je u rpanmdma BpeaHocT s.. pyrmm
pedanMa, pes (3.26) je KOHBEPreHTaH U Heropa cyma je ss'.

Hanowmena: IIperxojaa Teopema HEje MOIJIa OCTATH TadHa ako je pex (3.24), 3a
KOJU ce IPeTIOCTaB/ba Ja je KOHBePreHTaH, MpecTao Ja Oyae TakaB HAKOH IINTO je

CBAKM WIAH 3aMem-eH CBOJOM alCoIyTHOM Bpegmomiy. IIpermoctaBumo, Ha npuMep,
1a 0ba pena y (3.24) 6ymy
1 1 1 1

O T (3.28)
23 33 432 53
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Pen (3.26) mocraje

L,

(35 3)

n 7§+—+7§) (3.29)
(i)
e

[Tocneamu pes je UBEPreHTaH jep HEroB OMIITH WIaH

(o v T T )
v /in—-12 /(n-23 = 2(n-1) vn)

nMa HyMEPUUKY BpeJIHOCT Behy o1

n B 4n 2
[5 3 +1 }
KaJja je n napan 6poj, u Behu o

n 2n

[(H_H)Q}é T+l

2

KaJia je n HemapaH Opoj. ¥ CBaKOM cCIydajy, IMa HyMepudKy BpeaHocT Behy ox 1.
Nnak, pen (3.28) je konBeprenrtan. Meljyrum, MoxKeM0O TpUMETHTH J1a TIpecTaje ja
Oy/le KOHBEpIreHTaH aKO 3aMEHUMO CBAKHM 4JIaH CBOJOM HYMEPUYKOM BpejHonihy. VY

TOM cJIyuajy, nocraje pes (3.13).

YV caspemenum mepmuruma, meopema 3.14 u Hanomena xoja joj caedu ce uc-
kasyje wa caedehu navun: ,IIpoussod dea ancosymmo konsepeenmua peda je KOH-
8eP2EHMAH, Ped Ca CYMOM JeOHAKOM NPOU3BOJY CYMA PeQ08A KO CE MHOMCE; AKO CY

pedosu Ycao8Ho Konsepeewmuu, mo mephere we sastcu.”

3.4 PepoBu umju cy 4aaHoBu nopehanm mpema

pactyhuM 11eJ100pOjHIM CTeIleHnMa

Heka je

2 n
ag, A1, AaT°, ..., Ap X", ... (3.30)
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pesl uuju cy wiaHoBu nopehanu mpema pactyhum ne00pojHEM CTEIeHuMa, ITPOMeH-

JbUBE X, TJIe Cy

ag, a1, A2, ..., A, ... (3.31)
HNO3UTHBHE WM HEraTUBHE KOHCTAHTE.
Taxsu pedosu, y mo epeme, jous, Hucy dobUAU CABPEMENU HA3UE CMENEHY PeOOGU.

Jlasbe, Heka je A Bem4unHa Koja oJrosapa Besndunu k u3 Teopeme 3.10, u ogHOCH
ce Ha pen (3.31). Mcra Benmnunna, Kajga ce uzpadyna 3a pen (3.30), je Hymepnuka
BPEIHOCT ITPOU3BO/IA

Ax.

an+41
an

Teopema 3.3 je Koauvwnuuxu mecm, na je osde doxasaro da je A = lim , Kaoa
eparunra epednocm nocmoju. Odamae, u Ha ocnosy meopeme 3.9, caedu meopema
3.15, dox meopema 3.16 caedu eeh uz npemrodnoz pasmamparea. Kowu osde ne
NOMUWE 8aPUIAHMY 0802 MEPherva Koje Kopucmu 20pu AuMec, Mada je ¢ 063Upom
na Teopemy 3.2, eéeposammo buo ceecman u makse moz2yhmnocmu (Kao wmo je no-
3HAMO, MY BAPUJAHMY Je eKCNAUUUNHO Kachuje dopmyaucao Adamap, na je danac

308EMO HWHE208UM UM@HO.M).

Pen (3.30) je KoHBepreHTaH ako je OBa HYMepHUYKa BPEJHOCT Marba Oj 1, Wiu

JPYTUM pednMa, aKo je HyMepHIKa BPEIHOCT MPOMEH/bUBE T MaHha O/l %.

Osaj 6poj, %, Y mo epeme, jow yeex nuje dobuo caspemenu Hazue padujyc (no-

AYNPEYHUK) KOHBEP2EHUUE.

C apyre crpane, pex (3.30) je nuBepreHTaH ako je HyMepHdYKa BpeIHOCT x Belia
it %. Crora, MozKeMO (hopMyIHCATH TEOPEMY:

Teopema 3.15: Heka je A rpanudna BpeIHOCT IpeMa KOjOj n-TH KOpeH HajBehe
HyMepHUKe BPEJIHOCTH @, KOHBeprupa, 3a pacryhe n. Pex (3.30) kouBeprupa 3a cBe
BPEJIHOCTH X KOje ce Hajase usMehy rpanuia

1 1
Tr = 2 H = +Z’
7 JIUBEPTHPA 3a CBE BPEJIHOCTH X KOje ce HaJla3e BaH OBUX T'DAHUIIA.

QAnt1
an

HOj BPEJIHOCTH, Ta IPaHUYHA BPETHOCT je JKejbeHa BpenHocT A (mpema reopemu 3.9).

YKOJIUKO HYMepUIKa BPETHOCT OJHOCA KOHBeprupa mnpema (puKcHOj I'paHnd-
OBo nac moBojau 10 ciiejehe Teopeme:
Teopema 3.16: Ako HyMepHIKa BPeITHOCT OJHOCA

Ap+1
Qn,
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KOHBeprupa IpeMa rpaHuduoj spegnocru A, 3a pactyhe n, pes (3.30) je KoHBepreH-

TaH 3a CBE BPEJHOCTH T KoOje ce Hajase udMehy rpanuna

n JUBEPrupa 3a CB€ BPEIHOCTU T KOje Ce HaJla3€¢ BaH OBHUX I'DaHHILA.

Ilocaenuiia 3.3: Ilocmatpajmo pen

1,2z,32% 42°, ..., (n + 1)z", ... (3.32)
Kako je
n 2 1
Ot _NH2_ g
an n—+1 n—+1
n

A=1,

THMe 3aKJbYIyjeMo f1a je pe (3.32) KOoHBepreHTaH 3a CBe BPEIHOCTH T KOje ce Haaze
u3mely rpanuia
r=—-1 n x=+1,

n JUBEPTrHpa 3a CB€ BPEJIHOCTH X BaH OBHUX I'PaHHIlA.

ITocaenuita 3.4: IlocmarpajMo camga Apyru pes

x? 3 "

L 3.33
Y 73?7n7? ( )

=18

y KoMe je c000/1aH 4jaH jegHak nHyad. Kako je

an+1_ n o 1
ay, _n—f—l_l—i—%

A=1,

pes (3.33) je KOHBepreHTaH 3a CBe BPEJHOCTH T Koje ce Hajase usMely rpanunna
r=—-—1 u z=+1,

n JuBEprupa 3a CB€ BPEJHOCTHU X BaH OBUX I'DaHHUIIA.
ITocaequua 3.5: Heka je cana pen (3.30) pen
popu=1) » plp—Dp-2).(p-—n+l) ,

LK . . 34
1Ty o 1-2-3.n T (3.34)
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rje je p 6usio Koja BeauunHa. Tajga HaJIa3uMO

an n+1 I+

I
Qp+1  H—TN 1_5
1

OJTaKJIe CJAen J1a je
w

A =lim = = 1.
1+

Pex (3.34), je ucro kao u peposu (3.32) u (3.33), KOHBEPreHTAH 33 CBE BPEJAHOCTU T

Koje ce Has1a3e uzMelhy rpanumna
r=—-1 n x=+1,

n JUBEPTHpPa 3a CBE€ BPEIHOCTH X BaH OBHUX I'paHHUIlA.

ITocaenuiia 3.6: PasMorpumo caja pen

2 3 n
r x x x
1, - 3.35
"1’1-271-2-37771-2-3...-n ( )
Kako je
Ant1 o 1
a, n+1
OJTaKJIe CJIen J1a je
1
A=—=0,
00
3aK/bydyjeMo Jia je pej KOHBepreHTan u3amely rpanuna
! —l—l +
r=——=-—00 U & =-4— =400,
0 0
Tj. 3a CBe peajiHe BPEJIHOCTU HMPOMEH/bUBE .
IMocnenuita 3.7: Ha kpajy, nocmarpajMo pe/r
,1-2,1-2-2%1-2-3-2%...,1-2-3..n-2", ... (3.36)
Kako je
Qn,
M opt+l u A=oc
Qn
cJIen Jia je
1
— =0.
A

Bakmyuyjemo 1a je pen (3.36) yBek JuBepreHTaH, OCUM y CIydajy Kajaa je z = 0,
taza ce pes (3.36) ceoxu Ha crobogan daaH 1.
Anaymsupajyhu gobujene pesyarare, MOKEMO IPUMETUTH J1a ¢y Mely pemoBuma

YHjU Cy WIAHOBH nopehanu mpema pactyhum 1e1o6pojHEM cTelleHuMa IPOMeH/bUBE
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T, HCKU UJIA KOHBEPIr€HTHU WJIK JUBEPI€HTHH, Y 3aBUCHOCTH O BPEAHOCTHU X', JIOK CY

JIPYTH YBEK KOHBEPTeHTHU 3a CBAKO X, & HEKW Cy YBEK JUBepTeHTHH, ocuM 33 T = ().
Mozkemo momatu ja je TeopeMa 3.15 moy3aaHa y MOIVIEY KOHBEPreHIHje TaKBOT
pera, ocuM y Caydajy Kaja HyMepudKa BPEeJHOCT X TOCTaje jeTHaKa MO3UTUBHO]
KOHCTAHTH %, Tj. IPETHOCTABBAaMO & = £—. KOHKPETHO, y 0BOM Ciiy4ajy, peJy MozKe
OUTU KOHBEPIr'eHTAaH, MOKEe OUTH JIMBEPI'eHTAH U KOHBEPI'€HIMja HEKaJ/la 3aBUCHU O]

3HaKa npoMensbuBe x. Ha mpumep, ako y peay (3.33), 3a koju je A = 1, kaxemo:

r=1 n x=-1
nobujamo ciaenehe peaose L .
1,5,3,1,...,5,... (3.37)
DRI S (3.39)
23 4 n

0/l KOJUX je NpPBU JUBEPreHTaH, a JPYrdW KOHBepreHtan. DBaxKHO je HanomenyTu
Jla, KaKo cjead u3 Teopeme 3.15, Kaja je pend Uuuju cy 4IaHOBH nopehanu mpema
pacryhum 11e,100pojHEM CTelleHnMa IPOMeH/bUBE T KOHBepreHTaH 3a r # 0, ocraje
KOHBEPreHTaH aKO CMarbyjeMO BPEIHOCT T WM aKO IYCTUMO Jia T HEOI'PDAHMYEHO
orma,a.

YKOJUKO Cy JIBa pejia YUjH CY WIAHOBU MopehaHu mpeMa pacTyhuM 1e100pojHIM
CTellIeHUMa IIPOMEH/bUBE T KOHBEPIeHTHH 3a UCTEe IPOMEH/bUBE, MO2KEMO IIPUMEHUTH
teopeme 3.13 u 3.14. To je noBosbHO Jla ce u3BeLy ciiejehe jBe Teopeme:

Teopema 3.17 lIpernocraBumo ja cy oba peja

Ao, A1, A2, ..., apx", ...,

(3.39)

2
bg, bll’, bgl’ yeeny bnl’n,

KOHBEPIreHTHa 3a ojpel)eHy BpeHOCT IPOMEHJ/bUBE T U EbUXOBE CyMe CY S U ', PeJIoM.
Omnpa je
ap + bo, (a1 + by)z, (ag + be)2?, ..., (ay + b,)z", ... (3.40)
HOBM KOHBEPIeHTaH pejl, uuja je cyma s + s'.
ITocaenuria 3.8: MozkeMo J1aKO IPONIUPHUTH OBY TeopeMy Ha Behim 6poj pesiosa.
Ha npumep, ako cy cBa Tpu pejia
o, T, asd?, ...,
bo, brx, bax?, ...,

2
Cp,C1T,C, ...,
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KOHBEPI'€HTHA 3a HCTY BPEJAHOCT IIPOMEHJ/bUBE T, I aKO O3HAYUMO IbHXOBE CyMe€ Ca

s,s', ", penom, onga je

ag + by + co, (a1 + by + c1)z, (ag + by + c2)2?, ...,

HOBHU KOHBEPTEHTaH e, dmja je cyma s + s + s”.
Teopema 3.18: [loa mcTuM mpeTnocTaBKaMa Kao W Y TPETXOIHO] TEOPEMHU, aKO
cBaku of pesoBa (3.39) ocTame KOHBEPreHTAH aKO UM 3aMEHHMO YIAHOBE Ca IHHXO-

BUM HYMEPUYKUM BDPEIHOCTUMA, TaJa je

aobo, (aobr + a1by)x, (agbs + aiby + aghy)z?, ...
obo, (aoby 100), (aobs 101 2bo) (3.41)

ceny <CL0bn + albn,1 + ...+ an,1b1 + CLnb(])l'n,

HOBM KOHBEPIeHTaH peJl, uhja je cyMa ss'.

30 00%a3 06€ YUMEHUUE Je, KO WIMO je No3HaAmMo, OUMmHa ancorymua KoOHeep2eH-
yuja cmenenoe peda ywymap unwmepsaaa xousepeenyuje. C 063upom Ha meopemy

3.14, Kowu je seposammo moza ceecmar, mMada mo He Hasodu excniuiummo.

IMocaenuita 3.9: IIperxonna Teopema je cajaprkana y dopmyan

(ag + a1 + asx® + ...(bg + byx + box® + ...

(3.42)
= CLobO + (CLle + albo)x + (a0b2 + albl + CLQbo)xQ + ...

KOja OCTaje TavuHa y CJIy4ajy Ja cBaku Jio pegosa (3.39) octane KOHBEPreHTaH YKO-
JIMKO C€ TheIOBU YJIAHOBH 3aMeHe HyMePUYKHUM BpeHocTuMa. 1101 0BOM mpeTnocTas-
koM dopmyna (3.42) ce MOKe KOPDHCTUTH Jia Ce MPOU3BOJ CyMe J[Ba Pejla MPOIIHPH
y HOBH pej HCTOT 0DJIMKA.

ITocaenuma 3.10: MoxkemMo MHOKMTH TpW WM Bulie pefa obanka (3.39), of
KOJUX CBaKHU OCTaje KOHBEPreHTaH Ka/la Ce€ IerOBH YJAaHOBH 3aMeHE HYMEepHYKUM
BPE/IHOCTUMA, TIOHAB/BAjyNY HEKOJIWKO TYTa OMEPAIHjy MPeJICTaB/beHy jeTHATHHOM
(3.42). Jlobujeru mpoU3BOJ, MpeJICTaB/ba CyMy HOBOI' KOHBEPIEHTHOT pefla Ydju Cy
4JIaHOBHU TopehaHn npeMa pacTyhuMm 1meo0pojHUM CTeleHruMa ITPOMEH/bUBE .

Ilocaenuiia 3.11: V mapegHe Be MOCIEIUIE MPETIOCTABUMO JIa Cy CBU PEJIOBU
qpje cyMe MHOXKHMO jeaHaku. Taja je moOujeHH NPOU3BOJ, MEJOOPOJHH CTEIeH O
CBaKe CyMme, W OBa TOCJIe/iIba CyMa Takohe mpeJicTaB/ba cyMy peja ucte Bpere. Ha

HpUMED, aKo je ag = by, a; = by, ag = b, ..., u3 jennaunne (3.42) mobujamo
(ap + a17 + agx® + ...)* = aj + 2apa1z + (2apas + ai)x® + ... (3.43)
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ITocaemguia 3.12: Ako cy

plp—Dp=2).(p-n+1) ,
1-2-3..-n

P =D =) =0t ),
1-2.-3...-n
OMIITH YIaHoBU peoBa (3.39), rae ¢y p u p' OUIo Koje BeTMInHe, H aKO Ce MPOMEH-

JpuBa T Hastasu u3Mely rpanuna x = —1 u = +1, Taja je cBaku o1 pegosa (3.39)
KOHBEPIreHTaH, 9YaK H aKO 3aMEHHUMO HBEeroBe 4jiaHoBe HYMEPpHYKHUM Bpe€JAHOCTUMaA, U

ommra wian peaa (3.41) je

plp—D)..(p—n+1) plp—1) (p=nt+2)p
1-2-3...-n 1-2-3..-(n—1) 1
L ) et 2) =) (et D
1 1-2-3.-(n—1) 1-2-3..-n
_ )t =Dt = 2) (A —nt L)

1-2-3...-n
Heka ¢(u) o3nadasa cymy mpsor pefa y (3.39) mojg mpeTmocTaBKOM KOjy CMO Ha-

MPABUJIN, Tj. aKO TPETIOCTABAMO

—1
o(p) =1+ %x + %ﬁ + ey (3.44)

OHJIA TIOJT HCTOM MPETIIOCTaBKOM cyMe penosa (3.39) u (3.41) cy oznauene ca (i),

o) mp(p+ i), penom, Tako aa jennaunna (3.42) mocraje

p()o(i) = p(p+ ). (3.45)

VKOJIMKO 3aMEHIMO PeJT

bo, 6133, 62332,
y jemHaunnn (3.42) MOJMHOMOM ¢a KOHAYHUM OpojeM wiaHoBa, Ho6ujamMo hopMysy
KOja je YBeK TadHa, CBe JIOK je pesl

2
g, A1, AT, ...

konBepreuTan. OBo hemo jgokazaru jgupekTHo yBojgehu ciemehy Teopemy:
Teopema 3.19: Axo je pes (3.30) KOHBepreHTaH W aKO CyMy OBOT DeJia TOMHO-
ZKNUMO ITOJUHOMOM

kx™ 4 lz™ + .+ px + g, (3.46)
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rJe je m upupojan 06poj, Jo0ujeHn IPOU3BO/L PE/ICTaB/ha CYMY HOBOT KOHBEPIEHT-

HOT' pej/ia UCTOr OOJIMKA YUjU je OMIITH Yj1aH
m
(qan, + pap—1 + ... + lap_mi1 + kap_m)z™,
CBe JIOK BeJNYnHe
Ap—1, An—25 «++y Apn—m+1, Gn—m

KOje UMajy HeraTUBHE MHJEKCe y3UMajy BPEIHOCT HyJa. /Ipyrum peduma, mmamo

(

(kx™ + lz™ 1 + ..+ pr + q)(ap + a1 + agz? + ...)
= qap + (qa; + pag)x + ...
+(qam + Pam_1 + ... + lag + kag)z™ (3.47)

+(qan + pan—1 + ... +lan_mi1 + kay_pm)z™ + ...

\

Hoxkas: a 6ucmo momuoxkuan cymy peia (3.30) nonunomom (3.46) moBosbHO je

Jda I'a CYKINECUBHO ITOMHOXKHUMO Pa3JIUYUTUM YJIaHOBHMaA IMOJIMHOMA. CTOFa, NMaMO

(k™ 4+ 1™ 4 ..+ pr + q)(ao + a1z + apa® + ...)
= q(aop + a1z + apx® + ...) + pr(ap + a1z + asz® + ...)
+ (qam + pam—1 + ... + lag + kag)x™

+ 12" ag + arx + agx® + ..) + ka™(ag + a1x + agx® + ...
[Tomro 3a cBaku npupogan O6poj n

qlag + a1z + asx® + ...+ ap_1z" )

= qag + qax + qaggv2 + ...+ qan_lx”_l,
MOZKEMO 3aKJbYIUTH 2 je, Kajaa 1 TexKH 6€CKOHATHOCTH,
q(ag + a1x + axr® + ...) = qag + qarx + qasr® + ...
Cauvno, HaJIA3UMO

pr(ag + a1z + asx® + ...) = pagz + parz® + pagx® + ...,

2™ Hag + arx + asz® + ...) = lagz™ " + laya™ + lagz™ ' + .,

ka™ (a0 + a1 4 aga® + ...) = kagr™ + kayz™ T + kagz™ 4 ..
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AKo cabepemMo TocCIe/Ibe je HadnHe, 3aTUM (POPMHUPAMO CyMYy OJI IECHUX CTPAHA je]I-

HAKOCTH U T'PYHHUITeMO KoedUIMjeHTe Y3 UCTe CTeleHe x, 100mjaMo TauHo (hopMyTy
(3.47).
[IpernocTaBuMoO, cajia, Jia BApUPAMO BPEJIHOCTH X 3a MaJje Beandune. CBe JTOK

je peJl KOHBepreHTaH, Tj. CBe JIOK ce & Haja3u m3Mmely rpanumna

1 1
—— u

1 T

cyma pejia je (mpema Teopemu 3.1) HenpekuiHa dbyKIuja IpOMeH/bUBE T. JeIHATNHA
_ 2
o(z) = ap + a1z + asx” + ...

oCTaje TadHA 3a CBe BPEJHOCTH I KOje ce Halase m3Melly TpaHuma —- M+, IITO
YKa3yjeMo MHCambeM OBUX TPAHUIA TTOPeJ] peja:
) 1 1
o) =a+amr+ax +.. (z=——2=4—]. (3.48)
A A
Kaja mpeTmoctaBuMo Ja je peJ MO3HAT, TOHEKa MOYKEeMO M3 Hera M3BECTH BPeIHO-
cru byHKuje p(r) y KoHATHOM OOJIUKY M TO je OHO TIITO HA3UBAMO CYMUPAtbe PeJia.
Mebhyrum, genthe je dbyukmuja ¢(z) nosnara, a norpebHO je 1a pa3BujeMo y KOHBEp-
TeHTHHU PeJ] YHjU ¢y YJaHOBH mopeljaHu mpema pactyhum 1me00pojHAM CTEIeHnMA.
C Tum y Be3m, JaKo je mocTaBuTu ciaenehy Teopemy:

Teopema 3.20: Henpexkuana pyHkiuja TpoMeH/bUBE & MOZKE OUTH Pa3BUjeHa y
KOHBEPreHTaH pejl Yuju ¢y wianosu nopehanu mpema pactyhum meno6pojHuM cTe-
MeHNMa UCTe MPOMEeH/bUBE Ha HAjBUIIE jeTaH HaUWH.

Jokaz: TIpernocraBumo ja cMo passuan GYHKIH]Y ¢(x) Ha JBa pa3JndnTa Ha-

YUHA U HEKa CY

2 n
ag, A1, A2, ..., AL, ...,

b(), blﬂ?, b2$2, ceey bnx”,

JIBa pa3Boja, Tj. JBa peja, CBAKM KOHBEPIeHTaH 3a CBe BPEJHOCTH I OCUM HYJIe, H
cBakome je dyHKIuja @(x) cyma, cBe J0K ocTaje KoHBeprenTHa. [lomro cy oBa jaBa

pe/ia cTajHO KOHBEPreHTHa 33 BeOMa, MaJjie BPEJHOCTH T, 38 TaKBE BPEJHOCTH BarkKu
ao + a1 + asx® + ... = by + by + boz?® + ...
3aHeMapuBambeM BPEJIHOCTH X Y IPETXOIHO] jeIHaINHE, T0OHjaMo
ag = b().
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

[IpeTxomHy jeIHAYUHY MOXKEMO CBECTH HA

AT + apx® + ... = by + box® + ...
Tpancdopmarujom oBor uspaza J106ujaMo
x(a; + agx +...) = x(by + box + ...)
Mmuozxkehu obe cTpane ca % J106jaMo
ap + asx + ... = by + box + ...

KOju Takohe Mopa OUTH TadaH 3a BeOMa MaJie BPEIHOCTH IIPOMEHJbUBE X, CAMUM TUM
3aKJ/bydyjeMo Ja je

a] = bl.

[Ipumermyjyhu anajorujy, MoxKeMO IOKA3aTH Jla Cy KOHCTaHTE ag, a1, Az, ... jeJHAKE
KOHCTaHTaMa, by, by, b, ..., pemom. OjaBre cienm jga cy Ta ABa pa3Boja (DyHKIHje
() uaeHTHYHA.

Judepeniujaand padyH IpyzKa BeoMa Op3e MeTojie pa3Boja (pYHKIHjA V Pe.
Oge metojte hemo onucaru kacuuje. 3a cajga hemo ce orparmanTn HA pa3Boje GyHK-
muje (1 + z)*, rae je p 6uio Koja BeJMYUMHA U [PUMEHY y W3BODewy pa3Boja JBe

JIpyre ¢GpYHKIHEje Koje MPOou3mIa3e u3 IpBe:
A" m log(l+x),

rie A o3HaYaBa HO3UTHBHY KOHCTAHTY 1 log je morapuTaM Ipou3BOJbHE OCHOBe. Kao
mnocjeauna, pemuhemMo Tpu mpobdiiemas

ITpobaem 1: Kana je moryhe, pazsutu (hOyHKIU]Y
(1+x)*

y KOHBEPI'eHTaH PeJl 9Mji Cy YIaHOBU nopehanu npema pactyhum megobpojHuM cre-
MEeHUMA.
Pememe: Hajupe, npermocraBumo j1a je p = m, rje je m OWI0 KOju NPHPOIAH

opoj. Ilpema hyTnosoj dpopmysn Baxku

—1
(1+x)m:1+?x+%x2+...
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HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Pen 4ujy cymy 4mHEM JecHa cTpaHa jeJHaKOCTH (OpMyJie YBEK ce CacTOju OJi KO-

HavyHOr Opoja wianoBa. MehyTuMm, ako 3aMeHUMO TpHUpOgaH OpPoj m OWIO KojoM

BEJIMYMHOM (i, HOBOJOOWjEHU DeI:

poop(p—1) ,
LBy, N g2 4
) 1I7 1 . 2 LL‘ ) b (3 9)

ce y OIIITEeM CJIy4ajy cacToju oj OeCKOHAYHO MHOTO YJaHOBAa W KOHBEPIrEHTAH je

caMo 3a HyMepHuuKe BpejHocTH T Mame o1 1. Kopucrehu oBy npermnocraBky, HeKa

je p(p) cyma mHOBOT pefa:

—1

Ha ocnoBy Teopeme 3.1, ¢(j1) je HenpexkuHa Dy HKIUjA IIPOMEH/bUBE (L YHYTAD HPOU-

3BOJbHUX TPAHHUIIA OBE MPOMEHJbHBE U BaXKu (BuIeTu TeopeMy 3.18, nmocaeauiy 3.12)

o(p)p(p') = o(p+ ). (3.51)

PemraBamem oBe jegHadnHe 1001jamo:

p(p) = e = (1 + )"

Ako 3amenuMo BpesHOCT (u), onpeljeHor Ha oBaj HawuH, y dopmyau (3.50),

JI0bmjamMo Jia 3a CBe BPEJHOCTH X Koje ce Hajtaze usmehy ¢ = —1 u v = +1,
-1
u+xw:1+%x+ﬁ%775?+“(x:—Lx:+n. (3.52)

Ako je mymepuuka Bpeaaoct x Beha of 1, pes (3.49) Buiiie Huje KOHBEPreHTaH U
HeMa CyMy, Tako jia jeqHaquna (3.52) Buine Huje Tadna. 110 0BOM IPETIOCTABKOM,
Kao 1mro hemo KacHuje jgoka3aTu y3 nmoMmoh gudepennmjaanor padyrna, Hemoryhe je
passutu GyHKIH]y (1 4 )" y KOHBepreHTaH pej Yuju cy WIaHOBH mopehanu mpema
pacTtyhuM 1eJJOOPOJHUM CTEIIeHUMa IPOMEH/bUBE .

IMocneauia 3.13: Ako 3aMeHNMO [ ca i u z ca ar 'y jeaHaunnu (3.52), rae
je o DecKOHAuYHO MaJia BEJIMYMHA, TaJ/la 33 CBE BPEJIHOCTU (v KOje ce HaJjia3e u3mehy
rpanuna —1 u +1, Tj. 3a cBe BPeJHOCTH X KOje ce HaJaze m3Mely rpaHuna —é u

1
+-,, IMaMo

X
ﬂ+aﬂé:1+i+—fﬂ—a%k
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HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

[Tocnemmwa jepnaynna 6u Tpebaso ja octaHe TavyHa, 6e3 o03upa Ha TO KOJHUKO je

HyMepHYKa BPEJHOCT BeJIUYUHE (v MaJjga. ¥ CIy4ajy KaJa (v TeXKU HYJIUd, TMaMO

x? x3

T T T @WE e =teo) (353

lim(1 + cw::)% =14

— 8

Ocraje mam ga nponahemo rpanudny speanocr (1 + ax)i. IIpBo, U3 nperxojHe

dopmysie gobujamo jia je

=1+

Q=

+1_2—|—1.2‘3—|—...

= =

lim(1 + «)

AJH, APYTAM pednMa,

Q=

lim(1 + «a)e =e, (3.54)

rje je e ocioBa Hemeposor joraputma. MozkemMo ojiMax 3aK/by4uTH JIa je

L
oz

lim(1 + az)a=s =,

U Kao IOCJeIuIa,
lim(1 + az)a = lim[(1 + az)as]” = €.

Axo 3amenumo Bpegroct ox (1 4 a)i y jemnaqauny (3.53), nobujamo ciaezelie:

X
r_14% .
€ tT1t1 3T 23"

Jennaauny (3.55) MoxkeMO JUpPEKTHO u3BecTH mocMarpajyhu ja je wus

(x = —o0,z = 400). (3.55)

x? a3

=
1'1-271-2-3"7

KOHBEpPIreHTaH 3a CBe BPEJHOCTU X U Tpakehn PYHKIHN]y TPOMEH/bUBE T KOja TPe/I-

(3.56)

craB/ba cymy ucror pega. Heka je o(x) cyma pena (3.56), uuju je onrrru dian

In

1-2-3-...-n’
Tana je ¢(y) cyma pena duju je OmmTH daaH

n

I
1-2:3-...-n’
[Ipema Teopemu 3.14, mpousBoj OBe JIBe CyMe je cymMa HOBOT pejia Yhju je ONIITH
qJIaH
" :L.nfl y
1230 123 -(n-D1 7
T n—1 " T+ n
11-2-3 (n—1) 1-2-3- n 1-2:3-..-n
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

Osaj mpousBo je, crora, jenHak ¢(r + y) u, ako je

x? x3

(@) =14+>+— + +
A =TT T T 123

tajia GyHKIHja ©(T) 3370BOJbABA jeTHAYUHY

p(x)p(y) = p(z +y).

Pemagpajyhu oBy jeanauuny, mpobujamo

p(r) = [p(1)]" = (1+% 1%2+1';3+...)x.

Cnemn na je
p(x) = €.
ITocaenuma 3.14: Axo mpBo omy3memo 1 o obe crpane jennaunse (3.52), u

3aTUM UX TOJIEJIUMO C& [4, jeJIHAYNHA KOjy Jobujamo je:

(1+a)r—1 7 x3

; - D) S (- )

(r=—-1,x =+1).
AKo y moc/enmoj je JHaYUHA IIYCTHMO 12 (i T€:KH Ka HYJIH, Taa je

14+a)t—1 ’
(#:x—ng%Jr... (3.57)

lim
Hame, ako In o3nagaBa HemepoBs JiorapuToM ca OCHOBOM €, TaJIa OYHUIJIETHO HMaMO

1+ = eln(1+x)

u
2 2
(1+z)" = erlete) = 1 4 pin(a + ) + & In1 £ ) -
1 1.2
3ak/bydyjeMo ma
1+x)*—1
% —In(1+x)+ g[ln(l Fa)2
Kao nocseuia, nmamo
1 -1
T k0l S S R (3.58)
]
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I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

[Ipema Tome, dopmyaa (3.58) mocraje

2 a3

1n(1+x):x—?+§—... (x=—1,z =+1). (3.59)

[Iperxoana jeHaunHa ocTaje TavyHa CBe JOK CYy HyMEpPHUYKE BPEIHOCTH I Makbe O/l

1. ¥V oBowm ciayuajy, pen

x? a3 "

-, ., .. 3.60
I) 2 7+ 3 I Y n I ( )

je KoHBeprenTaH, Kao pes (3.33), Koju ce pasjimKyje caMo y 3HAKY 4JIaHOBA Ha map-
HuM MectuMma. llomTo je pen muBeprentan 3a x Behe oj 1, oBa mpermnocraBKa He
BauKN 3a jegnauuny (3.59).

Y mocebHoM ciayuajy, 3a © = 1, pexn (3.60) ce cBoau Ha pex (3.19), koju je
KOHBEpPreHTaH, Kao IITo ¢Mo mokasaau. [Ipema tome, jeqnaduna (3.59) 6u Tpebaso

Aa OCTaHe Ta4dHa, TaKO Ja UMaMO

1 1 1
In2)=1—-4+-—-+4... 3.61
n@)=1-3+3-1+ (361)
C nmpyre crpane, ako je x = —1, pen (3.60) auseprupa u Hema cymy. Mozkemo

IPUMETUTH JIa, aKO 3aMeHNMO —z 3a x 'y dopmysn (3.59), MemaMo 3HaKOBe ca 00e

cTpaHe jejJiHaYnHe, j100ujaMo cJiejgehe

1 z? ot
1 = — 4+ =+ ... =—-1l,z=+41). .62
n(l—x) T+t g+ (z T =+1) (3.62)

ITpobaem 2: Passutu yukiujy
A”,

rie je A mpousBosbaH OPOj, Y KOHBEPreHTaH Pell YHji Cy WIAHOBHU IopehaHu mpema
pacTyhuM 1eJJOOPOJHUM CTEIIeHUMa IPOMEH/bUBE .
Pememe: [TpernocraBumo, u nasne, na In oznagasa Henepos jiorapuram ca ocHO-

BoM e. [Ipema jecdbununmju oBor jiorapurma, UMamo
_ In(A
A = el )7

7 TUMe 3aK/bydyjeMo J1a
AT = erIn(4), (3.63)

Kopucrehu jeanaunny (3.55), ciaean

z zIn(A) 22[In(A)]? x3[In(A)]3
Ar =1 + 1 + 1.2 + 1.2-3 . (3 64)
(x = —00,x = +00).

43



I'JIABA 3. O PEJJOBUMA. IIPABHJIA KOHBEPI'EHIINJE PE/[OBA. CYMA
HEKUX KOHBEPI'EHTHUX PEJIOBA

[Tocaeama popmysia je Tadna 3a cBe Moryhe peajHe BpeJIHOCTH .

ITpobaem 3: Ako je ca log o3naden jsorapuram ca OCHOBoM A, pa3BuTu, rie je
Moryhe, byHKINjY
log(1 + z)

y pex uuju cy wianoBu nopehanm mpema pacryhum 1e100pojHUM CTENeHUMa MPO-
MEH/bUBE T.
Pemese: Ha ocHOBY mo3HATHX OCOOWHA JorapuTMma (npeasasax ca jedue ocroge

na dpyey u log, A = 1) u TpancdopmMalujoM u3pasza Ciaean

log(1+2z) In(1+ a:)

log(1 = —
og(l+) == 7 In(A)
Kopucrelin dbopmyny (3.59), mobujamo ja je 3a ¢Be BPEIHOCTH I KOje Ce HaJase
u3melhy rpanuma xr = —1lwn x =1,
1 x? 2
log(1 = — -4+ = —... =—1,x=+41). 3.65
og(l + ) 111(A)<x 5 T3 ) (z T = +1) (3.65)
[Mocaemma dopMyta je Tauna 9ak u 33 ¢ = 1, Jok 3a ¢ = —1 n 22 > 1 nuje.
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I'1aBa 4

3aKJbydak

KommujeB nonpunoc MaTeMaTuvKoj aHATU3M je orpoMaH. YioeHuk Course
d’analyse je jemHa oJ HAJYTUIAJHUJUX MAaTeMATUIKUX KIHUTA UKaJIa HATUCAHUX. Y
OBOM pPaJiy je IpHKa3aH caMo jeJlaH MaJii JIe0 HeroBoT MTHPOKOT OMyca.

Hajupe cy ysejenn neouxojnu nojmosu - Komujese jedununuje Opoja, Besiu-
YHHEe, IPAaHUYHE BPEIHOCTH, DECKOHAYHO MaJjie, OECKOHAYHO BeJIMKE BEJIMYHHE, Ko
n HenmpekugHocT dyaKIMja. Ocrarak paja je mocsBeheH aHaJIW3W PeaoBa KOjy je
crupopeo Kormu. TIpBy passimky y oJHOCY Ha JIQHAIILY TEOPHjY PE0Ba yodaBaMmo y
camoj gedpununuju peaa: Kommu pen pedpunuiie kao 6ecKoHavdal HA3 BEJIHINHA, KOjH
OMCMO MM JIaHAC HA3BaJM e JHOCTABHO - HU30M, JOK IIOJ PEJIOM CMaTpamMo OEeCcKo-
HAYHY CyMy HU3a. AHAIU3UPaHU Cy PEIOBHU CA MO3UTHBHUM UIAHOBHMA, PEJIOBH Ca
MO3UTUBHUM M HETATUBHUM WIAHOBUMA (KOje GHCMO JaHAC HA3ZBAIU PEJIOBH Ca MPO-
M3BO/LHUM WIAHOBMMA) U PEJIOBU ca diaHoBHMa mopeljanum npema pacryhinm mesro-
OpojHUM CTermeHnMa MPOMEH/bUBe (CTelleHu penoBu). Komm mocraBba moTpebHe u
JIOBOJbHE YCJIOBE KOHBEPTEHIIMje CBUX OBUX PEJIOBa, KOje KOPUCTUMO W daHac. Huje
JIOKA3HUBAO CBE YCJI0BE KOHBEPTEHIIHje, ¢ 00jallibeheM J1a Cy HEKH OJ1 IbUX OUHIJICIHH.
Y nanammuM yIIOEHUIIEMA T€ TeOpeMe UMajy JI0Ka3.

[TocraB/bamem mapagesne u3mehy reopuje Hanucane y Course d’analyse n nana-
IIIbUX YIOEHUKA, MOMKEMO JIa 3aKJbYYHMO Jla ce TeopHja peloBa Koja ce y4umia y
19. Beky, yum u jaHac, y3 jionyHe m kopeknuje. Komm y meknm m3Bohemuma u
TeopeMaMa, IpemMa CTaHJap/uMa MojepHe MaTeMaTuke, Huje OUO MOTIYHO IMperiu-
3an. Kacuuje cy Mmaremarudapu, nomnyTt BajepriTpaca, meropa TBphema JTOMyHUINA
U JIOKA3aJIH.

Benuku 6poj nmojmosa u TBphema kKoja gaHac Be3yjemo 3a Kormujeso nme: Korn-

jeB Hu3, Kommu-bosanosa Teopema o mehyspegunoctu, Korrujesa TeopemMa o cpeimboj
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I'JIABA j. 3AK/BYYAK

Bpeanoctu, Komujes 001uk ocrarka y TejsiopoBoj ¢popmysn, KomujeBa uarerpaina
dopmysia y KOMILIEKCHO] aHAJIN3M, UTJ, CAMO yKa3yjy Ha To kojuku je Koru ocra-

BHO Tpar y MaTeMaTH4YKOj] aHATU3H.
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