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Ãëàâà 1

Óâîä

Ìàòåìàòè÷êà àíàëèçà jå ãðàíà ìàòåìàòèêå êîjà êîðèñòè èäåjó ãðàíè÷íå

âðåäíîñòè. Ñïîìè»å ñå è ïîä èìåíîì âèøà ìàòåìàòèêà, äèôåðåíöèjàëíè ðà-

÷óí, à ó åíãëåñêîj ëèòåðàòóðè êàî calculus. Îñíèâà÷è ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå,

�óòí è Ëàjáíèö, íèñó ñå ìíîãî áàâèëè äåôèíèñà»åì »åíèõ îñíîâà. Çà »èõ jå

ìàòåìàòè÷êà àíàëèçà áèëà èñòî øòî è îáè÷àí ðà÷óí ñà ôóíêöèjàìà è »èõîâèì

äèôåðåíöèjàëèìà è èíòåãðàëèìà. Áåñêîíà÷íî ìàëèì è âåëèêèì âåëè÷èíàìà

íèjå ñå ïðèäàâàî âåëèêè çíà÷àj, ãîâîðèëî ñå î »èìà áåç îájàø»å»à øòà ñó.

Ïîíåêàä ñó ñå êîðèñòèëè ãåîìåòðèjñêè àðãóìåíòè ñà äèjàãðàìà, à ïîíåêàä è

òâðä»å ïîïóò ½âèäè ñå� è ½î÷èãëåäíî jå�. Ìíîãè çíà÷àjíè ìàòåìàòè÷àðè 18.

âåêà, ïîïóò Äå Ìîàâðà, Òåjëîðà, Ëàãðàíæà, Jàêîáà è Jîõàíà Áåðíóëèjà è Ìà-

êëîðåíà, ïîòðóäèëè ñó ñå äà óíåñó øòî âèøå ãð÷êå êëàñè÷íå ñòðîãîñòè ó îñíîâå

ìàòåìàòè÷êå àíàëèçå. Ïðîöåñ ñèñòåìàòñêîã çàñíèâà»à àíàëèçå jå òðàjàî äóãî.

Áèëî jå ïîòðåáíî äîíåòè îäëóêó äà ëè äà ñå ïîêóøà ñà ëîãè÷êè êîíçèñòåíòíèì è

ñèñòåìàòñêèì äåôèíèñà»åì áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå èëè äà ñå ïîêóøà ñà èç-

áàöèâà»åì ïîjìà áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå è äà ñå óâåäå »åíà çàìåíà, îäíîñíî

äåôèíèøó äðóãè ïîjìîâè. ×åøêè ôèëîçîô, ìàòåìàòè÷àð è òåîëîã, Áîëöàíî è,

âåðîâàòíî íàjçíà÷àjíèjè ôðàíöóñêè ìàòåìàòè÷àð ïðâå ïîëîâèíå 19. âåêà, Îãè-

ñòåí Ëój Êîøè [1], ñêîðî ñó èñòîâðåìåíî ïîíóäèëè äâà êîíöåïòà åëèìèíèñà»à

ïîjìà áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå ïîìî£ó óâî¢å»à ãðàíè÷íå âðåäíîñòè. Ìàòå-

ìàòè÷àðèìà jå óïó£åíà ïîðóêà: ½Íå ðàçìèø§àjòå íèòè ãîâîðèòå î áåñêîíà÷íî

ìàëèì âåëè÷èíàìà, ãîâîðèòå è ðàçìèø§àjòå î íèçîâèìà ñâå ìà»èõ è ìà»èõ

âåëè÷èíà êîjå ñå ïðèáëèæàâàjó íóëè.� [2]

Ó îâîì ðàäó ïàæ»à jå ïîñâå£åíà Îãèñòåí Ëój Êîøèjó. Ñà ñàìî 27 ãîäèíà,

ïî÷åî jå äà ïðåäàjå êóðñ àíàëèçå íà ôàêóëòåòó Ecole Polytechnique, ãäå jå äâå ãî-
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ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

äèíå ðàíèjå èñòè ïðåäìåò ïðåäàâàî Æîçåô Ëój Ëàãðàíæ. Îä »åãà jå Êîøè íà-

ñëåäèî ìîòèâàöèjó è ïðåäàíîñò äà óñïîñòàâè òåìå§å äèôåðåíöèjàëíîã ðà÷óíà.

Íèjå áèëî ëàêî çàñëóæèòè çâà»å ïðîôåñîðà íà Ecole Polytechnique, àëè jå Êîøè

äî 1821. ãîäèíå îájàâèî 28 ìîíîãðàôèjà, äîê jå 1821. ãîäèíå îájàâèî ó¶áåíèê

Course d'analyse [1], êîjè ïðàòè »åãîâ êóðñ àíàëèçå íà ïîëèòåõíè÷êîj øêîëè

Ecole. Òî jå »åãîâà ïðâà êîìïëåòíà ê»èãà è jåäíà îä íàjóòèöàjíèjèõ ìàòåìà-

òè÷êèõ ê»èãà èêàäà íàïèñàíèõ. Íå ñàìî äà jå Êîøè ïðâè ïðåäñòàâèî ïðåöèçíó

äåôèíèöèjó ëèìåñà è ñðåäñòâî äà îíè ïîñòàíó îñíîâà ðèãîðîçíå òåîðèjå äèôå-

ðåíöèjàëíîã ðà÷óíà, âå£ jå è îæèâåî èäåjó äà ñå ñâà ìàòåìàòèêà ìîæå ïîñòàâèòè

íà òàêî ðèãîðîçíå òåìå§å. Äàíàñ ñå êâàëèòåò ìàòåìàòè÷êîã äåëà äåëèìè÷íî

ïðîöå»ójå è îöåíîì íèâîà »åãîâå ðèãîðîçíîñòè. Îâàj ñòàíäàðä jå ó âåëèêîj

ìåðè ïîñëåäèöà òðàíñôîðìàöèjå êîjó ñó äîíåëè Êîøè è Course d'analyse. Íåêè

èçâîðè îâàj ó¶áåíèê íàçèâàjó è Àëãåáàðñêà àíàëèçà. Êîøè jå íàìåðàâàî äà íà-

ïèøå è äðóãè äåî, àëè íèjå èìàî ïðèëèêó. Ãîäèíó äàíà íàêîí îájàâ§èâà»à,

Ecole Polytechnique jå ïðîìåíèëà íàñòàâíè ïëàí è ïðîãðàì êàêî áè ñìà»èëà

íàãëàñàê íà îñíîâàìà äèôåðåíöèjàëíîã ðà÷óíà. Êîøè jå íàïèñàî íîâå òåêñòîâå

ó êîjèìà jå ìàòåðèjàë èç Àëãåáàðñêå àíàëèçå ñâåî íà ñàìî íåêîëèêî äåñåòèíà

ñòðàíèöà.

Áóäó£è äà jå çàñòàðåî êàî ó¶áåíèê ñàìî ãîäèíó äàíà íàêîí îájàâ§èâà»à,

Course d'analyse jå ó 19. âåêó äîæèâåî ñàìî jåäíî ôðàíöóñêî èçäà»å. Òî ïðâî

èçäà»å, îájàâ§åíî 1821. ãîäèíå, èìàëî jå 568 ñòðàíèöà. Äðóãî èçäà»å, îájà-

â§åíî jå êàî òîì 15 Cauchy's Oeuvres compl�etes1 1897. ãîäèíå. Ñàäðæàj îâîã

èçäà»à jå ãîòîâî èäåíòè÷àí ïðâîì. Îájàâ§åíà ñó íåìà÷êà èçäà»à 1828. è 1885.

ãîäèíå, è ðóñêî èçäà»å ó Ëàjïöèãó 1864. ãîäèíå. Øïàíñêè ïðåâîä ïîjàâèî ñå

1994. ãîäèíå, îájàâ§åí ó Ìåêñèêó.[3]

Êðîç îâàj ðàä ïðåäñòàâ§åíè ñó äåëîâè ê»èãå Course d'analyse [1]. Ó äðóãîì

ïîãëàâ§ó íàâåäåíè ñó äåëîâè äðóãå ãëàâå ó¶áåíèêà ó êîjèìà ñó óâåäåíè ïîjìîâè

áðîj, âåëè÷èíà, ãðàíè÷íà âðåäíîñò, ãðàíè÷íå âðåäíîñòè íèçà êîjè íåîãðàíè÷åíî

ðàñòå è îïàäà. Óâåäåíè ñó è ïîjìîâè áåñêîíà÷íî ìàëå è áåñêîíà÷íî âåëèêå âå-

ëè÷èíå è èçâåäåíà îñíîâíà ñâîjñòâà òèõ ïîjìîâà. Çàòèì, ñëåäè òåêñò ó êîìå

Êîøè ïðåäñòàâ§à äåôèíèöèjó íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjå ó òðè åòàïå (äåôèíè-

öèjå). Òàêî¢å, èñïèòàíî jå ó êîjèì ñó ãðàíèöàìà ôóíêöèjå äàòå ïðîìåí§èâå x

íåïðåêèäíå ó îäíîñó íà òó ïðîìåí§èâó.

Òðå£å ïîãëàâ§å ïî÷è»å Êîøèjåâîì äåôèíèöèjîì ðåäà. Îïèñàíè ñó îñíîâíè

1Êîøèjåâa ñàáðàía äåëà
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ÃËÀÂÀ 1. ÓÂÎÄ

ïîjìîâè î ðåäîâèìà, ïðàâèëà êîíâåðãåíöèjå, ïîòðåáíè è äîâî§íè óñëîâè çà

êîíâåðãåíöèjó ðåäîâà. Íà êîíêðåòíèì ïðèìåðèìà jå èñïèòàíà êîíâåðãåíöèjà

ðåäà. Óâåäåíè ñó ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà, êàî è ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì

è íåãàòèâíèì ÷ëàíîâèìà. Íàjâå£è äåî îâîã ïîãëàâ§à ñå áàâè ðåäîâèìà ÷èjè ñó

÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x, êîjå

äàíàñ íàçèâàìî ñòåïåíèì ðåäîâèìà.

Îðèãèíàëíè Êîøèjåâ òåêñò jå èñïðà£åí êîìåíòàðèìà àóòîðà, êîjè ñó íàïè-

ñàíè èëè ó ôóñíîòàìà èëè èñêîøåíèì ñëîâèìà. Êîìåíòàðè ñó, çàïðàâî, ïàðà-

ëåëà èçìå¢ó òåîðèjå ðåäîâà èç Êîøèjåâå ê»èãå Course d'analyse è èç äàíàø»èõ

ê»èãà. Òàêî¢å, ïðèêàçójó äà ëè èìà ðàçëèêå ó ïðèñòóïó, ó óâî¢å»ó íåêèõ ïîj-

ìîâà è èçâî¢å»ó »èõîâèõ ñâîjñòàâà ó 19. âåêó è ó ñàâðåìåíèì ó¶áåíèöèìà, à

êîìåíòàðèøó ñå è íåêå íåïðåöèçíîñòè ó Êîøèjåâîì òåêñòó.
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Ãëàâà 2

Áåñêîíà÷íî ìàëå è áåñêîíà÷íî

âåëèêå âåëè÷èíå. Íåïðåêèäíîñò

ôóíêöèjà

2.1 Áåñêîíà÷íî ìàëå è áåñêîíà÷íî âåëèêå

âåëè÷èíå

Ïîä ïîjìîì áðîj ó Êîøèjåâîì òåêñòó ïîäðàçóìåâà ñå ïîçèòèâàí áðîj êîjè ñå

êîðèñòè çà áðîjà»å è ìåðå»å, äîê ñå ïîä ïîjìîì âåëè÷èíà ïîäðàçóìåâà ðåàëàí

áðîj êîjè ñå jàâ§à ó îïåðàöèjàìà ñà áðîjåâèìà. Ðàçëèêójó ñå êîíñòàíòíå âåëè-

÷èíå è ïðîìåí§èâå âåëè÷èíå, ãäå êîíñòàíòå èìàjó ôèêñíó âðåäíîñò è îçíà-

÷àâàjó ñå ïî÷åòíèì ñëîâèìà àáåöåäå, äîê ïðîìåí§èâå âåëè÷èíå ìîãó äîáèòè

ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè è ïðåäñòàâ§åíå ñó ïîñëåä»èì ñëîâèìà àáåöåäå. Êîøè

jå ïðèìåòèî äà îäðå¢åíå ïðîìåí§èâå âåëè÷èíå äîáèjàjó óçàñòîïíå âðåäíîñòè

êîjå ñå ïðèáëèæàâàjó ôèêñíîj âðåäíîñòè, òàêî äà jå »èõîâî îäñòóïà»å îä òå

âðåäíîñòè ïðîèçâî§íî ìàëî. Òà ôèêñíà âðåäíîñò ñå çîâå ãðàíè÷íà âðåäíîñò.

Çàòèì, óâîäè +∞ êàî ãðàíè÷íó âðåäíîñò íèçà êîjè íåîãðàíè÷åíî ðàñòå, è −∞
êàî ãðàíè÷íó âðåäíîñò íèçà êîjè íåîãðàíè÷åíî îïàäà. Íà îâàj íà÷èí, »åãîâå âå-

ëè÷èíå ñàäà óê§ó÷ójó áåñêîíà÷íî ìàëå è áåñêîíà÷íî âåëèêå.

Ïðîìåí§èâó âåëè÷èíó çîâåìî áåñêîíà÷íî ìàëîì àêî »åíå âðåäíîñòè íåî-

ãðàíè÷åíî îïàäàjó1, òàêî äà èì jå ãðàíèöà jåäíàêà íóëè. Òðåáà ðàçëèêîâàòè

ñòàëíî îïàäà»å è íåîãðàíè÷åíî îïàäà»å. Ïîâðøèíå ïðàâèëíèõ ïîëèãîíà îïè-

1ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè
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ÃËÀÂÀ 2. ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÌÀËÅ È ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÂÅËÈÊÅ
ÂÅËÈ×ÈÍÅ. ÍÅÏÐÅÊÈÄÍÎÑÒ ÔÓÍÊÖÈJÀ

ñàíèõ îêî íåêîã êðóãà ñòàëíî îïàäàjó êàêî áðîj »èõîâèõ ñòðàíèöà ðàñòå, àëè

îíå ñå íå ñìà»ójó íåîãðàíè÷åíî jåð èì jå ãðàíèöà ïîâðøèíà êðóãà. Ïîñìàòðàjìî

ïðîìåí§èâó ÷èjå ñó âðåäíîñòè ÷ëàíîâè íèçà

2

1
,
3

2
,
4

3
,
5

4
,
6

5
, ...

Îíà ñòàëíî îïàäà, àëè íå íåîãðàíè÷åíî, jåð jîj âðåäíîñòè òåæå ãðàíèöè 1. Çà-

òèì, ïðîìåí§èâà ÷èjå ñó âðåäíîñòè óçàñòîïíè ÷ëàíîâè íèçà

1

4
,
1

3
,
1

6
,
1

5
,
1

8
,
1

7
, ...

íå îïàäà ñòàëíî, jåð jå ðàçëèêà èçìå¢ó äâà óçàñòîïíà ÷ëàíà îâîã íèçà íàè-

çìåíè÷íî ïîçèòèâíà è íåãàòèâíà, àëè èïàê, îíà íåîãðàíè÷åíî îïàäà jåð »åíå

âðåäíîñòè ïîñòàjó ìà»å îä ñâàêîã óíàïðåä äàòîã áðîjà.

Ïðîìåí§èâó âåëè÷èíó çîâåìî áåñêîíà÷íî âåëèêîì àêî »åíå íóìåðè÷êå2 âðåä-

íîñòè íåîãðàíè÷åíî ðàñòó òàêî äà òåæå ãðàíèöè∞. Ñëè÷íî êàî ìàëîïðå, òðåáà

ðàçëèêîâàòè ïðîìåí§èâó êîjà ñòàëíî ðàñòå îä ïðîìåí§èâå êîjà íåîãðàíè÷åíî

ðàñòå. Ïîâðøèíà ïðàâèëíîã ïîëèãîíà óïèñàíîã ó êðóã ñòàëíî ðàñòå êàä ðàñòå

áðîj »åãîâèõ ñòðàíèöà, àëè íå ðàñòå íåîãðàíè÷åíî. ×ëàíîâè íèçà

1, 2, 3, 4, 5, 6, ...

ðàñòó ñòàëíî è íåîãðàíè÷åíî.

Íåêà jå α áåñêîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà è íåêà ñó

α, α2, α3, ...

áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå ïðâîã, äðóãîã, òðå£åã,... ðåäà. Óîïøòå, íåêà jå áåñêî-

íà÷íî ìàëà ïðâîã ðåäà ó îäíîñó íà α îíà ïðîìåí§èâà âåëè÷èíà êîjà, ïîäå§åíà

ñà α, êàäà ñå âðåäíîñò α ñìà»ójå, òåæè êîíà÷íîj ãðàíèöè ðàçëè÷èòîj îä íóëå.

Çàòèì, áåñêîíà÷íî ìàëà äðóãîã ðåäà ó îäíîñó íà α jå ïðîìåí§èâà âåëè÷èíà

êîjà, ïîäå§åíà ñà α2, òåæè êîíà÷íîj ãðàíèöè ðàçëè÷èòîj îä íóëå, èòä. Àêî ñà

k îçíà÷èìî âåëè÷èíó ðàçëè÷èòó îä íóëå, ñà ε ïðîìåí§èâè áðîj êîjè íåîãðà-

íè÷åíî îïàäà çàjåäíî ñà íóìåðè÷êîì âðåäíîø£ó ïðîìåí§èâå α, îïøòè îáëèê

ïðîìåí§èâå âåëè÷èíå, áåñêîíà÷íî ìàëå ïðâîã ðåäà ó îäíîñó íà α áè£å

kα èëè áàð kα(1± ε);
2Êîøè ñâóäà êàä ïîìè»å íóìåðè÷êó âðåäíîñò íåêå âåëè÷èíå ìèñëè ó ñòâàðè íà »åíó

àïñîëóòíó âðåäíîñò.
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îïøòè îáëèê áåñêîíà÷íî ìàëå äðóãîã ðåäà áè£å

kα2 èëè áàð kα2(1± ε).

Àíàëîãíî, îïøòè îáëèê áåñêîíà÷íî ìàëå ðåäà n, ãäå jå n öåî áðîj, áè£å

kαn èëè áàð kαn(1± ε).

Òåîðåìà 2.1: Àêî óïîðåäèìî äâå áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå ðàçëè÷èòîã

ðåäà, äîê îáå êîíâåðãèðàjó êà íóëè, îíà ÷èjè jå ðåä âå£è óçèìà ñòàëíî ìà»å

íóìåðè÷êå âðåäíîñòè.

Äîêàç: Íåêà ñó

kαn(1± ε) è k′αn
′
(1± ε′)

äâå áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå, jåäíà ðåäà n, äðóãà ðåäà n′ è ïðåòïîñòàâèìî äà

jå n′ > n. Îäíîñ äðóãå îä îâèõ âåëè÷èíà ïðåìà ïðâîj,

k′

k
αn

′−n1± ε′

1± ε
,

êîíâåðãèðà êà íóëè çàjåäíî ñà α. Êàêî òàj îäíîñ ìîæå èìàòè ïðîèçâî§íî ìàëå

íóìåðè÷êå âðåäíîñòè, äðóãà âåëè÷èíà ìîðà ïîñòàòè ñòàëíî ìà»à îä ïðâå.

Òåîðåìà 2.2: Áåñêîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà ðåäà n, îáëèêà

kαn(1± ε),

ìå»à çíàê çàjåäíî ñà α óâåê êàäà jå n íåïàðàí áðîj, à çàäðæàâà çíàê êàî k çà

äîâî§íî ìàëå âðåäíîñòè α, êàäà jå n ïàðàí áðîj.

Äîêàç: Ó ïðâîì ñëó÷àjó, αn ìå»à çíàê çàjåäíî ñà α, à ó äðóãîì ñëó÷àjó αn

jå óâåê ïîçèòèâíî. Çíàê ïðîèçâîäà k(1 ± ε) jå èñòè êàî çà k àêî jå ε äîâî§íî

ìàëî.

Òåîðåìà 2.3: Çáèð íåêîëèêî áåñêîíà÷íî ìàëèõ âåëè÷èíà ðåäà

n, n′, n′′, ...

(n′, n′′, ... ñó áðîjåâè âå£è îä n ) jå íîâà áåñêîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà ðåäà n.

Äîêàç: Çàèñòà,

kαn(1± ε) + k′αn
′
(1± ε′) + k′′αn

′′
(1± ε′′) + ...

= kαn

[
1± ε+ k′

k
αn

′−n(1± ε′) + k′′

k
αn

′′−n(1± ε′′) + ...

]
= kαn(1± ε1),
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ãäå jå ε1 áðîj êîjè êîíâåðãèðà êà íóëè çàjåäíî ñà α.

Èçâåø£åìî ñàäà íåêîëèêî âàæíèõ òâð¢å»à êîjà ñå îäíîñå íà ïîëèíîìå êîjè

ñó óðå¢åíè ïî ðàñòó£èì ñòåïåíèìà áåñêîíà÷íî ìàëå âåëè÷èíå α.

Òåîðåìà 2.4: Ñâàêè ïîëèíîì, óðå¢åí ïî ðàñòó£èì ñòåïåíèìà îä α, íà ïðè-

ìåð,

a+ bα + cα2 + ...

èëè îïøòèjå,

aαn + bαn
′
+ cαn

′′
+ ...,

(áðîjåâè n, n′, n′′, ... îáðàçójó ðàñòó£è íèç), áè£å ñòàëíî èñòîã çíàêà êàî »åãîâ

ïðâè ÷ëàí

a, îäíîñíî aαn

çà äîâî§íî ìàëå âðåäíîñòè α.

Äîêàç: Çáèð äðóãîã ÷ëàíà è ñâèõ êîjè ìó ñëåäå, ó ïðâîì ñëó÷àjó, jå áåñ-

êîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà ïðâîã ðåäà ïà jå »åãîâà íóìåðè÷êà âðåäíîñò êîíà÷íî3

ìà»à îä âåëè÷èíå a.4 Ó äðóãîì ñëó÷àjó, òàj jå çáèð áåñêîíà÷íî ìàëà ðåäà n′

êîjà êîíà÷íî óçèìà ñòàëíî ìà»å íóìåðè÷êå âðåäíîñòè îä îíèõ áåñêîíà÷íå ìàëå

ðåäà n.

Òåîðåìà 2.5: Àêî jå ó ïîëèíîìó

aαn + bαn
′
+ cαn

′′
+ ...,

óðå¢åíîì ïî ðàñòó£èì ñòåïåíèìà îä α, ñòåïåí n′ äðóãîã ÷ëàíà íåïàðàí áðîj, òàj

ïîëèíîì, çà äîâî§íî ìàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå α, óçèìà íåêàä

âå£å, à íåêàä ìà»å âðåäíîñòè îä aαn, çàâèñíî îä òîãà äà ëè ïðîìåí§èâà a è

êîåôèöèjåíò b èìàjó èñòè èëè ðàçëè÷èòè çíàê.

Äîêàç: Ïðåìà äàòèì ïðåòïîñòàâêàìà, ñóìà ÷ëàíîâà ïîñëå ïðâîã

bαn
′
+ cαn

′′
+ ...

áè£å, çà äîâî§íî ìàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè α, èñòîã çíàêà êàî ñâàêè îä ïðîè-

çâîäà bαn
′
, bα.

Òåîðåìà 2.6: Àêî jå ó ïîëèíîìó

aαn + bαn
′
+ cαn

′′
+ ...,

3Êîøè òåðìèí ½êîíà÷íî� êîðèñòè ó ñìèñëó ½êàäà jå íåçàâèñíî ïðîìåí§èâà äîâî§íî áëèçó

òà÷êè êîjîj òåæè�.
4Êîøè îâäå ìèñëè äà jå çáèð ìà»è îä íóìåðè÷êå âðåäíîñòè a, jåð a ìîæå áèòè íåãàòèâíî.

7



ÃËÀÂÀ 2. ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÌÀËÅ È ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÂÅËÈÊÅ
ÂÅËÈ×ÈÍÅ. ÍÅÏÐÅÊÈÄÍÎÑÒ ÔÓÍÊÖÈJÀ

óðå¢åíîì ïî ðàñòó£èì ñòåïåíèìà îä α, ñòåïåí n′ äðóãîã ÷ëàíà ïàðàí áðîj, òàj

ïîëèíîì, çà äîâî§íî ìàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå α, óçèìà ñòàëíî

âå£å âðåäíîñòè îä ïðâîã ÷ëàíà, óâåê êàäà jå b ïîçèòèâàí, à ñòàëíî ìà»å, óâåê

êàäà jå b íåãàòèâàí.

Äîêàç: Ïðåìà äàòèì ïðåòïîñòàâêàìà, ñóìà ÷ëàíîâà ïîñëå ïðâîã èìà£å, çà

äîâî§íî ìàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè α, çíàê ïðîèçâîäà bαn
′
, äàêëå çíàê áðîjà b.

Àêî ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè ñòàâèìî n = 0, äîáèjàìî ñëåäå£å òâð¢å»å:

Òåîðåìà 2.7: Íåêà jå ó ïîëèíîìó

a+ bαn
′
+ cαn

′′
+ ...,

óðå¢åíîì ïî ðàñòó£èì ñòåïåíèìà îä α, n′ ïàðàí áðîj, òàäà ñó âðåäíîñòè òîã

ïîëèíîìà êîjå îäãîâàðàjó äîâî§íî ìàëèì íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà α, ñòàëíî

âå£å îä a, óâåê êàäà jå b ïîçèòèâàí, à ñòàëíî ìà»å, óâåê êàäà jå b íåãàòèâàí.

Îâà ïîñåáíà âðåäíîñò ïîëèíîìà, ñòàëíî âå£à, îäíîñíî ñòàëíî ìà»à îä îñòà-

ëèõ âðåäíîñòè ïîëèíîìà ó íåêîj îêîëèíè, çîâå ñå »åãîâ ìàêñèìóì, îäíîñíî

ìèíèìóì.

Ïîøòî ñó îñîáèíå áåñêîíà÷íî ìàëèõ âåëè÷èíà èçâåäåíå, èç »èõ çàê§ó÷ójåìî

àíàëîãíå îñîáèíå çà áåñêîíà÷íî âåëèêå âåëè÷èíå, àêî ïðèìåòèìî äà ñå ñâàêà

òàêâà âåëè÷èíà ìîæå ïðåäñòàâèòè ó îáëèêó 1
α
, ãäå α îçíà÷àâà íåêó áåñêîíà÷íî

ìàëó âåëè÷èíó. Òàêî, íà ïðèìåð, àêî ó ïîëèíîìó

axm + bxm−1 + cxm−2 + ...+ hx+ k,

óðå¢åíîì ïî îïàäàjó£èì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x, òà ïðîìåí§èâà ïîñòàjå áåñ-

êîíà÷íî âåëèêà, òàäà ñå çàìåíîì 1
α
óìåñòî x ïîëèíîì çàïèñójå ó îáëèêó

a

αm

(
1 +

b

a
α +

c

a
α2 + ...+ ...+

h

a
αm−1 +

k

a
αm
)
.

Òàêî, îäìàõ çàê§ó÷ójåìî, äà çà äîâî§íî ìàëå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè α, òj. çà

äîâî§íî âåëèêå íóìåðè÷êå âðåäíîñòè x, òàj ïîëèíîì jå èñòîã çíàêà êàî »åãîâ

ïðâè ÷ëàí
a

αm
= axm.

Êàêî ïðåòõîäíî âàæè è ó ñëó÷àjó äà ñå íåêà îä âåëè÷èíà b, c, ..., h, k ñâîäè

íà íóëó, ìîæå ñå èçâåñòè ñëåäå£à òåîðåìà:

Òåîðåìà 2.8: Àêî ó íåêîì ïîëèíîìó, óðå¢åíîì ïî îïàäàjó£èì ñòåïåíèìà

ïðîìåí§èâå x, íóìåðè÷êà âðåäíîñò òå ïðîìåí§èâå ïîñòàjå íåîãðàíè÷åíî âå-

ëèêà, ïîëèíîì êîíà÷íî óçèìà çíàê ïðâîã ÷ëàíà.
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2.2 Íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjà

Êîøè ïðåäñòàâ§à äåôèíèöèjó íåïðåêèäíîñòè ó òðè ðàçëè÷èòå åòàïå. �å-

ãîâà ïðâà äåôèíèöèjà ãîâîðè î ôóíêöèjè ïðîìåí§èâå x, f(x), êîjà çà ñâàêó

âðåäíîñò x èçìå¢ó äàòèõ ãðàíèöà, èìà jåäèíñòâåíó êîíà÷íó âðåäíîñò. Çà

ôóíêöèjó f(x) êàæåìî äà jå íåïðåêèäíà àêî, çà äàòó âðåäíîñò x êîjà ñå íà-

ëàçè èçìå¢ó äàòèõ ãðàíèöà, ñâàêè áåñêîíà÷íî ìàëè ïðèðàøòàj α âðåäíîñòè

x, ïðîóçðîêójå ðàçëèêó f(x + α) − f(x), êîjà çàâèñè îä íîâå ïðîìåí§èâå α è

íåîãðàíè÷åíî îïàäà ñà α. Ó îâîj äåôèíèöèjè ìîæåìî óî÷èòè ïðîöåñ îïàäà»à

ôóíêöèjå f(x+ α)− f(x) êàêî ñå α ñìà»ójå.

Ó äðóãîj äåôèíèöèjè íåïðåêèäíîñòè, Êîøè íàâîäè äà jå ôóíêöèjà f(x) íå-

ïðåêèäíà, çà âðåäíîñòè x èçìå¢ó äàòèõ ãðàíèöà, àêî áåñêîíà÷íî ìàëà ïðîìåíà

âåëè÷èíå x, èçìå¢ó äàòèõ ãðàíèöà, ïðîèçâîäè áåñêîíà÷íî ìàëó ïðîìåíó ôóíê-

öèjå f(x). Àêî óïîðåäèìî ñà ïðâîì äåôèíèöèjîì, ïðîöåñ ïðîìåíå (îïàäà»à)

ïðèðàøòàjà ôóíêöèjå ñóïòèëíî ïîñòàjå êîíöåïò ïðîìåíå ñà óâî¢å»åì ïîjìà

áåñêîíà÷íî ìàëà ïðîìåíà ôóíêöèjå. [4]

Òðå£à äåôèíèöèjà íåïðåêèäíîñòè ãîâîðè î òîìå äà, àêî ôóíêöèjà ïðåñòàjå

äà áóäå íåïðåêèäíà ó îêîëèíè íåêå îäðå¢åíå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x, êàæåìî

äà jå îíà ïðåêèäíà, è äà ó òîj òà÷êè èìà ïðåêèä.

Èìàjó£è ó âèäó îâå äåôèíèöèjå íåïðåêèäíîñòè, ìîæåìî èñïèòàòè ó êîjèì

ñó ãðàíèöàìà ôóíêöèjå äàòå ïðîìåí§èâå x íåïðåêèäíå ó îäíîñó íà òó ïðîìåí-

§èâó. Íà ïðèìåð, ôóíêöèjà sinx èìà çà ñâàêó êîíêðåòíó âðåäíîñò ïðîìåí§èâå

x jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíó êîíà÷íó âðåäíîñò. Ôóíêöèjà jå íåïðåêèäíà èçìå¢ó ïðî-

èçâî§íèõ âðåäíîñòè òå ïðîìåí§èâå jåð àïñîëóòíà âðåäíîñò çà sin(1
2
α), à ñ »îì

è ÷èòàâå ðàçëèêå

sin(x+ α)− sinx = 2 sin(
1

2
α) cos(x+

1

2
α),

íåîãðàíè÷åíî îïàäà çàjåäíî ñà α, çà áèëî êîjó âðåäíîñò ïðîìåí§èâå x.

Óîïøòå, àêî ðàçìîòðèìî áèëî êîjó îä íàðåäíèõ jåäíîñòàâíèõ ôóíêöèjà:

a+ x, a− x, ax, a
x
, xa, Ax, log x,

sinx, cosx, arcsinx, arccosx,

âèäèìî äà jå ñâàêà îä »èõ íåïðåêèäíà èçìå¢ó äâåjó êîíà÷íèõ ãðàíèöà çà x, óâåê

êàäà èçìå¢ó òèõ ãðàíèöà ôóíêöèjà èìà jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíå êîíà÷íå âðåäíî-

ñòè.
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ÃËÀÂÀ 2. ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÌÀËÅ È ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÂÅËÈÊÅ
ÂÅËÈ×ÈÍÅ. ÍÅÏÐÅÊÈÄÍÎÑÒ ÔÓÍÊÖÈJÀ

Êîøè jå ïèñàî lx èëè ïîíåêàä Lx êàêî áè îçíà÷èî ëîãàðèòàì îä x çà äàòó

îñíîâó A. Òàêî¢å, êîðèñòèî jå òà÷êå íà êðàjó ñêðà£åíèõ íàçèâà òðèãîíîìå-

òðèjñêèõ ôóíêöèjà, sin .x, cos .x. Êàêî áè ñå èçáåãëà íåïîòðåáíà êîíôóçèjà, ó

îâîì ðàäó ïðàòèìî ñàâðåìåíè çàïèñ ëîãàðèòìà è òðèãîíîìåòðèjñêèõ ôóíê-

öèjà.

Ñâàêà îä ôóíêöèjà îñòàjå íåïðåêèäíà ó îêîëèíè ñâàêå êîíà÷íå âðåäíîñòè

ïðîìåí§èâå x, àêî ñå òà âðåäíîñò íàëàçè:[5]

çà ôóíêöèjå

a+ x

a− x
ax

Ax

sinx

cosx


èçìå¢ó ãðàíèöà x = −∞, x = +∞

çà ôóíêöèjó

a

x

1◦ èçìå¢ó ãðàíèöà x = −∞, x = 0;

2◦ èçìå¢ó ãðàíèöà x = 0, x = +∞;

çà ôóíêöèjå

xa

log x

}
èçìå¢ó ãðàíèöà x = 0, x = +∞;

çà ôóíêöèjå

arcsinx

arccosx

}
èçìå¢ó ãðàíèöà x = −1, x = +1;

Ìîæåìî ïðèìåòèòè äà, àêî ñå ïðåòïîñòàâè äà jå a = ±m (m îçíà÷àâà öåî

áðîj), jåäíîñòàâíà ôóíêöèjà

xa

óâåê jå íåïðåêèäíà ó îêîëèíè íåêå êîíà÷íå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x, ïîä óñëî-

âîì äà òà âðåäíîñò çàäîâî§àâà:

àêî jå a = +m, èçìå¢ó ãðàíèöà x = −∞, x = +∞,

àêî jå a = −m,

1◦ èçìå¢ó ãðàíèöà x = −∞, x = 0;

2◦ èçìå¢ó ãðàíèöà x = 0, x = +∞.
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ÃËÀÂÀ 2. ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÌÀËÅ È ÁÅÑÊÎÍÀ×ÍÎ ÂÅËÈÊÅ
ÂÅËÈ×ÈÍÅ. ÍÅÏÐÅÊÈÄÍÎÑÒ ÔÓÍÊÖÈJÀ

Ìå¢ó ôóíêöèjàìà êîjå ñìî íàâåëè, ñàìî äâå èìàjó ïðåêèä çà íåêó âðåäíîñò x

êîjà ñå íàëàçè ó èíòåðâàëó ó êîjåì îíà èìà ðåàëíå âðåäíîñòè. Òî ñó ôóíêöèjå

a

x
è xa (àêî jå a = −m).

Îíå ó òà÷êè x = 0 ïîñòàjó áåñêîíà÷íå è èìàjó ïðåêèä.

Ó ñàâðåìåíîì ïðèñòóïó äåôèíèöèjè íåïðåêèäíîñòè, òà÷êà ó êîjîj ôóíêöèjà

íèjå äåôèíèñàíà íå ìîæå áèòè òà÷êà ïðåêèäà (ìàêàð áèëà è òà÷êà íàãîìèëà-

âà»à »åíå îáëàñòè äåôèíèñàíîñòè). Òàêî, íà ïðèìåð, òà÷êà x = 0 íèjå òà÷êà

ïðåêèäà ôóíêöèjå 1
x
, çà òó ôóíêöèjó ïîäðàçóìåâàìî äà jîj jå äîìåí öåî ñêóï

ðåàëíèõ áðîjåâà, áåç íóëå. Ó íàñòàâêó îäå§êà î íåïðåêèäíîñòè Êîøè ãîâîðè

î íåïðåêèäíîñòè ôóíêöèjà âèøå ïðîìåí§èâèõ è èçâîäè íåêà âàæíà ñâîjñòâà

íåïðåêèäíèõ ôóíêöèjà. Îâè äåëîâè îâäå íèñó íàâåäåíè.
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Ãëàâà 3

Î ðåäîâèìà. Ïðàâèëà

êîíâåðãåíöèjå ðåäîâà. Ñóìà íåêèõ

êîíâåðãåíòíèõ ðåäîâà

3.1 Îñíîâíè ïîjìîâè î ðåäîâèìà

Áåñêîíà÷àí íèç âåëè÷èíà

u0, u1, u2, u3, ...,

êîjå ñëåäå jåäíå èçà äðóãå ïðåìà óòâð¢åíîj çàêîíèòîñòè íàçèâàìî ðåäîì. Îâå

âåëè÷èíå ïðåäñòàâ§àjó ÷ëàíîâå ïîñìàòðàíîã ðåäà. Íåêà jå

sn = u0 + u1 + u2 + ...+ un−1

ñóìà ïðâèõ n ÷ëàíîâà ðåäà, ãäå jå n áèëî êîjè ïðèðîäàí áðîj. Àêî, ïðè ïîâå£à»ó

áðîjà n, ñóìà sn òåæè ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè s, ðåä íàçèâàìî êîíâåðãåíòíèì. Ãðà-

íè÷íó âðåäíîñò s íàçèâàìî ñóìîì ðåäà. Ó ñóïðîòíîì, óêîëèêî ñóìà sn íå òåæè

íèjåäíîj ôèêñíîj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè, ðåä jå äèâåðãåíòàí è íåìà ñóìó. Ó ñâà-

êîì ñëó÷àjó, ÷ëàí êîjè îäãîâàðà èíäåêñó n, un, íàçèâàìî îïøòèì ÷ëàíîì ðåäà.

Äà áè ðåä áèî ïîòïóíî äåôèíèñàí, äîâî§íî jå îïøòè ÷ëàí ðåäà ïðåäñòàâèòè ó

ôóíêöèjè èíäåêñà n.

Jåäàí îä íàjjåäíîñòàâíèjèõ ðåäîâà jå ãåîìåòðèjñêè ðåä

1, x, x2, x3, ...,
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

ãäå jå xn îïøòè ÷ëàí, îäíîñíî, n-òè ñòåïåí áðîjà x. Àêî ôîðìèðàìî ñóìó ïðâèõ

n ÷ëàíîâà îâîã ðåäà, äîáèjàìî

1 + x+ x2 + ...+ xn−1 =
1

1− x
− xn

1− x
.1

Êàêî ñå n ïîâå£àâà, íóìåðè÷êà âðåäíîñò2 ðàçëîìêà xn

1−x êîíâåðãèðà êà íóëè èëè

êà áåñêîíà÷íîñòè, ó çàâèñíîñòè äà ëè jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò x-à ìà»à èëè âå£à

îä 1. Óêîëèêî jå x < 1, ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå ðåä

1, x, x2, x3, ...

êîíâåðãåíòàí è äà ìó jå ñóìà 1
1−x . Óêîëèêî jå x > 1 èñòè ðåä jå äèâåðãåíòàí è

íåìà ñóìó.

Êîøèjåâà òåðìèíîëîãèjà è íîòàöèjà áëèñêè ñó îíîìå øòî äàíàñ êîðèñòèìî,

àëè ïîñòîjå íåêå ðàçëèêå. Êîøè jå çàïî÷åî äåôèíèöèjó ðåäà ñà ½Áåñêîíà÷àí

íèç âåëè÷èíà u0, u1, u2, u3, ...�, àëè îíäà êàæå ½Îâå âåëè÷èíå ïðåäñòàâ§àjó ÷ëà-

íîâå ïîñìàòðàíîã ðåäà.� Îâî ìîæå çâó÷àòè çáó»ójó£å, ïîãîòîâî àêî óïîðå-

äèìî òî ñà äàíàø»îì äåôèíèöèjîì íèçà è ðåäà ó ó¶áåíèöèìà àíàëèçå. Èç-

ðàç sn = u0 + u1 + u2 + ... + un−1, êîjè jå Êîøè äåôèíèñàî êàî ñóìó ïðâèõ n

÷ëàíîâà, jîø óâåê ñå êîðèñòè ó ñàâðåìåíîj òåðìèíîëîãèjè è ïðåäñòàâ§à ïàð-

öèjàëíó ñóìó. Ïðèìåòèìî äà ñå ìîæå ôîðìèðàòè íèç ïàðöèjàëíèõ ñóìà sn,

è çàê§ó÷èòè äà jå êîíâåðãåíöèjà ðåäà åêâèâàëåíòíà êîíâåðãåíöèjè íèçà sn.

Âå£èíà ñàâðåìåíèõ òåêñòîâà ôîðìàëíî äåôèíèøå áåñêîíà÷íå ðåäîâå êàî íèç

ïàðöèjàëíèõ ñóìà sn. Êîøèjåâà äåôèíèöèjà äà äèâåðãåíòàí ðåä íåìà ñóìó, ó

»åãîâî âðåìå íèjå áèëà ïðèõâà£åíà, äîê ñå äàíàñ òî ïîäðàçóìåâà.

Ïðàòå£è ãîðå íàâåäåíå ïðèíöèïå, äà áè ðåä

u0, u1, u2, ..., un, un+1, ... (3.1)

áèî êîíâåðãåíòàí ïîòðåáíî jå è äîâî§íî äà çà ðàñòó£å n ñóìà

sn = u0 + u1 + u2 + ...+ un−1

êîíâåðãèðà êà ôèêñíîj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè s. Äðóãèì ðå÷èìà, ïîòðåáíî jå è

äîâî§íî äà ñå çà áåñêîíà÷íî âåëèêå âðåäíîñòè áðîjà n ñóìå

sn, sn+1, sn+2, ...

1Ïîäðàçóìåâà ñå x 6= 1.
2Î÷èãëåäíî, è äà§å, ïîä ½íóìåðè÷êà âðåäíîñò� Êîøè ïîäðàçóìåâà ½àïñîëóòíà âðåäíîñò�.
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

ðàçëèêójó îä ãðàíè÷íå âðåäíîñòè s, è jåäíå îä äðóãèõ, çà áåñêîíà÷íî ìàëó âðåä-

íîñò. Øòàâèøå, óçàñòîïíå ðàçëèêå èçìå¢ó ïðâå ñóìå sn è ñâàêå ñëåäå£å ñóìå

ñó äåôèíèñàíå, ðåäîì, jåäíà÷èíàìà

sn+1 − sn = un,

sn+2 − sn = un + un+1,

sn+3 − sn = un + un+1 + un+2,

..................................................

Äà áè ðåä (3.1) áèî êîíâåðãåíòàí, íàjïðå jå ïîòðåáíî äà îïøòè ÷ëàí un íåîãðà-

íè÷åíî îïàäà3 êàêî n ðàñòå. Àëè, îâàj óñëîâ íèjå äîâî§àí. Òàêî¢å jå ïîòðåáíî

äà ñó, çà ðàñòó£å âðåäíîñòè n, ðàçëè÷èòå ñóìå,

un + un+1,

un + un+1 + un+2,

................................

ïî÷åâøè îä ïðâå, ìà»å îä áèëî êîjå ìàëå âåëè÷èíå. Îáðàòíî, óêîëèêî ñó îâè

óñëîâè èñïó»åíè, ðåä jå ñèãóðíî êîíâåðãåíòàí.

Îâî jå Êîøèjåâ êðèòåðèjóì êîíâåðãåíöèjå, è îí jå è äà§å jåäàí îä íàjâà-

æíèjèõ ïîòðåáíèõ è äîâî§íèõ óñëîâà çà êîíâåðãåíöèjó ðåäîâà. Çàíèì§èâî jå

äà ñó Êîøè è ìíîãè »åãîâè ñàâðåìåíåöè ñìàòðàëè äà jå îâàj óñëîâ êîíâåðãåí-

öèjå ðåäà î÷èãëåäàí è íèjå èì áèî ïîòðåáàí äîêàç. Äàíàñ çíàìî äà òàêàâ äîêàç

è íèjå áèî ìîãó£ ó òî âðåìå, jåð jå çà »åãîâî èçâî¢å»å ïðåòõîäíî íåîïõîäíî

ïðåöèçíî óâî¢å»å ñêóïà ðåàëíèõ áðîjåâà è »èõîâèõ ñâîjñòàâà.

Ïîñìàòðàjìî ãåîìåòðèjñêè ðåä

1, x, x2, x3, ... (3.2)

Àêî jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò âåëè÷èíå x âå£à îä 1, òàäà îïøòè ÷ëàí xn íåî-

ãðàíè÷åíî ðàñòå êàêî ñå n ïîâå£àâà. Îâî jå äîâî§íî äà ñå çàê§ó÷è äà jå ðåä

äèâåðãåíòàí. Ðåä £å áèòè äèâåðãåíòàí è àêî jå x = ±1, çàòî øòî íóìåðè÷êà

âðåäíîñò îïøòåã ÷ëàíà xn, êîjà jå 1, íå îïàäà íåîãðàíè÷åíî êàêî n ðàñòå. Ìå-

¢óòèì, àêî jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò âåëè÷èíå x ìà»à îä 1, òàäà ñå ñâå ñóìå áèëî

3Ïî àïñîëóòíîj âðåäíîñòè, ïîäðàçóìåâà ñå-îâî ñå îäíîñè íà ìíîãå îä ñëåäå£èõ ñèòóàöèjà

ïà òî íå£åìî äà§å êîìåíòàðèñàòè.

14



ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

êîã ÷ëàíà ðåäà, ïî÷åâøè îä xn:

xn,

xn+xn+1 = xn
1− x2

1− x
,

xn + xn+1+xn+2 = xn
1− x3

1− x
,

................................................

íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà

xn è
xn

1− x
,

îä êîjèõ ñâàêà ïîñòàjå áåñêîíà÷íî ìàëà çà áåñêîíà÷íî âåëèêî n. Ñòîãà, êàî øòî

ñìî âå£ çíàëè, ðåä jå êîíâåðãåíòàí.

Êàî äðóãè ïðèìåð, ïîñìàòðàjìî íóìåðè÷êè ðåä

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ...,

1

n
,

1

n+ 1
, ... (3.3)

Îïøòè ÷ëàí îâîã ðåäà, 1
n+1

, íåîãðàíè÷åíî îïàäà êàêî n ðàñòå. Èïàê, ðåä íèjå

êîíâåðãåíòàí, çàòî øòî jå ñóìà ÷ëàíîâà îä 1
n+1

äî 1
2n

1

n+ 1
+

1

n+ 2
+ ...+

1

2n− 1
+

1

2n

óâåê âå£à îä

n
1

2n
=

1

2
,

áåç îáçèðà íà âðåäíîñò n. Êàî ïîñëåäèöà, ñóìà íå îïàäà íåîãðàíè÷åíî, êàî øòî

áè áèî ñëó÷àj äà jå ðåä êîíâåðãåíòàí. Àêî îçíà÷èìî ñóìó ïðâèõ n ÷ëàíîâà ðåäà

(3.3) ñà sn è íàjâå£è ñòåïåí áðîjà 2, êîjè jå ìà»è îä n, ñà 2m, òàäà èìàìî

sn = 1 +
1

2
+

1

3
+ ...+

1

n+ 1

> 1 +
1

2
+ (

1

3
+

1

4
) + (

1

5
+

1

6
+

1

7
+

1

8
) + ...

+ (
1

2m−1 + 1
+

1

2m−1 + 2
+ ...+

1

2m
),

îäàêëå ñëåäè

sn > 1 +
1

2
+

1

2
+

1

2
+ ...+

1

2
= 1 +

m

2
.

Ìîæåìî èç îâîãà çàê§ó÷èòè äà ñóìà sn íåîãðàíè÷åíî ðàñòå êàêî m ðàñòå. Îâî

jå íîâè äîêàç äèâåðãåíöèjå ðåäà.
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Ïîñìàòðàjìî äà§å íóìåðè÷êè ðåä

1,
1

1
,

1

1 · 2
,

1

1 · 2 · 3
, ...,

1

1 · 2 · 3 · · · n
, ... (3.4)

×ëàíîâè îâîã ðåäà, ïî÷åâøè îä èíäåêñà n,

1

1 · 2 · 3 · · · n
,

1

1 · 2 · 3 · · · n(n+ 1)
,

1

1 · 2 · 3 · · · n(n+ 1)(n+ 2)
, ...

ñó, ðåäîì, ìà»è îä îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã ðåäà

1

1 · 2 · 3 · · · n
,

1

1 · 2 · 3 · · · n
1

n
,

1

1 · 2 · 3 · · · n
1

n2
, ...

Êàî ïîñëåäèöà, ñóìà îä êîëèêî ãîä ïî÷åòíèõ ÷ëàíîâà jå óâåê ìà»à îä ñóìå

îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã ðåäà, êîjè jå êîíâåðãåíòàí ðåä. Ñàìèì

òèì, ìà»à jå îä ñóìå îâîã ðåäà, øòî £å ðå£è

1

1 · 2 · 3 · · · n
1

1− 1
n

=
1

1 · 2 · 3 · · · (n− 1)

1

n− 1
.

Êàêî ïîñëåä»à ñóìà íåîãðàíè÷åíî îïàäà, çà ðàñòó£å n, ñëåäè äà jå ðåä (3.4)

êîíâåðãåíòàí.

Îâî jå èìïëèöèòíà óïîòðåáà ïîðåäáåíîã êðèòåðèjóìà êîíâåðãåíöèjå. Êîøè

ãà íèãäå íèjå íàâåî åêñïëèöèòíî.

Îïøòåïðèõâà£åíî jå äà ñå ñóìà ðåäà (3.4) îçíà÷àâà ñëîâîì e. Ñàáèðà»åì

ïðâèõ n ÷ëàíîâà, äîáèjàìî ïðèáëèæíó âðåäíîñò áðîjà e,

1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ ...+

1

1 · 2 · 3 · · · (n− 1)
.

Ó÷è»åíà ãðåøêà £å áèòè ìà»à îä ïðîèçâîäà n-òîã ÷ëàíà ñà 1
n−1 . Íà ïðèìåð,

àêî jå n = 11, ïðèáëèæíà âðåäíîñò áðîjà e jå

e = 2.7182818..., (3.5)

è ãðåøêà íàïðàâ§åíà ó îâîì ñëó÷àjó jå ìà»à îä ïðîçâîäà ðàçëîìêà 1
1·2·3·4·5·6·7·8·9·10

çà 1
10
, øòî èçíîñè 1

36288000
, òàêî äà òî íå óòè÷å íà ñåäìó äåöèìàëó.

Áðîj e ñå ÷åñòî êîðèñòè ó ñóìèðà»ó ðåäîâà è ó äèôåðåíöèjàëíîì ðà÷óíó.

Ëîãàðèòàì ñà îñíîâîì e ñå çîâå Íåïåðîâ, ïðåìà �îíó Íåïåðó, èëè õèïåðáîëè÷êè

ëîãàðèòàì, çàòî øòî ìåðè ðàçëè÷èòå äåëîâå ïîâðøèíà èçìå¢ó jåäíàêîñòðàíè÷íå

õèïåðáîëå 4 è »åíèõ àñèìïòîòà.

4Jåäíàêîñòðàíè÷íà õèïåðáîëà jå õèïåðáîëà ÷èjå ñó àñèìïòîòå ìå¢óñîáíî óïðàâíå.
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Óîïøòåíî, ñóìó êîíâåðãåíòíîã ðåäà îçíà÷àâàìî ñóìîì ïðâèõ ÷ëàíîâà. Äà-

êëå, êàäà jå ðåä

uo, u1, u2, u3, ...

êîíâåðãåíòàí, ñóìó îâîã ðåäà îçíà÷àâàìî ñà

u0 + u1 + u2 + u3 + ...

Ïðåìà îâîj êîíâåíöèjè, âðåäíîñò áðîjà e jå îäðå¢åíà jåäíà÷èíîì

e = 1 +
1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+

1

1 · 2 · 3 · 4
+ ... (3.6)

è, àêî ñå óçìå ó îáçèð ãåîìåòðèjñêè ðåä

1, x, x2, x3, ...,

èìàìî, çà x < 1,

1 + x+ x2 + x3 + ... =
1

1− x
. (3.7)

Îçíà÷àâàjó£è ñóìó êîíâåðãåíòíîã ðåäà

u0.u1, u2, u3, ...

ñà s è ñóìó ïðâèõ n ÷ëàíîâà ñà sn, èìàìî

s = u0 + u1 + u2 + ...+ un−1 + un + un+1 + ...

= sn + un + un+1 + ...

îäàêëå ñëåäè

s− sn = un + un+1 + ...

Èç ïîñëåä»å jåäíà÷èíå ñëåäè äà âåëè÷èíå

un, un+1, un+2, ...

ôîðìèðàjó íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä ÷èjà jå ñóìà jåäíàêà s − sn. Àêî îâó ñóìó

ïðåäñòàâèìî ñà rn, èìàìî

s = sn + rn,

ãäå ñå rn çîâå îñòàòàê ðåäà (3.1) ïî÷åâ îä n-òîã ÷ëàíà.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ÷ëàíîâè ðåäà (3.1) çàâèñå îä ïðîìåí§èâå x. Àêî jå ðåä

êîíâåðãåíòàí è »åãîâè ÷ëàíîâè ñó íåïðåêèäíå ôóíêöèjå ïî x ó îêîëèíè íåêå

îäðå¢åíå òà÷êå, òàäà ñó

sn, rn, è s
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òàêî¢å òðè ôóíêöèjå ïðîìåí§èâå x. Ïðâà îä »èõ, sn, î÷èãëåäíî jå íåïðåêèäíà

ôóíêöèjà ïî x ó îêîëèíè îäãîâàðàjó£å òà÷êå. Ðàçìîòðèìî ïðèðàøòàj îâå òðè

ôóíêöèjå êàäà ñå x ïîâå£àâà çà áåñêîíà÷íî ìàëó âåëè÷èíó α. Çà ñâå ìîãó£å

âðåäíîñòè n, ïðèðàøòàj sn jå áåñêîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà. Ïðèðàøòàj rn, êàî è

ñàìî rn ïîñòàjå áåñêîíà÷íî ìàëà çà âåîìà âåëèêå âðåäíîñòè n. Êàî ïîñëåäèöà,

ïðèðàøòàj ôóíêöèjå s ìîðà áèòè áåñêîíà÷íî ìàëà. Èç îâîãà, èçâîäèìî ñëåäå£ó

òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.1: Êàäà ñó ðàçëè÷èòè ÷ëàíîâè ðåäà (3.1) íåïðåêèäíå ôóíêöèjå

ïðîìåí§èâå x ó îêîëèíè íåêå òà÷êå çà êîjó ðåä êîíâåðãèðà, ñóìà s ðåäà jå

òàêî¢å íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ïðîìåí§èâå x ó îêîëèíè èñòå òà÷êå.

Êîøè ó ñâîjîj íîòàöèjè ½îêîëèíà òà÷êå x� ìèñëè íà îòâîðåí èíòåðâàë

(x− ε, x+ ε), ãäå jå ε > 0. [6]

Îâàêî íàâåäåíà òåîðåìà íèjå òà÷íà. Àêî ïîñòàâèìî äîäàòíè óñëîâ ðàâíî-

ìåðíå êîíâåðãåíöèjå, òåîðåìà ïîñòàjå òà÷íà. Íàâåäåíà ôîðìóëàöèjà èçàçâàëà

jå âåëèêó ïîëåìèêó ìå¢ó ñòðó÷»àöèìà. Íåêè ñìàòðàjó äà jå Êîøè îâäå íà÷è-

íèî ãðåøêó, à íåêè äà jå ó ñòâàðè èìàî ðàâíîìåðíó êîíâåðãåíöèjó íà óìó.

Ïðåìà îâîj òåîðåìè, ñóìà ðåäà (3.2) ìîðà áèòè íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ïðîìåí-

§èâå x èçìå¢ó ãðàíèöà x = −1 è x = 1, øòî ìîæåìî ïîòâðäèòè ïîñìàòðàjó£è

âðåäíîñò s äàòå èçðàçîì

s =
1

1− x
.

3.2 Ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà

Àêî ñó ñâè ÷ëàíîâè ðåäà

u0, u1, u2, ..., un, ... (3.8)

ïîçèòèâíè óãëàâíîì ìîæåìî óòâðäèòè äà ëè jå ðåä êîíâåðãåíòàí èëè äèâåðãåí-

òàí êîðèñòå£è ñëåäå£ó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.2: Ïîñìàòðàjìî ãðàíè÷íó âðåäíîñò èëè ãðàíè÷íå âðåäíîñòè

ïðåìà êîjèìà èçðàç (un)
1
n êîíâåðãèðà, êàä n òåæè áåñêîíà÷íîñòè, è îçíà÷èìî

ñà k íàjâå£ó îä òèõ ãðàíè÷íèõ âðåäíîñòè. Ðåä (3.8) êîíâåðãèðà àêî jå k < 1 è

äèâåðãèðà àêî jå k > 1.

Êîøè íå êîðèñòè äàíàñ óîáè÷àjåíå òåðìèíå ½äåëèìè÷íè ëèìåñ� è ½ëèìåñ

ñóïåðèîð�, àëè jå èç êîíòåêñòà jàñíî äà ñå ìèñëè íà »èõ.
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Äîêàç: Íåêà jå k < 1 è íåêà jå U áðîj òàêàâ äà âàæè

k < U < 1.

Çà ñâàêî U , (un)
1
n ìîðà áèòè ìà»è îä U , çà ñâàêî n, ïî÷åâ îä íåêîã.

(un)
1
n < U, òj. un < Un.

Ñëåäè äà ñó ÷ëàíîâè ðåäà

u0, u1, u2, ..., un+1, un+2, ...

ìà»è îä îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ãåîìåòðèjñêîã ðåäà5

1, U, U2, ..., Un+1, Un+2, ...

Ãåîìåòðèjñêè ðåä jå êîíâåðãåíòàí, jåð jå U < 1, ïà ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà è ðåä

(3.8) êîíâåðãèðà.

Ñ äðóãå ñòðàíå, íåêà jå ñàäà k > 1 è íåêà jå U áðîj òàêàâ äà

k > U > 1.

Êàêî n òåæè áåñêîíà÷íîñòè, íàjâå£à âðåäíîñò (un)
1
n òåæè êà k è íà êðàjó ïîñòàjå

âå£à îä U .6 Ìîæå ñå çàê§ó÷èòè äà jå

(un)
1
n > U

øòî jå, çàïðàâî,

un > Un,

çà ïðîèçâî§íî n. Êàî ïîñëåäèöà òîãà, ó ðåäó

u0, u1, u2, ..., un+1, un+2, ...

íàëàçèìî áåñêîíà÷àí áðîj ÷ëàíîâà âå£èõ îä îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ãåîìåòðèj-

ñêîã ðåäà

1, U, U2, ..., Un+1, Un+2, ...

Îâàj ðåä jå äèâåðãåíòàí, jåð jå U > 1, ïà »åãîâè ÷ëàíîâè áåñêîíà÷íî ðàñòó, øòî

jå äîâî§íî äà ñå çàê§ó÷è äà ðåä (3.8) äèâåðãèðà.

5Îñèì ìîæäà »èõ êîíà÷íî ìíîãî.
6Ïðåöèçíèjå, ïîñòîjè áåñêîíà÷íî ìíîãî èíäåêñà n çà êîjå âàæè ñëåäå£à íåjåäíàêîñò.
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Òåîðåìà 3.3: Àêî, çà ðàñòó£å n, èçðàç

un+1

un

êîíâåðãèðà êà ôèêñíîj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè k, ðåä (3.8) êîíâåðãèðà àêî jå k < 1,

è äèâåðãèðà àêî jå k > 1.

Îâàj êîëè÷íè÷êè (èëè, êàêî ãà äàíàñ îáè÷íî çîâåìî, Äàëàìáåðîâ) òåñò

Êîøè îâäå íå äîêàçójå. Íà äðóãîì ìåñòó ó ó¶áåíèêó äîêàçójå ñå òâð¢å»å èç

êîjåã ñëåäè äà jå òåîðåìà 3.3 ïîñëåäèöà òåîðåìå 3.2.

Íà ïðèìåð, ïîñìàòðàjìî ðåä

1,
1

1
,

1

1 · 2
,

1

1 · 2 · 3
, ...,

1

1 · 2 · 3 · · · n
, ...

òàäà èìàìî äà jå
un+1

un
=

1 · 2 · 3 · · · n
1 · 2 · 3 · · · n · (n+ 1)

=
1

n+ 1

îäàêëå ñëåäè äà jå

k =
1

∞
= 0,

ïà jå ðåä, êàî øòî ñìî âå£ çíàëè, êîíâåðãåíòàí.

Ïðâà îä äâå òåîðåìå êîjå ñìî óïðàâî ïîñòàâèëè íàì jàñíî ãîâîðè î êîíâåð-

ãåíöèjè è äèâåðãåíöèjè ðåäà ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà jå

k = 1. Ó òîì ñëó÷àjó íèjå óâåê jåäíîñòàâíî îäãîâîðèòè íà ïèòà»å î êîíâåð-

ãåíöèjè. Ìå¢óòèì, äîêàçà£åìî äâå òåîðåìå, êîjå ÷åñòî ïîìàæó ó ðåøàâà»ó òîã

ïðîáëåìà.

Òåîðåìà 3.4: Óêîëèêî jå ñâàêè ÷ëàí ðåäà (3.8) ìà»è îä ïðåòõîäíîã, òàäà

ñó ðåä (3.8) è ðåä

u0, 2u1, 4u3, 8u7, 16u15, ... (3.9)

èñòîâðåìåíî, èëè êîíâåðãåíòíè èëè äèâåðãåíòíè.

Äîêàç: Ïðâî, ïðåòïîñòàâèìî äà jå ðåä (3.8) êîíâåðãåíòàí è íåêà jå s »åãîâà

ñóìà. Òàäà

u0 = u0,

2u1 = 2u1,

4u3 < 2u2 + 2u3,

8u7 < 2u4 + 2u5 + 2u6 + 2u7,

..............................................
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è, ñóìà ïðîèçâî§íî ìíîãî ÷ëàíîâà ðåäà (3.9) jå ìà»à îä

u0 + 2u1 + 2u2 + 2u3 + 2u4 + ... = 2s− u0.

Ñëåäè äà ðåä (3.9) êîíâåðãèðà.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ïðåòïîñòàâèìî äà jå ðåä (3.8) äèâåðãåíòàí. Ñóìà âåëèêîã

áðîjà »åãîâèõ ÷ëàíîâà jå âå£à îä áèëî êîjå ãðàíèöå êîjà ñå ìîæå äîäåëèòè. Çàòî

øòî âàæè

u0 = u0,

2u1 > u1 + u2,

4u3 > u3 + u4 + u5 + u6,

8u7 > u7 + u8 + u9 + u10 + u11 + u12 + u13 + u14,

.............................................................................,

ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå ñóìà âåëèêîã áðîjà âåëè÷èíà

u0, 2u1, 4u3, 8u7, ...

âå£à îä áèëî êîjå äàòå âåëè÷èíå. Ðåä (3.9) jå, äàêëå, äèâåðãåíòàí, ó ñêëàäó ñà

íàâåäåíîì òåîðåìîì.

Ïîñëåäèöà 3.1: Íåêà jå µ ïðîèçâî§àí áðîj. Àêî jå ðåä (3.8)

1,
1

2µ
,
1

3µ
,
1

4µ
, ..., (3.10)

òàäà ðåä (3.9) ïîñòàjå

1, 21−µ, 41−µ, 81−µ, ...

Ïîñëåä»è ðåä jå ãåîìåòðèjñêè ðåä, êîjè jå êîíâåðãåíòàí óêîëèêî jå µ > 1 è

äèâåðãåíòàí ó ñóïðîòíîì ñëó÷àjó. Ñòîãà, ðåä (3.10) jå êîíâåðãåíòàí àêî jå µ > 1

è äèâåðãåíòàí àêî jå µ = 1 èëè µ < 1. Íà ïðèìåð, îä òðè ðåäà

1,
1

22
,
1

32
,
1

42
, ..., (3.11)

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ..., (3.12)

1,
1

2
1
2

,
1

3
1
2

,
1

4
1
2

, ..., (3.13)
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ïðâè ðåä jå êîíâåðãåíòàí, äîê ñó äðóãà äâà äèâåðãåíòíà.

Òåîðåìà 3.5: Ïðåòïîñòàâèìî äà log îçíà÷àâà ëîãàðèòàì ó áèëî êîì ñèñòåìó,

è äà èçðàç
log(un)

log( 1
n
)

òåæè êà êîíà÷íîj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè h, çà ðàñòó£å n. Ðåä (3.8) êîíâåðãèðà

óêîëèêî jå h > 1, è äèâåðãèðà óêîëèêî jå h < 1.

Äîêàç: Ïðâî, ïðåòïîñòàâèìî äà jå h > 1 è íåêà jå a áèëî êîjè áðîj òàêàâ äà

jå

h > a > 1.

Òðàíñôîðìàöèjîì èçðàçà
log(un)

log( 1
n
)

äîáèjàìî èçðàç
log( 1

un
)

log(n)
.

Ïîñëåä»è èçðàç jå, çà äîâî§íî âåëèêî n, óâåê âå£å îä a. Äðóãèì ðå÷èìà, çà

ðàñòó£å n, óâåê èìàìî äà jå
log( 1

un
)

log(n)
> a,

øòî jå çàïðàâî

log(
1

un
) > a log(n),

îäàêëå ñëåäè äà jå7

1

un
> na òj. un <

1

na.

Òî çíà÷è äà ñó ÷ëàíîâè ðåäà (3.8) ñòàëíî ìà»è îä îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ðåäà

1,
1

2a
,
1

3a
,
1

4a
, ...,

1

na
,

1

(n+ 1)a
, ...

Êàêî jå ïîñëåä»è ðåä êîíâåðãåíòàí (jåð jå a > 1), ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå è

ðåä (3.8) êîíâåðãåíòàí.

Çàòèì, ïðåòïîñòàâèìî ñàäà, äà jå h < 1 è íåêà jå a áèëî êîjè áðîj òàêàâ äà

jå

h < a < 1.

7Çà îñíîâó ëîãàðèòìà âå£ó îä 1.
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Çà äîâî§íî âåëèêî n, äîáèjàìî

log( 1
un
)

log(n)
< a,

èëè,

log(
1

un
) < a log(n)

îäàêëå ñëåäè8
1

un
< na òj. un >

1

na.

Òî çíà÷è äà ñó ÷ëàíîâè ðåäà (3.8) ñòàëíî âå£è îä îäãîâàðàjó£èõ ÷ëàíîâà ðåäà

1,
1

2a
,
1

3a
,
1

4a
, ...,

1

na
,

1

(n+ 1)a
, ...

Êàêî jå ïîñëåä»è ðåä äèâåðãåíòàí (jåð jå a < 1), ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå è ðåä

(3.8) äèâåðãåíòàí, ÷èìå jå òåîðåìà äîêàçàíà.

Òåñòîâè êîíâåðãåíöèjå ðåäîâà äàòè ó òåîðåìàìà 3.4 è 3.5 äàíàñ ñå ðå¢å

íàëàçå ó ó¶áåíèöèìà. Óìåñòî »èõ îáè÷íî ñå ïîjàâ§ójó íåêè ïðàêòè÷íèjè òå-

ñòîâè êàî øòî ñó Ðàáåîâ è Ãàóñîâ.

Óêîëèêî ñó äàòà äâà ðåäà, ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîçèòèâíè, ìîæåìî ñàáèðà»åì

èëè ìíîæå»åì òèõ èñòèõ ÷ëàíîâà ôîðìèðàòè íîâè ðåä, ÷èjà jå ñóìà íàñòàëà

ñàáèðà»åì èëè ìíîæå»åì ñóìà ïðâà äâà ðåäà. Íà îâó òåìó, ïîñòàâè£åìî äâå

òåîðåìå:

Òåîðåìà 3.6: Íåêà ñó  u0, u1, u2, ..., un, ...,

v0, v1, v2, ..., vn, ...
(3.14)

äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà, ÷èjå ñó ñóìå, ðåäîì, s è s′.

Òàäà jå

u0 + v0, u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn, ... (3.15)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà s+ s′.

Äîêàç: Àêî îçíà÷èìî

sn = u0 + u1 + u2 + ...+ un−1 è

s
′

n = v0 + v1 + v2 + ...+ vn−1,

8Çà îñíîâó ëîãàðèòìà âå£ó îä 1.
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òàäà sn è s′n òåæå êà ãðàíè÷íèì âðåäíîñòèìà s è s′, ðåäîì. Ñóìà ïðâèõ n

÷ëàíîâà ðåäà (3.15), sn+s
′
n, êîíâåðãèðà êà s+s

′, ÷èìå jå òåîðåìà 3.6. äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.7: Íåêà âàæå èñòå ïðåòïîñòàâêå êàî ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè. Òàäà

jå  u0v0, u0v1 + u1v0, u0v2 + u1v1 + u2v0, ...,

..., u0vn + u1vn−1 + ...+ un−1v1 + unv0, ...
(3.16)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà ss′.

Äîêàç: Íåêà ñó sn è s
′
n ñóìå ïðâèõ n ÷ëàíîâà ðåäîâà (3.14) è îçíà÷èìî ñóìó

ðåäà (3.16) ñà s′′n. Îçíà÷èìî, jîø, ñà m íàjâå£è ïðèðîäàí áðîj n−1
2
, îäíîñíî,

m = n−1
2

êàäà jå n íåïàðíî, m = n−2
2

êàäà jå m ïàðíî. Òàäà èìàìî:

u0v0 + (u0v1+u1v0) + ...+ (u0vn−1 + u1vn−2 + ...+ un−2v1 + un−1v0)

< (u0 + u1 + ...+ un−1)(v0 + v1 + ...+ vn−1)

è

> (u0 + u1 + ...+ um)(v0 + v1 + ...+ vm).

Äðóãèì ðå÷èìà,

s′′n < sns
′
n è s′′n > sm+1s

′
m+1.

Íåêà n òåæè áåñêîíà÷íîñòè. Áðîj

m =
n− 3

2
± 1

2

2

íåîãðàíè÷åíî ðàñòå, è äâå ñóìå sn è sm+1 òåæå êà s, äîê s
′
n è s

′
m+1 òåæå êà s

′.

Ñòîãà, äâà ïðîèçâîäà sns
′
n è sm+1s

′
m+1, êàî è ñóìà s

′′
n êîjà ñå íàëàçè èçìå¢ó îâà

äâà ïðîèçâîäà, òåæè êà ss′, ÷èìå jå òåîðåìà 3.7. äîêàçàíà.

3.3 Ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì è íåãàòèâíèì

÷ëàíîâèìà

Ïðåòïîñòàâèìî äà ðåä

u0, u1, u2, ..., un, ... (3.17)

ñàäðæè ïîçèòèâíå è íåãàòèâíå ÷ëàíîâå, è íåêà ñó,

ρ0, ρ1, ρ2, ..., ρn, ... (3.18)
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ðåäîì, íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ïîñìàòðàíèõ ÷ëàíîâà, òàêî äà èìàìî

u0 = ±ρ0, u1 = ±ρ1, u2 = ±ρ2, ..., un = ±ρn, ...

Íóìåðè÷êà âðåäíîñò ðåäà

u0 + u1 + u2 + ...+ un−1

íèêàäà íå ïðåëàçè9

ρ0 + ρ1 + ρ2 + ...+ ρn−1,

øòî çíà÷è äà êîíâåðãåíöèjà ðåäà (3.18) óâåê ïîâëà÷è êîíâåðãåíöèjó ðåäà (3.17).

Êîøè íèjå äåôèíèñàî àïñîëóòíó êîíâåðãåíöèjó, àëè jå îâäå ñóøòèíñêè ïî-

êàçàî äà àïñîëóòíà êîíâåðãåíöèjà ïîâëà÷è îáè÷íó êîíâåðãåíöèjó.

Òðåáà äà äîäàìî äà jå ðåä (3.17) äèâåðãåíòàí àêî íåêè ÷ëàíîâè ðåäà (3.18)

íåîãðàíè÷åíî ðàñòó. Îâàj ïîñëåä»è ñëó÷àj ñå jàâ§à óâåê êàäa íàjâå£à âðåäíîñò

(ρn)
1
n òåæè êà ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè êîjà jå âå£à îä 1, çà ðàñòó£å n. Ñ äðóãå

ñòðàíå, óêîëèêî jå ãðàíè÷íà âðåäíîñò ìà»à îä 1, ðåä (3.18) jå óâåê êîíâåðãåíòàí.

Èìàjó£è òî ó âèäó, ìîæåìî ôîðìóëèñàòè òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.8: Íåêà jå ρn íóìåðè÷êà âðåäíîñò îïøòåã ÷ëàíà un ðåäà (3.17)

è íåêà jå k ãðàíè÷íà âðåäíîñò ïðåìà êîjîj òåæè íàjâå£à âðåäíîñò èçðàçà (ρn)
1
n ,

êàäà n òåæè áåñêîíà÷íîñòè. Ðåä (3.17) jå êîíâåðãåíòàí àêî jå k < 1, è äèâåð-

ãåíòàí àêî jå k > 1.

Òåîðåìà 3.9: Àêî jå íèç âåëè÷èíà10

A1, A2, A3, ..., An, ...

òàêàâ äà îäíîñ èçìå¢ó äâà óçàñòîïíà ÷ëàíà òîã íèçà, äàêëå,

An+1

An

òåæè, êàäà âðåäíîñò n íåîãðàíè÷åíî ðàñòå, îäðå¢åíîj ãðàíèöè A, òàäà èçðàç

(An)
1
n

òåæè ó èñòî âðåìå òîj èñòîj ãðàíèöè.11

9Îâäå Êîøè èìïëèöèòíî êîðèñòè îïøòó íåjåäíàêîñò òðîóãëà.
10Îâäå ñå î÷èãëåäíî ïîäðàçóìåâà ½ïîçèòèâíèõ âåëè÷èíà�.
11Îâî òâð¢å»å, êàî øòî jå íàïðåä ðå÷åíî, Êîøè äîêàçójå ó ó¶áåíèêó íà äðóãîì ìåñòó.
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Êàä èçðàç ρn+1

ρn
, òj. íóìåðè÷êà âðåäíîñò îäíîñà un+1

un
, êîíâåðãèðà êà ôèêñíîj

ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè, òàäà ïðåìà òåîðåìè 3.9. òà ãðàíè÷íà âðåäíîñò ïðåäñòàâ§à

æå§åíó âðåäíîñò k.

Òåîðåìà 3.10: Àêî íóìåðè÷êà âðåäíîñò îäíîñà

un+1

un
êîíâåðãèðà ïðåìà ôèêñíîj ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè k, êàäà âðåäíîñò n íåîãðàíè-

÷åíî ðàñòå, òàäà jå ðåä (3.17) êîíâåðãåíòàí àêî jå k < 1, è äèâåðãåíòàí àêî jå

k > 1.

Íà ïðèìåð, àêî ïîñìàòðàìî ðåä

1,−1

1
,+

1

1 · 2
,− 1

1 · 2 · 3
,+...,

òàäà íàëàçèìî äà
un+1

un
= − 1

n+ 1
, òj. k =

1

∞
= 0,

îäàêëå ñëåäè äà jå ðåä êîíâåðãåíòàí.

Ïðâà îä îâå òðè òåîðåìå íàì jàñíî ãîâîðè î êîíâåðãåíöèjè èëè äèâåðãåí-

öèjè ðåäà, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà jå k = 1. Êîíêðåòíî, ó îâîì ñëó÷àjó, ìîæåìî

óòâðäèòè êîíâåðãåíöèjó äàòîã ðåäà èëè ïîòâð¢èâà»åì äà íóìåðè÷êå âðåäíîñòè

ðàçëè÷èòèõ ÷ëàíîâà ðåäà ôîðìèðàjó êîíâåðãåíòàí ðåä èëè êîðèñòå£è ñëåäå£ó

òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.11: Àêî íóìåðè÷êà âðåäíîñò îïøòåã ÷ëàíà un ðåäà (3.17) íå-

îãðàíè÷åíî è êîíñòàíòíî îïàäà, çà ðàñòó£å n, è ðàçëè÷èòè ÷ëàíîâè ðåäà ñó

íàèçìåíè÷íî ïîçèòèâíè è íåãàòèâíè, òàäà ðåä êîíâåðãèðà.

Ïîñìàòðàjìî ðåä

1,−1

2
,+

1

3
,−1

4
,+...± 1

n
,∓ 1

n+ 1
, ... (3.19)

Ñóìà ïðâèõ m ÷ëàíîâà,12 ãäå jå m > n jå

±
(

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− 1

n+ 4
+ ...± 1

n+m

)
.

Íóìåðè÷êà âðåäíîñò îâå ñóìå,

1

n+ 1
− 1

n+ 2
+

1

n+ 3
− 1

n+ 4
+ ...± 1

n+m

=
1

n+ 1
−
(

1

n+ 2
− 1

n+ 3

)
−
(

1

n+ 4
− 1

n+ 5

)
− ...

=

(
1

n+ 1
− 1

n+ 2

)
+

(
1

n+ 3
− 1

n+ 4

)
+

(
1

n+ 5
− 1

n− 6

)
+ ...,

12Ñóìà ïðâèõ m ÷ëàíîâà ïî÷åâ îä (n+ 1)−îã ÷ëàíà.
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êîjà ñå íàëàçè èçìå¢ó
1

n+ 1
è

1

n+ 1
− 1

n+ 2
,

çà ðàñòó£å n, è ïðîèçâî§íî m, íåîãðàíè÷åíî îïàäà, øòî jå äîâî§íî äà çàê§ó-

÷èìî äà ðåä êîíâåðãèðà. Èñòè àðãóìåíòè áè ìîãëè áèòè ïðèìå»åíè íà áèëî

êîjè ðåä îâå âðñòå. Íà ïðèìåð, ðåä

1,− 1

2µ
,+

1

3µ
,− 1

4µ
, ..., (3.20)

jå, ïðåìà òåîðåìè 3.11, êîíâåðãåíòàí çà ñâå ïîçèòèâíå âðåäíîñòè µ.

Àêî èçîñòàâèìî çíàê êîjè ïðåòõîäè ñâàêîì ïàðíîì ÷ëàíó ó ðåäó (3.20), äî-

áèjàìî ðåä (3.10), èç ïðåòõîäíå ñåêöèjå, êîjè jå äèâåðãåíòàí àêî jå µ = 1 èëè

µ < 1. Äà áèñìî ïðåòâîðèëè êîíâåðãåíòàí ðåä ó äèâåðãåíòàí, è îáðíóòî, íåêàä

jå äîâî§íî ñàìî ïðîìåíèòè çíàê èñïðåä îäðå¢åíèõ ÷ëàíîâà ðåäà. Îâî ñå îäíîñè

èñê§ó÷èâî íà ðåäîâå çà êîjå ñå âåëè÷èíà k èç òåîðåìå 3.10 ñâîäè íà 1.

Êîíâåðãåíöèjó ðåäà, ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîçèòèâíè, ìîæåìî óáðçàòè ñìà»è-

âà»åì íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ÷ëàíîâà è ìå»à»åì çíàêà èñïðåä íåêèõ ÷ëàíîâà.

Âðåäè íàïîìåíóòè äà ñå îâàj åôåêàò jàâ§à àêî ñâàêè ÷ëàí ïîìíîæèìî ñà ñèíó-

ñîì èëè êîñèíóñîì, øòî jå äîâî§íî äà ïîñòàâèìî ñëåäå£ó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.12: Àêî jå ðåä,

ρ0, ρ1, ρ2, ..., ρn, ..., (3.21)

÷èjè ñó ñâè ÷ëàíîâè ïîçèòèâíè, êîíâåðãåíòàí, òàäà jå ñâàêè îä ñëåäå£èõ ðåäîâà ρ0 cos θ0, ρ1 cos θ1, ρ2 cos θ2, ..., ρn cos θn, ...

ρ0 sin θ0, ρ1 sin θ1, ρ2 sin θ2, ..., ρn sin θn, ...
(3.22)

òàêî¢å êîíâåðãåíòàí, çà ïðîèçâî§íå âðåäíîñòè θ0, θ1, θ2, ..., θn, ...

Ïîñëåäèöà 3.2: Àêî ïðåòïîñòàâèìî äà jå

θn = nθ,

ãäå jå θ ïðîèçâî§íî, òàäà äâà ðåäà ó (3.22) ïîñòàjó, ðåäîì,ρ0, ρ1 cos θ, ρ2 cos 2θ, ..., ρn cosnθ, ...

ρ1 sin θ, ρ2 sin 2θ, ..., ρn sinnθ, ...
(3.23)

Ïîñëåä»à äâà ðåäà £å óâåê áèòè êîíâåðãåíòíà àêî jå ðåä (3.21) êîíâåðãåíòàí.
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Òåîðåìà 3.13: Íåêà ñó  u0, u1, u2, ..., un, ...,

v0, v1, v2, ..., vn, ...
(3.24)

äâà êîíâåðãåíòíà ðåäà ñà ïîçèòèâíèì è íåãàòèâíèì ÷ëàíîâèìà, ÷èjå ñó ñóìå,

ðåäîì, s è s′. Òàäà jå

u0 + v0, u1 + v1, u2 + v2, ..., un + vn, ... (3.25)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà s+ s′.

Äîêàç: Àêî îçíà÷èìî

sn = u0 + u1 + u2 + ...+ un−1 è

s
′

n = v0 + v1 + v2 + ...+ vn−1,

òàäà sn è s′n òåæå êà ãðàíè÷íèì âðåäíîñòèìà s è s′, ðåäîì. Ñóìà ïðâèõ n

÷ëàíîâà ðåäà (3.15), sn+s
′
n, êîíâåðãèðà êà s+s

′, ÷èìå jå òåîðåìà 3.13 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 3.14: Íåêà âàæå èñòå ïðåòïîñòàâêå êàî ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè,

àêî îáà ðåäà ó (3.24) îñòàíó êîíâåðãåíòíà àêî èì ÷ëàíîâå çàìåíèìî »èõîâèì

íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà, òàäà jå

u0v0,

u0v1 + u1v0,

u0v2 + u1v1 + u2v0, ...,

...................................,

u0vn + u1vn−1 + ...+ un−1v1 + unv0,

.........................................................

(3.26)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà ss′.

Äîêàç: Íåêà ñó sn è s
′
n ñóìå ïðâèõ n ÷ëàíîâà ðåäîâà (3.24) è îçíà÷èìî ñóìó

ðåäà (3.26) ñà s′′n. Òàäà èìàìî:

sns
′
n − s′′n =un−1vn−1 + (un−1vn−2 + un−2vn−1) + ...

+ (un−1v1 + un−2v2 + ...+ u2vn−2 + u1vn−1).

Òåîðåìà 3.7 jå äîêàçàíà ó äðóãîì ïîãëàâ§ó, ó ñëó÷àjó ðåäà (3.24) êîjè ñå ñàñòîjè

ñàìî îä ïîçèòèâíèõ ÷ëàíîâà. Ïîñëåäèöà îâå òåîðåìå jå äà âðåäíîñòè sns
′
n è s

′′
n
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êîíâåðãèðàjó êà ss′, çà ðàñòó£å n. Çáîã òîãà, ðàçëèêà sns
′
n − s′′n, òj.

un−1vn−1 + (un−1vn−2 + un−2vn−1) + ...

+ (un−1v1 + un−2v2 + ...+ u2vn−2 + u1vn−1),

êîíâåðãèðà êà íóëè.

Ñàäà, àêî ñó íåêè ÷ëàíîâè ðåäà (3.24) ïîçèòèâíè, à íåêè íåãàòèâíè, îçíà-

÷èìî, ðåäîì, íóìåðè÷êå âðåäíîñòè ÷ëàíîâà ñà ρ0, ρ1, ρ2, ..., ρn, ...,

ρ′0, ρ
′
1, ρ2, ..., ρ

′
n, ...

(3.27)

Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó, êàî ó èñêàçó òåîðåìå, ðåäîâè (3.27), ñàñòàâ§åíè îä èñòèõ

íóìåðè÷êèõ âðåäíîñòè, êîíâåðãåíòíè. Íà îñíîâó ïðåòõîäíîã, ñóìà

ρn−1ρ
′
n−1 + (ρn−1ρ

′
n−2 + ρn−2ρ

′
n−1) + ...

+ (ρn−1ρ
′
1 + ρn−2ρ

′
2 + ...+ ρ2ρ

′
n−2 + ρ1ρ

′
n−1)

êîíâåðãèðà êà íóëè, çà ðàñòó£å n. Çàòî øòî ñó íóìåðè÷êå âðåäíîñòè îâå ñóìå

âå£å îä

un−1vn−1 + (un−1vn−2 + un−2vn−1) + ...

+ (un−1v1 + un−2v2 + ...+ u2vn−2 + u1vn−1),

ñëåäè äà ïîñëåä»è èçðàç, òj. sns
′
n − s′′n òåæè êàî íóëè. Ñòîãà, ss′, øòî jå

ãðàíè÷íà âðåäíîñò ïðîèçâîäà sns
′
n, òàêî¢å jå è ãðàíè÷íà âðåäíîñò s′′n. Äðóãèì

ðå÷èìà, ðåä (3.26) jå êîíâåðãåíòàí è »åãîâà ñóìà jå ss′.

Íàïîìåíà: Ïðåòõîäíà òåîðåìà íèjå ìîãëà îñòàòè òà÷íà àêî jå ðåä (3.24), çà

êîjè ñå ïðåòïîñòàâ§à äà jå êîíâåðãåíòàí, ïðåñòàî äà áóäå òàêàâ íàêîí øòî jå

ñâàêè ÷ëàí çàìå»åí ñâîjîì àïñîëóòíîì âðåäíîø£ó. Ïðåòïîñòàâèìî, íà ïðèìåð,

äà îáà ðåäà ó (3.24) áóäó

1,− 1

2
1
2

,+
1

3
1
2

,− 1

4
1
2

,+
1

5
1
2

,−.... (3.28)
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Ðåä (3.26) ïîñòàjå 

1,

−
(

1√
2
+ 1√

2

)
,

+

(
1√
3
+ 1√

2·2 +
1√
3

)
,

−
(

1√
4
+ 1√

3·2 +
1√
2·3 +

1√
4

)
,

+.......................................

(3.29)

Ïîñëåä»è ðåä jå äèâåðãåíòàí jåð »åãîâ îïøòè ÷ëàí

±
(

1√
n
+

1√
(n− 1)2

+
1√

(n− 2)3
+ ...+

1√
2(n− 1)

+
1√
n

)
,

èìà íóìåðè÷êó âðåäíîñò âå£ó îä

n[
n
2

(
n
2
+ 1

)] 1
2

=

(
4n

n+ 2

) 1
2

êàäà jå n ïàðàí áðîj, è âå£è îä

n[
(n+1

2
)2
] 1

2

=
2n

n+ 1

êàäà jå n íåïàðàí áðîj. Ó ñâàêîì ñëó÷àjó, èìà íóìåðè÷êó âðåäíîñò âå£ó îä 1.

Èïàê, ðåä (3.28) jå êîíâåðãåíòàí. Ìå¢óòèì, ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ïðåñòàjå äà

áóäå êîíâåðãåíòàí àêî çàìåíèìî ñâàêè ÷ëàí ñâîjîì íóìåðè÷êîì âðåäíîø£ó. Ó

òîì ñëó÷àjó, ïîñòàjå ðåä (3.13).

Ó ñàâðåìåíèì òåðìèíèìà, òåîðåìà 3.14 è íàïîìåíà êîjà jîj ñëåäè ñå èñ-

êàçójå íà ñëåäå£è íà÷èí: ½Ïðîèçâîä äâà àïñîëóòíî êîíâåðãåíòíà ðåäà jå êîí-

âåðãåíòàí ðåä ñà ñóìîì jåäíàêîì ïðîèçâîäó ñóìà ðåäîâà êîjè ñå ìíîæå; àêî ñó

ðåäîâè óñëîâíî êîíâåðãåíòíè, òî òâð¢å»å íå âàæè.�

3.4 Ðåäîâè ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà

ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà

Íåêà jå

a0, a1x, a2x
2, ..., anx

n, ... (3.30)
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ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí-

§èâå x, ãäå ñó

a0, a1, a2, ..., an, ... (3.31)

ïîçèòèâíå èëè íåãàòèâíå êîíñòàíòå.

Òàêâè ðåäîâè, ó òî âðåìå, jîø íèñó äîáèëè ñàâðåìåíè íàçèâ ñòåïåíè ðåäîâè.

Äà§å, íåêà jå A âåëè÷èíà êîjà îäãîâàðà âåëè÷èíè k èç òåîðåìå 3.10, è îäíîñè

ñå íà ðåä (3.31). Èñòà âåëè÷èíà, êàäà ñå èçðà÷óíà çà ðåä (3.30), jå íóìåðè÷êà

âðåäíîñò ïðîèçâîäà

Ax.

Òåîðåìà 3.3 jå Êîëè÷íè÷êè òåñò, ïà jå îâäå äîêàçàíî äà jå A = lim an+1

an
, êàäà

ãðàíè÷íà âðåäíîñò ïîñòîjè. Îäàòëå, è íà îñíîâó òåîðåìå 3.9, ñëåäè òåîðåìà

3.15, äîê òåîðåìà 3.16 ñëåäè âå£ èç ïðåòõîäíîã ðàçìàòðà»à. Êîøè îâäå íå

ïîìè»å âàðèjàíòó îâîã òâð¢å»à êîjå êîðèñòè ãîð»è ëèìåñ, ìàäà jå ñ îáçèðîì

íà Òåîðåìó 3.2, âåðîâàòíî áèî ñâåñòàí è òàêâå ìîãó£íîñòè (êàî øòî jå ïî-

çíàòî, òó âàðèjàíòó jå åêñïëèöèòíî êàñíèjå ôîðìóëèñàî Àäàìàð, ïà jå äàíàñ

çîâåìî »åãîâèì èìåíîì).

Ðåä (3.30) jå êîíâåðãåíòàí àêî jå îâà íóìåðè÷êà âðåäíîñò ìà»à îä 1, èëè

äðóãèì ðå÷èìà, àêî jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò ïðîìåí§èâå x ìà»à îä 1
A
.

Îâàj áðîj, 1
A
, ó òî âðåìå, jîø óâåê íèjå äîáèî ñàâðåìåíè íàçèâ ðàäèjóñ (ïî-

ëóïðå÷íèê) êîíâåðãåíöèjå.

Ñ äðóãå ñòðàíå, ðåä (3.30) jå äèâåðãåíòàí àêî jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò x âå£à

îä 1
A
. Ñòîãà, ìîæåìî ôîðìóëèñàòè òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.15: Íåêà jå A ãðàíè÷íà âðåäíîñò ïðåìà êîjîj n-òè êîðåí íàjâå£å

íóìåðè÷êå âðåäíîñòè an êîíâåðãèðà, çà ðàñòó£å n. Ðåä (3.30) êîíâåðãèðà çà ñâå

âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà

x = − 1

A
è x = +

1

A
,

è äèâåðãèðà çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå âàí îâèõ ãðàíèöà.

Óêîëèêî íóìåðè÷êà âðåäíîñò îäíîñà an+1

an
êîíâåðãèðà ïðåìà ôèêñíîj ãðàíè÷-

íîj âðåäíîñòè, òà ãðàíè÷íà âðåäíîñò jå æå§åíà âðåäíîñò A (ïðåìà òåîðåìè 3.9).

Îâî íàñ äîâîäè äî ñëåäå£å òåîðåìå:

Òåîðåìà 3.16: Àêî íóìåðè÷êà âðåäíîñò îäíîñà

an+1

an
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êîíâåðãèðà ïðåìà ãðàíè÷íîj âðåäíîñòè A, çà ðàñòó£å n, ðåä (3.30) jå êîíâåðãåí-

òàí çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà

x = − 1

A
è x = +

1

A
,

è äèâåðãèðà çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå âàí îâèõ ãðàíèöà.

Ïîñëåäèöà 3.3: Ïîñìàòðàjìî ðåä

1, 2x, 3x2, 4x3, ..., (n+ 1)xn, ... (3.32)

Êàêî je
an+1

an
=
n+ 2

n+ 1
= 1 +

1

n+ 1

è

A = 1,

òèìå çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä (3.32) êîíâåðãåíòàí çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå

èçìå¢ó ãðàíèöà

x = −1 è x = +1,

è äèâåðãèðà çà ñâå âðåäíîñòè x âàí îâèõ ãðàíèöà.

Ïîñëåäèöà 3.4: Ïîñìàòðàjìî ñàäà äðóãè ðåä

x

1
,
x2

2
,
x3

3
, ...,

xn

n
, ..., (3.33)

ó êîìå jå ñëîáîäàí ÷ëàí jåäíàê íóëè. Êàêî jå

an+1

an
=

n

n+ 1
=

1

1 + 1
n

è

A = 1,

ðåä (3.33) jå êîíâåðãåíòàí çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà

x = −1 è x = +1,

è äèâåðãèðà çà ñâå âðåäíîñòè x âàí îâèõ ãðàíèöà.

Ïîñëåäèöà 3.5: Íåêà jå ñàäà ðåä (3.30) ðåä

1,
µ

1
x,
µ(µ− 1)

1 · 2
x2, ...,

µ(µ− 1)(µ− 2)...(µ− n+ 1)

1 · 2 · 3...n
xn, ... (3.34)
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ãäå jå µ áèëî êîjà âåëè÷èíà. Òàäà íàëàçèìî

an+1

an
=
µ− n
n+ 1

= −
1− µ

n

1 + 1
n

îäàêëå ñëåäè äà jå

A = lim
1− µ

n

1 + 1
n

= 1.

Ðåä (3.34), jå èñòî êàî è ðåäîâè (3.32) è (3.33), êîíâåðãåíòàí çà ñâå âðåäíîñòè x

êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà

x = −1 è x = +1,

è äèâåðãèðà çà ñâå âðåäíîñòè x âàí îâèõ ãðàíèöà.

Ïîñëåäèöà 3.6: Ðàçìîòðèìî ñàäà ðåä

1,
x

1
,
x2

1 · 2
,

x3

1 · 2 · 3
, ...,

xn

1 · 2 · 3... · n
(3.35)

Êàêî jå
an+1

an
=

1

n+ 1

îäàêëå ñëåäè äà jå

A =
1

∞
= 0,

çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä êîíâåðãåíòàí èçìå¢ó ãðàíèöà

x = −1

0
= −∞ è x = +

1

0
= +∞,

òj. çà ñâå ðåàëíå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x.

Ïîñëåäèöà 3.7: Íà êðàjó, ïîñìàòðàjìî ðåä

1, 1 · x, 1 · 2 · x2, 1 · 2 · 3 · x3, ..., 1 · 2 · 3...n · xn, ... (3.36)

Êàêî jå
an+1

an
= n+ 1 è A =∞

ñëåäè äà jå
1

A
= 0.

Çàê§ó÷ójåìî äà jå ðåä (3.36) óâåê äèâåðãåíòàí, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà jå x = 0,

òàäà ñå ðåä (3.36) ñâîäè íà ñëîáîäàí ÷ëàí 1.

Àíàëèçèðàjó£è äîáèjåíå ðåçóëòàòå, ìîæåìî ïðèìåòèòè äà ñó ìå¢ó ðåäîâèìà

÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå
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x, íåêè èëè êîíâåðãåíòíè èëè äèâåðãåíòíè, ó çàâèñíîñòè îä âðåäíîñòè x, äîê ñó

äðóãè óâåê êîíâåðãåíòíè çà ñâàêî x, à íåêè ñó óâåê äèâåðãåíòíè, îñèì çà x = 0.

Ìîæåìî äîäàòè äà jå òåîðåìà 3.15 ïîóçäàíà ó ïîãëåäó êîíâåðãåíöèjå òàêâîã

ðåäà, îñèì ó ñëó÷àjó êàäà íóìåðè÷êà âðåäíîñò x ïîñòàjå jåäíàêà ïîçèòèâíîj

êîíñòàíòè 1
A
, òj. ïðåòïîñòàâ§àìî x = ± 1

A
. Êîíêðåòíî, ó îâîì ñëó÷àjó, ðåä ìîæå

áèòè êîíâåðãåíòàí, ìîæå áèòè äèâåðãåíòàí è êîíâåðãåíöèjà íåêàäà çàâèñè îä

çíàêà ïðîìåí§èâå x. Íà ïðèìåð, àêî ó ðåäó (3.33), çà êîjè jå A = 1, êàæåìî:

x = 1 è x = −1

äîáèjàìî ñëåäå£å ðåäîâå

1,
1

2
,
1

3
,
1

4
, ...,

1

n
, ... (3.37)

−1,+1

2
,−1

3
,+

1

4
, ...,± 1

n
, ... (3.38)

îä êîjèõ jå ïðâè äèâåðãåíòàí, à äðóãè êîíâåðãåíòàí. Âàæíî jå íàïîìåíóòè

äà, êàêî ñëåäè èç òåîðåìå 3.15, êàäà jå ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà

ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x êîíâåðãåíòàí çà x 6= 0, îñòàjå

êîíâåðãåíòàí àêî ñìà»ójåìî âðåäíîñò x èëè àêî ïóñòèìî äà x íåîãðàíè÷åíî

îïàäà.

Óêîëèêî ñó äâà ðåäà ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì

ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x êîíâåðãåíòíè çà èñòå ïðîìåí§èâå, ìîæåìî ïðèìåíèòè

òåîðåìå 3.13 è 3.14. Òî jå äîâî§íî äà ñå èçâåäó ñëåäå£å äâå òåîðåìå:

Òåîðåìà 3.17 Ïðåòïîñòàâèìî äà ñó îáà ðåäà a0, a1x, a2x
2, ..., anx

n, ...,

b0, b1x, b2x
2, ..., bnx

n, ...
(3.39)

êîíâåðãåíòíà çà îäðå¢åíó âðåäíîñò ïðîìåí§èâå x è »èõîâå ñóìå ñó s è s′, ðåäîì.

Îíäà jå

a0 + b0, (a1 + b1)x, (a2 + b2)x
2, ..., (an + bn)x

n, ... (3.40)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà s+ s′.

Ïîñëåäèöà 3.8: Ìîæåìî ëàêî ïðîøèðèòè îâó òåîðåìó íà âå£è áðîj ðåäîâà.

Íà ïðèìåð, àêî ñó ñâà òðè ðåäà

a0, a1x, a2x
2, ...,

b0, b1x, b2x
2, ...,

c0, c1x, c2x
2, ...,
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êîíâåðãåíòíà çà èñòó âðåäíîñò ïðîìåí§èâå x, è àêî îçíà÷èìî »èõîâå ñóìå ñà

s, s′, s′′, ðåäîì, îíäà jå

a0 + b0 + c0, (a1 + b1 + c1)x, (a2 + b2 + c2)x
2, ...,

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà s+ s′ + s′′.

Òåîðåìà 3.18: Ïîä èñòèì ïðåòïîñòàâêàìà êàî è ó ïðåòõîäíîj òåîðåìè, àêî

ñâàêè îä ðåäîâà (3.39) îñòàíå êîíâåðãåíòàí àêî èì çàìåíèìî ÷ëàíîâå ñà »èõî-

âèì íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà, òàäà jå a0b0, (a0b1 + a1b0)x, (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2, ...

..., (a0bn + a1bn−1 + ...+ an−1b1 + anb0)x
n, ...

(3.41)

íîâè êîíâåðãåíòàí ðåä, ÷èjà jå ñóìà ss′.

Çà äîêàç îâå ÷è»åíèöå jå, êàî øòî jå ïîçíàòî, áèòíà àïñîëóòíà êîíâåðãåí-

öèjà ñòåïåíîã ðåäà óíóòàð èíòåðâàëà êîíâåðãåíöèjå. Ñ îáçèðîì íà òåîðåìó

3.14, Êîøè jå âåðîâàòíî òîãà ñâåñòàí, ìàäà òî íå íàâîäè åêñïëèöèòíî.

Ïîñëåäèöà 3.9: Ïðåòõîäíà òåîðåìà jå ñàäðæàíà ó ôîðìóëè (a0 + a1x+ a2x
2 + ...(b0 + b1x+ b2x

2 + ...

= a0b0 + (a0b1 + a1b0)x+ (a0b2 + a1b1 + a2b0)x
2 + ...

(3.42)

êîjà îñòàjå òà÷íà ó ñëó÷àjó äà ñâàêè äî ðåäîâà (3.39) îñòàíå êîíâåðãåíòàí óêî-

ëèêî ñå »åãîâè ÷ëàíîâè çàìåíå íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà. Ïîä îâîì ïðåòïîñòàâ-

êîì ôîðìóëà (3.42) ñå ìîæå êîðèñòèòè äà ñå ïðîèçâîä ñóìå äâà ðåäà ïðîøèðè

ó íîâè ðåä èñòîã îáëèêà.

Ïîñëåäèöà 3.10: Ìîæåìî ìíîæèòè òðè èëè âèøå ðåäà îáëèêà (3.39), îä

êîjèõ ñâàêè îñòàjå êîíâåðãåíòàí êàäà ñå »åãîâè ÷ëàíîâè çàìåíå íóìåðè÷êèì

âðåäíîñòèìà, ïîíàâ§àjó£è íåêîëèêî ïóòà îïåðàöèjó ïðåäñòàâ§åíó jåäíà÷èíîì

(3.42). Äîáèjåíè ïðîèçâîä ïðåäñòàâ§à ñóìó íîâîã êîíâåðãåíòíîã ðåäà ÷èjè ñó

÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x.

Ïîñëåäèöà 3.11: Ó íàðåäíå äâå ïîñëåäèöå ïðåòïîñòàâèìî äà ñó ñâè ðåäîâè

÷èjå ñóìå ìíîæèìî jåäíàêè. Òàäà jå äîáèjåíè ïðîèçâîä öåëîáðîjíè ñòåïåí îä

ñâàêå ñóìå, è îâà ïîñëåä»à ñóìà òàêî¢å ïðåäñòàâ§à ñóìó ðåäà èñòå âðñòå. Íà

ïðèìåð, àêî jå a0 = b0, a1 = b1, a2 = b2, ..., èç jåäíà÷èíå (3.42) äîáèjàìî

(a0 + a1x+ a2x
2 + ...)2 = a20 + 2a0a1x+ (2a0a2 + a21)x

2 + ... (3.43)
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Ïîñëåäèöà 3.12: Àêî ñó

µ(µ− 1)(µ− 2)...(µ− n+ 1)

1 · 2 · 3... · n
xn

è
µ′(µ′ − 1)(µ′ − 2)...(µ′ − n+ 1)

1 · 2 · 3... · n
xn

îïøòè ÷ëàíîâè ðåäîâà (3.39), ãäå ñó µ è µ′ áèëî êîjå âåëè÷èíå, è àêî ñå ïðîìåí-

§èâà x íàëàçè èçìå¢ó ãðàíèöà x = −1 è x = +1, òàäà jå ñâàêè îä ðåäîâà (3.39)

êîíâåðãåíòàí, ÷àê è àêî çàìåíèìî »åãîâå ÷ëàíîâå íóìåðè÷êèì âðåäíîñòèìà, è

îïøòè ÷ëàí ðåäà (3.41) jå[
µ(µ− 1)...(µ− n+ 1)

1 · 2 · 3... · n
+
µ(µ− 1)...(µ− n+ 2)

1 · 2 · 3... · (n− 1)

µ′

1
+ ...

+
µ

1

µ′(µ′ − 1)...(µ′ − n+ 2)

1 · 2 · 3... · (n− 1)
+
µ′(µ′ − 1)...(µ′ − n+ 1)

1 · 2 · 3... · n

]
xn

=
(µ+ µ′)(µ+ µ′ − 1)(µ+ µ′ − 2)...(µ+ µ′ − n+ 1)

1 · 2 · 3... · n
xn.

Íåêà ϕ(µ) îçíà÷àâà ñóìó ïðâîã ðåäà ó (3.39) ïîä ïðåòïîñòàâêîì êîjó ñìî íà-

ïðàâèëè, òj. àêî ïðåòïîñòàâèìî

ϕ(µ) = 1 +
µ

1
x+

µ(µ− 1)

1 · 2
x2 + ..., (3.44)

îíäà ïîä èñòîì ïðåòïîñòàâêîì ñóìå ðåäîâà (3.39) è (3.41) ñó îçíà÷åíå ñà ϕ(µ),

ϕ(µ′) è ϕ(µ+ µ′), ðåäîì, òàêî äà jåäíà÷èíà (3.42) ïîñòàjå

ϕ(µ)ϕ(µ′) = ϕ(µ+ µ′). (3.45)

Óêîëèêî çàìåíèìî ðåä

b0, b1x, b2x
2, ...

ó jåäíà÷èíè (3.42) ïîëèíîìîì ñà êîíà÷íèì áðîjåì ÷ëàíîâà, äîáèjàìî ôîðìóëó

êîjà jå óâåê òà÷íà, ñâå äîê jå ðåä

a0, a1x, a2x
2, ...

êîíâåðãåíòàí. Îâî £åìî äîêàçàòè äèðåêòíî óâîäå£è ñëåäå£ó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.19: Àêî jå ðåä (3.30) êîíâåðãåíòàí è àêî ñóìó îâîã ðåäà ïîìíî-

æèìî ïîëèíîìîì

kxm + lxm−1 + ...+ px+ q, (3.46)
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ãäå jå m ïðèðîäàí áðîj, äîáèjåíè ïðîèçâîä ïðåäñòàâ§à ñóìó íîâîã êîíâåðãåíò-

íîã ðåäà èñòîã îáëèêà ÷èjè jå îïøòè ÷ëàí

(qan + pan−1 + ...+ lan−m+1 + kan−m)x
m,

ñâå äîê âåëè÷èíå

an−1, an−2, ..., an−m+1, an−m

êîjå èìàjó íåãàòèâíå èíäåêñå óçèìàjó âðåäíîñò íóëà. Äðóãèì ðå÷èìà, èìàìî

(kxm + lxm−1 + ...+ px+ q)(a0 + a1x+ a2x
2 + ...)

= qa0 + (qa1 + pa0)x+ ...

+(qam + pam−1 + ...+ la1 + ka0)x
m

+....................................................

+(qan + pan−1 + ...+ lan−m+1 + kan−m)x
n + ...

(3.47)

Äîêàç: Äà áèñìî ïîìíîæèëè ñóìó ðåäà (3.30) ïîëèíîìîì (3.46) äîâî§íî jå

äà ãà ñóêöåñèâíî ïîìíîæèìî ðàçëè÷èòèì ÷ëàíîâèìà ïîëèíîìà. Ñòîãà, èìàìî

(kxm + lxm−1 + ...+ px+ q)(a0 + a1x+ a2x
2 + ...)

= q(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) + px(a0 + a1x+ a2x

2 + ...)

+ (qam + pam−1 + ...+ la1 + ka0)x
m

+ ....................................................

+ lxm−1(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) + kxm(a0 + a1x+ a2x

2 + ...).

Ïîøòî çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n

q(a0 + a1x+ a2x
2 + ...+ an−1x

n−1)

= qa0 + qa1x+ qa2x
2 + ...+ qan−1x

n−1,

ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà jå, êàäà n òåæè áåñêîíà÷íîñòè,

q(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = qa0 + qa1x+ qa2x

2 + ...

Ñëè÷íî, íàëàçèìî

px(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = pa0x+ pa1x

2 + pa2x
3 + ...,

..............................................................................................,

lxm−1(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = la0x

m−1 + la1x
m + la2x

m+1 + ...,

kxm(a0 + a1x+ a2x
2 + ...) = ka0x

m + ka1x
m+1 + ka2x

m+2 + ...
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Àêî ñàáåðåìî ïîñëåä»å jåäíà÷èíå, çàòèì ôîðìèðàìî ñóìó îä äåñíèõ ñòðàíà jåä-

íàêîñòè è ãðóïèøåìî êîåôèöèjåíòå óç èñòå ñòåïåíå x, äîáèjàìî òà÷íî ôîðìóëó

(3.47).

Ïðåòïîñòàâèìî, ñàäà, äà âàðèðàìî âðåäíîñòè x çà ìàëå âåëè÷èíå. Ñâå äîê

jå ðåä êîíâåðãåíòàí, òj. ñâå äîê ñå x íàëàçè èçìå¢ó ãðàíèöà

− 1

A
è +

1

A
,

ñóìà ðåäà jå (ïðåìà òåîðåìè 3.1) íåïðåêèäíà ôóêöèjà ïðîìåí§èâå x. Jåäíà÷èíà

ϕ(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...

îñòàjå òà÷íà çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà − 1
A
è + 1

A
, øòî

óêàçójåìî ïèñà»åì îâèõ ãðàíèöà ïîðåä ðåäà:

ϕ(x) = a0 + a1x+ a2x
2 + ...

(
x = − 1

A
, x = +

1

A

)
. (3.48)

Êàäà ïðåòïîñòàâèìî äà jå ðåä ïîçíàò, ïîíåêàä ìîæåìî èç »åãà èçâåñòè âðåäíî-

ñòè ôóíêöèjå ϕ(x) ó êîíà÷íîì îáëèêó è òî jå îíî øòî íàçèâàìî ñóìèðà»å ðåäà.

Ìå¢óòèì, ÷åø£å jå ôóíêöèjà ϕ(x) ïîçíàòà, à ïîòðåáíî jå äà ðàçâèjåìî ó êîíâåð-

ãåíòíè ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà.

Ñ òèì ó âåçè, ëàêî jå ïîñòàâèòè ñëåäå£ó òåîðåìó:

Òåîðåìà 3.20: Íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ïðîìåí§èâå x ìîæå áèòè ðàçâèjåíà ó

êîíâåðãåíòàí ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòå-

ïåíèìà èñòå ïðîìåí§èâå íà íàjâèøå jåäàí íà÷èí.

Äîêàç: Ïðåòïîñòàâèìî äà ñìî ðàçâèëè ôóíêöèjó ϕ(x) íà äâà ðàçëè÷èòà íà-

÷èíà è íåêà ñó

a0, a1x, a2x
2, ..., anx

n, ...,

b0, b1x, b2x2, ..., bnx
n, ...

äâà ðàçâîjà, òj. äâà ðåäà, ñâàêè êîíâåðãåíòàí çà ñâå âðåäíîñòè x îñèì íóëå, è

ñâàêîìå jå ôóíêöèjà ϕ(x) ñóìà, ñâå äîê îñòàjå êîíâåðãåíòíà. Ïîøòî ñó îâà äâà

ðåäà ñòàëíî êîíâåðãåíòíà çà âåîìà ìàëå âðåäíîñòè x, çà òàêâå âðåäíîñòè âàæè

a0 + a1x+ a2x
2 + ... = b0 + b1x+ b2x

2 + ...

Çàíåìàðèâà»åì âðåäíîñòè x ó ïðåòõîäíîj jåäíà÷èíè, äîáèjàìî

a0 = b0.
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Ïðåòõîäíó jåäíà÷èíó ìîæåìî ñâåñòè íà

a1x+ a2x
2 + ... = b1x+ b2x

2 + ...

Òðàíñôîðìàöèjîì îâîã èçðàçà äîáèjàìî

x(a1 + a2x+ ...) = x(b1 + b2x+ ...)

Ìíîæå£è îáå ñòðàíå ñà 1
x
äîáèjàìî

a1 + a2x+ ... = b1 + b2x+ ...

êîjè òàêî¢å ìîðà áèòè òà÷àí çà âåîìà ìàëå âðåäíîñòè ïðîìåí§èâå x, ñàìèì òèì

çàê§ó÷ójåìî äà jå

a1 = b1.

Ïðèìå»ójó£è àíàëîãèjó, ìîæåìî ïîêàçàòè äà ñó êîíñòàíòå a0, a1, a2, ... jåäíàêå

êîíñòàíòàìà b0, b1, b2, ..., ðåäîì. Îäàâäå ñëåäè äà ñó òà äâà ðàçâîjà ôóíêöèjå

ϕ(x) èäåíòè÷íà.

Äèôåðåíöèjàëíè ðà÷óí ïðóæà âåîìà áðçå ìåòîäå ðàçâîjà ôóíêöèjà ó ðåä.

Îâå ìåòîäå £åìî îïèñàòè êàñíèjå. Çà ñàäà £åìî ñå îãðàíè÷èòè íà ðàçâîjå ôóíê-

öèjå (1 + x)µ, ãäå jå µ áèëî êîjà âåëè÷èíà è ïðèìåíó ó èçâî¢å»ó ðàçâîjà äâå

äðóãå ôóíêöèjå êîjå ïðîèçèëàçå èç ïðâå:

Ax è log(1 + x),

ãäå A îçíà÷àâà ïîçèòèâíó êîíñòàíòó è log jå ëîãàðèòàì ïðîèçâî§íå îñíîâå. Êàî

ïîñëåäèöà, ðåøè£åìî òðè ïðîáëåìà:

Ïðîáëåì 1: Êàäà jå ìîãó£å, ðàçâèòè ôóíêöèjó

(1 + x)µ

ó êîíâåðãåíòàí ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòå-

ïåíèìà.

Ðåøå»å: Íàjïðå, ïðåòïîñòàâèìî äà jå µ = m, ãäå jå m áèëî êîjè ïðèðîäàí

áðîj. Ïðåìà �óòíîâîj ôîðìóëè âàæè

(1 + x)m = 1 +
m

1
x+

m(m− 1)

1 · 2
x2 + ...

39



ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Ðåä ÷èjó ñóìó ÷èíè äåñíà ñòðàíà jåäíàêîñòè ôîðìóëå óâåê ñå ñàñòîjè îä êî-

íà÷íîã áðîjà ÷ëàíîâà. Ìå¢óòèì, àêî çàìåíèìî ïðèðîäàí áðîj m áèëî êîjîì

âåëè÷èíîì µ, íîâîäîáèjåíè ðåä:

1,
µ

1
x,
µ(µ− 1)

1 · 2
x2, ..., (3.49)

ñå ó îïøòåì ñëó÷àjó ñàñòîjè îä áåñêîíà÷íî ìíîãî ÷ëàíîâà è êîíâåðãåíòàí jå

ñàìî çà íóìåðè÷êå âðåäíîñòè x ìà»å îä 1. Êîðèñòå£è îâó ïðåòïîñòàâêó, íåêà

jå ϕ(µ) ñóìà íîâîã ðåäà:

ϕ(µ) = 1 +
µ

1
x+

µ(µ− 1)

1 · 2
x2 + ... (x = −1, x = +1). (3.50)

Íà îñíîâó òåîðåìå 3.1, ϕ(µ) jå íåïðåêèäíà ôóíêöèjà ïðîìåí§èâå µ óíóòàð ïðîè-

çâî§íèõ ãðàíèöà îâå ïðîìåí§èâå è âàæè (âèäåòè òåîðåìó 3.18, ïîñëåäèöó 3.12)

ϕ(µ)ϕ(µ′) = ϕ(µ+ µ′). (3.51)

Ðåøàâà»åì îâå jåäíà÷èíå äîáèjàìî:

ϕ(µ) = [ϕ(1)]µ = (1 + x)µ.

Àêî çàìåíèìî âðåäíîñò ϕ(µ), îäðå¢åíîã íà îâàj íà÷èí, ó ôîðìóëè (3.50),

äîáèjàìî äà çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó x = −1 è x = +1,

(1 + x)µ = 1 +
µ

1
x+

µ(µ− 1)

1 · 2
x2 + ... (x = −1, x = +1). (3.52)

Àêî jå íóìåðè÷êà âðåäíîñò x âå£à îä 1, ðåä (3.49) âèøå íèjå êîíâåðãåíòàí è

íåìà ñóìó, òàêî äà jåäíà÷èíà (3.52) âèøå íèjå òà÷íà. Ïîä îâîì ïðåòïîñòàâêîì,

êàî øòî £åìî êàñíèjå äîêàçàòè óç ïîìî£ äèôåðåíöèjàëíîã ðà÷óíà, íåìîãó£å jå

ðàçâèòè ôóíêöèjó (1+ x)µ ó êîíâåðãåíòàí ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà

ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x.

Ïîñëåäèöà 3.13: Àêî çàìåíèìî µ ñà 1
α
è x ñà αx ó jåäíà÷èíè (3.52), ãäå

jå α áåñêîíà÷íî ìàëà âåëè÷èíà, òàäà çà ñâå âðåäíîñòè αx êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó

ãðàíèöà −1 è +1, òj. çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå èçìå¢ó ãðàíèöà − 1
α
è

+ 1
α
, èìàìî

(1 + αx)
1
α = 1 +

x

1
+

x2

1 · 2
(1− α) + x3

1 · 2 · 3
(1− α)(1− 2α) + ...

(x = − 1

α
, x = +

1

α
).
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Ïîñëåä»à jåäíà÷èíà áè òðåáàëî äà îñòàíå òà÷íà, áåç îáçèðà íà òî êîëèêî jå

íóìåðè÷êà âðåäíîñò âåëè÷èíå α ìàëà. Ó ñëó÷àjó êàäà α òåæè íóëè, èìàìî

lim(1 + αx)
1
α = 1 +

x

1
+

x2

1 · 2
+

x3

1 · 2 · 3
+ ... (x = −∞, x = +∞). (3.53)

Îñòàjå íàì äà ïðîíà¢åìî ãðàíè÷íó âðåäíîñò (1 + αx)
1
α . Ïðâî, èç ïðåòõîäíå

ôîðìóëå äîáèjàìî äà jå

lim(1 + α)
1
α = 1 +

1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ ...

èëè, äðóãèì ðå÷èìà,

lim(1 + α)
1
α = e, (3.54)

ãäå jå e îñíîâà Íåïåðîâîã ëîãàðèòìà. Ìîæåìî îäìàõ çàê§ó÷èòè äà jå

lim(1 + αx)
1
αx = e,

è êàî ïîñëåäèöà,

lim(1 + αx)
1
α = lim[(1 + αx)

1
αx ]x = ex.

Àêî çàìåíèìî âðåäíîñò îä (1 + α)
1
α ó jåäíà÷èíó (3.53), äîáèjàìî ñëåäå£å:

ex = 1 +
x

1
+

x2

1 · 2
+

x3

1 · 2 · 3
+ ... (x = −∞, x = +∞). (3.55)

Jåäíà÷èíó (3.55) ìîæåìî äèðåêòíî èçâåñòè ïîñìàòðàjó£è äà jå íèç

1,
x

1
,
x2

1 · 2
,

x3

1 · 2 · 3
, ... (3.56)

êîíâåðãåíòàí çà ñâå âðåäíîñòè x è òðàæå£è ôóíêöèjó ïðîìåí§èâå x êîjà ïðåä-

ñòàâ§à ñóìó èñòîã ðåäà. Íåêà jå ϕ(x) ñóìà ðåäà (3.56), ÷èjè jå îïøòè ÷ëàí

xn

1 · 2 · 3 · ... · n
.

Òàäà jå ϕ(y) ñóìà ðåäà ÷èjè jå îïøòè ÷ëàí

yn

1 · 2 · 3 · ... · n
.

Ïðåìà òåîðåìè 3.14, ïðîèçâîä îâå äâå ñóìå jå ñóìà íîâîã ðåäà ÷èjè jå îïøòè

÷ëàí

xn

1 · 2 · 3 · ... · n
+

xn−1

1 · 2 · 3 · ... · (n− 1)

y

1
+ ...

+
x

1

yn−1

1 · 2 · 3 · ... · (n− 1)
+

xn

1 · 2 · 3 · ... · n
=

(x+ y)n

1 · 2 · 3 · ... · n
.
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Îâàj ïðîèçâîä jå, ñòîãà, jåäíàê ϕ(x+ y) è, àêî jå

ϕ(x) = 1 +
x

1
+

x2

1 · 2
+

x3

1 · 2 · 3
+ ...

òàäà ôóíêöèjà ϕ(x) çàäîâî§àâà jåäíà÷èíó

ϕ(x)ϕ(y) = ϕ(x+ y).

Ðåøàâàjó£è îâó jåäíà÷èíó, äîáèjàìî

ϕ(x) = [ϕ(1)]x =

(
1 +

1

1
+

1

1 · 2
+

1

1 · 2 · 3
+ ...

)x
.

Ñëåäè äà jå

ϕ(x) = ex.

Ïîñëåäèöà 3.14: Àêî ïðâî îäóçìåìî 1 îä îáå ñòðàíå jåäíà÷èíå (3.52), è

çàòèì èõ ïîäåëèìî ñà µ, jåäíà÷èíà êîjó äîáèjàìî jå:

(1 + x)µ − 1

µ
= x− x2

2
(1− µ) + x3

3
(1− µ)(1− 1

2
µ)− ...

(x = −1, x = +1).

Àêî ó ïîñëåä»îj jåäíà÷èíè ïóñòèìî äà µ òåæè êà íóëè, òàäà jå

lim
(1 + x)µ − 1

µ
= x− x

2
+
x3

3
+ ... (3.57)

Äà§å, àêî ln îçíà÷àâà Íåïåðîâ ëîãàðèòîì ñà îñíîâîì e, òàäà î÷èãëåäíî èìàìî

1 + x = eln(1+x)

è

(1 + x)µ = eµ ln(a+x) = 1 +
µ ln(a+ x)

1
+
µ2[ln(1 + x)]2

1 · 2
+ ...

Çàê§ó÷ójåìî äà

(1 + x)µ − 1

µ
= ln(1 + x) +

µ

2
[ln(1 + x)]2 + ...

Êàî ïîñëåäèöà, èìàìî

lim
(1 + x)µ − 1

µ
= ln(1 + x). (3.58)

42



ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Ïðåìà òîìå, ôîðìóëà (3.58) ïîñòàjå

ln(1 + x) = x− x2

2
+
x3

3
− ... (x = −1, x = +1). (3.59)

Ïðåòõîäíà jåäíà÷èíà îñòàjå òà÷íà ñâå äîê ñó íóìåðè÷êå âðåäíîñòè x ìà»å îä

1. Ó îâîì ñëó÷àjó, ðåä

x,−x
2

2
,+

x3

3
, ...,±x

n

n
, ... (3.60)

jå êîíâåðãåíòàí, êàî ðåä (3.33), êîjè ñå ðàçëèêójå ñàìî ó çíàêó ÷ëàíîâà íà ïàð-

íèì ìåñòèìà. Ïîøòî jå ðåä äèâåðãåíòàí çà x âå£å îä 1, îâà ïðåòïîñòàâêà íå

âàæè çà jåäíà÷èíó (3.59).

Ó ïîñåáíîì ñëó÷àjó, çà x = 1, ðåä (3.60) ñå ñâîäè íà ðåä (3.19), êîjè jå

êîíâåðãåíòàí, êàî øòî ñìî ïîêàçàëè. Ïðåìà òîìå, jåäíà÷èíà (3.59) áè òðåáàëî

äà îñòàíå òà÷íà, òàêî äà èìàìî

ln(2) = 1− 1

2
+

1

3
− 1

4
+ ... (3.61)

Ñ äðóãå ñòðàíå, àêî jå x = −1, ðåä (3.60) äèâåðãèðà è íåìà ñóìó. Ìîæåìî

ïðèìåòèòè äà, àêî çàìåíèìî −x çà x ó ôîðìóëè (3.59), ìå»àìî çíàêîâå ñà îáå

ñòðàíå jåäíà÷èíå, äîáèjàìî ñëåäå£å

ln

(
1

1− x

)
= x+

x2

2
+
x3

3
+ ... (x = −1, x = +1). (3.62)

Ïðîáëåì 2: Ðàçâèòè ôóíêöèjó

Ax,

ãäå jå A ïðîèçâî§àí áðîj, ó êîíâåðãåíòàí ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà

ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå x.

Ðåøå»å: Ïðåòïîñòàâèìî, è äà§å, äà ln îçíà÷àâà Íåïåðîâ ëîãàðèòàì ñà îñíî-

âîì e. Ïðåìà äåôèíèöèjè îâîã ëîãàðèòìà, èìàìî

A = eln(A),

è òèìå çàê§ó÷ójåìî äà

Ax = ex ln(A). (3.63)

Êîðèñòå£è jåäíà÷èíó (3.55), ñëåäè Ax = 1 + x ln(A)
1

+ x2[ln(A)]2

1·2 + x3[ln(A)]3

1·2·3 + ...

(x = −∞, x = +∞).
(3.64)
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ÃËÀÂÀ 3. Î ÐÅÄÎÂÈÌÀ. ÏÐÀÂÈËÀ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÖÈJÅ ÐÅÄÎÂÀ. ÑÓÌÀ
ÍÅÊÈÕ ÊÎÍÂÅÐÃÅÍÒÍÈÕ ÐÅÄÎÂÀ

Ïîñëåä»à ôîðìóëà jå òà÷íà çà ñâå ìîãó£å ðåàëíå âðåäíîñòè x.

Ïðîáëåì 3: Àêî jå ñà log îçíà÷åí ëîãàðèòàì ñà îñíîâîì A, ðàçâèòè, ãäå jå

ìîãó£å, ôóíêöèjó

log(1 + x)

ó ðåä ÷èjè ñó ÷ëàíîâè ïîðå¢àíè ïðåìà ðàñòó£èì öåëîáðîjíèì ñòåïåíèìà ïðî-

ìåí§èâå x.

Ðåøå»å: Íà îñíîâó ïîçíàòèõ îñîáèíà ëîãàðèòìà (ïðåëàçàê ñà jåäíå îñíîâå

íà äðóãó è logAA = 1) è òðàíñôîðìàöèjîì èçðàçà ñëåäè

log(1 + x) =
log(1 + x)

logA
=

ln(1 + x)

ln(A)
.

Êîðèñòå£è ôîðìóëó (3.59), äîáèjàìî äà jå çà ñâå âðåäíîñòè x êîjå ñå íàëàçå

èçìå¢ó ãðàíèöà x = −1 è x = 1,

log(1 + x) =
1

ln(A)

(
x− x2

2
+
x3

3
− ...

)
(x = −1, x = +1). (3.65)

Ïîñëåä»à ôîðìóëà jå òà÷íà ÷àê è çà x = 1, äîê çà x = −1 è x2 > 1 íèjå.
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Ãëàâà 4

Çàê§ó÷àê

Êîøèjåâ äîïðèíîñ ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè jå îãðîìàí. Ó¶áåíèê Course

d'analyse jå jåäíà îä íàjóòèöàjíèjèõ ìàòåìàòè÷êèõ ê»èãà èêàäà íàïèñàíèõ. Ó

îâîì ðàäó jå ïðèêàçàí ñàìî jåäàí ìàëè äåî »åãîâîã øèðîêîã îïóñà.

Íàjïðå ñó óâåäåíè íåîïõîäíè ïîjìîâè - Êîøèjåâå äåôèíèöèjå áðîjà, âåëè-

÷èíå, ãðàíè÷íå âðåäíîñòè, áåñêîíà÷íî ìàëå, áåñêîíà÷íî âåëèêå âåëè÷èíå, êàî

è íåïðåêèäíîñò ôóíêöèjà. Îñòàòàê ðàäà jå ïîñâå£åí àíàëèçè ðåäîâà êîjó jå

ñïðîâåî Êîøè. Ïðâó ðàçëèêó ó îäíîñó íà äàíàø»ó òåîðèjó ðåäîâà óî÷àâàìî ó

ñàìîj äåôèíèöèjè ðåäà: Êîøè ðåä äåôèíèøå êàî áåñêîíà÷àí íèç âåëè÷èíà, êîjè

áèñìî ìè äàíàñ íàçâàëè jåäíîñòàâíî - íèçîì, äîê ïîä ðåäîì ñìàòðàìî áåñêî-

íà÷íó ñóìó íèçà. Àíàëèçèðàíè ñó ðåäîâè ñà ïîçèòèâíèì ÷ëàíîâèìà, ðåäîâè ñà

ïîçèòèâíèì è íåãàòèâíèì ÷ëàíîâèìà (êîjå áèñìî äàíàñ íàçâàëè ðåäîâè ñà ïðî-

èçâî§íèì ÷ëàíîâèìà) è ðåäîâè ñà ÷ëàíîâèìà ïîðå¢àíèì ïðåìà ðàñòó£èì öåëî-

áðîjíèì ñòåïåíèìà ïðîìåí§èâå (ñòåïåíè ðåäîâè). Êîøè ïîñòàâ§à ïîòðåáíå è

äîâî§íå óñëîâå êîíâåðãåíöèjå ñâèõ îâèõ ðåäîâà, êîjå êîðèñòèìî è äàíàñ. Íèjå

äîêàçèâàî ñâå óñëîâå êîíâåðãåíöèjå, ñ îájàø»å»åì äà ñó íåêè îä »èõ î÷èãëåäíè.

Ó äàíàø»èì ó¶áåíèöèìà òå òåîðåìå èìàjó äîêàç.

Ïîñòàâ§à»åì ïàðàëåëå èçìå¢ó òåîðèjå íàïèñàíå ó Course d'analyse è äàíà-

ø»èõ ó¶áåíèêà, ìîæåìî äà çàê§ó÷èìî äà ñå òåîðèjà ðåäîâà êîjà ñå ó÷èëà ó

19. âåêó, ó÷è è äàíàñ, óç äîïóíå è êîðåêöèjå. Êîøè ó íåêèì èçâî¢å»èìà è

òåîðåìàìà, ïðåìà ñòàíäàðäèìà ìîäåðíå ìàòåìàòèêå, íèjå áèî ïîòïóíî ïðåöè-

çàí. Êàñíèjå ñó ìàòåìàòè÷àðè, ïîïóò Âàjåðøòðàñà, »åãîâà òâð¢å»à äîïóíèëè

è äîêàçàëè.

Âåëèêè áðîj ïîjìîâà è òâð¢å»à êîjà äàíàñ âåçójåìî çà Êîøèjåâî èìå: Êîøè-

jåâ íèç, Êîøè-Áîëöàíîâà òåîðåìà î ìå¢óâðåäíîñòè, Êîøèjåâà òåîðåìà î ñðåä»îj
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âðåäíîñòè, Êîøèjåâ îáëèê îñòàòêà ó Òåjëîðîâîj ôîðìóëè, Êîøèjåâà èíòåãðàëíà

ôîðìóëà ó êîìïëåêñíîj àíàëèçè, èòä, ñàìî óêàçójó íà òî êîëèêè jå Êîøè îñòà-

âèî òðàã ó ìàòåìàòè÷êîj àíàëèçè.
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