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1.YBopg

Pagu Jsakiie opraHusanuje NpocTOpa, YecTO Ce BpLIM ceseKLHMja objekaTa Ha
OCHOBY HEKOI KPMTEpPHjyMa, a TO MOI'y OUTH BeJIMYMHA, 00JIMK, 60ja U Tako fasbe. ObjeKTe
KOjU 33/10B0/baBajy U3abpaHu KPUTEPHUjyM CBPCTABAMO y CKYII.

Ha camoM noueTky paga, sahemo geduHuLMjy OMHApHe peJialyje Ha IPU3BOJ/bHOM
CKyIly Kao U CBOjCTBa Koje Ta peJsialidja Mopa Jila 3a/l0BO/baBa Kako OU OuJa peJsanuja
ekBuBaJieHIMje. OBaKkBa peJsialiyja HaM oMoryhaBa nogeJsy ejeMeHaTa CKylla Ha KJace
eKBUBaJleHl|Hje Koje he HaM OUTH O M3y3eTHOr 3Hayaja y Aa/beM paay. Jlahemo nperneg,
OCHOBHHMX IIOjMOBa O IlepMyTaliMjaMa, JejcTBMMa Ipyla, Kao U IperJjeJ IpUMeHa
BepHcajoBe JieMe Ha Hajpas/M4yMTHje NpobseMe Opojama. YBepuheMo ce Kako ce
pa3/IMYUTH Npob6JeMU K3 XeMHUje M pauyHapCTBa KOjU 3axTeBajy Opoj pasMYUMTHX
objekaTa CKyIma MOTYy CBeCTU Ha MpobJsieM 6ojewa. [IprkazaheMo GieKCHOUTHU]U METO/,
eHyMepauuje Mabapckor Matematruyapa beph [losbe, nosHatuju kao IlosbrHa Teopema
eHyMepalyje Kojy heMo ujiycTpoBaTH MHOTOOPOjHUM pUMepHUMa.



2. Pesianiyje M Kj1ace eKBUBaJIeHLMje

2.1 Penanmje

Y JbyJICKOj MPUPOJHU je a CBe OKO cebe Ipymulle y pa3judyuTe cKynoBe. Moxe ce
M3BPIIMTH M0Jes1a KUBUX O6uha npema mnoJy, ctapocTu uau 6oju koce. Takohe, moxxeMo
M3BPIIMTH CeJIeKLHjy MHOTOYIJOBa Ha TPOYIJIOBE, YeTBOPOYIJIOBE, NMETOYIJIOBE U TaKO
Jla/be. YKOJIMKO U3BPLIMMO OBaKBY No/jeny, HaMmehe ce ciesehe nuTtame: kajga hemo pehu
Jla Cy [iBa eJleMeHTa CKyna ucra?

[Ipumep 1 banamo HoBuuh fBa nyTa ¥ 3anucyjemo Aa Jju je najuo nucmo (I1) nau ronasa ().
Heka je X ckym cBUX MCX0/la HAKOH MeET TaKBUX Oaljamba.

X ={(1,D), , , (TIL D), (T, 1)}

3a esiemenTe (I1,T) u (I1,I") kaxkeMo Aa cy UCTH (€EKBUBAJIEHTHH) jep je y MpBOM Galamwy
nasio nucmo (I), a y gpyrom 6Gauawy nana rsaaea (I'), oK cy CBU OCTald eJeMEHTHU
MehycoOHO pasInyUuTH.

Y npeTxoZHOM IpUMepy CMO BU/ies M Kazia hemo 3a /iBa esieMeHTa cKyna pehu ga cy
ucTa (ekBHBaJeHTHA). [IpeTmocTaBUMO caJila Ja MOCMaTpaMoO CKyNn KOju uMa 6ap JBa
pa3jiMyMTa eJieMeHTa.

CaZia MOXKeMO MOCTaBUTH ciiefiehe MUTame: a JI 0CTojU pesanyja (Be3a) usmehy
JiBa eJIeMeHTa UCTOT CKyma?

Jedununuja 1 Heka cy X' u Y HenpasHU cKynoBH. [lekapTOB NPOU3BO/J, CKynoBa XU Y, y
o3Hauu X X Y, nedpuHuIIeMO Kao CKyIl ypeheHUX napoBa KO/ KOjUX je MpBa KOMIIOHEHTA
U3 cKkymna X, a gpyra komnoHeHtauz ckyna ¥, X XY ={(x,y)|x € X, y € Y}.

[pumep 2 Hekaje X = {1,2} u Y = {3,4}.
Tagaje X XY = {(1,3),(1,4),(2,3),(2,4)}.

Jedununyja 2 BuHapHa pesanuja S Ha ckyny X je moAackyn JlekapToBor Mpou3Bo/a
XxX={(ab)a€X,beX}



Mpumep 3 Hekaje X = {1,2,3,4}.

X x X ={(11),(12),(13),(1,4),(22),(21),(23),(24),(3,3),(3,1),(3,2),(3,4), (44),
(4,1),(4,2),(4,3)}

JenHa 6uHapHa peksanyja S Ha ckyny X gmata je ca S ={(1,1),(1,3),(3,1),(3,3),
(2,2),(2,4),(4,2), (4,4}

Y cnydajy 6uHapHe peJsauuje S Ha ckyny X, o6M4HO heMo nucatu aSh yKoJIMKO je
(a,b) €8S.

Ha ocHOBy MMeHa MOXeMO 3aK/byYUTH Ja HaM OHWHapHe pekJjaluje Jajy jacHO
JebuHMCcaHy Be3y U3Mehy JiBa eJieMeHTa UCTOT CKyTa.

Penauwuja S partay /lpumepy 3 Moxe 6UTH JepUHNUCAaHA U Ha cefehy HAYUH:
S={(a,b)la€X,b € X,aub cyucre napHocTH}.

Jedununyja 3 Heka je X HenmpasaH CKyn 4 HeKa je S 6UHapHa pesianuja Ha X.
YKOJIMKO je UCIyHeHO:
1. PedunekcuBHocT: (Va € X) aSa

2. CumetpuuHoct: (Va,b € X) aSh = bSa
3. TpausutuBHocT: (Va,b,c € X) (aSh A bSc) = aSc

OH/JIa S HAa3MBaMO peJlaliujoM eKBUBaJIEHLHje.

[Ipumep 4 Heka je X ckyn cBux Jbyau y Cpouju. Je/Ha pesialiyja eKBUBaJeHIIUje Ha CKyny X
natajecaS = {(a,b)| a,b € X, au b cy ucte BucuHe}.

1. PedaekcuBHocT: (Va € X) aSa

2. CumetpuuHocT: (Va,b € X) aSbh = bSa (ykoJiMKo je ocoba a UCTe BUCHHE Kao 0coba
b, oHz1a je 1 0coba b ucTe BUCHHE Kao U 0coba a)

3. TpausutuBHocT: (Va,b,c € X) (aSh A bSc) = aSc (ykoauko je ocoba a HCTe
BUCHHe Kao ocoba b u ocoba b ucTe BUCHHE Kao 0coba ¢, OHJIa je U 0coba a UCTe
BUCHHE Kao ocoba c)

[Ipumep 5 Heka je X ckyn cBux byau y Cpbuju U Heka je pesanuja S gata Ha ciaefehu
HauuH: S = {(a,b)| a,b € X, ocoba a je 6apeM BUCHHE Kao ocoba b}.

1. PedunekcuBHocT: (Va € X) aSa

2. CuMeTpHYHOCT (He BaXXM): YKOJIUKO je 0coba a 6apeM BUCMHE Kao 0coba b, oHJia He
BaXKU /1A je ocoba b bapeM BUCHHE Kao 0coba a.

3. TpausutuBHocT: (Va,b,c € X) (aSh A bSc) = aSc (ykonuko je ocoba a 6GapeMm
BUCHHe Kao ocoba b v ocoba b 6apeM BUCHHE Kao ocoba ¢, OHJia je U ocoba a bapeM
BUCHHe Kao ocoba )



Y oBoM mnpumepy MOXeMO BHJETH peJaliMjy Ha CKyny X Koja HHUje peJsanuja
eKBUBaJIeHLHje.

[Ipumep 6 IlocMaTpajMO HM3 HOBOTOAHWIILUX yKpaca y OOJIMKYy 3Be3Jie ca IeT KpaKoBa.
CBaky yKpac je noJie/b€H Ha IeT jelHAKUX [ieJI0Ba 0/, KOjUX CBAKH [le0 He3aBHUCHO MOXe
OUTH OCBeTJ/bEH WJIM He. YKOJIMKO je J1e0 OCBeT/beH 00juMo ra 6esoM 60joM, a YKOJHUKO
HUje 60juMo cuBOM 6OojoM. Heka je X ckyn cBuX TakBUX ykKpaca. /logaTHO MOXeMoO
NPEeTNOCTAaBUTH Jja Ce CBAKU YKpac Moxe potupatu 3a 0°, 72°, 144°, 216° uau 288°.

Ha ckyny X pebunumnmo penauujy S Tako ga aSb ako ce ykpac b Moxe JOGUTU Of
yKpaca a poTalyjoM 3a HEKH yrao.

[TocMaTpajmo caza ckym X:

e e

U, Us Us Us Us

e




U24— U25 U26
U27 U28 U29 U30 U31
Us,

Cnuka 1: CBa 60jerba HOBOTOJUIILUX YKpaca y /iBe 60je.



JlokaxxuMo Jia je S peJsialivja eKBUBaJIEHLMje Ha CKyny X.

1.

PedsiekcuBHoCT: (Va € X) aSa (ykpac a ce MOxe JJOGUTH U3 YKpaca a poTalyjoM 3a
0°)

CumeTtpuyHocT: (Va,b € X) aSh = bSa (ykoJuKO ce ykpac b Mo)ke 3apOTUpPATH 0
yKpaca a 3a yrao oJ X°, oHJja ce YKpac a MOXe 3apOTHpaTH A0 yKpaca b 3a yrao of
(360 — x)")

TpausutuBHoct: (Va,b,c € X) (aShb A bSc) = aSc (ykoauko ce ykpac b Moxe
3apOTHUPATH [I0 YKpaca a 3a yrao oJi X° ¥ YKOJIMKO Ce YKpac ¢ MOXe 3apOTHUPATHU [0
yKpaca b 3ayrao o y°, OHZA Ce YKpac ¢ MOe 3apOTHPATH JI0 yKpaca a 3a yrao of
(x + y)°Bosehu pauyHa jga poranujy 3a yrao (360 + x) moucrosehyjemo ca
poTaLujoM 3a yrao oz x°)

[Ipumep 7 Heka je X ckyn cBUX HH30Ba KOjU Ce cacToje O 11 CHjasivlia mopehaHux jeHa
nopej Apyre v Ipyu TOMe UMaMoO MOTYNHOCT a CBaKy CHjaJIULy U3 HHW3a N0CEOHO yIaJIuMO,

OJHOCHO yraCruMo.

O-O-OC0O0000
O-O0-O00O O0000
O-O-O0O00O00

Ciuvka 2: HekoiMko MOTYhHOCTH 32 HU3 KOjU Ce CaCcTOju OJ1 YeTUPHU CHjaJIHIIE.

/lBa HU3a, a U b, cy y pesaniyjyu S U nuiieMo aSh, YKOJMKO UMajy UCTH OpOj yna/beHUX

cyjanuua. Taga je S jegHa pesanyja eKBUBaJIeHIHje.

1.
2.

PedusiekcuBHocT: (Va € X) aSa

CumetpuuHocT: (Va,b € X) aSh = bSa (yKoJMKO HU3 b UMa UCTH OPOj yna/beHUX
CUjasivlia Kao HU3 a, OH/IAa M HU3 a UMa UCTU Opoj ya/beHUX CHjalnlia Kao y HU3 b).
TpausutusHoct: (Va,b,c € X) (aSh A bSc) = aSc (ykoauko HU3 b UMa KCTU 6pPOj
ylna/beHUX CHjaJidIia Kao U HU3 a U YKOJUKO HU3 C MMa HUCTH OpPOj yna/beHHX
cHjasiiIa Kao HU3 b, OHJla M HU3 € MMa UCTH ODPOj yna/beHUX CHjaIila Kao U HU3 Q).



2.2 Ki1ace eKkBuBaJjieHLje

Pesanyja ekBMBasieHLIUje S Ha CKyIy X JleJId eJleMeHTe TOr CKyIa Ha KJlace Koje
Ha3uBaMO KJlacaMa eKBUBaJIeHLHje.

[locMaTpajMo Npou3BoJ/baH eJieMeHT a U3 ckyna X. Kiiacy ekBuBasieHIMje Koja caip»Ku
eJIeMEeHT a, obesiexkxaBaMo ca C(a) ¥ oHa ce cacToju O CBUX ejleMeHaTa b U3 cKyna X Tako
Ja Baxku aSh, onHocHo C(a) = {b € X| aSh}.

TBphemwe 1 Heka cy a, b, c € X npou3BO/bHU eJIeMEHTH, TaJla BaXKHU:

1 a€C(a)
2. Cla)=Cch)umca)ncb) =0

onas:

1. U3 pedieKCMBHOCTH HUMaMO Ja je aSa Mma MOXeMO 3aK/bYYHUTH [a CBAKU eJIeMEeHT
CKyna X nmpuiaja CB0joj KJ1acu eKBUBaJIeHLIHje;

2. Heka c € C(a) u c € C(b), Tana umamo Ja je aSc u bSc. [lpuMeHOM CHUMeTpHje
JflobujaMo Ja je aSc v cSh. KoHayHO, U3 TPaH3UTHBHOCTH UMaMo Ja je aSh.
Heka je y € C(b), Taga umamo fga je bSy. U3 aSbh u bSy pobujamo aSy mto je
eKBHBaJIEHTHO YiukbeHULM Aa y € C(a). Jobujamo aaje C(b) € C(a).
Civ4yHO TOMe, MOKeMo MNokasaTu ja je je C(a) € C(b), ma 3ak/byyyjeMo Ja je
C(a) = C(b).

[IpeTxoiHO TBphewe HAC AOBOAHU 10 ciesehe TeopeMme.

Teopema 1 Axo je S pesianuja eKBUBaJIeHIMje Ha CKyNny X, TaJa CBaKU eJIeMeHT cKyna X
Npynaja Ta4yHo jeIHOj KJIacu eKBUBaJIeHLHje.

Ykonuko nocmarpaMo /lpumep 6, MOXKeMO HU3JBOJUTU TAaYHO OCaM pas3JIMYUTHUX KJaca
eKBUBaJIeHLHje:

Kiaca 1



T W

Q00 8¢
R W
-9 0-10-0
8- 0:0: 0




9. 0.0 0 ¢

Kiaca 7

Kuaca 8
Cnuka 3: Kiace ekBUBaJIeHIIMje HOBOTOJUIIIHLUX YKpaca 060jeHUX y AiBe 60je.

[TocMaTpajMo nmoHoBO /Iprmep 7 Kaja ce HU3 cacToju of 4 cujanuue. Taga MoxeMo
YOUMUTH NeT Pa3/IMYNTUX Kjlaca eKBUBaJIeHLHje.

o000 O-O-O-0
Kraca 1 o000
O-0-0-0 o000
Crnca 2 o000

Kuaca 3

o000 o000
o000 o000
o000 o000
o000 o000

Kiaca 5

Kiaca 4

Ciuka 4: Knace ekBrBaJIeHIje HU3a KOjU Ce CaCTOjU OJf YeTUPU CHUjasIUILIe.
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3. [lepmyTauuje
3.1 lepuHunuja nepmyTanmja
Jedunnunyja 4 llepmyTaniyja je 6ujekiyja cKyma y caMmor ceoe.

[locmatpajmo ckyn X = {1,2, 3, ..., n}. [lepmyTanujy koja npetrBapa esieMeHT 1y a,
2y a, U TaKo JlaJbe, MOXKeMO 3aMUCaTH Ha ciefehu HauuH:

(1 2 n)
a1 az cee anl

[TlepmyTanuja 213 je kpahu 06J/IMK 3aNIMCHBaba epMyTalyje (% i g)

uau kpahe a,a, -+ a,.

[lepmyTanujy (; i g) MOKEMO CXBAaTUTH U Kao ¢yHkuujy m:{1,2,3} - {1,2,3}

nedunucany can(1l) = 2,n(2) = 1,m(3) = 3.

Ca gpyre cTpaHe, cBaKy OUjeKTHBHY QYHKLHMjy f KoOja CIMKa KOHayaH cKyn X y
caMor cebe MOXeMO IJeJlaTh Kao NepMyTalujy Ha CKyny X TaKo IITO eJeMeHTe CKyna
UJleHTUPUKYjeMo ca LieJIUM 6pojeBUMa.

Pajgu unycrpanuje, Heka je ckyn X = {p, q, v} u Heka je dyHKIHja [ neduHMCcaHa ca
f) =r,f(@) =p, f(r) = q. Hakon nnentuduxauuje p =1,q = 2,r =3 ¢yuxunjy f

. (1 2 3
MOXKEMO 3aMHC/IUTH ¥ Kao IPeMyTaLmjy | o 4 2).

[IpuposHO ce nocTaBJ/ba ciejiehe nuTamwe: Kako Aa AePUHUILIEMO KOMIIO3ULUjY [IBe
nepMmyrayuje?
Heka cy my u m, nepmyTanuje ckyna X = {1, 2, 3} aate Ha cinegehu HauuH:

m=(p 1 Jum=G1 2

KoMmnosuuujy (npousBoj) nepMmyTtauuja my U T, y 03HALM T © TT,, ,00HMjaMO TaKO
IITO MPBO 3aMEHUMO eJieMeHTe ePMyTal|ijOM 7T, @ HAKOH TOTa IPUMEHUMO NepMyTaLHjy
71, IITO Ce CJaXke ca KOMIO3UIMjoM QyHKIH]a.

(12 (1) =1, (3) =3
7T1(7T2(2)) =mq (1) =2
my(m2(3)) = m(2) = 1

123)'

Konauno gobujamo my o m, = (3 5 1
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3.2 TI'pyna nepmMmyTanuja

O3Ha4yMMoO ca G CKyIl CBUX llepMyTaliyja IPOM3BOJbHOT CKyNa X.
Baxke cnenehe ocobuHe:

3aTBopeHocT (G1): (Vmy,m, EG) Ty 0 Ty €EG

AcoumjatuBHOCT (G2): (VTt1,T5, T3 € G) (M0 Ty) © M3 =m0 (M, © T3)
Heytpan (G3):(An, €EG) (VT EG) T, oM =Tom, =T

WUnBep3 (G4):(Vr e 6)AnteG)non t=nlon=m,

B W NN

Y ocobuHU G3, nepMmyTalyja i, je AaTa Ha ciaeAehur HAYUH:
(1 2 - n
7T“?_(1 7 )
MepmyTtanujy 7~ y ocobunu G4 nedUHMIIEMO TaKO Ja pagd CyNpOTHO Of

nepmyTanuje .
Ha npumep, ako je

OH/Ia je

SR

Jedununyja 5 Heka je X 6110 KOju CKyn U HeKa je o GMHApHA omepanuja Ha cKyny X.
Ypebenu nap (X,°) 30BeMo rpynoM yKOJIMKO 33/0B0J/baBa 0cobuHe G1, G2, G3 v G4.

Ca rpynama ce npBY NyT cycpeheMo y OCHOBHOj IIKOJIX KaJia paJiuMo LieJie 6pojeBe.
Heka je X ckyn nenux 6pojeBa U HeKa 6MHapHa onepaliyja o Npe/cTaB/ba cabupame Leaux
6pojena.

Tapa Baxku:
1. 3atBopeHocT (G1):(Va,b € X)a+b€eX

2. Acouwjatunoct (G2): (Va,b,c € X) (a+b)+c=a+ (b+c)
3. Heyrpan (G3):(30€X)(VaeX)0+a=a+0=a
4, UuBeps (G4):-(VaeX)@(—a)€eX)a+(—a)=(—a)+a=0

Tume cmo Jokasanu jaa je (X,o) rpymna.

13



[locMaTpajMo OmeT MCTH CKYII, ali HeKa caZia GMHapHA ollepaluja o MpeJCTaB/ba
MHOXeHbe LeJuX 6pojeBa. McnocraBuhe ce aa (X,0) Huje rpyna:
1. 3atBopeHoct (G1):(Va,b €EX)a-beX

2. AconujatuBHoct (G2): (Va,b,c€ X)(a-b)-c=a-(b-c)
3. Heyrtpan (G3):(31€X)(Va€eX)l-a=a-1=a
4. WHuBep3 (G4): He noctoju ykosuko je a # +1. Heka je a € X npousBosbaH

.1 1 .
e/leMeHT, KaHJW/IaT 33 MHBeP3 je — anu — € X ykosukojea # 1.

BpaTtumo ce Ha /Ipumep 6 1 06eiexxMMO CBaKH [ie0 yKpaca NIpUpoAHUM bpojeM of, 1
fio 5. Taga porauuje 3a yrao oz 0° 72° 144°,216° u 288° MoxxeMO NpefCTaBUTU MPEKO
nepMmyTalyja:

PoTauuja 0° Potaumnja 72° PoTtaunja 144°
- 1 2 3 4 5 S 1 2 3 4 5 - 1 2 3 4 5
112345 223451 334512
Poranuja 216° Poranuja 288°

& DAY

L2 ) m=(

. \4
Ul =
- N
N W
w B
S

m=

Cauka 5: [lepmyTanuje Koje oAroBapajy poTanujama yKpaca 3a yIJi0Be 0/,
0°,72°,144°,216° u 288°.

14



['pyny cBux nepmyTanuja ckyna X Ha3uBaMoO CHMETPUYHOM IPyIOM M 03Ha4aBaMo
je ca Syx. Heka je (G,°) 6uso koja noarpyna rpyne Sy kojy hemMo y HacTaBKy 3BaTH rpyia
nepMyTanyja Ha ckyny X.

JenHocTaBHOM mpoBepoM ocobuHa G1, G2, G3 u G4 MO0XeMO 3aK/by4YUTH [a
nepMyTaluuje my, Ty, T3, T4 U T YMHE FPyNy NepMyTanuja Ha ckyny X = {1,2, 3,4, 5}.

[IpeTnocTaBUMO cajia 1a UMaMo OUjeKTUBHY QYHKLH)Y f Koja CIMKa KOHAYaH CKYyIl
X'y camor cebe. Kako cMo paHuje peksu, pyHKuuja f je mepMmyTanuja Ha ckyny X. Ako
ocMaTpaMo CKyIl CBUX TaKBUX QYHKIMja f a 3a o y3MeMO KOMIO3ULMjy QyHKIMja, OHAA
JlobujaMo rpyny CBUX nepMyTanuja ckyna X.

Pagu unycrpanuje, yamumo aa je X ={a,b,c,d,e} u na cy dynkuuje f,g,h,puq
JfebuHucaHe Ha ciaefehu HaYUH:

fla)=a ga)=b h(a) =c p(a) =d qla) =e
f()=b gb) =c h(b) =d p(b) =e qb) =a
fle)=c glc) =d h(c) =e p(c) =a q(c) =b
f(d)=d gld) =e h(d) =a p(d)="b q(d) =c
fle)=e gle)=a h(e) =b p(e) =c qle) =d

dyukuyje f, g, h,p v q cy bujekuuje. Ykoauko yamemo aa je G = {f, g, h,p, q} 1 uU3Bpuiumo
uaedHtudukanjy a =1,b = 2,c =3,d =4ue =5, fobujamo aa cy ¢pyukuuje f,g,h,puq
3ampaBo nepMmyTanuje ca Crrke 5 na 3akbydyjeMo aa je (G,o) rpyna nepMyTaiuja.

3.3 EkBUBaJIeHI¥je UHAYKOBaHe rpyIioM llepMyTalyja

Heka je (G,°o) rpyna mepmyTtauuja Ha ckyny X Taga, Ha ckyny X MoxeMo Ja
JebuHuleMo pesanyjy S Ha ciefehu HaUUH:

S={(a,b)|a,b € X,(3n € G)n(a) = b}.

Ha npumep, Heka je G = {my, ,, 3,74, 5} TAe Cy NepMmyTauuje m;, 1 < i <5, nate
Ha Cotuywu 5vi Heka je X = {1,2, 3,4, 5}. Taga je (G,°) rpyna nepmyranuja.

1S1jepjem (1) =1
152 jepjems(1) = 2
1S3 jepjem,(1) =3
1S4 jepjems(1) = 4
1S5jepjem,(1) =5

251jepjems(2) =1
252 jepjem,(2) =2
253 jepjem,(2) =3
2S84 jepjems(2) =4
2S5 jepjemy(2) =5

3S1ljepjem,(3) =1
352 jepjems(3) =2
3S3jepjem,;(3) =3
3S4jepjem,(3) =4
3S5jepjems(3) =5

S4ljepjem;(4) =1
452 jepjemy(4) =4
453 jepjems(4) =3
454 jepjem (4) = 4
4S5jepjems(4) =5

581jepjem,(5) =1
552 jep je m3(5) = 2
553 jepje my(5) =3
554 jepjems(5) = 4
555jepjem;(5) =5

(3.1)
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Kao 1mrto MoxxeMo NpUMETHUTH, 33 CBe a U b U3 X, BaxH Jia je aSh, 1ITO HAC JOBOJHU 10
cnefehe Teopeme:

Teopema 2 Axo je (G,°) rpyna nepMmyTaluja Ha cKyny X, oHZa je ca
S ={(a,b)| a,b € X,(3m € G)n(a) = b} naTa pesanuja eKBUBaJIEHIH]je Ha CKymy X.

,ﬂoxaa:

[lorpebHO je pokazaTu jAa S 3a/j0Bo/baBa pedUieKCUBHOCT, CUMETPHUYHOCT U
TPaH3UTHUBHOCT.

PediekcuBHOCT:
Kako je (G,°) rpyma mepmyranuja Ha ckyny X, (3m, € G)(Va € X)n.(a) =a mna
3ak/byuyjemo ga (Va € X) aSa.

CMMeTpUYHOCT:
Ako je aSh, Taga noctoju m € G Tako Aa je mw(a) = b. Kako je (G,°) rpymna, noctoju
m~1 € G Tako gaje m~1(b) = a wrro HaM Aaje bSa.

TpaH3UTUBHOCT:
Heka je aSbwubSc, taga mnocroje my,m, € G Tako naa je my(a) =bumn,(b) =c.
Kommnosunujom (1, o ;) (a) = ¢ mobujamo aSc. [ ]

Ha ocHOBy mnperxojHe TeopeMe M peJjaiyja NpUKasaHux y (3.1), MOXeMo
3aK/bYYUTH [Jla pesialyja S MMa caMo je[jHy KJaCy eKBUBaJIeHLIMje Koja ce CacTOjU O
CBUX eJleMeHaTa ckyna X.

Jebununuja 6 Heka je (G,°) rpyma mepmyranuja Ha ckyny X. 3a cBako a € X,
neduHHIIEMO OpOUTY ejieMeHTa a, y o3Halu C(a), Ha ciefiehy HaYKH:

C(a) ={n(a) | € G}.
3.4 Ayromopdusmu rpada
Heka je H ¢uxcupanu rpad. [loxg ayromopdusmom rpada H nojpasymeBamo
nepMyTalujy m TeMeHa Tor rpada Tako jAa ako je (x,y) uBuua rpada H oHja je u

(m(x), m(y)) Takohe uBuIia rpada H.

[locmaTtpajmo rpad K; 3 1 o6es1exxknMo TeMeHa 6pojeBuma 1, 2, 3 u 4:

2

4
Cnuka 6: I'pad K, 5.
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HaBesgumo caza cBe ayTomopdusme rpada K; 3

Poraruja 0 PoTtanuja 120° PoTtanuja 240°
3
3 1 ‘—< 1
2
12 3 4 _1234 12 3 4
”1_(1 2 3 4) ”2_(1 4 2 3 ”3_(1 3 4 2)
[ Y

4 @4
(1234 1234 (1234)
p11243 21432 Ps=\1 3 2 4

Csnuka 7: Ayromopdpusmu rpada K 3.

Teopema 3 Ckyn cBux ayToMopdusama rpada je rpyna nepMmyraruja.

3.5 IlepMmyTanuje Kao npou3BoOJ LUKIIyCa

[lepmyTanuja (1 23 4) Koja npememita 1y 2,2y 3,3y4u4y 1 Moxe 6UTH

2 3 4 1
kpahe 3anucaHa kao (1234). YomnreHo, ca (a;a; - a,) obesexxaBamMo MmepMyTalyjy Koja

eJIeMeHT @, NpeMellTa y eJieMeHT a,, A, y a3, ..., Ap_1 Y A, U a4, y a;. OBakaB BU/,
npe/iCTaB/bakba HA3UBAMO LIUKJIWYHOM EPMYTaljoM.

[TocmaTpajMo cajia mepMyTaLujy G i g ‘11 g

(124) u (35). Taga, kaxkeMo [ia je mepMyTalyja MPOU3BO/, /iBa LIMKJyca U 3alUCYjeMO je
kao (124)(35). [lpousBoj 1uK/Iyca je koMnosulyja (Mpou3Boj) JiBe epmyTtanuje. Llukayc
(124) nocmaTtpaMo kao mepMmyTanujy Koja eneMeHT 1 mpememta y 2, 2y 4, 4y 1 a
eJieMeHTe 3 U 5 ocTaB/ba HellpoMekweHe (QUKcUupaHe).

. (1 2 3 4 5
[lepmyTanujy (2 1 3 5 4

(12)(3)(45), roe nukayc (3) o3HavaBa /ia je eJieMeHT 3 pUKCUpPaH.

), OHa ce CaCTOjI/I M3 [IBAd HUKIJIYCa,

) MOXEMO 3allMCATH KaO IPOMU3BOLA TpPpHU LHUKJIYyCa
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CBaka mnepmyTtanuja ckyna {1,2,3,---,n} ce MoXe 3amucaTd Kao IPOU3BO[,
JIUCjyHKTHUX LUKJIyCca TaKo Jja CBaku ejeMeHT i € {1,2,3,---,n} npunaza HEKOM LJUKJIYCY.
3a aBa uukayca (a;a, - ay) u (byb, -+ b)) KaxkeMo Ja Cy JUCjYHKTHH aKO Cy AUCjyHKTHH
CKYINOBU {aq,ay, **, i} U {by, by, *+, b }.

HaHpI/IMep,HOCManajMOHepMyTaL[I/ij(l 2 3 4567 8).Y3MI/IMOI’IpBI/I

3 65 7 1 8 4 2
eseMeHT 1, o ce nmpememtay 3,3y 5,a 5y 1 yume go6ujamo rukayc (135). [locmaTpajmo

caZla MpBU eJeMEHT KOjU Ce He HaJla3u y MepPTXOJAHOM I[UKJYCYy, TO je eJeMeHT 2.
[lepmyTanujom ce 2 npemMemitay 6, 6 y 8 a 8 y 2 yume gob6ujamo Apyru uukiayc (268).
YoynMo casa mpBU eJleMEeHT KOjU ce HHUje MO0jaBHO Yy NpPeTXOoJHa JBa IMKJIyca, TO je
eseMeHT 4. EneMeHT 4 ce npemeluTta y esieMeHT 7, a 7 y 4 ¥ TUMe lo6UjaMo Tpehu LUKJIyC
(47). Kako cMO HCKOPHUCTHJIM CBe eJIeMEHTe, MOYETHY NepMyTalldjy 3alucyjeMo Kao
npu3Bo/ nukiayca (135)(268)(47).

[lepmyrauuje (1234---n), (234---n1), (345:--n12), -=-,(nl---n—1) cmaTpamo
UJIEHTUYHUM.

Jedununyja 7 Heka je nepMmyTalyja m HanrcaHa Kao IpOU3BOJ, AUCjYHKTHUX IMKJyca. Ca
cyc(m) obesiexxaBaMo 6pOj AUCjYHKTHHUX LIUKJIyCa.

Ha npumep, ako je m = (135)(24) Tazaje cyc(m) = 2.

4. bepHcajaoBa jiemMa

Kao mto cMo Bujenu, 6pojame KJjaca eKBHUBaJIeHI[Uje HHUje yYBEK je/lHOCTABHO jep
3axTeBa MUCIHCUBambe CBUX eJieMeHaTa CKylna M NpoBepaBawme MehycobHUX peJsanyja.
BepHcajaoBa ieMa HaM /iaje 6poj pa3/IMYMTUX Kjlaca eKBUBaJIeHIHje.

Jedununuja 8 Heka je (G,o) rpyna mepmyTauuja Ha ckymy X. 3a a € X KaxeMo Ja je
WHBapHjaHTaH (pUKCHUpaAH) y OJIHOCY Ha epMyTalujy T € G, ako Baxu n(a) = a.

Ca Inv(m) obGenexxaBaMo Opoj HMHBApUjaHTHUX eJieMeHaTa CcKyna X Yy OJHOCy Ha
nepMmyTanujy .

1 2 3 4

13 2 4) , Taga je Inv(m) = 2 jep je

[IpuMep, ako HaM je garta nepMmyranyja mw = (
(1) =1un(4) = 4.

Jedununyja 9 Heka je (G,°) rpyna nepMmyTanuja Ha ckyny X. 3a cBako a € X, 1eUHULLIUMO
cTabusnsaTop esieMeHTa a, y o3HauM St(a), kao St(a) ={m € G | n(a) = a}, ogHOCHO

CKYI CBUX llepMyTaluja w € G Tako jaje n(a) = a.

Ha npumep, nocmaTtpajmo cBe ayroMmopdusme rpada K, 3 npvKasane Ha CruyH7.
Tapaje St(2) = {my, p1}, St(3) = {my, p2}.

Teopema 4 Heka je (G,°) rpyna nepmyTalyja Ha ckyny X v Heka je a € X. Taja je:
ISt(a)] - [C(a)] = 1G].
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Jokas:
[IpetnoctaBumo aa je C(a) = {by, by, b3, -+, b,-}. Taga nocToju nepMyTalmja ; Tako Ja je
m,(a) = by, HoCTOju epMyTaluja ,, Tako ja je m,(a) = b,, ¥ Tako Jasbe.
Hekaje P = {my,m,, -, m,} . Taga Baxku aa je |P| = |C(a)|.
Jloka>xMMo cajia a ce CBaka lepMmyTayuja ™ U3 G MOXe Ha je[JUHCTBEH HAa4YUH HalKUCaTU
Kao KOMII03UIIMja HepMyTanuje u3 P u nepmyTanuje us St(a).
Heka je m u3 G TakBo za je m(a) = by, 3a npousBosbHO k,1 < k < r. Taga je n(a) = my(a)
LITO HaM Ziaje [ja T~ * o 7T 0CTaBJ/ba a UHBAPUjaHTHM, OJHOCHO T, L o 1 € St(a).
Caza nepmyTtauujy ™ u3 G MOXXeMO IpeJiCTaBUTH Kao KOMIIO3ULHjy NepMyTaluje U3 P u
nepmyTanuje u3 St(a) Ha ciaegehu HauYKH:

T=myom=(mpom, 1) om =m0 (m,~tomn).
Ocraje HaM joul Aa NOKaXKeMO je JUHCTBEHOCT.
[IpeTnocTaBUMO CympOTHO, Jla Ce T MOXXe HamMcaTHU Ha JiBa HAaUYUHA T =T oy = T;° 0,
raecyy,6 € St(a).
Tagaje b, = (o y)(a) = (m; o 6)(a) = b; mTo Ham Jaje k = L.
Caza v3 jeJHAKOCTU Ty, © Y = T © & A00UjaMo /1a je Y = & IITO je U Tpebasio JOKa3aTH.
KoHayHo, Ha 0CHOBY npaBuJia Ipou3Boja Aobujamo aa je [St(a)| - |C(a)| = |G]. ]

Wnyctpyjmo oBy Teopemy nocMarpajyhu cee ayromopbusme rpada K; 3, Crrka 7.
PauyHameM go6ujamo aaje St(2) = {mqy, p1}, u C(2) = {2,4,3}.

|Gl =6=2-3=1St(2)||C(3)I
Jlema 1 (BepHcajaoBa ieMa) Heka je (G,°) rpyna nepMmyTalyja Ha cKyny X 4 Heka je
S penanuja ekBHBasieHIUje MHAYKOBaHa rpymnoM (G,e). Bpoj ki1aca ekBuBasieHI[Uje

peJsianyje S Aar je ca:
2,
— ) Inv(m).
|G
[lokas:

Hekaje X = {1,2,3,..,n} uG = {my,my, "+, T, }-
[Ipe cBera, youuMo a Baxku cjejieha jeJHaKOCT:

Inv(my) + Inv(my) + -+ Inv(m,y,) = |St(D)]| + |St(2)]| + -+ [St(n)].
[IpeTxoAHa jeIHAKOCT je TayHa jep U JieBa U JleCHa CTpaHa je[JHAKOCTU NpeJCTaB/bajy Opoj
naposa (a, ) Tako jaaje m(a) = a.

Ha ocHoBy Teopeme 4vumamo fa je:

(o) + () + 4 () = T b T (4
G ¥ TN T T ) T el T @) cwp 4P

llo TBphemwy 1 umamo aa je C(x) = C(y) akko x € C(y). Ako je C(x) = {by, by, b3,-++, by}
OH/Ia TTOCTOjU TayHO k Kiiaca ekBuBasieHiuje C(b,),C(b,), -, C(by) jennakux ca C(x). Ha
OCHOBY TOra, KJace eKBUBaJeHI[Hje MOXKeMO I[OJeJMTH Ha Tpyle Kao IINTO Cy
{C(by),C(by),--+,C(by)} rTHme cBaka rpyma TmpeAcCTaB/ba CIHCAK MCTUX KJjaca
exkBuBasieHuyje. Kako je |C(b;)| = k, no6ujamo:
1 1 1 1 1
+ot

ool Fico Y el & =1

1
k
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3ak/by4yyjeMO Aa JAecHa CcTpaHa jegHakocTu (4.1) mpejcrtaB/ba Opoj pa3/IMYMTHUX KJaca
eKBUBaJIeHLHje. ]
Ha npuwmep, Heka je G = {m, m,, 3, T, , 5} TAe cy nepMmyTanyje m;, 1 < i <5, gare
Ha Caunu 5 v Heka je X ={1,2,3,4,5}. Taga je, Inv(my) =5, Inv(m,) = 0, Inv(m;) = 0,
Inv(m,) = 0uInv(ms) = 0.
Ha ocHoBy BepHcajmoBe jieme nMaMo Ja je Opoj KJiaca eKBUBaJIeHIUje JaT ca
§(5 +0+0+0+4+0) =1, wro je ucnpasHo jep U3 (3.1) MOKeMO 3aK/bYYUTH Jja UMaAMO

CaMo je[JHy KJIacy eKBUBaJIeHLyje.

Heka je G ={m, m,, m3,p1,p2p3} cKyn cBux ayTomopdusama rpada Kj;
npukasanux Ha Crungw 7. Tagaje, Inv(my) = 4, Inv(my) =1, Inv(nz) =1, Inv(p,) = 2,
Inv(p,) =2u Inv(p;) = 2.

13 BepHcajgoBe s1eMe fobujamo Jia je 6poj Kjaca eKBUBaJIeHIH]je %(4 +1+1+2+2+

2) = 2. 3aucTa, MOKEeMO YOUMTH CaMo JBe Kjace ekBuBasenumje: {1} u {2,3,4}.
BpaTtuMo ce Ha nmpuMep ca HOBOTOJMIIKLMM yKpacuMa. Heka je A cKyn cBUX yKpaca

NpyKasaHUux Ha CrugH 1.
[IocmaTpajMo cazia ocHe cuMeTpHje.

NENE S NN
N\

¥

=

-
U1 N
Sow
w A
N Ul
N——
R~
N
I
VoS
W -
NN
_
Ul
S Ul
N——

N2 NN
[

Z\ N\

=G iss3 7~ Gisz1s

Cnuka 8: [lepmyTalmje Koje oAroBapajy OCHUM CMMeTpHjaMa yKpaca.
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CBaka mepmyTtauuja m (uaum p) ckyna {1,2,3,4,5} npukasaHa Ha Cruyum 5 v Ciaugu 8,
HHAYKYje mepMyTauujy " (MM p*) cKyna A Tako LITO MoJbe 03HauYeHo 6pojem i, 1 <i <5,
1 2 3 4 5
2 3 4 5 1

) reHepuiie p;* 3a Koje Baxku jJa je p3*(Ug) = Uyp, ¥

3aMemyje nosbeM 7m(i). AKO MmocMaTpamo T, =( ), Jobujamo ga je

. 1 2 3 4 5
ﬂz(Uz):U3»93:(5 4 3 2 1

Tako Ja/be. CKyl CBUX T* M p* YMHH rPyIy epMyTaluja Ha CKymy A.

Ha ocHOBy pesianiyje Kojy cMo 3ajaaniu y /Ipumepy 6, 3ak/bydyjemo aa je Inv(m,*) =
32, Inv(m,*) = 2, Inv(ns*) = 2, Inv(n,*) = 2, Inv(ns*) = 2, Inv(p,*) = 8, Inv(p,*) =8,
Inv(ps*) =8, Inv(p,”) =8 u Inv(ps*) = 8. U3 bepHcajaoBe JieMe Jo6ujaMo Ja je 6poj
KJlaca eKBHBaJIEHIIHje 11—0(32 +2+24+2+2+8+8+8+8+8) =8y mra cMo MorJju

Jla ce yBepuUMO Ha Citugu 3.

5. bojeme

5.1 JepuHunuja 1 eKBUBaJIeHTHA 600jemba

Jedununyja 10 O6enexxumo ca D ckyn objekata Koje nocMaTpamo. [lox 6ojewem ckyna D
Mo/ipa3yMeBaMo Jla CBAaKOM eJIEMEHTY CKyIa 0/ieJIMMo oapeheHy 60jy.

YKOJIMKO mpeTnocTaBUMO Ja je D ckyn TeMeHa rpada, mnoja 6ojemeM
noApa3yMeBaMo Jla CBaKOM TeMeHy rpada Ao/e/lMMo HeKy 60jy, He Bogehu padyHa o ToMe
Jla IBa cyceJiHA TeMeHa rpada Mopajy 6UTU 060jeHa pa3inyuTOM 60joM.

Bojewe ckyna D moxeMo rieaaTy U kao ¢yHkuujy f: D — R, rje je R ckyn cBUX
pacnoyioxkuBux 60ja. Ako D uMa n esieMeHata a R uMa m esieMeHarta, oHZa D MoxeMo
060juTH Ha M™ pa3JIUIUTHUX HAYHHA.

Y Ilpumepy 6, D je cKkyn CBUX HOBOTOJMIIWUX yKpaca y oOJMKYy 3Be3Je, a R ce
cacToju oJ1 cuBe U beJie 60je.

OsHauumo ca C(D, R) ckyn cBux 6ojewa D nomohy 60ja U3 R, Heka je
(G,°) rpyna nepmyTtauuja ckyna D. [lepmyTanuja m u3 G UHAYKyje nepMyTalujy 7", Koja
y3uMa 6ojewe U3 C(D,R) u npeballyje ra y Apyro 6ojerwme. YKOJIUKO je f 6ojere, HOBO
6ojeme (°f)(a) nedunumemo kao f(m(a)). HoBo 6ojerbe m*f pozmesbyje a UCTy 60jy Kojy
f nonemyje m(a).

[TocmaTtpajMo /Ipumep 6 v poTauyje ykpaca npukasaHe Ha Crugu 5. [lepmyTanyja
T, KOja NpeJicTaB/ba pOTalUjy 3a 72° reHepulle NepMyTaldjy m," Koja y3uMa 0Oojeme
Uj,1<i<32 v mpebanuje ra y Heko jpyro 6ojewe U;,1<j <32
U, (x) je 6es10 3a cBako noJbe x, 1 < x < 5 yume Jo6ujamo ja je
(U (x) = Ul(nz(x)) = 6eso3acBako x,1 < x < Smnajemn, U, 60jewe U;.
[TocmaTpajmo caga ykpac U,:
(2 Ux)(1) = Uz(”z(l)) = U,(2) = 6es10
(m,"U,)(2) = Uz(ﬂz(z)) = U,(3) = cuBo
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(m;"U,)(3) = Uz(ﬂ2(3)) = U,(4) = 6es10
(1, U2)(4) = Up(12(4)) = U,(5) = Geuo
(" U,)(5) = U2(7T2(5)) = U,(1) = 6es0

Mo>keMo 3aK/bYYUTH Aa je 1, U, UcTo mTo U 60jere Us.
W aeHTUYHUM pa3MaTpameM Jj0J1a3MMO /10 IepMyTalidje 1," Koja je gaTa ca:

Uy T = (Ul) (UZ U3 U4 U5 U6) (U7 U8 U9U10U11) (U12 U13 U14-U15 U16) (U17U18U19U20U21)
(UZZ U23 U24U25 U26) (U27U28U29U3O U31) (U32)

CavyHO TOMe, fo6UjaMoO:

" = (U1)(U2) (U3) (Us) (Us) (Ue) (U7) (Ug) (Us) (U10) (U11) (Us2) (U13) (U14) (Us5) (Us6)
(U17) (U18)(U19) (UZO) (U21) (UZZ) (U23) (U24) (UZS) (U26)(U27)(UZS)(U29)(U3O)(U31) (U32)

3 T = (Ul) (UZ U4 U6 U3 US) (U7 U9U11U8 UlO) (U12 U14- U16U13 U15) (U17U19U21 U18U20)
(UZZ U24-U26U23 UZS) (U27U29U31U28U30) (U32)

7-[4* = (Ul) (UZ U5 U3 U6 U4-) (U7 U10U8 U11 U9) (U12 U15 U13 U16U14) (U17U20U18U21U19)
(UZZ U25 U23 U26U24-) (U27U30 U28U31 U29) (U32)

T[S* = (Ul) (UZ U6 U5 U4- U3) (U7 U11U10 U9 U8) (U12 U16U15U14 U13) (U17U21U20 U19U18)
(UZZ U26U25 U24U23) (U27U31 U30U29U28) (U32)

[pynu (G,°) nmepMmyTanuyja ckyna D oprosapa rpyma (G*,°) mepMmyTranuja cKyna
C(D,R), onHocHo G* = {n* |m € G}.T'pyne (G,°) u (G*,°) UMajy UCTH GPOj eJleMeHTa.

Ca S™ obenexxaBaMo peJsialivjy eKBHBaJleHIUje Koja je MHAYKOBaHa rpynom (G*,o0).
3a pesauujy S*, ABa 6ojewa f U g Cy eKBUBAJIEHTHA YKOJIMKO MOCTOjU NlepMyTanuja mw € G
TaKo /ia je g = m"f oAHOCHO, 3a cBe a u3 D Baxu g(a) = f(m(a)).

5.2 Bojewe rpadoBa

[locmaTpajmo rpad K, 3 npukasaH Ha C1H4H 6 M IPETIOCTaBUMO Jia KeJIMMO Jia ra
o6ojuMo y Tpu 06oje: mjaBy, 3eJileHYy W LipBeHy. 3a JiBa 6ojerba heMo pehu ga cy ucra
YKOJIMKO Ce NPHMMEHOM HeKor ayToMopdu3Ma NpuKasaHor Ha CIHLH 7 Of jelHOT MOXe
JlOOUTH Apyro 6ojeme. KosMKo uMaMo pasiMyruTHX 60jera?

Ako TeMe o3HaueHO ca 1 060juMO y 3eJieHO, a CBa OCTajJla TeMeHa 000jUMO
pa3/IMYMTUM 60jaMa, MOXKEMO NPUMETHUTH Jia Cy TaZja CBa TakBa 60jera UcTa.
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2
3 1
4
2
3 1
4
Cnnka 9: EkBuBasneHTHa 60jema rpada K; ; kaz je TeMe 1 060jeHo 3es1eHOM 60joM a
TeMeHa 2, 3 U 4 o60jeHa 3eJIeHOM, L[PBEHOM U [JIaBOM 60jOM.

2 2
3Q—< 3»—<
4 4
2 2
4 4

[TocmaTpajMo cajia 60jema Kaja je Teme 1 060jeHO 3esieHOM 60joM, JIBa MpeocTasa
TeMeHa 060jeHa LipBEHOM 60jOM, a2 YeTBPTO TeMe 060jeHO MJIaBOM 60joM.

2 2 2
3 1 3 1 3 1
4 4 4

Csnnka 10: EkBuBasieHTHa 60jema rpada K 3 kaj je TeMe 1 060jeHo 3esieHOM 60joM, iBa
TeMeHa I[pBeHOM 60joM U jeZTHO TEME MJIaBOM 60OjoM.

CIMYHMM TNOCTYNKOM, YKOJMKO TeMe 1 o60ojumMo 3eseHOM 60joM, a HpeocTasa
TeMeHa 2, 3 1 4 060jUMO TaKo Jia /iBa TeMeHa Oyly UcTe 60je, 3aK/bydyjeMo Jla UMaMo LIeCT
pa3IUYUTHUX O0jeba.

[IpeocTaje HaM jow jAa pa3MOTPUMO Cjay4yajeBe Kaja TeMe 1 060jUMO 3eJIeHOM
60joM, a mpeocTasia TeMeHa 060jUMO Y UCTY 60jy.
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2 2 2

4 4 4

Cnuka 11: Bojewa rpada K, 3 kaz je Teme 1 060jeHo 3ej1eHOM 60joM, a TeMeHa 2, 3 U 4
060jeHa UCTOM OOjOM.

Jaxuie, noctoju 10 knaca ekBuBaseHnje (10 pa3inuuTux 60jema) Kaja je teMe 1
060jeHo 3esieHOM 60joM. C/IMYHO TOMe, TeMe 1 MOXXeMO 000jUTH L[PBEHOM WJIHU IJaBOM
60joM na 3ak/bydyjeMo Aa uMaMo 30 passM4MuTHUX 60jera rpada K; 3 ca Tpu 60je.

OBaj pesysTaT MoXeMO JOOUTH U NpuMeHOM bepHcajgose sieMe. I'pad K; 3 MMa
4eTMpHM TeMeHa Koja »eJuMo Ja o60juMo ca Tpu 6oje ma uMmamo 3* = 81 6Gojema.
O6enexxumo ca ;" (ogHOCHO p;*) nepMmyTanujy rpada Koja je HHAYKOBaHa
ayTomopdusmoM 7; (omgHOCHO p; ). Taza je Inv(m,*) = 81, Inv(m,*) = Inv(ms™) =9 jep
poTalyje OCTaBJ/bajy HepOMemeHa OHa 6ojema KOJ KOjux cy TeMeHa 2, 3 U 4 o6ojeHa
uctoMm 6ojom, Inv(p;*) = 27 jep p; ocTaB/ba HEMPOMEHEHA CaMO OHa 60jerba KO/ KOjuX
cy TeMeHa 3 U 4 o60jeHa UCTOM 60joM, Ha ciM4YaH HauuH je u Inv( p,*) = Inv( p3*) = 27.
[IpumeHnuMo cazia bepHcajnoBy s1eMy fja [o6ujeMo 6pOj pa3/IMYMTHX KJaaca eKBUBaJeHIvje
(6poj pasnmunTux 60jema rpada K; 3):

1 1
8(81+9+9+27+27+27)26180230'

5.3 ®yHKuMja npedanuBama

O6enexnmo ca B,, cKyll CBUX OUTCKHUX HHU30Ba AyXuHe n. PyHKIM]ja npedanBamba
0/1 N IPOMEHJ/bUBUX CBAKOM HHU3Y AYKHUHE n Aojesbyje 6poj 0 uau 1. [locMaTpajMo npumep
ZBe yHkuje npebanuBawa T U U feduHucaHe 3an = 2.

Hus 6uToBa x T(x) U(x)
00 1 1
01 0 1
10 1 0
11 1 1

Cnuka 12: /IBe pyHKIMje npebaliMBamba JebUHUCAHEe HA HU3Y AYKUHE 2.
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dyHkuuje npebanyBamba HMMajy BeJMKM 3Hayaj y padyyHapCTBY jep Ce MHOTHM
npo6JieMU MOTY pellUTH NPHUMEHOM OBUX QYHKIMja. JelaH 0oJ IpHMepa Ije Moxe Ja ce
MCKOPHUCTU QYHKIMja NpebanyBama jecTe UCIIUTHBaWbe NMAapHOCTU Opoja rJe HaM je of
HajBeher 3Haudaja mocsenwu 6UT y HU3y. OBakBe (QyHKILMje ce MOrYy peasvM30BaTH Ha
pasJMyuTe HayuMHe, aJld OCHOBHM LMW/b Yy pPAYyHApCTBY je KaKO HCKOPUCTUTH
uMIIeMeHTalujy nocrojehux ¢pyHkuuja 3a gobujambe HOBUX PyHKIHMja. Kosmko 3ampaBo
MMaMoO pas3IuYuTHX QykKinuja aeduHUMcaHUX HaA n npoMeH/buBux? Ckyn B, uma 2"
eJleMeHaTa (Ha CBakOM O/ n MeCTa y HU3y 6UTOBa MMaMo no jse MoryhHocty, 0 uiau 1).
Caza, kako 3a cBakd HU3 u3 B, ¢yHkyuja Bpaha 0 mau 1, MmoxkeMo Aa 3aK/byduMO [Jia
YKyIMHO MMaMo 22" pa3/uM4uTHX QYHKIMja npeGauuBama. bpoj dyHKuMja BeoMa 6p30
pacTe ako ce n moMepu 3a Majay BpeaHocT. Kopucrehu cumeTpuje MoxeMO YO4UTH
eKBUBaJIeHTHA M3padyHaBamwa opeheHux ¢yHKLMja npebanuBama WITO HAC AOBOJAU [0
Tora Ja He MOpaMO MMIJIEMEHTUpATH CBe ¢QYyHKLHMje NMOHaocob6 Beh je AOBOJBHO Aa
MMILJIEMEHTUPAMO jefHY QYHKIMjy, a OocTajle KOje MMajy eKBHBaJIeHTHa U3pavyyHaBakba
npesacraBuMo nomohy te ¢yHkuuje. Ca Cruke 12 nako MOXKEMO YOUMTH Ja BaXd Ja je
T(x;x,) = U(x,x;) 3a cBe HU30Be X;Xx,. PyHKnuja T ce Ha jeIHOCTAaBaH HAYHUH MOXKe
noo6utu o pyHkuuje U o6pTambeM yaa3HUX OUTOBA U Taja 3a pyHkuuje T u U kakemo Ja
Cy eKBUBaJIEHTHE.

[IpeTnocTaBUMO caza Aa MUMaMoO AU33ajHUPAHO eJIeKTPUYHO KOJIO KOje u3padyHaBa
bynkuujy U, Ha Cuamygum 13 je mnpukasaHo LpHOM KyTujoM. [locMaTpajmo caza
M3padyHaBamwa 3a YJIa3HU HU3 X1 X,.

o U Uy, 2s)

o L1,L2
) =

U U{ay,a)) 3 Uy, xy) = 1(ag, o)
"Cg+

Cauka 13: KoJsio 3a uspauyHaBamwe T ce MOXKe JOOMTH 0J] KOJia 32 M3padyHaBamwe U.
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Jlona3zumo A0 3ak/bydka Aa QyHKUUj)y T MOXKeMO MMILJIEMEHTHUPATH MpPEKO KoJa
Koje uspaudyHaBa QyHKuMjy U. Moxxemo feduHHUcaTH U pesaljdjy eKBUBaJsieHIdje S. /IBe
oyukuuje T v U cy y penanuju v nuinemo TSU akoje T = U wiu T(x1x,) = U(x,x1).

YonumtuMo cajja npeTXoAHy M/ejy Ha QyHKIMje n IPOMEeH/bUBUX. 3a ABe QYHKIHU]je
npebanuBawa T 1 U o n IpOMeH/bUBUX KaXKEMO Jja Cy eKBUBaJIeHTHe (UCTe) aKo NOCTOjU
nepMmyTtauuja r ckyna {1,2, ---,n} Tako za je:

T(x1x3  xp) = UXp()Xn(2) *** Xm(n))- (5.1)

Y cayyajy dyHKIMje Be MPOMEH/bHBE KMaMO caMo JiBe MOTYNHOCTH 3a T:
(1 2) - (1 2)
1 2 2 1/

[Tocmatpajmo capa dyukuuje T u U neduHurcaHe 32 HU30BE KOjU Ce cacToje oJ, TPU
eJleMeHTa.

Hwus 6utoBa x T(x) U(x)
000 1 1
001
010
011
100
101
110
111 0
Cnuka 14: /IBe pyHKIHje npebaliuBama JedUHUCAHE HA HU3Y AYKHHe 3.

(=3 Sl eNell - =
= =m0 OO0

1 2 3

2 3 1) TaKO

®ynkuuje T u U cy eKBUBaJIEHTHE jep MOCTOjU NepMyTauuja m = (

Jla je 3azi0BosbeHa jeiHaKocT (5.1).

[IlpuposHO ce 1noOCTaB/ba INHTame: KOJWKO HMaMO pas/MYATHUX KJjaca
eKBUBaJieHI|Uje pyHKIMja npebalMBaba Y 3aBUCHOCTH 0] 6poja MpOMeH/bUBUX N7

OaroBop Ha OBO MUTalke MOXXeMO AOOUTH NMpuMeHOM bepHcajaoBe seme ako 3a D
y3MeMO CKyIl CBUX OMTCKHUX HU30Ba Jy>KHMHe N, o4HOCHO D = B,,.

Heka je m 6uso koja nmepMmyrtanuja ckymna {1,2,---,n} u Heka je (S,,°) rpymna cBux
nepmyTtauuja Ha ckyny {1,2,---,n}. Hus x;x; *** x, MOXKeMo MOCMaTpPaTHU U Kao 6ojere rae
cy 60je o3HaueHe 6pojeuma 0 u 1. [pyny nepmyTranuja 6ojera obenexumo ca (S,,”,0) mro
je 3anpaBo rpyna (G,°) U3 paHUjUX IPHMMepa U OHA Ce cacToju o nepMmyrtauuja ™. [pyna
(G*,°) je 3anpaBo rpymna ((S,")*°) koja ce cacToju ox nepmyranmja 7*" 3a cBe mepMyTanuje
TusS,.

Kako 3anpaBo ¢pyHKuuoHuUIe 7" ?

llpBo 7" (X123 " Xp) = Xp(1)Xn(2) *** Xn(n) 3aMelbyje eJeMeHTe yHyTap HH3a, a HaKOH
Tora rpyna (G*,o) BplIM nepMmyTanuje caMux HU30Ba. Ako je U PyHKLMja npebanBama,
Taja je:
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(" U) (erxz - x) = U(* (125 -+ %)) = U (%) X2y ** X))
OfHOCHO, fo6ujamo gaje T = m*" U.

[locMaTpajMo npuMep Kajajen = 2.
Tapga umamo naje S,, = {my, m,} raeje

we Yum=(l 2

Tagace G = S,," cacToju us

. _(00 01 10 11 . _(00 01 10 11
(00 01 10 11) T2 ‘(oo 10 01 11) (5.2)

m =

. 2 .
Kao mTo cMo panuje Hamucaad, uMamo 22 = 16 ¢pyHKIuja nmpebaluBama JBe
IpOMEeHJ/bUBE.

Hus T(x)
ouTOBA X
00
01
10
11

0 T11

== o oS
_ o R ol
=1

oo ool
R oo ol
o r o ol
o o r ol
o R R ol
o o o rigd
=
N
OO R Rl
N SN
YN e
NN b

1
0
1
0

Ciukal5: OyHKIHMje npe6alBarba ABe IPOMEH/bHBE.

OfpesiMo cajja epMyTanuje u3 rpyme (G*,0).
m"" = (T (T2) (T3) (T4) (T5) (Te) (T7) (Ts) (To) (T10) (T11) (T12) (T13) (T14) (T15) (T16)
y"" = (T1)(T2) (TsTs) (T4 Te) (T5Ts) (T7) (Tg) (To) (T10) (T11Ta3) (T12T14) (T15) (Ta6)

Taga je Inv(m,*) =16 u Inv(m,*”) =8 na Ha ocHOBy BepHcajmose seme

3aK/by4yjeMo Jila UMaMo % (16 + 8) = 12 k/1aca eKBHUBaJIeHIHje.
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6. UHaeKkc nuKiayca
6.1 Iloce6aH cay4aj [losbuHe Teopeme

Teopema 5 Heka je (G,o) rpyna nepmyTanuja ckyna D u Heka je C(D, R) ckyn cBux 60jema
ckyna D kopuiihemweMm 60je u3 R (|R| = m). Bpoj paziuuutux 6ojewa y C(D, R) fart je ca:

L (mevetm) 4 mevetms) 4 .. 4 mevemo)

1G]
rae je G= {TEIJ TTp, 'T[k}'
Jokas:
[Ipumenuhemo bBepHacajnoBy jiemy Ha rpyny (G*,o) nepmytauuja ckyna C(D, R). Op paHuje
3HaMo Ja je |G| = |G*| ma je moBo/bHO AoKa3zaTH Aa je mY™ = Inv(n*). EnemeHT u3

C(D,R) je vHBapHWjaHTaH y OJHOCY Ha MepMyTalUjy T* aKo U caMO ako y oAroapajyhoj
nepMyTauuju 1 ckyna D, cBU ejleMeHTU U3 D y CBaKOM LIUMKJIYCy OJ T J06Hjajy UCTY 60jy.
[IpernoctaBumo Aa je m = (13)(245)(6) u Heka je f Gojere Tako Aa je
f(1) = f(3) = upHo, f(2) = f(4) = f(5) = 6esou f(6) = upeno. Taga je mw*f  wucto
60jeme.

Jlo 60jema Koje je MHBAPUjaHTHO Y OJTHOCY Ha 7™ J10JIa3UMO TaKO IITO epMyTalujy
T PA3JIOKUMO Ha JIUCjYHKTHE LUKJIYCe U CBe eJieMeHTe Y [UKIYCYy 060jUMO UCTOM 60joM.
[lepmyTanuja m uMa cyc(m) LUK/Iyca, a 3a 6ojerbe CBAKOr IMKJyca MMaMo m 06oja Ha
pacrosiaramy o HaM fAaje m<Y°(™ Gojera MHBapHjaHTHUX Y OHOCY Ha T*. 3aK/bydyjeMo
naje mem™ = nv(m*). [

UnycTpyjMo mpeTxXoAHy TeopeMy Ha NMPUMepPY HOBOTOAMIIKBUX yKpaca y O6JHKY

3Be3/le y3uMajyhu y 0063up CBe NepMmyTaluje NpuKasaHe Ha Cuupgu 5 v Cougu 8.
3anuIIKuMO NMPBO CBe MepMyTalije Kao TPOU3BO/ie AUCjYHKTHUX ITUKJIyCa:

m = (D(2)R)H(5) pr = (1)(25)(34)

m, = (12345) p2 = (13)(2)(45)
m3 = (13524) p3 = (15)(24)(3)
m, = (14253) ps = (12)(35)(4)
ms = (15432) ps = (14)(23)(5)

Oapenymo caza 6poj AUCjYHKTHUX LIMKJIyCca CBaKe NepMyTaLuje:

cyc(my) =5 cyc(py) =3
cyc(my) =1 cyc(pz) =3
cyc(ms) =1 cyc(ps) =3
cyc(my) =1 cyc(ps) =3
cyc(ms) = 1 cyc(ps) =3
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Ha ocHoBy Teopeme 5 no6ujamo Aa je 6poj pa3IuuUTHUX O0jerha jeJHAK:

1 1
E(25+2+2+2+2+23+23+23+23+23)=E-80=8.

y LITa CMO MOTJIH Jla Ce YBepUMO Ha CrxyH 3, aiv U Ipu 6pojawby nomohy BepHcajoBe
JeMe.
[locmaTpajmo onet 60jera rpada K; 3 y Tpu 60je.

Hanumumo cajsa cBe ayroMmopdusMe mnpukasaHe Ha Cruyu 7 'y OGJUKY NPOU3BOAA
JIUCjYHKTHUX LIUKJIyCa:

T = (D(2)B)4) p1 = (1(2)(34)
T, = (1)(243) p2 = (1(B4)(2)
w3 = (1)(234) pz = (1)(23)(4)

Cnuka 16: Ayromopdusmu rpada K; 3 IpUKasaHH y 00JIMKY IPOU3BO/JA JUCJYHKTHUX
UKJIyCa.

Oapearmo 6poj AUCjYHKTHUX LIUKJIyca CBAKOT ayToMopdur3Ma

cyc(my) = 4 cyc(p) =3
cyc(my) = 2 cyc(pz) =3
cyc(mz) = 2 cyc(ps) =3

Ha ocHoBy Teopeme 5 no6ujamo Aa je 6poj pa3auuUTUX O0jerha jeIHaAK:

1 o 2 2 3 3 3 1

8(3 +3°+3“+3°+3°+3 )=6180=30
IITO CMO O0OUJIU IUPEKTHUM OpojarbeM ajiu M NpuMeHOM bepHcajaoBe neMme.

Y npumepy ca pyHKIMjaMa npebanyBamba ABe NPOMEH/bUBE MOTJIM CMO Jja YOUUMO

Jla HYje jeJHOCTAaBHO NMPUMEHUTH bepHcajaoBy sieMy jep je 6W0 NOTPeOHO Aa OApeiUMO
nepmyTtanuje ;" u m,*" . OapesuMo caja 6poj Kaaca eKBUBaJeHIMje IPEeKo CllelUjaJHOT
cayyaja [losbyHe Teopeme.
Mogcetumo ce aaje G = {m,*,m,*}, rae m,"u m,* 3amoBosbaBajy (5.2).

Taza Baxku fa je cyc(m,*) = 4 u cyc(m,*) = 3.
Ha ocHoBy Teopeme 5vMaMo Jia je 6poj pa3/IMYMTHX KJlaca eKBUBaJIeHI[Uje AaT ca:

1 1
~(2*+23) =524 =12
&+ 20 =5

y 1ITa CMO MOIJIM Jia Ce yBepuMO NIpUMeHOM bepHcajioBe sieMe.
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6.2 UHAeKC HuKIIyca rpymne

[locMaTpajMo mnepMyTanujy 7 Koja je 3alMcaHa Kao IPOU3BOJ JUCjYHKTHHUX
[JUKJIyCa ¥ MPEeTNOoCTaBUMO Jia Ce cCaCToju o b; ukayca ayxuHe 1, b, njukIyca Ay>KUHE 2,
-+, b, nukayca ayxuHe k. Taja cBaky NepMyTalujy T MOXEMO KOAUpATH HU3Pa3oM
x;P1x,02 - x, Pk, OBUM mpucTymoM MokeMo Ja Kogupamo ueay rpyny (G,e) ysumajyhe
CyMy KoJi0Ba CBUX nepmyTanuja. Heka je k ay»kvHa Hajayxer LUKJIyca y 1eKOMIO3ULUjU
cBUX NnepMmyTanuja rpyne (G,0), Taja je:

PG(XIPXZP ka) = %z xlblxzbz xkbk
| |TL’EG
MHJeKc nukiayca rpymne (G,°).
[locMmaTpajMo npuMep HOBOTOAMILKBLUX YKpaca U 04peluMO UHAEKC LIMKJ/IyCca rpymne
KOja ce cacToju o[, CBUX NepMyTaldja NpUKalaHux Ha Caupgu 5 v Caupgu 8. Koaupajmo
IPBO CBe IlepMyTauuje:

[lepmyTanuja Koz
= (1(2)B)A)(5) X7
m, = (12345) xi
3 = (13524) xi
m, = (14253) xs
s = (15432) xi
p1 = (1)(25)(34) x1x22
pz = (13)(2)(45) x1x22
p3z = (15)(24)(3) x1x22
ps = (12)(35)(4) xlxg
ps = (14)(23)(5) X1X3

Tapa je uHZEKC LUMKIIyca rpyne JaT ca:

1
Pe(x1, %5, , X5) = ﬁ(xf + X5 + x5 + X5 + X5 + x1X3 + x,%2 + x,x7 + X,%5 + X,%x3)

= 11—0(x15 + 4x5 + 5x;x32). (6.1)

AKo je nepMyTalmja T KogUpaHa U3pa3oM:

xlblxzbZ oee xkbk

tagaje cyc(m) = by + by, + -+ by,
Y BaXU jeJHAKOCT:

xlblxzbz ...xkbk — mCyC(T’:)
akojex; =m3acBel <i<k.
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Ha ocHOBy cBera HaBeJ€HOI, MOXE€MO 3aK/bydydTH Ja ako je (G,o)rpyma
nepmyTtanuja ckyna D u ako je C(D, R) ckyn cBux 60jemwa u3 D nomohy 60jau3 R (IR| = m),
Tazia je 6poj pa3IMYUTHX 60jera U3 C(D, R) mat ca P;(m,m, -+, m).

BpaTuMo ce Ha mpUMep ca HOBOTOJHIIL/BUM yKpacuma. Kako ykpace 60jumMo y faBe
6oje Gesly U CHBY, CTaB/baMO Ja je m = 2, OAHOCHO X; = X, = *-* = X = 2. Ha ocHOBYy
jenHakoctu (6.1) uMaMo Ja je 6poj pa3IMIMTHUX Oojera AaT ca:

1 1
=_— (25 . LD .02) = . =
P;(2,2,-++,2) 10(2 +4-2+5-2-2%) 10 80 =8,
ILITO CMO OGUJIM U OpojameM.

7. lo/pbMHA TEOpEeMa

7.1 UHBeHTaAp CKyna

Jlo cajia cMo yBeK rOBOPUJIM 0 60jery o6jeKaTa pa3IMuMTUM 6ojaMa aid MOHEeKas
’KeJIMMO YIIOTPEOUTH U Pa3IMYuTe BpcTe 60ja. Ha mpuMep, Mo/1a KeJIMMO HOBOTOIUIIIHE
yKpace /1a 0CBETJIMMO ca JiBe HUjaHce GeJie 6oje.

Heka je D ={a4,a,,**,a,} ckyn objekaTa Koje eJUMO Ja 060juMo 6ojaMa M3
ckyna R = {ry,1,, -+, 1, }. CBakoj 60ju heMo noaeuTH TEXKUHY KOja MOXKe OGUTH OPOj WU
cuMbo0J1. AKO je r 60ja U3 R, Taja hemo joj goaenutu Texxuny w(r). TexxuHy 6ojera ob6jeKTa
u3 D gepuHUIIEMO Ka0 MPOU3BO/, TeXKUHE 60ja KOje ce KOPUCTE MPU 6ojery.

Heka je R = {p,q,r} v Heka cy maTe TexxuHe 60ja w(p) = 1,w(q) = 2uw(r) = 3.
[IpeTnocTaBuMO Ja o6jekaT u3 D KOjU KeJUMO Jla 000jUMO HMa JieJioBe O3HayeHe
6pojeBuma 1, 2, 3,4 u 5 u xkenumo fesioBe 1 u 3 1a o60juMo 60joM ¢, ZieJioBe 03HAYEHe ca 2
1 4 60joM 1 a Jleo o3HaUeH 6pojeM 5 a 060jumMo 60joM p. TexknHa 6ojera Halller 06jeKTa
nara je ca w(q@Qw(r)w(q@)w(r)w(p) = 175. Ykoamko 3a TexuHe 60ja y3MeMo CUMGOJIe
Tako aa je w(p) =i,w(q) =juw(r) = k Taja 6u TexxuHa Hauer 6ojerba 6uJa gaTa ca
j2k2i.

Jedununuja 11 Heka je K ckyn cBux 60jera. 36Up TeXMHa CBUX 60jera U3 K 30BeMo
MHBeHTap oA K.

Ha npumep, Heka je ckym objekaTa faT ca D = {a4,a,, as, a, } v HeKa je
R = {r,,rp, 13} Tako najew(r;) = p,w(ry,) = quw(ry) = s.Hekacy fi, f> 4 f; 60jera u3
C(D,R) neduHucana Ha ciaefehy HAYUH:

fila) =n filaz) =13 filaz) =n filay) =1,
f2(a)) =1, f2(az) =1, f2(az) =13 f2(as) =1
fz(a)) =n fiaz) =713 fz(az) =1, fias) =13
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O6enexxumo ca W (f;) Texuny 6ojema f;. Tagaje W(fy) = w(r)w(r)w(r)w(r,) = p?gs,
W(f2) = wi)w)w(rs)w(ry) = pg’s u W(fs) = wr)w(rs)w(r,)w(rs) = pqs®.

Axo je K = {fi, f>, 5} Taga je unBeHTap o K aat ca p?qs + pq*s + pqs?. U3 uspasa

W (f,) = pq?s moxeMo BUieTH Jja 60jerse f, KOPUCTH 60jy 7y jeJHOM, 60jy T, ABa IIyTa a
60jy 13 jeqHoM. MHBeHTap cKyna K HaM f1aje yBU/L y pacnpoCcTpambeHOCT CBakKe 6oje.

Teopema 6 /IBa ekBUBasIeHTHA 60jeha UMajy UCTY TEXKHUHY.

onas:

Haka je (G,°) rpyna nepmyTaiiyja ckyna D v Heka cy f U g /jBa eKBUBaJIeHTHA
6ojewa u3 C(D, R). Taga noctoju nepmyTanuja m u3 G TakBa Jia 3a CBako a U3 D Baxku a je
g(a) = f(rr(a)). Axkoje D ={ay,a,,as, ++,a,} Taaa je TexknHa 6ojema f mara ca:

W(f) = W(f(a1))W(f(a2)) W(f(an))

a TexxrHa 6ojema g ca:

W(g) = w(g(a))w(g(ay)) - w(g(ay)).

CkynoBu {aq,a,,as,-,a,} u{n(a,),w(a,),n(az), -, n(a,)} UMajy UcTe eJleMeHTe jep je T

nepmyTanuja ckyna D. Kako je W(g) = w(f (m(ay) ) )w(f (n(az) ) - w(f (m(an) )
3ak/bydyjemo aa Baxxu W (f)=W(g) |

[IpeTxoaHa TeopeMa HaM Jiaje Aa cBa 60jera y OKBUPY je/iHe KJlace eKBUBaJIeHIMje
MMajy UCTy TEeXUHY I1a MOXKeMO MPUYATU U 0 TEXKHUHU KJIace eKBUBaJIEHIIM]je KAo 0 TEXXUHHU
61J10 KOT 60jera U3 Te Kjace. TexxuHy cKyIla KJilaca eKBHMBasleHI|dja (TeXXUHY y30pKa)
MOXKeMO Jia lePUHUIIIEMO Kao 30Up TeXHUHa KJiaca.

Y npuMepy ca HOBOTOAMLIHLUM yKpacuMa BN CMO Jla UMaMO 0CaM pPa3IMuYuTHUX
60jemwa (Ky1aca eKBUBaJIeHIUje) ToMohy /iBe 6oje.

Heka je TexxuHa GeJsie 60je 03HaUeHa ca b, a TeXKWHA CHMBe 60je 03HaveHa ca s. Taza,
TexXKHWHa KJace 1 jeiHaKa je b5, TexxrHa Kace 2 je b*s, TexxuHa KJace 3 1 Kiace 4 je
b3s?, Texxuna knace 5 u kace 6 je b?s3, Texxuna knace 7 je bs* u Texxuna kiace 8 je s°.
Jlobujamo Jia je TexKMHA y30pKa AaTa ca:

b° + b*s + 2b3s? + 2b?s3 + bs* + s°. (7.1)

Ha npumMep, U3 npeTxo/iHe cCyMe MOXXeMO YOYUTH Jia II0CTOje [iBe KJace Koje
KOpPUCTe TpH bOeJie U iBe cUBe 60je.

Axko ctaBuMo gaje b = s = 1 uybayumo y cymy (7.1) gobujeMo 6poj 8 1mto 3anpaBo
npezcTaB/ba OpPOj pa3IMIMTUX 60jera yKpaca momohy JiBe 60je. YaumamweM b = 1us = 0
v 3ameHoM y (7.1) go6ujaMo 6poj 1 11To HAaM TOBOPH Jia MOCTOjU CaMo jeHO 6ojere 6e3
cuBe 60je.
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7.2 llo/buHA TEeOpeMa

[IpeTniocTaBUMO Zia je cKyn 60ja gat ca R = {1,2,-:-,m}.

Jlema 2 TlpetnocTaBuMo Ja je ckyn D noJie/beH Ha JUCjyHKTHe noJcKynoBe Dy, Dy, -+, Dy,
Heka je C noackyn oz C(D, R) Koju ce cacToju of;, CBUX 60jera f TakKo Ja BaXXU Jja ako Cy
aubusD;1<i<p,tagaje f(a) = f(b).

Tapa je unBeHTap ckyna C gar ca:

(W(1)|D1I +w(2)Pl 4. 4 W(m)lDll) . (W(l)IDzl + w(2)P2l ... 4 W(m)lDzl) s
(w(D)IPrl + w(@)IPel 4 .. 4 w(m)IPol), (7.2)

Jokas:

D
MHoKebeM Jo61jaMo cabupke o6auka w(iy)!Plw(i,)P2! ... w(ip)| vl KOjH Ipe/iCTaBIbajy
TeXUHY 60jera Koje 60jy i, J0Je/byje CBUM ejieMeHTHMa cKymna Dy, 60jy i, A0Je/byje CBUM

eJleMeHTHMa ckyna D, u Tako gasbe. Taza, (7.2) npeacraBsba 30Up TexkuHa 60jerwa Koje D;
60ju y UCTy 60jy 1ITO je 3alpaBo UHBeHTap ckymna C. ]

Jlema 3 Heka je (G*,o) rpyna nepmytanuja ckyna C(D,R) u Heka je G* = {m],,:-}. 3a
cBako " u3 G, ca w(mr™) obesiexkaBaMo TeXUHY CBUX 60jewa f U3 C(D, R) NHBapUjaHTHUX
y ogHocy Ha m”*. [IpetnocraBumo ga cy Cy, C,, -+ Kj1ace eKBUBaJleHMje 6ojerba U Heka je
w(C;) TexknHa cBUX 60jewa f u3 C;. Taga je:

w(Cy) + w(Cy) + - = |a_1| W) + w(m) + ). (7.3)

ﬂoxaa:

CBaku cabupak w(m;) y 36upy Ha iecHOj cTpaHH (7.3) mpe/cTaB/ba TeXHUHY CBUX 60jerma f
KoOja cy UHBapHjaHTHa y ojiHoCy Ha 7;. [lakisie, w(f) ce fozaje YKOJIMKO je f MHBapHjaHTHO
y oxHocy Ha m;. Heka je C(D,R) = {fi,f2 -} Ykonuko ca C(f) obGenexxumo Kiacy
eKBHBaJIeHI|Uje Oojera f TaZa Ha OCHOBU Teopeme 4 0 CTabWIM3aTOPY eJIEMEHTA JIECHY
cTpaHy jeaHakocTH (7.3) MoKeMO HalnucaTy Ha cieJiehy HauuH:

1 1 w(f)IG"| w(f)|G|
|G*|(W(f1)|5t(f1)|+W(f2)|5t(f2)|+"')_|G*|< IC(ADI + IC(F)I + )

_ w(f1) w(f,)
RAGIREAIR

Axo cabepemo % 3a cBe f; M3 Kijace ekBuBajeHuuje C; nobujamo w((C;) jep je
w(fi) =w(C)ulc(f)l =G . .
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Teopema 7 (IlosbuHa TeopeMa) Heka je (G,o) rpyna nepmyTanuja ckyna D u Heka je C(D, R)
CKYI CBUX O00jema ckyna D kopultheweM 60je u3 R. Ako je w QyKIiMja Koja foJiesbyje
TeXUHY 60jewy Taza je unBeHTap of C (D, R) aaT uspasom:

P (Z W), ) W), ) w(r)k).

TER TER TER

rae je P;(xq, Xy, -+, X)) MHAEKC nuKiyca rpyme (G,o).

Jokas:

Heka je w(m*) TexxuHa cBux 6ojewa f u3 C(D,R) WMHBapHjaHTHUX y OJHOCY Ha T".
[lpeTnocTaBuMO Ja je mepMyTaliyja 7T HalKcaHa Kao Opou3BoA uukiayca Dy, Dy, -, D,,.
Bojeme f je nHBapujaHTHO y oiHOCY Ha T* aKKo je f(a) = f(b) 3acBe au b u3s D;.

Ha ocHoBy Jleme 2 umamo pa uspas (7.2) mnpejcraB/ba CyMy TeXUHa 0o0jema
WHBapHjaHTHUX Y OJTHOCY Ha TT* 1ITO je w (™).

CBaka 3arpagay (7.2) je obiuka:

w1 +w(@) + -+ wm) = Z w(r))
TER
raejej = |Dyl.

Hspas Y,crw(r)’ ce jaBma y (7.2) OHOJMMKO NyTa KOJMKO je myTa j = |D;|, ogHOCHO
OHOJIMKO MyTa KOJIMKO T UMa ITUKJIyca Ay>KHHe j. Bpoj nukiyca aykuHe j CMO 03HaYaBaIu
ca b;.

Ha ocHoBy Tora, nspas (7.2) MoxxeMo0 HanMcaTH Kao:

b, b,
<Z W(T)1> <Z w(r)2> s
Tapa gecHa ctpana (7.3) nocraje

Py (Z w(r), ) Wiy, ) w(r)k)

yuMe je fokasaHa [lo/buHa TeopeMa. [

WnycTpyjMo NpeTXo/iHY TeopeMy IPUMepPOM HOBOTOAUIIHUX yKpaca.
Ckyn 60ja ce cacTojao of Ba esieMeHTa, R = {6es1a, cuBa}. logesnMo cBakoj 60ju TEXKHUHY
Koja je 03HaYeHa cuM6osuMa, w(6ena) = b u u(cuBa) = s.
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Zw(r)=b+s ZW(T‘)2=b2+SZ ZW(T)3=b3+S3

TER TER TER

Z w(r)* = b* + s* Z w(r)® = b® +s°

TER TER

Y3MuMo caga fa je x; = YperW(r), x5 = YrerW(@)?, -, x5 = Y, cgW(r)> ¥ 3ameHuMoO y

(6.1), yume gobUjamo:

P, (Z W(r),z w(r)?, z W(r)5> - %((b +5)5 + 4(B5 + 55) + 5(b + 5)(b? + 52)2).

TER TER TER

Hakon cpehuBamwa gobujamo aa je

P; (Z W(T‘),Z w(r)?, ,Z W(T)5> = b> + b*s + 2b3s? + 2b?s3 + bs* + s°

TER TER TER

IITO NpeAcTaB/ba U3pas (7.1).

[lpeTrocTaBUMO cajila Zia yKpace >KeJuMo Jia 060juMo y Tpu 60je. Io/bHHOM
TEOPEMOM MOXKEMO Ha jeJJHOCTaBaH HAa4YMH Jia M3padyyHaMO KOJMKO MMaMO Pa3IUYHUTHX
6ojemwa. Heka je casma R = {6esa, cuBa, ipBeHa}. [lofles1MMo cBakoj 60ju TeXHHY Koja je
o3HavyeHa cuM6osMMa, w(6esna) = b, w(cuBa) = s u w(LpBeHa) = c.

Tapa je:
Zw(r)=b+s+c Zw(r)2=b2+sz+c2 Zw(r)3=b3+s3+c3
TER TER TER

ZW(T‘)4=b4+S4+C4 Zw(r)5=b5+55+c5

TER TER

Jlobujamo fa je uaBeHTap of C (D, R) faT u3pasom:

1
E((b +s+¢)°+4b°+5s°+c%)+5(b+s+c)(b?+s%+c?)?)

= b5 + b*c + b*s + 2b3c? + 2b3cs + 2b3s? + 2b%c3 + 4b%c?s + 4b%cs? + 2b%s3 + bc*
+ 2bc3s + 4bc?s? + 2bces® + bs* + ¢ + c*s + 2¢3s% + 2¢%s3 4+ cst + s°
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3amMeHOM b = ¢ = s = 1 y npeTXoAHHU H3pas, Aob6ujamMo Aa uMaMo 39 pas/IUYUTUX Oojera
HOBOTO/JJMILBLUX YKpaca y TpH 60je.

BpaTuMmo ce Ha npuMep 60jera rpada K; 3 y Tpu 60je ¥ 0peAUMO HajIpe UHIEKC
nukayca rpyne (G,o). Ha ocHoBy Cirke 16 3ak/bydyjeMo gAa je k =3 W Ja je WHJIEKC
[IUKJIyca rpyIe JaT ca:

1
Pg(x1,x2,%3) = 6 (xf + 2x1%5 + Bxfxz).

JlogenvMo cBakoj 6o0ju ckyma R = {3ejieHa, lipBeHa, JlaBa} TeXWHy, w(3esieHa) = z,
w(upBeHa) = ¢ u w(miasa) = p.
Jlobujamo:

Zw(r)=2+c+p Z:W(r)2=22+c2+p2 Zw(r)3=23+c3+p3

TER TER TER

3aMeHOM X; = Y erW(T), X3 = YperW(r)? #x3 = Y,cpw(r)? y u3pas 3a uHgeKC IMKIyCa
rpyne gob6ujamo aa je uaBeHTtap og, C(D, R) paT uspasom:

ct+2c3p + 2¢3z + 2¢%p? + 3c¢?pz + 2¢%2% + 2¢cp® + 3cp?z + 3cpz? + 2¢z3 + p* + 2p32z
+ 2p2z% + 2pz3 + z*.

YKoJMKO y3MeMo Jlaje Z = ¢ = p = 1 ¥ 3aMeHHUMO y IPeTX0/HU U3pas, fobujamo 30
passM4YuTHX 60jema rpada K; 3 y Tpu 60je, IITO CMO MOTIJIM M OY€KHBATH.

[locTaBs/ba ce nUTame: Jja I NIPETXOAHU U3Pa3 MOXKEMO UCKOPUCTUTHU HA JIpyravyuju
HayuH? OAroBop je fa.

[IpeTnocTaBUMO cajia Aa KeJUMO Ja oJpeArMO KOJUKO UMa Oojera Koja KOPUCTE
caMo 3eJieHy Y 1[pBeHy 60jy. OBO jeJHOCTAaBHO MOXXEMO Jla U3payyHaMO TAKO IITO y3MeMO
cnenehe BpegHocTH 3a TexuHy 60ja z=c=1u p=0. [lobujamo jga umamo 8
pas3IMYUTUX 6ojera 6e3 MJaBe 6oje.

U3BpuinMo caza cMeny z = ¢ = 1.
Jlobujamo uspas:

8 + 10p + 7p? + 4p® + p*.

Mo>keMo 3ak/byduTH Jla mocToju 10 6ojera Ko/, KOjuX je caMo jeIHO TeMe 060jeHO IJIaBOM
60joM WJIM Jla IOCTOjH CaMo jeJHO 60jere Ko/, KOT Cy cBa TeMeHa rpada obojeHa y 1njaaBo.

[IpumenuMo caja [lo/buHy TeopeMy Ha QYHKILHjy NpebalBamba JBe MPOMEHJ/bUBE.
Pagu sakiler padyHa, NpeTHOCTaBUMO Jla NepMyTaluje 7" UM,  JejCTBYjy Ha CKyl
{1,2,3,4}, na go6ujamo gaje " = (1)(2)(3)(4) u " = (1)(23)(4). Taga je:

1
Ps(x1,x3) = > (xf + x%xz)-
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Y3umaweM w(0) = a u w(1l) = b fo6ujamo aa je uaBentap oz C(D, R) aat uspasom:
a* +3a3b + 4a*b? + 3ab® + b*.

Cabupak 4a’b? 3Hauu ga nocroje 4 pasauuuTe PpyHKIMje NpebaluBama Koje AoAebYyjy
ZiBe HyJie U ABe jenHuHuLe. Ha Cavuu 14 npukasaHo je mecT TakBUX QyHKIMja Koje cy
o3HaueHe ca Ty, Tg, T, T1g, T11 v T3, anu cy dyukuuje T, u Ty , ogHOCHO yHKUUje Ty1 U Ty3

. . (1 2
eKBUBaJIeHTHe IITO JJ06MjaMo NpuMenyjyhy nepMyTaLujy (2 1).

7.3 lIlpumena Ilo/buHe TEOpEMeE
3agatak 1: OapenuTtu 6poj usomepa auxaopodeHseHa CoH,Cly.

Monekynu auxyiopob6eH3eHa HaAcTajy 3aMEHOM JBa aTOMa BOJOHHUKA Yy MPCTEHY
6enseHa CgHg. Bpoj HauUMHa 3a Be3WBambe iBa aToMa XJopa U YeTUPH aToOMa BOJIOHUKA Y
IpPCTEHY CaYUHEHOM OJi yI/beHUKA, UJeHTHUYaH je 60jerby TeMeHa LliecToyr/a y JiBe 6oje.
0O3Ha4YMMO CBAKO TeMe IIecToyrJia NpupogHuM 6pojeM oa 1 10 6 pegom. CBe mepMmyTanuje
TeMeHa IPaBUJIHOT LIeCTOYTJIa Koje ra pecjarnKaBajy Ha caMor cebe JaTe Cy ca:

= (D(2)(3)(4)(5)(6) my = (123456)

3 = (135)(246) m, = (14)(25)(36)
s = (153)(264) me = (165432)

m; = (1)(26)(35)(4) mg = (13)(2)(46)(5)
my = (15)(24)(3)(6) Ty = (12)(36)(45)
Ty, = (14)(23)(56) M1, = (16)(25)(34)

Heka je G = {mq, my, T3, My, s, g, TT7, g, To, 19, T11, 12}, Taga je (G,o) rpyma. UHjekc
nukiayca rpyine (G,o) gar je ca:

1
P (X1, X5, X3, X4, X5, Xg) = ' (x8 + 3x2x2 + 4x3 + 2x2% + 2x¢).

JogenrMo atoMuMa TexxuHe w(xjop) = Cl u w(BozoHUK) = H.
O6enexxumo cax; = Cl+ H,x, = Cl> + H?, x3=CI3+ H3ux, = CI® + HS.
[Ipumenowm [lo/brHe Teopeme J06UjaMO U3Pa3:

1
5((61 + H)® + 3(Cl+ H)?(CI?> + H*)? + 4(CI? + H?)3 + 2(C13 + H3)? + 2(CI® + H®))
= Cl® + CI°H + 3CI*H? + 3CI3H® + 3CI?H* + CIH® + H®
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Koedunujent y3 CI?H* Ham rosopu Ja NocToje TPpU M30Mepa AUXJ0OpPOGEH3eHa
CeH,Cl,. YBepuMo ce y 1061jeHH pe3yaTaT:

H Cl cl H H H
H Cl i/ Nai Cl 1
H o H o H o

Cnuvka 17: XeMHjcke CTPyKType 6€H3eHCKOT NPCTeHa U TPU U3oMepa JUXJI0pobeH3eHa.

3ajatak 2: Mosekynu nukiaonponaHa (C3;Hg cauuibeHU Cy OJ, TPU aToMa yI/beHUKa
NI0OBe3aHUX JBOCTPYKUM Be3aMa U IIeCT aTOMa BOJOHHUKA KOjU Ce BeXy 3a CBAKM 0/, aToOMa
yrsbeHuKa. Ha Crrupgu 18 npvkasaHa je TpoAMMeH3WOHa/IHA XeMUjCKa CTpyKTypa. CBaku
aToOM BOJOHHMKA MOXe OUTHM 3aMelmeH MOHOBAJIEHTHUM paJvKaidMa Koje MOXKeMO
TpeTUpaTH Kao jeAaH aToM. MoJieKyJiM HacTa/Jld Ha OBaj HAa4MH Ha3UBAjy ce JepuBaTH
LUKJIONIPOIIaHa.

Kosvko MMaMo pas/iMuUTUX JAepuBaTa IUKJAomponaHa ob6suka C3XY,Z, Tako jga je
k+n+m=67

Ciuka 18: TpoauMeH3UOHANIHA XeMHUjCKa CTPYKTypa LMK/IONPOINaHa.

XeMUjCKy CTPYKTYpy LUKJIOMpOINaHa MOXeMO NpeACTaBUTH nmomohy rpada rjie cy
TeMeHa obeJiexeHa IPUPOHUM OpojeBrUMa.

Cnuvka 19: XeMujcka CTpPYKTypa LMKJIONpoNaHa npeAcTaB/beHa noMohy rpada .
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HanmomeHuMo, Ha MecTy TeMeHa 4, 5 U 6 yBeK ce HaJla3u aTOM YI/beHHKA U OHA HaM
HHUCY 0/1 3Ha4aja Npu pasMaTpamwy 6poja pa3/IuIUuTHX epuBaTa.
Bpoj pas/sMyuTUX JepuBaTa MOXEMO NOCMATpaTH M Kao ciaefehu 3ajaTak: Ha KOJIMKO
HauyMHa MOXXEMO 060jUTH TeMeHa paBUJIHE TPOCTpPaHe Npu3aMe Kopuctehu Tpu 60je?

[TocMaTpajMo cajia cBa mpec/jMKaBawba TPOCTpPaHe MPHU3Me Ha caMy cebe 4Hja cy TeMeHa
obenexxeHa ca 1, 2, 3, 7, 8, 9. Kako cy HaMa o/ 3Ha4aja caM0 TeMeHa Npu3Me, NocMaTpajMo
cnefehe nepmyTanyje:

Porauuje:
M@)B™®)(9) (123)(789) (132)(798)
(18)(27)(39) (19)(28)(37) (17)(29)(38)
Pednekcuje:
(17)(28)(39) (183729) (192738)
(D(23)(7)(89) (12)(3)(78)(9) (13)(2)(79)(8)

Heka je G ckyn HaBeJileHUX NepMyTaliyja, Taja je UHAeKC ukiyca rpyne (G,o) aaT ca:
1 6 2 3 2,2
Pi(xq, X5, X3, X4, X5, Xg) = 1z (x? + 2x5 + 4x5 + 2x¢ + 3x7%5).

Joaenumo atomuMa texxkue w(X) = x,w(Y) = yuw(Z) = z.
O6enexuMo cax; =x+y+2z x, =x2+y?+2z% x3=x3+y3+2z3uxs = x% +y°® + 25
[Ipumenom [lo/brHE TeOpeMe 406HjaMO U3pas:

1
E((x +y+2)°+2(x3+y3+23)2+4(x%+y? +22)3 +2(x® + y® + z%)
+3(x+y+2)? (x%+y?+2z2)3?)
=x® 4+ x°y + x°z + 3x*y? + 3x*yz + 3x*2% + 3x3y3 + 6x3y?%z + 6x3yz% + 3x323 +
3x2y* + 6x2y3z + 11x2y22% + 6x2%yz3 + 3x2z* + xy° + 3xy*z + 6xy32z% + 6xy223 +
3xyz* + xz° + y® + y°z + 3y*z% + 3y323 + 3y?z* + yz° + 2°

YuTameM KoedUIlMjeHATA Y3 MPOU3BOJ/bAH CAOUPAK MOXKEMO JIa OAPEJUMO KOJUKO

uMa ozipeheHe BpcTe AepuBata. Ha npumep, koedunujeHT y3 x2yz3 HaM roBopu Jja UMaMo
IIeCT Pa3JIUYMTHUX JlepyuBaTa IUKJonponaHa oosuka C3X,YZs.
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3apaTtak 3: Ha kosinko HayMHa MOXXeMO 060jUTH MJbOCHM J0JeKaeapa Kopuctehu niasy,
[IPBEHY U 3eJieHy 60jy TaKo Jila YeTUPHU IJbOCHU OYy/ly 000jeHe Y IJIaBO, MET y IIPBEHO a TPU
y 3esieH0? /|Ba 60jera cMaTpaMo UCTUM aKo Ce je/THO MOXKe JOOUTH O APYToT pOTaIUjoM

JloJlekaezpa.

Canuka 20: [logekaenap.

Jonekaenap ce cactoju of 12 M/bOCHU KOje MMajy OOJIMK NMPaBUJIHOT MeETOYyTrJa.
O6enexnmo nbocHU 6pojeBuMa of; 1 fo 12 kao Ha Caxygu 20. Y olHOCY Ha Oocy, poTalyje
JlofieKaeipa MOKeMO MO eJINTH Y TPU KaTeropuje.

[IpBa kaTeropuja mnpejicTaB/ba pOTalidje OKO Oca Koje cy ojpeheHe LieHTpuMa

HacllpaMHUX IJbOCHU. UMaMo 24 oBaKBHUX poTalyja a jejHa O BUX je JaTa nepMyTaldjomM
(123456789 101112)

1 3 45 6 2 8 9 10 11 7 12
CBaky mepMyTalujy OBe rpymne MOKeMO HalNMCaTU Kao NPOM3BOJ /iBa LUKJyca AYy>KUHE

jefilaH U iBa LIMKJIyCa Jy>KUHe IeT.
[pyra kaTteropuja ce cacToju o, poTaldja 4yvja oca CaAp>XU HaclnpaMHe BpXOBe

Jojekaenpa. OBakBux porauuja uMamo 20 a jegHa oJy BUX je IpejcTaB/beHa
. (1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12)
nepMyTalyjoM .

2 31 6 11 7 4 5 10 12 8 9
[Ipou3BO/BHY NEpMyTalKjy OBE KaTeropyje MOXXEMO NMPeACTAaBUTHU Kao MPOU3BOJ, YETUPHU

LUKJIyCa Ly KUHE TPH.

Tpehy kaTeropujy 4uMHe poTalyje 4ija oca CaZp>Ku CpeJMILITa HaCIPpaMHUX UBUIA U
uMamo 15 TakBux poTayMja. JeaHa o4 BUX JaTa je  NepMyTalyjoM
(12345678 9101112)_

21 6 11 7 3 5 10 12 8 4 9
[lepMyTanuje oBe rpyne MoKeMo 3alKdcaTH Kao MPOU3BOJ, LIECT LIUKJ/Iyca AyKUHE JiBa.

Heka je G ckyn cBux 60 moMeHyTUX NepMyTaliyja, TaZa je UHJAeKC nukiyca rpyne (G,°o) aat
ca:

1
Pg(xq, X5, X3, X4, X5) = 20 (24x%x2 + 20x5 + 15x5 + x12).
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JlonenvMo cBakoj 60ju TexxuHy w(miaaBa) = p, w(1ipBeHa) = ¢ u w(3ejieHa) = Z.
Heka je X,=ptct+z x,=p?>+c?+z% x3=p3+c3+23uxs =p°+c°+ 25
[Ipumenom [losbuHe TeopeMe 106HjaMo U3pas:

%(24(;9 +c+2)2(P°+ 5+ 2°)2+20(p3 + 3 + 23)* + 15(p? + % + z2)°

+ (p+c+2)?)
=c? 4+ pct + zc' + 3p2c® + 3pzc?® + 5p3c¢® + 523¢° + 11pz2c® + 11p2zc® +
12p*c® + 122*¢c® + 33pz3c® + 57p2?2%¢8 + 33p3zc® + 14p°c” + 142°¢7 + 66pz*c” +
132p2z3¢7 + 132p32z%c7 + 66p*zc” + 24p°c® + 2425¢% + 94pz°c® + 246p2z*c® +
312p323¢® + 246p*z2c® + 94p°zc® + 14p7c5 + 14z7¢® + 94pz°c® + 278p?z°c® +
462p3z*c® + 462p*z3¢5 + 278p52%¢c® + 94pSzc® + 12p8c* + 1228¢* + 66pz7c* +
246p%z°c* + 462p3z°c* + 600p*z*ct + 462p°>z3c* + 246p°z%c* + 66p7zc* + 5p°c3 +
5z%¢3 + 33pz8c3 + 132p227¢3 + 312p32°¢3 + 462p64 z°¢3 + 462p°z*c3 + 312p°23c3 +
132p7z%¢3 + 33p8zc® + 3p'°c? + 32192 + 11pz°c? + 57p2z8¢? + 132p327c? +
246p*z6c? + 278p°z5¢? + 246p°z*c? + 132p7z3¢? + 57p®z%¢? + 11p°zc? + ptlc +
z1¢c + 3pz1% + 11p?2°c + 33p328c + 66p*z7c + 94p°>z°c + 94p® z°¢c + 66p7z*c +
33p%z3c + 11p2z2%c + 3p zc + p'? + 212 + pz't + 3p2210 + p32° + 12p*2® + 14p°27 +
24p%z° + 14p7 2% + 12p8z* + 5p°2% + 3p1°22 + pllz

YurameM koedunujenTa y3 p*z3c® gobujamo ga umamo 462 TpaxkeHa 60jema.
3ajaTtak 4: Kosvko uMaMo pa3/iMYMTHX KOMOWHalHMja 3a jelHy cTpaHy PybGrkoBe Kolke
(3x3) Tako Jla KOPUCTUMO CaMo IL[PBEHY, IJIaBY U 6esy 60jy?

[TocmaTpajMo jeHy cTpaHy Py6HKOBe KOLIKe U 00eJIeXXUMO oJba 6pojeBruMa o/ 1
10 9:

1 2 3
4 5 6
7 8 9

Cnuka 21: JegHa ctpaHa Py6ukoBe Kolke.
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[TocmaTpajMo cajia cBe poTalyje U OCHe CUMeTpHje cTpaHe Py6ukoBe Kolke
npejcTaB/beHe NMpeKo nepmyTaija ckyna {1,2,3,4,5,6,7,8,9} 1 3anuIINMO UX IPEKO
JMCjyHKTHUX LUKJIyCa:

(DBHGI(O)(7)(8)(9) (1793)(2486)(5)
(19)(28)(37)(46)(5) (1397)(2684)(5)
(13)(2)(46)(5)(79)(8) (17)(28)(39)(4)(5)(6)
(D2 (B7)(5)(68)(9) (19)(26)(3)(48)(5)(7)

Heka je G ckyn cBUX 8 MOMeHyTHUX MepMyTallja, TaAa je UHJeKc nukayca rpyme (G,0) nat
ca:

1 2 4 3.3
Pg(xq, X5, x3,%4) = g(x1 + 2x5x1 + x3x1 + 4x3x7).

JlogenuMo cBakoj 60ju TexxuHy w(6esa) = b, w(3eseHa) = z, w(upBeHa) = c,
w(posa) = r,w(m1aBa) = p u w(HapaHlacTa) = n 4 o0eJieXXuMo ca x; =b+z+c+r+
p+n x, =b%+z2+c?+r?2+p?+n?ux, =b*+z*+ct+r*+p*+nt
Ha ocHoBy IoJbrHe TeopeMe f06HjaMo U3pas:

1
g((b+z+c+r+p+n)9+2(b4+z4+c4+r4’+p4’+n4)2(b+z+c+r+p+n)
+ P+ 22+ i+ pP+n®)*b+z+c+r+p+n)

+ 42+ 22+ c* +r2+p*+n?)Pb+z+c+r+p+n)d).

YBoheweM cMeHe z =1 =n=0ub =c =p = 1 gobujamo uspas:

1
5(37+2:32:3+3%-3+4:3°37),

Mo>keMo 3aK/bYyYUTH Aa UMaMo 2862 pa3inuuTe KOMOMHALYje.
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8. 3ak/pyyak

Kao mrTo cMo Morsu fa ce ysepuMo Kpo3 paf, [lossuHa TeopeMma eHyMmepanuje je MHOIO
¢dsexkcubunnuja on bepHcajpoBe sneme. Kopuimhemwem jegHor uspasa Jo0ujeHOr U3
TeopeMe, MOXXeMO JaTH OATOBOP HA BHIIe Pa3/IMYUTUX NUTama. bpoj CBUX pas/IMYUTUX
6ojema MoxeMoO A06UTH U3 bepHcajroBe sieMe anu HaM [lo/bMHaA TeopeMa JAaje MHOTO
BUIIIEe 0J] TOra y LITa CMO MOIJIY /la Ce yBepPUMO Y 3aZjaliuMa ca Kpaja paja.
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