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3axBaJTHUIIA

Y uzpajiz TIOKTOPCKE JIUCepTAIje UMA0 CaM BEJIMKY TOJIPIIKY ITOPOIUIIE, TTPH-
jaresba u Kostera. OBOM MPUJIMKOM JKEJIAM 18, UM Ce 3aXBaJIUM.

IIpe cBera, memamepHO ce 3axBaJbyjeM MeHTOpPY Ipodecopy MupociaBy Ma-
pully Ha yKa3aHOM IIOBepemy, HECEOMTHOM AHTAXKOBAIby W IOPIIINA TOKOM I[€JI0-
KynHux cryauja za Marematndkom (akyaTeTy, Kao U Ha CTPYIHUM CaBeTUMa U
AKTHBHOM YYE€CTBOBaiby Y CBUM (pazama m3paje OBe JIucepTalyje.

SaxBasbyjeM ce UJIaHOBHMa KOMUCHje, yBaxkeHUM mpodecopuma l[opmann
[TaBnoeuh - Jlaxxkeruh, 3opunu Cranunmuposuh, Henaay Miagenosuhy un monenTy
Hunu Panojuanh Martuh, koju cy jera/bHUM 9UTArEM OBOI PYKOIIMCA W CBOjUM
cyrectTujaMa 3HAYAJHO JIONPUHETN KOHAYHOM OOJIMKOBamby OBOT pasa. llocebno
ce 3axBasbyjeM mpodecopkn 3opun CTaHuMUpoBUN KOja je MOCTaBUJIA UBPCTE
TeMeJbe 33 MOj Ja/bl HAYIHO-UCTPAKUBAYKUA PAJ] y 00JACTU MATEMATUIKE OITH-
MH3aIje. YBEK BOJIMM Jla HAIJIACUM Ja caM y3 HeceOmuHy mnomoh mpodecopa
Mupocnasa Mapuha u 3opuiie CranuMupoBuh HAIIPABUO MIPBE KOPAaKe y HAYYHO-
UCTPAXKUBAYKOM paJjly, U MOCEOHO caM MM 3axBaJyiaH Ha Tome. Takohe, mocebHO
ce 3axBaJspyjeM npodecopy Henany Maanenosuhy koju Me je 3amHTEpEcOBao 3a
MEeTO/1y TPOMEHJBUBUX OKOJIMHA W OMOTYNMO capa/imby ca BPXYHCKUM HayJIHUITIMA
13 UCTPAKUBAYKUX 0DJIACTH OBE Te3e.

3axBasbyjeM ce cBuUM Kojierama ca Karejspe 3a marematuky Ha @akysirery op-
TaHU3AIMOHUX HAayKa, KOJIeraMa u3 Ipyle 3a MaTeMaTudKy onTuMmusarujy Ha Ma-
TEeMATUIKOM (PaKyJITeTy U KOJeraMa ca mpojekra ,,MareMaTuIku MOJIEN U MEeTO/Ie
ONTUMU3AINje BEJIMKUX CHUCTEMA KOJU CYy MU JTUPEKTHO WU WHIUPEKTHO TTOMOTJIN
y TPOIECY aKaJeMCKOT yCaBPIIABAbA.

Ha cBojum npBuM KOparmMa y MaTeMaTHIH, Y OCHOBHO]j 1ikoJin ,Hukosaj Be-
smvupoBuh” y AJiekcaHIpOBILy, IOCEOHO KEJIUM J1a, Ce 3aXBaJIUM U3Yy3€THOM yUM-
tesby Muhu Kapajosuhy u yumressunin Hapunm Kapajosuh. 3axBasbyjem ce u
npodecopkn maremaruke Crojkn CumdeBuh, Koja je Kpo3 MOje CPeaHOIIKOICKO
obpaszoBambe y 1Koy ,,Cetn Tpudyn” y AnekcanapoBily, yTBpAUIa U MOAPKAIA
JKeJby Jia HacTaBUM oOpa3oBaibe Ha MaremaTudkom akyJirery.

Kaxko kpo3 unraB KMUBOT, TAKO U TOKOM IIHCalba OBE JIMCEpTalnje HajBehy 1o-
JIPIIKY TpyzKaJjia MHU je TOPOIUIa KOjoj mocBehyjeM oBaj JOKTOpaT. 3axBajbyjem
ce ory 2Kusopasy, majim Sopurin u 6pary [opany na 6eckpajuoj mocsehenocTw,
IIO3UTUBHOj] €HEePTHjU, JIUIHUM OJPUIAbUMA U IOBEPEHY KOje Cy UMAaJu Y MeHe.
Hajsehy saxBasiHOCT jyryjem cynpys3u AHapujanu, Koja Me CBUX OBUX TOJIMHA
YIOTIYIbYyj€ HEM3MEPHOM JbyOaB/by M Pa3yMEBabeM U KOja MU j€ YMHOT'OME TIOMO-
ria ga 3aBpmmM auceptanujy. OBaj jgokTopar mocBehyjeM u mpepaHo TPeMUHY-
JioM neqin Pajiojunm kora HEcaMm ymo3Hao U peMuHyJIoM Aequ lleTpy koju je mmao
BaXKHY yJIOTY ¥ MOM KHUBOTY M OJPACTAIbY.



HacaoB mucepranuje: Hose meTose KiacTepoBama HA KOMILJIEKCHUM MpeXKaMa

Pe3sume: Teopuja KOMIJIEKCHUX MpexKa IOKa3aJa ce Kao M3Yy3€THO 3HA4YajHa y
IpOyYaBarmy KapaKTePUCTUKA U CTPYKTYyPe PA3HOBPCHUX KOMILIEKCHUX CHUCTEMA.
Y mnocseime Be JIEeleHnje BeJIMKA OPOj MCTPaKMBambha je YCMEPEH Ka Pa3BUjarby
MEeTO/Ia KJIACTePOBaba Ha KOMILJIEKCHUM Mpekama. llentap 3a auckpeTHy MaTe-
MaTUKy U Teopujcko padayHapctBo (eurs. Center for Discrete Mathematics and
Theoretical Computer Science — DIMACS), kKoju npejcraB/ba KOH30PIMjyM IIpe-
CTHZKHUX akajieMckux uucruryimja (Yuausepsurer Pyrrepc, [Ipuncron, Kosymou-
ja) m ucrpaxkupaukux jaboparopuja (Microsoft, IBM, AT&T, NEC), cpcrao je
2012. romume poOJIEM KJIACTEPOBarha HA MPEXKH HA JIUCTY HAjBAXKHUjUX TPOOJIE-
Ma ¥ M3a30Ba y PAdyHAPCTBY 3a KOjé je HEOIXO/HO PAa3BUTU W UMILJIEMEHTUPATU
edukacue asropurme. Kako ce KjiacTepoBaibe Ha MPEXKU MOXKE NMPUMEHUTH Y
Pa3HOBPCHUM KOHTEKCTUMA 3a IOCTHU3alhe PA3/IMYUTUX I[UJbEBA, HE IOCTOJU OIl-
mre npuxBahena neduHuIMja KiaacTtepa. 3 Tor pasjora, MPpUINKOM Kpenparma
MeTo/ia KopucTe ce pasjaumuntu npuctynu. [Ipuctyn koju je mpuBykao Hajsehy
MTayKiby MCTPaKuBada IMojpasyMeBa JieuHucame Mepe 3a o/ipehnBame KBAJIUTeTa
MapTUIFje U KOHCTPYHUCAbE METOJIa 33 MPOHAJAXKEHe MapTHUIlje KOja MMa, MaK-
cuMaJIHy BpeJHOCT fedunucane Mepe KBajgurera. OBaKBUM MPUCTYIIOM IPOOJIEM
KJIacTepOBama ce (POpMyJIuIle Kao MpodJeM KOMOMHATOPHE ONTHUMH3AIlMje, a 3a
pelaBame MOTy C€ KOPUCTUTHU Pa3JIUIATe METOJ€ MATEeMATHIKE ONTHUMU3AIIH]eE.
Opn nedunncanux Mepa KBaJmTeTa, Hajderrhe ce KOPUCTA MOJLYJIAPHOCT.
KnacrepoBame MakCHMU3AIIjOM MOIYJIAPHOCTHU, OJTHOCHO ITPOHAJIAYKEHE Tap-
TUIIHAje ca MAKCHMAaJIHOM BPEJIHOIINY MOJyJIapHOCTH, TIpejicTaB/ba NP-Texak mpo-
OJ1eM, TaKO Jia Ce 3a pellaBarbe Pa3BHUjajy XeyPUCTUIKE MeTo/e. Y OKBHUPY JUCEP-
Taluje MpeJjIoyKeHa je HOBa METOJa 38 MAKCUMU3AIINA]y MOJLyJIADHOCTHA 3aCHOBAHA
Ha MeTOJ/IM IPOMEHJHbUBHUX OKOJIMHA. ¥ IUJbY epUKacHe IPUMeHe Ha KOMIIJIEKCHUM
MperKaMa BeJIUKUX JTUMEH3Uja, Pa3BUjeH je MeXaHu3aM 3a JeKOMIIO3UIHjy pobJIe-
Ma Ha Mambe MOTIPoOJeMe U MOOOJbITAH MEXaHU3aM 32 MPEBA3MIAKEIHe JIOKATHUX
MaKCHMyMa MOJIYJIAPHOCTH KOpUITNemeM KPUTEPUjyMa 3a IIOBPEMEHO ITPUXBATAHE
JIOIITHjer PeIemna y OTHOCY Ha TeKyhe perreme. 3a TeCTUPamhe MPeJIOZKEeHe MeTO1e
kopuithene cy DIMACS uncranne. /lobujenu pesyararu cy ymnopehenu ca najoo-
JbUM PEe3yJITATUMA IIPE3EHTOBAHUM Y JIUTEPATYPHU 3a PasMaTpaHu MpodJieM, Koju
cy mobujeru aBema meronama paspujennm y okBupy DIMACS mosupa 2012. roau-

we. Ocum Tora, m0OujeHn pe3y/araTu cy ynopehenu u ca pesyaraTuMa mecT MeToia



pasBujenux HaKoH 2012. romamHe KOje cy ce m3nBojuse y aurteparypu. Kommapa-
THUBHA aHAJIM3a pe3yJiTaTa MoKa3yje jJa IpeJiozKeHa MeTo/a HaJMalllyje mocrojehe
METO/Ie 38 MAKCUMU3AIN]y MOYJIAPHOCTU U TOIPaB/ba HAajOO/ha MMO3HATA PEIeHha
Ha 9 oz 13 remkux DIMACS uncranm.

KnacrepoBame MakcMMU3aujoM MOIYJIAPHOCTH HUje MOTOJTHO 33 OTKPHUBAIbE
MaJIMX KJIacTepa y MpezKaMa BeJMKHX JUMeH3Huja, 9aK U KaJa cy ouurseaau. 13
TOT pasJiora, y OKBUPY JUCEpTallje MpeioXKeHa je HOBa (PYHKIHja 38 Meperme
KBaJINTETa TAPTHUIIHje IMjOM Cce MAKCHMU3AIMJOM MOT'Y HIEHTH(MUKOBATH KJIACTe-
pu. Kpo3 tpu TBphema mokazano je jga HOBa Mepa, HazBaHa E-dyHKIuja, npeBa-
3MJIa3U HEJOCTATKE KOjU KAPAKTEPUIIy MOJIYJIAPHOCT U MMa ITOTEHIUjasl 38 UJIeH-
THMUKOBAIbE KJIACTEPa y MPEXKHU. 3a MoTpede JeTa/bHOI TeCTUPAhA IIPE/JIOXKEHE
E-dbyunkmnuje n nopehema ca yHKIINjOM MOJIyJIapHOCTH, pa3BUjeHA je T€HEPUIKA
MEeTO/Ia TPOMEH/bUBUX OKOJIMHA 33 ONTUMU3AIN]y OUI0 Koje peasine (DyHKIMjE 3a
Mepeme KBaJuTeTa mapTuije. PadyHCKN eKCIIepUMEHTH CITPOBEJIEHU Cy Ha TeHe-
pHUCAHUM W peaJTHUM WHCTaHIaMa M3 JUTEpPAType 3a KOoje je mCIpaBHA MOjesa Ha
KJIacTepe mo3HaTa. Pesynaratu nmokasyjy jga ce makcuMmusaiujoMm E-dyrkimje mory
nJIeHTU(UKOBATU OYEKUBAHU KJIACTEPU KAKO HA T€HEPUCAHUM, TAKO U HA PEATHUM

WHCTAHIIAMA.

Kipyune peum: KOMILUIEKCHE MpeXKe, KJIACTePOBaibe, KOMOMHATOPHA OINTUMMI3a-
I1ja, MeTOo/Ia TPOMEH/bUBUX OKOJIMHA, MOYJIADHOCT, e-(PyHKIH]ja
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Dissertation title: Novel methods for clustering in complex networks

Abstract: The theory of complex networks has proven to be very important in
the study of the characteristics and structure of various complex systems. In the
last two decades, a large number of researches have been directed towards the
development of methods for clustering in complex networks. In 2012, Center for
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science (DIMACS), which is a
well-known consortium of prestigious academic institutions (Rutgers University,
Princeton, Colombia) and research laboratories (Microsoft, IBM, AT & T, NEC),
included the problem of clustering in complex networks on the list of the most
important problems and challenges in computer science. Clustering in complex
networks can be applied in a variety of contexts to achieve different goals, and
therefore, there is no generally accepted definition of a cluster. For this reason,
different approaches are used in developing clustering methods. An approach that
has attracted the most attention of researchers involves two subproblems: defining
a function to determine the quality of a partition and constructing methods to find
a partition that has the maximum value of the defined quality function. In this
approach, the problem of clustering is formulated as the problem of combinatorial
optimization and various methods of mathematical optimization can be used to
solve it. One of the most commonly used quality function is the modularity.
Clustering by modularity maximization, i.e., finding a partition with the max-
imum value of modularity, is NP-hard problem. Thus, only heuristic algorithms
are suitable of processing large datasets. In this dissertation, a novel method for
modularity maximization based on the variable neighborhood search heuristic is
proposed. For the purpose of efficient application in large-scale complex networks,
a procedure for decomposition of the problem into smaller subproblems is devel-
oped. In addition, a mechanism for overcoming local maxima of modularity is
improved using criteria for occasional acceptance of solution which is worse than
the current one. DIMACS instances are used to test the proposed method, and the
obtained results are compared with the best ones presented in the literature, ob-
tained by two methods developed in DIMACS implementation challenge in 2012.
In addition, the obtained results are compared with the results of six methods
developed after 2012, from the literature. A comparative analysis of the results
shows that the proposed method outperforms the existing methods for modularity

maximization and improves the best known solutions on 9 out of 13 hard instances.



Clustering by modularity maximization is not suitable for detecting small clus-
ters in large networks. For this reason, a new function for measuring the quality
of a partition has been proposed in the dissertation. Through three theorems, it
is shown that the new measure, called E-function, has the potential to identify
clusters in the network and overcome limits of modularity. For testing the pro-
posed E-function and comparison with the modularity function, a generic variable
neighborhood method is developed to optimize the considered quality function.
Computational experiments are performed on generated and real instances from
the literature for which the correct division into clusters is known. The results
show that the expected clusters can be identified, both on artificial and real in-

stances, by maximizing the E-function.

Keywords: complex network, clustering, combinatorial optimization, variable
neighborhood search, modularity, exponential quality function

Research area: Computer science

Research sub-area: Mathematical optimization
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I'maBa 1

YBOI

Ilojam cuctiem mMma MUPOKY NPUMEHY Y CABPEMEHO] HAyIW 3a IpeICTaB/ba-
e CKyIIa eJieMeHaTa (peaqHuX WM alCTPAaKTHUX ), Koju MeljycoGHO uHTeparyjy u
GYHKIMOHUIITY KAO IEeJINHA PaId OCTBapema 3ajeJHUYKOr nmba. CucreMu Koju
ce cacToje M3 CKyla ejeMeHara m3Mely KOjuxX IIOCTOje M3PA3UTO jaKe HeJIMHeapHe
MHTEPAKIMje HAZUBAJY Ce KOMUAEKCHUM CUuChemuma. KOMIITIEKCHOCT OBUX CUCTe-
Ma HHUje Hy»KHO pe3yJITaT BEeJUKOT Opoja ejeMeHaTa W WHTEPAKIIUja u3Mehy mbux.
YiupaBo He/lmHeapHe MHTEpakiifje m3Mely ejlemMeHaTa CHUCTEMa CTBapajy Hajsehe
pazsiuke u3dMely KOMILIEKCHUX U jeJHOCTABHUX CUCTEMAa Ca JIMHEAPHUM UHTEPaK-
nrjama. Henuneapue maTepakimje udmehy esemenara cucremMa, 1e(bUHUIILY HETOBY
YHYTpAIlliby CTPYKTYpPY, MOHAIIAmke U MOJIeJT IIPOMEHe, YnHehn ra TeKuM 3a pa-
3yMeBambe u ynpasibame [1]. Yeaen mopemehaja MexaHusMa HEraTHBHE MOBPATHE
cIipere, jeJTHOCTAaBHU CUCTEMH Ce Pa3BUjajy TVIATKO U KOHTUHYUPAHO Ka JeJTHOM CTa-
by paBHOTe)ke. CympoTHO TOMe, KO/ KOMILIEKCHUX CHCTEMa eJIeMeHT A yTude Ha
enemeHT B, anu u ejemenT B moBpaTHo yTtude Ha enement A. IIpu Tome, mpomene
y JeIHOM eJIEMEHTY M3a3BaHe JIejJCTBOM JIPYTOT eJeMeHTa Memhajy HAauWH HeTrOBOT
JlesIoBama Ha JIPYTH, U O0OpaTHO, a 3ajeJHO Ha CUCTEM y TEJIUHU. YCJIeH JIOKAJ-
HUX WHTEPAKIFja, Y KOMILIEKCHUM CHUCTEMHUMA JI0JIa3u 10 (popMupama odpas3ara
MIOHAIIIAba U CTPYKTYPHOT ypeherma 0e3 manupama U IMeHTPAJIN30BaHe KOHTPOJIE.
OBa mojaBa Ha3WBA CE€ CAMOOPZAHUIOBAHO KOMUAECKCHO TUOHAULAIHE.

Kowmrmutekcau cucremu nHajiaze ce CByJa OKO HAC, HOP. HHPPACTPYKTYype Kao
IIITO Cy €HePreTCKa MPeXKa, TPAHCIIOPTHU U KOMYHUKAIIMOHU CUCTEMHU, JIPYIITBEHE
U €KOHOMCKE OpraHu3alluje, EKOCUCTeMU, K1Ba, hesunja, JbYyJICKH MO3aK UTH. YOOu-
JajeHa IMoJjiesia KOMILJIEKCHUX CHCTEMa BPIIHU Ce NpeMa I'PAJUBHOM €JIEMEHTY, aJiu

6e3 003upa Ha IPUPOJLY I'PAJAUBHOL €JIEMEHTA, MOTY ITOCTOjATH CJMYIHU MTPUHITUAIINA



I'VTIABA 1. YBOJ

camoopranuzarnuje. [llTaBure, ogpehene mojaBe ce MOr'y HCIIOJBUTH KAO YHUBED-
3aarne Kapaxepuctiuke Ha MAKPOCKOIICKOM HUBOY KOje He 3aBHCE O]l JleTasba Ha
MuUKpockKorckoM uuBoy [2|. Tlomena KOMILUIEKCHUX cucTema ce Takohe mMoxke u3-
BPIIUTH KopucTehyn yHUBep3aJjiHe KapaKTEPUCTUKE KOje Ce OMUCYjy NPUHITUIIOM
opraHm3alyje u ImapaMeTpruMa.

3060r cI0XKEeHUX 3aBUCHOCTHU U3Mely cTarma eJeMeHara, a 9ecTo U BeJIUKOr Opoja
eJleMeHaTa U WHTePaKIyja u3Mehy mbux, 3a MpoydaBambe KOMIUIEKCHUX CHUCTeMa U
IbUXOBUX OCOOMHA KOPHUCTE CE padyHapu BUCOKUX mepdopmancu. Padayrapu omo-
ryhaBajy pelaBame CJI0XKEHUX MaTeMaTHIKUX MOJEJIA KOJU ONHUCY]Y KOMILIEKCHE
CHUCTEME W M3BPIIABaIbe€ PA3IUYIUTHX CHUMYyJallfja y KOjUMa Ce IOCMaTpa BeJIH-
K1 Opoj ejleMeHaTa W UCHUTYje YTHIA] PA3IHIUTUX [apaMerapa. JaHeMapuBa-
IbeM CHENUMUIHOCTHA TPAJUBHUX €JIEMEHATa CBAKM KOMILIEKCHU CHCTEM MOXKE Ce
MIPEJCTABUTH KOMUNAEKCHOM MPEHCOM U TIPOYIABATU PABIUIUTUM MATEMATUIKIM
U padyHapcKuM Merojama. Hamme, CTPpyKTypy KOMIIJIEKCHOT CHCTEMa OCJIMKa-
Ba KOMILJIEKCHA MpeXKa y KOjO] Cy €JIEeMEHTU CUCTEMa MPEJICTaB/bEHN YBOPOBUMA,
JIOK Cy MHTepakije udMely ejiemeHaTa mpeJicTaB/beHe Kao rpane udmehy ojarosa-
pajyhux uBopoBa. Y OJHOCY HA jeJHOCTABHE WJIU CJIy4ajHO INeHEpUCAHE MpeKe,
KOMIIJIEKCHE MPeXKe HCII0/baBajy 3HAYajHy HEXOMOTEHOCT IIPU JAUCTPUOYIH)H I'Da-
Ha. KapakrepucTudHo je Jila ce jaB/ba BHUCOKA KOHIIEHTDPAIUja T'PAHA Y OKBUPY
[IOje/IMHUX TPYIa YBOPOBA M MCTOBPEMEHO HUCKA KOHIIEHTpAIWja rpana usmeby
YBOPOBa y pasjnauTuM rpymnama. OBakBe IDyIie YBOPOBA Ce HA3UBA]Y KAACTLEPU
(MOJLy/TH, 3ajeJIHUIIE) M YECTO UMA]y 3ajeIHIIKe OCOOMHE U yJIore y KOMILJIEKCHOM
cuctemy. [Ipobsiem nponasazkema OBAKBUX I'PyTIa Y KOMIIJIEKCHIM MpezKaMa Ha3u-
Ba Cce UpobaeM KAACTUEPOBAHHA HA KOMUAEKCHUM MPENHCAMA U TIPEACTAB/bA ITPEIMET
HUCTpaKMBarba OBe Jucepraiuje. Pa3Bujame MeTo/Ia 3a pelraBame OBOT mpodJiemMa
U IUXOBa IIPUMEHA CY O/ BEJIMKOT 3HaYaja 3a pa3yMeBambe IUHAMUKE U €BOJIYIU]je
KOMILIeKCHUX cuctema. Ocum Tora, Mory oMoryhutu 60/by BU3yaJU3aIjy U MPY-
JKUTH HEOIXOHe WHMOpMaIlije O MojeIMTHAYHIM YBOPOBUMA M FHbUXOBUM YyJIOTAMa
y mpexku. Ha mpumep, mojeuHu YBOPOBU y KJIACTEPY MOTY UMAaTH YJIOTY Y TIO-
Be3UBay KJjacTepa ca OCTATKOM MpeXKe, JIOK JIDYTH YBOPOBU MOT'Y UMATHU YJIOTY
KOHTPOJIUCAha 1 cTabuansaluje Kiacrepa. MareMaTndky OCHOBY 3a POy YaBarbe
KOMILJIEKCHUX MpeKa YUHU Weopuja 2padosa, NOK 3a pelraBame camor mpobJie-
Ma KJIACTEPOBamba BayKHY YJIOTY UMajy METOJe Maemaiuyke oUNUMU3aUUje I

PAYYHAPCKE UHULEAUZEHUU]E.
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1.1 Teopmuja rpadoBa

Y 18. Beky, oko 1735. roaune, mojaBuo ce T3B. IMpobseM KeHurcoepkmx
MOCTOBa, Y PYCKOM (TaJa MpYCKOM) rpajy KaaumuHrpaiy, OJHOCHO TaJIalllFbeM
Kenurcoepry. I'paj je paszasojen pekom Ilperes (caga Ilperosba) u ipu mposiacky
KpPO3 rpaj Ha cpejunu peke dhopMupana cy jasa mamwa ocrpsa (Kant u Okrobap),
a TocJIe TTPoJIacka Kpo3 I'paJl peka ce pasasaja Ha aBa nena, Ha Crtapy Ilperoby u
Hosy IIperosby. Ta octpBa m omrosapajyhe obaJje Ousim cy criojeHu ca 7 MOCTOBa

Kao IITO je mpuKa3aHo Ha caumu 1.1.

Cauka 1.1: Kenurcbepmku mocrosu, 1734. roauna

[Turame Koje ce mOCTAB/HAIO TAJIA jeCTe Jia JIM Ce CBUX 7 MOCTOBA MOxKe oOuhwn
y jeIHOj IMeTHH, TaKO Jda ce CBakKu MocT mpebhe camo jemgrom. Opaj mpobsem je
IIPUBYKAO IMaXKiby MmBajmapckor maremarunydapa Jleonapma Ojnepa kaja ce Hasa-
310 Ha JIy?KHOCTH TJIaBHOT TpejicenaBajyher na Karenpu 3a maremaruky CankT
[TerepOypmike Akasemuje vayka. Asrycra 1735. rommne, Ojiep je oBaj mpobiem
cucTeMaTcKu u MaremMatudku npBo m3yoxkno Cankr IlerepOypikoj Axagemuju,
na O6m ra 3aruMm permmo 1736. roaube, nokalyjyhu ma TakaB myT HHje Moryhe
peasim3oBaTu, a Takobe je y mctom pajy [3| mao m ominre pereme npobiiema 3a
IpOU3BOJbaH OPOj ,,KOIMHA M TMPOU3BOJbAH OPOJ ,,MOCTOBA’ .

[Ipumukom peraBama mpobsiema, Ojep je HapaBro CKUAILY KOja je OAroBapaJa
Ta IaIlb0] KOH(MUTYPAIMji MOCTOBa U peke y KeHurcoepry koja je mpukasaHa Ha

coaumu 1.2.
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Cnuka 1.2: Ckuna Kenurcoepra ca MocTOBUMa U IPUIPYKeHN rpad

Ojnep je ca A, B, C', D o3mauno KomHa, a ca a, b, ¢, d, e, f MocToBe KOju
nx cuajajy. MocTose je pasmaTrpao m Kao ofroapajyhe mpesrase ca jeTHOT KOITHA
Ha JPYro, Tako Jia je mpeja3 ca KomHa A Ha kKomHO B o3Hauwmo ca AB, a ako 6u
TpebaJIo moce mpeacka ca KonHa A Ha kormHo B mpehu wHa xomno D, 1eo myT 6mo
ou o3naden ca ABD u nipesicraB/bao Ou mpesra3ak 2 MOCTa U MIPUCYCTBO HA 3 KOITHA
y Tom ciy4ajy. Ha ocaoBy Tora, Ojep je 3axibyuno j1a Ou mpejas3ak IpeKo CBUX 7
Kennrcbepiknux MOCTOBa y OBOM IIPOOJIEMY 3aXTEBA0, IIPEMa YBEJIEHUM O3HAKaMa,
8 BEJIMKUX CJIOBA 3a KOITHA KOja Ce y TOM CJIydajy y3uMajy y o03up. Y CBOM pajy
Ojnep masbe pasBmja joka3 mpobJiema, OMUCYjyhu cUTyanujy ca MOjeInHATHUM
KOITHUMA: Ha MPUMeP, aKO OU ce MOCT @ TPeMNIao jeJIaHIyT, KOITHO Ou IpeMa ToOMe
OMJI0 Ha TOYeTKY IIyTa WJIM Ha KPajy, OJHOCHO TOjaBUJIO OM ce caMo jelaHmyT. ¥
caydajy J1a ce MOCcToBU a, b, ¢ u d nipesiaze jemanmnyT, A Ou ce OjaBUJIO TAIHO 7B
IyTa, HE3aBUCHO OJ TOTa Jia JIX je HA MOYEeTKY WJIM HA Kpajy myTa. 1ako j1a ako
YOUUMO H MOCTOBA KOjU BOJE Ka KOIMHY A, Ha OCHOBY TPETXO/HOT JIOJA3UMO JI0
3aKJbydKa Ja hie ce KomHO A mojaBuTu TadHO 3 mMyTa 3a Ty HyTamy (mpu demy he
Ce CBaKM O MOCTOBA MPEJIA3UTH TAYHO JEJAHIIYT).

Ojnep je yommTno oBo TBpheme, Tako Ja IJjlacu: YKOJHUKO je Opoj MOCTOBa
O6uJ10 Koju HemapaH Opoj, u ako ce Taj 0poj yseha 3a 1, Taja je 6poj mojaB/buBamba
3a A jemnak moJioBuHE Jaror 6poja. Pasmarpajyhm omrosapajyhe curyammuje 3a
npeocraJie ciaydajese, konaa B, C' u D mopajy 7a ce mnojase 2 myTa, ¢ 003UpPOM Ha

TO JIa IIpeMa, CBAKOM OJ1 IbuX Bojie 110 3 mocTa. IIpema Tome, 3a 7 Kenurcoeprkmx
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MocToBa, uMaMo ciiesiehe: 3 mojaBpuBama 3a A u o 2 nojasspuBama 3a B, C, D,
mro y 30upy aaje 6poj 9. Mehyrum, Ha moueTrky cBor paga, Ojaep je mokasao aa
3a 7 MOCTOBa MOpa Ja MOCTOju caMo 8 MOjaB/bUBalba KOMHA, Tj. 8 BEJUKHUX CJIOBA,
IIITO je KOHTPIUKIMja ca unmbeHnuiioM ja ux uma 9. I[Ipema tome, Huje moryhe
npehu cBux 7 Kenurcoepmknx mocroBa Tadno jenantyT. OBae Tpeba mpuMeTUTH
Ia je HaumH Ha Koju je Ojep pemrno mpobseM, mpeacTaBbajynn ra amcTpakTHO,
moMohy JIMHMja 1 CJI0Ba, OMO MOTIIYHO HOB HAYUH PA3MUIILbalba Y TO BPEME, TaKO
na ce OjiepoB paji cMaTpa MOYeTKOM MOJepHe Teopuje rpadosa.

Cse 10 ueTpaecerux rojauna 19. Beka, Teopuja rpadosa je yriiaBHOM OUIa CKYTI
HEIIOBE3aHUX, BEOMA MHTEPECAHTHUX IpOoOJeMa, a Marbe IeJIOBUTa MAaTEMaTHIKa
reopuja. O6jaBibuBame Konurose monorpaduje 1936. romuse [4] mokpenyno je
3aCcHHUBam€ Teopuje rpadoBa Kao caMOCTaJHe MaTeMaTUIKe JUCIUTIIINHE, a u3Mehy
0CTaJIor, Te TOoJUHE je mojam Zpag ymao y ommry ynorpedy [5]. Kacuuje, nakon
lpyror cBeTckor pata, ONIITHA PA3BOj MATEMATHKE U BEJIMKH 3aXTEBU Y IPUMEHAMA
MIOJICTAKJIM Cy pa3Boj Teopuje rpacdosa. Burre nerasba o Teopuju rpadoBa U lbEHOM

pasBojy mMoxke ce Hahu y [6].

1.1.1 Ilojam rpada

Csaku rpad ce cacroju of| ckyda u6oposa (eHII. wverter sel) KOjuUM ce TPeJ-
CTaBJ/bajy HEKM OOJEKTH U ckyUa Zpana (€HTJI. edge set) KOJUM ce TPEJCTABIbAjy
onHocu u3aMehy Tux objekara. ¥ 3aBUCHOCTH OJf TOTA Jia JIA je CKYI YBOPOBa KO-
HavyaH uin OecKoHadaH, TPadOBU Ce MOTY TOJIEJTUTH HA KOHAYHE U OECKOHAUHE.
Y macraBky he OuTu pazMaTpaHu caMO KOHAYHU rpadOBU KOjU MMajy MPUMEHY Y
AHAJIM3U U U3y4daBaiby PeajJHuX KOMIUIeKcHuX cucteMa. Ca gapyre crpane, y 3aBu-
CHOCTH OJT HauYWHa JlepUHUCAbA CKYIla T'PaHa, IIOCTOje PAa3JInInuTe BpcTe rpadosa
qnje cy popmastHe neduHAIIje TaTe Y HACTABKY.

I'pagp G = (V, E) ce cactoju o KOHAYHOT HENPA3HOI CKyIla YBOpoBa V U CKy-
na rpasa E C {{v;,v;} :v;,v; € V,v; # v;}. I'pane oBako medumnncanor rpada
omoryhaBajy mpe/icTaB/barhe NCK/bY IMBO HEOPUjeHTUCAHNX (HEyCMEPEHHX ) OHOCA
n3mehy enemenara u3 ckymna V' jep ce mpejcTaBibajy IpeKo HeypeheHux mapoBa
gBopoBa. Takobhe, Huje moryhe nmpucycTBo rpase Koja ciiaja 9Bop ca caMuM cOOOM
(HeTJba). 3001 Tora ce oBakaB rpad y JUTepaTypu 9ecTo HA3UBA UPOCU Zpag I
Heopujenmucar zpag bes tuetmpu. Hdedburuimja mpocror rpada ce BPJIo jeJHOCTAB-
HO MOzKe mpommput Tako ga je £ C V U {{v;,v;} : v;,v; € V,v; # v;} anme ce

omoryhasa npucycTBo Tpane obsuka e = v; (tae je v; € V) Koja uBOp v; craja ca

5
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camuM cobom. Takas rpad ce HasWBa HeopujeHiiucar 2pag ca Uetwbama. Y Teo-
puju rpadoBa U TeOpPUju KOMILIEKCHUX MpexKa Hajdelnrhe ce pasmarpajy rpadoBu
6e3 meTsbu.

Bpoj uBoposa rpada G, y osmamu |V| HasuBa ce peg 2paga, 10K ce Opoj
rpana y rpady G, onpeben kao |E| masuBa Benmunnua rpada. Kom meopujen-
tucanor rpada asa uBopa v;,v; € V cy Gosesana rpanom ako je {v;,v;} € E.
Y ToM citydajy IBOPOBE V;,U; HA3HUBAMO kpajibum wWawkamae rpane {v;,v;}. 3a
rpany e = {v;,v;} € E kKaxkeMo Ja je unyugen@ina 9BOpoBUMAa v; H vj. JlBa
YBOpA V;,V; Cy CYCEGHU “B0PO6U aKO IMPEICTaB/bajy Kpajibe Tadke HCTe IDaHe,
JIOK Cy JOBe I'paHe CyCeJHe akO Cy HHIMACHTHE MCTOM 4YBOpYy. HeopujenTncan
rpad ce MOXKe IpeJCTaBUTH LPTEXKOM TAKO INTO YBOpPOBe rpada IIPeacTaBUMO
TayKaMa y paBHU, & 3aTUM HENPEKUIHUM JIMHUjaMa IOBEXKEMO CYCeJHE YBOPO-
Be. Ilprex rpada Gy ca CKynmom 4YBOpoBa {v1,vs, Vs, U4, Us, Ug} U CKYIIOM TDa-
Ha {{vy,va}, {v1,v3}, {v1, v}, {ve, v3}, {va, v4}, {va, v5}, {vs, v}, {vs4, v5}} pUKazan

je ma caurm 1.3.

(1

Vg . Vs

U1 V2

Cnuka 1.3: Heopujentucanu rpad Gy

CreneH u OoKoJIMHA YBOpa

Cueten weopa v; € V'y ozuanu k(v;) npecrabiba 6poj rpana Koje Cy MHIUIEHT-
He ca HmUM. UBOp Ca CTENEHOM HyJIa HA3WMBA CE U30406aH 460p. 3a rpad y KoMe
CBHW YBOPOBH UMajy CTeleH k Kaxke ce 1a je k-pezyaapan. Orxoauna 46opa v; y O3HA-
N (v;) mpencTasiba CKyI CBUX HeroBux cycena, tj. N(v;) = {v; : {v;,v;} € E}.
Y Heopujentucanom rpady 6e3 nerspu Baxku k(v;) = |N(v;)|. Ha rpady Gy, npu-
KazaHoM Ha caunu 1.3, okosmaa uBopa vz je N(vs) = {vy, v, v4} U BEroB crenex

k(v3) = 3, IOK je 4BOp Ug M30JIOBAH YBOD.
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Teopema 1.1. V¥ neopujenrucanom rpady G = (V, E) 36up crenena cBUX 4BO-

pOBa jeHAK je JTBOCTPYKOM OpOjy I'paHa, Tj. BasKH:

> k(v) =2|E.

veV

Hoxka3s. Csaka rpana y aneopujentucanom rpady G = (V) E) nocesyje nape Kpajibe
Tavyke, a CAMUM THM yBehaBa CTeNEeH CBakKe O UX 3a jemaH. To 3Ha9M J1a cBaka
rpaHa yKyIIHy CyMy CTelleHAa YBOpoBa yBehaBa 3a 2 um oHa Mopa Ja Oyje jeaHaka

JIBOCTPYKOM 6pojy rpana rpada Tj. 2|F|. [ |

Teopema 1.2. V neopujentucanom rpady G = (V, E) 6poj uBopoBa HenapHor

CTETleHa je TTapaH.

Hoxka3z. Ckyn uBopora V rpada G MOXKeMO MOJETUTH Ha JIBA CKyIa: CKYIl IBO-
pOBa ca MapHUM CTEIIeHOM V[ U CKyIl YBOPOBa Ca HEIAPHUM CTEIIeHOM V) Tako Jia
je V =V,uVy u VyNV; = ). Ca jeane crpane, nMaMo Ja je YKyIlaH CTeIIeH 9YBOPOBa
u3 V mapan 6poj kao 36up nmapuux 6pojesa. Ca npyre cTpaHe, Ha OCHOBY TeOpeMe
1.1, mmamo fa je ykymnan creren csux aBoposa u3 V = V[ U V) Takobhe mapan 6poj.
Ha ocHoBy Tora cjemum jma yKymaH cTeleH 4BopoBa m3 V) Mopa Takobhe ja Oyie
mapan 6poj. Kako cy To 4BOpOBU HENAapHOr CTeleHa, UXOB YKYIIaH cTeleH he

OuTHu napaH jep je lUxoB OpOj IMmapaH. |

NuaaykoBanu noarpad

I'pad G' = (V' E') je togzpag rpada G = (V,E) akoje VCVu E' CE. Y
oBoMm cay4ajy G je nagzpag on G'. Ungyrxosaru togzpagd ckynom usoposa C' C V,
y osaamu G = (C, E¢) je moarpad rpacda G = (V, E) koju ce nobuja uzasajamem
nogckymna usoposa C' C V u cBux rpama m3meby wux 1j. Ec = {{v;,v;} € E :
v; € C,v; € C}. Ilojam ungykosanu Gogzpagd Ouhe o M3y3eTHe BayKHOCTU IPH
pasMaTpaiby IpobsieMa KIacTepoBambha Ha MpeXKaMma y HApeIHUM IMOTJIaBbuMa. Y
ciay4ajy rpada Gy, npuKaszaHor Ha CJHUIU 1.3, MHIYKOBaHU HOArpad CKyIOM YBO-
poBa Oy = {v1,v3,v4,05} je rpad Ge¢, ca ckymom uBopoBa (| W CKYIIOM TpaHa
{{v1,v3}, {v1, va}, {vs, v4}, {vs,v5}} . Uprex moarpada G¢, y oksupy rpada Gy
IpUKa3aH je Ha cjuiy 1.4.
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Uy

Gey
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U3
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Cnuka 1.4: UanykoBanu noarpad G, n3nsojen u3 rpada Gy

KomMmionenTe moBe3aHOCTH

IIy@ ny»xwuue k ox usopa v;, 70 uBopa v;, y rpady G = (V, E) npeacrasiba
HU3 OOJIUKA Vi, €y, Vi, €jas Vigs €jas Vig - - -, Uiy 15 €y Vi, TAE CY Vi, Vi, ... 05 € V),
€j1s €y, --- €5, € B me;, = {v, ,,v,}. Kaxemo na myTr mposasu Kpo3 4BOpPOBE
Vig, Viys - - - » Vi, V4, IITO j€ yjeqHO U Ieros Kpahm 3ammc.

Ipoct wyw on Vi O V5, je myT y KOMe ce CBaKM OJ YBOPOBa Vj,, Uiy - - Vip_4
jaBiba Tauno jemuoMm. IlyT Koju mposiazm Kpo3 cBe IBOPOBE rpada TAIHO jeTHOM
HasuBa ce Xamuawionos tywi. IlyT Koju mposasm Kpo3 cBe rpane rpada TavHo
jemnoMm HasuBa ce Ojaepos uyl. 3atieoper GYW je MyT y KOME je v, = v;,, Tj.
MIOYUEbE U 3aBPIABA C€ y UCTOM YBOPY. 3AaTBOPEH MPOCT IIyT Ce jOIT HA3UBA KOH-
WYpa WA YukAYyc. 3aTBOPeH XaMUITOHOB YT ce HA3UBa XAMUATLOHOEA KOHTLYPA
u camaao 3arBopen Ojepos myT ce nasuBa (J4epo6a KOHTYPa.

JBa aBopa v; ¥ v; Cy 106€3aHa aKO IIOCTOjH IIyT OJ1 YBOPa v; JO 9BOpa vj. Y3 TO
ce TIO/Ipa3yMeBa Jia je CBaKM YBOp IoBe3aH ca camum cobom. I'pad G = (V) E) je
u08e3aM aKO Cy CBaKa JIBa uYBopa u3 V moBe3aHa. ¥ CynpoTHOM, rpad je netuosesan

1y BeMy Ce MOT'Y U3/BOJUTH KOMIIOHEHTE II0BE3aHOCTH.

Cauka 1.5: Ilpumep rpada Koju cajpku Tpr KOMIIOHEHTE TOBE3AHOCTHU
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Komtonenttia tosezarnoctiu rpada G je MmakcuMaJsial mosesan noarpad rpada G,
1j. G’ je XoMmmonenTa nosesanoctu rpada G ako je G’ nosesan noarpad ox G u
He IIOCTOju APYru nosesan noarpad rpada G pazmaaur ox G/, koju je maarpad
ox G'. Tlpumep rpada Koju mma TpU KOMIIOHEHTE ITOBE3AHOCTU IIPUKA3aH je Ha

caumu 1.5.

Teopema 1.3. Caku 3aTBOPEH IIyT HENAPHE JIyKUHE CaJIPKUA KOHTYPY HelapHe

JyKUHE.

Hoxka3z. J/lokazahemo TBpheme MHIYKIMjOM IO JIy>KWHU | 3aTBOPEHOT IyTa. 3a
[ = 1 3aTrBOpeH IyT MIpelCTaB/ba IEeTJbY IITO je YjeIHO KOHTypa HelapHe Iy-
xkune. IlpermocraBuMo J1a cBaKM 3aTBOPEH IyT 4YHUja je JIyKWHA HelmapHa U He
Beha on 2k — 1 cazp:ku KOHTYpY Hemapse ayxkuue. [locmarpajMo 3aTBOpeH myT
Vigs Viy s - - - U2kt 1, Vip = U;,, AyKuHe 2k +1. AKo ce cBaKH 0O YBOPOBa I0jaBJbyje Tad-
HO jeJTHOM, OBaj IIyT je 10 JePUHUIN]U NCTOBPEMEHO U KOHTYPA HelapHe Iy KuHe.
Y cynpoTHOM, aKO ce HEKHU YBOD IIOHaBJba, HEKa je v, = v;,, 0 < a < b < 2k + 1.
Tasa ce 3aTBOpeHU MyT KOjU pa3MaTpaMO MOXKE TMOJEJUTU Ha JIBA 3aTBOPEHA ITy-

Ta: Vig, ..., Vi, = Uiy .-, V2kt1 B Vi, ..., 0;,. Oba myTa cy 3aTBOpeHa, a jeZaH Of

a

IBUX MOpa Ja OyJ/ie HenapHe Jy:KuHe, He Behe o1 2k — 1 1 Ha OCHOBY WH/IYKTHBHE

XUTIOTE3€ Ca/IP2KU KOHTYPY HelapHe JTy’KUHE. |

1.1.2 Kuace rpadoBa

I'pad ca n uBopoBa y kKoMe mocToju rpana uaMmely OmJIo Koja JBa pa3jiddu-
Ta YBOpA HasWBa ce komuaelian Zpad (kauxa) m osnadaBa ca K,. I'padosu
K, Ky, K3, K4 n Ky npukazanu cy Ha cunm 1.6. KoMmiieMeHT KoMmILieTHOT rpada

K,, HazuBa ce upadahr zpag m o3nauaBa ca N,.

o
[ [
K, K, K K, Ky

Cnuka 1.6: Kommierau rpadosu Ky, Ko, K3, K4y u Ky
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Komnneran 6unaprutau rpad y osnHamm K, mnpeicrasba rpad y KoMme je
CKyIl 4yBOpoBa V yHHUja JBa JIMCjyHKTHA Hempa3Ha mojckymna Vi u Vap, ca a u b
YBOPOBA PECIIEKTUBHO, & CKYIl I'PDAHa CaJPKU rpane n3dMely cBux maposa 1BOpOBa
U3 pas3auauTux noackynosa tj. B = {{v;,v;} 1 v; € V1,v; € Va}. Ako je a = b, raga
CBH YBODOBH UMajy CTeIeH a, ogHOCHO rpad K, , je a-perynapas. 3a a = 1 rpad
K, ce HazuBa 36e3ga 2pag. Buio Koju noarpad KoMIaeTHOr bunapTuTHOr rpada
HasuBa ce buuapwmuiny 2pag. I'padosn Ky 3, K33, K 4, Kao 1 jenan bunapTuTHI

rpad, npukasauu cy Ha caunm 1.7. IIpmvermmo ma je K3 = Ko.

E R B

Ky3 K33 Kig4 Bunaprurau rpad

) )

Cimka 1.7: Kommiernu 6unaprurau rpadosu Ky 3, K33, K14 u jenan
ounapTuTHU rpad

Teopema 1.4. ['pad je OunapTUTHU aKO U CAMO aKO HE CAJIPKU KOHTYPY He-

ImapHe Jy>KHWHE.

Hoxka3s. (=): Heka je G = (V, E) 6unaprurau rpad. lokazahemo na He cap-
KU KOHTYpy Hemaphe myx)uue. Kako je G OGunapTuTHU, Ha OCHOBY JeDUHUIIN-
je, IeroB CKyn 4BOpoBa V' ce MoOxKe MOAeUTH Ha JiBa cKyma Vi u V5, Tako ma je
V =ViUV,, ViNV, =), a cee rpare e € E cy obmuka e = {v;,v,}, v; € V3,v; € Va.
ITpernocraBumo ga y rpady G mOCTOju KOHTYPA Vj,, Vi, - - - , Vj,, Vj, HEIIApHE JTyKH-
He [. Bes ryburka ommroctu, npernocraBuMo Ja je v;, € Vi. Tama mmamo na je

v, € Va,v;, € V1, OZ1HOCHO J1a je

Vi, ako je k mermapan 6poj,
(%7 S k= 1, .
V5, ako je k mapan 6poj.

10
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Kaxko je | memapan 6poj, mmamo ja je v;, € Vi u ga rpana {v;,v; }, Koja je 1eo
rmocMaTpaHe KOHType, IoBe3yje JABa YBopa u3 cKyma Vi, IITo je y KOHTPaJIUKIIIju
ca mpernocTaBkoM Jia je G ounaprurau rpad. lakie, npernocraBka ja y rpady
(G mocToju KOHTypa HellapHe Jy:KWHe je HeOJpXKHBa, YuMe je JI0Ka3aHo Jda rpad
G e caJp:Ku KOHTYDPY HEHapHe JIyKUHe.

(«<): IIpernocraBumo caza ja y rpady G He MOCTOjU KOHTYpa HElMapHe JIy-
x)une. Takobhe mpermocrasumo, 6e3 ryburka ommroctu, ga je rpad G = (V, E)
noBe3aH (y CyIpPOTHOM MOYKEMO TIOCMATPATH CBAKY HEIOBY KOMIIOHEHTY MOBE3a-
Hoctu). Jlokazahemo na je G 6unaprurau rpad. Heka je v € V npoussosban
uBop. Ilomenmmo ckyn uBopoBa V' Ha nBa ckyma, Vj KOju cajpzKu YBOPOBE 3a
KoOje je Hajkpahu myT 710 YBOpa v HemapHe Jy:KuHe U Vo KOju CaJIpKu YBOPOBE 3a
Koje je Hajkpahm myT mo uBopa v mapae myxkuue. Camga mmamo fa je v € Vo
Vi N Vy = (. Tlpernocrasumo ga cy v;, € Vi u v, € V) cyceqan asoposu. Tama
HOCTOjU 3aTBOPEHHU TIYT {V, ..., V; , V;, ... U} HEIApHEe JyKuHe (He 06aBe3HO IPOCT).
Ha ocnoBy Teopeme 1.3, y rpacdy G nocroju n KOHTYpa HEAPHE JIyKUHE, IITO je y
KOHTPAJIUKIIMU €A TIOJIA3HOM IPETIIOCTAaBKOM J1a y rpady G He MOCTOju KOHTYpa
HerapHe ay:kuHe. /Jlakje, mpermocTaBKa Ja MOCTOje€ CYCEIHW YBOPOBU y CKYILY
V1 je meonpxkusa. CnamdHOo, HE TIOCTOje JiBa cyceqHa dBopa y ckymy V. Konawamo
nMmamo ga y rpady G mocroje camo rpane uamely uBoposa u3 Vi u Vs, Tj. ma je
rpacd G 6unaprutHu rpad.

|

HMukmmaau rpad ca n > 3 uBopoBa y ozHanu O, je moe3aH rpad y KoMme
cBaku uBop uma cremnen 2. akme, O, je 2-perymapan. Ha caurnu 1.8 npukazamu

cy mukangau rpadosu O, 3a 3 < n < 6. [Ipumernmo na je O3 = K.

28,

03 04 05 06

Cauka 1.8: Iukmuaau rpacdosu Oz, Oy, O5, Og
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I'VTIABA 1. YBOJ

1.1.3 Opujeatucan rpad

Heopujeatucanum rpadom MOKEMO TPEJICTABATH, HA TMPUMED, jeIHY MPEXKY
capa/itbe UCTPaKMBAYIa y KOjOj CBAKU MCTPAXKUBAY [IPEJICTAB/HA UBOD U TIOBE3AH je
FPAHOM Ca JIDYTUM UCTPAKUBAYEM aKO Cy 3aje/iHO objaBuim HaydHu paj. Mehy-
THM, 33 IIPEJICTaB/balbe BeD MpezKe T/le CBaKa CTPAHUIIA IIPEJICTaB/ba IBOP, & I'PaHe
IIPeJICTaB/bajy XUIIEPJIUHKOBE u3Mel)y cTpaHuIla, HEOPUjEHTUCAH I'pad IecTo Huje
morojiaH. [JiaBHM pas3Jior je TO MITO ce MOXKEe JIECUTH Jia CTPaHuIa A cajipKu Xu-
nepJInHK J10 crpanuiie b, 1ok crpanumia B He cajpku xunepnHK 10 cTpanuie A.
Y ToM cirydajy moTpebHO je Ha3HAYUTH Ja MOCToju caMo rpaHa ox A 1o B, amu e
u on B mo A, mrro ce moxke noctuhu Kopurnihemem ypeherux, ymecro Heypehennx
ImapoBa 3a rpaxe rpada.

Opujentuiucan zpagp G = (V,E) ce cacroju 0]l KOHAYHOI HENPA3HOI CKyIa
gBopoBa V u ckyna rpana F C V x V. Emnementn ckyna E cy ypebhenu ma-
POBH UBOPOBa M IPEJACTaB/bajy ycMepeHe rpame. 3a rpamy e = (v;,v;) € E
YBOD v; NPEJICTaB/ba UOUEWHU 460D, a vV; 3aspwHu veop. Kaxkemo na je uBop
v; cycelaH Ka 9BODY Vj, OJHOCHO Jla je 4BOp v; cycelaH on 4usopa v;. Ha mp-
TexKy rpada IrpaHu ce jgojaje ycMepeme ol v; Ka vj, Hajuemhe jelHOM cCTpeJn-
nom. Opwujentucan rpad MoxKe na caapxku u rpaHy obsmka (v;,v;), Tj. HeTby.
Opujentucan rpad Go ca cKynom 4uBopoBa {vi, Vs, U3, Vs, U5} M CKYIIOM TI'DaHA
{(v1,v2), (v2,v3), (vs, 1), (v3, v2), (U3, v3), (v3, va), (va, 1), (Va, v5), (vs, V1), (vs,va) }
IpUKa3aH je Ha cjuiy 1.9.

(o

U3

Us

(% (%1

Cnuxka 1.9: Opwujentucan rpad Go

Hsaasnu cieten aBopa v; y o3uamu k™ (v;) mpezcrasba 6poj TpaHa KojuMma
je aBop v; noyeran uBop. Ca Jpyre crpane, Y.4a3Hu CUUeleH IBOPA V; Y O3HAIU
k~(v;) mpeacraBba 6poj rpaHa KOjuMa je 4BOD v; 3aBPINHU YBOp. UBOp 4uju je
YJIA3HU CTEIEeH HyJIa HA3UBA CE€ U360p, JIOK CE UBOD YHjH j€ M3JIa3HU CTEIEH HyJIa

Ha3uBa UOHOD.
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I'VTIABA 1. YBOJ

Teopema 1.5. ¥ opujentucanom rpady G = (V) F) Baxu:

d k() => kt(v) =|El.

veV veV

Hoxka3z. Csaka rpana e = (v;,v;) opujentucanor rpada G = (V, E) ysehasa us-
JIA3HU CTEIEH IOYEeTHOr YBOPa v; M yJIA3HW CTEIeH 3aBpIIHOT 4Bopa v;. Jlakxie,
cBaka rpaHa yBehaBa MCTOBPEMEHO CyMy W3JIA3HUX U CyMy YJIA3HUX CTEIeHA CBUX

9YBOPOBA 34 jeJIaH. |

Yemepenu uyw gyzxue k of 9Bopa v;, JO YBOpA V;, y OPHjeHTHCAHOM Ipady
G = (V, E) upencraBiba HA3 OOIHKA Vjg, €j,, Vi, , €jas Vigs €jgs Vig - - - Uiy, €y Vi THE
CY Vigs Viy,---Vi, €V, €j,€4,...€;, € Enej, = (v, ,,0;,).

CBakoM ycMepeHOM rpady MOXKEeMO MPHUJIPYKUTHU OJroBapajyhu HeopujeHTH-
caH rpad TakKo IITO CBE yCMepeHe TpaHe, M3y3€B MeT/bH, IMOCMAaTPaMO Kao Hey-
cmepene rpane. Hocehu Zpag opujertucanor rpada G = (V) E) je HeopujeHTHCAH
rpad G* = (V,E*) tae je B* = {{v;,v;} : (vi,v5) € E,v; # v;}. 3a opujentu-
can rpad KaxkeMo Ja je U06e3aHn ako je meroB Hocehu rpad mosesan. Yecto ce
KOPHUCTH M TEPMUH cAab0 U08e3aH jep HAM OBa OCOOMHA HE TapaHTYyje IMOCTOjarhe
ycMmepeHor 1myTa usMehy 6mio koja gsa uBopa y rpady. Hacympor Tome, 3a opu-
jenrucan rpad G = (V, E) kaxeMmo Ja je jaxo Gosesan ako usmehy 6uiio Koja jpa
pas3amyanTa 9YBOpa y rpady MOCTOjU YCMEPEH IIyT KOjU UX IOBE3Yje.

Opujenrucan rpad G' = (V') E') je togzpag opujentucanor rpada G = (V, E)
ako je V' CV u E' C E. Y oBom ciayuajy G je nagzpag ox G'.

1.1.4 VYonmrema nmojMma rpada

Kpos pasBoj Teopuje rpadoBa yBeseHa Cy pasjiMmunuTa yoIIITema rpada Kao
o cy mysarurpad, xumneprpad, rexkuncku rpad uria. Myawuzpagp G = (V, E, f)
cacToju ce OJ1 CKyTa YBopoBa V, ckyna rpana E u npeciukaBama f 1 E — V xV ko-
je cBakoj rpaHu JI0JIeJbyje IheH MOYETHN U KPajibu 9BOP. 3a PA3JIUKY O] HEOPHjeH-
THCAHOT U OPUjEHTUCAHOT T'pada, MyJaTUrpad MOKe Ja CAJIPKUA BUIIIE PA3THIUTAX
rpana u3mehy nBa uBopa. Ha mpumep, mpobiiemy KeHUrcoOepiikux MOCTOBa OJr0-
Bapa ympaBo jejgaH myarurpad npukasad Ha caunm 1.2. Xuaepzpap G = (V, E)
ce cactoju on ckymna uBopoBa V u ckymna rpana E C P(V)\{0}. daxne, jenna

rpaHa xureprpada MoxKe Jia [T0Be3yje BUIe IBOPOBa. 3a pas3juKy oj rpadoBa u
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I'VTIABA 1. YBOJ

MmynTurpadoBa, XuneprpadoBi e TEHIKO IPEICTaB/bajy IPTEKOM, HADOUYNTO aKO
cagpxxke Behu 6poj rpana. Xuneprpad Gy ca 9BopoBUMa {vq, Vg, U3, Vg, Vs, Vg, U7 | U

rpanama {{vy, v, v3}, {ve, vs}, {vs, vs, v6}, {vs}} mpukazan je na caumm 1.10.

U1 V2 V3
€1 o o [
€2 Vg Vs Vg

® o o

@ <

®: v
°

Cnuka 1.10: Xumneprpad Gy

CBaku 0J1 HaBeJIEHUX TUIIOBA IrpacdoOBa MOXKe Ce IIPOITUPUTH Y WeHCUHCKY ZPa,
JIoJlaBabeM TeKUHCKe dyHKImje w : F — R Koja cBakoj rpanu rpada J1oae/by-
je peasian O6poj Koju mpejacTraBba TexkuHy rpany. OBakBu rpadoBHU ce jaB/bajy y
Pa3IMIUTUM KOHTEKCTUMA TAaKO JIa TeXKUHE 'PaHa MOTY IIPEJICTAB/HATHA TPOIITKOBE,
JyKuHy, KanamureT uta. [Ipuaukom peraBama mpobsiema Hajkpaher myTa y rpa-
dy nau mpobsieMa TProBadKor IyTHUKA, TEeXKUHE TPaHa ce MOpajy pa3MaTpaTh jep
“Majy KJbYUHY yJIOTY y oipehuBaiby pelrema, 0K ce y IpobeMy KJIacTepOBakbha
MOTYy, aJli ¥ He MOpajy pa3MaTparu. Buiie gerajba 0 CBUM HABEJIEHUM TEPMUHUMA,
YOIIITeHhUMa TojMa rpada, Kao U pa3/ImduTuM IpodIeMuMa, y TeOpuju rpadona

Mmoxe ce vahn y [6, 7, §|.

1.2 Teopuja ciioKeHOCTU

NmMmmnemenTaluja aJiropuramMma Ha HEKOM PavdyHAPCKOM MOJIEJIY TPOIIH Pecypce
TOT MOJIeJIa, TPBEHCTBEHO BpEMe U MEMOPHjy. ¥ TPOIIaK BPEMEHA, OJTHOCHO MEMO-
puje, Mepu ce y OJHOCY Ha JUMEH3U]y YIa3HUX IOoJaTaKa U HA3UBA CE 8DEeMEHCKA,
OIHOCHO UPOCTOPHA CAOHCEHOCT GAZ0PUTTMA. BpeMeHcKa M mpOCTOPHA CJIOXKe-
HOCT ajroputrMa oapehyje meroBy ynorped/bUBOCT 3a PellaBame HEKOT IIpodJieMa,
Tj. maje moryhHocT ma ce mporeHu HajBeha guMeH3uja mpobaeMa Koja MoxKe OuTh
pelieHa TUM aJITOPUTMOM Ca PACIIOJIOXKUBUM pecypcuma. BpemeHcKa CJI0:KeHOCT
AJITOPUTMA 38 pelllaBabe MpodseMa JUMeH3uje 1 IpejicTaBba ce pyHKImjoM t(n).
[TpunukoM TIporieHe KOPUCTU CE aHaJIr3a Hajroper CIydaja Wid aHaJu3a ITPOCcet-

HOT ciydaja. AHayms3a Hajroper ciaydaja y mpakcu oMoryhasa g00py MpOIEeHY, 0K
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I'VTIABA 1. YBOJ

aHAJIN3a MPOCEYHOr CJIydaja HUje yBeK Moryha m mojpasyMeBa IO3HABAb€e JIOITY-
IMITEHUX YJa3HUX BPEIHOCTH W BepOBaTHONE MOjaB/bUBamba. Y HACTaBKy he 6utwh

[o/Ipa3yMeBaHa aHaIn3a Hajroper ciaydaja — akKo HUje HaBeJIeHO JpyTraduje.

1.2.1 AcuMIOTOTCKO BpeMe U3BpIIaBamkba

Heka je 3a anroputam A Bpeme uzspmasamba t(n) = n® +2n? +2n + 30. Axo je
BpeMe U3BpIlaBarmba eJeMeHTapHe olepalifje Ha KOHKPETHOM padyHapy jejHa Ha-
nocekynaa (107Y cekynmu), taga 3a ynas mumensuje n = 10000 wnan n® dynxiumje
t(n) Tpomm 16.7 MuHyTa JOK B ocTaam 4iaHoBu 2n? + 2n + 30 3ajeaHo Tpore
cera 0.2 cexynme. Kako nomunanThHu wiaH dyHKnuje t(n) cCKOpo y HOTIYHOCTH
onpebhyje Bpeme uzBpiiapama aJropuTMa 3a BeJIMKY JJUMEH3U]jy yJia3a, Hajuaerhe ce
KOPHCTHU aCUMIITOTCKA HOTAIMja 1 oAroBapajyha ¢pyHKIMja jeJHOoCTaBHUjer 00 IuKa

KOja aCUMIITOTCKU orpanuyasa (yHkimjy t(n) omosro.

AcumMmnTorcka Horaruja O

Heka cy f u g nBe dyukiuje umju je goMeH CKyl NPUPOJHUX OpojeBa, a KO-
JomeH ckym peaiaux 6pojeBa Tj. f,g : N — R. Kaxemo na dyukuuja g(n)
ACUMTTOTCKY, 0Zpanuvasa Gynruyugy f(n), y osuamu f(n) = O(g(n)), ako mocro-
ju peasiHa KOHa4YHA KOHCTaHTa ¢ > (0 u 1eo 6poj ng € R Tako ma 3a cBe n > nyg

[f(n)] < clg(n)].

Y HacTaBKy Cy IpHKa3aHa MpaBuia 3a padyHame ca () Horamujom. Bume
JleTajba O AHAJU3U CJIOXKEHOCTH AJTOPUTAMa U ACUMIITOTCKO] HOTAIMJU MOXKE Ce
Hahu y [8, 9].

Teopema 1.6. Ako cy = u y peasau 6pojeBu Taksu Ja z < y, Tajga je n® = O(nY).

Hoxka3z. Heka je n > 1, rana je Inn > 0 u umamo
r<y < zlhn<ylnn
& Inn® <lInnY
& n® < nY.
Hakime, n® <n¥3an>1wunzx <y, omakie ciaean jaa je n® = O(nY). [ |
IIBe Teopeme y HACTABKY MOKa3yjy a je cBojcrBo npunagaoctu O(g(n)) 3aTBOpeHo

y OJTHOCY Ha MHOXKEHh€ CKAJIApOM U CabUparbe.

15
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Teopema 1.7. Axo je f(n) = O(g(n)), rana je c f(n) = O(g(n)).

Hoxka3z. Uz f(n) = O(g(n)) na ocHoBy neduHuIMje crean ga MOCTOJU KOHCTAHTA

1 € R Tako Ja 1modeB OJ1 HEKOT 1. > N BaXKu

[f(n)] < exlg(n)].

MuozxkemeM HejemaakocTu ca |c| mobujamo |c f(n)] < ¢lc||g(n)|. Hakme, nocroju

peaJiHa KOHCTAHTa C3 = C1|c| TakBa Ja 3a n > ng Baxu

e f(n)] < c2]g(n)],

omakJe caemu aa je ¢ f(n) = O(g(n)). [ |

Teopema 1.8. Axo cy fi(n) = O(g(n)) u f2(n) = O(g(n)), rana je (f1+ f2)(n) =
O(g(n))-

Hoxka3z. 113 fi(n) = O(g(n)) na ocuoBy neduHHIIje IMAMO Ja TOCTOjH KOHCTAHTA

¢, € R Tako 1a 1modeB OJ1 HEKOT 1L > 7 BaXKu

|fi(n)] < e lg(n)].

Camano, u3 fo(n) = O(g(n)) nuMamo jia TOCTOjU KOHCTaHTa ¢ € R Tako ja moves

OJ1 HEKOT N > Ny BarKH
| fa(n)| < e2]g(n)].

Hexka je ng = maxny,ne. Tama 3a cBako n > ng uMaMmo:

|fi(n) + fo(n)] < [fi(n)] + [ f2(n)]
< calg(n)|+ c2lg(n)|
= (c1+c2)|g(n)l.

Jlakye, mocroju peasHa KOHCTAHTA C = €1 + Co TAKBa JIa 38 N > Ny BaXKU

[f1(n) + fa(n)] < clg(n)],

omakite caenu 1a je (fi + fa)(n) = O(g(n)). [ ]
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Teopema 1.9. Axo cy fi(n) = O(g1(n)) u fo(n) = O(g2(n)), Tana je (f1 f2)(n) =
O((91 g2)(n)).

Hoxka3z. U3z fi(n) = O(g;(n)) Ha ocHOBY jeduHUIM]e IMAMO JIa TIOCTOjU KOHCTAHTA,

c1 € R Tako 1a mo4eB O HEKOT' N > Nq BaxKu

[fi(n)] < e1]ga(n)].

Camano, u3 fa(n) = O(g2(n)) mMamMo 1a TOCTOjU KOHCTAHTA ¢o € R Tako Ja moves

OJ1 HEKOT' N 2> Ny BarKH
|f2(n)] < 2 ]ga(n)].

Heka je ng = max{ny,ny}. Tama 3a cBako n > ny umamo:

[fi(n) fo(n)] = [Ai(n)] ] f2(n)]
< algn)l+ calga(n)]
= (c1c2)]g1(n) g2(n)].

Jakse, mocToju peajHa KOHCTAHTa ¢ = 1 Co TAKBa JIa 3a N > Ny BaxKu

[f1(n) fo(n)| < ¢lgi(n) g2(n)],

omakite ciaemn aa je (fi f2)(n) = O ((g1.92)(n)). u

Teopema 1.10. Axo je p(n) = apn* +aj_yn* '+ +a;n+ag, Tana je p(n) =
O(n*), zan > 1.

Hokaz. Kako je

lp(n)| = |aknk+ak—1nk_l+--~—l—a1n+ao|

|ag n¥| + ag_1 0" + -+ |agn| + |ao|

lag| n* + |ag_1| 1+ + |as| n + |aol

lar| n® + |ag_1| n® + -+ + |ai| n® + |ag|n*  (zan >1)

(la| + lag—1] + - - - + |ar| + |ao|) nF,

IN

IN

jacHo je ma mocToju peasHa KOHCTaHTA ¢ = |ag| + |ag—1| + - - - + |a1| + |ag| TaxBa ma
3a n > 1 Baxu
p(n)] < clnf],

onmaxJe ciaenn ja je p(n) = O(n"). [ ]
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Kiace ciaoxkenoctu aJjiropuramMa

Ba anropurme KoHcTaHTHe cyokeHoctu (1) KapakTepuCTHYHO je Ja Bpeme
M3BPINIaBakha HE 3aBUCU O] BeJuvnHe yyias3a. [Ipumep je aaropuram 3a padyHarmbe
30upa IPBUX N TPUPOIHUX OpojeBa KopuinhemeMm dopmyste 1 +2+3+---+n =
@. AstropuraM ce u3BpIaBa y jeJIHOM KOpaKy KOjU y OBOM CJIydajy obyxBarta
TpHU ollepaliyje, a BpeMe m3BpinaBama je ucto 3a n = 10 xkao u 3a n = 10000.

Asnropurmu storapuramcke cioxkenoctu O(logn) npesgcrabibajy u3yserHo edu-
KaCcHe aJI'OPUTMe, a MPHUMep je ajroputaMm OuHapue nperpare. Ko asropurama
nuHeapHe cioxkeroctu O(n) BpeMe U3BpIIaBamba pacTe JMHEAPHO €a TIOPACTOM -
MeH3uje npobsema. llpumep npepcrasipa ajaropuraM 3a oapehuBare MIUHUMYMA
W MaKCUMyMa 3a JIATU HU3 OpojeBa BeJUYINHE N.

Anropurvm nmommHOMEjasHe cnoxkernoctn O(n*), The je k peanma mozuTuBHA
KoHcTaHTa Beha o1 1, Teopujcku cniajiajy y edpukacHe aJropurme, Mehytum y mpak-
cu cy edUKACHH CaAMO 3a peJIATMBHO MaJjie BpelHocTu Kouncraurte k. Ha mpumep,
aJICOpUTaM COpPTUparba yMeTamweM (eHrsi. insertion sort) je cioxenoctu O(n?),
JIOK je ajIropuTaM MHOXKema MaTpulia ciaoxkenoctu O(n?).

Asnropurmu ekcnionennujasine cioxenoctu O(a”), vie je a peajHa MO3UTHBHA
KoHCcTaHTa Beha o 1, criazajy y HeedpuKacHe ajJropuTMe jep BpeMme U3BpIIaBarbha
pacTe eKCIOHEHIMjaJHO Y OJHOCY Ha auMeH3ujy yiaasa. OBakBu aJrOpUTMH CY
MPaKTUYIHO HEynoTpeO/buBH 3a Belie quMensuje ynasa. AJropuram KOju HCIHUTYje
CBe TOJICKYIIOBE CKyIla ca n ejaeMenara ciaoxenoctu O(2") je jenan mpejcTaBHUK

OoB€ KJiace.

1.2.2 Kuace ciaoxenoctu P u NP

IIpobaem ogayuusarsa (eurs. decision problem) npencraBiba npobjeM duje je

pelieme oAroBop ,,aa”° uinu uHe . llpumepu nBa mpobsiemMa O/IydnBarmba y TEOPHUju
rpacdoBa cy:
o P: Jla nm je natu rpacd G 6unaprurau?”;

o P Jla nu natm rpad G canpxku XaMUITOHOBY KOHTYDPY?!”.

Tect npumep wim uHc@arya 1podIeMa, IpecTaB/ba KOHKPETaH 3a/[aTaK IpooJIe-
Ma KOjH je TOTpeOHO permmTh. Y ciIydajy npobaema Py u P, WHCTaHILy IpecTaBba

KOHKpeTaH rpad.
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[Ipobsiem omryauBama npunaga Kiaacu P ako moCTOju JIETEPMUHUCTUYIKU aJl-
ropuTaM IIOJIMTHOMHKjaJIHE BPEMEHCKe CJIOXKEHOCTU Koju ra pemasa. Ha mpumep,
npobsiem P; npunama kiaacu P. Ajaropuram Koju jgaje pemrere Kpehe o jemHor
YBOpa M CMEITa ra y CKyl V), 3aTUM IeroBe cyceje CMemTa y cKyn Vs, a 3arum
CBe BUXOBE Cycejle TIOHOBO y CKym Vi uTa. AKO ce mporiec mojieie YBopoBa 3aBp-
I yCIIeNTHO, Tpad je OUITapTUuTHU U OJITOBOD je ,Jia”, 0K je y CiIydajy MOKyIaja
CMeEITarmka jeJIHOT YBopa y oba CKyIa OAroBOp ,He .

[Ipobsiem omryauBama npunajia Kjiacu NP ako mocToju JIeTepMUHUCTUYIKY aJl-
ropuTaM MOJUHOMUjAJIHE BPEMEHCKE CJ0XKEHOCTH KOjH 3a jeTHO TTOTEHIIN]jaJTHO pe-
mermke yTBphyje /1a Jim je oHo 3amcTa pererne mpodiaema. Anreprarusao NP kiraca
ce Moxke JiepuHUCATH U Kao CKyIl mpobJieMa OJIyYnBarbha Uhje PelIemhe MOXKe J1a
ce nobuje HeJIETEPMUHUCTUIKUM aJTOPUTMOM Y ITOJIMHOMU]AJTHOM BPEMEHY.

[Tpumepu NP npobsiema ojgiyuuBama cy npobsevmu P u P,. 3a npobisiem P ce
BEOMa jeTHOCTaBHO MOXKe YTBPJWUTH JIa JIA je JIaTa TMojesia cKyna yBoposa V Ha V)
u V, mcnpaBHa. Y IIOJIMHOMHKjAJIHOM BPEMEHY ce Iposepasa Ja jau je Vi NV, = ()
u Jjia Jim cy cBe rpane obiuka e = {vy,vs}, Tae je vy € Vi u vg € V5. Comano, Kog
npobsiema P 3a 1aTy KOHTYPY MOKe ce Y TMOJUHOMUjaTHOM BPEMEHY YTBPIUTH A
JIA TIPOJIA3W KPO3 CBE YBOPOBE TATHO jETHOM.

JeIHO 01 OTBOPEHUX MUTAA TEOPUjCKOT padyHApCTBa TUUE ce OHOCca u3mMebhy
oBe 1Be Kjace, Tj. nma qu je P = NP. Jacno je nma je P C NP jep je cBaknm
JIETEpPMUHUCTUYKA aJITOPUTAM UCTOBPEMEHO HejeTepMuHuCTUYKU. MehyTum, jorn
yBeK Huje nmo3Haro ja Jim je NP C P.

Baxkny norksiacy NP mpobsiema nipescrasipajy NP-koMmiuteTnu mpobiemu Ko-
ju ce mory necduHucaT KopuiihemeM JeUHUIIAjE TTOJTUHOMEjATIHE CBOI/HBUBOCTH.
[Ipobaem R je mosuHOMUjATHO CBOJIJBUB Ha IPOOJEM () aKO ce OJ] CBAKE WHCTAHIIE
Ir npobsiema Ry noJimHOMMjaJIHOM BPeMeHy MOKe KOHCTPYHCAaTH MHCTaHIa g 3a
poobJsieM () Tako Jia je 3a UHCTAHILy [r OArOBOP ,J1a” aKO U CAMO aKoO je 3a WHCTaH-
my I onrosop ,aa”. IIpobaem ogmyunBama je NP-kommaeran ako npumaga Kiaacu
NP u cBu gapyru npodsemu kjace NP ce mosimHoMujaJtTHO CBOJie Ha mhera. /JIpy-
ruM pednma, kiaca NP-koMmiuieTHux mpobJiema caapxku MelycoOHO eKBUBaJIeHTHE
po0JieMe Tako Ja je MPUJIMKOM JIOKa3WBamba Ja HEKU HOBU 1pobsiem R mpumajia
0BOj KJIaCH JOBOJHHO JIOKa3aTH Ja je jeaaH mosHaT NP-komiuieTraH mpoOJieM I10-
JIMTHOMUjaJTHO CcBO/bMB Ha R. Jlakse, mpoHasiaxkeme epUKACHOT aJrOpUTMa 3a
pemaBame jegnor NP-komiuternor mpobJsiema omoryhmio 6u epukacHo peraBarbe

ceux NP-komiuteTHux mpobJema.
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IIpBu npobsem 3a Koju je jmokazano ja je NP-xkomriuieran je mpobsieM ucka-
3He 3aj0BosbuBOCTH (eHrit. Boolean Satisfiability Problem — SAT). oka3 je mao
Kyk 1971. romuue [10], a nakon Tora Kapn je 3a jom 21 mpobiem jgokazao NP-
komiieTHocT [11]. OBu pesynaraTu mocraBuiv Cy Temesb IeJie TeOPHje U OMOrY-
hunum jeqnocraBHUje JOKA3UBaMGE Jla Cy MHOTM Apyru mpodsevu NP-komriuieTHu
cBohemeM Ha 1podsem SAT wiau Heku Apyru mpobJieM 3a KOju je JOKa3aHO Ja je
NP-kommteTan.

[Ipobsiem omryauBama je NP-Texkak ako ce ceaku NP mpobJiem cBOM Ha mera
WM €eKBUBAJIEHTHO, ako nocTtoju NP-koMIuieTan mpobJsieM KOju je MOJIUHOMUjAJIHO
CBOJIJbUB HA Ibera. 3a NnpobJjieMe u3 OBe KJjlace BaXKM Ja Cy TeIIKU 0ap KOJUKO U
NP-kommutetnu nipoosiemu. I[Ipobsiem P, mpejscraBiba jeman NP-texxak mpobiiem,
a ucrospemeno u NP-kommeran npobsem. Unak, mocroje mpobsiemu koju cy NP-
TemKky, ajgu He u NP-komryiernu. Tunmyan mpecTaBHUK je TpobJIeM UCIIUTUBAbA
3aycraB/bama nporpama (enri. halting problem). Buine nerasba 0 Teopuju coxe-

HOCTH MOXKe ce mahu y [9, 12].

1.3 Maremarudka onrTuMmu3auja

3a pazyMmeBambe 10jaBa y CBETY KOjU HAC OKPYIKYje BeoMa Cy 3HaJajHu mpodJie-
MM MUHUMyMa U Makcumyma ojipehenux dyukiuja. Jleonapm Ojiep, mBajuapcku
MaremaTnyap 18. Beka, jomr 1744. ropwHe je TOBOPMO Ja Ce HUIITA Yy CBETY He
JIeliaBa, a Jia HeMa CMUCA0 HEKOT MaKCUMyMa WJIM MUHUMYMa. JecTo ce HaBOIU

OpUTMHAJIHA U3jaBa Ha JATUHCKOM Je3UKY y JINTePaTypHU:

,Cum enim mundi universi fabrica sit perfectissima atque a Creatore
sapientissimo absoluta, nihil omnino in mundo contingit, in quo non maximi
minimive ratio quaepiam eluceat; quamobrem dubium prorsus est nullum, quin
omnes mundi effectus ex causis finalibus ope methodi maximorum & minimorum

aeque feliciter determinari queant, atque ex ipsis causis efficientibus.”

— L.Euler (1707-1783)

Baucra, CBETJIOCT ce TPOCTUPE TAKO JIa pacTojambe u3Mmehy jaBe Taduke mpebhe 3a
Hajkpahe BpemMe, 6aJIOH calyHUIE TEXKU Jia 3ay3Me OOJIMK KOjU MMa, HajMarby MO-

ryhy moBpIInHYy 3a J1aTy 3anpeMuHy, m4esie usrpahyjy cahe Tako jga qaTu mpocTop
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oJiesie Ha, jeJlHaKe JIeJIOBE y3 MUHUMAJIHY MOTPOITy Marepujasia. Ca mpobaeMu-
Ma MUHEMYMa 1 MAaKCUMyMa ce cycpeheMo u y cBaKOJIHEBHOM >KUBOTY, Ha, IpPUMEP,
MPUIUKOM TPAHCIOPTA OJ1 jeJHOT JI0 JIPYTOT MECTa TPAXKUMO IIyT KOju he HaM OMO-
ryhuT MUHUMAJTHO BpEMe IIyTOBarba, Y IPOJABHUIN OUPaMO PeJi TAKO J1a YeKarbe
Oy/ie MUHUMAJIHO UT/I.

[Ipobsiem matiemattiuure oUTHUMUAUUJE TTPEACTABIBA TIPODIEM Y KOMe ce 3a-
XTeBa MAKCUMM3aIlMja Wl MIHUMHU3AIUja JaTe peasHe (pyHKIMje OupameM BpeI-
HOCTH ITPOMEHJ/bUBUX U3 MOJICKYTIa JOMEHa KOju je ofapeheH JaTuM orpaHnydemhuMa.
®opmaJsiHo, 3a jgary peanny ¢yakuujy f S — R u Hempazan ckyn X C S,
nmorpedHo je mpoHahu MuauMyM dyHKIHje f Ha cKyy X, Tj. pEelIuTH 3a/1aTaKk

min f(x) (1.1)

reX

CsakoM 1pobsieMy MaTeMaTH4Ke ONTUMU3AINje Ce MOXKEe MPUIPYKUTH OJroBapa-
jyhu mpobaem ofryunBama yBohemweM rpanutie L 3a BpeJHOCT PYHKIUjE MUba. Y
TOM CJIy4ajy, oJiroBapajyhu mpobjemM ojryuauBama riacu: ,,Jla ju nocroju r € X
tako 1a je f(z) < L7

Oyukiyja f Mepu KBaJUTET PEIlemha T U HA3UBA Ce hyHKULja YUba W KPU-
wepujymcra pynryuja. Kako ce mpobiem makcumusaruje dyuknuje f cBomam Ha
npobsieM MuHUMEU3aNKje pyHKnuje —f, Tj. max fx) = —aréi)rfl(— f(x)), moBosbHO
je pasmarpaTu caMo jedaH OJl HhUX.

Ckyn S mpeacra/ba JIoMeH (DyHKIHje TH/ba, JTOK CKyln X IMpejcTaB/ba gouy-
ctmue ckyu pemema. Orpannderma Koja oapehyjy ckym X 3amucyjy ce Ha pasid-
YuTe HAYWMHE Yy 3aBUCHOCTH OJ IbUXOBe MareMaTudke npupopge. Tauka x € X
ce Ha3WBa (OUYCUWUBH WAYKA, OJHOCHO gouyciuso peuwerve. CIUIHO, CBaKa Tad-
ka z € S\X je megouyctusa. Homyctuso pereme &’ ce joIr HA3UBA U AOKAAHU
munumym y Hekoj oxomman N(z') € X ako Baxku (Vo € N(2')) (f(2) < f(x)).
JlomycTuBo pereme £ y KOMe ce JOCTHXKe MUHUMYM QyHKImje f Ha cKymy X, Tj.
3a koje Baxu (Vo € X) (f(z*) < f(z)), Ha3uBA Ce 2A06GAHU MUHUMYM, & Y CIYyTa]y
npobsieMa MUHUMU3AIMje jOIl U 0UWUMAAHO pewerve. ONTUMAIHO Pelllerhe MOXKe
OUTH jeIMHCTBEHO, & MOYKE Ce JECUTH U /I3 ITOCTOjU BUIIE PA3JIMYUTHX DeIlemha Y
KOjuMa, ce JOCTHUKe MCTa OnTuMaJjHa BpeaHocT dyuknuje f. Ilpuaukom permapa-
ba po0JIeEMa ONTHUMHU3AIIN]e 3aXTEBA Ce IMPOHAJAKEIHE CAMO jeIHOI OIITUMAJIHOT

pemema — pelje Ce 3axXTeBa IIpOHaJIazKehe CBUX OIITUMAJIHUX PeEIlleiba.
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1.3.1 TwunoBu onTMMM3AIMOHUX IIpobJIEeMa

Y zaBucuoctu o Tuna GyHnuje musba [ u QyHKIMja Koje AeduHury maomy-
CTUBH CKYII X, IIOCTOje pa3jInvnuTe KJIacuduKaluje mpodsemMa MaTreMaTuIKe OITH-
Muzanuje. Ako je dpyHKIMja n/ba KOHBEKCHA KAaO U JOMYCTUB CKyll X, Taja ce
paju o mpodeMy KoHeekcHe outumusayuje. Y CYIPOTHOM, PeY je O HeKOHBek-
croj outmumusayuju. Ca apyre crpane, ako cy (PyHKIHMja IIjba U (PYHKINAjE KOje
JeddUHAIITY JOIMYCTUBU CKYII JIMTHEAPHE, KAXKEeMO J1a Ce PAJu O MPOodJIeMy AuHeapHe
OUTMUMU3AUUJe, & Y CYIPOTHOM O MpobJieMy HeauneapHe otmiumusayuje. Ca Tpe-
he cTpane, akO TpOMEHJ/bUBE KOj€ YUECTBY]Y Y ONTHUMUIAIMA Y3UMA]y BPEIHOCTH
13 KOHAYHOI' UJIU IIPEOPOjUBOr CKYTIa, DU Ce O Upobaemy guckpetine oUhuMU30-
yuje, & YKOJIMKO Y3UMajy BPEIHOCTH U3 HENMPEOPOJUBOr CKyIia, Ped je O mpobJieMmy
KontuHyasne (2r0baane) oTTUMU3ALUTeE.

Kopucrehu nperxojine Tpu 1mojesie, ONTUMHU3AIMOHU TTPOOJIEMU Ce Jiesie Ha He-
KOJIMKO KJIaca, a 3aTUM Ce Pa3BUjajy Pa3IuduTe I'PyIe ONIITUX METO/a 32 HBUXOBO
pelaBame y OKBUPY MOCeOHe TUCIUTLINHE KOja ITOBE3yje MaTeEMaTHKY ca padyHap-
CKMM HayKaMa U Ha3uBa Ce MAWeMauyko upozpamuparse. llomena Ha TUIIOBE

pobJjieMa MaTeMaTUIKOr IIporpamMupama npukasana je Ha cummm 1.11.

HpoﬁueM MaTeMaTHU4Ke OllTl/IMl/l3aLLl/lj [§}

[ I

Konsekcua Hexonsekcna
[ | | [ |
Jluneapua Henuneapua Huckperna Konrunyanna
[ |
JIuneapHo KonsekcHo JIuneapma Henuneapna HekxonBekcHO
nporpamMmpame HeJIMHeapHO | HeJIMHEeapHO
nporpaMupame [ | nporpamMmupame
MermoBuro Konsexcna Hexoneexcra
11eJ100pOojHO peaarcayuja peaarcayuja
JIMHEAPHO
nmporpamMmuparme ‘ ‘
KonBekcHo HekxouBekcHo
MEIIIOBUTO MEIIIOBUTO
11eJ100pojHO 11eJ100pojHO
HeJIMHeapHO HeJIMHeapHO

nporpamMupame  OpOrpaMupammbe

Crnuka 1.11: Kiracudukanuja npobieMa MaTeMaTUIKOT TPOIPAMUPATHA

Kako je mpobseM KOHBEKCHE ONTHUMHU3AIUjE YBEK IIPOOJIEM HEIPEKUIHE OITH-

MU3alluje, y 3aBUCHOCTH OJI IMHEAPHOCTU (PYHKIMje Iuba 1 PYHKIHja Koje nedu-
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HWUIITY JIOYCTUBH CKYII, IIOCTOj€ IIPOOJIEMU AUHEGPHOZ UPOZPAMUPAIHA (eHrJI. Line-
ar Programming — LP) U KOHBEKCHO2 HEAUHEAPHOo2 UPo2pamuparba (eHI‘JI. Convezx
Nonlinear Programming — Convex NLP). Ca npyre crpane, mpobjieM HEKOHBEKCHE
ONTHMHU3AIFje MOXKe OMTH KOHTHHYAJIaH (& caMUM THM U HeJimHeapaH - Nonconver
Nonlinear Programming — NCNLP) win auckperan. HekoHBeKCHH JMCKPETHH
pobJ/IeMu ONITUMU3AIIjEe Ce MOTY Jajbe IMOJCJIUTH Ha JIMHeapHe W HeJUHeapHe.
Kon nuneapuux mpobiemMa ce moHeEKa T PA3/IUKYjy JBe KJlace Y 3aBUCHOCTHU O] TO-
ra Jia JIi Cy CBE IPOMEHJ/bUBE IEJIOOPOjHE — UEA0OPOJHO AUHEAPHO TUPOZPAMUPAIHE
(eurst. Integer Linear Programming — ILP) niu cy Heke 1menobpojHe, a Heke pea-
HE — MEWO0BUO0 UeaobpojHo auneapro upozpamuparve (eura. Mized Integer Linear
Programming — MILP). Koy nesuneapuux npobiema (eurst. Mized Integer Non-
linear Programming — MINLP) pasmatpa ce fa ju pejakcarmja CKyrna, u3 KOra
IIPOMEHJbUBE Y3UMa]jy BPEIHOCT, Ca JUCKPETHOT Ha KOHTUHYAJIHU J1aje KOHBEKCHU
WJIM HEKOHBEKCHU TIPOOJIEM.

3a permaBame mpobeMa JImHeapHor Tporpavupata Janmuar je 1947. pazsuo
cumIiLieke Merony [13]. BpemeHcka cI0:KEHOCT MpeJIoyKEeHOr ajrOpuT™Ma y Hajro-
pem ciayuajy je O(m™?), tie je n 6poj HpoMeH/bUBIX, a m 6poj orpannyersa. Max,
aJIropuTaM je Halllao MHUPOKY MHIYCTPUjCKY IIPUMEHY, & KOPUCTH Ce U JIaHac jep je
ciioxkenoct O(n + m) y upocednom ciydajy. Tex 1979. rogune Kauujan je moka-
320 JIa je mpo0JIeM JIMHEAPHOT IPOrPAMUPAaIba PEIUB Y TOJTUHOMHUjATHOM BPEMEHY
[14]. TIpBu mosmHOMMjaJIHE AarOpPUTAM KOJU je MMAao MPAKTUIHN 3HAYA] PA3BUO je
Kapmaprap 1984. romuue [15] xopunihemem MeToe YHYTPANTBIX Tadaka, (€HIJI.
interior-point method). 3a pemaBame IpobIeMa HeJIMHEAPHOT TPOrPAMUPAha Pa-
3BHUjeHE Cy I'pajujeHTHe MeToje, EbyTHOoBa MeToma, MeTOIa Ka3HEeHUX (PYHIIKHja, U
napyre. Buie neraba o oBuM MerogamMa Moxke ce mponahu y [16, 17].

[Ipobsiem MemoBUTOT 11€7I00POjHOT JTUHEAPHOT MPOrPAMUPAHA Y OIIIITEM OOJIH-
Ky je NP-texkak m He mocToju edukacaH er3akTHU aJTOPUTAM 3a FErOBO Pella-
Bame. 3a MaJjie MHCTaHIe mpobjieMa MOTY ce KOPUCTUTH METOJIe TOCPEIHOT IIpe-
TpaykKuBaa, MOIyT TPaHama U orpanudaBama (enrs. Branch and Bound — BnB),
rpaHama u ojcenama (eurst. Branch and Cut — BnC). OBe meTojie mperpayjy
caMmo €0 JOIMYCTUBOT CKYyIla W MOCPETHO TO0Ka3yjy /la Ce ONTUMAJHO PeIlerhe He
HaJja3mW y Jiesly Koju Huje nperpaxken. OgapehuBame ropmux U JIOBUX TPAHUIA
" BUXOBO MehycoOHO TpuO/InKaBarmke TOKOM IIPETPaKMBalbhba HA3UBA CE 0ZPAHU-
yasarbe, & eJTMMUHAIIA]A J1eJ0Ba JIOIYCTUBOT CKYIla Ce Ha3uBa ogceuarve. Hamme,

ujeja je Ja ce yMecTo MpeTparKuBatha €KCITOHEHIIUjaJTHO BEJTUKOT JIOMMyCTUBOT CKY-
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Ima ToJIa3Hor mpobsema P, mponahe onTuMaHO perieme HeroBe MOJUHOMUjaJTHE
pesnakcanuje R (mobujere yKiamameM HEKMX ODAHHYeba). Y CIydajy Ja je To
petieise omycTuBo 3a P, npobsem je pemten. ¥ cynporHoM, mpobsiemy R ce momajy
orpaHnYema (Tako J1a OCTaHe TOJIMHOMUjasaH) Koja fie j100ujeHo periemhe yanHu-
TH HEeJOIYCTUBUM 33 HOBU peJlakcupaHu mpodseM. /lomaBameM orpanmderma, 1eo
JIOIyCTUBOr cKyma mpobsiema R koju Huje momyctusB 3a P, ce uckibydyje us ja-
JbEr IpeTpazKuBamba (OJICelame), a OCTaTaK JIeJIM Ha BUIIIE JeJioBa (rpaHarbe) duja
YHUja CaJpXKH CBa JIOMYCTHUBA pelnrema mpobsema P. Bumre nerasba o meTromama
HOCPEeIHOT IpeTpakuBama Moxke ce mponahu y [18, 19, 20|. 3a pemasame mpo-
6s1eMa 11eJI0OPOJHOT JIMHEAPHOT TPOrPaMUPalba Ca BEJIUKUM OPOjeM TPOMEH/bUBUX
9eCcTO ce KOPUCTH M MeToJla I'DaHama ¥ oremuBama (eHri. Branch and Price —
BnP) koja npezcraspa xubpug BnB merone u merosie renepanuja KosoHa (€HIII.

column generation method). Bume neraspa moxke ce nahu y [21].

1.3.2 KomOumHaTOpHa onrmMmu3anuja

[Tocebno BaxkHy TpaHy JUCKPETHE ONTUMU3AIN]E TIPEACTABIHA KOMOUHATLOPHA
ottmumusayuja. Kom mpobiema KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIUje IPOCTOD PeIlleha je
KOHAYAH, a Pellerha ce MOTY U3PA3UTH KOpUIllhemeM KOHIIeaTa n3 KOMOMHATOPUKE
IOy T CKYIIOBa, KOMOMHAIIMja, IepMyTallija Wk KOHIENaTa U3 Teopuje rpadona
IOIIYT YBOPOBAa, I'PaHa, KOHTYpPa, KJINUKA UTI.

[Ipumep jemnor mpobsieMa KOMOMHATOPHE ONTHUMU3AIMje je mpobyieM oxpehu-
Bamwa Hajkpahier nmyra (eurs. Shortest Path Problem — SPP) usmeby nsa uBopa y
TexkuHCKoM Tpady. Popmasino, mpobdsiem Hajkpaher myTa ce Moxke POPMYyTUCATH
Ha cienehn waumn: lar je rexxuucku opujentucan rpad G = (V) E), noyeran
uBop s € V u kpajmu uBop t € V. [lyxkuna myrta p = vg, U1, Vg, . . . , Uy, IIPEICTABIbA
30HMp TeXKUHA IPaHa Ha TOM IIYTY, OIHOCHO w(p) = Zle w(vi_1,v;). U3 ckyma cBux
nyreBa Py 01 YBOpa s /10 YBOpa t MOTPEOHO je O/IPeUTH IIyT HAJMAE JIy2KUHE:

i )

I'pad xoju mpescTaB/ba jeaHy WHCTAHILY IpoOsieMa Hajkpaher myTta mpukasaH je
Ha cyuru 1.12. OnrumaJsiHo perieme, OMHOCHO Hajkpahu myT o s 70 t je P* =

S, V4, Vs, U3, t My2KUHE 8.
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5
Vo U1
6 4 1
4 3
S5 : v'<-2 A 3 /
2 t
2 2 5
1 >
V4 Vs

Couka 1.12: Ilpumep jeane uucranie npobeMa Hajkpaher myrta

3a mponanaxeme Hajkpaher myTa y TeKWHCKOM rpady ca HEHETaTUBHUM KO-
ebunmjentuma, lajkcrpa je 1956. pa3Buo edukacan aaropuraM MOJTUHOMUjAJTHE
cinoxenocru O(|V|?), a koju je oGjasmen Tpu roguue Kacuuje [22]. Benmamno je
1958. ynHampeano ajaropuTaM TaKO Jla pelraBa WHCTAHIE MPo0JieMa ca HeraTHB-
HUM KOe(UIMjeHTHMa, aJIU T0JI YCJIOBOM Jia HE TOCTOjU KOHTYpPa HEraTUBHE JIy-
xkwune [23]. Cnoxenocr Beamanosor amropurma je O(|E||V]|). Osu amropurvun
MMa]jy BEJIMKY NPAKTUYHYy IIPUMEHY jep CYy YCJIOBH KOje 3aXTeBajy Hajuernhe HUCIry-
wern. MehyTnm, y ommreM ciaydajy mpoOseM mpoHalaKema Hajkpaher mpocror
Iy Ta, OJIHOCHO O/iroBapajyhu mpobJsiem ojytyunBamma je NP-texxak. Takobhe, Besuku
6poj Jpyrux mpodseMa KOMOMHATOPHE ONTUMU3AIN]€e, OJHOCHO hbUMAa OJrOBaAPa]y-
hu mpobsiemMu ojTyumnBarba, npunagajy Kiaacu NP-remkux mpobsemMa, a pa3Buja-
e METOJIa 33 IbUXOBO peIlaBabe IPeICTaB/ba M3a30B KOjU IMPUBJIAYN MHOIOOPOj-
He ucrpaxkupade. IIpumep TakBor mpobsiema je mpobsieM TProBadKOr ITyTHUKA
(errst. Travelling Salesman Problem — TSP) y kome je nar oxpehen 6poj rpajgosa
¥ TPOIIKOBU TyTOBama m3Mely cBaka JiBa rpajia, a MOTPeOHO je OJIPeIUTU PyTy
ca HajMAambUM TPOIITKOBIMA KOjOM ce 00M/Ia3u CBAKM I'PaJ] TA9HO jeHOM u Bpaha y
MIOYeTHU TPaJg. ¥ TepMUHUMAa Teopuje rpadoBa mpodaeM ce Moxke (POPMYyTUCATH
Kao mpobuteM ofipehnBama XaMUITOHOBE KOHTYPE HajMame TeXKNHE Y KOMIIJIETHOM
TexkuHCcKOM Tpady. YBopoBu rpada mpejactaB/bajy rpajoBe, rpaHe IPEICTaB/ba-
jy myTeBe, a TeKWHE I'paHa IIPEJICTaB/bajy TPOIIKOBe IyToBama. /Jlo /manac Huje

nponaben edukacan aaropuraM Koju ogpehyje OnTUMAHO PEIeihe 3a CBaKy WH-
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cTaHIly oBor mpobJiema. ['enepasiHo, KO mpodJeMa KOMOMHATOPHE ONTHUMU3AIIH]e
OpOj MOIYCTUBUX pellleha, NaKO KOHAYaH, M3y3€THO je BEJIMK U 3aXTEeBa BEJINKY
KOJIMYMHY pecypca y Iporecy nperpaxkmpama. 3a TSP mpobiem ca n rpamosa
nocroju (n — 1)! norennujanauux pyra. Iperpaxkupame nesor npocropa (u3pady-
HAaBambe TPOIIKOBA CBUX pyTa U onpehuparme najmoBosbauje) je caoxkenocru O(n!),

u Huje ra Moryhe crpoBecTu y peajiHoM BpemeHny Beh 3a n = 20.

1.4 MeraxeypuctTuduke MeToae

Y 1npBoj das3u pa3Boja MeToa 3a pelraBame IpodeMa MaTeMAaTUIKe OIITHMHU-
3alfyje UCTPAKNUBAYUU Cy Ce yIJIABHOM OABUJIN KPEUPAHEM €23aKUWHUL MEeUL0ga, Tj.
MeTO/1a KOje Ha OCHOBY OJI'OBapajynNux TeOpujCcKuX pasMarpaiba FapaHTyjy MPOHa-
JIaYKerhe ONTUMAJTHOT Pelleha Y KOHATHOM OpOjy KOpaka W/u KOHBEPTeHIU]y HU3a
AITPOKCUMAIINja K& OITUMAJIHOM periery. [Ipu kpenparmy 0BaKBUX METO/Ia YBEK Ce
MTOJIA3W O] MPENU3HO (POPMYIUCAHOT MATEMATUIKOT MOJesIa KOjU OJpazkaBa IpU-
poay mpobJieMa Koju ce periasa. MehyTum, mpodeMu Koju ce jaBibajy y HAYIHUM
U WHYCTPUjCKUM MPUMEHAMA MMAajy KOMILJIEKCHY CTPYKTYPY Ca BEJIMKUM Opojem
OTpPaHMYerha KOja ce He MOTY y HMOTIYHOCTH MaTeMaTu4dKu (hOPMAJIM30BATH, & Ca-
MMM TUM HEje Moryhe KpempaTru mpenn3an mMmareMaTndku mojesi. Ocum Tora, Ko
HEKUX MPENU3HO feduHucannx mpobiieMa MOXKe Ce JIECUTHU Ja €r3aKTHE METOE, Y
CJIy4ajy MHCTAHIM BEJIUKUX JIMMEH3Uja, He MOTY Jia TpoHaly ONTUMAJIHO pelllermhe
KOopucTehu pacrojio?KuBe BPEMEHCKE U MEMOPHUjCKe pecypce.

VY by eduKacHOr pernaBama TaKBUX MMPOOJIEMa, NCTPAYKUBAYN CY CPEIMHOM
II€3/IECETUX TOJIMHA ITPOILIOr BEKA MOYe/H Ja KOHCTPYHUIILY TeYypucluure Metio-
ge (XeypucTuke) Koje mpoHaJsa3e JOBOJBHO J00pa pellema y JaTUM BPEMEHCKUM
U MEMOPHjCKMM OKBUpHUMA. TepMUH ,XeypUCTUKA' TOTHUYE OJI CTApPOrPDYKE pedn
,heuriskein” 1o 3naun ,ipornahu” wim ,orkput’. Kako oBe merojie HE KOpUCTE
KJIacu4dHe (hOPMAJIM30BaHE MaTeMATUYIKe TOCTYIIKE 3aCHOBAHE HA TEOPUCKUM pe-
3yJITATUMA, EbUXOBA IMMPUMEHA HEe TapaHTyje MPOHAJIAYKEHE ONTHUMAJHOT PEIerha
pasmarpanor npobsiema. Ca npyre crpane, XeypuUCTHKE J1ajy MOIyNHOCT MMILIE-
MeHTAaIlrje TTpaBujia Koja 9eCTO MMUTHUPA]Y MPOTIEC JBYJICKOT pa3MuI/barma. Ha Taj
HA4YMH JOOPO KOHITUIIMPAHE XEeyPUCTHKe 00e30ehyjy mpoHasaxKeme periemba Koja
Cy BPJIO OJIMCKa ONTUMAJIHOM.

[Ipema HaumHy TpoOHAJIACKA PEIEba XEyPUCTHUKE ce Jiejle HA KOHCTPYKTUBHE

u ureparuBHe. Ko KOHCTPYKTUBHUX XE€yPUCTHUKA (pOpMUPA Ce pelierme OJUCKO
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OIITUMAJIHOM, TAKO IIITO C& KOPUCTE TIPUHIIUIN MOy T IIPOXKJAP/BUBOCTH (€HIJL. gre-
edy) wiu riefama yHanpel. KOHCTpYKTUBHE XeypUCTHKE ce OOMYHO KOPHUCTE 33
peraBarbe mpodsieMa KO, KOjUX je TEeIrkKo (pOpMUPATH HEKO JIOMYyCTUBO PEIICH:E.
NrepatuBne xeypuctuke popMuUpajy 4uTaB HU3 PEIIeiha, OJJHOCHO Y CBAKOj UTe-
panuju MOKyIIaBajy Jia IolpaBe NMPeTXOdHO pemieme. [Ipema mpuHIMny Koju ce
KOPHUCTHU MPUJIUKOM JTOHOIIEHa OJJTYKa, XEYPUCTUKE CE MOTY TOJEJUTU HA CTOXa-
CTUYKe U JeTepMuHucTudke. Koj geTepMUHUCTHYKE XeyPUCTUKE CBE OJIJIYKE CY y
MIOTIIYHOCTH JIETEPMUHUCAHE, 8 TPUMEHOM BUIIE IyTa Ha MCTOj WHCTAHIIA YBEK Ce
nobuja ucto pememe. Koj croxacTudke Xeypuctuke, bapeM jegHa OfIyKa ce J10-
HOCH CJIyYajHUM 0J1abupoM. 300r TOra ce MPUJIMKOM CBaKe IIPUMeHe MOTY JI00UTH
paz3nduTa Kpajibha pelieba jeJIHe HHCTAHIIEe TPOo0JIeMa.

CpeanHOM OcaMIeceTux roJIMHA MPOIILIOT BEKA MOYNHE MHTEH3WBAH PA3BO] Ol
IITUX XEYPUCTHKA KOje Ce MOrY MPUJIATOJUTU BEJIUKOM OpOjy Pa3IUIUTHUX ITPO-
O/1eMa MaTeMaTHIKe ONTUMU3AIMje. 3a OBe OIIIITe XeYyPUCTHKE JAHAC C€ KOPUCTHU
HA3WUB Mmewmareypuctiure Koju je yBeo @pes ['moep 1986. romuue [24] uzBohemem
13 JIBe TpUKe pedn ,,metd” mro 3Ha4n ,,M3HAT WU ,,Ha BHUIIEM HUBOY U ,heuriske-
in” mro 3uHaum ,ponahu” wiaum ,orkputn’. Jlakiae, MeTaxeypuCTUKa IIPEJICTAB/bA
CKYII YONIITEHUX, aJu jaCHO Je(UHUCAHUX IPABUJIA, YUjOM ITPUMEHOM C€ JI0JIa-
31 10 KBAJIMTETHUX PEIIeha pasHoBpcHUX NP-Temkux mpodsieMa MaTeMaThdKe
ontumuzaryje. CBe MeTaxeypUCTUKE CaJpKe MeXaHU3Me 3a JUBePCUMUKAINI]Y U
MHTeH3UUKAIA]y TpoIleca MpeTpare MpocTopa peniema. MexaHusMu mauBepcu-
dukamumje cy 3a/yKeHU 3a MUPEHEe TpeTpare KPo3 MPOCTOP PEIeHha Ca IN/beM
IIpOHAJIAXKEba JIeJIOBa MPOCTOPA Y KOjUMa ce Hajase KBajuTeTHa perrema. Ca
JIpyre CTpaHe, MEXaHU3MM WHTeH3UUKAINje Cy 3aJy’KeHU 3a JleTaJbHUje HCTPa-
JKUBAE J1eJIOBA, MIPOCTOPA y KOjuUMa ce OYeKYjy KBAJMTETHA pellerma. baJjaHc
n3mehy nuBepcudukanuje u nHTeH3UMUKAIM]E je K/byUIaH 33 e(DUKACHY IPeTpary
[IPOCTOPA peIIeha.

IIporec mperpakuBama MoOxKe OUTH BODEH jeTHUM PEIIEHeM WJIU IOy Ialiy-
joMm Koja cajgprku Buiiie perrema. O MeTaxeypucTuka BOhEHUX jeTHUM PeIierheM
(enrst. single solution based) 110ceGHO ce M3/Bajajy MeTOJA CUMYJIMPAHOT KaJbeha
[25] (enrsn. Simulated Annealing — SA), Taby nperpara [26, 27| (earsn. Tabu Search
— TS), merona npomensbuBux okosmHa (28| (enrs. Variable Neighborhood Search
— VNS) u macymuvno noxJjiensa ajgantubHa nperpara [29] (eurn. Greedy Rando-
mized Adaptive Search Procedure — GRASP). Behuna meraxeypucruka Bohenux

jEJTHUM pelllerbeM 3a MeXaHu3aM WHTEeH3U(UKAIje KOPUCTU HEKH OOJIUK JIOKAJTHE
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I'VTIABA 1. YBOJ

IpeTpare Koja ce CacToju W3 MaJuX IIOMepama TeKyher pelrema JOK ce He TPOHa-
be JokaJHM MUHHUMYM WA JIOK C€ He 3aJI0BOJbM 3aJiaTu ycjoB. Paziuky usmebhy
OBUX METaxeypPHUCTHUKAa MpPaBU MexaHu3aM juBepcudukalyje Koju He JI03BO/baBa
3arJiaBJ/bUBabE y JOKAJTHUM MUHUMYMUMA.

O momymanuonux MeTaxeypuctuka (eHrit. population based) u3asajajy ce eBo-
aytusau anaropurmu (30, 31| (enrut. Ewvolutionary Algorithm — EA), amropurvn
unresurennyje pojesa [32] (emrst. Swarm Intelligence — SI), onrumusanmja Ko-
nounjom mpasa [33] (eur. Ant Colony Optimization — ACO) u meTona pacyre
uperpare (34, 35| (enrs. Scatter Search — SS). OcHoBHa uzeja je Ja CKym pere-
Iba Tj. TOIyJIAllAja HAIpe/yje KPo3 uTepalinje TpuMeHoM Jie(DUHUCAHUX TTPABUIIA
came MeTaxeypucTtuke. [IpaBuia yriiaBHOM UMATHPAjy ONTHMU3AIMOHE TIPOTIECE 1
MexaHu3Me KOjH ce jaBjhajy y npupoan. Ha nmpumep, eBOyTUBHU aJrOPUTMUA UMU-
TUPajy NPOIEeC eBOJIYIHje jJeIMHKU KPO3 CeJIEKIU]Y, YKPIITakhe U MyTallujy JOK
AJTOPUTMU WHTEJIUTEHIIN]e POjeBa MMUTHUPA]Y TOHAINAIbe W OPraHu3aljy CKyIIa
jemmuku y pupomu (nrTuie, maese, Mpasu). [lomyranuone MeTaxeypucTuke mpe/i-
CTaBJ/bajy BakKaH JIe0 MeToJla padyHapcke mHTesurennuje (eurs. Computational
Intelligence — CI) nopes HeypoHCKUX Mpexka u ¢das3u cucrema [36].

Y HOBHUjUM HCTPaKUBABUMAa YE€CTO CE BPIINU XUOPUIU3AIUja, OJHOCHO KOMOM-
HOBab€ METaXCypUCTUKE Ca HEKOM JIPYI'OM METaXCypPpHUCTHUKOM HWJIM METOIAOM Ma-
TeMaTUYKe ONTUMU3aIMje. XUOUPUIU3AINAjOM JIBE METaXEyPUCTUKE y MPAKCH Ce
9ecTo J0Ja3u 70 OO/BbUX Pellemha Hero Kajla ce IpuMeryjy nojeausadno [37, 38|.
Xubpuausalyja ce BPINU HA PA3/IMYNTE HAYUHE, HA IPUMEDP YMECTO JIOKAJIHE IIpe-
Tpare y jeJIHOj MeTaxeypPUCTHUI KOPUCTHU Ce HEKA JIPDYTa METAaXeyPUCTHUKA, UK CE Y
OKBUDY jeJiHe TIOIyJIAIlOHEe MeTaXeypHUCTUKe Ha ojpeher Opoj pelea IpuMerbyje
JIpyra MeTaxeypHUCTHKa BoDeHa jeTHUM pellemeM. ¥ JIMTepaTyph Cy ce IMoceOHO
u3Bojusn Memercku agropurmu (39, 40, 41| (eurn. Memetic Algorithm — MA) xo-
ju mpejicTaB/bajy XuOpPWJI €BOJIYyTUBHUX ajropurama ¥ JokajHe mperpare. Ocum
XUOpUIa JIBE METaXeypPUCTUKE y JIUTEPATYPHU c€ MOTY NpoHahW U Matlreypucii-
Ke, OJTHOCHO MeTO/Ie HacTajle KOMOMHAIIjOM MeTaXeypPHUCTUKA U er3aKTHUX METOa
MaremaTuuke onrumusaiyje [42, 43, 44|. Bue jgerasba 0 XUuOpUIHUM METOIAMA

MoKe ce ipoHahu y mpersiennuM pagosuma [45, 46).
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I'maBa 2

KiaacTepoBame Ha KOMIIJIEKCHUM

MpeXKaMa

Y 0BOM MOTJIaBJby OIKCAH je TPOOJIeM KJIaCTEPOBamha HA KOMIIEKCHUM MpeXKa-
Ma KOjH ce pa3MaTpa y mnorjabuMa 3 u 4. Y ceknuju 2.1 ormcane cy KOMILIEKCHE
MpezKe, HABEJIeHE HUXOBE YHUBEP3aJIHE KaPAKTEPUCTUKE KAO M CTPYKTYpe MO~
Taka IMOTOJHE 3a IpeJicTaB/baibe y padyHapy. llpuiaukom mopebema, ananmse u
n30opa CTPYKType Koja he Outu KopuirheHna y HacTaBKy y3eTe cy y 003up yHUBEP-
3aJIHe KapaKTEePHUCTHUKE KOje Ce UCIO0/hbaBajy Y KOMILJIEKCHUM MpezKaMa. ¥ CEKIUju
2.2 ¢dopmasHO je onucaH MpodJIeM KJIaCTEPOBatba Ha MPEXKH JIOK Cy V CeKnuju 2.3

IIPUKA3aHU JIOCAJAIBY IIPUCTYIIN 32 BETOBO pelllaBabe KOjU ce Hajla3e y JuTepa-

TypH.

2.1 KommniaekcHe Mpexke

CTpyKTypa KOMILJIEKCHOT CUCTEMA TIPEJICTaB/ha C€ KOMILJIEKCHOM MPEYKOM TaKO
IIITO Ce eJIEMEHTHU CUCTEMA ITPEJICTAB/ba]y YBOPOBUMA, & MHTEPAKIINjE TIPEJICTaBIba-
jy rpanama u3melhy onrosapajyhmx uBopoBa. MaTeMaTwIKy KOHIIENT KOjU OJATO-
Bapa KOMILIEKCHO] Mpexku je rpad. Tepmunm ,Mpexka’ u ,rpad”’ ce Kopucre Kao
CHHOHMMU y 3aBUCHOCTH OJ KOHTekcTa. Ha mpumep, TepMuH ,Mpeka’ ce derhe
IIpUMembyje Kaja ce TOBOPU O PeaJHUM CUCTEMHUMa, a TePMUH ,Ipad’ Kaja ce ro-
BOPHU CaMO O MATEeMAaTUYKO] perpe3eHTaInuju. ¥ €HIVIECKOM je3UKY Ce y3 TepMUH
,wnetwork” majuernthe kopucre ,node’ u ,link” 3a mojMoBe ,,460p" OIHOCHO ,.2pana’,
JIOK ce y3 TepMuH ,graph’ demnihe kopucre TepMunu ,vertex’ u ,edge’ u3 teopuje

rpadoaa.
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I'VIABA 2. KJ/IACTEPOBAILE HA KOMIIJIEKCHUM MPEXXAMA

Kiby4arO cBOjcTBO CBaKOr YBOpa Y KOMILIEKCHO] MPEXKY TTPEJICTABIbA HETOB CTe-
e Jiecpbuaucan y cexknuju 1.1.1, JIOK cpeilbu CTEleH YBOpa MPEJICTaB/ba BayKHY
KapakTepuctuky Mpexke. Heka je n 6poj uBopoBa y mpexku, m Opoj rpana, u HeKa
Cy YBOPOBU HYMEDPUCAHU VU1, Vg, . ..V,. Crenen usopa v; y o3namu k(v;) npeicra-
BJ/ba OpOj TpaHa Koje cy WHIUIeHTHe ca uM. Cpeamu CTEmeH 9Bopa y MPEeXH

neduHUCaH je Ha caemehu HAUIMH

() = >~ k)

. n o . . 2m
Ha ocnoBy Teopeme 1.1 mmamo ma je > " k(v;) = 2m, ma je (k) = . Cpenmbu
CTeIleH YBOPa TI0Ka3yje KaKBa je IMPOCeYHa TyCTUHA MOBE3AHOCTH MPEXKe U OMOI'Y-
hasa nopebeme nBe Mpexke pasaunuuTux BesmunHa. ['ycruna mpexe je

o 2m (k)
d_n(n—l)_n—l’

U TpeJicTaB/ba OAHOC m3Mely Opoja mocrojehux rpana y Mpexku u Opoja rpaHa y
ITOTIIYHO TIOBE3aHOj MPEXKHU Ca UCTUM OpojeM YBOPOBA.

Jpyra BaxkHa KapaKTepPUCTUKa MPeXKe je pacmtojesa CTelleHa YBOpPoBa Koja ce
oznauasa ca P(k) u npencrasiba BepoBarHOhy na cirydajuo uzabpas yBop y rpady

nmMa cremer k. Jakire,
[or by = B}
" .

P(k) = |

V ciygajHEIM MperKama, ca 1 9BOpPOBa KOJ KOJUX C€ YBOPOBU HACYMUYIHO II0BE3Y-
jy ca BepoBaraohom p (Epmom-Penju momen [47, 48|) pacnomena crenena 1Boposa

“Ma OMHOMHY PACIOJIeNIy ca MapaMeTpUuMa p U 1, OJHOCHO

P = (" -

AKO je n TOBO/bHO BEJIMKO U IMPOCEYHM CTEIEH IBOPa (DUKCUPAH, PACIIOJIeia CTe-
IIeHa 9BOPOBa C€ MO2KE allpOKCUMHUDPATU HyaCOHOBOM pacioaesioM Ca ImapaMeTpom
(k), Tj.

e (B
P(k):e”%.

VY peajTHUM KOMILJIEKCHUM MpezKaMa rpame u3mMehy 94BopoBa ce He yCIIOCTABIbA]Y
HaCYMUYHO, & EMIINPUjCKOM aHAJIN30M yTBPDEHO je J1a Pacrojesa CTerneHa YBOpoBa

y BelinHu peaqHux Mpezka mMma crereny pacmojeny (eHrut. power law distribution)
P(k) =~ k7.
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I'VTABA 2. KJIACTEPOBAKBE HA KOMIIJIEKCHUM MPE>KAMA

[MIrapuie, y BehuHu KOMIUIEKCHUX Mpexka Baxku Ja je 2 < v < 3 (Bugeru [49,
50, 51]). Kako 3a creneny pacroseny BaXKu J1a HAKOH CKAJTMPaba 33 [prKaBa UCTH
obsuk, 1j. P(ak) = F(a) P(k), Mpexe y KOjuMa ce jaBjba OBAKBa PACIOENa Ce
Ha3uBajy Mpexe 6e3 ckase (eHri. scale free network).

Pacrnionena crenena yBopoBa y MpexKu capaime u3Mehy ucrpazkupada Ha TOJbY
dbusnke konmensopane marepuje [52| npukaszana je za caurmm 2.1. Mpexa caapxu

Bute oy 40000 uBoposa u 175000 rpana, a pocednu crerner 4Bopa (k) je ocam.
0.14
0.12
0.1
0.08

E‘/0.06
0.04

0.02

0 50 100 150 200 250 300

Cruka 2.1: Pacmojesra cremena 9BopoBa y MpeKU capa/iibe u3Mmehy
HCTpaskKUBada Ha 1oJby (busrke KOHJeH30BaHe marepuje [52]

3a pasyimKy oJ1 CAydajHHX MpexKa y KOjuMa Cy rpaHe XOMOTeHO pacropebhene,
y MpexkaMma 6e3 ckaJjie TpaHe Cy XeTeporeHo pacmnopebhene, oJiHOCHO HajBehu Opoj
YBOpOBa MMa MaJiu OPOj cyce/ia, JIOK CBera HEKOJIMKO YBOPOBA MMA U3Y3€THO Be-
JIIK# Opoj cycesa. YBopoBU umju je creneH 3HAYAjHO BehU OJI IPOCEYHOr CTEIeHa
YBOPOBA Ha3UBajy ce XaboBu (eHrJI. hubs). Ycjen BUXOBOr MPUCYCTBA PACTOjaba
u3mMely uBopoBa cy jako masia u 'y upoceky msnoce In(lnn) (Bugern [53]).

JoII1 jes1Ho Ba2KHO CBOjCTBO YBOPA Y MPEXKHU MPEJICTABIbA AOKAAHU KOEPHUUUJEH
Zpylucarba KOjU OIUCYje TIOBe3aHOCT WeroBux cycena [54]. 3a 1uBop v; JIOKaIHI KO-

edunujenT rpynucama, y osnanu C,,, IpeJcTaB/ba BEpOBaTHONY J1a Cy JiBa cyceaa
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qBopa v; MehycobHO moBe3aHa Tj.

o L I
' k'Ui (kvi - 1)

rae je By, = {{v;,u} : vj,u, € N(v;)} ckyn cBux rpana usmely cycena 1sopa v;.
K2

Jacno je na he C,, 6utn jejlan ako Cy CBU CyceJy 4BOpa v; Meh)yCOOHO IoBe3aHU

rpanama, m HyJa ako m3Mely mux Hema rpana. Ha HuBOy Mpe:ke HOHEKa ce

HOCMATPa CPebi KOe(DHUIMJeHT IPYyIACAHA
1 n
1=

Nnak, Bute nudopmarmja npyxka riodaaHn KoeuiujeHT rpynucama 1euHucaH

Ha cienehu HaYUH .
6 o Z?:l kvi (kw — 1) Cvi
Z?:l kvi (kvz - 1)

OBako nedunucan riodasHn KoeUIUjeHT IPYIUCabha TPEJCTaB/ba BEPOBATHONY

Jla Cy JIBa MPOM3BOJbHA CyCe/la HEKOT YBOPA IMOBE3AHU U MOXKE Ce U3PA3UTU KOPU-

mrhemem 6poja Tpurutera y mpexxku [54]. Tpumnier npegcrasiba cKyn o Tpu 9BOpa

KOjU Cy IIOBE3aHU Ca JBe TpaHe (OTBOPEH TPUILIET) UJIK TPH IPaHe (3aTBOPEH TpU-

maer). Y OBUM TEPMHHAMA KOEMUIMEHT IPYIUCAba MPEJICTaB/ba OIHOC u3Melhy

Opoja 3aTBOPEHNX TPUIJIETA U OPOja CBUX TPUILIETA Y MPEXKH, OHOCHO
0=,

tg+ 1<

re je t4 6poj 3aTBOpeHux TpuilieTa u t. 6poj OTBOPEHUX TPHUILIETA.

[Tocnenmwux mecer rojiMHa TEOPHUja KOMILJIEKCHUX MPEXKa je Y BEJIUKO] eKCIIaH-
3WjU yCJe] pa3Boja padyHapCTBa, a Iodesia je MHTEH3UBHO Jla ce pa3BUja Kpajem
JIeBeJIeCeTUX TOJMHA TPOILIOr BeKa KaJa Cy YIOPEIHO Ca €MIIUPUjCKUM HCTPa-
JKUBabUMa PA3BUjEHU U TEOPUjCKU MOJIEJIM IOMONY KOjUX ce MOXKe KOHCTPYHUCATH
Mpezka ca KapaKTepUCTUIHUM ocobuHama |55, 56, 57|. Jompurocu ncrpakusarma
KOMILJIEKCHUX MPEeXKa MMajy IIUPOK CIEKTap MPUMEHA Y Pa3/JIUIUuTUM O0JIacTUMA,
IIOYeB OJ PAYyHAPCKUX HAYyKa, EKOHOMUje U OPTaHU3AIMOHUX HAyKa, I1a JI0 COIU-

oJIoruje, OMOJIOTHje, HEYPOHAYKE U MEJIUITUHE.

2.1.1 CrpyKType nmogaTtaka 3a paJ ca MmpexKama

HpI/IHI/IKOM aHaJIM3UPpaba KOMIIJIEKCHUX MpPexKa padvyyHapCKUM METOJaMa Ba-

JKHO je KOPUCTUTH edUuKacHe CTPYKType mogaTaka. CTpyKTypa mojartaka 3a pa
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ca MPE¥XKOM OJIHOCHO TpadoM, OCUM TIPEICTAB/bahba OPUJEHTUCAHUX U HEOPU]EHTH-

caHux TrpaHa Tpeda Jia oMOoryhu OCHOBHE olepalifje Kao IITO Cy:

e provera(v;,v;) — BPIIU IPOBEPY Ja JIX IIOCTOjU I'paHa U3Mehy 1Ba IBOpA;
e dodaj_cvor(v;) — gomaje aBop y rpad;

e ukloni cvor(v;) — yKjaama 9BOp u3 rpada;

e dodaj_granu(v;,v;) — JoJaje rpaHy usMely 4BopoBa;

e ukloni_granu(v;,v;) — yKJjama rpany usMmehy uBoposa.

YV macrtaBKy cy omnucane u yrnopehene Tpu Hajderrhe KopuirheHe CTpYKType 3a pa
ca rpadgoBuma. Bumie gerasba 0 CTpyKTypaMma IogaTaka 3a paj ca rpadoBuMa
Mmoxe ce Hahu y |9, 8, 58].

Marpuna cyceacTBa

Hexka cy uBoposu opujentucanor rpacda G = (V, E') wymepucanu tako jga je V =
{vi,v2,...,v,}. Mawpuya cycegciisa rpada G je marpuna A = [a;;] Jumensuje
n X n y Kojoj je

1, aKo mOCTOju TpaHa Of YBOPA v; IO YBOPA Uj,

CLZ'j =

0, y cynmpoTHOM.
3a meopujerTucane rpadose MaTpuria cycegctsa A je yBek cuMeTpuYHa, Tj. BaXKu
a;j = @j;, a je eBeHTyaJHO Moryhe dyBaTu caMO BPEJIHOCTHU eJIeMeHaTa ¢;; Ca 1
WCIIOJ, TJIaBHE JujaroHaJje Tj. 3a ¢ > j. Ha jeBoj crpanu ciauke 2.2 npukas3aH je
neopujentucan rpad Gy u3 cekmuje 1.1.1, 10K je HA JECHO] CTPAHU UCTE CJIUKE

JlaTa o/iroBapajyha MaTpHIla CyCceICTBa.

V4 vl V2 V3 V4 VU5 Vg
vw| 0 1 1 1 0 O
vw| 1 0 1 1 1 0
Vs @ Us s 1 1 0 1 0 O
N 1 1.1 0 1 O
s | O 1 0 1 0 O
w |0 0 0 0 0 0]
U1 V2
I'pad Gy

Cnuka 2.2: Matpura cyceacrsa rpada Gy
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Ha seBoj cTpanu ciauke 2.3 npukasan je opujentucan rpad Go u3 cekmuje 1.1.3,

JIOK je Ha JIECHO] CTpaHM MCTe CJIMKE JlaTa OJiroBapajyha MaTpura cyceJcTBa.

V4
U3 vl v2 V3 v4 Vs
v | 0O 1 0 0 O
w0 0 1 0 O
Vs v3 1 1.1 1 0
v | 1 0 0 0 1
s |10 0 1 0
U2 U1

Ipad Go

Cnuka 2.3: Marpumna cyceacrsa rpacda Go

Jlakme, i-ra Bpcra marpuiie A je BEeKTOp JyKHWHE 7 4dHja j-Ta KOOpIMHATA
4gyBa uH@OpPMaIujy Ja JIi U3 YBOPa v; MOCTOjU I'PaHa JI0 uBopa v;. M3 Tor pa-
3710ra omepamuje provera(v;,v;), dodaj_granu(v;,v;) u ukloni_granu(v;,v;) ce
u3BpIIaBajy y KoucrantHoMm Bpemeny O(1), Tj. He 3aBuce ox 6poja uBOpoBa u
rpana y rpady. Ca apyre crpane, omepalyje 3a I0JaBambe U YKIAbabe IBOpa
dodaj_cvor (v;), ukloni_cvor (v;,v;) mory saxreBarn qak O(n?) Kopaka yKOJHMKO
MPOIIUPUBALE MATPUIIE 3aXTEBa AJIOKAIN]Y HOBOT JIeJIa MEMOPHje U MPEIUCUBATHE
Tekyher cajpkaja MEMOPHjCKOT ITPOCTOPA.

U3 matpume A Mory ce Beoma jeTHOCTABHO OJIPEIUTH HEKE KaPaKTEePUCTHUKE
rpada 1 HBEeroBUX YBOPOBA. 3a CBAKHU YUBOP ¥; KOjU MOCEIyje MeT/bY, eJIEMEHT Q;;
y marpuru A nva Bpexnuocr 1. Crora, Tpar marpuue cycencrsa tr(A) = 0 | ai,
onpebyje 6poj metspu y rpady G. Cremen uBopa v; y mpocTtoMm rpady ce MOxKe
OJIpe/IUTH KAo 30Up ejieMeHaTa y i-T0j BpcT, Tj. Baxu k(v;) = Z?zl a;j. Cuano,
M3JIA3HU OJTHOCHO YJIA3HU CTEIIEH YBOPA Y OPUjEHTHCAHOM I'Pady MOXKE Ce OJIPEIUTH

Kao 30Up ejleMeHaTa Y BPCTU OJIHOCHO KOJIOHH, Tj. BaXKH

k’+(’l}i) = Z Clij n k_(vj) = Zaij .
j=1 i=1

I'naBun HeJgoCTaTakK MaTpHUIle cyceacTBa je TO IITO OHa 3aXTeBa IIPOCTOP BEJIMYINHE

O(n?), yak u Kaja y rpady HOCTOjU jaKo Majm Opoj rpaHa.
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JIucta cyceacTBa

Y cayuajy rpada ca BeJuKuM OpojeM YBOpPOBa M MaJuM OpojeM rpaHa, HeIo-
CcTaTaK MATPUIIE CYCEJCTBA Ce MOXKE MpeBa3uhu TAKO IITO Ce €BUICHTUPA]Y CaMO
nocrojehe rpaHe, OJIHOCHO IHeH IMOYETHU U KPAjibu IBOP. 3a CBAKU 4IBOP v; rpada
G = (V, E) noBospHO je cadyBaru cienehin ckymn 4BopoBa

l {v; :{vi,v;} € E}, axo je G meopujentucan rpad,

(3

{v; : (v;,v;) € E}, ako je G opujenrucan rpad.

CkymoBHe JmcTe 94BOpoBa 3a HeopujeHTucan rpad Gy u opujertucan rpad Go

IIpuKa3aHe cy Ha ciaukaMma 2.4 u 2.5.

Vg
lvl = {’U27U37,U4}

Vs . Us lvg = {’U17U37U4>/U5}
ZU3 = {01702704}
lv4 = {U1,7J27713,’05}
lv5 = {U2,U4}

vy U2 lyy =10

I'pad Gy

Cruka 2.4: Ckynosue Jincte rpada Gy

V4
U3
lv1 = {UQ}
l”UQ = {U3}
Us lvg - {U17U27U37U4}
l’U4 == {U17U5}
l’Us - {U17U4}
Vg U1

Fpa(b GO

Cauka 2.5: Ckynosue Jmncte rpada Go
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EnemenTn ckyma [, ce Hajdemthe 4yBajy y jeJHOCTPYKO IIOBE3AHO] JIUCTU KOja
ce HA3UBa AUCWG cycegetiea. CBaKU €JIEMEHT JIUCTE CYCEJICTBA CAJIPKU JIBA M0Jba,
y IPBOM je/laH eJIeMeHT CKyna l,, M y JPyroM IOKa3uBad Ha cjeiehu ejgeMeHT y

ety (comka 2.6)

e [ e o]
to ——{o H{m [ H{m[ -  —{m] ]

e ——{E o[ o[ ] ]

Cruka 2.6: Jlucre cycemncrsa

Ha oBaj mauun cBaka rpaHa je eBUJEHTHUPAHA IMOMONY MOYETHOT U 3aBPIITHOT
YBOpa Ma je YKYyIaH MeMOPHjCKU TpocTop y oBoM ciyuajy O(n + m). Takobe,
KaKO Ce JIy?KWHa, JINCTe MOXKEe JIMHAMUYKNA MemaTH, orneparuje dodaj_cvor (v;) u
dodaj_granu(v;,v;) ce m3BpmaBajy y koHcranTHOM Bpemeny O(1), 6e3 ob3upa
Ha Opoj uBopoBa u rpana y rpady. 3a omepanujy ukloni_ cvor (v;) moTpedbHO
je obpucaTu KOMILJIETHY JIUCTY [,,, &/ U YKJIOHUTU UBOP V; U3 CBUX IIPEOCTAJIHX
JIICTa CycelcTBa, mTo 3axTeBa O(m) Kopaka. 3a yKJIabaibe IPaHe OHepaliujoM
ukloni_granu(v;,v;) NOTpPeOHO je IpOHAJaXKeHme U yKJamambe IB0pa v; U3 JINCTe
l,, mro y Hajropem caydajy 3axreBa O(n) kopaka. Hajsehu nemocrarak oBe CTpyK-
Type IPeJICTaB/ba CJIOKEHOCT onepanuje provera(v;, v;) Koja 3axTeBa y HajropeM
caydajy O(n) Kopaka IIpu IIPOBEPH Ja JIH Ce 9BOP v; HAJIA3U y JIUCTH [,,. 113 smcre
CyCeJICTBa HEOPUjEeHTUCAHOT rpada BeoMa jeTHOCTABHO Ce MOXKE OJIPEIUTH CTEIeH
U OKOJIMHA [TPOM3BOJBHOT uBopa jep Baxku N(v;) = I, u k(v;) = |l,,|. Cimano, u3

JILCTE CyCEJCTBA OPUJEHTUCAHOT rpada MOKe Ce OJPE/IMTH U3JIA3HU CTEIIEH YBOPA

jep je kT (vi) = |b,

Marpuna uHIIHIeHII1je

Heka cy uBoposu u rpase rpada G = (V, E) mymepucanu tako ma je V =

{v1,v9,...,0,} m E = {ey,ea,...,en}. Mawpuya unyugenyuje rpada G je ma-
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Tpuna B = [bij] JUMEeH3Hje N X m JiepbUuHUCAHA y CJIyYajy HEeOPUjeHTUCAHOT Trpada
ca
bi; = I, ako je YBOp v; MHIMJEHTAH Ca TPAHOM €5,

0, Y CyIIpOTHOM,

a cJIydajy opujenTucaHor rpada 6e3 mersbu ca

1, aKoO je 4BOp v; IIOYeTHU YBOp I'PaHe €,
bij = —1, ako je 9BOp v; 3aBPIIHM YBOD IPaHE €;,
0, y OCTaJIUM CJIyvajeBUMA.

Marpuria wHIMIeHTIEje 3a HeycMepeH rpad Gy npukazana je Ha JeCHOj CTPAHU

cyuke 2.7.
V4 el €2 e3 e4 e € e7 eg
w1 1 01 0 0 0 0]
er w|1 01 0 0 1 0 1
Vs @ Us w01 1 01 0 00
€4 w0 0 0 1 1 1 10
es ] 0 0 0 0 0 0 1 1
w| 0 0 0 0 0 0 0 0
U1 o Uy B -
I'pad Gn

Cruka 2.7: Marpura unnugenimje rpada Gy

Marpurna wHIMIEHIIMje 3axTeBa MeMOpHjcku npoctop Beauwaunde O(nm). Onepa-
nuja provera(v;, v;) 3axTeBa IPOJA3aK KpPO3 CBe I'PaHe, Tj. KOJIOHEe MaTpulle, I1a
je mena cyoxkenoct O(m). Cse ocrase oneparmje cy ciaoxenoctu O(nm) jep 3a-

XTeBajy NPOMEHY BeJIMYNHE MATPHUILE.

N360p cTpykTypa

Y Tabenu 2.1 mpukaszaHe Cy CJIOKEHOCTU OCHOBHUX OIEpAIUja y Pa3INdYUTUM
CTPyKTypama 3a npejcTraBibambe rpada (G ca n 9BopoBa U m rpaHa. ¥ MOCIeIHEM
pesly Tabejie 3a CBaKy CTPYKTYPYy HaBeJE€H je MEMOPHjCKU IIPOCTOP HOTpebaH 3a

npeacTaBbame rpada.
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Tabena 2.1: CioxkeHOCT oneparyja y pasjimauTuM pernpe3eHTanujama rpada ca n
YBOPOBa M M I'paHa

Matpurna Marpuria JIucra
Omeparuja WHITAIEHIINj€e CyCeJICTBA II0OBE3aHOCTU
provera(v;, v;) O(m) 0(1) O(n)
dodaj_cvor (v;) O(nm) O(n?) O(1)
dodaj_granu(v;, v;) O(nm) 0(1) o(1)
ukloni_cvor (v;) O(nm) O(n?) O(m)
ukloni_granu(v;, v;) O(nm) 0(1) O(n)
Memopwujcku IpocTop O(nm) O(n?) O(n+m)

O HaBe/ileHUX CTPYKTypa y MPAKTUYHUM IIPUMEHaMa Hajdenthe ce KOPUCTe Ma-
TPUIA CYCEeJCTBa U JINCTa NoBe3anocTu. Haume, y peasinum Mpexkama Opoj rpana
m je ToToBO yBeK Behm ox 6poja uBopoBa n u Baxku nm > n’. Crora je MaTpua
CyCeJICTBa Yy TOM CJIydvajy edukacHuja CTPYKTypa O MaTpUIle UHIAICHITA]E.

[Ipunukom nzbopa nsamehy mMarTpuiie cycejcTBa U JIUCTA TOBE3AHOCTHU MTOTPEOHO
je pa3MOTpHUTH KapaKTepUCTHKe rpada ca KojuMa ce paju U Moryhe nMijaeMeHTa-
[uje y IporpaMcKoM je3uky. Ha mpumep, MaTpuIia cyceacTBa ce MOXKe UMILJIEMEH-
TUPATU TAKO Ja CBAKU €JIEMEHT KOPUCTH CaMO jeJaH OUT I1a ce MOXKe IPEeJICTAaBUTU
Ha JIeJly MeMOPUje OJ1 CBera %2 6ajroBa. Ca japyre cTpane, HAMBHA UMILJIEMEHTAI-
ja smmcre cycencrBa Ha 64-6uTHOM padyHapy 3axTeBa OKO 12m GajroBa (y CBAKOM
uBopy 4 Gajra 3a ejlemenT u 8 6ajToBa 3a nokasuBa4). Jlucra cyceacrsa he 3ay3u-
MaTH BUIIE IIPOCTOPA OJf MATPUIIE CyCeICTBA KaJla je

n? m 1

2m> — = — > —.
M= T e o6

Uspas 75 je npubImKHO jeHAK TyCTHHE rpada jep IpocT rpad Moxke UMaTh Haj-

n?-n
2

MOKe Jla 3ay3Me BUIIle MEMOPHUjCKOT IIPOCTOpa 3a IpeJ/cTaB/bambe rpada unja je

BUIITE = O(n?) rpana. [lakje, y OBAKBOj UMILIEMEHTAIU]H JIUCTA CYCEJCTBA
ryctuHa Beha o %. [Ipema Tome, rpadoBu Koju ce obpalyjy Tpeda jga mmajy
JIOBOJBHO MaJly T'YCTUHY KaKO Ou OWJIO OIpaBJiaHO KOpHUIITheme JINCTe CYCeJ/ICTBA,
IITO je YIpaBO CJIyd4aj ca KOMILJIEKCHUM Mpexkama. Ha counm 2.8 mpukazana je
MaTpHUIlA CyCceJCcTBa 3a MHTepaKTOM KBacua. Mpexy umam 2018 mporenHa KBa-
cria u mHTepakiyja n3Mehy mux. Tadyke cy mocraBbeHe Ha MO3UIMjEe Y MaTPHUIN

cyceacTBa re je a;; = 1, y cynpoTHOM Hema TadKe.
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W et

Ciuka 2.8: Viaycrpanuja rycTuHe MaTpHIle CyceJCTBa — MHTEPAKTOM KBacta [H4|

Jlakse, BehuHa KOMILJIEKCHUX MpexKa UMa MaJly TYCTUHY U BEJIUKU OPOj IBOPO-
Ba [54]| Tako 1A je HajIoKebHUjE MIPEICTAB/BATH UX JINCTOM CYCEJICTBA Ca MEMODPH]-
ckor acrnekra. OcuM yTpoIneHe MeEMOPHje BayKHO je PA3MOTPHUTH U KOje Ollepaliuje
he majuenthe 6utn mpuMemuBaHe Ha rpady NPUIUKOM HHEroBe odpaje. Y KOJIUKO
ce Y4ecTO BPIINU MPOBeEpa Jia JIM Cy JBa YBOPa IOBE3aHA U €BEHTYAJHO Ce JIOJIajy
WIN yKJamajy TrpaHe, Taja je MOrojHa MaTpHIla CyceJcTBa. ¥ CIydajy Kaja ce
9ecTo axKypupa rpad JojaBambeM HOBUX YBOPOBA U I'PaHa, WU Ce YECTO 3aXTeBa

ojpehuBame OKOJIMHE HEKOT YBOPA, MOTOJHA, je JINCTa CyCeICTBA.

2.2 KiaacrepoBame

Kaac@eposare (enrn. clustering) mpejcraBiba MPOIEC TPYNUCaba MOJATAKA
TaKO Jla CTelleH CJWYIHOCTH m3Mely ejemeHTa Oye MakKCHMaJaH aKO IPHUIAIA]Y
WUCTOj TPYIU M MHUHUMAJAH aKO MPUIMAIA)y Pa3jInduToj rpynu. l'pyne Hacrase

KJIACTEPOBAILEM HA3UBAJY CE KAGCWEPU, & THbUXOB OPOj U KAPAKTEPUCTUKE HUCY T10-
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3HATE Ipe CIIPOBOhema caMor MOCTYIKA. YKOJUKO Cy TOJIAIM HaJ KOjJUMa ce Bp-
I KJIACTEPOBAHE MIPEJICTAB/LEHN Y (POPMU MPeKe KOja OIUCYje CTPYKTYPY HEKOT
KOMILJIEKCHOT CUCTEMA, PAJIA CE O KAACWEPOBAGY HA KOMUAEKCHUM MPEAHCAMA. Y
JINTEPATYPU HA EHIJIECKOM je3UKY YeCTO Ce KOPUCTU TEPMUH (etlekyja 3ajeqrua
(errs. community detection). Kmacrep (3ajeqauiia) y jelHOj MpeXKu MpeICTaBba
CKYTI eJleMeHaTa KOju cy MelyCOOHO I'ycTO MOBE3aHU, a PETKO Ca OCTATKOM MPEXKe
jép MHTepakKiyje y CUCTeMY Tj. MOBE3aHOCT eJleMeHaTa y Mpexu onpehyje crenen
CIIMYHOCTH Mehy muma.

ITorpeba 3a kJlacTepoBameM Ce MOXKE jaBUTU Y Pa3JIMIUTHM OOJIACTUMA, I10-
9eB 0] aHAJIM3E COIUjaTHUX MperKa W HAeHTUMUKAIN]e 3ajeIHUIA Y hAMa 1a 10
aHaJM3e MeTaDOJIMYKUX MpexKka U ojpehuBama dyHKIMje nporenHa. Ocum au-
PEKTHE MPUMEHE KJIACTEPOBAHE MOXKE TIPEJICTAB/HATU CAMO jeJaH KOpak y obpain
U IIPUIPEMHU IIOJaTaKa 3a JApyre TeXHUKE MCTparKuBaimba. Ha mpumep, IpUIMKOM
MCTPaKMBabha BeJIMKE KOJUINHE IO/IAaTaKa, a YCJIE OIPAHINYEeha y PadyHAPCKUM
pecypcuMa, CKyTI TIojlaTaKa ce MOXKe PeLyKOBATH M300POM je THOT WJIU BUIIE TIPE/I-
CTaBHUKA M3 cBakor kjacrepa. CiamuaHo, omynapajyhu nogamu (eHrit. outliers) Koju
ce 9ecTo OJCTparbyjy W3 CKyIla Iojaraka 3a o0ydaBarme TeXHUKaMa MAIITMHCKOT
y4ema, MOTY OUTHU MJICHTH(PUKOBAHU KJIACTEPOBAIHEM.

Heka je G = (V,FE) rpad ca n usopoBa m m rpana. Heka je | xkonadan
ckyn nagekca u P = {C; : C; C V, i € I} uapwuyuja rpada G, 1j. KoJgekmja

MTOJICKYTIOBa CKyma V' TakBa Ja:
1) Viel, C;#0;
2) Vi,jel, i#j, C;nNC;=10;

3) | JCi=V
el
Pesynrar kimacrepoBama Ha Mpexu MmpejicTaB/ba mmaptunuja P unju enrementu C;
nuayKyjy noarpadose Ge,, Vi € I, Koju npejicraBibajy Kiacrepe. ecto u ca-
Me noackymnose C; Ha3MBaMO KJIACTEPUMA jep Ha jeJIHO3Ha4YaH HadwH oapehyjy
G¢,. Bpoj kmacrepa y rpady G Huje yHampes mosnar, Tj. oapehuBame naprunuy-
je Huje jeHo3HaYHO JedpuHUCAHO Yy OJIHOCY Ha KapjauHayHocT ckyna [. Takobe,
onpehuBame napTuIuje HUje jeIHO3HATHO JIe(pMHUCAHO HU Y OJTHOCY Ha UJEjy IITa
jeman moarpad wHIAYKOBaH CKymnoMm uBopoBa C' € P umnu kiaacrepom. OBO Huje

ITOCJIE/TUIA HEJIOBOJHHO TIPOMHUIIbeHE Jedunuimje mpobiema, Beh pa3HOBPCHOCTH
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KOHTEKCTa y KOjUMa, Ce MOYKe BPIIUTU KJIACTEPOBaIbe U INJHEBA KOJU Ce KJIACTEPO-
BameM 2kejie roctuhu. [Ipumep Ha caumum 2.9 mokasyje ga y jeaHO] MPEXH MOKe

HOCTOjaTI/I BHUIIIE PA3/IMYIUTUX IIOJJEJIa y KJIaCTEpeE.

Crnuka 2.9: PaznuanTn HaUYMHE KJIaCTepOBaba je/THe MpPerxKe

3a KJlacTepoBaibe Ha MpekaMa HMCTPAXKUBAYU IOKYIIABA]y Jda KPEempajy oOrl-
IITe TEXHUKE KOje ce MOTY KOPUCTUTH U MPUJIATOIUTH Y 3aBUCHOCTU OJf KOHTEK-
CTa M JIOCTYIHUX WHMOpMaIrmja o camoj Mmpexu. l[Ipuimkom Kpewpama MeToIa
KOPHCTE Ce PA3JUIUTU MPUCTYIU 3aCHOBAHU HA ONTHUMUBAIUjU, CIIEKTPAJIHO] TEO-
puju rpadoBa, CTATUCTUYKOM 3aK/byUMBalby U JIUHAMUYIKUM IPOIECUMa. Pa3Bu-
jame MeTo/ia 3a pelraBame MpodsieMa KJIaCTePOBabha U IHUXOBA IPUMEHA CY Off
BEJIMKOT' 3Ha4daja 3a pa3dyMeBarbe JUHAMHUKE U €BOJIYIHje KOMILJIEKCHUX CHCTEeMa
[59, 60, 61, 62, 63, 64, 65]. Ocum Tora, mory omoryhuru 6osby BU3yasu3anujy u
MIPY2KUTU HEOIXOJ/IHe MH(OPMAIIUje O TOjeIMHUM YBOPOBUMA U FbUXOBHUM yJIOTAMa
y mpexku. Ha mpumep, mojeunu 9BOpPOBU y KJIACTEPY MOTY UMAaTH YJIOTY Y TIO-

Be3UBalby KJlacTepa ca OCTATKOM MpeXKe JIOK JIDYI'd YBOPOBU MOy MMaTH YJIOTY
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KOHTPOJIUCAha U cTabUIu3almje Kaacrepa. JeaHy oJ1 Hajuenthe KOpumheHux Mpe-
JKa 33 WIYCTPaIjy KJIaCTepoBama IPEJ/ICTaB/ha MPeKa 10T HA3MBOM 3axapujeB
kapare Kiyb (eurs. Zachary’s karate club). Mpexa je npBu myT onucasa y paiy
[66], a Hacrana je kao pesysrar 3axapujeBor HaJrJelamba MHTEpakiuja umely
YJIAHOBA jJeTHOT YHUBEP3UTETCKOT Kapare Kiyba y mepuosy ox 1970. mo 1972. ro-
nune. Taja je uamely 34 wnana youeHo 78 uHTEpakIyja BaH Kapare Kiybda (ciuka
2.10). Cyko6 usmeljy rpenepa (uBop 1) u npejcennuka (4Bop 34) Mpoy3pokoBao je
TIOJIEJTy 4JIaHOBa KJIyOa y JBe Tpylie. JemaH Jieo 4aaHoBa (popMUpao je HOBU KJyd
ca TPEHEPOM, JIOK Cy OCTaJIN YJIAHOBU OKYIIJbEHU OKO ITPEJICETHUKA KJIy0a aHTazKo-
BaJIi HOBOT TpeHepa. Ha OCHOBY NPUKYIUBEHUX IOJATaKa 3axapuje je KOPEeKTHO
IIPEJBUIECO OJJIYKE CBUX YJIAHOBA, OCUM dUjaHa Opoj 9 Koju ce NPUIpyKUO Ipynu

OKYTIJb€HO] OKO TpeHepa YMECTO I'PYIH OKO MPeJICeTHUKA.

Cauka 2.10: BaxapujeB Kapare KJyo
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2.3 IlperJgen aureparype

[enrap 3a JIMCKPETHY MATEMATUKY U T€OPUjCKO pauyHapcTso (enri. Center for
Discrete Mathematics and Theoretical Computer Science — DIMACS), koju mpei-
CTaB/ba KOH30PIUjyM MPECTUKHUX aKaJIeMCKUX uHCTuTynuja (Yuusepsurer Pyr-
repc, IIpuncron, Konymbuja) u ucrpaxkupaukux jiaboparopuja (Microsoft, IBM,
AT&T, NEC), cepcrao je 2012. romune mpobiieM KjacTepoBarba Ha MpPEKH Ha
JIHCTY HAjBarKHUJUX IIPobJIeMa ¥ N3a30Ba y PadyHapCTBY | 3a KOje je HeOIXOIHO
pasBuTH U MMILIeMeHTHpaTu eduracHe ajropurme (eHri. implementation chal-
lenges). Opx Tama 6poj Hay4IHUX paJjioBa mocBelieH 0OBOM MpODGJIEMY CBaKe TOJIUHE

ce ysehasa (camka 2.11) u TpenyTHO moctmxke npeko 10000 pasosa.
6000
5000
4000

3000

Bpoj pamosa

2000

1000

0

2004 2005 2006 2007 2008 2009 2010 2011 2012 2013 2014 2015 2016 2017 2018 2019 2020

Togunaa

Cnuka 2.11: Bpoj Haygnux pajioBa O IpodJieMy KJIaCTePOBarba Ha MPEXKH Y
niepuosy o 2004. mo 2020. roaune

2.3.1 Ilpuctynm 3a peniaBame IIpobJjieMa KJacTepoBamba

Ha MpeXKMu

IIpunukom Kpenpama MeTOa 3a KJACTEpOBake Ha MPEXKHU I0XKeJbHO je (hop-
mMasHO gedunmucaTn nojaM kjacrepa. Puimn Paguan u capajgsaunm y pay [67]
MOKYIIAJIHN Cy Ja JedUHUILY IITa je/laH uHIyKoBaHu noarpad Go 9uHEM Kjacte-

poM y jakoM u cyabom cmuciy. [lo muxoBoj jedununuju wHyKoBanu mnoarpad

'http://dimacs.rutgers.edu/programs/challenge/
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G npejicTaB/ba KJIacTep y jakoM cMuciy (eHrit. cluster in a strong sense) ako cBa-
KM YBOP MMAa BUIIE I'PaHa IIPpeMa YBOPOBUMA U3 KJIacTepa, HETO MpeMa YBOPOBUMA

n3 OCTaTKa MpexKe, TO jeCTZ
kF(C) > k5 (C), Y e C.

Uunykosanu nonrpad G¢ npenacraBiba Kiaactep y ciaabom cMucay (eHri. cluster
in a weak sense) ako je ykynan 6poj rpana usmely usoposa u3 C' Behu ox yKymHOr

6poja rpana u3amelhy uBopoBa u3 C' u ocTaTka MpeKe, Tj. aKO BarKu:

> EHC) > ) kS (O).

veC veC

Ca apyre crpane, MHOrM ucrpaxkusauu [68, 69, 70, 71] cmarpajy na kiacrepu
Tpeba Ja IpeicTaB/bajy (PUHAJIHU PE3yJITAT aJropuTMa 0e3 Iperu3He alpuopHe
nedurunuje. Asropuram nponaranuje o3uaka (eurs.  Label Propagation Algo-
rithm — LPA) npencrasiben y pasy [70] je najuenthie kopumilieH mpeicTaBHUK OBe
KJjace ajgropurama. llieja ajropuTMa je BeoMa jeIHOCTaBHA U CACTOjU C€ Y WUTe-
pPaTUBHOM IIPOIECY KPO3 KOjU Ce YBOPOBU IpPymHuIiy y kJjacrepe. Ha moderky cBu
YBOPOBU MMAa]y jeJIMHCTBEHE O3HaKe KOje IIPeJCTaB/bajy KjaacTepe. Y CBAaKO] UTe-
pammju BpINK Ce mporarainja Tako IITO CBAKW YBOP aXKypHUpa CBOjy O3HAKY Ha
O03HaKy Koja je HajdpekBeHTHHja Mehy meroBuMm cycemuma. PopmasHO TPaABHUIIO

aXKypupama 03HaKa 33 YBOP v; TJIACH:

[;, = argmax (Z aij O (L, , l)) ,

l e
rae je l,, rexyha, a [; moBa osnaka uBopa v;. Kpomekep jenra dbynkiuja § numa
BPEJIHOCT jeJlaH caMO aKO Cy apryMeHTH jeJIHAKH, y CYIIPOTHOM HMa BPEIHOCT
HyJ1a, TO JecT:
o 1, ako jei=j,
6(i,j) =
0, y cympoTHOM.

VKOJIMKO TIOCTOjU BUIIIE O3HAKA Ca MAKCHUMAaJIHOM (DPEKBEHIMjoM, OWpa ce jegHa
cly4dajHa, a IMOCTYIAaK ce IMOHaBJ/ba CBE JOK CBAaKHM YBOp HE J00Mje O3HAKY KOja je
Hajuernha mehy o3nakama meroBux cyceqa. Ha kpajy, moBesane rpyie 4BOpoOBa
KOje MMajy UCTY O3HAKYy IPeJICTaB/bhajy KJIacTepe.

Bpewmencka cioxkenoct LPA anroputma je npubsmkuo guneapua. Muurnujamu-
3aIja CBUX YBOPOBA Ca jeJIMHCTBEHOM O3HaKOM 3axTeBa O(n) Bpemena. Vreparu-

ja mmpomnaralije o3HaKa 3a jeJaH YBOP ¥ CAaCTOJU Ce OJI JIBa KOpaKa: Yy IPBOM KOPaKy
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cycesi ce TPYIUINY MO BUXOBUM O3HaKaMma, mro 3axresa O(k,) Kopaka, a 3aTuM
ce y IpyroM KOopaky Ompa o3Haka rpyie ca Hajsehum 6pojem uBopoBa (y Hajropem
cirydajy meonxonHo je O(k,) kopaka). Kako ce nmponararuja o3Haka BpIIM 3a CBe
YBOPOBE, HA OCHOBY TeopeMme 1.1 mobujamo Ja je cioxkenocr jeane urepanuje O(m).
Huje moryhe nperu3no yTBpAuTH KOJIMKO he ce uTepaliyja H3BPIITUTH JI0 UCITY HEIHha
YCJIOBa 3ayCTaBJbarba, ajli eKCIIEPUMEHTAIHN pe3yiararn criposegenu y [70] moka-
3yjy Ja je 6poj urepaimja BpJjo Maju (OKO 5) U Ja He 3aBUCU 0J] 6poja IBOPOBA Y
rpady. Baxmo je HamomeHnyTH ja ce MoHeKa/ i Kao pe3y/ITaT MOry JOOUTHU JIBE UJIN
BHUIIIE TPyIla YBOPOBa Ca UCTHUM O3HAKaMa, a Koje cy MehycoOHO moBe3aHe MPEKO
4BOpOBa ca JpyruMm o3Hakama. OBo ce JeriaBa KaJla JIBa UJIN BUIIE Cycena JT00ujy
O3HAKY O/l jeJIHOT YBOPA, IIPOCJIEJIe je Ka PA3JIMIUTHM I'PylaMa YBOPOBa, a 3aTUM
IIpOMeHe CBOjy o3HakKy. M3 Tor pasjora, HaKOH JI00Mjarma pe3y/iTaTa, IoTPedoHO je
OPUMEHUTH AJrOpUTaM mperpare y mwmputy (eHri. Breadth-First Search — BES)
Ha CBAKW MHJIYKOBAHU MOJArpad CKyIoM YBOPOBa KOjH HOCE UCTY O3HAKY KaKO Ou
ce mo0mjie KOMIIOHEHTE TOBE3aHOCTU, OJIHOCHO (buHAHM KjaacTepu. Bpewmencka
CJIOKEHOCT OBOT Kopaka je O(n + m).

[Ipuctyn koju je mpuBykKao HajBehy maKiby mcTpazkuBada IOIPas3yMeBa Jie-
duHUCame Mepe 3a ojapehuBame KBajuTeTa MAPTUINKjEe W KOHCTPYHCARE METOJIa
3a MMpPOHAJIAXKEHe MaPTHUIUje KOja MMa MAKCUMAaJIHY BPEIHOCT aeduHucaHe Mepe
kBasimTera. (OBaKBUM MNPUCTYIIOM TPOOJIEM KJIACTEPOBamba ce (POPMYJIHUIIE Kao
pobjieM KOMOMHATOPHE ONTUMU3Allfje, & 3a pellaBame Cce MOTY KOPUCTUTHU Pa-
3JIMYUTE METOJIE MaTeMaTudKe onruMusaryje. PopmasHo, Mepa KBaaurera (€HIJL.
quality function) maprunuje npeacrasba Gyukmujy f: P — R koja cBakoj map-
THUIUjH JT0/eJbyje KoHadaH peasian 0poj. Hakon medpunucama pyHukimje [ mpodbaem
KJIACTEpOBambha Ha MPEXKM Koja je mpejcraBibeHa rpadom G Moxke ce HOpMATHO
3almrcaT Ha cjeaehyn HadmH

max f(P),

rie je Po ckyn cBux naprunuja rpada G.
Opn nedmHrcannx Mepa KBaJauTeTa, y JUTEPATYPHU ce Hajduernihe pa3zmMaTpa Mo-
nynapHocT (eHrit. modularity), kojy cy 2004. romuue necdunancann Mapk Fbyman

u Mumen T'upsan [72]. Mougynapaocr napruije P je nedunucana ca
mgc k: 2
M e P — _C
)=y ( o (5 ) ,
cep

rze je me 6poj rpana mamely uBopoBa u3 ckyna C' u k}, = > _ -k, 30up crenena

velC
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mg j -
yBopoBa u3 ckyna C. Wspas < npejcrasba onHoc uzmehy Opoja rpana y Kia
ke
2m
OJIHOCA Y MPEXKU Ca IBOPOBUMA MCTOT CTEIEHA, & CJIYIAjHO IMOCTAB/HEHUM I'DaHa-

crepy C' u ykymHor 6poja rpana y rpady, J0K je OYEeKMBaHA BPEHOCT MCTOT

Ma. BpemHocTn MOy IapHOCTH 3a pPa3judnTe MAPTHUIAje MpeXxKe TpUKa3aHe cy Ha

caurmu 2.12.

Onrumasiana naprunuja Py CybonTumasiaa naprumnuja Po

MQ(Py) = 0.41 MQ(P,) = 0.22

JemHounana maprunuja Ps Cayuyajua maprunuja P,y

MQ(P;) = MQ(P,) = -0.12

Cauka 2.12: BpegaocT MOmyIapHOCTH 3a Ppa3anduTe HapTHUIUje y Mpexku [H4]

Jlakye, y KOHTEKCTY MOJYJIApPHOCTU WHyKOBaHU moArpad ckymom aBopoBa C
MpEJICTaB/ba KJIAcTep YKOJIUKO je yKyTaH Opoj rpana y memy Behn o1 0u4eKuBaHOT
6poja. OuekuBanu 6pOj rpaHa ce u3padyHaBa y HyJITOM Mojesy (eHri. null model)
KOjH Y OPUTHUHAJIHO] JIePUHHUIIA]U IIPEJICTaB/ba I'pad Yy KOMe Cy I'PaHe CJIYYajHO pac-
nojie/bene m3Mehy aBopoBa y3 yCJIOB Jla CBaKM YBOP 3a/pxKu CBOj crereH. OBakBe
ciaydajae rpadoBe Koju cy oapehenu crenennma dBopoBa pa3mMarpao je Bosobac
jorr 1980. romuue [73]. Perko ce Kopucre Apyru HyJATH MOjesd, nomyT Epmor-
Penjesor mozena, Yynr-JIyosor momena [74] uin kopurosanor 6j0k Mojesna [75].

[Topen nHaBegeHUX MPUCTYTIA, ¥ JIUTEPATYPHU ce MOT'Y IpoHahu MeToie 3acHOBa~
He Ha JIMHAMWYKUM TIPOIECUMA, U CTATHCTUIKOM 3aKJbyduBamwy |76, 77, 78|. Burre

JleTasba O CBUM OBHM IIPHUCTYNUMa MOxKe ce Hahu y nperseqanM pagosuma |79, 80].
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2.3.2 Metoae kJjiacTepoBamkma 3aCHOBaHE HA

MaKCUMHU3aju MO/IYyJIapPHOCTH

Maxkcumu3zarija MOyJIapHOCTH, OJTHOCHO OojipehuBame maprtuiigje ca Hajehom
BpeaHoniiy MomynapaocTu npejcraBba NP-texkak [81] mpobsiem, na ce 3a pe-
mmaBame Hajuenthe pa3Bujajy XeypucTudke merojie. Pa3BujeHe ersakTHe MeTOJIe
38 MaKCHMU3AIMjy MOyaapHocTd [82, 83| Mory y pasyMHOM BpeMEHY W3BDIIUTH
KJIACTEPOBAIbe MPEXKe Ca CBera map CTOTUHA YBOPOBA.

JlyBanosa merona [84| (enrs. Louvain method) npencraBiba MOXJIEIHY METOLY
3aCHOBAHY Ha ONTUMW3AIMAjU MOjysapHocTu. Meroma ce cactoju m3 jaBa KOpaka
KOja ce MTepaTWBHO IOHABJ/bajy cBe MOK ce M() moxke moseharu. Y IpPBOM KO-
paky ce ueHTudUKYjy KJIACTEPU ONTHUMUBAIMUOM MOJIYJIAPHOCTH HA JIOKAJIHOM
HUBOY, & 3aTUM Ce y JIPYIrOM KOPaKy Kpempa HOBa MperkKa arperaimjoM IBOpOBa
KOjU TPUIIAJIajy UCTOM KJacTepy y jeJaH 4uBop. JIokajana onmTmmusanuja MOLY-
JIADHOCTHU TIOYUIbE OJ] MapTHUIlKje Y KOjOoj ce CBAKU YBOP NPUIAPYXKYje y 3acedan
KJIACTEP, & 3aTUM Ce MOKYIIaBa ca moBehameM MOIYJIAPDHOCTH ITOMEPAHEM CBAKOT
YBOpa y KJacTepe KojuMa Mpumajajy merosu cycenu. lIporec ce 3aBprraBa kaja
ce JIOCTUTHE JIOKAJHU MAKCUMyM, a 3aTUM ce Ipeja3u Ha JApyru kopak. llpumep

U3BpIIaBamba MeTo/e TTpukKa3aH je caunm 2.13.

IIpBa urepanuja

14

16

26 24
—XKopak 1—> —Kopak 2—>

Cnuka 2.13: Makcumu3saiiuja MOy IapHOCTH JIyBaHOBOM MeTO0M
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YecTo ce Bpmm Xubpuadsalmja MeTO/a KOje MUMajy pa3/JIuduT IPUCTYII TPO-
OJieMy U Ha Taj HAYUH Ce KOPUCTE MPETHOCTH CBAakKor npuctymna. [Ipumep Taksor
AJITOPUTMA je CIEIUjaJn30BaH aJrOPUTAM IIPOIaraiuje O3HaKa 3a ONTUMU3AIU-
jy monymnapuoctu (enra. Modularity-specialized Label Propagation Algorithm —
LPAm) npemioxken y pany [85]. Bapbep u Knapk, ayropu LPAm merone, nasmo-
rpajuiid Cy MPABUJIO 33 ayKypUparbe O3HAKa TAKO JIa Ce MPUJIMKOM u3b0pa HOBe
o3HaKe He OWpa HajppekBeHTHHUja O3HaKa MeDy cycemmma, Beh oHa Koja jiaje Haj-

Behu monpuroc mosehamwy M Q) byukiwmje:

- ko, Ko
l:i = argmax (Z (aij — #) 5(%7 l)) .
m

! =

Oowm xubpumr3aIjoM 3aIpKaHa je epukacHocT Kao Koj LPA asropurma, a y3
TO IONPABJbEH je KBaJUTET Pe3yATyjyhux nmaprumuja y KOHTEKCTY MOJLYJIAPHOCTH.
Jloma crpana LPAm asropurMma je ma dhaBopusyje mojese Ha KJIacTepe CJIMIHOTD
YKYITHOT' CTelleHa YBOPOBa, I1a CTOTa 3aBPIIaBa Ca PAJIOM HAKOH JOCTU3aiha HEKOT
Jrotirer JiokaJiHor Makcumyma M Q) dyuakmmje.

JIuy u Mypara cy y pajy [86] npeioxuiu vanpeauy sepsujy LPAm asropur-
ma (enrit. Advanced modularity-specialized label propagation algorithm — LPAm-+)
ca TIPOIEYPOM 3a MPEBa3UIAKehe JIOKAJTHUX MAKCUMYMa yIaJbeHUX OJI TJI00AJI-
HOT MakcumyMma. lIpumep koju miycrpyje Hegocratak LPAm anropurma u umejy
3a IpeBasmIazKeme JOKAJIHOT MakcuMyma MQ dyHKIMje nTpuKasaH je Ha CJIUIU
2.14.

IIpumena mporeaype 3a crajame Kiaacrepa Pememe nobujero LPAm—+ anropurvom

Crnuka 2.14: Makcumuzanuja momgynapaoctu LPAm+ meromom
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LPAm+ anropuram moumibe nmpumenoM LPAm ajropurma Ha gaTy Mpexy.
Haxkon mobujeHor periema IpUMerbyje ce MOXJIEHA aJropuTaM 3a Clajarbe J100u-
JeHUX KJlacTepa y IMUJby INpeBa3mazKemha JIOKAJIHOT MakcuMmyMa. lIpBo ce 3a cBe
napose kiacrepa (C;, C;), 1, j € I uspadynasa npomena speguoct M Q) dyuximje
(AMQc; ¢;) X0ja Ou HacTala ClajameM OBUX KJIacTepa. 3aTHM ce BpIIe Clajarba
koja he najsurie yBehasatu Bpeanoct M) dyukmnmje. YKOJIMKO je OUIO YCIEITHUX
crajama KJjiacrepa, npuMemyje ce monoBo LPAm anropuram u 1eo nmocrynak craja-
1A Ce TIOHaB/ba. AJIropuTaM mpecTaje ca pajgoM YKOJIUKO He ITOCTOjU Imap KJiacTepa
YUjUM ce crajarmeM MomyiaapaocT mosehasa. Ilceymokom LPAm+ merome mpuka-

3aH je ajaropurmom 2.1.

Anropuram 2.1: [lceynokon LPAm-+ asropurma

yiaa3Hu nozauu: rpad G
W3JIa3HU mojary: napruiyja P
1 P < CBaku 9BOp J100Uja jeIMHCTBEHY O3HAKY
2 P < Makcumusarnuja mogynapaoctu LPAm anropurmom
3 while 3(C1,C,) € P?: AMQc, ¢, >0 do
4 | for (V(C1,C5)) € P?: (AMQc, ¢, > 0N (AC € PYAMQc e, >
AMQc,c, VAMQcc, > AMQc, ¢,)) do
5 L P + Cmajame kiacrepa C7 u Cy

6 P < Makcumuzanuja momgynapaoctu LPAm agropurmom

OnpehuBame npernusHe BpemeHcke cioxkenoctn LPAm-+ ajnropurma Huje mMo-
ryhe jep 3aBucu on pesynarara jobujerux npumenom LPAm. Exkcnepumenrtasna
TecTUpama Koja Cy ayTopu Meroje cuposenan y [86], mokasyjy ma LPAm+ asro-
puTaM MpoHAJIA3U KBAJMTETHHja pelrea y oanocy Ha LPAm amropuram, amau ma
Takohe MMa u Jiy2Ke BpeMe M3BpIaBaiba, HAPOUYUTO HA MPEKaMa BEJIUKUX JTUMEH-
suja. llopehemwe 6p3une uzspmasamwa LPAm u LPAm+ anropurama y mpexkama

pasIMyunTe BeJINYUHE MPUKA3aHO je Ha caurm 2.15.
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Cnuka 2.15: Tlopeheme 6p3une nzspmasama LPAm nu LPAm+ anropurama [86]

[Iperxomno ommcane metome mMmajy oapeheHO Bpeme M3BpIIaBara Ha Koje ce
He MOXKe YTUIATH Ca IWJbeM Ja ce J00uje KBaJMTeTHHje pelneme. 10 je jeman
0J1, pazJiora 3alllTo Ce y JUTEPATYPH MPEIazKy MHOTOOPOjHE MEeTaXeypUCTUKE KO
KOjUX Ce MOXKe YTUIIATU Ha BpeMe u3Bpinasama. lloBehaBamem rpannie makcu-
MaJIHOT BPEMEHAa M3BPIIaBaiba OYeKyje ce Ho0ujarbe KBAJIUTETHUjuX pernema. o
caJla Cy pa3BHjeHe pa3jndhTe METO/e 3aCHOBaHE HA €BOJIyTUBHUM aJITOPUTMUMA
[87, 88, 89|, Taby mperpasu [90, 91|, cumymmpanom Kasbewy [92, 93|, onrumusaru-

jom kosormjom mMpasa [94, 95| u apyrum meraxeypuctukama [83, 96, 97].

2.3.3 Hepocrammu MQ dysknje

MakcuMu3aujoM MOLYIAPHOCTH Yy MpeyKaMa BEJIMKUX JTUMEH3Mja IeCTO Ce He
MOT'Y OTKPHUTHU KJIACTEPHU ca MaJIuM OpojeM YBOPOBa, YaK U KaJia Cy OHU OYUUTJIETHHU.
Y suTepaTypu ce 0Baj HEJOCTATAK HA3UBA UPobaem oZpanuvene pesoayuyuje (€HTIL.
resolution limit problem), a youwnu cy ra @oprynaro u Bapresemu (98] y paxy u3s
2007. roauHe Kpo3 aHAJM3y KOja je IpeJiCTaB/beHa Y HACTaBKY.

[Tocmarpajmo asa noarpada G u Gy rpada G Koju umMa n IBOPOBa U M IPaHA.
Heka je k¢, ykynan crenen uBoposa 3a G u kg, 3a Go. UspayynajMo ouekuBaHu

6poj rpana usmelhy G u Gy y pedepeHTHOj MpexKu 01adpaH0j 38 MOIYJIAPHOCT, Tj.
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MPEKHU Ca N 9BOPOBA U M IPpaHa KOje Cy CIIyUIajHO YCIOCTaB/bEHE, aju TaKO Ja CBU

YBOPOBU MMajy ucTu cremneH kao y rpady G. I[Ipumerumo ma ympaso 360r ycjioBa

O IIPEHOCY CTeleHa CBAaKOr YBOPA, y pedepeHTHOj MpeKu YKYIaH CTEIeH YBOPOBa

ce Hehe mpomenuTn 3a noarpadose G; u G5. CBaka rpaHa je Ha je IUHCTBEH HATHH

onpebena ca mBa uBopa Koja moBe3yje. BepoBaruoha ma je jemam upop u3 G je
* *

P = 2—:}; " cJaUYHO BepoBaTHOha 1a je jeman uBop u3d Gy je py = G2 Crora,

2m
“MaMo Ja je BepoBaTHOha rpane mamehy G u Ga:

* *
k&, k&,

pumy 2 pumy
p P1p2 om?

Kako mmamMo m rpana y pedepeHTHOj CIydajHOj MPeXKu, OUYeKuBaHU OPOj rpaHa
u3mehy G u Gy je:

E=mp= ke, ke,
2m

Y TIpeTX0HOj aHanm3u napamerpu kg, m kg, He MOy HHjEJTHOM OrpaHuve-
Iy, OCHM Ja He Mory 6uru Behm on yKymHor cremena meie mpexe (kG < 2m u
k¢, < 2m). To smaum ma Mory GuTm JOCTa Marbu O M 4uMe Ou oueKuBaHU OpOj
rpana 6uo Mamu o 1. [Ipenusnuuje, ako mojeIHOCTABUMO aHAJNU3Y U IPETIOCTABH-
Mo na je kg, = ki, = k*, onna he E <13ak'<+2m. JakJjie, MAaKCUMHU3AINjOM
MOJIYJIADHOCTH y MPEXKHU Ca M TpaHa, MoArpadOBU KOjU UMajy Mame Oj1 y/m rpaHa
He MOry OuTH MaeHTU(MUKOBAHU KA0 KJIACTEPH, Tj. TAKBU MOATPaAdOBU y ONTUMAJI-
HOj mapTuiuju he yBek OuTH camo j1e0 Hekor kyacrepa. OBaj 3ak/bydak BaXKu U
3a mormyne noarpadoBe ca Mame Ol /M TpaHa, 1a Kao Pe3yJITaT KJIaCTePOBAmbA
MaKCHMU3AIN]jOM MOJIYJIAPHOCTH MOXKEMO JIOOUTH KJIAacTep KOjU Ce CacTOju OJl JBa
oTHyHa nojrpada Koja cy moBe3aHa caMo jeTHOM I'DAHOM.

W3znoxkenn HejtocTaTak MOJIYJIAPHOCTH KAa0 MEpPe KBAJIUTETA TAPTUIIH]E CE MOXKe
caryielaTé U Ha KOHKpeTHOM npuMepy. Heka je K, knauka ca s yBoposa. [locma-
tpajmo rpad G(I,s) koju je cacraBiben off | Kiuka K, y HU3Y, TAKO J1a Cy CBAKe
JIBE CyceJlHe TOBEe3aHe jeJIHOM I'DAHOM ITPEKO 3ajeTHUYKOr YBopa. Takobhe, mpBa u
[IOCJIe/IIba, KJINKA Cy TIOBE3aHe jeTHOM rpaHoM. YKymaH 0poj uBopoBa rpada G je

n = sl, 10K je yKyman Opoj rpana m = [ <@ + 1).
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() ®

Cauka 2.16: Crpykrypa rpada G(I, )

OuekuBaHoO je Ja KiacrepoBarbe Ha rpady G(l, s) pedynrupa naprunujom P y Ko-

joj kiacrepu C; ofroBapajy cBakoj oj nojeuaadnux kiauka K;, 1 = 1,...,1 (ciuka

2.17). ¥ crutasy ca TUM, IPUPOJIHO je OUEKUBATH J1a (DYHKIH]a MOJLYIAPHOCTH JI0-

CTH2Ke HajBely BPeHOCT yIIpaBo Ha MApPTUNHjU Pi, ajau TO HUje yBeK ciydaj. bpoj
s (s—1)

rpana y ceakoM Kjacrepy C; naprunuje P; je mg, = —5—, JOK je 30Mp cTeleHa

cBuUX 9BOpOBa dy;, = s (s — 1) + 2, ojak/Ie cie/iu Ja je MOy TapHOCT mapTuimje Py

2 1
MQP) =1—- —* =
Q) s(s—1)+2 1
Heka je Py maprurmja rpada G(I,s) y K0joj cBaKM KJIacTep OAroBapa HapoOBHMa
cycemuunx Kjmka (cimka 2.17). Bes ryburka ommrocTu, a y nu/by HOjeIHOCTA-
BJb€IbA PadyHA, IIPETIIOCTABUMO Jia je | mapan O0poj. Kako je y cBakom KJiacTepy
Ci,i=1,..., é naprunuje Py 6poj rpara me, = S (s — 1)+ 1, a 36up crenena cBux
aBopoBa dy, = 2 (s (s — 1) +2), cieam ga je MOIyIapHOCT mapTuimje Py
1 2

MOP ) =1= e~ 1
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Ciouka 2.17: Tlaprunuje Py u Py y rpady G(36,6)

Bpeaaocr MQ(P;) he 6urn Beha ox Bpeanoctn MQ(P2) ako n camo ako BaxKu

1 2 1>1 1 2
s(s—=1)+2 1 s(s—=1)+2 1

IIITO je eKBUBAJIEHTHO HEjeTHAKOCTU
s(s—1)+2>1. (2.1)

Hejeanakocr (2.1) mehe yBek Gutm Tauna, Ha npumep 3a |l = 36 u s = 6 1j. y
rpady G(36,6) je

0.9097 = MQ(P1) < MQ(P,) = 0.9131,

IITO 3HAYU JIa UCIIPABHA NapTHUIKja P; He MOXKe OUTH J00MjeHa MAKCUMU3AINjOM
MOJTY/IAPHOCTH.

CTpyKTypa KOMIUIEKCHAX MPeXKa U3 PEaJIHOI CBeTa Ce 3HAYAJHO Pa3JIUKYje O/l
nocmaTpaHor rpada GG, ajm remepaHo OYeKuBaHu Opoj rpaHa nu3mMehy moarpadosa
omaJia Kako BeJumdnHa Mpexke pacre. /Jlakie, ako Mpexka mMa JOBOJHHO BEJIUKU
6poj rpaHa, oueKMBaHU OPOj IpaHa MOXKe OUTH Marbu OJ jedaH. AKO ce TO JOroiu,
camo jegHa rpana msmely JiBa moarpada y KOHTEKCTY MOJIYJIapPHOCTH €€ TyMadu
Kao0 3HaK CHaykKHe KopeJlalyje a MaKCUMU3AIIN]ja MOLYJIapHOCTH JOBOJIM JI0 CIlajarmha

Ta JBa mnoiarpada y jelaH KjaacTep, HE3aBUCHO OJI IbUXOBUX KapPaKTEPUCTHUKA.
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2.3.4 Ocrane pyHKNMje 3a Mepeme KBAJINTETa MapTUIlAje

Haxon mrro cy @oprynaro n bBaprenemu niaentudukoBaan mpodaeM OrpaHu-
YeHe Pe30JIyIHje MOMYJAPHOCTH y paiy [98], mojaBmio ce HEKOJUKO Pa3IMIUTHX
njieja 3a MOMPABKY caMe MOJIyJIapHOCTH, aju u 3a Jedunucame HoBe Mepe. Heko-
JINKO TIPUCTYTIA je 3aCHOBAHO Ha yBODeIby mapamerpa pe3osylije Koju omoryhasa
UIEHTUPUKAII]Y KJIACTEepa Yy Pa3IMYUTUM Pe30JIylifjaMa Mpeke U Ha3WBajy ce
suULe-PE3OAYUUICKY Tpuctuyty (eHrit. multi-resolution approaches).

Ha npumep, Apenac u capamuunu y pany [99] npenjaxy monaBame mer/be
CBaKOM YBOPY ca TEXKUHOM 1 > () M ONTUMU3AIN]y MOIYJIAPHOCTU 38 Pa3IUIUTE
BPEIHOCTHU IIapaMeTpa 7 y Tako J00mjeHoM TexKuHCKoM rpady. Ha oBaj nHauwnn
ce YKyIHA TeKUHA MPeXKe MOXKe CKAJMPaTu 0e3 MpPOMeHe TOIOJIOTHje, OITHOCHO
MOTry ce UAeHTU(MUKOBATH MatbU KJIACTEPHU 3a Behe BpeHOCTH mapamMerpa 1 u Behu
KJIACTEPHU 34 Marbe BPEJIHOCTH 7.

IMouc u Jlaramu y pamay [100] npenraxy ysohemwe mapamerpa r € (0,1) 3a
peryJcame pa3inke n3Mely cTBapHOr 1 0YEKMBAHOT OJIHOCA I'paHa Y JIe(OUHUATIIU
MOJLyJIAPHOCTH YUMe ce JI0OMja MOYJIApDHOCT Ca BUIIE CKaJIa:

MQ,.(P)= Z(rac —(1—=r)ec).
cep

Maxkcnmuzamujom M), 3a pa3audnTe BPeHOCTH IapameTrpa 7 mapruiuje he ca-
Jp2KaTh Behe miim Marme KJIacTepe, a HEKHM KJacTepu he OMTH MPUCYTHU KPO3 HU3
y3acronuux napruimja. Kao gobap unaukarop crabuinoctu kiaacrepa C, y [100]
HpPEeJIAayKe Ce JIyKUHA CEIMEHTA [Tymin(C), Tmar (C)] 3a Koju ce kmacrep C' moja-
BJbyje y maprtunuju noomjenoj makcumusarmjom M(Q),.. Vako Burie-pe3osryiimjcke
Bep3uje MOIY/JIApPHOCTU OoMOoryhaBajy Mperno3HaBame MambuX Wwin Behux KJiacrepa,
OHE He OTKJama]jy mpobJieMm orpanndene pezosynuje. Caa ce HICTOBPEMEHO jaBJba
TEHJICHIMja Clajarba MabUX KJacTepa W TEHJICHIUja Je/berha Behux Kjacrepa, a
MOJIEIIaBabe TapaMeTpa Pe30JIyInje TaAKO JIa Ce OHEe MCTOBPEMEHO 3a00uby je Be-
oMa TeIKo a 4yecto u Hemoryhe [101].

Ca npyre crpane, JIu u capaguunum cy 2008. roguse y pamy [102| npemoxum
HOBY Mepy, Ha3BaHy MOJIYJIAPHOCT I'YCTHUHE, KOja He YKJbydyje mapaMeTpe Y CBOjOj
nedbuaunmju. Uneja dyuakimje je na ce ykibyau uadopMaliija o Opojy IBOpoBa y
KJIACTEPY Kako Ou ce m30eryio 3aHeMapuBarme MaJNX, a I'ycTux Kjacrepa. CBaku

kyacrep C' OKapaKTepPHCAH je HMPOCEIHUM CTEHEeHOM MOIYIAPHOCTH kg (C') KOju

+

avg(C) 1 criopammer mpocey-

je meduHMCAH Kao pas3jimKa u3Mely yHyTparimer K

HOI' CTeleHa k;vg(C’). [Ipoceunn yuyTpammu crenien noarpada C' mnpegacraBiba
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I'VIABA 2. KJ/IACTEPOBAILE HA KOMIIJIEKCHUM MPEXXAMA

IpoceYaH CTerneH 9BopoBa u3 noarpada C, 0aHOCHO Qnﬂ CauvHO, POCEYHH CITO-
C
JbAIIIEbU CTEIIEH ITPEJICTaB/ba MIPOCEYHU CTEIeH YBOPOBa ojipehen camo ysumajyhu y
. . . l_c
0063up rpane koje nojrpad C' moBe3yjy ca OCTaTKOM MpPeXKe Tj. — Monymapaoct
rycTuHe napTuipje P rpejacraBiba 30Up IMPOCETHUX CTEIeHA MOJLYJIAPHOCTH CBHX

kiacrepa C' € P, To jecr:

MDQUP) = 3 k(€)= 3 (K (€) ~ y(©) = 3 (2=E).
CeP CeP CeP ¢
UcnutuBame cBojctBa M D()1 dyHKIIHje 1 eKCTIEPUMEHTATHIM TECTHPAILEM, ayTO-
pu cy y pajy [102] mokazanu na npejyoxkena GyHKIHja Mepe MPU MaKCUMU3aIiju
HEe UCIO0JhaBa HEXKeJbeHe eeKTe KA0 OPUTMHAJIHA MOJLYJIAPHOCT.
ITer romuna kacuuje, Yen u capaguunu cy y pasiy [103] npemroxuiu cymrun-

CKU Jpyradujy OyHKIU]y Mepe, ajJu ca UCTUM HA3UBOM:

me k'* 2 m. ’
MDQQ(P) - Z E dC - (ﬁ dC) - Z 267’;? dCC’ y

ceP C'eP/C

_2mg  meer
no(me—qy DycruHa rpaxa y knacrepy C, n door = 255 ne, TyCTHHA TpaHa

uzmehy knacrepa C' u C'. OBa dpyHKIMja JOHOCH JIBE CYIITUHCKE IPOMEHE Y OJIHOCY

rie je dog =

Ha OpPUTHMHAJIHY MomayaapHocT. [IpBa mpomena ce orsiefia y yBohermy €KCILIUIIUTHE
KaszHeHe (GyHKIMje 3a TpaHe u3Mely 4BOpoBa y pas3jnduTuM Kjiactepuma. Ha oBaj
HAYWH Ce JOHEKJe OTPAHWYABA U PEryJIuIlle IOJe/ia BeJUKUX KJIACTepa y Marbe
KJIacTepe jep ce cBakoM Tojesjom moBehaBa Opoj rpana Ha Koje ce IpHUMebyje
Ka3zHeHa ¢yHKuja. Jpyra mpoMena ce orjiejia y TOMe IIITO Cy CBU U3pa3u, Ia
U Ka3HeHa (DyHKIMja, TOHJIEPUCAHN U3pa3uMa KOju 3aBUCE OJ] Opoja IBOPOBa Y
kylactepuma. U3 Tor pazsora, ojapehen 6poj rpana msmehy nBa maja kJacrepa
nMa Behy BpeHOCT KasHeHe (pyHKIMje, Hero uctu O6poj rpana m3mely 1Ba Beuka
kiacrepa. Jlakme, M D()y nipeBaswiasu HEIOCTATKE OPUTWHAJIHE MOJLYTAPHOCTH
KOpHIIThemeM JIOKAJTHUX OCOOMHA KJIacTepa Kao IINTO je T'yCTUHA.

Muayun u Kaseca cy 2016. romune y pasy [104] npemnoxunu HOBY (yHK-
mjy Mepe Ha3BaHy Z-mojaysnaproct. JIBa kiractepa Cp m Cy 3a Koje BaxKu Ja je
acy, = 0.2, ac, =0.6 muec, = 0.6, e, = 0.5 y KOHTEKCTY MOJIyJIADHOCTHU UMa]jy UCTU
JIOTIPUHOC A, — €c, = ac, — €c, = 0.1 y YKyIIHOM KBaJMTeTy mapruimje. AyTo-
pu Z-moaymnapuoctu [104] npemiaxy ma ce y3uma y 003Up CTATUCTUYIKA PETKOCT
KJIaCTepa TakKo Jla y OBOM KOHKPETHOM Cjy4ajy kJactep C mma Behn JIOMpPUHOC.

[Tosrazehu o nmeje pedepeHTHOT MO/ Ia KOPUIITNEHOT ¥ OPUTHHAJIHO] JTehuHUIIH-
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ju MOJLyJIapHOCTH, ayTOPH CYy KBAHTU(MUKOBAJIUA CTATUCTUYKY PETKOCT HAPTHUIIHje

(Z-momymapuoct) kopucrehin Hopmaa3oBaHO ofcTymame (Z-CKOD):

Me k5 \?
> 5 -2 (o)

ZMQ,y(P) = CEP* - —
> () (-2 ()

[Topen naBenenux, y gureparypu ce mory nponahu u apyre pyHIKHje 3a Me-

peme KBajuTeTa napruimja. Buine geraba Moxe ce nHahu y [105, 106], kao u y

npersefHuM pagosuma |79, 80].
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I'maBa 3

MeToga NpoMeHJbUBUX OKOJIMHA

3a KJlaCTepoBakbe Ha MPeEzKNn

Y oBOM TIOTJIaBJbY MIPEJJIOKEHA je HOBA METO/Ia 38 KJIaCTePOBakhe Ha KOMILIEK-
CHAM MpexkaMa MaKCUMH3aIMjoM MomayaapHoctu. Meroja je 3acHOBaHa Ha METO-
JT1 TIPOMEHJbUBHUX OKOJIMHA KOja je YCIIEITHO TPUMEIheHa Ha BeJIMKU Opoj mpobJiema
onrumuzarmje [107, 108]. Ipemnoxkena MeTosa je NaskK/bUBO UMILIEMEHTHPAHA U
yHampeheHa y CKIa/ly ca aKTyeJHUM UCTPAXKUBAmbUMa MPobIeMa MaKCUMU3AIIN]e
MOJIyJIAPHOCTH W METOJe TMPOMEH/bUBUX OKoJimHa. llornasibe 3 je opranm3oBaHO
KpO3 deTupu cekimje. ¥ cekiuju 3.1 mpejicTaB/beHA je MaTeMaTudka (popMysia-
nuja mpobiieMa MaKCHMU3AIMje MOMLYJIAPHOCTH. ¥ CEeKIUju 3.2 OIHCAaHa je MeToJIa
MPOMEHJbUBUX OKOJIMHA W IHEHE BapHujaHTe, JIOK je Y CeKIMUju 3.3 MpeacTaBibe-
Ha MeTOJa MPOMEHJ/bUBUX OKOJIMHA 38 MAKCUMU3AIN]y MOIYJIAPHOCTU. Y IHJBY
eduKacHe IpUMeHe Ha KOMILIEKCHUM MpexKaMa BEJIUKHUX JTUMEH3Hja Pa3BUjeH je
MeXaHU3aM 3a JIEKOMIIO3UIN]y TpobiieMa Ha Mame MOTIpobJIeMe U TOOOJbITIaH Me-
XaHU3aM 34 MPEBA3UIAKEIHE JOKAJTHUX MAKCUMYMa MOJIYJIADHOCTH KOpHUIthemeMm
KPHUTEPUjyMa 3a IMOBPEMEHO IIPUXBATAHE JIOMIUJET Pelllemha O TPEHYTHO pPa3Ma-
TpaHor. ¥ cekruju 3.4 MpUKa3aHU Cy €KCIEPUMEHTAJTHU PE3YJITATU J00UjeHru Ha
DIMACS uncrannama. lobujeru pesysraru cy ynopehenu ca Hajbo/bUM pesyJiTa-
THUMa [PE3eHTOBAHUM Y JIUTEPATYPHU 3a pa3MaTpaHu IIPOoOJeM, KOju Cy JI00ujeHn
nBeMa Metosama passujeruM y okBupy DIMACS nosusa ,,Graph Partitioning and
Graph Clustering’ 2012. romuue. Ocum Tora, H00UjeHN Pe3yaTaTu Ccy ymnopeheHu
U ca pe3yJiTaTUMa IIecT MeToJla pa3BujeHnx HakoH 2012. rogune Koje cy ce u3maBo-

juite y mureparypu. Pe3synraTu npejicTaB/beHN Y OBOj TVIABU Cy Takohe mpuka3aHu

y pazy [109].
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I'VTABA 3. METOJA IIPOMEH/bUBUX OKOJIMHA 3A
K/IACTEPOBAKBE HA MPEXKH

3.1 Maremarnuka dopmyJaliuja npodjgeMma
MaKCUMU3aIlje MOy IapHOCTU

Heka je mar rpad G = (V,E) ca n 4BopoBa u m rpama, Heka je A = [a;]
oarosapajyha Marpuiia CyceiicTBa U ¢,, O3HaKa KJIACTePa KOME je TPUJIPYKEH IBOP

v;. 3a gary napruiujy P rpada G, MOomyIapHOCT je jeduHrcana Kao:

=3 (5 (52 )

ceP

Bpoj rpana y knacrepy C Moxke ce M3Pa3uTH KOPUIINEHEM MATPHIE CYCEICTBA,
Kponekep nenra dynkmnumje (Bumeru cexkrmjy 2.3.1) n o3Haka Kiaacrepa, Ha ciegehu
HAYUH
1 me 1 1
mc:§ Z(lij, ZW = %Z Zaij = % Zaijé(cw,cw).
v;,v;€C cepr CeP v;,wjeC v;,v; €V
CmvaHO, BpeIHOCT KBaIpaTa yKYITHOT CTeleHa CBuX dBopoBa u3 C' ce MoxKe 3amu-

caru Ha ciaenehu HaYMH

(k5)2 = <Z kw) = Z kvi kUj?

v;eC vi,v;€C
ks Y 1 1 Ky, ko,
o) = ko ky = — 20 S e ).
Z(zm) G O D kuky = 50 D R b ey)
CceP cepP ’UZ‘,U]'GC Ui,’UjGV

Samenom y medununujy M) dysknmje moduja ce MOIYIAPHOCT KAO CyMa BPe-

HOCTHU TI0 CBUM I'paHaMa KOMILTeTHOTr rpada K ,:

1 kvi k'[}j
MQ(P) = % Z (CL” — W) (5(61,2.,01,].).

v;,v; €V
Kako je K, xomiuieran rpad (KJuKa), CBAKM EeroB WHIyKOBaHU moirpad je ra-
Kohe KOMILIeTaH, TaKO Ja Ce KJacTepoBame MOxKe (POPMYJIMCATH Kao IIpodJiemM
HapPTUIMOHKCAA KIUKe (eHIJI. clique partitioning problem).

[TocmaTpajmo OuHApHY pesalujy Ha CKYILy 9BOpPOBa
(Vv;,v; € V) v; ~ v; < 9IBOPOBH v; U v; IPHUIAJIA]JY UCTOM KJIACTEPY.

OBako nedunncana pejamuja ~ je pejalija eKBUBAJICHIIN]e U MOXKe ¢e HHTEePIIpe-
TUpaTH OMHAPHUM TPOMEH/bUBAMA.
1, akKo YBOPOBM v; U vj IPHUIIaJajy UCTOM KJIACTEPY,

Iij =
0, wHaue.
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K/IACTEPOBAKBE HA MPEXKH

36or pediekcuBHOCTH UMaMoO Ja je Vv, € V) x; = 1, a camuMm TUM H JIa je cyMa

eJleMeHaTa Ha TJIABHO] JINjarOHAJM 3a OUJI0 KOjy MapTHUIHjy P KOHCTAaHTHA U H3HOCH

k2

v; €V

360r cuMeTpUYIHOCTH peslanuje Baxku na je Yv;, v; € V, x;; = xj;, Tako J1a ce MOTy

pa3MarpaTu caMoO IMpOMeHJbUBe 3a ¢ < j. Konauno, yBohemeMm cMeHe

Wi =\ T,

po0JIeM MaKCUMU3AIlMje MOJYJIAPHOCTU ce MOKe (hopMysincaT Kao mpobsem Ou-

HapHOI' HGJIO6pOjHOI‘ IporpamMupamba:
maxz Z’U}ij Lij — Q (31)
i=1 j=i+1

IpU yCJIOBAMA!

Tij + T — i <1, ihjih,k=1...n, 1<j<k, (3.2)
v — g taw <1,  dgk=1..n, i<j<k, (3.3)
—Ziyj + i+ T < 1, L5, k=1...n, i<j<Ek, (3.4)

z;; € {0,1}, i,j=1...n, i<}j. (3.5)

Orpanndemsa (3.2) — (3.4) u3pakaBajy TPaH3UTHBHOCT yBeJieHe pesarje. AKO
Cy UBOPOBU ¥; U ¥j Y UCTOM KJIACTEPY U YBOPOBH Uj U Uy y UCTOM KJIACTEPY, Tald U

YBOPOBHU V; U Uy, MOPajy butn y ucrom kjacrepy. Hasenena dopmysanuja caapxu
n(n—1)
2
OorpaHuverma, a y JIMTepaTypu ce Mory npoHahm m KOMHOAKTHHUje (opMyJaluje

= O(n?) Gunapuux TpOMEH/bUBUX (OrpaHuyere 3.5) u w = 0O(n?)
[110, 111] ca mamum Gpojem orpanuuema (O(n?)), Kao u Apyre eKBUBAJEHTHE

dbopmynanmje [82, 112] koje He 3axreBajy yBohemwe komiuieTHor rpada K,, seh

KopucTe opuruHayHu rpad G.
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3.2 MeToia MPOMEH/bUBUX OKOJIMHA

Merona npomensbuBux okosmna (euri. Variable Neighborhood Search — VNS)
je Mmeraxeypuctuka BoheHa jemaum pememeMm. mejy VNS merone uzmoxkumo je
Miuanenosuh 1995. rommue Ha cummosujymy ,,Optimization Days” y MonTpeasy
[113]. [dBe romuue xkacuuje, y pauy [28|, Muagenosuh u Xancen cy jeraspHO Ou-
casiu VNS MeToqy W IpUMEHW/IM 3a pellaBaibe MpodeMa TProBadKOr Iy THHKA.
Jo mamac, VNS MeTo/1a u theHE BapujaHTe Cy yCIEIIHO PUMEHEeHE 38 PellaBambe
BEJIMKOT Opoja pas/imIuTux MpodjieMa KOMOMHATOPHE U TJIO0AJIHE ONTHMU3AIUje
[114, 115, 116, 117, 118, 119].

Ayropu VNS merone y pany [28] cy KpeHysn of dubeHUIA Ja JIOKAJTHE MU-
HAMYM Yy jeJIHOj OKOJIMHM HE MOpa OWTH JIOKAJHM MUHUMYM Yy JPYTOj OKOJIMHH,
Kao U Ja je rv100aJHu MUHHMYM YjeJIHO U JIOKAJHU MUHUMYM y CBUM OKOJIMHA-
ma. Ocum Tora, mpumeheHo je fa cy y peajHuM MpobJIeMUMa JIOKAJTHA MUHUMY-
MW Y€CTO PeIATUBHO OJIMCKU, OJHOCHO J1a JIOKAJTHU MUHUMYM 9eCTO TPYKa HEKe
nndopmarmje o riaodajsHoM mMunuMmymy. Ha mpumep, ako cy periema HEKOT pe-
AJTHOT ITpo0JIeMa KOJIMpaHa HU30M aTpubOyTa, Taja ce MOYKe OYeKMBATH Ja IBa
JIOKAJIHA MUHHMYyMa MMa]jy 3HadajaH Opoj aTpubyTa ca MCTUM BPEIHOCTHUMA. 300T
HaBEJICHNX YUILEHUIA U €MIIUPUjCKOI pa3MaTpamba ayTopH IPEeJJIaKy CHUCTeMaT-
CKy TTPOMEHY OKOJIMHA IPUJINKOM IIPETPaKUBamba IIPOCTOpPa pellema. Pazmuyante
okoqmue N1, Na, ..., Ny, .. Mory 6utn nedunncane kopumhemeM pasInIuTHX Me-
TPUKA WK ITPOMEHOM PACTOjalba y OKBUPY je/IHE METPUKE TaKO Jia Hajuerhe BaXKu
N1 (z)| < |Nao(z)] < -+ < |Np,,..|- Tlapamerap koju ompebyje akTyesHy OKOJIUHY
o3HadaBa ce ca k u y3uma BPeIHOCT O 1 10 Kiyaq-

IIporec mperpare ce Boju KopuiihemeM jeJIHOT JIOIYCTUBOI PeIlemha Koje ce
HazuBa Tekyhe pememe x. IloueTHo pememe (mpBo Tekyhe perneme) Moxke 6uTn
YHAIPeJ JaTO WA ce TeHePHIlle Ha CIydajaH HA4YMH. ¥ CBAKO] UTEPAIjU U3 OKO-
mune Ni(x) 6upa ce jemno ciaydajHo pemieme y dasu pasMpiaBama (eHrit. shaking
phase) Koje mocTaje MmoJIa3HO pellee 3a JIOKATHO MpeTpaKuBame. Hakon mpoHa-
JIACKa JIOKAJTHOT MUHUMyMa Bpinu ce ynopehuBame ca Tekyhum peremem. AKO
je pereme Koje ofroBapa JIOKaJHOM MUHHUMyMY 00Jbe O TeKyher perrerma, OHO
rmocraje HOBO Tekyhe pereme. Y CYIPOTHOM, BPIIK Ce IPOMEHa OKOJIMHE U3 KOje
ce TIOHOBO CJIyYajHO Ompa pelere 3a ovYeTak JoKasue mperpare. Kasa ce mompa-
BU TeKyhe perreme, 1eo MOCTYIIaK ce HACTaB/ba KOPHUIINemeM IpBe JeUHUCAHE

okosinue. [lceymokon ocuoBue Bep3uje VNS merose npukazan je aaropurmom 3.2.
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Asnropuram 3.2: OcHOBHA MeTOJIa IPOMEH/bUBUX OKOJIMHA
ynasau nojanum: uus okoqmua Ny, No, ... N,

M3JIa3HM IIOJAIM: Dellerbe T
1 x < CuyuajaoPereme()
2 k1

3 while ycao6 3ayctasmvarea do

4 2’ + Pasmpnasame(x, Ny)

5 2" < Jlokammallperpara(z')
6 if f(z") < f(z) then

7 x <« a’

8 k<+1

9 else

10 if k=k,. then

11 t k<1

12 else

13 L kE+—k+1

3.2.1 Bapwujante MeTo/ie IPOMEH/PUBUX OKOJIMHA

YkoymKo ce u3 ocHoBHE Bep3uje VNS meTosie m3octaBu hasa pasmpaBamba, a
JIOKaJTHA TIpeTpara MoAuduKyje Tako J1a MOXKe J1a BPIIHU IIPETPAXKUBAE Y CBAKO]
on okosmmaa N1, No, ... Ny, . mobuja ce MeTojia MpOMEH/BUBOT crycTa (eHrt. Va-
riable Neighborhood Descent — VND). Y oBoM ciiy4ajy, HAKOH T€HEPUCAbA TOUET-
HOT peIlema T, OJHOCHO MPBOT TeKyher pelrema, JOKaJIHa [IpeTpara ce 3a0Inbhe
ox okosmHe N (z). Ykoauko ce nponalje 60sbe permeme ', OHO mocTaje HOBO TeKy-
he ¥ MOHOBO ce BpIK MpeTpara MpBe OKOJUHE HOBOT TeKyher pernemba. Y KOJIUKO
HEeMa OOJbEr pellema y MPBOj OKOJIMHU TeKyher pererma, 3al0vYnibe ce rmperpara
apyre okommue Na(z). Kama ce y 6uno kojoj okonuan Ny () nponabhe Gosbe pe-
merbe oj1 Tekyher, 1eo mocTynak moHoBo kpehe o npse okosmue. Jlakie, kpajmbu
pesyarar VND MeTone mpejicTaB/ba pelleme Koje je JIOKAJTHU MUHUMYM Y OTHOCY
na cse okommae Ny (k= 1,..., kyae). [HoehaBamem 6poja okonmna Beha je man-
ca 3a MPOHAJIA3aK IIODAJTHOT MUHUMYMA, aJii ce ToBehaBa u Bpeme M3BPIaBambha.

[Iceynokom VND metojie mpukasaH je aaroputMoMm 3.3.
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Asropuram 3.3: Meroga mpoMeHJBUBOI CILYCTa
yaazHu noganm: uus oxkommaa N, Na, ..., N,

max

M3JIa3HU TOJALM: Pellerhe T

1 x < CuyuajaoPereme()

2 k<« 1

3 while k£ < k., do

4 2’ « Jlokanuallperpara(z, N})
5 if f(2') < f(z) then

6 x <
7 k<+1

8 else

9 k+—k+1

Ca sgpyre crpane, YKOJUKO Ce U3 OCHOBHE METO/Ie€ IIPOMEH/bUBUX OKOJIMHA W30~
CTaBM JIOKAJIHA [IpeTpara, Koja HeKaJ [ MOyKe Jia Oy/ie BDEMEHCKH 3aXTeBHA, J00uja
ce peJlyKOBaHA MeTo/a MpOMeH/buBUX OKoJimHa (eHrsi. Reduced Variable Neigh-
borhood Search — RVNS). Ko ose Bapujante VNS merose, nperpara OKOJIMHA Ce
BPIIN OMpameM CIIyIajHOT pelliemha U3 OKOJnHe Tekyher. 3a pa3/uKy o CiIyJajHe
nperpare mpocrtopa periema, RVNS Merosa je cucremMarwdyHuja u KOHTPOJIUCAHA
uz6opom okomHa N1, Na, ..., N, . 360r Op3uHe U3BpIIaBaba PeLyKOBaHA Me-
TOJIa IPOMEHJbUBUX OKOJIMHA HAJIA3W MPUMEHY KOJ WHCTAHIIM BEOMA BEJIUKUX JIH-
MeH3Hja Kao U 3a J00ujarhe MOYeTHOT Peleha 3a HeKy aApyry meroiy. llceymokon
RVNS merone npukazan je aaropurmom 3.4.

Y aurepaTypu IOCTOjU jOII HEKOJIMKO BapUjaHTH METO/Ie IIPOMEH/BUBUX OKOJIV-
na. Ha mpumep, gecto ce jokasHa mperpara y ocHoBaoj VNS meTomu mema VND
METOJOM WMJIM HEKOM JIPYIOM XE€yPUCTUKOM M TaKO Ce J00Mja OMINTa MEeTO/a ITPO-
MensbuBuX okosmta [108] (enrs. General Variable Neighborhood Search — GVNS).
[Ipomenom ycioBa 3a mpesasak y HOBO TeKyhe pelerme Tako Jla ce He IMPUXBaTa
camo 60Jbe pelree, Beh 1 pelrerme JIONjer KBAJUTETa, Koje je JTOBOJbHO JTAJIEKO
on, Tekyhier periema, n06uja ce ajanTUBHA METOJA TPOMEH/bUBUX OKosuHa [108|
(enrs. Skewed Variable Neighborhood Search — SVNS). ¥V onnocy Ha ocHoBHy VNS
METO/Iy HEOIIXOJIHO je jorr jedununcaru MyHKIN]Y 38 Mepeme yaa/beHoCcTn n3mehy
JBa perrema ((ry,Ts), KA0 U Ipar J0BOJbHE YJIAJbEHOCTH A HAKOH dYera ce yCJIOB

npesacka y HoBo tekyhe perteme, f(z”) < f(x), u3 anropurma 3.2 Mermba yCI0BOM

f@") = Aple, 2") < f(z).
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Anroputam 3.4: PeykoBana MeTOIa IIPOMEHIBUBIAX OKOJIMHA,
yaazHu noganm: uus oxkommaa N, Na, ..., N,

max

N3JIa3HU II0oJalu: DeEIleibe T

1 x < CuyuajaoPereme()

2 k<« 1

3 while ycao6 3ayctasmvarea do
4 | 2’ + Pasmpnasame(r, N})
5 if f(2') < f(z) then

6 x <

7 k<+1

8 else

9 if k= k.. then

10 ‘ k<1

11 else

12 t kE+—k+1

Koz merone mpomensprBrx okosmHa ca pexkommosurnujoM [120] (enrur. Variable
Neighborhood Decomposition Search — VNDS) y cBakoj mureparuju Bpiu ce Je-
KOMIIO3MIIMja ITpOobJIeMa, OHOCHO MPOCTOPA JOIMYCTUBHUX DPEIlemha, KOjU Ce 3aTUM
pa3maTpa Mpu JIOKAJHOM TperpaxKkuBamwy. VNDS Hasa3u mpuMeHy KO TEITKUX
mpobJjieMa ONTUMU3AIM]Ee Y KOJUMa je YecTa JIOKAJIHA ITpeTpara y KOMILJIETHOM IIPO-
cTOpy pelema HeedukacHa. Mnak, yKoJIUKO IIOCTOje yCJIOBH IMOYXKEJHLHO je TIOBpeMe-
HO U3BPIIUTH JOKAJHY IIPETpary Ha KOMILJIETHOM ITPOCTOPY jep ce HAKOH IOIpaB-
Ke o/ipeheHnX KOMIIOHEHTH PEeIerha Meha U IbUXOB YTUIIA] HA PEIICHhe Y TEeJTUHU.
Onaj edekar, Hazpan rpannyau edekar (enria. boundary effect), mpumehen je y

ucrpakuamuma [121, 122, 123].

3.3 Metoaa npoMeH/bUBUX OKOJIMHA 3a
MaKCUMMW3aIjy MOIYJIAPHOCTU

Y HacTaBKy je oIrcaHa HOBa aJalTUBHA METOJ[A IIPOMEH/bUBUX OKOJINHA (€HIJL.
Ascent-Descent Variable Neighborhood Decomposition Search — ADVNDS) pazsu-
jeHa 3a MaKCUMU3AIIN]y MOJLYJIAPHOCTH, OJTHOCHO KjiacTepoBame mpexke. ADVNDS
METO/Ia je 3aCHOBaHAa HA METOJIU NMPOMEH/bUBUX OKOJIMHA. ¥ IHUJbY e(PUKacHEe TIPH-

MeHE 3a KJIACTePOBambe Ha KOMILIEKCHUM MpexKaMma Beaukux aumensuja ADVNDS
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MeTOJIa UMa JOJIATHU MeXaHMU3aM 3a JEKOMIIO3UIIAjy Tpo0JeMa Ha Marbhe MOTIPO-
OsieMe m yHAIpeheHn MexaHu3aM 3a ITPEBA3UIAXKEHHE JJOKAJTHUX MAKCUMyMa MOJTY-
JIADHOCTU KOpuIllhemeM KPUTEPUjyMa 3a MOBPEMEHO IPUXBATAIHE JIOMIUjer perre-
a 01 TpeHyTHO pa3dmarpanor. Cse kommonenTe mpemiokene ADVNDS merose

OIIMCaHe Cy KPO3 IOJICEKINje Y HACTaBKY.

3.3.1 Konupame peniema

Hexka je G rpad ca n usoposa. Ilaprunuja rpacda G na nucjynkrae KJacrepe,
OJTHOCHO j€JIHO DeIlerbe, MPEeJICTaB/ba Ce HU30M T JIyKHUHE 1, TAKO Jia MeJ00pojHa
BPE/IHOCT HA TO3UIUjU ¢ TPEJACTaB/ha O3HAKY KJacTepa KOMe IPHUIaJa YBOP ;.

[Ipumep kKompama jesiHe MapTUllfje IpuKasaH je Ha cauru 3.1.

Kiractep 2

Knacrep 4

1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20 21
wlal2]1]1]a]s]2]s]s[af[2]1]a]4]s][2]1]1]3]3]4]

Cnuka 3.1: Komupame periema
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3.3.2 OkoJuHe perrema
Y da3u pasmp/iaBamba KOPUCTE Ce YeTUPHU THUIIA OKOJINHE:

1. Mi(z) — campxu cBa periema Koja ce 100mjajy TpaHChOPMAIMOM Pellemha

2 TaKO IITO YBOPOBU jeTHOT KJIaCTEPa MOCTAjy jeTHOUYIAHU KJIACTEPH.

2. N3(x) — campxku cBa pemema Koja ce 1o0mjajy MOIeI0M jeJIHOT KIacTepa u3

pemema z y nBa kiacrepa C; u Cy taksa na ||Ch| — |Cyf| < 1.

3. N3(z) — caapku cBa pemema Koja ce J106ujajy TpancopManujoM pememna
T TaKO JIa ce€ YBOPOBHU jeJHOT KJIacTepa MPUJIPYKY]Yy CYCETHUM YBOPOBUMA

WJIN OCTajy Y UCTOM KJIACTEPY.

4. Ny(x) — campxku cBa pemema Koja ce J00Hjajy CrajarbeM JBa WJIM BUIIe

KJacTepa y pememy o' € No(x).

Unycrpanuje perrema U3 pa3InduTuX OKOJIMHA TpuKasaHe cy Ha caunm 3.2. Oxo-
mue N1, Ny u N3 nokazase cy ce kao Beoma mobap usbop y [83], a rakobe omo-
ryhaBajy jeaHoctaBHO axKypupame dyuknuje muba M () n3padyHaBameM HOBUX
BPEIHOCTH MOJIYJIAPHOCTH CaMO 3a KJacTepe y KOjuMa Cy Ce JIeChJie MTPOMEHE.
Oxkosmmna N, je mHcnimpucana 3anaxameM y paiy [86], ma ce cuajamem Kiacrepa
MOT'Y IIpeBa3suNy JIOKAJHA MAaKCUMYyMU MOIyJIapHOCTU. Tpancdopmaliija KOjoM je
oapehena oBa OKOJIMHA TIPEICTAB/ha KOMIIO3UIIM]y TpaHcdopMaliije kopuinhene 3a

okomunay Ny u TpancdopManuje cnajama IBa WK BAIIE KJIACTEPA.

Permeme x
Pemteme z' € NMi(z) Pememe ' € Na(z) Pememe z' € N3(x) Pemewe z' € Na(x)

Cruka 3.2: [Ipumepu pemiema Koja ce Hajasze y AepUHUCAHUM OKOJIMHAMA
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3.3.3 Jlekommo3unuja mpoodjieMa

[Ipunukom KiacTepoBamba KOMIIJIEKCHIX MPezKa BeNuX JTMMeH31ja ITPOCTOP Ipe-
Tpare MoxKe OUTHU U3y3€THO BEJIUKH, & TPOHAJIAXKEhe KBAJIUTETHE MAPTUIIIje BEOMA
criopo. U3 Tor pazsora mojiazau mpobsem he OuTH JEKOMIIOHOBAH HA IIpObJIEMe
(rpadoBe) MamUX JUMEH3Mja U3 KOJUX Ce MOTY JOOUTH KBAJUTETHE KOMIIOHEHTE
3a pelemne MoJa3Hor mpodsiema. Jlekommo3unuju ce Mopa MPUCTYIUTHU MTaKJbUBO
Kako 6u mMaJsia epekTa, OJHOCHO KaKO OU pelemnhe MoTIpodIeMa 3aiuCTa MOTJIO Ja
obosbIa ofpehere KOMIIOHEHTE MOJIA3HOT periema. Ha rnpumep, perierme qo0uje-
HO Ha Mojrpady KOHCTPYUCAHOM CJIydajHUM U300pOM YBOPOBa u rpana Hehe mohn
J1a TI000JbIIIA KOMIIOHEHTE PEIlerha MOJIa3HOT TPobJIeMa jep M30CTaB/LEHN YBOPOBU
¥ rpaHe MOry Jla UMajy 3Hadajan yTun@aj xHa gobujene kjacrepe. Kaxko 6m mzo-
CTaBJbEHU YBOPOBU M T'DaHe MMAJM IITO MamW YTUIA] Ha J0oOUjeHe KJacTepe y
noarpady, MPUINKOM JEKOMIIO3UIMje W M300pa YBOPOBa KOpHUCTE ce WH(OpMa-
nuje u3 Hajobospe mobujene naprunuje. JlekoMmmozunujom mosa3Hor mpobdseMa Ha
po0JIeM BeJIMYrHE S KOHCTPYHIIE ce WHYKOBaHU TojArpad moJsasHor rpada Ko-
purnthemeM YBOpOBa U3 s KjacTepa y Jiaroj maprunuju x. [Ipumep peasuzariuje

ponelype JIEKOMITO3UIIje TpUKa3aH je Ha CJuIn 3.3.

Tlouerna Mpexka

TIpBu
CITy9ajHO
n3abpan
KJ1acTep

ITorupobiem (s=3) ITornpobiem (s=4)

Cauka 3.3: Ilpumep nekommnosuruje 3a s=3 u s=4
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Jlakse, mpBO ce Oupa jejaH KJiacTep U3 JlaTe NMAPTHUIMje Ha CaydajaH HAdWH, a
HaKOH TOTa jOIT § — | cyceHUX KJacTepa, Takohe ciydajHo. 3aTuM, KOpurrhemem
CKYIIa CBUX YBOPOBA U3 N3a0PAHUX KJIacTepa KOHCTPYHUIIE Ce WHTyKOBAHU TOATrpad

rpada (G, OJIHOCHO je/IHA MHCTAHIA ITOTIIPOOJIEMA.

3.3.4 Mexanu3aM 3a npeBa3uIa>Kemkhe JIOKATHUX

MaKCHUMyMa

Y daszu pazmpaasama ADVNDS Merome KopucTe ce ImpeTxXoIHO OIMUCaHe OKO-
JsmHe. Kako OKoJIMHE HUCY YTHeXKJeHe, OHE ce He CMemY]y y JaTOM MOpeTKy, Beh
ce 3a CBaKy uTepanujy Oupa jejHa OKOJMHA Ha CIydajaH HadwH. [enepasino, da-
3a pasMpjiaBamba y OCHOBHO] BEP3UjU METOJ/E MMPOMEHJbUBUX OKOJIMHA TPEICTABIHA
IJIABHU MeXaHU3aM 33 IMPeBA3MIaKeHhe JIOKAJIHUX ONTUMyMa. ¥ CJIy4ajy KOpHu-
mihera yrHeKIeHNX OKOIMHA (P YeMy je TOC/e/ha OKOJIMHA Y HU3Y JOBOJEHO
BEJIMKA) MEXaHU3aM pa3MpaBaima oMoryhaBa epUKACHO MPEBA3UIIAYKEHE JIOKAJI-
HUAX ONTUMYyMa U JuBepCUPUKAIN]Y MpeTpare. ¥ CYIPOTHOM, e(pPUKACHOCT Pa3-
Mp/IaBalba Ce CMambyje, IPOIeC IpeTpare JyKe Tpaje, a MOXKe Ce 3aBPIIUTU U Y
HEKOM JIOIINjeM JIOKAJTHOM ONTUMYMY.

Ca apyre crpane, aHAJM30M M BU3YyAIU3AIMjOM MOIyapHocTu [124] mMoxke ce
MIPUMETUTHU JIa YEeCTO TOCTOJU jeaH ILJIATO, OJHOCHO Y3BUINEHW PETUOH Ca jaKO
BEJIMKUM OpOjeM JIOKAJTHUX MaKCUMyMa KOjU Cy pPeJIaTUBHO OJIMCKH, a Mehy Kojuma

ce HaJIA3M U ryrobasHun MakcumyM (ciauke 3.4 u 3.5).

° ° °
- (=2} o

Modularity, Q

=
[N}

o
V.

Cauka 3.4: Busynuzarmmja momynaproctu 3a rpad G(24,5) us cexnuje 2.3.3 [124]
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Ha comnum 3.4 npukaszana je Bu3yajusanuja MomyiaapHoctu 3a rpad G(24,5) uz
ceknuje 2.3.3 na ocuoBy 997 maprunuja. Ha ciunwm 3.5 npukazana je BuU3yaJiu-
3amja 3a MeTabOIuIKy Mpexy ,, Treponema pallidu’ wa ocroBy 1199 maprwuimja.
U3znam oba rpaduka npukazaH je jerajbHUje camMo y3Buiienu peruon. llocrymak

Malpama napTuija Ha R? npukasan je y pasy [124].

AR
WK “?“ o

Modularity, Q

Cnuka 3.5: Busynusaiuja MOy IapHOCTH 38 METADOJIMIKY MPEXY ,,Treponema
pallidu” [124]

Ha ocHOBy mpukazanux BU3yaJM3allfja JaCHO je J1a HAKOH JIOCTH3aha HEKOT
JIOKQJIHOT MaKCHMyMa Ha IIJIATOY HHUje HEONXOJHO Pa3MaTpaTH CYBUIIE BEJUKY
OKOJIMHY TeKyher perema, Beh pegaTuBHO OJIMCKa peIlerha IITO YyIPaBO OMOIY-
hasajy medunucane okosmae. Kako 6u 6uimo moryhe epukacHO IpeBa3mUIazKkemne
JIOKAJIHUX MaKCUMyMa, yBEJIeH je HOBU Mexanu3aMm ofHocHO AD kpurepujym (eHrir.
ascent-descent criteria) mpuxBaTama pelema Koju J03B0JbaBa IPeIa3ak y JIOIIHje

pelliee YKOJIMKO IIpeTpara He HaIpeyje Y HEKOM ITePUOJLY.

3.3.5 ADVNDS metona

CnajameM TpeTXOMHO OMMCAaHUX KOoMIoHeHTH ca VNS MeTomoM Kpewpana je
noBa ADVNDS wmeroma 3a makcummusarmjy mojytapaoctu. [lceymokoms ADVNDS

MeTO/Ie TPUKAa3aH je aJropuTMOM 3.9.
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Agropuram 3.5: ADVNDS meroa 3a KjacTrepoBambe Ha MPEXKH
ynazau nogauu: 'pad G, [Mapamerpu (ag, 7, Smazs tmaz)

M3JIa3HU moJanu: Hajbosbe mpoHaleno pememe x*
1 x < IlouerHoPemieme()
2 x < Jlokanuallperpara(z, G, LPAm+)
3 1%+
4 s+ 1; a4+ q
5 while t < t,,,, do
6 S < Jexkomnosurmja(x, s)
7 k + Caryuajanllzoop( {1, 2, 3, 4} )
8 x' < Pasmpnasame(z, k, )
9 x’ « Jlokammallperpara(z’, S, LPAm+)
10 d+ MQ(z') — MQ(x)
11 if d >0 or e¥/* > Cnyuajanlz6op( [0, 1]) then

12 x < Jlokamuallperpara(z’, G, LPAm)

13 if MQ(x) > MQ(z*) then

14 t ¥

15 s+ 1;a 4 ag

16 else

17 s<—s+1l;a4+ar

18 if s > min(BpojKnacrepa(z), spmq.) then
19 L s+ 1

20 t < YrporenolIporecopckoBpeme()

[TouerHno perreme r y kKopaky 1 je reHepucaHo Ha CIydajaH HAYWH. 3aTUM Ce
IIOIIPaB/ba IPUMEHOM JIOKAJTHE TIpeTpare y KOpaky 2 u IocTaB/ba Kao Hajoo/be pe-
meme ¥ y kopaky 3. JIokasHa mperpara Kao yJja3He mapaMeTpe J00uja peliermhe
KOje IOKYIIIaBa Jia MOIpaBH, IIPOCTOP IpeTpare, OJHOCHO rpad Koju ce pa3Marpa
u ajsropuraMm 3a nponararujy osHaka (LPAm wim LPAm+). Waunujamusanuja
rmapaMeTapa METOJIe BPIIU Ce Y KOpaky 4: s — BeJMYMHA MOTHpPOOJIEeMa KOju ce
Kpeupa y dasu JeKOMIIO3UIIje U a — ITapaMeTap eKCIIOHEHIHjaJTHe PacIiojieie Ko-
ju ce KOPUCTHU MPUIMKOM TIpuxBaTama cjiejsieher pemrema. [taBHu 71€0 anropurMa
IpeICTaB/ba UTEPATUBHO ITOHABIHAHE KOpaka 5—19, JIOK ce He TTOTPOIIN J03BOJHEHO

BpeMe t,,4:- ¥ KOpaky 6 KOHCTpYHIIE ce MOTIpodaeM S ca s CIydajHO n3abpaHmx
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CyCeJIHMX KJIacTepa U3 MapTHIlnje Koja oJroBapa TeKyhem perremy . Y KOpaky
7 BpIHM ce u3b0p THHA OKoJimHE kK Koja he Outm Kopwuiihena y ¢a3u pasMp/iaBa-
Ba. 3aTuM, y Kopaky 8 Ha Tekyhe perreme 1 npumMmemyje ce (aza pa3Mp/iaBarmba
kopucTehn m3abpaH TUII OKOJIMHE Y IIPOCTOPY IIpeTpare Koju je ojpehen mormpo-
6siemoM S, a J100MjeHO peleme ce dyBa Kao momohno pememe x'. Hakon daze
pa3MpaBama, y Kopaky 9 JiokajHa mperpara ce mpuMerbyje Ha TOMONHO pererme
2" anropurmom LPAm-+, anu camo y normnpocropy Koju je oapehen mormnpobiemom
S.

Y kopaky 10 uspauynaBa ce pazjimka u3Mehy BPEIHOCTH MOJIYJIAPHOCTH IIO-
MohHor u Tekyher periema. YcaoB y kopaky 11 je o1 Besiuke BayKHOCTH 38 METOJLY
jep ce y meMy JOHOCHU OJJTyKa Jia Jii he ce MPUMEHHUTHU JIOKAJTHA IIpeTpara y 1ejioM
npoctopy pertema. Crammapaau ycaoB d > 0 mpommupen je AD kpurepujymom
KOj! je UMIIEMEHTHUPAH TAaKO 13 [IPUXBATA JIOIIKje Pellerhe ca BEPOBATHONOM et/
AD ycnioB ce pasmarpa camo ykoymko je d < 0, a BepoBaTHONA mpuUxBaTamba je/-
HOT JIOIIHUjer pellema je Beha IITO je TO pellermne M0 KBAJUTETY OJnxKe TeKyhem
pelemy, OaTHOCHO IITO je d Oimke Hymm. Ca apyre crpane, BepoBaTHoha ce Takohe
yBehaBa ca mopacToMm napamerpa a Kpo3 OpOj HEyCHEITHUX UTepaluja. Y KOJIUKO
je permeme 6osbe o1 Tekyher mim mposiazu AD Kpurepujym, BPIIHU ce JIOKAJIHA TIpe-
Tpara Ha I1ejoM mpocTopy kKopuithemem LPAm anropurma y kopaky 12. OBum
KOPAKOM Ce OTKJakha U €BEeHTYAJHU I'PAHUIHU edeKaT. YKOJHMKO je 100ujeHo pe-
IIerbe HAKOH JIOKAJIHE IPeTpare Ha IeJIOM IPOCTOPY 00Jbe OJ1 TPEHYTHO Hajbosber
pelema ¥, BPIIU Ce IeroBO aXKypHUparbe, & 3aTUM Ce CBAKAKO ITapaMeTap JIeKOM-
O3UIMje S U BepoBaTHOhEe TpuxXBaTama Jomujer pemema Bpahajy na moderne
BPEJIHOCTU. ¥ CYIPOTHOM, aKO Dellemhe HUje KBAJUTETHUje O TeKyher perema
u He mposiazu AD kpurepujym, ureparuja ce cMaTpa HEYCIeITHOM, a IapaMerap
BepoBaTHOhe a ce yBehaBa MHOXKemeM ca natuM ¢akropoM r (kopak 17). Taxobe,
yBehaBa ce u mapamerap JE€KOMIIO3UIMjE S & YKOJUKO je JOCTUTa0 MAKCHUMAJIHY
BPEJHOCT (Spmq: WM O6pOj Kiaacrepa y TeKyhoj MapTUIlUji) MOCTaB/ba Ce Ha jeJlaH
(koparu 17-19).

Ha xpajy nrepanuje y kopaky 20 axKypupa ce yTPOIIEHO IIPOIECOPCKO BpeMe t.
Haxkon yTporireHor BpeMena, Hajoo/be poHaleHo perrermne £* mpejicTaB/ba Pe3yiTaT

m3ppmasamba ADVNDS anropurma.
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3.4 ExcnepuMeHTaJIHU pe3yJITaTHU

[Ipemnoxkena ADVNDS merosia umiieMeHTHpaHa je Y MPOrPAMCKOM jE3UKY
C++. N3BopHu KOJ je KOMITajiupan moMohy g++ KoMmriajjiepa Ha YOyHTY orepa-
TuBHOM crcreMmy. CBU eKCIEpUMEHTH Cy CHpoBeneHu Ha padyHapy ca Intel Core
i5-2400 - 3.10GHz upomecopom u 4 GB pajne memopuje.

3a Tectupame Metone xopumherne cy DIMACS uncranme ! caxymmbene 2012.
roguHe y OkBUpY mo3uBa ,,Graph Partitioning and Graph Clustering’. Ckym o0y-
XBaTa TeHepPUCAHEe WHCTAHIIE, KA0 M WHCTAHIE KOMILIEKCHUX MPEXKa U3 PeaHUX
puMeHa. 3a MoTpede TEeCTUPAba Ca PA3IUIUTUM MTapaMEeTPUMa WHCTAHIIE Cy T0-
JeJbeHe y JIBe TPyIie TJie IpBa I'pyna caapKu mHCTaHie ca Hajsuire 500 yBoposa,
a npyra ca suire ox 1000 usoposa. Ciuvna Mojesia WHCTAHIM je KOPHUIIheHa y
pazy [83].

MaxkcumaTHO BpeMe M3BpIaBama aJrOPUTMa KOje ce Perysulle mapamMeTpoM
tmazr je mocTaBibeHO Ha 180 cekyHam (3 MUHYyTa) 3a WHCTAHIE U3 IIPBE KaTEro-
puje u 3600 cexynmu (1 car) 3a mHCTaHIe u3 Japyre kareropuje. lIpesmvunap-
Ha TeCTHUpama BPEIHOCTU OCTAJIMX ITapaMeTapa MoKa3aJa Cy Ja aJiropuTaM HUje
IIPEBUIIE OCET/bUB HA CaMe BPEIHOCTH TaKO Ja Cy 3a crpoBoheme n3abpame Bpe/i-
HOCTH Gjnitiqq = 0.001, 7 = 1.0001 u S0, = 15. 3a cBakKy MHCTAHILy aJropuTaM
ce u3Bpmasa 10 myTa mTO je y CKJAJIy Ca yCTA/beHOM IPAKCOM U3 JINTEPATypPe
[83, 96, 125, 126| 3a TecTupara HeJIeTEDMUHUCTHYKIX AJrOPUTAMa KOjU PeIaBajy
pobJIeM KJIACTEPOBAhA HA KOMILICKCHUM MPEXKAMA.

Y tabemu 3.1 npukazanu cy pesdyiararu godbujenn y 10 He3aBHUCHUX M3BpIIa-
Batba ADVNDS asropurma. IlpBa Koj0HA cajp:Ku HA3WB WHCTAHIE, JIOK JIPyTa
u Tpeha KosloHA ommCyjy HeHy BeImduHy: Opoj uBopoBa (n) u 6poj rpaxa (m).
Y 4eTBpTOj KOJIOHN TIpUKa3aHa je mpocedHa BpennocT MQ)q,, dyHKImje u3 gecer
n3Bpiiaama mnpegnokenor ADVNDS ajaropurma, /10K je y 1meToj KOJIOHH 1aTo U
IIPOCEYHO BpEMe yTPOIIEHO 3a Jiobujambe Hajoosber pemnrema. [llecta komona mpe-
CTaBJba IIPOCEeYaH OPOj MPUXBATaba JIOIMIHUET PEIICHhA Wqyg. CeMa 1 0cMa KOJIOHA
[IPEJICTaB/bAjy MAKCUMAJIHY BPEJIHOCT MOIYIAPHOCTU (Jpest U3 JIECET U3BPIIIABAIHA,
ofiHOCHO 6poj Kyracrepa y oxroBapajyhoj mapruriuju |Ppes|. Ilocaenma xomona
puKa3yje MPOIEHTYAJHY BPEIHOCT CTAHJIAP/HE JIEBUjalldje MOILYJIAPHOCTU y Jie-
CeT W3BpINaBarmba. ¥ TabeJu Cy MCTAKHYTe ONTUMAJIHE BPEIHOCTH MOIYJIAPHOCTH

u ojiroBapajyhu 6poj KJacrepa.

!Cpe mHCTaHIE Cy jaBHO JOCTYIIHE W MOTY Ce MOTY Ipey3eTH Ha ajapecu http://www.cc.
gatech.edu/dimacs10/downloads.shtml.
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Tabena 3.1: Ilpoceune u Haj6OHE BpEJHOCTH MOJIyJIapHOCTH nodujere y 10
uzBprnaBamba ADVNDS anropurma

Nucranna n m MQavg tavg Wavg M Qpest |Prest| %o (MQ)
karate 34 78 0.41978961 0.25 0 0.41978961 4 0.000
chesapeake 39 170 0.26579585 0.33 0 0.26579585 3 0.000
dolphin 62 159 0.52851944 0.00 0 0.52851944 5 0.000
lesmis 7 254 0.56668798 0.00 0 0.56668798 6 0.000
polbooks 105 441 0.52723659 0.00 0 0.52723659 5 0.000
adjnoun 112 425 0.31336747 0.25 0 0.31336747 7 0.000
football 115 613 0.60456956 1.08 0 0.60456956 10 0.000
jazz 198 2742 ] 0.44514385 3.05 0 0.44514385 4 0.000
celegansneural 297 2148 | 0.50378240 0.15 0 0.50378240 6 0.000
celegans_metabolic | 453 2025 0.45324822 1.66 0 0.45324822 9 0.000
email 1133 5451 | 0.58282897 29.73 12 0.58282897 10 0.000
polblogs 1490 16715 | 0.42710511 0.12 0 0.42710511 278 0.000
netscience 1589 2742 | 0.95989999 0.12 0 0.95989999 407 0.000
power 4941 6594 | 0.94086519 1643.94 283 | 0.94097423 42 0.005
hep-th 8361 15751 | 0.85792731 1786.35 1495 | 0.85808847 1366 0.011
PGPgiantcompo 10680 24316 | 0.88639112 1800.00 119 | 0.88664690 103 0.016
cond-mat 16706 121251 | 0.85387268 1842.00 266 | 0.85414744 1244 0.020
astro-ph 16726 47594 | 0.74502039 2088.75 93 0.74524637 1051 0.013
as-22july06 22963 48436 | 0.67789771 1795.12 8 0.67838109 38 0.025
cond-mat-2003 31163 120029 | 0.77843785 342828 75 0.77924749 1673 0.055
cond-mat-2005 40421 175691 | 0.74607478 3412.24 11 0.74718099 1903 0.054
krong500slognl6 65536 2456071 | 0.06554011 1761.05 7 0.06566119 10222 0.019

[Tpenmoxxkenn ADVNDS anropuram nmpoHajasu OnTUMAJIHA PEIIeha 33 CBe MH-
CTaHIE U3 MPBE KaTeropuje 3a Koja Cy ONTUMAJIHA PEIeha MMO3HATA Y JTUTEPATYPHU
[83]. 3Ba unCcTaHmy ,celegans_metabolic” oNTHMAJHO peIIee jOIl YBEK HUje TI0-
szuaTo. OcuMm Tora, Ha 9 o 13 uncrannum u3 apyre kareropuje ADVNDS ajiropuram
je nompasuo Haj6osba MO3HATA perema > u3 qureparype [127].

Hera/bauje mopeheme ca aaropurmuMma passujernm y okBupy DIMACS nosusa
naro je y tabenu 3.2. YV nopebheme je, ocuMm nperxomue Bep3uje VNDS anropurma
[83], ykmbyduen u CGGCi amropuram (eurs. Core Groups Graph Clustering Sc-
heme — CGGC) uncnupucan yuemem amncam6bia (eri. ensemble learning) [128].
[naBHa wieja je 1a ce HAKOH JI0OMjarba PA3IMIUTUAX PEIIeHha TPOCEYHOT KBaJIUTe-
Ta OpP3UM AJTOPUTMUMA TpOoHahe MAKCHMAJIHO MPEKJ/IAlahe Y IbUMa U KOPUCTH Y

JTaJb0j TIpeTpasn 3a KBaauTeTHuM periemeM. OBa JBa aJropuTMa gajia cy Hajoosbe

?Pezyntatn ca DIMACS TaxMmYersa MOTy ce Ipey3eTH Ha agpecu: http://www.cc.gatech.
edu/dimacs10/results/Modularity_Quality/
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pesyarare y okBupy DIMACS mosusa ,Graph Partitioning and Graph Clustering”
[127].

IIpBa kosiona y Tabenu 3.2 cajp:Ku Ha3uB wHCTaHie. /Ipyra, yerBpra u Ime-
cTa KOJIOHA cajpzke HajBehe BpeaHocTu MOMLYJTApHOCTU M Qpest, JTOOUjEHE PEIoM
ca CGGCi, VNDS u ADVNDS anropurmuma Ha cBakoj macTanmu. 1peha, mera
¥ ceJaMa KOJIOHA TIPEJICTaBJbhajy MO3UIIN]Y Ha PaHT JIMCTHU KOja pa3MaTrpa 19 aJro-

puTaMa Ca TaKMHUYCHba.

Tabena 3.2: Tlopehere ADVNDS asropur™ma ca aJropuTMuMa Pa3BUjeHUM Y
okBupy DIMACS nozusa

Maeranua CGGCi VINDS ADVNDS
M Qpest Panr M Qpest Panr M Qpest Panr
celegans_metabolic | 0.45214778  #2 | 0.45324822  #1 | 0.45324822  +#1
as-22july06 0.67826683  #2 | 0.67757548  #3 | 0.67838109  #1
astro-ph 0.74384869  #3 | 0.74462084  #2 | 0.74524637  #1
cond-mat-2003 0.77868235  #2 | 0.77671700  #3 | 0.77924749  #1
cond-mat-2005 0.74625408  #2 | 0.74506494  #3 | 0.74718099  #1
cond-mat 0.85309726  #3 | 0.85340200  #2 | 0.85414744  #1
e-mail 0.58187658  #2 | 0.58282897  #1 | 0.58282897  #1
hep-th 0.85655364  #3 | 0.85769200  #2 | 0.85808847  #1
netscience 0.95989999  #1 0.95989999  #1 0.95989999  #1
PGPgiantcompo 0.88656423  #2 | 0.88608182  #3 | 0.88664690  #1
polblogs 0.42709696 #2 0.42710511 #1 0.42710511 #1
power 0.94033178  #3 | 0.94085057  #2 | 0.94097423  #1
krong500slogni6 0.06372656  #4 | 0.06505580  #2 | 0.06566119  #1

Kao mro ce moxe Bugern u3 tabesie 3.2 ADVNDS anropuram je panrupan
Kao npeu Ha cBux 13 mHcTanmu. Ha meser mucranmm ADVNDS naje smagajuo
KBAJINTETHUjE PeIllerhe, JJOK Ha YeTUPHU WHCTAHIIE Jaje pPellerbe UCTOr KBAJIUTeTa
kao VNDS anropuram. Camo Ha jennoj mHcTranuu (netscience) cBa Tpu ajro-
puTMa J1ajy periemne ucror kpagurera. ¥y nopehewsy VNDS u CGGCi anropurMma,

VNDS naje kBanurernuja pemema oq CGGCi nva 8 o1 13 nncranmy.
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3.4.1 EdekTtu momudukamumja

Y omnocy Ha panuje npeoxken VNDS asropuram [83], ADVNDS asropuram
YBOJW TIPUXBATA€ JIOMIjET PENIeHha U HOBY CTPYKTYPY OKOJIMHA y IUJbY euKa-
CHUJjET TTPEeBa3UIaXKemha JIOKAJTHUX MakcuMyMa. Moxke ce MoCTaBUTH NUTAE KOja
je o oBux Momudukaiuja 3Hadajuuja. V3 Tor pasiiora CIIpoBejieHa je JI0JaTHA
eKCIIePUMEHTAJIHA aHAJIN3a Y KOjoj cy ynopehenu edekTu cBake 0o/ MOIUMDUKAII]A
Kpo3 derupu ajgropurma, u To VNDS 6e3 mopudukammja ca rpu okoute (VNDS-
3), VNDS ca nosom (uerBprom) okosmmuom (VNDS-4) u ogrosapajyhe sep3uje ca
AD npasusiom 3a npuxpatambe Jomujer pemema (ADVNDS-3, ADVNDS-4). Pe-
3yJaTaTu rnopehema MpuKasanu cy y tabenaun 3.3.

8a cBaky Bep3ujy aJropuTMa W CBAKy WHCTaHIy y Tabenn 3.3 MpUKa3aHO je
[POIEHTYATHO OJICTYIAEe MOJYJIAPDHOCTH JI06ujeHnx pemema %o (M Q) on moy-
JIapHOCTH HajOosher mo3HATOT pertema M Qy.s;. Ilope Tora, 3a Bep3uje aaropura-
Ma ca HOBOM OKOJIMHOM TIpHMKa3aH je edeKTuBaH Opoj kopuinhema HOBe (4eTBpTe)
okosmmue. Ha npumep, 6/383 oznauasa ja je y 383 mobGosbinamma Tekyher periema

HaKOH (a3e pasMp/aBamba JeTBPTa OKOJIMHA OMiIa 3aciayKHa y 6 ciaydajesa.

Tabena 3.3: Ilopeheme pazmuuntux Bepsuja VNDS u ADVNDS anropurma

3 okoJiuHe 4 oxKoJIMHE
Micranma VNDS-3 ADVNDS-3 VNDS-4 ADVNDS-4 MQbest

%o (MQ) %o (MQ) #4 %o(MQ) +#4
as-22july06 | 0.17% 0.17% 0.19% 4/144  0.19% 4/144 | 0.6784
astro-ph 0.24% 0.24% 0.13% 6/383 0.11% 6/383 | 0.7452
cond-mat-2003| 0.47% 0.47% 0.49% 13/512  0.49% 13/512| 0.7792
cond-mat-2005| 0,55% 0.55% 0.45% 27/530 0.45%  27/530| 0.7472
cond-mat 0.09% 0.05% 0.11% 6/279 0.07% 5/304 | 0.8541
hep-th 0.06% 0.02% 0.08% 2/120  0.03% 22/270| 0.8581
PGPgiantcompo| 0,10% 0.07% 0.07% 3/107  0.06% 2/151 | 0.8866
power 0.03% 0.01% 0.01% 0/92  0.01% 8/255 | 0.9410

ITpocex: 0.21% 0.20% 0.19%  2.32% 0.18%  3.28%
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U3 Tabesne 3.3 Moxke ce IpUMeTUTH Ja 00e MOJMMUKAIMje UMajy MO3UTUBAH
YTUIA] Ha KBAJHUTET KPAjIber peliera. ¥ MOrJely YeTBpTe OKOJIMHE Tpumehyje
ce na je VNDS-4 ajropuram y npoceky majio 6o/bu o1 VNDS-3 anropurma (360r
mamber ozcrynama 0.19% y omnocy ua 0.21%). Taxobhe, ADVNDS-4 je Gosbu o
ADVNDS-3 asropurma (opcryname 0.18% nacupam 0.20%). Edexkru AD npapu-
Ja BuaybuBu cy u3 nopehema VNDS-3 ca ADVNDS-3 u VNDS-4 ca ADVNDS-4
ajropuT™MoM. Y 06a mopehema y mpoceky je 60sba Bepauja ca AD mpaBmiiom 3a
IpuxBaTabhe JoIujer pemema. V3 Tabese 3.3 ce Takohe MoxKe IPUMETUTH A He-
TBpTa OKOJinHa nMa Behu yruiaj kaja ce kopuctu ca AD npasuiom (y mpoceky

3.28% ycuemnocru), Hero 6e3 osor npasuia (y npoceky 2.32% ycremrHocTn).

3.4.2 Ilopehema ca ocrasmuMm xeypucTuKamMa u3

JauTeparype

Kaxko je mpobnem kyacrepoBama BeoMma akTyesan, HaKOH 2012. roaube mpe-
JIJIOYKEHO je HEKOJIMKO PA3JIMIUTUX METO/Ia KJIACTEPOBaba 3aCHOBAHUX HA OIITUMU-
saruju Mojysnapuoctu, mehy kojuma cy: LPA-CNP (eurus. Label Propagation with
weighted Coherent Neighborhood Propinquity) npemioxen y pamay [129], MMCD
(enrur. Multi-objective Memetic Community Detection) npemnoxen y [126] u COM-
BO npemoxen y [130]. Ocum oBux MeToma, y nopeherme cy yK/bydeHe U OMIITHje
MeTozie Koje omoryhasajy mobujame pacrymnytux Kiaacrepa®: FC (emrs.  Fuzzy
Clustering) npemioxen y paay [131], GAFCD (eurs. Genetic Algorithm for Fuz-
zy Community Detection) npennoxen y [132] u MDP (eurn. Membership-Degree
Propagation) npenyoxken y [125]. Oe meroze ce MOry KOPHCTUTH 3a JOOUjAbe
JIUCJYHKTHUX KJIacTepa JeJIHOCTaBHUM peleduHUCAbeM (DUHAJHE MapTUIIje TAKO
IIITO C€ CBAKU YBOP CMECTH y KJacTep KOMe IPUIaia ca HajsehoMm BepoBaTHONOM
(Bumern [125]).

Y Tabenu 3.4 npejscraB/baHo je mopeheme Ha ocaM MHCTAHIM 3a KOje Cy JI0-
cTynHu pe3ysitaru BehuHe HaBeseHux xeypucrtuka. lIpBa KojioHA cajipyKu HA3UB
nacTaHie. Kpo3 ocraje KojioHe 3a CBaKy XeypUCTUKY IMpUKa3aHa je HajBeha Bpe-
HOCT MOJIyJIAPHOCTH JIOOMjeHe IMapTUIlRje ca JINCJYHKTHUM Kjiactepuma. crakmy-
Te BPEJIHOCTU O3HAYABA]Y MaKCUMAJIHY BPEIHOCT MOJYJIAPHOCTH 3a OoArosapajyhy

nHCTaHIly. Pe3ynraru Koju ce He MOry mpoHahu y JIuTepaTypu O3HAYEHU CY Ca & .

33a kylacTepe KaskeMo Jla Cy PACIUIMHYTH akKo HUCY JUCjyHKTHH Beh ce mpeknamajy m y Tom
CJIydajy TOXKeJhbHO je 1a CBaKW YBOD MMa BEPOBATHONY MPUITAIAHa CBAKOM O] KJIaCTepa.
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Tabena 3.4: ITopeheme ADVNDS aJsiropurma ca HOCIEIHE IPeII0KEHIM
AJITOPUTMUMa y JINTEPATYPU

Mrcranma Aaropuram
MDP COMBO LPA-CNP FC GAFCD MMCD ADVNDS
karate 0.4198 0.4198 0.3718  0.3573 0.4198 0.4198 0.4198
dolphin 0.5265  0.5268 0.4833 0.4602 0.5285 0.5285 0.5285
lesmis 0.5619  0.5619 0.3916  0.4308 0.5619 0.5600 0.5667
polbook 0.5269 0.5272 0.4600 0.4787 0.5272 0.5272 0.5272
footbal 0.6046 0.6046 0.6007  0.5793 0.6046 0.6046 0.6046
e-mail 0.5766  0.5815 0.0000  0.3657 0.5729 0.5749  0.5828
power 0.9389  0.9384 0.8633  0.7450 0.8453 0.9394 0.9410
PGPgiantcompo | 0.8832  0.8795 0.7400 - - 0.8270  0.8866

Tabema 3.4 nokazyje na ADVNDS anropuram jaje HajKBAJUTETHHUjE MapTH-

[@je y morJyiedy MOJYJIAPHOCTH Ha CBUM WHCTAHIIAMA IIITO jOII jeHOM HOTBphyje

IEroBy e(OUKACHOCT 3a pelllaBabe podJieMa KaacTepoBambha MAKCUMUA3AIIjOM MO-

JIyJapHOCTH.
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I'maBa 4

E-dbynknuja 3a KjjacrepoBame Ha

MPpeKu

Y 0BOM TIOTJIaBJBY IIPEJIJIOYKEHA je HOBa (PYHKIMja 38 MEpeme KBAaJIUTeTa Hap-
TUIIHj€ YUjOM C€ ONTUMU3AIMJOM MOTY MJICHTH(PUKOBATHA KJIACTEPU Y KOMILIEKCHO]
mpexkn. MoruBanujy 3a 0Baj mpaBall UCTPaKUBambha MPEICTaB/ha aHAIN3a JaTa Y
cekiuju 2.3.3 Koja NpuKa3yje OrpaHnvYenha U HeJIOCTATKe (DYHKIIHje MOITYIapPHOCTH.
Ucrpaxusame QyHKIM]a 38 MEPEHe KBATUTETA APTHIAje je BeOMa aKTYeJHO (BH-
netu cekiyjy 2.3.4), jep oBe dyHKImje omoryhasajy dpopMysincame KJIacTepoBaba
Kao mpobJyieMa KOMOMHATOPHE ONTHUMU3aIje. JeTBPTO MOraB/be je OpraHu30Ba-
HO Kpo3 Tpu ceknuje. ¥ ceknuju 4.1 nedunucana je E-pynknmja, anaansupana
Cy Ih€HA CBOjCTBA W MPUKA3AH MOTEHIINjaJ 33 UICHTH(MUKOBAIHE KJIacTepa y Mpe-
Ku. Y cexknuju 4.2 npejiokeHa je TeHepruIKa MeTO/a ITPOMEH/bUBUX OKOJIMHA 38
KJIACTEPOBAILE ONTUMU3AIMAJOM j1aTe pyHKIHje. Y ceknuju 4.3 cy NIpeacTaB/beHN
" ynopeheHu eKCrepruMeHTaTHU PE3YJITaTh Jobujenn ontuMu3anujom E-dbynkiuje
¥ MOJIYJIAPHOCTHU TIOMONY TPEJJIOZKeHe MeTOJIe M TO HA NeHEPUCAHUM U PEATHUM
WHCTAHIIaMa U3 JUTEePATyPe 3a KOje je NCIpaBHa To/Ies1a Ha KjlacTepe mo3Hara. Pe-

3yJITATH IPEJICTABIbEHN y OBOj IVIABM Cy Takohe mpukasanu y pagosuma [133, 134].

4.1 E-dysKIuja

Ocnosna uneja E-dynkmuje je onpehuBame KBaanTera Kiaacrepa C mocMarpa-
jyhu meroBy yHyTpallliby CTPYKTYPY U OJHOC ITPeMa OCTAJUM KjacTepuMma. YHY-
Tpalllihba CTPYKTypa KJIacTepa je J00po OlmMcaHa HmeroBoM ryctuHoM. Ha mpumep,

MOTHYH ToJrpad KOju MpeAcTaB/ba UJCAJaH KJIACTEDP UMa T'YCTHHY jeJlaH IINTO je
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yj€JIHO M MaKCUMaJTHa BpeHocT. MehyTuMm, Mepa yHyTpaImber KBaJIuTeTa KIacTe-
pa 6u Tpebasio ma Oyae oceT/buBa Ha CTPYKTYpy Mpexke. Tako KJjiacTepy T'yCTHHE
do y perkoj mpeke Tpeba MPUAPYKUTU Behy BPEIHOCT YHYTPAIIher KBAJIUTETA,
HEro KJiacTepy rycruHe do y T'ycroj Mpexku. I3 Tor pazsora, gobdpa Mepa yHY-
TpaIllibe CTPYKTYPe je pa3jnKa BPEIHOCTH I'YCTUHE KJiacTepa do W TYCTHHE MPeKe
dg. Ha Taj mauwn cBaku moarpad ca JBa WM BUIIE IBOPOBa KOju mMma Behy ry-
CTHHY OJI IIeJie MPeKe IpPeJICTaB/ba MoTeHNnujaann Kiaacrep. OBako nedunmucana
YHyTpaIlhba Mepa KBAJIUTETa HEe PA3JINKYyje MOTIYH MoArpad ca HEKOJIUKO TBOPO-
Ba U MOTIYH Hojrpad ca jeceruHamMa 9BopoBa y uctoj mpexku. IlltaBuire, cBaku
rap 4YBOPOBA KOjU je MOBE3aH I'PAHOM IIPEJICTaB/ba UJICAJIAH KJIACTEP Y KOHTEKCTY
oBako jiecpunancane mepe. OBaj mpobseM ce MoOXKe MpeBas3suhu yKJ/byIYUBAbEeM WH-
dopmariuje o 6pojy UBopoBa noarpada, OJHOCHO Jia OPOj YBOPOBA MHOXKU PA3JIUKY
u3mely HaBeJleHUX TyCcTUHA, Tj. Ne (de —dg). Kako 6u u masie mpomene y rycTuHA
KJIacTepa Wn Opojy 9BOpOBa y KJiacTepy Omiie jacHO yOU/bHBE, MOXKEMO IIpUMe-
HUATHU eKCIoHeHIjaHy (yakmujy. Komadno, m3pas 3a BpeIHOCT yHYTpAIIber

kBasurera Kiaacrepa C, y oznamu EQ1(C), je

enc (dc—dc)7 ne # 1,
EQ*(C) =

O, ng = 1.

Opnoc kimacrepa C' ipeMa IPYyruM KJIACTEPUMA Y MPEXKU MOXKE Ce OKapaKTe-
pucatu O6pojeM CHOJbHUX T'paHa l., Tj. OpojeM rpaHa oJi YBOPOBa M3 KJacTepa Ka
YBOPOBUMA y JIPYruM KjacTepuma. [IpumxBaT/buB 6poj CHO/BHUX T'DAHA Y BEJIUKO]
MepH 3aBUCH OJT KOHTEKCTa KJIACTEPOBabha U Ii/ba KOju ce kejim octuhu. M3 Tor
pasJiora, mopej Opoja CIOJ/bHUX T'paHa, MOXKE Ce€ YBECTH HapaMeTap T KOju pery-
JIWIIIe CTEIleH yTHIaja CIOJ/bHUX I'DAHa HA YKYIHH KBAJHUTET KJjacTepa. lakobe,
BaXKHO je y3eTu y o03up mHMOpMaImjy o 6pojy 4BOpOBa y KJIACTEPy KakKo Ou ce
youmsia pa3iuka u3mehy JBa KJiacTepa ca UCTUM OPOjeM CIIOJ/bHUX IPAaHA, & Pas3Jjin-
quTUM OpojeM uBopoBa. lIpupomHo je j1a KjacTep ca BHINE YBOPOBA UMa U BUIIIE
CIIOJHPHUX TPaHa KOje ra MOBe3yjy ca OCTaTKOM Mperke. V3 Tor passora, BpegHOCT

KOja Mepu ojiHOC KJiacrepa C' mpeMa Jpyrum Kjacrepuma, y ozuaru EQ~(C), 3a-

2,

“< 1 u3padyHaBa ce Ha ciejehn HauuH
C

BHUCH 071 OpOja CIIOJbHUX I'PAHA 110 YBOPY

2lc

EQ(C) =%,

Pazmuka EQ1(C) — EQ~(C) kapakrepuie ykynan E-ksamurer kiacrepa C, 10K

je ykynan E-kBasmirer mapruiiuje 30up KBaJIMTETa CBUX KJacTepa y MapTHUIUjH,
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Tj.

EQ(P) =) [EQ*(C) - EQ (C)].

cep
[Ton mperniocTaBKOM J1a KJIACTEPH Y MApTUNUjU P HUCY jemHOo4IaHu, F-KBaauTer
napTunyje je
EQ(P) =3 {@"C(rﬂl?n%) e

CceP

4.1.1 OcobuHe nmapTuNrja JO0O0UjeHNUX MAKCUMU3AIN]OM
E-dbyukmnuje

Y oBoj noxacekiuju anagusupana je E-dynknuja, oqHOCHO BeHe MoryhHoCTH
3a UIEHTU(PUKOBaE KJacTepa y MIPOIecy MaKCUMHU3alyje. 3a JTOKA3UBAHE OJIpe-

bennx ocobuna d6uhe kopumnthena ciemeha jgema 4.1.

Jlema 4.1. Hekajex >3 unu 0 <y < % Tana Baxku HejeTHAKOCT
eI _er > % (ex(l_%) — e%> .

Hoxkas. Heka je f(z,y) byukuuja nebunncana ma gomeny Dy = [3, +00) X (0, %]

Kao

flz,y) = er(1-y) _ %ex(l—Qy) ety %ei.

[Maprjanau uzBox dyuknuje f(z,y) MO TPOMEHIBUBO] T j€

1 4 4 1 2
/ - o z(1-y) _ [ = _ z(1—2y) e
fx(x7y)_<1 y>€ Y (2 y)€ Y +l‘2€ ZL'2€ )

a TapIujaJTHd U3BOJI 110 TPOMEHJbUBO] Y je

fi,y) = —aes0=20(e — 1),

1 1
(1 —y)e¥ > (— — y> e? 1) > (— — y) "= 3a cpako (z,y) € Dy,
—er > —er > m—e%, 3a cBako (r,y) € Dy,
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3akJbyuyje ce na je fi(x,y) > 0, omakie cieau na 3a dpukcupano y, f je crporo
pacryha dbyukmuja 3a © € [3,+00). Hakie, f(z,y) > f(3,y) 3a cBako (z,y) € Dy.

Ca npyre crpane, jaco je na je f,(z,y) < 0, ma crora 3a duxcupano , f je crporo

onanajyha dbynxmuja za y € (0,1]. dakue, axu na je f(3,y) > f(3,3) 3a csako
1

Yy e (O, 5} oJaKJIe je

1 1
f(%y)zf(?)@) =3

Konawuno, xako je f(z,y) > 0 na nomeny Dy, 3akipydyje ce ma je

2

<e§ — 263 4 27 — 1> ~ 1.16 >0, 3a cBaxo (z,y) € Dy.

ea:(lfy) _ 63 > % <€I(1*2y) — e%) , ar>3 nm 0< Yy <

N | —

ITO je TpebaJso JOKa3aTH. |

Teopema 4.1. Ilaprunuja komiiernor rpada ca n ysoposa (n > 4) nobujena
MakcuMusarujom E-dyHKInje caapku je1aH KaacTep.

n(n—1)
2

rpana. Heka je P! naprunuja dopmupana o jemsor kiaacrepa Ci Koju caipxu

Hoxka3s. Heka je G = (V, E) kommuteran rpad ca n (n > 4) ysopoBa u m =

cBux n uBoposa rpacda G. Taxa je

2'n,(n271) 2n(n271)
n(n—1)  n(n—1)

(),
EQ(Py) =e —en =1-1=0.

Heka je Py""* naprunmja xojy uune nsa kiacrepa C; n Cj Koju caipixke ny u
Ny IBOPOBa, PECIEKTUBHO. Bpoj rpana msmelhy kiacrepa C? u C3 je nyng, 10K

s ni,n2
KBaJIUTET mapruryje P, U3HOCHU

. <2n1(n11) _2n(n271) > - s <2"2(n221) _2”<n271) ) .
EQ(P;L”?) =e€ ni(n1—1) nin=1) | e " e ratnaml - e "2
=1—e"™ 41 —¢2™
=2 — (¥ 4 e?).
(4.1)

Kako je min{e?™ + 2" |ny +ny =4 ,ny > 2,ny > 2} = 2¢* u jmocruxe ce y Tauku

(ny,n2) = (2,2), umamo n1a je
EQ(P;*™) =2 — (¥ 4 ™) < 2 —2¢* < EQ(PY}),
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o/lakJie ciaean aa MakcuMmusaruja E'(Q) dyakmumje Hehe mogeantun KoMIuieTan rpad
G ma nBa kjaacrepa. JIpe maprTuimje KoMILIeTHOT rpada ca 9 IBOpoBa IpuKa3aHe
cy Ha cauiu 4.1.

Kako je caku kjiacrep (uHayKoBaHu nojarpad) KoMjeTHor rpada u cam KOM-
IJIeTaH, cBaka mojesia rpada G y k kiractepa Moxe ce nooutn nosaszehu o rpada
(G Kao jegHOr KjacTepa W MTEPATUBHOM IIOJIEIOM Ha JIBA HOBa KJjacrepa. M3 Tor
pasJora, jacHo je ma he Kpo3 cBaky mrepalnjy KBajuTeT naprumuje no £ dynk-

uju ONTU CBe MarbH, Tj. UMaMO J1a je

EQ(Py ™) < EQ(P!'), 3acsako 2<k < LgJ :

Lo paprumumja rpada koja caapxu k kaacrepa CF, ... CF cang,...ny

rae je Py
YBOPOBA, PECHEKTUBHO, n; > 2, (1 =1,...k) u Zle n; = n. lakme, naptumuja mo-
bujena makcummsanujoMm FE(Q) dbyHKIEje y KOMILIeTHOM rpady yBEK CaJIpPKU jeIaH

KJlacTep. |

9 3.6
7Dl PZ

Ciuxa 4.1: Iaprunuje P} u g 0 kommzernor rpada Ky

Teopema 4.2. Heka je GG rpad koju ce cacroju ox [ > 3 kimka Kp, Ko, ... K]
0JI KOjUX CBaKa CaJIpXKu s YBOpoBa (s > 3), a npu TOMe cBaka KJjnka K; je mose-
3aHa jeTHOM T'DAHOM Ca KJIUKOM K (1) mod i, 3@ ¢ = 1,...[. Ilaprunuja nobujena
Mmakcumusarmjom E-dyakimje y rpady G He caJpKu KJiacTep KOju Ce CacTOju

0J1, IBe KJIMKE CIIOjeHe JeTHOM I'DAHOM.

Hoxka3z. Ykynau 6poj usoposa y rpady G je n = sl. Kako cy cBake jBe y3acTorne

KJIMKE Ca S YBOPOBa IOBE3aHe jeJHOM I'DAHOM, yKynan O0poj rpana y rpady G je
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%sl (s —1)+1. Heka je P; maprunmja rpada G, Koja ce cactoju o | Kiacrepa, rje
CBAKM KJIACTEP O/IrOBapa jeJIHOj KJIUKU. Be3 rybuTKa OIMIIITOCTH TPETIOCTABUMO /13
je | mapan Opoj n Heka je P, mapruiuja rpada GG Koja ce cacToju of é KJIacTepa,
IJle CBaKU KJACTep OJIroBapa YHHUjH JiBe y3acromnHe Kjiuke. llapruruje P; u Po
rpada Koju ce cacroju oj 12 cmnojenux Kauka K npukasame cy Ha cauru 4.2.
Hokazahemo na je, mpema Bpemnoctuma F(Q) dyukiuje, kBaaurer naprumuje P
Behu o1 KBasuTera napruimje Po y rpady G.

Ha nowerky ananmmusupahemo ryctuny rpada G u IycTHUHY KJlacTepa y MapTHIN-
jama Py u Py. I'yctuna rpada G je dg = o542 Hokazahemo 1a je

s2l—s

1
O<ng§.

Heka je | > 3 dukcupano, a 3aTum mocmarpajmo rycruny d rpada G kao dyHKImjy

pPOMeHJbUBE S, OJIHOCHO d : [3, +00) — (0, 1]. IIpBu usBox dyukimje d je d'(s) =

s2(1—1)—4ls+2
s2(sl—1)2

3a s € (—00,51) U (82, +00), e cy S; U sy peasHa periera jepnadune ([ — 1)s? —

. Kako je I — 1 > 0, jacHo je na je d'(s) <03as € (s1,82) ud(s) >0

4ls + 2 = 0. JleraspHUjOM aHAJIU30M caMe KBaJparTHe (DYyHKIHje J00uja ce 1a je
3a [ > 3 pereme s; € (0,3 — 2\/5]7 a sy € (4,3 + 2\/5}. Haxuie, d(s) je MOHOTOHO
pacryha dyHukiuja Ha (3, S2), 1a HA TOM WHTEPBAJy BaxKu

8 1
d3) = —=—— < -, 3acBako! > 3.
Ca npyre crpane, dyukimja d(s) je MoHOTOHO onajajyha Ha unTEpBaTy (S92, 400)

na BaxKu ) -
d(s) < lim d(s) = lim Yot

500 s 2l —s 1

N3 nperxonana JiBa pa3MaTpamba CJIEIH Ja 3a S > 3 BaxKu

1
0<d(s) < 77 38 CBaKO [ >3,
oJlaKJe je
1
0<dg < -.
“=3
Kako cy ceu knacrepu C} (i = 1,...,1) y maprunuju P; KoMmmiernu noarpacdosu
BayKn
dei =1, 3acBakot=1,...,1[.
Ca npyre cTpane, ryCTHHA KJIacTepa Cf (j =1,...,1/2) y naprunmju P, u3HOCH
dCJZ = 528—25_4;1’ a jeJITHOCTAaBHOM aHAJIM30M ce yTBphyje 1a

1
O<dC§ <§, 3a cBaKko j = 1,...,1/2.
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[TocmaTpajmo kBasuTeT napruiiuja P; u Pa

EQ(P,) = i es(dcg—dc) P (63(1—dc) _ eg) 7

i=1
1/2
(625(%—@) _ 6%) '

EQ(Py) =Y 623(%]241@) _ el <

j=1

DN |~

[Tpumenom sieme 4.1 3a x = s u y = dg, cjiegu Ja je
(es(pdg) _ eg) > 1 (625(%4(;) _ eg) 7
2
OJTHOCHO J1a je
[
EQ(Pl) —1 <es(1—dg) . 6%) > — <628(%—dc) _ 6%) > E’Q(P2)7

ITO je TpebaJsio JTOKa3aTH. |

Canunum pa3marpameMm Moryhe je mokasaru Jia je y Kourekcery EQ dyukiuje
napruija Py KBasmreTHuja o maprunuje Py, rie je P naprurmja rpada G koja

caJIp>Ku é KJlacTepa, J0OMjeHuX CIlajarbeM k y3aCTOIMHUX KJIMKA.

Cauka 4.2: Tlaprumnuje P, u Py rpacda Koju ce cacroju ox 12 crojeHux Kianka Kg

Teopema 4.3. Heka je G rpad xoju ce cacroju on ase kiuke K} K? ca no
s uBopoBa (s > 4), 1Be KjMKe Kg’, Kg ca 1o q uBopoBa (3 < ¢ < s) u JoJATHE

yeTupy TpaHe Koje mosesyjy kimke K w K2, K?u K3, K? u K*, K3 u K*. Tlap-
Y)Yy s s s q S q q q
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Tunja nobujeHa Makcumusanujom E-dyskiuje y rpady G He campKu KJacTep

KOJU C€ CaCTOJU O]l CIOJeHUX KJIMKA Kg’ u K;l.

Hoka3z. Ykymnan 6poj uBopoBa y rpady G je n = 2q + 2s, 10K je yKymaH Opoj
rpana m = q(q¢— 1)+ s(s — 1) +4. Heka je P; naprunuja rpacda G Koja ce cactoju
OJ1 YeTHPHU KJAacTepa KOju oAroBapajy 1o jeanoj kauku. Heka je Py maptunuja G
KOja ce cacToju o] TPU KJacTepa, IJie IpBa JiBa 0/roBapajy KJIuKaMa ca S YBOpPOBa,
a Tpehm ofroBapa yHHju JiBe KJuKe ca q uBopoBa. [lapruruje P; u Py npukasame
cy Ha npuMmepy rpada G 3a s =20 u ¢ = 5 Ha caunnm 4.3.

[Tokazahemo na je na rpady G naprunuja P; KBajauTeTHUja OJ mapTuimje Po,
y omHOCcy Ha F() dyHKIHjy.

[Tocmarpajmo ipeo ryctuny rpada (G, a 3aTuM u TyCTHHE KJIacTepa y MapTUllijaMa

¢®—q+s’—s+4
2q%+4qs—q+2s%2—s"’

IIPETIIOCTABUMO 11 je dg < % Y ToM cityuajy BaxKu

P1 u Py. I'ycruna rpada G je dg = Jacno je ma je dg > 0, u

P —q+st—s+4 1 gs+1+75-2
5 <5 © - >0
2¢° +4gs —q+2s? —s 2 (g+s—3)a+s)
IIITO je UCIYHeHO 3a cBako ¢ > 4 u 3 < s < q.
Haxkue,
1
O<ng§.

Kako cy cBu kitactepu y naptuniuju P; u iBa KjJacTepa y TapTATUjU Py KOMIIJIETHU

noarpadoBu, BaXKu Jia je dcil =1,3a:=1,2,3,4m dcjz =1,3a 7 =1,2. I'ycruna

s2—s+1
2s2—s 7

Tpeher Knacrepa y maprunuju Po je dcg = U jeJIHOCTABHO Ce JIOKa3yje Jia
je 0< dcg < %
Bpennoctu E(Q) dyukiuje 3a napruiuje P; u Py u3HOCE:

2 6

EQ(Py) = 201(1-dc) _ o5 _ oq 4 9s(1=da) _ 2e§7

EQ(Py) = 2¢%146) — i — ¢ + 625(%3‘%) _ el
Tocmarpajmo pasmuky EQ(P1) — EQ(P). Kaxo je 0 < d¢z < 3, Baxu 1a je

1

EQ(P1) — EQ(P;) > 2 (es(l_dc) —ev — 5 (eQS(l_dG) - e§)> .

[Tpumenom jieme 4.1 3a © = s u y = dg caemu ja je

EQ(P1) > EQ(Pa),

IITO je TpebaJsio JTOKA3aTH.
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Ciuka 4.3: Iaprunuje Py u Py rpada G (s = 20, ¢ = 5)

4.2 T'enepudyka MeTo[a IpeTpare NpoMeHJLUBUM
OKOJIMHaMa

Y by Tectupama npejoxkene E-dynkiuje n mopehema ca momysrapaonihy
pa3BujeHa je TeHEpUYIKa METO/Ia ITPOMEH/BUBUX OKOJIMHA, KOja BPIIHU KJIACTEPOBAHE
MpexKe MakcuMmusalyjom jare dyukimje ' koja mepu kBasurer naprunuje. [lap-
TUIMja MPeXKe Ha JINCjYHKTHE KJIacTepe, OJTHOCHO je/THO pelehe TMPEICTaB/bEHO je
HU30M T JIy>KUHE N TaKO Jia 11eJ100pojHa BPeTHOCT Ha TO3UIUjH ¢ TIPEICTaB/ba O3HA~
Ky KJIacTepa KOoMe IpHlajga 4Bop v;. ¥ da3u pasmpjaBaiba KOPUCTE Ce YeTUPU

THIIa OKOJIMHA:

1. NMi(z, k) — cagpzku cBa pemema Koja ce 106ujajy TpanchOPMAIMjOM PelIemha

2 TAKO IITO YBOPOBU U3 k KJIaCTepa MOCTajy jeTHOWIAHU KJIACTEPH.

2. Na(z, k) — cagpku cBa pemema Koja ce mo0mjajy momgesoMm k Kjacrepa u3

pemiema r TaKoO Ja O CBaKOI' KjlaCcTepa HaCTajy JBa HOBa KJlacTepa.
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3. N3(z,k) — canpxu cBa pemema Koja ce JH00HMjajy CrlajameM JBa CyCcemaHa

KJlacTepa y jeJlaH U TO k IyTa.

4. Ny(x, k) — campxku cBa periema Koja ce q00ujajy moMepameM k 9BopoBa U3

jeJTHOT KJtacTepa y jeJaH CyCeIHU KJlacTep.

[Iceymokos reneputuke VNS meTojie 3a KJIacTepOBakhe MpeXKe NMPUKA3aH je ajro-

put™MoMm 4.6.

Asnropuram 4.6: I'enepuyka MeTo/1a TPOMEH/BUBUAX OKOJIUHA

yjaasHu nozaiu: rpad G, dyuaknuja F, mapamerapu Kz, tmas
M3JIa3HU NOAAIM: Hajoo/be mpoHaheHo pereme &

z < CuyuajaoPeremse()

x < LPA(z)

3 k+1

[y

N

4 while t < t,,,, do

5 t + Cayuajanll36op(1,2,3,4)

6 x' + Pasmpuasame(z, k, t)

7 x' < LPA(2)

8 if F(2') > F(x) then

9 L x < x

10 if k> min(kye., BpojKnacrepa(x)) then
11 L k<+1

12 k+—Fk+1
13 t < YrpomenollporecopckoBpeme()

Merona kao yna3ue nojiatke ovdekyje rpad G 1 mpou3BO/bHY (PYHKIHU]Y 33 Me-
peme KBasureTa napruiuje F': P — R, yujoMm ce onTUMUA3AIIjOM UJACHTUDUKY]Y
kiaacrepu. Metona nMa sBa napamerpa, k.. Kojum ce oapehyje MmakcuMmaJsiHa Be-
JITYMHA OKOJINHE TIPUJIMKOM IIPETPATe U 1,4, KOjUM ce oJipel)yje MakcuMaJsHo BpeMe
u3BpiaBama. [lodeTHO pereme & TeHepHIle ce y IpBOM KOpPaKy OOMJIACKOM YBO-
pOBa y CIIy9ajHOM TOPETKY U J0/Ie/bUBAIEM O3HAKA KJACTEPA HEO3HAYEHUM UBO-
POBUMA U HbUXOBUM HEO3HAYEHUM CYCEIUMAa. 3aTUM CE y IPYTOM KOPaKy ITOYETHO
pememe x onpassba LPA ajgropurmom. ¥ Tpehem Kopaky BPIIHU e WHUIM]ATU3aA~
nuja 6pojada Koju onpehyje BeandnHy OKOJWHE. [TIaBHU /€0 METO/e MPeCTaBba
ATEPATUBHO ITOHABJ/baE€ HApeA0U OJ1 JuHUje 5 710 JuHuje 14 y 1uby npeTparkuBa-

ba [IPOCTOPA JOIYCTUBUX Pellleba. Y MPBOM KOPaKy CBake ureparuje (JuHuja 5)
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Ha C/Iy4ajaH HadYWH ce OMpa TUIl OKoJimHe t Koja he OuTm KopuirheHa y TOj uTe-
parmmju. 3aTUM ce BPINU pa3Mp/iaBarbe TeKyher peliema T y OKOJUHU BeJIUINHE
k mwzabpanor Tuna t (suauja 6). Ha mobujeno pememe ' npumemsyje ce LPA aj-
ropuram (smuuja 7). dobujeno pememe x’ ce ynopehyje ca texkyhium periemem x
nomohy dyukiuje F (munuja 8). Ako perremse ' nma Behy BpemHocT dyHKImje
kBajurera F', oHo mocraje Tekyhe pememe x 3a ciaemehy mrepamujy. Ha kpajy
cBaKe WTepallyje IpoBepasa ce Jia Jiu je Opojad oKosnHa k JTOCTHra0 MaKCUMAJIHY
neduHMUCaHy BPEITHOCT Kypner M aKO jecTe Bpaha ce Ha modeTHy BpeaHoct. Hakon
IIITO jeé YTPOIIEHO J03BOJHEHO BPEME M3BPINABAKA lq,, MPEKUAIA CE UTEPATUBHO
IpeTpakKuBame a TeKyhe peleme IpeJicTaB/ba YjeIHo u Hajoosse nponaheno pe-

nIeme.

4.3 EKcnepuMeHTaAJIHU pPe3yJiTaTu

VY 0BOj cekIuju IPpUKa3aHN Cy Pe3YJITATH TeCTUpama npempioxkene E-dynkimje
(EQ) 3a knacrepoBame, Kao u nmopehema ca dyuximjom moaymapuoct M Q). Ckyn
TECT UHCTAHIINA CAJIPKU T'€HEPUCAHE MPEXKe aJId M KOMILJIEKCHE MPeXKe U3 Pa3JInyu-
THX JIOMeHa npuMeHe. [eHepucane mHCTaHIle oMoryhasajy TpPOBEPY BAJIMIHOCTH
u noysganoct E-dyHKIMje npu KOHTPOJIMCAHUM YCJIOBUMA, JIOK Ca JIpyre CTpaHe
peaJjiHe mHCTaHIlE OMOryhaBajy Jia ce carjieiajy mweHe MOrynNHOCTH y TPAKTUTHUM
yCJIOBUMa. 3a TecTupare U nopeherme oBe jiBe QYHKIMje KOPUITNeHa je Impeio-
2KEHa I'eHEepuiKa MeTOda IIPOMEH/bUBUX OKOJIMHA. AHFOpI/ITaM je UMILJIEMEHTHUPaH
y mporpamckoMm jesuky C++. CBa tectupama cy u3BpiieHna Ha padyHapy ca Intel
Core 15-2400 - 3.10GHz npouecopom u 4GB pagne memopuje mog YoyHTy orepa-
TUBHUM CHCTEMOM. 3a MAaKCHUMAJHY BEJIMYNHY OKOJIMHE KOPHIINeHa je BPeIHOCT
kmae = 50, mok je MakcuMaJiHO Bpeme usBpmaBama 300 ceKyHIu t,,., = 300.
3a BpeIHOCT mapaMeTpa r, KOju PeryJsiuiie CTelleH yTHUIaja Co/bHuX rpana y FQ)
dyHKIMj1, KOpHITheHa je BPpeJIHOCT jeJIlaH 3a NeHepucaHe NHCTAHIIE, JIOK je 3a peaJi-
He WHCTaHIe KOpUIIheHa BpeHOCT KoedulijeHTa Kopealyje namehy MakcuMaJIHe

BeJIMYMHE KJIMKE U CTereHa 14Boposa [135].

4.3.1 TI'enmepucamne mHCTaHIIE

Ckyn remeprcaHUX WHCTAHIU KOjU C€ Y€CTO KOPUCTH y JIMTEPATYPU TPUITAKOM
UCTPaXKuBama (PYHKIUja 38 MEPEemhe KBAJIUTETa MAPTUI)E CACTOJU CE OJI YeTUPU

MpexKe ca jacHO JePUHUCAHUM KJIaCTepPUMAa.
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1. Mpexa ca nukanueauM kJjukama. [Ipsa uncranna (ring of cliques) us
mureparype [98, 105] je mpexka Koja ce cacroju o7 30 KJIMKa ca [0 5 IBOPOBa, TIOBe-
3aHUX y IMUKJIn4YaH Hu3. VcnpaBaH pe3ysiTaT KjacTepoBaiba je IMapTHUIja Y KOjoj
CBaKW KJacTep oJroBapa je;iHoj Kauku. Merojia mperpare mpoMeH/bUBUM OKOJIU-
Hama ca E-dyrxmujom (VNS-EQ) jacro mpemnosnaje 30 kiaacrepa y Mpexw, 0K
ca MQ dyukmujom (VNS-MQ) youaa csera 16 kiacrepa (ciauka 4.4). Pesynrar

VNS-MQ metoie je ouekuBaH Kajia ce y 003Up y3My 3aK/bydIy U3 ceknuje 2.3.3.

{ X v

.

VNS-EQ VNS-MQ

Chuka 4.4: [lapTunuje nodujene reHEPUIKOM METOIOM IIPOMEH/bUBUX OKOJIMHA
Ha IIPBOj T€HEPUCAHO] UHCTAHITA

2. Mpexa ca aBa mapa WJIeHTUYIHuUX Kiauka. Jlpyra macranna (pairwise
cliques) [98, 105, 136] je Mmpexka Koja ce cacTtoju oJ jiBe BejimKe Kjmke ca 1o 20
4BOpOBa, Mel)ycoOHO MoBe3aHe jeTHOM I'paHOM, W JIBe MaJle KJIMKE Ca 10 5 YBOPO-
Ba KOje Cy IIOBe3aHe jeTHOM I'DaHOM, KaKO Me)yCOOHO TaKO M Ca BEJIUKOM KJIMKOM.
[Taprumuja nobujena VNS-MQ meToom caipu Tpu KJaacTepa, Tie IIPBUA U APYTU
OJIrOBapajy BEJIMKUM KJIMKaMa, JIOK Tpehu KjacTep oiroBapa yHUjU JIBe MaJie KJIH-
ke (cauka 4.5). U oBa mHCTaHIa nmorephyje na ce npu MakCUMU3AIMjA DYHKIAjE
MOJIYJIAPHOCTH jaBJhba TEHICHIINja CIajaiba BUIIIE JACHO JTeMUHUCAHUX MAJTUX KJIa-
crepa y jeman, 6e3 ob63upa Ha HUXOBY cTpyKTypy. Ilaprunumja mobujena VNS-EQ
METOJIOM CAJIPXKM YeTHPHU KJacTepa KOjU OJIroBapajy CBaKOj O KJWKa, IITO II0-
TBphyje a ce makcummsariujom E-dyHKIMje MOTy younTn KJiacTepu pa3nauTux

BeJIMYMHA.
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VNS-EQ VNS-MQ

Cruka 4.5: IlapTunuje mobujene reHEPUIKOM METOIOM IMPOMEH/bUBUX OKOJIIMHA
Ha JIPYyT0j TeHEePHUCAHO] WHCTAHITA

3. Kuwuka npahena um3om 3Be3ga. Tpeha renepucana wacTanna (chain of

stars), upeyoxkena y [99], je Mpexka caunmeHa o1 jeHe Kiuke ca 20 94BopoBa Ha

KOjy ce HaJoBe3yjy 4deTupu rpada ca CTPYKTYPOM 3Be3/ie U Pa3/JIMIuTUM OpojeM

A

Cauka 4.6: Mpexa caunmeHa oj1 Kiauke mpaheHe HI30M 3Be3/1a

1BopoBa (csuka 4.6).

Cama Mpeka MMa jeJHOCTABHY TOIIOJIOTH]Y, AU TPEJACTaB/ba jeIHY O Haj-
TEXKUX TE€HEPUCAHUX WHCTAHIIA jep CAJPXKU KJIacTepe pa3/IMYUTUX BEJIMYUHA, &
UCTOBPEMEHO U pazjmanTux ryctuna. KiacrepoBamem nomohy VNS-EQ metose
Mory ce ujaerTudukoBaTu ner Kiacrepa (cauka 4.7). Ca npyre crpane, VNS-MQ
MeTOoa UAEHTU(UKY]e caMo 2 KJIacTepa, IIPBU KOjU OAroBapa KJIUKH, & JPyTU YHU-
ju rpadosa ca Tomosorujom 3Be3zne. Ha oBoj macrannm y pamay [136] Tectupana je

MOJLyJIAPHOCT ca IapaMeTpoM pesosiyruje M), 3a peryiucarme pasymke usMmehy

89



I'VIABA 4. E-OYHKIHUJA 3A K/IACTEPOBAIBDE HA MPEXXKH

CTBAPHOT U OYEKWBAHOI OJTHOCA I'DaHa y OPUTMHAJHO] JTeMUHUIIAJU MOJLYIaPHO-
cru. Jlobujenu pesystaTu MOKa3yjy Ja He IMOCTOjU BPEIHOCT ITapaMeTpa I 3a KOju
ce MaKCHUMU3AIIMjOM MOJIYJIAPHOCTH MOXKe HJICHTH(MDUKOBATHA IET KJacTepa y OBOj

MPEXKH.

VNS-EQ VNS-MQ

Cnuka 4.7: [Taprunuje nobujene reHEPUYIKOM METOJIOM IIPOMEH/bUBUX OKOJIMHA
Ha Tpehoj reHepucanoj MHCTAHIIN

4. Xanojcku rpad. Yerspru npumep (hanoi graph) [104, 77| upeacraspa Xa-
HOjCKU rpad ca XMjepapxujCcKOM opraHusarmjoM uBoposa (ciauka 4.8). XaHojcku
rpad H, oarosapa JI03BO/bEHHM IIOTE€3MMa y NpodseMy XaHOjcKux KyJsa. ['pad

H,, nma 3" uBoposa, 3(3" — 1)/2 rpana u 3" kymka ca o 3 uBopa (Tpoyria).

Cauka 4.8: Xanojcku rpad Hy
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3a pazsmKy O/ IPETXOIHUX MPEXKa y KOjuUMa je ToJIes1a Ha KJIACTepe OUInUTJIe/ THA,
y OBOj MpEeKHU IIOCTOjH XHjepapxujcka opraHmu3aliija uBopoBa. Ha mpBom HUBOY
opranmusaije To je yHuja Tpu MelycobHO moBe3aHa dBopa (TpPOyrao), Ha JPYroM
HUBOY OpraHusaliije To je yHuja Tpu MehycobHo moBe3aHa TpOyrjia UTI. JIO N-TOT
HUBOA Ha KOMe je 11eo rpad. M3 Tor pazsora Ha 0BOj MHCTAHIIA CE€ MOXKE TECTHPa-
TH JAJEKOBUIHOCT METOJIE, Tj. y OBOM CJIy4ajy, (PYHKIHje 38 MEPEIhe KBAJIUTETA
KJIacTepoBama. KiacrepoBamwem Ha H, rpady momohy VNS-MQ metome mory ce
UIEeHTUMDUKOBATH JIEBET KJIACTEPA, Tj. JPYTH HUBO OpraHu3allyje IBOpoBa (CIuKa
4.9). ITpumenom VNS-EQ merosie 106uja ce jrera/bHuja mofea ca 27 Kiacrepa, Tj.
npBU HUBO opranuzaiuje ysoposa. lakie, E-dpyukiuja omoryhasa nnentuduko-

Balbe OpraHu3alliije Ha OCHOBHOM HHUBOY, 3& PA3JIUKY OJ1 (DYHKIIHje MOIYIaPHOCTH.

VNS-EQ VNS-MQ

Cruka 4.9: Ilaptunuje mobujene reHEPUIKOM METOIOM IMPOMEH/bUBUX OKOJIIMHA
Ha YeTBPTOj "€HEPUCAHO] WHCTAHITA

4.3.2 Peasne nHcTaHIlE

Mpexke Koje ce jaB/bajy y peaJHUM TPUMEHAMa UMa]y JApPyradnja CBOjCTBA y TO-
pebemy ca renepucanum mHCcTanmama. MehyTum, y Beoma Majaom 6pojy ciydajeBa

jé yHampeJ1 Mo3HaTa UCIIPaBHA T0JIesIa Ha KJacTepe.
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1. 3axapujeB Kapare KJiy0. Mpexa je mHactasa je Kao pe3yarar 3axapwuje-
BOI' HaJIJIe[aha WHTEpaKInja u3Mely wIaHOBAa YHUBEP3UTETCKOT KapaTe Kiyba
[66] u onucana je y cekmmju 2.2. Ilaprunuja nobujena kiaacreposamwem VNS-EQ
METOJ/IOM, y TMOTIYHOCTH OJroBapa Ioje/n Kojy je omucao 3axapuje. Ca mpyre
cTpaue, maprunuja gooujena VNS-MQ mMeTomoMm capKu 9eTupu peIaTUBHO MaJia
KJIacTepa Koja cy npukasana Ha ciui 4.10. CrnajameM dyeTupn uaeHTU(GUKOBAHA

KJIacTepa HUje Moryhe nobutu 3axapujeBy IOMENy y JBe TPyIIe.

VNS-EQ VNS-MQ

Cnuka 4.10: IlapTuruje qo6ujere reHEPUIKOM METOJIOM ITPOMEHJHUBUAX OKOJIMHA
3a 3axapujeB Kapare Kiy0

2. Mpexa pgeadwuna. llogamnm 3a Kpeupame Mpexke Cy TPUKYIIJbEHU KPO3 CeJl-
MOTOIUIIHE TTocMaTpambe 62 nemduna u oapeheHnx nHTEpakuja y jopaoBuMa Ha
Hosom 3enany [137]. Pasmarpamem nobujeHe Mpexke MOXKe ce JaCHO YOUUTH I10-
JleJia y JIBe TpyIle Ha OCHOBY II0JIa, TIa Ce U3 TOT Pa3jIora KOPUCTU Y MHOTOOPOjHUM
TeCTUpamUMa MeTOAa KiaacrepoBama. VNS-EQ Merosa u Ha 0BOM IpuMepy UJIeH-
TuduKyje TApTUIH]y ca JBa KJacTepa Koja OJroBapa OYeKWBaHOj IOIEH (CIMKA
4.11). Knacrepoamem nomohy VNS-MQ merozne pesyaryjyha mapruimja cagpxu

YeTUPU KJIAacTepPA.
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VNS-EQ VNS-MQ

Cnuka 4.11: Iapruruje mo0ujeHe reHEPUIKOM METOJIOM TPOMEH/BUBUX OKOJIMHA
3a Mpexy JeaduHa

3. Amepuuku yHuBep3uterckmu dpyadas. Osa mpexka onucyje ogurpane dy/i-
basicke yrakmuiie nudmehy TumoBa [-A yHUBEp3UTETCKE IUBU3MjE TOKOM DEryJiap-
Hor Jesia jecembe ce3oHe y 2000. rommum [138|. CBu TmMOBH, OcuM 8 HE3aBHCHUX,
cepcranu cy y jeany of 11 koudepenmuja. Usoposu y mpexu (yrymuao 115) mpes-
cTaB/bajy TUMOBe, JOK Tpane (yKymHO 613) mpeicraBibajy OJUTIDAHE YTAKMUIIE
n3mehy tmmoBa. Hajsehm 6poj yrakmuma je omurpan mamely TuMoBa u3 HMCTe
koH(pepernnmje. IlocTaBpa ce muTame 1a JIM ce KJIACTEPOBALEM OBE MPEKE MOXKe
pekoncTpyucatu 0poj koudepeniuja u mbUX0OB cactaB. VNS-MQ merona npenTn-
dukyje 10 K1acTepa y MpexKH, I1a, pPEKOHCTPYKIIHja Ha OCHOBY JI00UjeHe ITapTUIlyje
Huje y mormysoctu Moryha (ciwmka 4.12). Ca apyre crpame, VNS-EQ merona
nnentudukyje 11 kiracrepa. ['oToBO cBU TMMOBU Cy UCIPABHO IPYIUCAHU U HAJIA-
3e ce y OKBUPY KJacTepa ca THMOBUMA u3 cBoje Koudepeniuje. Ocam HE3aBUCHUX
TUMOBa KOjU Y CTBApPHOCTHU HE INPUNAJIAJy HUjeTHO] KOHMEPEHIN]U, TPUIPYKEHN
Cy TpyliaMa y OKBUDY KOjuxX cy mMmaJju Hajsehm Opoj yraxkmura, m Jiako ce MOry

YOUUTH Y OKBUPY KJIaCTepa.
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VNS-EQ VNS-MQ

Cruka 4.12: Tapruruje mo0ujeHe reHEPUIKOM METOIOM TPOMEH/BUBUAX OKOJIUHA
3a PYI0AIICKY MPEXKY

4.3.3 KommnapaTtuBHa aHaji3a

Komnaparusna ananuza momysiapuoctu n E-dyrkiuje npepcrasbena je y ta-
benama 4.1 u 4.2.

Y Tabemm 4.1 ynopehenu cy pesyiararu JIOOMjeHU Ha WHCTAHIAMa 3a Koje je
no3HaTa KopekTHa naprunuja. [IpBa BpcTa o3nHavuaBa Ha3WBE WHCTAHIE, JOK CY Y
Japyroj u Tpehoj BpcTu npukaszanu Opoj 9BOpPOBa N, OHOCHO Opoj rpana m. IIpsa
KoJIoHa, TipesicTaBsba Ha3uB MeToge. Ocum VNS-EQ u VNS-MQ merome, y Tabe-
mu ce Hanasu u JlyBanosa meroma (LUV-MQ) [84] koja xopuctu MQ dyskimjy.
[Topehewem VNS-MQ u LUV merone 6uhe BepudmkoBana UCIpaBHOCT came Te-
HEPUYIKE MeTOJIe MPOMEH/bUBUX OKOJIMHA 33 MAaKCUMU3AIN]y MOIYJIapPHOCTU. 3a

CBaKy MHCTAHILYy W JOOMjEHO Pellemke IIOMEHYTUM MeTOJ/IaMa IMPUKa3aH je:

e |P| — 6poj kiacrepa;

e F() — Bpeanoct E-dyukiumje;

M (@) — BpeHOCT MO IyJIAPHOCTH;

Lqyg — Ipocedan 6poj U3JIA3HAX TPaHA MO KJIACTEPY;

Dy — IpPOCEYHa I'yCTHHA KJIACTEPA.
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3a cBaky WHCTAHILy UCTAKHYTE Cy HajOOJhe BPEIHOCTH.

Tabena 4.1: Tlopeheme EQ) u M) dbyHKInje Ha MHCTAHIIAMA 32 KOje Cce 3HA
KODEKTHA TofleJIa Y KJacTepe

chain pairwise hanoi ring
of stars cliques graph of cliques karate dolphins football
n 41 50 81 150 34 62 115
m 211 404 120 330 78 159 613
|P] 5 4 27 30 2 2 11

EQpest | 2.70-10%(1.27-10° |2.93-102| 3.72-10% |4.69-10°|1.91-10' | 1.87-10%
VNS-EQ| MQ | 0.1634 | 0.5416 | 0.6379 0.8758 0.3715 | 0.3735 | 0.5999

Lavy | 1.60 2.00 2.89 2.00 10.00 | 6.00 | 34.18
Davg | 0.52 1.00 1.00 1.00 0.25 0.18 0.80
P 2 3 9 16 4 4 10

EQ | 2.70-10°% | 1.27-10° | 1.12-10? | 1.32-10% |-8.39-10'|-2.42-10% | 1.69-10*
VNS-MQ| MQpes:| 0.1707 | 0.5426 | 0.7889 0.8871 0.4156 | 0.5268 | 0.6046

Lavy | 1.00 2.00 | 2.67 2.00 9.50 | 16.00 | 35.80
Davg | 0.55 0.82 0.33 0.53 0.49 0.29 0.76
1P| 2 3 9 15 4 5 10

EQ |2.70-105 | 1.27-105 | 1.12-10? | 1.15-10% |[-8.00-10' |-5.57-10% | 1.69-10*
LUV-MQ| MQpest| 0.1707 | 0.5426 | 0.7889 | 0.8879 | 0.4188 | 0.5185 | 0.6046
Lovg 1.00 2.00 2.67 2.00 10.50 15.60 35.80
Davg 0.55 0.82 0.33 0.47 0.45 0.35 0.76

Pezynraru nokazyjy mna merome VNS-MQ u LUV-MQ upoussose mapruriuje
CJIMYHOT KBAJINTETA Y KOHTEKCTY MOJIYJIAPDHOCTH. 3a YeTUPU WHCTAHIE MAKCHU-
MaJIHa BPEIHOCT MOJIYyJIAPDHOCTH ce ToKJjama, Ha jase wHcTanme LUV-MQ meroma
Jaje Behy BpeJHOCT MOIY/IapHOCTH, a Ha jemgraoj VINS-MQ meroma. Bpoj kiracrepa
y IOoOHMjeHrM HapTHijaMa ce pas3jdKyje camo Ha jesHoj mHcrannu. Kao mro je
Beh mokazano, VNS-EQ merona Ha ¢BUM MHCTaHIIaAMa Jaje KOPEKTHY MapPTUIIH]y,
a caMHM THM ¥ KOopekTaH Opoj kiacrepa |P|. Mehyruwm, ysumajyhu camo L,,, 32
kpurepujym panrupama VNS-EQ merona je mocseame panrupana (3 moeHa) usa
LUV-MQ wmeroge ca (4 noena) u VNS-MQ merome (5 moena). [lakie, mpoceyan
6poj mM3Ta3HMUX rpaHa IO Kaacrepy L,,, HHje J06ap HMoKa3aTebh KOPEKTHOCTH U
KBasinTeTa naprunuje. IIpoceuna rycruna kiactepa Dg,, IpeicTaB/ba CUTYyPHU-

ju KPUTEPHUjYM paHTHParba ¢ 003UPOM Ha TO Ja KOPEKTHE MapTHUIlfje JI00ujeHe ca
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VNS-EQ meromom mpernosHaje ca 3 moeHa W MPBUM MECTOM, JTOK JIPYTO MECTO ca
o 2 noena geime VNS-MQ u LUV-MQ meroge.

Y rabenu 4.2, koja uma uctu popMaT Kao IPeTXo/Ha, yIiopehenu cy pesynararu

Ha JIOJIATHOM CKYITy WHCTAHIIM BeNUX JIMMEH3Mja:

celegans — MeTabOJIMYKA MpezKa BaJbKACTOT I[PBA;

netscience — Mpexka KOayTOPCTBa HCTpakKMBada KOju ce OaBe HAyKOM O

MpezKaMaj;

power — MpezxKa KOja OCJIMKaBa CTPYKTYDPY €JIEKTPpUYIHE MPeKe 3alla/HUX dJjla-

nura CA-a;

hep-th — Mpexka KOayTOPCTBa UCTPaKMBavda TEOPHUje BUCOKE eHepruje 100m-
jena  Ha  ocHOBYy  0O0jaB/b€HUX  pPaJIoBa Yy  €-IIPUHT  apPXUBU

(1.1.1995. — 31.12.1999.);

PGP — mpezxka kopucuuka Pretty Good Privacy codrsepa (mporokost 3a mu-

dposame u jemudpoBame MogaATaKA);

astro-ph — MpexKa KOayTOPCTBA UCTPaXKUBada y 00JIacT acTpopu3nKe J10-
OujeHa Ha  OCHOBY  O0jaB/b€HMX  pPaJoBa y  €-IPUHT  apXUBU
(1.1.1995. — 31.12.1999.);

condmat — Mpeka KOAyTOPCTBa MCTPaKMWBada Ha 1O0JbY (PU3NKE KOHJIEH30-
BaHe MaTepuje J1o0njeHa Ha OCHOBY 00jaB/beHUX PAJIOBA y €-IIPUHT apXUBU
(1.1.1995. — 31.12.1999.);

as22july06 — mpezka Koja OCJIUMKaBa CTPYKTYPY UHTEPHET MperKe Ha HUBOY
ayTOHOMHUX CHUCTeMa, Jo0ujeHa peKOHCTpyKIimjoMm u3 tabauna BGP mporo-

KOJIa;

condmat2005 — MpexKa KOayTOPCTBA UCTPAXKUBAYA HA MOJbY (PU3NKE KOHIEH-
30BaHe MaTepuje J100ujeHa Ha OCHOBY 00jaB/bEHUX PAJIOBA y €-IIPUHT apXUBU

(1.1.1995. — 31.3.2005.).
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Tabena 4.2: omarao nopeheme MeToma KIacTepoBama Ha HHCTAHIIAMA Behux
JTUMEH37]a

celegans netscience power  hep-th PGP astro-ph condmat as22july06 condmat2005

n 453 1589 4941 8361 10680 16706 16726 22963 40421
m 2025 2742 6594 15751 | 24316 | 121251 47594 48436 175691
|P] 13 456 486 1852 969 1516 2393 420 3462
EQpest |9.04-10%| 2.17-10% [4.58-103|2.45-10°(6.26-107| 4.51-10'%| 1.98.107| 2.50-10% | 3.20-10'3
VNS-EQ| MQ | 0.3825 0.9109 0.8051 | 0.7712 | 0.8083 | 0.5643 0.7379 0.5098 0.4745
Lavg | 122.31 0.90 5.19 3.47 8.62 21.37 10.30 64.50 14.19
Davg 0.43 0.62 0.34 0.42 0.44 0.45 0.56 0.24 0.56
|P| 9 290 299 1715 921 1675 2376 361 4144
EQ |5.53-10%| 4.12-107 |2.87-103(2.44-10'|1.87-106| 1.41-10%° | 2.33-106 | 2.33-10% | 3.20-10'3
VNS-MQ| MQpest| 0.4435 | 0.9548 0.8496 | 0.7867 | 0.8185 | 0.6803 0.7420 0.5709 0.6330
Lavg | 159.56 0.40 6.31 3.66 8.12 38.08 10.20 67.09 29.89
Davg 0.34 0.52 0.27 0.41 0.44 0.44 0.56 0.26 0.54
|P| 9 406 40 1380 99 1080 1253 41 1876
EQ |2.7310%| 2.17-10% |4.84-10%|2.44-10'9{1.33-10% | 5.11-106 | 1.68-10° | 4.35-102 1.68-108
LUV-MQ| MQ | 0.4407 | 0.9597 | 0.9363 | 0.8486 | 0.8834 | 0.7268 | 0.8462 | 0.6614 0.7224
Lavg | 189.78 0.14 11.30 2.78 38.16 48.32 9.57 524.63 41.63
Davg 0.19 0.60 0.03 0.38 0.12 0.33 0.53 0.10 0.47

[Taprunuje mobujene makcuvmsarnujom KQ dyuxnmje majuenrhe mmajy Behwm
Opoj KJIacTepa y OJIHOCY Ha MapTHinje J00ujeHe MaKCUMU3AINjOM MOIYJIaPHOCTH,
aJlM TO HUje yBEK CJIydaj HIOP. 3a WHCTaHIe astro-ph m condmat2005. Ksamnu-
rer maprunuja qooujernx VNS-EQ meromom mo o6a kpurepujyma (Dyyg u Layg)
HaJIMaIllyje KBAJIUTET NapTUlja H00ujeHux Apyrum meromama. llocmarpajyhu
pocevyan OPOj M3JIA3HUX I'paHa II0 KJIACTEPY, METO/e Cy paHrupaHe y cjenehem
mopetky: VNS-EQ, LUV-MQ u VNS-MQ ca pesyaraTrom 5 : 2 : 1, pecrieKTUBHO.
[Tocmarpajyhu npoceuny rycruny kiaacrepa, VNS-EQ merona je 3nagajuo 60sba
0J1, OCTAJINX jep MPOM3BOJN KBAJUTETHU]Y HNAPTHUIN]Y Y OcaM OJf JIEBET CJIydajeBa.
Ocum Tora, maprurnuje nooujene VNS-EQ meromom nmajy moaymapaoct M) Ko-
ja je Beoma OJMCKa MaKCHUMAJHO] MOMLyJIapHOCTH M Qpest, J00HjeHO] ca VNS-MQ
wm LUV-MQ meromom, mito jorn jeanom norsphyje na E-dyuknuja nma Beaukun

HOTGHHI/IjaJI 3a KJlaCTepOoBalbe Ha KOMIIJIEKCHUM MpeXKaMa.
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I'maBa 5

3akJbydakK

Pazsujame meToma kjacTepoBama Ha KOMILJIEKCHUM MpexKaMa je O BEJIUKOT
3HavYaja 3a padyMeBambe IUHAMUKE U €BOJIYIIje KOMILIEKCHIX MpPexKa Koje ce Toja-
BJbYjY V Pas3uyuuTUM JioMeHuMa. UaentudukoBame KacTepa MOXKe MOCTTYKUTH
3a 60/by BU3yaJu3allujy, Kao U 3a yTBphUBame 0COOMHA TOjeUHATHUX IBOPOBA,
OJIHOCHO FbUXOBUX yJIoTa y Mpexku. Ha mpumep, nojeiunu 4BOPOBU y KJIaCTEPY MO-
Ty UMaTH yJIOT'Y Yy IIOBE€3UBalby KJIaCTE€pa Ca OCTaTKOM MpPeXKe, 0K APpYyru 4BOPOBU
MOT'Yy MMATHU YJIOI'Y KOHTPOJIMCAHA U CTAOMIU3AIje KIACTEPA.

Hajuenrhe kopurithen npuctyn 3a cupoBoheme KilacTepoBarba Ha MPEKU IIPe]l-
CTaBJ/ba MAKCUMU3AIIMja MOyJIApHOCTHA. ¥ nuceprarmju je mpeioxena ADVNDS
MeTOoJla KOja je 3acCHOBaHa Ha METOJIM MPOMEHJbUBUX OKOJIMHA 38 MAaKCUMU3AIIU]y
MOJyJIapHOCH. ¥ NHUJbY eduKacHe MpUMEHEe Ha KOMILIEKCHUM MpexKaMa BEeJTUKUX
JIIMEH3Hja Pa3BHUjeH je MeXaHu3aM 3a JIEKOMIIO3UIIAjy IpobjieMa Ha TOTIIPOd/IeMe
7 TI0OOJBITIAH MEeXaHU3aM 38 MPEBA3UJIAXKEHE JIOKAJTHUX MAKCUMyMa MOJLYIAPHO-
CTH KOPUIIThemheM KPUTEPUjyMa 3a MOBPEMEHO MPUXBATALE JIOMIUJET PeIlerha O]l
TPEHYTHO pasMaTpaHor. 3a Tecrupammbe meroae Kopuiiherne cy DIMACS uncramie.
Jobujenn pezynratu cy ynopeheHu ca HajOO/bUM pe3y/ITATUMAa ITPE3EHTOBAHUM Yy
JIITEpPATYpPHU 3a pa3MaTpaHu IIPobJieM, KOju Cy JIOOUjeHr JIBeMa MeTodaMa Pa3BUje-
uuMm y okBupy DIMACS nosusa 2012. roguae. Ocum Tora, 1006UjeHN pe3yITaT Cy
yropeheHm u ca pe3yJTaTUMa IIecT MeTojia pa3BujeHnx HakoH 2012. rommre Koje
cy ce w3aBojuJie y juTepaTypu. AHajm3a pesysrara je moKasaJia Jia MpejiozKe-
na ADVNDS wmerosa magmartyje nmocrojehe merose u monpas/ba Hajb0/ba TO3HATA
pemtesa Ha 9 ox 13 remkux DIMACS maCcTaHIM.

Kako kracrepoBame MaKCUMU3AINjOM MOIYJIAPHOCTH HHUje TMOTOIHO 32 OTKPU-

Bambe MaJIUX KJlaCTepa Yy MpezKaMa BEJIMKUX ,ZLI/IMeH3I/Ija YaK 1 Ka/la Cy O9urJjieJJau, y
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OKBUDY JIcepTaIlje je pejiozKeHa HoBa Mepa Koja je Ha3pana E-dynkmuja. Kpos
Tpu TBpDhema MOKAa3aHO je Jla HOBa Mepa IPeBa3ujIa3u HEJIOCTATKEe KOjU KapaKTe-
PUIIy MOJYJIAPHOCT M UMa MOTEHIHjaJ 38 UICHTU(MUKOBAHE KJIACTEPA Y MPEXKHU.
3a morpebe jeTasbHOT TeCcTHpamba W nopehema mnpeiokere E-pyHKIMje U MO-
JIyJIADHOCTHU Pa3BUjeHA je TeHepUYKa MeTOJa NMPOMEH/bUBUX OKOJMHA. PadyHCKu
CKCIIEPUMEHTHU CIIPOBEJCHU Cy Ha I'€EHEpHCaHMM KW pPE€aJIHUM HHCTaHIlaMa W3 JIMTE-
parype 3a Koje je UcIpaBHa II0oje/la Ha KjacTepe mo3Hara. Jlobujenu pesynaratn
noTBphyjy Teopmjcka pa3MaTpama U MOKa3yjy Ja ce ontuMmusanujom E-dyaKmumje
Ha CBUM HMHCTaHIIaMa MOI'Yy I/I,Z[eHTI/I(bI/IKOBaTI/I OY€KHNBaHU KJIaCTEpPH.
HcrpazkuBama CIpoBejieHa Y OKBUPY OBE JIMCEPTAIIUje J1ajy BarKaH JIOTPUHOC
y peliaBaiby MpodJieMa KJIacTEPOBambha, Kao U 00JaCTUMa KOMOMHATOPHE OIITUMHU-
3alije U MaIllMHCKOT y4uerma. HajBaXKHuju pe3ysiTaTu KOju MPeCcTaB/bajy HaydIHU

JOIPUHOC OBe JIcepTalyje cy:

e Pa3zsoj Hoe merTosie (ADVNDS) koja je 3acHOBaHa HA METO/IU IIPOMEH/bUBUX

OKOJINHA 38 MAaKCUMU3AIHU]y MOJYJIapPHOCTH.

e Hosu npuctym 3a npeBa3miazkeme JJOKATHUX MAKCUMyMa MOJTYJIAPHOCTH KO-
ju ce jeTHOCTAaBHO MOYKe IIPUMEHUTHU IPUIUKOM pelllaBamba JIPYrux mpobema

MaTeMaTHu4dKe OHTI/IMI/IBaHI/Ije.

[ J HpI/IMeHa IIpeaJjIozKeHe METOJe KJlaCcTepOBalba M IIpeJCTaB/baib€ HOBUX IIO-

OOJBITIAHUX PEe3yJITaTa y OJHOCY Ha MO3HATE pe3yJITare U3 JUTEPATYPE.

e Koncrpykumja nose dyuknuje (E-dyHknuja) 3a Mepeme KBajuTera napTu-
IIMOHUCAhA MPEXKe KOja NMPEeBa3UIa31 HEJIOCTATKE YOUeHe JIeTAaJbHOM aHAJIH-

30M MOJYJIapPHOCTH.

e Pa3Boj renepuuke MeTOJle TPOMEH/BUBUX OKOJMHA 3a ONTUMU3AIU]Y ITPOU-

3BOJbHE peasiHe (PYHKIIMje KOjOM ce MepU KBAJUTET MapTHIHje.

o [Ipumena remepuydke MeTOE TPOMEH/BUBUX OKOJIMHA 38 KJIACTEPOBAHE KOM-
IJIEKCHUX MPeXKa MaKCUMUu3alujoM MojyiaapHoctu u E-dyHkiuje y3 Busya-

JIM3aIujy u nopeherme pe3ysarara.

Pezynraru oBe gucepraryje orBapajy HOBe MOI'yNHOCTH 33 UCTPAaYKUBAIHE TIPO-
OJ1eMa PaCIIMHYTOT KJIaCTepoBambha M KJIACTEpOBarhba Ha BUIIECTOjHUM MPEKama
momudukanujom ADVNDS merome. Ocum 3a MaKCHMU3AIU]Y MOLYJIAPHOCTH, IIPe-

mioxkenn AD kpurepujym npuxBaTama JIONIK]er PeIiemha ¢e MOKe IIPUMEHUTH [TPU
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pelaBamy APyTrux MpodjiemMa ca CJIMYHUM KapakTepuctukama. lIpasmu nasper mc-
TpakuBarma MOry OuTu yommraBame E-dyHKIHje 3a KIacTepoBambe TeXKUHCKIX
MpeKa WU Pa3BUjarbe CIENNjaJIn30BaHIX METOJa ONTUMHU3AIMje KOje Cy ce IMOKa-
3ajie Kao epuKacHe 3a MaKCUMHU3AIUjy MojyiaapHocTu. Taxobe, morojno je pas-
MOTPHUTHU KJIACTEPOBAILE BUIIEKPUTEPU)YMCKOM ONITUMU3AIN]OM MOIyIapHoCcTH, F-

dyHKIMje n APYyTrUX MPejIoKeHnx (PyHKIUja U3 JIMTEPATYPE.
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Buorpaduja ayropa

Hymran [Tlamuh poben je 28. 7. 1990. rogune y Kpymesiy. Ocuosay 1mikosty ,Hu-
koJiaj Beaumuposuh” u rumansujy ,,Ceetun Tpudyn” y AtekcanapoBIly 3aBpIIrO
je ca omymynuM ycriexoMm. Maremaruuku dakysirer y Beorpagy ymucao je 2009.
romute. urmiomupao je y jyny 2013. romumue Ha cmepy Maremaruka (MOmys
PaaynapcrBo n mndopmarnka) ca mpocedrnom orerom 9,36. Macrep akazeMcke
cryauje 3aBpino je 2014. romguue ca npoceunom orenom 10,00 u ogdpameHoM Ma-
cTep Te30M T0J1 Ha3UBOM ,,PeraBaibe 1mpobiiemMa pacrnopehuBarmba MOCJI0Ba y BUIIIE-
¢da3HO] TPOU3BO/IHU TPUMEHOM XHUOPUIHUX METAXEYyPUCTUUKUX AJITOpUTAMa’” IO/T
meHTopcTBoM ap MupociaBa Mapuha. Ilo 3aBpimeTrky macrep cTyamja ymucao
je JOKTOpCKe cTyjauje cryaujckor mporpama Wudopmarnka, Ha Maremaruwdakom
dakynrery Yuuepsurera y bBeorpajy. Ilosioxkuo je cBe ucnure Ha JOKTOPCKHM
cTynrjama ca mpocedraoM orienom 10,00.

On 2013. mo 2014. roaune pajuo je Ha MatemarudkoM (pakyaTeTy YHUBEP3U-
TeTa y Beorpajy, kKao capa/JJHUK y HACTaBU 3a YKy HaydHy obsacT Maremarmaka
aHaju3a. Y 3UMCKOM cemecTpy mikoJicke 2013/14. u3Boimo je mpakTukyMm /BexKOe
Ha npeamernva Amammsa 1A u Maremaruka 111 (®usuuku dakyarer). O me-
nemOpa 2013. rommre 3amocien je Ha PakyysTeTy OPraHU3AIMOHUX HAyKa Y HU-
Bep3uTeTa y Beorpajy, Kao capaJHuK y HacTaBu, a o jgereMbOpa 2015. roaune
Ka0 aCUCTEHT, 3a YKy HaydHy obsjact MaremaTmydke METOHE y MEHAIIMEHTY U
nadopmaTunu. o caza je u3Boano BexkOe Ha mpeamernma Maremaruka 1, Ma-
remaTuka 2, Maremaruka 3 u {uckperne MareMaTuydke CTPyKType. Y aHKeTama
3a BpETHOBAIbE IIEIATOIIKOT PaJia OJI CTPAHE CTY/AEHATA PEJOBHO je OIEeHhUBAH BU-
cokuM oreHama. KoayTop je nBe 30upke 3ajiaTaka u3 mpejavera MaremaTtuka 2 u
MaremaTtuka 3 Koje ce KOPUCTE Kao OCHOBHA JimTepaTypa Ha PakyaTeTy OpraHu-
zanmonnx Hayka. Ox 2014. romwHe YjaH je KOMHUCHjE 33 CACTaB/baibe 3a1aTaKka
3a npujemHn ucnuT n3 Maremartnke, Ha PakyaTeTy OpraHu3anuoHnX Hayka. Ha

rakmudery ,,OOH Xakaron” 6mo je crpyaru merrop 2018. u 2020. rogune. Yran



je Hpymrea maremarnaapa Cpbuje ox 2016. rommme. Og 2018. roguHe wiaH
je yapyxema ,Miajim marematndap’ Koje opranusyje MehyHapoJHO TaKMUYEHe
»Moct maremaruke”. Ox 2014. rogune aKTUBHO yYeCTBYje y pajy rpyie 3a odpa-
30BHU codTBep HA MaremMaTuakoMm (paKy/ITeTy.

Opx 2015. mo 2021. romwre Omo je wiaH mpojekTa ,MareMaTudku MOIean u
METO/Ie ONTUMU3AIMje BeJMKuX cucreMa’, mpojekar Op. 174010, MunucrapcTsa
IPOCBETE, HAYKe W TEXHOJIONIKOT pa3Boja Pemybsmke Cpouje. Ayrop je 18 mybim-
Kalyja — Hay9IHUX pajioBa myOIMKoBaHuX y MehyHapomHuMm daconucuma (of] dera
4 na SCI smmcrn), 36opHuIMa pajoBa ca MeyHAPOIHUX U HAIMOHATHUX HAYYHUX
CKyTIOBA 00jaB/HEHUX y MEJIMHU WU U3BOJy. DBHO je wian opranusainoHor 0100pa
baJikaHCKe KOHpepeHIje o omeparmonnM ucrpaxkuBamuma — BALCOR 2018 u

MeD)yHApPOIHOr CUMIIO3HjyMa O OIeparmoHnM ucrpaxkupamuma — SY MOPIS 2019.



Mpwnor 1.

UsjaBa o ayTopcTBY

Motnucanun-a _HywaH Llamuh

6poj nHaoekca 2033/2014

UsjaBrbyjem

[Ja je JOKTOpCKa gucepTtaumja nog Hacnosom

Hose meTone KnactepoBaka Ha KOMMJIEKCHUM MpeXXaMa

e pesynTaT COMNCTBEHOr UCTpaXMBaYKor paaa,

e [a npeanoxeHa avceprauuja y LenuHM HX Y AenoBuMa Huje buna npeanoxeHa
3a gobujare GUNO Koje OMnNnome npemMa CTYAMjCKUM nporpamMmvma apyrux
BMCOKOLLIKOFICKMX YCTaHOBA,

e [a cy pe3ynTaTu KOPEKTHO HaBeLEeHM U

e [a HMCaM KpLUMO/fa ayTopcka npaBa W KOPUCTUO WHTENEKTyarnHy CBOjUHY
APYrux nuua.

MoTnuc pgokTopaHaa

Y beorpagy, 17. 3. 2021.




Mpunor 2.

U3jaBa 0 MICTOBETHOCTM LUTaMMNaHe U efieKTPOHCKe
Bep3unje AOKTOPCKOr paaa

Mme n npeanmve aytopa _AywaH Llamuh

Bpoj uxaekca _2033/2014

Cryaujcku nporpam WHdopmaTtuka

Hacnos paga HoBe MeTofe knacTepoBaha Ha KOMMMEKCHUM MpexamMa

MeHTop _npod. Ap Mupocnas Mapuh

M3jaBrbyjem ga je wramnaHa Bepsuja MOr JOKTOPCKOr paja WUCTOBETHA eneKTPOHCKO)
BEp3nju Kojy cam npegao/na 3a objaBrbuBawe Ha noptany [AurutanHor
penosutopujyma YHuBep3uteta y beorpaay.

[osBorbaBam ga ce obGjaBe MOjM NMYHKM NoJaun BesaHu 3a Aobujare akagemckor
3Barba JOKTOpa Hayka, Kao LTO Cy MMe U npe3ume, rogmHa n Mecto poherwa n gatym
ogbpaHe paga.

OBM nNu4yHM nopaum Mory ce o06jaBUTM Ha MPEXHUM CTpaHuuama JaurutanHe
GubnuoTteke, y eNeKTPOHCKOM KaTanory u y nyénukauvjama YHuBep3suteTa y beorpaay.

MoTtnuc pokropaHaa

Y Beorpagy, 17. 3. 2021.




Mpwnor 3.

UsjaBa o kopuwhewy

Osnawhyjem YHuBepsauTeTcky 6ubnuoteky ,CBetosap Mapkosuh® ga y [OurutanHu
penosntopujyMm YHuBepsuTeTa y Beorpagy yHece Mojy OOKTOPCKY AucepTaumjy nog
HacnoBomM:

Hoee meTone KnacrtepoBata Ha KOMIMJIEKCHUM MpeXaMa

Koja je Moje ayTopcKo gerno.

[ucepTauujy ca ceBum npunosmma npegao/na cam y efnekTpoHCKoM dhopMaTy NorogHoM
3a TpajHO apxuBMparse.

Mojy gokTopcky aucepTauunjy noxparweHy y [urntanHu penosvtopujym YHusepsuteTa y
Beorpagy mory oa kopucte CBM KOju nowiTyjy ogpenbe cagpxaHe y ogabpaHom Tuny
nuueHue KpeatusHe 3ajegHuue (Creative Commons) 3a kojy cam ce oany4duno/na.

1. AyTopcTBO

2. AyTOpCTBO - HEKOMEpPLUjanHo
@AyTopCTBo — HeKomepumjanHo — 6e3 npepage

4. AyTOpCTBO — HEKOMEPLMjanHo — AenUTU No4 UCTUM yCroBuMa
5. AytopcTtBo — 6e3 npepage

6. AyTOopCTBO — OenuTu nog NCTUM ycrioBmma

(Monnmo ga 3aoKpyuTe camo jedHy O LecCT MOHyheHuX nuueHuu, KpaTak onuc
NUUeHUK gar je Ha nonefuHu nucta).

MoTnuc pokTopaHaa

Y beorpaay, 17. 3. 2021.
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