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1 Uvod

Kada bi se istrazivalo dokle seze pojam algebre, stiglo bi se ¢ak do doba
Vavilona i do njihovog trazenja nacina za reSavanje matematickih problema.
U isto vreme su Grci te probleme resavali geometrijski da bi potom nastavili
da razvijaju matematiku koja je dosta napredovala jo§ do doba Platona.

Slika 1: Stari Grei

Skolska algebra se, grubo re€eno, bavi izu¢avanjem odnosa izmedu broje-
va, kao i povezivanjem izmedu poznatih i nepoznatih veli¢ina. Da bi ucenici
lepo razumeli algebru koja se uci u srednjoj skoli, bitno je na pravi nacin ih
uvesti u taj svet brojeva jos u osnovnoj skoli.

Kao $to vremenom proSiruju svoje znanje iz skupa prirodnih brojeva na
skup celih brojeva, pa kasnije na skupove racionalnih i realnih, tako i one
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temelje o polinomima sada Sire i na skup kompleksnih brojeva. Kvadrat bi-
noma i zbir i razlika kvadrata ¢e i sada koristiti, samo dopunjeni kubom
binoma i zbirom i razlikom kubova. Trazenje najveceg zajednickog delioca i
najmanjeg zajednickog sadrzaoca vise nije vezano samo za cele brojeve, veé
se na odredeni nacin trazi NZD i NZS i za polinome. Kako se to radi u
skoli, kako znati da li se mogu uvek pronaéi i da li uopste postoje? O tome
¢e, izmedu ostalog, biti re¢i u daljem tekstu.

Operacije sabiranja, oduzimanja, mnoZenja i deljenja su definisane nad
polinomima i kada je re¢ o kompleksnim koeficijentima. Vazno je naglasiti
da je ovde uvek mogucée deljenje sa ostatkom, za razliku od deljenja bez
ostatka, slicno kao i za cele brojeve. Kada bi se posmatrali svi polinomi
nad poljem realnih ili kompleksnih brojeva i njihove operacije sabiranja i
mnozenja, dobila bi se algebarska struktura prsten.

Za razliku od polinoma nad skupom R, za polinome sa kompleksnim koe-
ficijentima vazi Osnovna teorema algebre. U vezi sa tim, biée reci i o nulama
polinoma: realnim, kompleksnim, jednostrukim, dvostrukim itd. Zahvaljujuéi
njima, polinom se moze faktorisati, tj. rastaviti na ¢inioce.

I Vijetove formule ¢e se proSiriti na polinome sa kompleksnim brojevima.
One omogucavaju nov na¢in za reSavanje algebarskih jednacina oblika
P(z) = 0, pri ¢emu ¢e se koristiti veza izmedu nula polinoma i njegovih
koeficijenata.

Kada se ucila Pitagorina teorema, receno je da su piramide u Egiptu
sagradene zahvaljujué¢i njoj, da ima dosta primena od tada pa do danas.
Razmera se koristi svakodnevno, mi ili nase mame i bake prave¢i neke od
omiljenih jela. Gde se sve mozZe primeniti znanje vezano za polinome?

Neka znanja koja se steknu iz matematike mozda nisu uvek direktno pri-
menjiva. Ona deluju pritajeno, iz pozadine. Polinomi se prozimaju kroz mno-
ge grane matematike. Jedna od prvih stvari koja je naucena vezano za geome-
triju je povrsina kvadrata. Njena formula je polinom. Mnoge druge formule
za povrsinu i zapreminu su takode polinomi. Funkcije koje ¢ine neke real-
ne konstante i promenljiva su polinomi. Njihova primena je Siroka, pa i sve
novo $to se nauci o polinomima bic¢e od koristi za trazenje novih nacina za
reSavanje pojedinih zadataka.



2 Stepen ¢iji je izlozZilac prirodni broj

Jos u ¢etvrtom razredu ucenici su se susreli sa pojmom povrsine kvadrata
i da je ona P = a - a, ako je a njegova stranica. U sedmom razredu su se
ponovo vratili na to kada je bilo re¢i o kvadratu racionalnog broja i tada su
naucili novi zapis za povrsinu kvadrata. Sada se ona obelezava sa P = a?.
Dakle, zapis a - a se moze zapisati i kao a.

Treba primetiti da se u zapisu a? broj a pojavljuje dva puta. Shodno
tome, a-a-a=a® a-a-a-a=a*itd.

Definicija: Stepen ¢iji je izlozilac prirodni broj je zapis a”, gde je a iz
skupa realnih brojeva i naziva se osnova stepena, a n neki prirodan broj i
naziva se izlozilac. Ukoliko je n = 1, onda je a" = a.

Vrednost a™ zavisi od toga da li je n paran ili neparan broj. Ukoliko je
n paran, onda je a™ uvek pozitivno, a ukoliko je n neparan, razmatraju se
sluc¢ajevi u zavisnosti od a:

- Ukoliko je a negativno i a” je negativno.
- Ukoliko je a pozitivno i a” je pozitivno.
- Ukoliko jea =01 a™ = 0.

Primer:
a) (=3)* = (=3) - (=3)-(=3) - (=3) =81
b) 52 = 25
c) (=1)?=(=1)-(=1) - (=1)=~1
d)0*=0-0-0=0.

3 Operacije sa stepenima

3.1 Mnozenje stepena jednakih osnova

Kako se mnoze stepeni koji imaju jednake osnove? Odgovor na ovo pitanje
se lako vidi iz sledeceg primera.

22.23=(2-2)-(2-2:2)=2-2.2.2.2=2°

Odavde sledi da je 22 - 23 = 25,

Tvrdenje: Proizvod stepena a™ i a”, gde su m i n prirodni brojevi, se
dobija tako Sto osnova stepena ostaje ista, a izlozioci se saberu.

a”-a" =a™", m,n €N



3.2 Deljenje stepena jednakih osnova

Kako se dele stepeni jednakih osnova, najlakse ée se zakljuciti na primeru.
31 _ 3333 _ 92 _ 34-2

32 — .

%akljuglfje se da se, za razliku od mnozenja stepena jednakih osnova, kod
deljenja izlozioci oduzimaju.

Tvrdenje: Stepeni jednakih osnova se dele tako Sto osnova ostaje ista, a
izlozioci se oduzmu.

am™

S=am", gdejem,ne€N,m>n,a#0.

3.3 Stepen stepena

Sada kada je nauCeno mnoZenje i deljenje stepena, postavlja se pitanje
kako da se stepenuje stepen? Kako, na primer, izrac¢unati (22)2? Moze li se
iskoristiti znanje o stepenima koje je ve¢ steceno? Naravno da da. Sve ono
Sto se nauci, predstavlja temelj za nesto sto ¢e se tek raditi.

Primer:

(32)3 — 32.32.32 — 32+2+2 _ 323 _ 36

Tvrdenje: Stepen stepena (a™)™, gde su m i n prirodni brojevi, se dobija

tako sto se izlozioci pomnoze, a osnova ostaje ista. Dakle, vazi sledece:

3.4 Stepen proizvoda i koli¢nika
3.4.1 Stepen proizvoda
Primer: (3-5)2=(3-5)-(3:5)=(3-3)-(5-5) = 3%.52

Kako bi se sada mogao definisati stepen proizvoda?
Tvrdenje: Proizvod dva broja a i b se stepenuje tako Sto se stepenuje
svaki ¢inilac posebno.

(@a-b)™"=a™- 0™

gde je m iz skupa prirodnih brojeva.

3.4.2 Stepen koli¢nika

Sli¢no stepenu proizvoda se definise i stepen koli¢nika.



Moze se uzeti koli¢nik dva broja, na primer 2 i 5, i treba odrediti treéi

stepen ovog koli¢nika. To se radi na sledeé¢i nacin.
(2)3 _ 2.2 2 _ 222 _ 23

5 555 555 53

Tvrdenje: Koli¢nik brojeva se stepenuje tako sto se stepenuje i brojilac
i imenilac datim stepenom.

To znaci da je:
m

() =%

gde je m iz skupa prirodnih brojeva. Bitno je naglasiti da imenilac, u ovom
slucagu b, mora biti razlicit od 0.

4 Algebarski izraz, brojevna vrednost izraza

Jo§ u ranijim razredima daci su se susreli sa pojmom izraz. Najprostije
receno, izraz je sastavljen od brojeva i znakova matematickih operacija koji ih
povezuju. Takvi izrazi se nazivaju brojevni izrazi. U izraz se, pored brojeva,
moze ubaciti i promenljiva. U tom sluc¢aju se dobija algebarski izraz.

Primer:

a) brojevni izraz: =5 -8, 3 — 2*
b) algebarski izraz: 6 — x, 2 -z + 10, % + 2 itd.

Definicija: Kada se u izrazima pojavljuju samo racionalne operacije (sa-
biranje, oduzimanje, mnozenje i deljenje), takvi izrazi se nazivaju racionalni
algebarski izrazi.|1]

Ako se u racionalni algebarski izraz ubaci operacija korenovanja, onda to
viSe nije racionalni algebarski izraz jer korenovanje nije racionalna operacija.
Primer za to je /y + 6.

Promenljivoj u izrazu se moze dodeliti konkretna vrednost, neki realan
broj, i potom izracunati izraz. Tako se dobija brojevna vrednost izraza.

Ako se u racionalni algebarski izraz 10-x+ 7 ubaci vrednost x = 5, dobija
se sledece:
10-5+47 = 50 + 7 = 57, $to je brojevna vrednost izraza ili krac¢e rec¢eno
vrednost izraza.

Primer: Izracunaj vrednost izraza 3a* + 4a — 8 ako je a = 4.

Resenje:
3a° +4a — 8 =

3-424+4-4-8=



3-16+16 —8 =484 16 — 8 = 56.

5 Polinomi

Kao $to je na pocetku receno, najvazniji medu izrazima o kojima je bilo
reCi su polinomi.

Definicija: Polinom je ceo racionalni algebarski izraz, i on sadrzi bro-
jeve, kao i promenljive. Oni se medusobno povezuju operacijama sabiranja,
oduzimanja i mnozZenja.

Definicija: Celi racionalni algebarski izrazi su izrazi u ¢ijem formiranju
ne ucestvuje operacija deljenja izrazom koji sadrzi promenljive.

Neki od primera za polinome su: 22 +x, 11-x, %—a:, V5422, 2246-24+8.

U zavisnosti od toga od ¢ega se sastoje, polinomi se mogu podeliti na
monome, binome, trinome...

Definicija: Monomi su vrsta polinoma koji sadrzi samo brojeve, promen-
ljive i operaciju mnozenja, bez sabiranja i oduzimanja.

Primer: 42%y3, 8y2°, 13zyz...

Brojevi koji se nalaze u monomu se nazivaju koeficijenti monoma. Ako
se monomi razlikuju samo po koeficijentima, oni su sliéni (2x i 5z, 3z%y i
—5a%y).

Kada se dva monoma saberu ili oduzmu, dobi¢e se binom, a ako se saberu
ili oduzmu tri monoma, dobice se trinom. Bitno je naglasiti da se kod binoma
i trinoma sabiraju i oduzimaju nesli¢ni monomi, jer da su u pitanju sli¢ni,

kao rezultat bi se opet dobio monom (422 — 62% = —22?).
Primeri za monome, binome i trinome:
- monomi: 423, —2zy%23

- binomi: 5z +y, 2% —yz
- trinomi: z +y + 2z, 3x — 2y + 422

Svaki polinom se moze napisati u kanonskom obliku
P(z) = apx™ + ap_12" " + ... + a1 + ay, (1)

x je promenljiva, a koeficijenti a,,a,_1,...,a1,a9 su realni brojevi, dok n
pripada proSirenom skupu prirodnih brojeva.
P(z) je zapravo funkcija koja zavisi od promenljive x i slika neki realan broj
u drugi realan broj, tj.

P:R—R.



Ukoliko je prvi koeficijent polinoma predstavljenog u svom kanonskom
obliku a,, # 0, onda se on naziva najstarijim koeficijentom polinoma.

Posto se svaki polinom moze posmatrati kao funkcija, tako se moze iz-
ra¢unati i njegova vrednost u nekoj tacki. Ako, na primer, treba izracunati
vrednost polinoma u tacki z = 5, ra¢unace se P(5).

Primer: Izracunati vrednost polinoma P(x) = x* +2x? + 1 — 6 u tacki 2.

P2)=2"+2-224+2-6=8+8+2—-6=12.

U prethodnom primeru poslednji ¢lan, tj. broj 6, se naziva slobodni
¢lan. On se dobija za vrednost polinoma u tacki 0, tj. P(0). Ako polinom
ima samo slobodni ¢lan, kaze se da je on nultog stepena, dok se za polinom
P =0, kaZe da nema stepen.

Da bi se izracunao zbir koeficijenata nekog polinoma, potrebno je nadi
njegovu vrednost u tacki 1, tj. P(1).

Primer: [zracunati zbir koeficijenata polinoma P(z) = —3x3+4x* —z+5.

Resenje: Posmatra se polinom u tacki x = 1.

P(1)=-3-14+4-1—145=-3+4+4=>5.

= Zbir koeficijenata je 5.

Uzimajuci u obzir sve navedeno, polinomi se mogu definisati na sledeca
dva nacina:

Definicija 1: Dva polinoma P i () su jednaka ako imaju identi¢ne ka-
nonske oblike, tj. ako imaju jednake stepene i jednake sve odgovarajuce
koeficijente:|3]

P(ZE) = anQJn + an_ll‘n_l +...+a1xr + ag
Q(l’) = bniCn + bnfll'nil + ...+ bll' + bo
CLn - bn, ,a,]_ — b].7a0 — bO

Definicija 2: Polinomi P i ) su jednaki ako su jednake odgovarajuce
funkcije, tj. ako vazi da je P(x) = Q(z) za svako = € R.|3|

Napomena: Sta bi to bila promenljiva, a $ta nepoznata? Bitno je dobro
razgraniciti jedan pojam od drugog.

Promenljiva govori o ponaSanju neke funkcije, tj. blize je opisuje. Za nepo-
znatu se racuna konkretna vrednost. Promenljiva se pojavljuje kao argument
funkcije, dok se nepoznata nalazi u jednacinama, sistemima itd.



Polinom je na pocetku ovog poglavlja definisan kao ceo racionalan al-
gebarski izraz koji sadrzi brojeve i promenljive, dok je u nastavku teksta
posmatran polinom koji sadrzi samo jednu promenljivu. Zbog ¢ega je to ta-
ko? Objasnjenje je usko povezano sa prstenom polinoma jedne promenljive
K|[x] i prstenom polinoma vise promenljivih, K[xq,xs, ..., z,], za neko n iz
skupa prirodnih brojeva. Dobro je prvo podsetiti se §ta je to prsten i koje su
njegove karakteristike.

Definicija: Prsten je algebarska struktura sa slede¢im osobinama. Neka
je S neprazan skup i neka su * i o binarne operacije koje vaze na tom skupu.
Ako vaze sledeée osobine, onda se struktura (.5, *, 0) naziva prsten[4]:

1. (S, %) je komutativna grupa;
2. (S,0) je semigrupa;
3. za svako x,y, z iz skupa S vazi da je

xo(yxz)=(rxoy)x(roz)

(yx2)ox=(yox)*(zo0x).

U prethodnim osobinama bilo je re¢i o pojmovima komutativna grupa i
semigrupa. Komutativna grupa je uzi pojam grupe, dok je semigrupa vrsta
grupoida, ili ta¢nije rec¢eno asocijativan grupoid.

Komutativna (Abelova) grupa je grupa u kojoj vazi zakon komutativnosti.
Semigrupa je grupoid u kome vazi zakon asocijativnosti.

U toku osnovnoskolskog i srednjeskolskog obrazovanja je predvideno da
se ucenici upoznaju sa polinomima jedne promenljive iz razloga Sto prsten
polinoma K[z]| ima ista svojstva kao i prsten celih brojeva. Otuda je u daljem
tekstu re¢ o polinomima jedne promenljive.

5.1 Kvadrat binoma i razlika kvadrata

Kada je re¢ o polinomima, u Skolskoj matematici postoje dve jako bitne
formule: formula za kvadrat binoma i formula za razliku kvadrata.
I jedna i druga se lako izvode primenjujuéi znanje o polinomima koje je veé
steceno. Prvo ¢e biti prikazana formula za kvadrat binoma.
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(X +Y)* =
(X4+Y)- (X +Y)=
X X+X-Y+Y - X+Y V=
X2 42XY +Y?

Kvadrat binoma jednak je zbiru kvadrata prvog ¢lana, dvostrukom
proizvodu prvog i drugog ¢lana i kvadrata drugog ¢lana.[1]

Kada je u pitanju oduzimanje, ono se oslanja na prethodnu formulu:
(X-Y)P?=(X-Y)X-Y)=X-X-X-Y-Y-X+Y.YV = X?2XY +Y?
Dakle, formule za kvadrat binoma su sledece:
(X +Y)?P=X>+2XY +Y?
ako je u pitanju zbir, a ako je u pitanju razlika:

(X —Y)?=X?-2XY +Y2

EWADRAT BENDOMA

3 5 N P 3 3 5
(- = o = 2mb + i fr—b]" = — 20l + &

Slika 2: Kvadrat binoma prikazan geometrijski. Slika preuzeta sa sajta
www.mathos.unios.hr/ mdjumic/uploads/diplomski/TOM?20.pdf
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Kada se posmatra povrsina velikog kvadrata, njegove stranice su a + b.
S druge strane, ona se moze posmatrati i kao zbir dva mala kvadrata, jedan
je stranice a, a drugi ima stranicu b i dva ista pravougaonika ¢ije su stranice
a i b. Odatle sledi formula za kvadrat binoma a 4 b. Na identi¢an nacin se
geometrijski dokazuje formula za kvadrat binoma a — b, samo je u pitanju
kvadrat sa drugim stranicama.

Primer: Izracunati kvadrat binoma 2x + 5:

(22 +5)? = (22)2 +2- 22 - 5 + 5% = 4 + 20z + 25.

Druga formula je formula za razliku kvadrata. Ona se, takode, dokazuje
samo primenom ve¢ naucenog. Kreée se od proizvoda razlike i zbira dva
monoma. Dobija se sledece:

(X —Y) (X +Y)=
X X+X Y-Y - X-Y Y=
X?_yQ

Razlika kvadrata dva monoma jednaka je proizvodu njihovog
zbira i razllike i glasi:|1]

X2P—Y2=(X-Y) (X +Y).
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Slika  3: Razlika kvadrata prikazana geometrijski.  Slika  pre-
uzeta sa sajta https://edutorij.e-skole.hr /share/proxy /alfresco-
noauth/edutorij/api/proxy-guest/73c5bb27-be21-4b73-8c51-
b870346153a7/html /2674 Razlika kvadrata.html

Kako se sa prethodne slike izvodi formula za razliku kvadrata? Ako se od
velikog kvadrata stranice a, oduzme mali kvadrat stranice b, dobiée se a® —b?.
Sada se ljubicasti pravougaonik moze prebaciti uz gornju ivicu plavog tako
da sa desne strane ostaje samo mali kvadrat stranice b, dok se sa leve strane
nalazi novi pravougaonik ¢ije su stranice a +b i a — b.

Formule za kvadrat binoma i za razliku kvadrata znatno mogu olaksati
ra¢unanje nekih brojevnih izraza kao na primer:
1525 = (20 — 5)(20 + 5) = 20% — 52 = 400 — 25 = 375.

Zbog ovakvih primena, trebalo bi ih uciti u ranijim razredima. Tu je i
njihova primena u fizici u sedmom razredu.

Primer: Stranice pravougaonika su 2z + 1 i 2x — 1, a povrsina 99 m?.
Izracunati duZine stranica tog pravougaonika.

13



Resenje:
(2x 4+ 1)(2x — 1) =99

(27)* — 17 = 99
422 —1 =199
42* = 100
2 =25
r=5 V x=-5

Duzina stranice ne moze biti negativan broj, pa je reSenje x = 5. Odavde
sledi da su stranice pravougaonika 11 i 9.

5.2 Zbir i razlika kubova. Kub binoma

Formulama za kvadrat binoma i razliku kvadrata se pridruzuju i formule
za zbir i razliku kubova, kao i kub binoma. Kao sto i sam naziv kaze, one se
primenjuju kada ima treé¢i stepen u polinomu.

Teorema(Zbir i razlika kubova): Za neke izraze X 1Y vazi sledece:

X34V = (X +Y)(X?* - XY +Y?) (2)
XY = (X -Y)(X?*+ XY +Y?) (3)
Dokaz se lako izvodi primenom znanja o mnoZenju polinoma.
Dokaz:
(X+Y)(X? - XY +YH =X - XV + XY?+ XY - XY?4+Y? =
X3 4+Y3,
(X =YX+ XY +Y) =X+ XY + XY? - X?Y - XY? -V’ =
X -v?
Teorema(Kub binoma): Za neke izraze X 1Y, vazi da je:
(X +Y) =X +3X%Y +3XY?+Y? (4)

(X —Y)P=X*-3X?Y +3XY?-Y? (5)
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Dokaz:
(X+YP=(X+Y)(X+Y)2 = (X +Y)(X*+2XY +Y?) =

X3 42X%Y + XY? 4+ X?Y +2XY?2 4+ V3 = X3 4 3X?%Y +3XY? +V3
(X-YP=(X-Y)X-Y)=(X-Y)(X?>-2XY +Y?) =
X3 2X%Y + XY? - X?Y 4 2XYV?2 Y3 =
X3 —3X?%Y +3XY?2-Y?

Postoji jo§ jedan zanimljiv geometrijski dokaz teoreme o zbiru kubova.
Treba posmatrati formulu X3 + Y kao zbir zapremina dve kocke.

a+b

Slika 4: Zbir kubova prikazan geometrijski. Slika preuzeta sa sajta
https://profesorka.wordpress.com /

Kada se od velike prizme oduzme zelena i crvena, dobija se|5|
V =a*(a+b) — (abla — b) + b*(a — b))

V =a*(a+0b) —bla—b)(a+b)
V = (a+0b)(a® —bla— b))
V = (a+b)(a® —ab+ b?),
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odakle sledi da je
a® +b* = (a +b)(a® — ab + b?).

Primer: Odrediti kub binoma 2z — 3.
Resenge:
(20 —3)* = (22)* =3 -42* -3 +3-27-3% - 3° =

8x% — 3622 + 54x — 27.

5.3 Rastavljanje polinoma na cinioce

U petom razredu je bilo reci o rastavljanju brojeva. To je koristilo za mno-
ge zadatke koji su posle toga radeni. Kako se sada mogu rastaviti polinomi i
¢emu ¢e sve to da koristi? Broj 72 je rastavljen na sledeé¢i nacin:

72| 2

36 | 2
18 | 2
913
313
1

pasepise daje 72 =2-2-2-3-3=23.32
Isto se moze raditi i sa monomima, a posle i sa polinomima. Kako, vidi
se na slede¢em primeru.

y=Y-yy
yz=2-2-2-3-y-z

500y =2-5-5-x-x-2-y

Uz pomoé ovoga mogu se rastaviti polinomi. Za to ée od koristi biti i
formule za razliku kvadrata i kvadrat binoma.

Kako rastaviti binom 25x + 5y?
250 4+5y=5-5-2+5-y="50br+y).
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Primer: Rastaviti na cinioce:
a) 16y3 +8xry = 2:2:2-2-y-y-y+2-2-2-2-y = 2-2-2-y(2y° +x) = 8y(2y*+ 1)

b) 152 +202* =3-5-z-2-24+2-2-5-x-x =5 -1-2(3x+4) = 52*(3z +4)

Rastavljanjem polinoma na ¢inioce, zapis se ¢ini lepsim i kompaktnijim.
Kao sto je ve¢ bilo reci, za rastavljanje se mogu koristiti i formule za
razliku kvadrata, za kvadrat binoma, kub binoma itd. Kako? Ako treba da
se rastavi polinom 25 — 422, to se radi na sledeéi nacin:
25 —4x* = 5% — (2z)? = (5 — 2x)(5 +2z)  Polinom je rastavljen uz pomoé
formule za razliku kvadrata

22+ 8x+16 = (x +4)>  Polinom je rastavljen uz pomoc¢ formule za kvadrat
binoma

U nekim situacijama ¢e biti potrebno da se malo sredi polinom pre nego
Sto bude mogucénosti da se rastavi.

I mozda se neki pitaju "Pa $ta ¢e nam sad to?".

Da bi se resile neke jednacine, potrebno je znanje o rastavljanju polinoma
na Cinioce jer drugacije ne bi moglo. To je samo jedan od razloga zasto je
ovo bitno znati.

Primer: Resi jednacinu:

22 —25=0
22 —52=0
(x—=5)(r+5)=0

Ovde postoje dva resenja. Treba prizvati u pomo¢ gradivo ranijih razreda.
Kada je proizvod nula? Proizvod je nula kada je bar jedan od cinilaca
nula. To se primenjuje i ovde. Mora biti bar jedna od zagrada nula, pa samim
tim postoje dva resenja.

Prvo resenje:

Drugo resenje:
r+5=0
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Dakle, resenja su 5 i -5.

5.4 Sabiranje i oduzimanje polinoma

Kada su radeni skupovi prirodnih, celih i racionalnih brojeva, ucilo se
njihovo sabiranje, oduzimanje, mnozenje... Isto tako je bitno nauciti "ruko-
vati"polinomima sa jednom promenljivom i operacijama vezanim za njih.

Postavlja se pitanje kako sabrati dva ili vise polinoma jedne promenljive?

Za pocetak, bitno je napomenuti da kod polinoma vaze zakoni komuta-
tivnosti, asocijativnosti i distributivnosti. Podsec¢anje kako oni glase:
- KOMUTATIVNOST: a+b=b+4+a a-b=b-a
- ASOCIJATIVNOST: (a+b)+c=a+(b+¢c) (a-b)-c=a-(b-c)

- DISTRIBUTIVNOST:
a-(b+c)=a-b+a-c
(a+b)(c+d)=ac+ ad+ be+ bd

Kako se primenjuje zakon distributivnosti, zavisi iskljucivo od onoga sta
nama treba. Neke situacije ¢e zahtevati da se polinom rastavi na ¢inioce,
i tada ¢e se koristiti smer zdesna nalevo. Kada, pak, treba napisati neki
polinom u obliku zbira monoma, to ¢e se uraditi koriste¢i suprotan smer.

Kako se sabiraju dva monoma, najlakse se vidi na primeru.

Primer: Sabrati monome 6x i 11x.

6z 4+ 1lz = (64 11)z = 17x

Monomi koji su sli¢ni se sabiraju tako $to se sabiraju koeficijenti
tih monoma.

Kako se sabiraju dva binoma, trinoma itd.? Za to ¢e biti potrebno sabi-
ranje monoma. Opet videti na primeru kako se to radi.

Primer: Sabrati polinome A = 52> + 3z — 5 i B = 8x% + 6x + 10.

Resenge:

A+ B = (52% + 3z — 5) + (82 4 62 + 10) =

5224+ 3z — 5+ 822+ 6x + 10 =
522 4+ 822 +3x+6x —5+ 10 =
1322+ 92+ 5
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Polinomi jedne promenljive se sabiraju tako Sto se sabiraju nji-
hovi sliéni monomi. S tim u vezi, stepen zbira dva polinoma ne moze
nikada biti veéi od stepena polinoma koji se sabiraju. Isto vazi i za razliku
polinoma.

Kada je re¢ o oduzimanju polinoma, ono se svodi na sabiranje s tim Sto
je potrebno znati $ta su to suprotni monomi.

Kada su radeni celi brojevi, re¢eno je da su suprotni brojevi 5 i -5, 10 i
-10. Sli¢no je i sa monomima.

Definicija: Suprotni monomi su monomi ¢iji su koeficijenti suprotni
brojevi. Na primer 8z i —8x.

Isto tako je i sa polinomima. Polinomu A je suprotan polinom —A i oni
imaju sve monome suprotne. Recimo, polinomu 62> — 5z + 8 je suprotan
polinom —6x2% + 5z — 8.

Sada, posto je utvrdeno Sta su suprotni polinomi, oni se mogu oduzimati.
Oduzimanje se svodi na sabiranje na slede¢i nacin:

A—B=A+(-B)

Umesto da se oduzme polinom B od polinoma A, sabira se polinom A i
polinom —B.
Primer: Oduzeti polinome C' = 102 + 5z — 3 i D = 5z? — 3z + 8.

C — D= (102 + 52— 3) — (52° — 3v + 8) =

(102® + 5z — 3) + (—Ha* + 3z — 8) =
102% + 52 — 3 — 52’ + 3z — 8 =
1022 — 522 + 50+ 37 —3 -8 =

5% 4+ 8x — 11

Polinom C' iz prethodnog primera se moZe zapisati i kao C' = 1022 4 2z +
3z — 3. Ovo je nesredeni oblik.

Definicija: Za polinom se kaZze da je u sredenom obliku ako je zbir
medusobno nesli¢nih monoma.|1]

Jo§ je bitno pomenuti stepen polinoma. MozZe se opet posmatrati pret-
hodni primer. Stepen polinoma C' je 2, isto kao i stepen polinoma D. Kako
se to odreduje?

Definicija: Stepen polinoma je najvisi stepen svih monoma koji ¢ine taj
polinom.[1]
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Primer: Odrediti stepene sledecih polinoma.
a) 6z +3r  Ovaj polinom je stepena 4.
b) 8 Ovaj polinom je stepena 0 posto je sacinjen samo od kon-
stante koja nije 0.

Tvrdenje: Zbir i razlika dva polinoma je polinom.

5.5 Mnozenje polinoma

Sli¢no kao i kod sabiranja, da bi se pomnozili binomi, trinomi... potrebno
je znati mnoziti monome. Obratiti paznju da su monomi "temelj na kome se
gradi kuc¢a". Dakle, mora se prvo nauciti mnozenje monoma.

Primer:

—823y by =—-8-5-23 -2 -y -y = —40xry?

Da bi se izvrsilo mnoZenje dva monoma, prvo se mnoze koeficijenti, a potom
iste promenljive. Kako sad sve to primeniti na mnozenje monoma binomom,
trinomom - na slede¢i nac¢in, primenom zakona distributivnosti:

5z - (2* +5) = 5x - 2* + 5x - 5 = b’ + 252.

Sada ostaje da se nauci kako se mnozi binom binomom, a na isti na¢in i
polinomi viseg stepena.

(22+43)-(52* —2) = 2z-52°+ 22+ (—2)+3-52°+3-(—2) = 102° + 152 — 42 —6.

Kod mnoZenja ovog tipa, primenjuje se ¢uveno "mnozenje svaki sa svakim".
Monomi iz prvog dela (prve zagrade) se mnoze svim monomima iz druge
zagrade vodeéi racuna o znaku koji se nalazi ispred broja. Podrazumeva se
da su polinomi poredani po opadaju¢em stepenu.

Tvrdenje: Proizvod dva polinoma je polinom.

Kako odrediti stepen proizvoda dva ili vise polinoma? U prethodnom
primeru se vidi da je stepen proizvoda polinoma jednak zbiru stepena polinoma
koji ucestvuju u mnoZenju.

5.6 Deljenje polinoma

Za razliku od sabiranja, oduzimanja i mnozenja polinoma jedne promen-
ljive, kada je re¢ o deljenju, situacija je nesto drugacija. Kao sto je bilo reci o

20



deljenju celih brojeva bez ostatka i sa ostatkom, isto to se moze preneti i na
polinome jedne promenljive. Nece se svaka dva polinoma moc¢i podeliti, a da
se dobije "lep polinom". Ceste su situacije kada ¢e postojati ostatak, a kada
se to desava, kako se dele polinomi i kako naci ostatak, videce se u daljem
tekstu.

Definicija 1: Data su dva polinoma A i B. Ako postoji neki polinom ()
tako da se polinom A moze zapisati kao proizvod polinoma B i @), tj.

A= BQ,

onda je to deljenje bez ostatka i kaze se da je polinom A deljiv polinomom
B. Polinom B se naziva delilac, i on mora biti razli¢it od 0, dok je polinom
Q@ koli¢nik.

Primer: Da li je polinom A = x* — 1 deljiv polinomom B = x — 17

Za ovo Ce biti od koristi rastavljanje polinoma na proste ¢inioce.

Re$engje: Polinom A se moZe zapisati kao A = (x —1)(z+1)(z*+1). Sada
je ocigledno da se polinom A moze podeliti polinomom B, gde je koli¢nik
Q= (z+1)(2* +1).

Kao $to je veé spominjano, nece uvek biti moguce ovakvo deljenje poli-
noma, ali ¢e kao i kod celih brojeva uvek biti moguce deljenje sa ostatkom.

Teorema: Neka su A i B polinomi jedne promenljive koji su razlic¢iti od
0. Tada postoje i jedinstveno su odredeni polinomi @ i R, takvi da vaZzi|3|

A= BQ+R. (6)

Polinom R je ostatak, pa samim tim on mora biti stepena manjeg od B.
Postoji vise metoda za deljenje dva polinoma.Na primeru je prikazan
metod koji je slican metodu deljenja celih brojeva.
Primer: Podeliti polinome A i B.
A=32%— 422+ 5r — 1
B=2*>+3x+5

32 —4z? 45z —1)+ (2 +3x+5) =3z — 13+
— 32 — 922 — 152

29x + 64
22 4+3x+5

— 1322 =10z —1
1322 + 39z + 65
29x + 64

Kako se polinom A deli polinomom B? U prvom koraku se posmatra koli-
ko puta se polinom z? sadrzi u 323. Potom se izvrsava mnoZenje i oduzimanje
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kao kod celih brojeva. Postupak se ponavlja dokle god se ne dobije ostatak
koji je manji od delioca.
Dakle, u ovom primeru koli¢nik je,

Q = 3x — 13,

a ostatak
R = 29z + 64.

Jedna od jako bitnih teorema algebre je Bezuova teorema. Ona se koristi
kada treba naci ostatak pri deljenju polinoma, a da se ne izvrsi operacija
deljenja. To svakako skracuje postupak nepotrebnog racunanja i samim tim
Stedi vreme.

Bezuova teorema: Ostatak pri deljenju nekog polinoma P nekim dru-
gim polinomom x — a, pri ¢emu a € R, se dobija kada se nade vrednost
polinoma u tacki a, tj. P(a).

Dokaz: Bezuova teorema se lako dokazuje. Posto se polinom P deli line-
arnim binomom x — a, polinom P se mozZe zapisati u slede¢em obliku:

P(z) = Q(a)(x — a) +r.

Treba voditi rac¢una o tome da, posto se deli polinomom prvog stepena,
ostatak mora biti ili 0 ili neki broji iz skupa realnih brojeva. Polazi se od
dokaza iz suprotnog smera, tj. od ¢injenice da se uzima vrednost polinoma u
tacki x = a. Sada se dobija:

P(a) = Q(a)(a —a) +r

Pla)=r (7)

Sta se desava kada je polinom P deljiv linearnim binomom x — a. O tome
govori sledeca posledica Bezuove teoreme.

Posledica: Polinom P deljiv je linearnim binomom x — a ako i samo ako
je P(a) = 0.

Dokaz: Posto vazi ekvivalencija, posledica ¢e se dokazivati sleva na desno
i zdesna na levo.

Sleva na desno:

P(z) = Q(z)(z —a)
P(a) = Q(a)(a —a)
P(a) =0



Zdesna na levo:

P(a)=0
Pla) = Q(a)(a —a) +r
O0=r

Ostatak je 0 pa je polinom P deljiv polinomom z—a.

Primer: Ne izvodeci deljenje dokazati da je polinom P(z) = (x3 — 8)° +
(22 — 4)3 deljiv sa © — 2.[3]
Resengje: Ovde se koristi posledica Bezuove teoreme. Da bi polinom P(z) =
(23 — 8)® + (2% — 4)3 bio deljiv sa z — 2, potrebno je da P(2) = 0 jer se iz
x — 2 zakljucCuje da je a = 2.

P(2) = (2° —8)> + (2° — 4)®

P(2) = (8 =8)" 4 (4 —4)°
P(2)=0"-0>=0

Odavde sledi da je polinom P(z) deljiv polinomom z — 2.

5.7 Najmanji zajednicki sadrzalac i najveéi zajednicki
delilac polinoma

Kao sto je videno u prethodnim poglavljima, izmedu celih brojeva i po-
linoma postoji dosta slicnosti. Evo jo§ jedne od njih. Najmanji zajednicki
sadrzalac i najveéi zajednicki delilac postoje i za polinome jedne promenlji-
ve, njihova uloga je ista, dok se razlikuju u postupku nalazenja. Kako ih naci,
da li oni postoje i ako postoje, da li su jedinstveni, kako odrediti najmanji i
najveci? Za pocetak je bitno definisati sta su to NZD i NZS za polinome
da bi se uopste moglo dalje pri¢ati o njima.

Definicija: Najveci zajednicki delilac dva ili vise polinoma (NZD) koji
su razli¢iti od nultog je polinom najviseg stepena koji deli poc¢etne polinome.

Definicija: Najmanji zajednicki sadrzalac dva ili vise polinoma (NZ.S)
je polinom najnizeg stepena koji ih sadrzi.

Pomoc¢u Euklidovog algoritma se moze pokazati da ¢e za bilo koja dva
ili vise polinoma uvek postojati NZD i NZS. (Prvi poznati sa¢uvani opis
Euklidovog algoritma se nalazi u Elementima (oko 300. p.n.e.), $to ga ¢ini
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najstarijim numerickim algoritmom koji se jos uvek aktivno koristi.[2]) Ti sa-
drzaoci i delioci polinoma nisu jedinstveni, tj. ako je neki polinom S najmanji
zajednicki sadrzalac, onda ce uslove definicije zajednickog sadrzaoca ispuniti
i kS, za neki broj k > 1. Od svih njih ¢e se u najveéem broju slucajeva, za
N ZS birati oni koji imaju koeficijent 1 uz najveéi stepen.

Slika 5: Euklid iz Aleksandrije

Da bi se trazili NZD i NZS za polinome, prvo se moraju rastaviti na
¢inioce.
Primer: Odredi NZD i NZS za polinome A i B.
A=2—4=(z-2)(z+2)

B=x-2

Odavde sledi da je NZ D polinom oblika z — 2 posto je on delilac i polinoma
A1ipolinoma B. NZS je polinom najnizeg stepena koji sadrzi oba polinoma,
tj. on je oblika (x — 2)(x + 2).
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6 Polinomi nad poljem kompleksnih brojeva

Za pocetak: Sta su to kompleksni brojevi?

Definiciga: Kompleksni brojevi su svi brojevi oblika z = a + bi, gde su
a,b € R, a i imaginarna jedinica, takva da vazi i* = —1.

Prvi deo kompleksnog broja, tj. a se naziva njegov realan deo, Re(z), dok
je realan broj b njegov imaginarni deo, I'm(z). Skup kompleksnih brojeva
se obelezava sa C.

Posto je definisan pojam kompleksnog broja, sada se mogu definisati i po-
linomi nad poljem kompleksnih brojeva. Izmedu polinoma nad poljem realnih
i polinoma nad poljem kompleksnih brojeva ima dosta sli¢nosti. Za pocetak,
i polinomi nad poljem C se definiSu kao funkcija koja, u ovom slucaju, ide
iz skupa kompleksnih brojeva u skup kompleksnih brojeva. Svaki kompleksni
polinom se moze napisati u sledec¢em obliku:

P(2) = ap2" + ap_12" ' + ...+ ayz + ag,

pri ¢emu su koeficijenti a,,, a,_1, ..., a1, ap kompleksni brojevi. Medu njima je
koeficijent a,, najstariji, i ukoliko je a, # 0, onda je n stepen polinoma. U
vezi sa tim se a,2" naziva najstariji élan. Ukoliko je polinom P(z) = ay, tj.
neka konstanta, onda je on nultog stepena, a ukoliko je P(z) = 0, stepen
mu je neodreden i tada se P(z) naziva nula polinom.

Ukoliko polinom P(z) ima vrednost nula u nekoj tacki a, a € C, onda je
a nula polinoma i pige se P(a) = 0.

Bitno je naglasiti da je opet re¢ o polinomima koji zavise od jedne pro-
menljive, s tim $to oni sada imaju kompleksne koeficijente.

Primer: Odredi stepen polinoma P(z) = 22* + 32 — 2.
Resenje: Stepen polinoma P je 2 jer je to najveéi stepen u njemu. Za z = —2
vrednost polinoma P =0, 2+ (—=2)*>+3-(-2)—2=8—-6—2 =0, pa je
z = —2 nula polinoma.
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6.1 Sabiranje, oduzimanje, mnoZenje i deljenje polino-
ma

Kompleksni polinomi se mogu, kao i polinomi nad skupom realnih broje-
va, sabirati, oduzimati i mnoziti, pri ¢emu dobijeni rezultat ostaje u skupu
kompleksnih brojeva. To znaci da je skup polinoma posmatrano nad
poljem C zatvoren.

Sta se desava sa stepenom zbira, razlike i proizvoda?

Stepen zbira i stepen razlike ne moze biti veéi od stepena polinoma koji
se sabiraju ili oduzimaju, dok se stepen proizvoda dobija kada se saberu
stepenovi ¢inilaca.

Primer: Sabrati, oduzeti i pomnoziti polinome P i Q).

P(z)=2"+2i+38

Qz)=2z—-4

Resenje:
P2)+Q(2) =2+ 2zi+8+z2z—4=2+(i+1)z+4

P(2)—Q(2)=2+2i+8—z2+4=2"+(i— 1)z + 12
P(2)Q(2) = (2® +2i +8) (2 —4) = 2* — 42 + 2% — 4iz + 82— 32 =
2 — 42 + 2%+ (—4i + 8)2 — 32
Vidi se da je stepen zbira i razlike 3, §to je isto kao stepen polinoma P(z).
Stepen proizvoda je 4, $to predstavlja zbir stepena polinoma P(z) i Q(z).
Kada je u pitanju deljenje, situacija je sli¢na kao kod celih brojeva. Ako se
posmatraju dva kompleksna polinoma P(z) i B(z), i ako je polinom P deljiv

polinomom B, onda koli¢nik ostaje u skupu kompleksnih brojeva. Polinom
P se moze zapisati kao

P(2) = Q(2)B(z), (8)
gde je Q(z) koli¢nik polinoma P i B.
Primer: [zracunati kolicnik polinoma P i B.

P(z) = 2(z — 1)(22 + 2)

B(z)=z-1
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P(z)  2(z—1)(22+42)
B(z) z—1

Primer: [zracunati kolicnik polinoma P i B.

—2(22+2)

P(z) = 2(22* + 3)

B(z)=2z—1
P(z)  2(22* +3)
B(z)  z-1

Nije moguce podeliti polinome P i B bez ostatka. Kao i u skupu celih brojeva,
deljenje sa ostatkom je uvek moguce. To znaci da se svaki kompleksni polinom
P(z) moze zapisati kao

P(z) = Q(2)B(2) + R(2), (9)

gde je polinom Q(z) koli¢nik, a polinom R(z) ostatak. Ukoliko je taj ostatak
nula polinom, kaZe se da je polinom P deljiv polinomom B. Vazi isto pravilo
kao kod polinoma u skupu R. Ostatak R(z) mora imati manji stepen od
polinoma B(z).

Postupak deljenja je isti kao postupak deljenja nad poljem realnih brojeva.

U prvom razredu je radena Bezuova teorema. Ona se koristila kada je
bilo potrebno odrediti ostatak pri deljenju. Zaobilazio se postupak deljenja i
direktno je racunat ostatak. Ista teorema vazi i sada.

Bezuova teorema(kompleksni brojevi): Neka je P(z) polinom, gde
je z kompleksan broj, i neka je B(z) = z — a, tj. linearan binom. Ostatak pri
deljenju polinoma P binomom B je vrednost polinoma P u tacki z = a, tj.

Napomena: Polinom R(z) je ili nula polinom ili konstanta.
Posledice:
- Ukoliko je P(a) = 0, polinom P(z) je deljiv linearnim binomom z — a.
- Ako je a jedno resenje jednacine P(z) = 0, tada se polinom P moze prikazati
u oblikul4|
P(z) = (2 = a)Q(2). (10)

Ako je polinom P(z) stepena n, onda stepen polinoma ((z) mora biti
n — 1.
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Slika 6: Etjen Bezu

6.2 Nule polinoma

U skupu realnih brojeva se nije za svaki polinom mogla naéi njegova nula.
Na primer, polinom z? + 5 nema vrednost 0 ni u jednoj tacki. Za polinome
nad poljem kompleksnih brojeva vazi nesto drugacija situacija. Nesto vise o
tome govori jedna od teorema, Osnovna teorema algebre i njene posledice.

Osnovna teorema algebre: Svaki polinom P nad poljem kompleksnih
brojeva ima bar jednu nulu.|4]

Posledice:

- Osnovna teorema algebre se koristi prilikom rastavljanja polinoma na ¢ini-
oce:

2 4+1=(z—1i)(z+1)
224+ (T—2))z —Ti= (2 —1)(22 + 7)

itd.
- Svaki polinom P nad poljem kompleksnih brojeva se moze na jedinstven
nacin predstaviti kao

P(z) =an(z —a1)(z — ao)...(z — ), (11)



gde je n stepen polinoma P, a ay, as,...,a, njegove nule.

Za dokazivanje Osnovne teoreme algebre se koristi druga teorema, Osnov-
na teorema o simetri¢nim polinomima, i leme na osnovu koji se zna da svaki
realan polinom neparnog stepena ima i bar jednu nulu u R, da svaki kva-
dratni polinom nad poljem C ima nule u C i da je kompleksan broj z nula
realnog polinoma ako i samo ako je to i z.[6] U ovom radu nije bilo reci o
tome, posto gradivo srednje Skole to ne obuhvata. Dokaz Osnovne teoreme
algebre se zbog svoje tezine radi tek na fakultetu, ali je drugu posledicu lako
dokazati.

Dokaz: Koriste¢i Osnovnu teoremu algebre, zna se da svaki kompleksan
polinom P ima bar jednu nulu, tj. moze se predstaviti kao

P(z) = (2 — 1)1

Posto je z — aq stepena 1, to znadi da polinom (); mora biti stepena n — 1.
Dalje se nastavlja primenjujué¢i Osnovnu teoremu algebre i sada se rastavlja
polinom Q).

P(z) = (2 = a1)(z — 02) Qs
Rastavljajuci polinom ()5 dobija se

P(z) = (z — 1) (2 — a2)(z — a3) Q3

Postupak se ponavlja sve dok se ne rastavi polinom Q,_1 = (z — a,,)ay,
tj. dok se polinom P ne predstavi u obliku

P(z)=an(z —a1)(z —ao)(z — a3)...(z — apn_1) (2 — an).

Da li se ovaj polinom P moze jos nekako faktorisati? Pretpostavimo da
je odgovor potvrdan. Sada se on predstavlja kao proizvod drugih ¢inilaca

P(z) = ba(z = B1)(2 = B2)-..(z = Bn-1)(2 = Bn),
gde je n stepen polinoma P, a (31, 5s,...,0, njegove nule. Bitno je napomenuti
da su nagstariji koeficijenti a,, i b, razliciti od 0.
Leve strane ovih jednakosti su jednake, pa moraju biti i desne.

an(z—a1)(z—ag)(z —az)...(z — 1) (z — a) =

bu(z — B1)(2 = Ba)...(2 = Bu1)(z — Bn)
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Nule polinoma su ay, ..., &, B, ..., Bn. MoZe se uzeti da je z = a;.
an(oy —aq)(a; — ag)(ag — ag)...(; — ap_1) (g — ) =

bu(ar — Bi) (a1 — B2).. (@1 = Bp1)(c1 — B)
0= bp(ar = B1) (a1 = B2)...(1 = Bn—1) (a1 — )

Dalje, leva strana je 0, pa jedan od ¢inilaca, izuzev b,, mora biti 0. Svejedno
je koji se uzima. Neka to bude a; — f3;.

O41—51:O

ap = f
Ponavljajuéi postupak dobija se da su nule jednake, tj. da je ay; = (1, as = Pa,
ey Oy = [, pa vazi da je i a,, = b,. Dakle, faktorizacija polinoma P je je-
dinstvena.

Primer: Da li je polinom P(z) = (2+1)(2—5)? deljiv polinomom B(z) =
z+ 1% Da li je, pak, deljiv polinomom B(z)* = (z + 1)*?

Plz)  (z+1(z-5
B(z) z41 =(=9)
P() _ (415 _ (-5
B(z)? (z+1)2 z+1

Vidi se da je polinom P(z) deljiv polinomom z + 1, ali nije deljiv polino-
mom (z + 1)2. U tom slucaju, jedinica se naziva jednostruka ili prosta nula
polinoma P.

Definicija: Neka je polinom P(z) deljiv polinomom (z — a)¥, pri éemu k
nije veée od n, a nije deljiv polinomom (z — k)**! onda je a nula polinoma
P reda k.|4]

U zavisnosti od toga postoje jednostruke, dvostruke itd. nule.

Primer: Odrediti nule polinoma P(z) = (z —1)*(z + 1)(z — 8i).
Resenge: Vidi se da polinom P ima cetiri nule.

z=1=P(z)=0
z=—-1=P(2)=0
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2=8i= P(2)=0

Nula ¢ je dvostruka, dok su nule -1 i 8 jednostruke.
Kao posledica Osnovne teoreme algebre, polinom P se moze predstaviti
kao

P(z)=an(z —aq)(z — ag)...(z — ).

Svaka od nula aq, s, ..., a,_1, ,, moze biti jednostruka ili visestruka. Zato
se polinom P moZe jo§ preciznije zapisati kao

P(2) = an(z — o)™ (2 — )™ (2 — a)Fm. (12)
Ovo se naziva kanonski oblik polinoma P.

Turdenje: Ako je polinom stepena n, moze imati najvise n nula.

Sta to povlaci za sobom? Zbir stepena ky + ko + ... + k, = n.

Ako polinom P ima stepen n i nulu «a reda n, moze se reéi ili da ima
jednu visestruku nulu, ili n njih.

Ovo tvrdenje ima svoje dve posledice pomoc¢u kojih se saznaju neke oso-
bine polinoma ili njihovi medusobni odnosi.

Posledice:
1. Da bi neki polinom P stepena n bio jednak nuli, svi njegovi koeficijenti
moraju biti 0, tj.

Qs A1y ey A1, G = 0.
2. Da bi neki polinomi bili jednaki, moraju imati jednake koeficijente. Vazi
ekvivalencija.
Dokaz:

=

Neka je polinom P(z) = a,2" + a,_12""' + ... + a1z + ap, a polinom
Q(2) = bypz™ + byp_12™ 1 + ... + b1z + by. Ukoliko vazi da je

Ay = bm,an_l = bm—l; a1 = bl,a,(] = b(],

oCigledno je da je P(z) = Q(2).
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<=
Polinomi P(z) i Q(z) su jednaki,

P(2) = ap2" + ap_12" ' + ...+ ayz + ag,
a polinom
Q(2) = byp2™ + b1 2™+ ...+ by + by,
P(z) = Q(»)

Polazi se od pretpostavke da njihovi koeficijenti nisu jednaki. Neka je polinom
P veceg stepena, tj. n > m. Posto su polinomi jednaki, vazi da je

P(z) = Q(z) =
P(2)=Q(z) = apz"+an_12" " +..4(am— bm)z (@1 —bm—1) 2™ A (a1 —by ) 2+
+(ao — bo) =

= ap = 07 ap—1 = 07 ey A — by, = 07 Ap—1 — b1 = OJ ey A1 — by = 07
ap—by = 0. Dakle, m = nia, = by, ... a; = by, ag = by, 5to je i bilo potrebno
dokazati. \V4

Primer: Odrediti a,b, c,d tako da vazi jednakost:
v =a(x +2)> +b(z+2)+c

Resenge:

2% = ax® + dax + 4a + bz + 2b + ¢

z?a + z(4a + b) + da + 2b + ¢

Izjednacavanjem koeficijenata dobija se sistem

a=1
da+b=0
4a+2b+c=0

Dobijen je sistem od tri jednacine sa tri nepoznate. Jednostavnim reSavanjem
dobija se

a=1
b= -4
c=4.



6.3 Faktorizacija realnih polinoma

Rastavljanje brojeva na proste ¢inioce je prosireno rastavljanjem polino-
ma nad poljem realnih brojeva. Sada se i to znanje uvecava faktorisanjem
kompleksnih polinoma. Sta se zapravo radi? Polinom se faktoriSe tako sto se
rastavlja na nesto $to se dalje ne moze rastaviti, a Sto ¢e biti od koristi za
mnoge zadatke.

Primer: Rastaviti polinom P(z) = 2% — 4 na ¢inioce.

Ovde se primenjuje formula za razliku kvadrata i dobija se

P(z)=(z2—2)(z+2).

Isto tako, pri rastavljanju polinoma mogu biti od koristi i kvadrat binoma,
zbir i razlika kubova, kub binoma, tzv. "izvla¢enje zajednickog ¢inioca ispred
zagrade" itd.

U pomo¢ pri rastavljanju kompleksnih polinoma priskac¢u i teoreme kao
Sto su Osnovna teorema algebre, zatim broj nula nekog polinoma, ali i sve
ono Sto je koris¢eno kada su faktorisani realni polinomi.

Neka je P(z) polinom oblika

P(2) = ap2" + p1 2"+ . Farz+ag, ap,#0
Ako bi on bio predstavljen u obliku ¢inilaca, bilo bi to
P(z)=an(z —aq)(z — ag)...(z — ).

Resenje jednacine
P(z)=0
uvek postoji, o cemu govori Osnovna teorema algebre. Njene nule mogu biti
sve iste, ili pak sve razli¢ite, ali ih moze biti najvise n. To vazi i za reSenja.

Jednacina P(z) = 0 ima tacno n reSenja, istih ili medusobno razlicitih.

Bitno je napomenuti da se govori o skupu C.

Sta se deSava na skupu realnih brojeva? Isto, s tim Sto resenja realnog
polinoma ne moraju biti realni brojevi. Primer koji se ¢esto vida u knjigama
je

> +1=0.
Ova jednacina se ne moze resiti na skupu realnih brojeva, ali na skupu kom-
pleksnih, ona ima dva reSenja, imaginarnu jedinicu ¢ i —i. Hajde da se to
proveri.
?+1=-1+1=0.
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PP+ 1= (=i +1=-1+1=0.

Ovaj primer je dobar uvod u sledece tvrdenje koje je usko povezano sa
brojem resenja realnih polinoma.

Tvrdenje: Ako polinom sa realnim koeficijentima ima kompleksnu nulu
a, onda je njegova nula i konjugovan broj a.

Prvo sledi podsec¢anje sta su to konjugovani brojevi.

Defincija: Konjugovan broj nekog kompleksnog broja z = x + iy je
kompleksan broj koji ima imaginarni deo suprotnog znaka od njega, tj. ima
oblik z — 7y.

Oznaka za konjugovan broj broja z je Z.

Da bi tvrdenje bilo dokazano, potrebno je podsetiti se i nekih svojstava
konjugovanih brojeva:
=Z+4+w

w

kko z € R

Sada se moze vratiti na dokaz tvrdenja.
Dokaz:
Treba posmatrati nule polinoma P(z), tj. jednakost

I
g

g

[l
o

Ll

O W

P(z)=0.
Neka je o nula ovog polinoma, o € C.
P(a) =0.
Posto je polinom P oblika
P(2) = ap2" + ap 12" '+ ..+ a2+ ag

to vazi
P(a) = apa™ 4+ ap_10™ t + ... Faja+ag =0

Sada treba konjugovati prethodnu jednacinu.

A" + a, 10" 1+ . +aa+ay;=0
Primenjujuéi osobine konjugovanih brojeva koje su gore navedene, dobija se

anQ" + ap_a" 1+t aa+a=0
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Dalje je

™ + Gy o+ L+

|
&
+
8l
I
o

Iz osobine broj 3 sledi
ano™ + a1+ Lt a@+ag=0

Odavde je ocigledno da je
P(a) =

Y%

Ovim je tvrdenje dokazano.

Kakav zakljucak se moze izvesti iz ovog tvrdenja? Ako neki realni polinom
ima kompleksnu nulu, odmah se zna da ih ima bar dve. Njihov broj mora
biti paran.

Ako se, pak, zna da je polinom stepena n, pri ¢emu je n neparan broj,
onda on mora imati realnu nulu kao "razliku"od n — 1 do n.

Primer: Faktorisati polinom P(z) = 22% 4+ 223 + 222 — 62 — 12
Resenge:

221 42234222 — 62— 12 =

(22 4+4)(2° - 22 +32-3) =
(z—1)(z* +3)(2z +4)

Ovaj polinom ima 2 realne nule, a to su z = 11 z = —2, i 2 kompleksne

2=iV31iz=—iV3.
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6.4 Vijetove formule

+ 1579. godine, francuski

matemati¢ar Fransoa Vijet,

prvi put za racunanje broja
T Koristi

beskonac nu formulu :

V324 V2Y2+ Y2+ V2
2 2 2

.
=

Slika 7: Fransoa Vijet

Vijetove formule su ve¢ koris¢ene kada su resavane kvadratne jednacine.
Sada se mogu prosiriti i na kompleksne polinome koji imaju stepen veci od
dva. Vijetove formule su dobile ime po matemati¢aru Fransoa Vijetu. One su
od velikog znacaja jer povezuju koeficijente polinoma sa njegovim nulama.
[zracunavanje nula kod kvadratnih jednacina nije toliko komplikovano, ali
kada su u pitanju nule polinoma treceg i visih stepena, situacija je drugacija.
One ¢e u tom slucaju biti od velike koristi.

Svaki polinom P se moze predstaviti u obliku

P(2) = ap2" + p_12" '+ ...+ ayz +ag
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gde je a, # 0. Ako bi se polinom P(z) faktorisao, dobilo bi se
P(z) =an(z —aq)(z — ag)...(z — )

gde su aq, ag, ..., a, nule polinoma koje mogu medusobno biti jednake. Leve
strane ovih jednakosti su iste, pa vazi:

2"+ ap 12" az Fag = an(z — 1) (2 — ). (2 — o)
Treba krenuti od polinoma stepena 2:

P(2) = ay2® + a1z +ag, as #0

P(z) = as(z — o) (2 — az)
Odavde sledi da je
as?® + ayz + ag = ax(z — ay)(z — o)
Nakon mnozenja ¢inilaca sa desne strane jednakosti, dobija se:
a2 + a1z + ag = as2® — az(aq + az)z + aanas.
Nakon izjednacavanja koeficijenata sa leve i desne strane, dobijaju se Vijetove

formule za polinom drugog stepena

a1
ap + = ——,
a2

Qo
A1Qg = —.
a2

Isti postupak se primenjuje kada je u pitanju polinom treéeg stepena.
P(2) = a3?® + ap2® + a1z +ag, a3 #0,
ili
P(z) =a3(z — a1)(z — a2)(z — a3)

gde su aq, ag, ag nule polinoma P.
=
as?® + as2® + a1z 4+ ag = az(z — o) (2 — @) (2 — as)
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3 2 3 2
a3z’ +agz”+ayz+ag = azz® —az(o + e+ ag) 2 +ag(agas + asas +agaz) z—
—ag1Qals

Dobijaju se Vijetove formule za polinom treéeg stepena

a2
aq + (0] —+ g3 = ——
as
3]
109 + o3 + 3 = —
as
Qo
10903 — ——.
a3

Kada su u pitanju polinomi ¢etvrtog i visih stepena, na slican nac¢in se dolazi
do Vijetovih formula.

P(2) = agz* + a3z’ + ax2® + a1z +ag, ay #0
t.
P(z) = ay(z — a1)(z — a) (2 — a3) (2 — ay),

gde su ag, ag, as, ay nule polinoma P(z). Vijetove formule za polinom cetvrtog
stepena su

as
o+t a3t ag=——,
Qyq
a2
a1 + g + apay + oy + ooy + gy = —,
(2]
a1
1003 + N Qa0 + X 30y + Qaizly = ——,
Qg
Qo
10030y — —.
aq

Sada se treba vratiti na uopsteni oblik kompleksnog polinoma koji je naveden
na pocetku Vijetovih formula.

P(2) = ap2" +an 12" '+ ...+ arz+ag, ap,#0

P(z) =an(z —q)(z — ag)...(z — ),
pri ¢emu su ai, s, ..., a, nule ovog polinoma. Izjednacavajuc¢i desne stra-
ne ovih jednakosti, a potom i koeficijente, dobijaju se Vijetove formule za
polinome n-tog stepena:

ap—1
Oél—l-OéQ—'—...—l—Oén:— s
Qp,
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An—2
1O + 13+ ... + Q1O + Qa3 + Aoty + ... + Qo Oty + Q304 + ... Ol 1Oy = ,
Qn,

ap—3
1003 + oty + gy + .o Qo 10 = — )
Qp,

n 90

Q3. 0ty 10y, = (—1) -
n

Primer: Resiti jednacinu 42342022 —232+6 = 0 ¢ija su dva resenja jednaka.

Resenje: Neka su x1, xo, x3 nule polinoma. Moze se uzeti da je 1 = x3.Primenom
Vijetovih formula za polinom tre¢eg stepena dobija se da je

To + 2131 = -5
23
712 + 23179 = ——
4
3
Ilng = —5
Iz prve jednacine se dobija da je x; = # Zamenom ove vrednosti u

drugu jednac¢inu i potom njenim sredivanjem, dobija se kvadratna jednacina
3w + 102y — 48 = 0. ReSavanjem ove kvadratne jednacine dobijaju se dva
resenja:

8
To1 = g
i
Too — —0.

Iz treée jednakosti je x;%xy = —g, odakle sledi zakljucak da x5 mora biti

negativan broj, pa je njegova vrednost xy = —6. Jednostavnom zamenom u
prvu jednakost dobija se da je 1 = %
Dakle, jednacina ima tri resenja: %, -6 1 %
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7 Zakljucak

U osnovnoj skoli se ucenici prvi put u sedmom razredu srecu sa pojmom
polinoma i operacijama vezanim za njih - sabiranjem, oduzimanjem i mno-
zenjem. Operacija deljenja se ne radi jos uvek. Ona se prvi put pominje u
prvom razredu srednje $kole, zajedno sa mnogim vaznim teoremama algebre,
kao $to su Bezuova teorema i njene posledice. U tre¢em razredu srednje sko-
le se sa skupa realnih brojeva, prelazi na skup kompleksnih, a samim tim
se polinomi sada posmatraju i na tom skupu. Prvi put se pominje Osnovna
teorema algebre. Vijetove formule vaze i kod njih, samo se sada rade i za poli-
nome stepena 2 i za polinome stepena veéeg od 2. Ucenici se postupno uvode
u pric¢u o polinomima, s tim $to bi formule o razlici kvadrata i kvadratu bino-
ma mogli raditi malo ranije zbog njihove velike primene, kako u matematici,
tako i u fizici (npr. veza izmedu vremena i predenog puta).U matematici se
pomocu polinoma resavaju kvadratne jednacine, ra¢unaju brojevne vrednosti
izraza itd. Zbog svega toga, veoma je bitno uvesti ucenike u pojam polinoma
u osnovnoj skoli i dati im dobar temelj za ostalo nadogradivanje koje sledi
u srednjoj skoli. Od velike vaznosti je i nauciti ih da nije najbitnije znati
resiti slozene zadatke i izraze, ve¢ primeniti najbolji nacin za njihov dolazak
do resenja. Kod ucenika treba podstaci sistemati¢nost, logicko rasudivanje i
upornost pri resavanju zadataka i te osobine uticu na mnoge aspekte Zivota.

Zahvaljujué¢i svim saznanjima o polinomima i svim njihovim osobinama,
moci ¢e se lakSe reSavati neki matematicki zadaci za koje je do sad bilo
potrebno vise vremena, ili koji se uopste nisu mogli resiti. Postoji jos puno
stvari o polinomima koje nisu obuhvaé¢ene ovim radom, pa se nadam da ¢e vas
bar malo zainteresovati da jos vise istrazujete. Neka ovo bude samo pocetak
na kojem ¢ete vi graditi svoje znanje vezano za njih i sve ono sa ¢im su
povezani.

Mnogo puta smo ¢uli da nas matematika ne u¢i samo da reSavamo za-
datke, ve¢ i da brze razmisljamo. U dosta situacija ¢e se bolje reagovati
zahvaljuju¢i matematici, a da toga neéemo ni biti svesni. Mnoge probleme
¢emo lakse resiti zahvaljujuéi upravo tome sto nas je ona naucila koji put je
najbolji.

Ostaje nam samo da sve §to smo znali o brojevima, njihovim izrazima i
promenljivim ne zaboravimo, a da kroz ovaj rad i mnoge buduée u¢imo jos
viSe 1 saznajemo nove stvari o njima.
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