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Uvod

Jedna od prvih nejednakosti sa kojom se uqenici sre�u tokom xkolovaƬa
je a+b

2 >
√

ab, gde su a, b nenegativni realni brojevi i naziva se nejednakost
izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine za dve promenƩive. PretpostavƩa
se da su nejednakost koristili jox Pitagorejci, a dokazao ju je Euklid. Qesto
se pojavƩuje i u obliku a2 + b2 > 2ab. PosledƬa nejednakost je ekvivalentna
sa (a − b)2 > 0, koja je oqigledna. Vremenom je doxlo do raznih uopxteƬa, na
primer kroz pove�aƬe stepena ili pove�aƬe broja promenƩivih. Recimo, ako
жelimo odozdo da procenimo izraz 2(a2 + b2 + c2) za realne a, b, c, korix�eƬem
gorƬeg rezultata, jedna mogu�nost je primeniti dobijenu nejednakost na parove
promenƩivih a, b, c. Dobija se a2 + b2 > 2ab, b2 + c2 > 2bc, c2 + a2 > 2ac, odakle se,
sabiraƬem, dobija 2(a2 + b2 + c2) > 2(ab + bc + ca), odnosno a2 + b2 + c2 > ab + bc + ca

za proizvoƩne a, b, c ∈ R. Pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako je a = b = c.

Drugo mogu�e uopxteƬe dobijamo procenom odozdo izraza a3+b3+c3 za a, b, c >

0. Jedna mogu�nost je da iz identiteta a3 + b3 + c3 − 3abc = (a + b + c)(a2 + b2 +
c2 − ab − bc − ca), primenom prethodne nejednakosti, dobijemo a3 + b3 + c3 > 3abc

za proizvoƩne a, b, c > 0 (posledƬe se obiqno naziva nejednakox�u izme�u ari-
tmetiqke i geometrijske sredine za tri promenƩive). Druga mogu�nost je da
primetimo da iz (a − b)2(a + b) > 0 za a, b > 0, dobijamo a3 + b3 > a2b + ab2, pa
sabiraƬem po parovima a, b, c, sledi procena 2(a3 + b3 + c3) > a2b + ab2 + b2c + bc2 +
c2a+ ca2. Obe dobijene nejednakosti daju procenu izraza a3 + b3 + c3 odozdo, pa se
prirodno postavƩa pitaƬe koja od ove dve procene je boƩa i da li odgovor zavisi
od a, b, c. U ovom sluqaju odgovor je lak, poxto iz a2b + bc2 > 2abc, b2c + ca2 > 2abc

i c2a + ab2 > 2abc (koje su neposredne posledice nejednakosti dobijene u prvom
pasusu), sabiraƬem dobijamo a2b + ab2 + b2c + bc2 + c2a + ca2 > 6abc, za a, b, c > 0.

Nakon prethodno dobijenog se sama name�u pitaƬa da li je ono xto je desilo
u prethodnom pasusu sluqajno, da li postoje ve�a uopxteƬa, da li se se moglo
lakxe videti zbog qega se sve xto je ura�eno uklopilo. Recimo, rasprava sliqna
prethodnoj se moжe razviti po pitaƬu procene odozdo izraza a4+b4+c4 za a, b, c >

0. SabiraƬem nejednakosti a4 + b4 > 2a2b2, b4 + c4 > 2b2c2, c4 + a4 > 2c2a2, koje
su posledice nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine za dve
promenƩive, dobijamo a4 + b4 + c4 > a2b2 + b2c2 + c2a2, a sa druge strane sabiraƬem
nejednakosti a2b2 + b2c2 > 2ab2c, b2c2 + c2a2 > 2abc2, c2a2 + a2b2 > 2a2bc, koje su
tako�e posledice nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine za
dve promenƩive, dobijamo a2b2 + b2c2 + c2a2 > ab2c + abc2 + a2bc. Iz dobijenog
vidimo da su izrazi a2b2 + b2c2 + c2a2 i ab2c+abc2 +a2bc ograniqeƬa odozdo izraza
a4 + b4 + c4 za a, b, c > 0, kao i da je procena prvonavedenim izrazom preciznija.
Ve� sad se moжe naslutiti da ovi rezultati nisu sluqajnost i da imaju brojna
uopxteƬa.

Glavni deo ovog rada �e biti posve�en uopxteƬima nejednakosti u kojima
uqestvuju simetriqni izrazi u diskretnoj situaciji. Takve nejednakosti su



priliqno prisutne u xkolskom gradivu, kao i na doma�im i me�unarodnim takmi-
qeƬima iz matematike za uqenike osnovnih i sredƬih xkola, xto je i dalo jedan
od motiva autoru ovog teksta da prouqava ovu materiju. Naravno, postoje odgo-
varaju�a uopxteƬa i u nediskretnoj situaciji (istorijski gledano, Mjurhed,
qije se ime pomiƬe u naslovu ovog rada, je ve�inu svojih rezultata radio u
ciƩu dobijaƬa odgovaraju�ih procena integrala), no kako je жeƩa da rad bude
pristupaqan sredƬoxkolcima, u ve�ini sluqajeva �emo se zadrжati na diskre-
tnoj situaciji.
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1. Konveksnost funkcija realne promenƩive

Konveksnost je vaжno geometrijsko svojstvo, koje ima brojne primene i van
matematike. Prirodno se povezuje i sa brojnim nejednakostima, pa �emo u
ovom delu rada navesti osnovna svojstva konveksnih realnih funkcija realne
promenƩive.

Osnovna svojstva konveksnih funkcija

Neka je I neki od intervala, tj. skupova oblika (a, b), [a, b), (a, b], [a, b], (−∞, b),
(−∞, b], (a,∞), [a,∞), gde su a, b ∈ R, a < b.

Definicija 1. Neka f : I → R.
(a) Funkcija f je konveksna ako za sve x, y ∈ I i svako λ ∈ [0, 1] vaжi

f(λx + (1 − λ)y) 6 λf(x) + (1 − λ)f(y).

(b) Funkcija f je konkavna ako za sve x, y ∈ I i svako λ ∈ [0, 1] vaжi

f(λx + (1 − λ)y) > λf(x) + (1 − λ)f(y).

Ukoliko u (a) za sve x, y ∈ I i svako λ ∈ (0, 1) vaжi stroga nejednakost, kaжemo
da je f strogo konveksna. Ukoliko u (b) za sve x, y ∈ I i svako λ ∈ (0, 1) vaжi
stroga nejednakost, kaжemo da je f strogo konkavna.

Ako je x < y, skup
{
λx+(1−λ)y | λ ∈ [0, 1]

}
jednak je intervalu [x, y], pa ako dve

taqke pripadaju domenu konveksne (konkavne) funkcije, onda i sve taqke izme�u
Ƭih pripadaju domenu te funkcije. To je razlog xto se takve funkcije definixu
na intervalima.

Skup u R
2 je konveksan ako iz pripadnosti dve taqke skupu, sledi i da

duж koja ih spaja pripada tom skupu. Stoga definicija konveksnosti odgo-
vara konveksnosti skupa

{
(x, y) | x ∈ I, y > f(x)

}
, odnosno skupu taqaka ,,iznad”

grafika funkcije f . Sliqno, definicija konkavnosti odgovara konveksnosti
skupa

{
(x, y) | x ∈ I, y 6 f(x)

}
, odnosno skupu taqaka ,,ispod” grafika funkcije f .

Zato se u nekim literaturama umesto termina konveksnost i konkavnost koriste,
redom, konveksnost na gore i konveksnost na dole.

Primer 1. Ako je f1(x) = ax + b na R za neke a, b ∈ R, vaжi λf1(x) + (1 − λ)f1(y) =
λ(ax+ b)+(1−λ)(ay + b) = a(λx+(1−λ)y)+ b = f1(λx+(1−λ)y), pa je f1 i konveksna
i konkavna (i linearna funkcija je jedina takva funkcija). Ako je f2(x) = |x| za
x ∈ R, onda je f2(λx+(1−λ)y) = |λx+(1−λ)y| 6 λ|x|+(1−λ)|y| = λf2(x)+(1−λ)f2(y),
pa je funkcija f2 konveksna. Ako je f3(x) = x2 za x ∈ R, onda je f3(λx + (1 − λ)y) =
(λx+(1−λ)y)2 = λx2+(1−λ)y2−λ(1−λ)(x−y)2 6 λx2+(1−λ)y2 = λf3(x)+(1−λ)f3(y).
Pritom je λ(1 − λ)(x − y)2 6= 0 za λ ∈ (0, 1), x 6= y, pa je f3 strogo konveksna.

U nastavku teksta, izme�u ostalog, bi�e dokazano da je funkcija sin x strogo
konkavna na (0, π) (videti lemu 5, komentar nakon te leme, kao i primer 8).
Me�utim, funkcija sin x nije konkavna na R. Ovo je veoma qesta situacija i
stoga je jedan od glavnih koraka prilikom ispitivaƬa realne funkcije realne
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promenƩive odre�ivaƬe intervala na kojima ona konveksna ili konkavna (uko-
liko takvi intervali postoje).

Naredna lema sledi trivijalno iz definicije konveksnosti.

Lema 1. (a) Funkcija f : I → R je konveksna ako i samo ako je funkcija −f

konkavna.
(b) Ako su f, g : I → R konveksne (konkavne) i α, β > 0, onda je funkcija αf +βg

konveksna (konkavna).

Primer 2. Funkcija ax2 + bx + c je konveksna ako je a > 0, a konkavna ako je
a < 0. Zaista, na osnovu prethodnog primera, funkcija x2 je konveksna, a bx + c

(linearna funkcija) i konveksna i konkavna, pa tvr�eƬe sledi neposredno iz
prethodne leme.

Lema 2. Ako je f : (a, b) → (c, d) konveksna funkcija i g : (c, d) → R konveksna
rastu�a funkcija, onda je g ◦ f konveksna funkcija.

Dokaz. Funkcija g ◦ f je dobro definisana. Ako su x, y ∈ (a, b) i λ ∈ [0, 1], na
osnovu konveksnosti funkcije f sledi f(λx +(1−λ)y) 6 λf(x) + (1−λ)f(y). Sledi
(g ◦ f)(λx + (1− λ)y) 6 g(λf(x) + (1− λ)f(y)) 6 λ(g ◦ f)(x) + (1− λ)(g ◦ f)(y), gde prva
nejednakost sledi iz rasta, a druga iz konveksnosti funkcije g.

Primer 3. Ako je f(x) = x2 − 1 i g(x) = x2, onda su f i g konveksne. Kako je

(g ◦ f)(0) = 1 i (g ◦ f)(−1) = (g ◦ f)(1) = 0, sledi (g ◦ f)
(−1+1

2

)
>

(g◦f)(−1)+(g◦f)(1)
2 , pa

prethodna lema ne vaжi bez pretpostavke o monotonosti funkcije g.

Iz definicije je jasno da je restrikcija na bilo koji podinterval intervala
I konveksne funkcije tako�e konveksna, xto dovodi do najqex�eg geometrijskog
predstavƩaƬa realne konveksne funkcije: ,,funkcija je konveksna ako se sve taqke
proizvoƩne seqice nalaze iznad odgovaraju�eg dela grafika funkcije” (videti
sliku 1). Preciznije, ako je x3 taqka intervala [x1, x2], onda za neko λ ∈ [0, 1]
vaжi x3 = λx1 + (1− λ)x2, dok su y-koordinate taqaka A i B sa ove slike jednake,
redom, f(λx1+(1−λ)x2) i λf(x1)+(1−λ)f(x2), pa je, po definiciji konveksnosti, y-
koordinata taqke B ne maƬa od y-koordinate taqke A. Sliqno tumaqeƬe postoji
i za konkavne funkcije.

Prava koja spaja taqke C(xC , yC) i D(xD, yD), xC 6= xD, ima koeficijent nagiba
yD−yC

xD−xC
. U nastavku �emo razviti postupak kojim �emo mo�i lakxe da ispitamo

konveksnost neke funkcije, kao i Ƭene osobine. Prvi korak u tom pravcu je
naredna lema, koja, slobodnije govore�i, govori da nagib seqice raste ,,xto
vixe idemo u desno” (slika 2).

0 x1 x2

•

•
B

A

x3

Slika 1.

0 x1 x2x3

Slika 2.
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Lema 3. Neka je f : I → R konveksna funkcija.
(a) Ako su x1, x2, x3 ∈ I takve da je x1 < x3 < x2, onda je

f(x3) − f(x1)

x3 − x1
6

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
,

kao i
f(x3) − f(x1)

x3 − x1
6

f(x2) − f(x3)

x2 − x3
i

f(x2) − f(x1)

x2 − x1
6

f(x2) − f(x3)

x2 − x3
.

(b) Ako c, d ∈ (a, b) i [a, b] ⊆ I, onda je
f(c) − f(a)

c − a
6

f(d) − f(b)

d − b
.

Dokaz. (a) Kako x3 ∈ (x1, x2), vaжi x3 = x2−x3

x2−x1
·x1+ x3−x1

x2−x1
·x2 i pritom je x2−x3

x2−x1
∈ (0, 1)

i x3−x1

x2−x1
= 1 − x2−x3

x2−x1
. Iz konveksnosti funkcije f sledi f(x3) 6

x2−x3

x2−x1
· f(x1) +

x3−x1

x2−x1
·f(x2), odakle sledi prva od navedenih nejednakosti. Druge dve se dobijaju

analogno.
(b) Na osnovu dela (a) sledi f(c)−f(a)

c−a
6

f(d)−f(c)
d−c

6
f(b)−f(d)

b−d
.

Analogna lema vaжi i za konkavne funkcije (sa obrnutim znakom nejedna-
kosti). Iz definicije konveksnosti je jasno da su takve funkcije pogodne za
dobijaƬe raznih nejednakosti. Recimo, trivijalno sledi da ako je I = [a, b],
a, b ∈ R, onda je max

x∈[a,b]
f(x) = max{f(a), f(b)} (i, analogno, konkavna funkcija na [a, b]

dostiжe minimum u nekom od krajeva intervala). Me�utim, postoje i mnoge ne-
trivijalne nejednakosti za takve funkcije. Jedna od najvaжnijih za daƩe primene
prikazana je u narednoj lemi.

Lema 4 (Jensenova nejednakost). Neka je f : I → R konveksna funkcija, n ∈ N i
λ1, . . . , λn ∈ [0, 1] takvi da je λ1 + . . . + λn = 1. Onda za sve x1, . . . , xn ∈ I vaжi

f(λ1x1 + . . . + λnxn) 6 λ1f(x1) + . . . + λnf(xn).

Dokaz. Ako je n = 2, onda je λ2 = 1 − λ1, pa je tvr�eƬe definicija konveksnosti.
Neka je tvr�eƬe taqno za neko n i neka su x1, . . . , xn+1 ∈ I. Ako je λn+1 = 0,

tvr�eƬe za n+1 se svodi na tvr�eƬe za n. Inaqe su λn

λn+λn+1
i λn+1

λn+λn+1
nenegativni

i vaжi λn

λn+λn+1
+ λn+1

λn+λn+1
= 1, a taqka λn

λn+λn+1
·xn+ λn+1

λn+λn+1
·xn+1 pripada intervalu

qije su granice xn i xn+1 (samim tim pripada i I). Sledi

f(λ1x1 + . . . + λnxn + λn+1xn+1) = f
(
λ1x1 + . . . + (λn + λn+1) · λnxn+λn+1xn+1

λn+λn+1

)

6 λ1f(x1) + . . . + (λn + λn+1)f
(

λn

λn+λn+1
· xn + λn+1

λn+λn+1
· xn+1

)

6 λ1f(x1) + . . . + (λn + λn+1)
(

λn

λn+λn+1
· f(xn) + λn+1

λn+λn+1
· f(xn+1)

)

= λ1f(x1) + . . . + λnf(xn) + λn+1f(xn+1),

gde je prva u nizu nejednakosti dobijena na osnovu pretpostavke, a druga na
osnovu konveksnosti funkcije.

Sledi da je tvr�eƬe taqno za n + 1 sabiraka, pa indukcijom sledi tvr�eƬe
teoreme.

Analogno tvr�eƬe, sa obrnutim znakom nejednakosti, vaжi za konkavne
funkcije. Oba tvr�eƬa se formalno mogu proxiriti za n = 1, onda su na obe
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strane nejednakosti izrazi f(x) (tj. vaжi jednakost). Ukoliko je n > 2, λi ∈ (0, 1)
za i ∈ {1, . . . , n} i funkcija strogo konveksna (konkavna), analizom dokaza tvr�e-
Ƭa, sledi da u sluqaju dostizaƬa jednakosti mora vaжiti x1 = . . . = xn. Naravno,
ukoliko se dozvoli da su neki od λi jednaki 0, jednakost trivijalno vaжi ako su
svi sem jednog jednaki 0.

Primer 4. Kako je funkcija f(x) = x2 strogo konveksna, primenom Jensenove ne-
jednakosti dobija se da za proizvoƩne x1, . . . , xn ∈ R i λ1, . . . , λn ∈ [0, 1], takve da
je λ1+ . . .+λn = 1, vaжi (λ1x1+ . . .+λnxn)2 6 λ1x

2
1+ . . .+λnx2

n i pritom se jednakost
dostiжe ako i samo ako je x1 = . . . = xn ili su svi λi, sem jednog, jednaki 0. Za

n-torku λ1 = . . . = λn = 1
n

dobija se
(

x1+...+xn

n

)2
6

x2
1+...+x2

n

n
, odnosno klasiqna ne-

jednakost izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine (pritom se jednakost dostiжe
ako i samo ako je x1 = . . . = xn).

Primer 5. Ako su α, β, γ uglovi trougla, oni pripadaju intervalu (0, π) i vaжi
α + β + γ = π. Kako je funkcija sin x strogo konkavna na ovom intervalu, iz
Jensenove nejednakosti (za λ1 = λ2 = λ3 = 1

3) sledi da za uglove trougla vaжi
sin α+sin β+sinγ

3 6 sin α+β+γ
3 = sin π

3 =
√

3
2 , odnosno sinα + sin β + sin γ 6

3
√

3
2 . Pritom

se jednakost dostiжe ako i samo ako je α = β = γ = π
3 , odnosno ako i samo ako je

trougao jednakostraniqan.

Primer 6. Ako su f, g : I → R konveksne funkcije, onda funkcija h1(x) = f(x)g(x)
ne mora biti konveksna, dok je funkcija h2(x) = max{f(x), g(x)} konveksna. Zaista,
funkcije f(x) = −1 i g(x) = x2 su konveksne (obe definisane na R), a h1(x) =
f(x)g(x) = −x2 nije. Po pitaƬu funkcije h2, kako je f(λx + (1− λ)y) 6 λf(x) + (1−
λ)f(y) 6 λh2(x)+(1−λ)h2(y) i g(λx+(1−λ)y) 6 λg(x)+(1−λ)g(y) 6 λh2(x)+(1−λ)h2(y),
sledi h2(λx+(1−λ)y) = max{f(λx+(1−λ)y), g(λx+(1−λy))} 6 λh2(x)+(1−λ)h2(y),
tj. i h2 je konveksna.

Jensen–konveksne funkcije

U prethodnom smo videli da ispitivaƬe konveksnosti po definiciji moжe
biti priliqno neprijatno. Jedan od pokuxaja da se taj problem otkloni je
bio da se uslov konveksnosti zameni slabijim uslovom, koji �e na uжoj klasi
funkcija obezbediti konveksnost, a time, izme�u ostalog, mogu�nost primene do
sada dobijenih rezultata.

Definicija 2. Funkcija f : [a, b] → R je Jensen–konveksna (Jensen–konkavna) ako
za svako x, y ∈ [a, b] vaжi

f
(x + y

2

)

6
f(x) + f(y)

2

(

f
(x + y

2

)

>
f(x) + f(y)

2

)

.

Teorema 1. Ako je f : [a, b] → R Jensen–konveksna (Jensen–konkavna) i neprekidna,
onda je i konveksna (konkavna).

Dokaz. Dokaza�emo deo tvr�eƬa vezan za konveksnost (deo za konkavnost se
dokazuje analogno). Dokaжimo da za svako k > 1 i za sve x1, . . . , x2k vaжi
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f
(x1+...+x

2k

2k

)
6

f(x1)+...+f(x
2k )

2k . Za k = 1 ovo je definicija Jensen–konveksnosti.
Ako je tvr�eƬe taqno za neko k i x1, . . . , x2k+1 ∈ [a, b], sledi

f
(x1 + . . . + x2k+1

2k+1

)

= f
( x1+...+x

2k

2k +
x
2k+1

+...+x
2k+1

2k

2

)

6
f
(x1+...+x

2k

2k

)
+ f

(x
2k+1

+...+x
2k

2k+1

)

2

6
f(x1) + . . . + f(x2k) + f(x2k+1) + . . . + f(x2k+1)

2k+1
,

pa je tvr�eƬe dokazano indukcijom.
Ako je n ∈ N, postoji k tako da je 2k > n. Ako su x1, . . . , xn ∈ [a, b], x̃ =

x1+...+xn

n
i xn+1 = . . . = x2k = x̃, zamenom u prethodno dobijeno tvr�eƬe sledi

f
(

x1+...+xn+(2k−n)x̃
2k

)
6

f(x1)+...+f(xn)+(2k−n)f(x̃)
2k , odakle je f(x̃) 6

f(x1)+...+f(xn)
n

. Ako
je λ ∈ (0, 1) i λ = p

q
, za p, q ∈ N, (p, q) = 1 i ako je x, y ∈ [a, b], zamenom x1 =

. . . = xp = x i xp+1 = . . . = xq = y dobija se f
(

px+(q−p)y
q

)
6

pf(x)+(q−p)f(y)
q

, odnosno

f(λx+ (1−λ)y) 6 λf(x)+ (1−λ)f(y) za sve racionalne λ. Kako je prethodno taqno
za sve racionalne λ ∈ (0, 1), kako je skup tih racionalnih brojeva gust u (0, 1)
i kako je f(x) neprekidna, sledi da je ispuƬena prethodna nejednakost za svako
λ ∈ (0, 1), tj. da je funkcija f(x) konveksna.

Lema 5. Funkcija sin x je Jensen–konkavna na [0, π].

Dokaz. Ako je x, y ∈ [0, π], vaжi x+y
2 ∈ [0, π] i x−y

2 ∈ [−π
2 , π

2 ], pa je sin x+y
2 > 0

i 0 6 cos x−y
2 6 1. Sledi sin x + sin y = 2 sin x+y

2 cos x−y
2 6 2 sin x+y

2 , tj. Jensen–

konkavnost funkcije. Pritom, jednakost vaжi ako i samo ako je sin x+y
2 = 0 ili

cos x−y
2 = 1, xto je pri x, y ∈ [0, π] ekvivalentno sa x = y, pa je funkcija i strogo

Jensen–konkavna.

Kako je funkcija sinx i neprekidna, na osnovu teoreme 1 sledi konkavnost
ove funkcije. Naqin na koji smo utvrdili prethodnu qiƬenicu je priliqno
zahtevan. Stoga �emo u nastavku pokuxati da do�emo do jednostavnijih metoda
za utvr�ivaƬe konveksnosti (konkavnosti) funkcija.

Konveksnost i diferencijabilnost

U prethodnom delu rada videli smo da ispitivaƬe konveksnosti na osnovu
definicije moжe biti veoma zahtevno. Rad sa Jensen–konveksnim funkcijama je
samo u nekoj meri olakxao to ispitivaƬe, ali je ono ostalo, u opxtem sluqaju,
priliqno naporno. U sluqaju da je funkcija diferencijabilna (ili dva puta
diferencijabilna), to ispitivaƬe moжe biti dosta jednostavnije.

Teorema 2. Neka je f : (a, b) → R konveksna funkcija (gde je −∞ 6 a < b 6 ∞).
Onda za svako x ∈ (a, b) postoje f ′

−(x) i f ′
+(x) i vaжi f ′

−(x) 6 f ′
+(x). Tako�e,

funkcije f ′
−(x) i f ′

+(x) su rastu�e na (a, b).

Dokaz. Ako je x ∈ (a, b) i x1, x2 ∈ (a, b) takve da je a < x1 < x < x2 < b, na

osnovu leme 3 vaжi f(x)−f(x1)
x−x1

6
f(x)−f(x2)

x−x2
. Tako�e, na osnovu iste leme sledi
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da je ϕ(x2) = f(x)−f(x2)
x−x2

rastu�a funkcija na (x, b), kao i da je ograniqena odozdo

(sa f(x)−f(x1)
x−x1

), pa postoji lim
x2→x+

ϕ(x2), a po definiciji ta graniqna vrednost je

upravo f ′
+(x). Analogno se pokazuje egzistencija f ′

−(x) za proizvoƩno x ∈ (a, b).

Iz prethodnog zakƩuqujemo i vixe, da je f(x)−f(x1)
x−x1

6 f ′
+(x) za svako x1 ∈ (a, x).

PuxtaƬem da x1 → x−, dobija se da je f ′
−(x) 6 f ′

+(x). Ako je a < x < y < b, iz

prethodnog sledi da je f ′
−(x) 6 f ′

+(x) 6
f(y)−f(x)

y−x
6 f ′

−(y) 6 f ′
+(y), odakle sledi da

su f ′
−(x) i f+(x) rastu�e na (a, b).

Neposredno iz prethodne teoreme sledi da konveksna funkcija na (a, b) mora
biti neprekidna na (a, b) (kako postoje f ′

− i f ′
+, funkcija f mora biti neprekidna).

Zapravo, moжemo zakƩuqiti i vixe, da je skup taqaka u kojima f nije diferenci-
jabilna najvixe prebrojiv. Zaista, kako postoje f ′

−(x) i f ′
+(x) za svako x ∈ (a, b),

onda je diferencijabilnost u taqki x ekvivalentna sa f ′
−(x) = f ′

+(x). Ako f nije
diferencijabilna u taqkama x1 i x2, takvim da je x1 < x2, po prethodnoj teo-
remi vaжi f ′

−(x1) < f ′
+(x1) 6 f ′

−(x2) < f ′
+(x2), pa svakoj taqki u kojoj funkcija

nije diferencijabilna moжemo dodeliti interval (taqki x1, na primer, dode-
limo

(
f ′
−(x1), f

′
+(x1)

)
i, po gorƬoj vezi, ti intervali su disjunktni). Kako svaki

(neprazan) interval sadrжi bar jednu racionalnu taqku i kako su intervali
disjunktni, sledi da takvih intervala (a po prethodnom, i taqaka u kojima ko-
nveksna funkcija nije diferencijabilna) moжe biti najvixe prebrojivo mnogo.

Kao posledica prethodne teoreme, kao i tvr�eƬa vezanih za ispitivaƬe
monotonosti diferencijabilne funkcije, neposredno sledi da je diferencija-
bilna f : (a, b) → (a, b) (strogo) konveksna (konkavna) ako i samo ako funkcija f ′

(strogo) raste (opada). Sledi, ako je f i dva puta diferencijabilna, konkveksna
(konkavna) je ako i samo ako je f ′′(x) > 0 (f ′′(x) 6 0) za x ∈ (a, b).

Ukoliko je f : (a, b) → R i ako su c, d, e ∈ (a, b), takvi da je c < d < e i ako je f

razliqite konveksnosti na intervalima (c, d) i (d, e) (odnosno, ako je konveksna
na (c, d), a konkavna na (d, e) ili ako je konkavna na (c, d), a konveksna na (d, e)),
onda �emo za d re�i da je prevojna taqka funkcije f . Iz prethodnih rezultata
neposredno sledi da, ukoliko je f dva puta diferencijabilna, prevojna taqka
mora biti me�u rexeƬima jednaqine f ′′(x) = 0.

Primer 7. Neka je f1(x) = |x|, f2(x) = x3, f3(x) = x4 (sve tri za x ∈ R),

f4(x) =

{
−x2 + 2x za x < 0
x2 − 2x za x > 0

i f5(x) =

{
x2 − x za x ∈ (0, 1)

1 za x ∈ {0, 1} . Funkcija f1

je konveksna na R, ali nije diferencijabilna u 0. Funkcije f2 i f3 su dva puta
diferencijabilne na R, vaжi f ′′

2 (x) = 6x i f ′′
3 (x) = 12x2, pa je 0 rexeƬe i jedna-

qine f ′′
2 (x) = 0 i jednaqine f ′′

3 (x) = 0. Me�utim, kako je f2 konkavna na (−∞, 0), a
konveksna na (0,∞), taqka 0 je prevojna taqka funkcije f2, dok u sluqaju funkcije
f3 to nije sluqaj, poxto je f3 konveksna na R. Funkcija f4 je konkavna na (−∞, 0),
a konveksna na (0,∞), me�utim nije diferencijabilna u 0, koja je prevojna taqka
te funkcije. Funkcija f5 je konveksna na [0, 1], ali nije neprekidna na [0, 1], pa je u
prethodnoj teoremi bitna pretpostavka da je funkcija definisana na otvorenom
intervalu.

Primer 8. Ako je f(x) = sin x, vaжi f ′′(x) = − sinx, pa je f ′′(x) < 0 za x ∈ (0, π).
Sledi da je funkcija f(x) strogo konkavna na (0, π). Primetimo da je zakƩuqak
dobijen daleko jednostavnije u odnosu na to kako je isti zakƩuqak dobijen u lemi
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5 (i delu nakon leme).

Primer 9. Funkcija f(x) = xp, p ∈ R\{0, 1}, je dva puta diferencijabilna na (0,∞)
i vaжi f ′′(x) = p(p−1)xp−2. Ako je p ∈ (−∞, 0)∪ (1,∞), sledi da je f ′′(x) > 0 za x ∈
(0,∞), pa je f konveksna na (0,∞). Sliqno, ako je p ∈ (0, 1), sledi da je f konkavna
na (0,∞). Kombinuju�i dobijeni rezultat sa lemom 4, dobijaju se razliqite
nejednakosti za pozitivne brojeve. Na primer, za p = 2 se dobija nejednakost
iz primera 4 (nejednakost izme�u aritmetiqke i kvadratne sredine), a za p =
−1 (i λ1 = . . . = λn = 1

n
) se dobija da za pozitivne x1, . . . , xn vaжi n

x1+...+xn
6

1
x1

+...+ 1
xn

n
, odakle je n

1
x1

+...+ 1
xn

6
x1+...+xn

n
, xto je nejednakost izme�u harmonijske

i aritmetiqke sredine. Sliqno, ako je g(x) = lnx za x ∈ (0,∞), onda je g′′(x) =
− 1

x2 < 0, pa je g konkavna na (0,∞). Na osnovu leme 4 (za λ1 = . . . = λn = 1
n
) sledi

da za pozitivne x1, . . . , xn vaжi ln x1+...+xn

n
>

ln x1+...+xn

n
= ln n

√
x1 · . . . · xn, odakle,

kako je funkcija lnx rastu�a, sledi da za pozitivne x1, . . . , xn vaжi n
√

x1 · . . . · xn 6
x1+...+xn

n
(nejednakost izme�u geometrijske i aritmetiqke sredine).

Primer 10. Ispitajmo konveksnost funkcije f(x) = arctg ln2 x. Funkcija je de-
finisana na (0,∞) i beskonaqno diferencijabilna na ovom skupu, pa se prevojne
taqke nalaze me�u rexeƬima jednaqine f ′′(x) = 0. Kako je f ′(x) = 1

1+ln4 x
·2 lnx · 1

x
=

2 ln x
x(1+ln4 x)

, sledi

f ′′(x) =
2

x2(1 + ln4 x)2
·
(1

x
· x(1 + ln4 x) − lnx ·

(

1 + ln4 x + x · 4 ln3 x · 1

x

))

= − 2

x2(1 + ln4 x)2
· (ln5 x + 3 ln4 x + lnx − 1)

= − 2

x2(1 + ln4 x)2
· (lnx + 1)(ln4 x + 2 ln3 x − 2 ln2 x + 2 lnx − 1).

Ako je g(t) = t4 + 2t3 − 2t2 + 2t − 1, onda je g′(t) = 4t3 + 6t2 − 4t + 2 i g′′(t) =
12t2 + 12t− 4 = 4(3t2 + 3t − 1).

Kako je g′′(x) = 0 za x ∈
{−3−

√
21

6 , −3+
√

21
6

}
, g′ raste na

(
−∞, −3−

√
21

6

)
i na

(−3+
√

21
6 ,∞

)
, a opada na

(−3−
√

21
6 , −3+

√
21

6

}
. Kako vaжi −3−

√
21

6 < −3+
√

21
6 < −3+5

6 =
1
3 i g′(t) =

(
4
3 t + 2

3

)
· (3t2 + 3t− 1)− 2

3 · (7t− 4), sledi g′
(−3−

√
21

6

)
> 0 i g′

(−3+
√

21
6

)
> 0

(poxto je 1
3 < 4

7). Kako je g′(−3) = −40, g′(−2) = 2, g′ ima nulu ξ na (−3,−2),
pa g opada na (−∞, ξ), a raste na (ξ,∞). Kako je lim

x→−∞
g(x) = ∞, lim

x→−∞
g(x) = ∞,

g(−1) = −6, g(0) = −1 < 0, sledi da g ima nule α ∈ (−∞,−1) i β ∈ (0,∞), g je
negativna na (α, β), a pozitivna na (−∞, α)∪ (β,∞).

Dakle, f je konveksna na (0, eα) i na (e−1, eβ), a konkavna na (eα, e−1) i na (eβ ,∞).
Prevojne taqke su eα, e−1, eβ (ima ih 3).

Jensenova nejednakost je primenƩiva i prilikom procene vrednosti inte-
grala. Zarad potpunosti, ovde navodimo i Jensenovu nejednakost u integralnom
obliku.

Teorema 3. Neka je f : [a, b] → R Riman integrabilna, sa slikom sadrжanom u
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(m, M), a g konveksna na (m, M). Onda je

g

(
1

b − a

∫ b

a

f(x)dx

)

6
1

b − a

∫ b

a

g(f(x))dx.

Dokaz. Funkcija g je konveksna na (m, M), pa je neprekidna, a kompozicija

neprekidne i integrabilne funkcije je integrabilna. Ako je x0 = 1
b−a

·
∫ b

a
f(x)dx,

vaжi x0 ∈ (m, M), pa po konveksnosti funkcije g na intervalu (m, M) postoji k

tako da je g(x) − g(x0) > k(x − x0) za svako x ∈ (m, M), odakle je g(f(x)) − g(x0) >

k(f(x) − x0), tj. g(f(x)) > k(f(x) − x0) + g(x0). Integracijom, sledi

1

b − a

∫ b

a

g(f(x))dx > k
( 1

b − a

∫ b

a

f(x)dx − x0

)

+
1

b − a

∫ b

a

g(x0)dx = g(x0),

poxto je, usled izbora x0, izraz u zagradi jednak 0, a time je dobijeno navedeno
tvr�eƬe.

Primene Jensenove nejednakosti

Na kraju ove glave prikaza�emo neke nejednakosti koje se neposredno dobijaju
iz Jensenove nejednakosti. Birani su primeri koji se javƩaju po xkolskoj lite-
raturi u Srbiji, a rexeƬa koja su ovde izloжena su u ve�ini sluqajeva bitno
kra�a od onih koja se mogu na�i u toj literaturi.

Primer 11. Neka su x1, . . . , xn pozitivni realni brojevi i λ1, . . . , λn ∈ [0, 1], takvi
da je λ1 + . . . + λn = 1. Primenom Jensenove nejednakosti na strogo konveksnu
funkciju ex i brojeve lnx1, . . . , lnxn, dobijamo eλ1 ln x1+...+λn ln xn 6 λ1e

ln x1 + . . . +
λnelnxn , odnosno

xλ1
1 · . . . · xλn

n 6 λ1x1 + . . . + λnxn,

koja se naziva teжinskom nejednakox�u izme�u aritmetiqke i geometrijske sre-
dine (ako je λ1 = . . . = λn = 1

n
, dobija se klasiqna nejednakost izme�u aritmetiqke

i geometrijske sredine). Kako je ex strogo konveksna, jednakost se dostiжe ako i
samo ako su svi xi me�usobno jednaki ili ako su svi λi sem jednog jednaki nuli.
Primenom dobijene nejednakosti na brojeve 1

x1
, . . . , 1

xn
, dobija se

1
λ1

x1
+ . . . + λn

xn

6 xλ1
1 · . . . · xλn

n ,

koja se naziva teжinskom nejednakox�u izme�u geometrijske i harmonijske sre-
dine (ako je λ1 = . . . = λn = 1

n
, dobija se klasiqna nejednakost izme�u geometrijske

i harmonijske sredine).

Primer 12. Dokaжimo da za pozitivne x1, . . . , xn vaжi

e
x1+...+xn

n 6
x1e

x1 + . . . + xnexn

x1 + . . . + xn

.

Navedena nejednakost je ekvivalentna sa x1+...+xn

n
· e x1+...+xn

n 6
x1ex1+...+xnexn

n
, a

posledƬa sledi neposredno iz Jensenove nejednakosti, primeƬene na λ1 = . . . =
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λn = 1
n

i funkciju xex, koja je konveksna na (0,∞), poxto je (xex)′′ = (x + 2)ex > 0.
Ona je i strogo konveksna, pa se jednakost u sluqaju n > 2 dostiжe ako i samo
ako je x1 = . . . = xn.

Primer 13. Dokaжimo da za a, b, c > 0 vaжi

(b + c)a(c + a)b(a + b)c

2a+b+c
6

(a + b + c

3

)a+b+c

.

Navedena nejednakost je ekvivalentna sa a ln(b+c)+b ln(c+a)+c ln(a+b) 6 (a+b+

c) ln 2(a+b+c)
3 , odnosno sa a

a+b+c
·ln(b+c)+ b

a+b+c
·ln(c+a)+ c

a+b+c
·ln(a+b) 6 ln 2(a+b+c)

3 .
Na osnovu Jensenove nejednakosti, primeƬene na konkavnu funkciju lnx, bro-

jeve b + c, c + a, a + b i koeficijente a
a+b+c

, b
a+b+c

, a
a+b+c

, redom, sledi a
a+b+c

· ln(b +

c)+ b
a+b+c

· ln(c+a)+ c
a+b+c

· ln(a+b) 6 ln a(b+c)+b(c+a)+c(a+b)
a+b+c

= ln 2(ab+bc+ca)
a+b+c

, pa kako je

funkcija lnx rastu�a, dovoƩno je dokazati da vaжi 2(ab+bc+ca)
a+b+c

6
2(a+b+c)

3 , odnosno

3(ab + bc + ca) 6 (a + b + c)2, a posledƬe je ekvivalentno sa ab + bc + ca 6 a2 + b2 + c2,
tj. sa 0 6 (a − b)2 + (b − c)2 + (c − a)2, xto je taqno. Jednakost se dostiжe ako i
samo ako je a = b = c.

Primer 14. Ako je n ∈ N \ {1} i r1, . . . , rn ∈ [ 1,∞), dokaжimo da vaжi

n∑

i=1

1

1 + ri

>
n

1 + n

√
n∏

i=1

ri

.

Navedena nejednakost je ekvivalentna sa

n∑

i=1

1
1+eln ri

n
>

1

1 + e

n∑

i=1
ln ri

n

.

Ako je f(x) = 1
1+ex , onda je f ′′(x) = ex(ex−1)

(1+ex)3 , pa je f ′′(x) > 0 na (0,∞). Kako je ri > 1,

sledi ln ri > 0, za 1 6 i 6 n, pa se posledƬa nejednakost dobija neposrednom
primenom Jensenove nejednakosti za λ1 = . . . = λn = 1

n
i brojeve ln r1, . . . , ln rn.

Jednakost se dostiжe ako i samo ako je r1 = . . . = rn.
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2. Nejednakosti izme�u simetriqnih izraza

Nejednakosti izme�u simetriqnih izraza su ostavile dubok trag u istoriji
matematike, a zauzimaju i vaжno mesto u gradivu matematike za osnovnu i sredƬu
xkolu. U ovoj glavi, koja je centralni deo ovog rada, prikaza�emo tehniku koja
uopxtava ve�inu nejednakosti koje se obra�uju u toku prva dva nivoa xkolovaƬa,
a omogu�ava i da se veliki broj problema razliqitih nivoa teжine rexi na
naqin koji je priliqno xablonski.

Slobodnije govore�i, pod simetriqnom funkcijom promenƩivih x1, . . . , xn po-
drazumevamo funkciju qija se vrednost ne meƬa promenom poretka promenƩivih.
Preciznije, ako f : D → R, gde je D ⊆ Rn, re�i �emo da je f simetriqna ako
je f(x1, . . . , xn) = f(xσ(1), . . . , xσ(n)) za sve (x1, . . . , xn) ∈ D i svaku permutaciju σ

(posledƬe, naravno, podrazumeva da je domen invarijantan prilikom promene
redosleda koordinata). Skup permutacija nad skupom od n elemenata (tj. bi-
jekcija skupa {1, . . . , n}) �emo obeleжavati sa Sn. U ve�ini rezultata koje �emo
prikazati u nastavku teksta �e biti D = (0,∞)n. Primetimo da su funkcije ovog
oblika, na primer, klasiqne sredine.

Definicija 3. Ako je n ∈ N i ako su a = (ai)
n
i=1 ∈ Rn, b = (bi)

n
i=1 ∈ Rn takvi da je

a1 > a2 > . . . > an i b1 > b2 > . . . > bn, kaжemo da a majorira b, u oznaci a ≻ b ako
i samo ako vaжi:

(1) a1 + . . . + ak > b1 + . . . + bk, za svako 1 6 k < n;

(2) a1 + . . . + an = b1 + . . . + bn.

Koristi se i oznaka b ≺ a, a pisa�emo i (ai)
n
i=1 ≻ (bi)

n
i=1, odnosno (bi)

n
i=1 ≺

(ai)
n
i=1. Iz definicije neposredno sledi majoracija refleksivna (a ≻ a), anti-

simetriqna (ako je a ≻ b i b ≻ a, onda je a = b) i tranzitivna (ako je a ≻ b i
b ≻ c, onda je a ≻ c), tako da je relacija majoracije relacija poretka na skupu
vektora qije su koordinate nerastu�e. Ako vektoru a = (a1, . . . , an) pridruжimo
vektor a↓ = (aσ(1) . . . , aσ(n)), gde je σ ∈ Sn takva da vaжi aσ(1) > . . . > aσ(n), prime-
timo da se relacija majoriraƬa moжe definisati i za proizvoƩne vektore iz Rn

(re�i �emo da a ≻ b ako a↓ ≻ b↓). Koordinate vektora a pri takvoj permutaciji

σ �emo oznaqavati i sa a
↓
i (tj. a

↓
i = aσ(a), pa je a

↓
1 > . . . > a↓

n). Me�utim, ovde
moramo biti oprezni, poxto se ne prenose sva tvr�eƬa koja vaжe za vektore qije
su koordinate nerastu�e. Na primer, prestaje da vaжi simetriqnost relacije
majoracije (u ovom sluqaju ne moжemo zakƩuqiti da je a = b, ve� samo da se a

i b mogu dobiti jedan iz drugog permutacijom qlanova). U nastavku ove glave,
zarad lakxeg pra�eƬa, ukoliko nije drugaqije naglaxeno podrazumeva�emo da
su koordinate vektora u nerastu�em poretku ukoliko to ne utiqe na rezultat
(a u ovoj glavi ne�e, a dobijamo ve�u udobnost; na primer, ne�emo morati da
sprovodimo diskusiju po parametru a u teoremi 6).

Primer 15. Kako je 5 > 1 > 0 i 3 > 3 > 0, vaжi 5 > 3, 5 + 1 > 3 + 3, kao i
5 + 1 + 0 = 3 + 3 + 0, sledi (5, 1, 0) ≻ (3, 3, 0). Sliqno, kako je 5 > 1 > 0 i 4 > 1 > 1,
vaжi 5 > 4, 5+1 > 4+1, kao i 5+1+0 = 4+1+1, sledi (5, 1, 0) ≻ (4, 1, 1). Primetimo
da, kako je 4 > 3, ne moжe biti (3, 3, 0) ≻ (4, 1, 1), a kako je 4 + 1 < 3 + 3, ne moжe
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biti (4, 1, 1) ≻ (3, 3, 0), pa majoriraƬe nije relacija totalnog poretka. Tako�e, za
proizvoƩan vektor (a1, . . . , an) za koji je ai > 0 za 1 6 i 6 n, vaжi

(a1 + . . . + an, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

) ≻ (a1, . . . , an) ≻
(

a1+...+an

n
, . . . , a1+...+an

n
︸ ︷︷ ︸

n

)
.

Lema 6. Neka su a = (ai)
n
i=1 ∈ Rn i b = (bi)

n
i=1 ∈ Rn razliqiti neopadaju�i nizovi,

tako da a ≻ b i neka je m kardinalnost skupa
{
ai 6= bi | 1 6 i 6 n}. Onda postoji

c = (ci)
n
i=1 ∈ Rn, koji je neopadaju�i, zadovoƩava c ≻ b i pritom je kardinalnost

skupa
{
ci 6= bi | 1 6 i 6 n} maƬa od m.

Dokaz. Kako a ≻ b, ako nizovi nisu identiqki jednaki, postoji bar jedno i, tako

da je ai 6= bi. Kako je
k∑

i=1

ai >
k∑

i=1

bi, ako je k najmaƬi indeks za koji je ak 6= bk,

mora biti ak > bk, a kako je
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

bi, onda postoji bar jedan indeks i za koji

je ai < bi. Neka je l najmaƬi takav indeks. Po izboru, sledi k < l i vaжi ak > bk,
al < bl, a za sve k < i < l je ai = bi.

Neka je δ = max
{∣
∣bk − ak+al

2

∣
∣,

∣
∣bl − ak+al

2

∣
∣
}
, ck = ak+al

2 + δ, cl = ak+al

2 − δ i ci = ai

za i 6∈ {k, l}. Kako bl, bk ∈ [al, ak], sledi δ 6
ak−al

2 , pa je ck 6 ak i cl > al. Tako�e je
ck = ak+al

2 + δ >
ak+al

2 +
∣
∣bk − ak+al

2

∣
∣ > bk, a analogno je cl 6 bl.

Ako je bl > ak+al

2 , kako je bk > bl, sledi δ = bk − ak+al

2 , pa je ck = ak+al

2 + δ = bk.
Sliqno, ako je bk < ak+al

2 , kako je bk > bl, sledi δ = ak+al

2 −bl, pa je cl = ak+al

2 −δ = bl.
Konaqno, ako je bk >

ak+al

2 > bl, bar jedno od δ = bk − ak+al

2 i δ = ak+al

2 − bl je
ispuƬeno, pa je ispuƬeno bar jedno od ck = bk i cl = bl.

Iz gore dobijenog sledi da je niz (ck)n
k=1 neopadaju�i (za i < k je ci = ai >

ak > ck; za k < i < l je ck > bk > bi = ai = ci i ci = ai = bi > bl > cl; za i > l je
cl > al > ai = ci; pore�eƬe ostalih qlanova je trivijalno, poxto za i 6∈ {k, l} vaжi

ci = ai). Kako je ci = ai za i 6∈ {k, l} i ck + cl = ak + al, sledi da je
j∑

i=1

ci =
j∑

i=1

ai

za j < k i j > l, pa za ovakve j vaжi
j∑

i=1

ci >

j∑

i=1

bi, kao i
n∑

i=1

ci =
n∑

i=1

ai =
n∑

i=1

bi.

Ako je k 6 j < l, kako je, po izboru k i l, ci = ai = bi za sve i < l, i 6= k, sledi
j∑

i=1

ci −
j∑

i=1

bi = ck − bk > 0. Dakle, vaжi c ≻ b.

Prethodna lema daje da, slobodnije govore�i, moжemo izmeniti neke koordi-
nate vektora a, tako da ostanu u opadaju�em poretku, kao da i novodobijeni ve-
ktor i daƩe majorira vektor b. Pritom se ne�e izmeniti koordinate na mestima
na kojima su jednake odgovaraju�im koordinatama vektora b, a dobi�e se ili
jedna ili dve nove koordinate na kojima �e se posti�i jednakost (mogu�a su
oba sluqaja). Kako vektori koje posmatramo imaju konaqno mnogo koordinata,
nakon konaqno mnogo koraka (najvixe n − 1) �e se, opisanom transformacijom,
vektor a transformisati u vektor b. Opisanu transformaciju �emo nazivati
L transformacijom (po notaciji iz dokaza prethodne leme, pisa�emo c = La;
pritom, odgovaraju�e koordinate vektora a i vektora c = La se razlikuju na
taqno dva mesta).

Primer 16. Vaжi (4, 0, 0) ≻ (2, 1, 1) (sve odgovaraju�e koordinate su razliqite),
pa se primenom opisane transformacije prvo (4, 0, 0) transformixe u (3, 1, 0) (po-
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klapa se druga koordinata, a prva i tre�a ne), a onda u (2, 1, 1) (poklapaju se sve
tri kooddinate). Sliqno, vaжi (5, 0, 0) ≻ (2, 2, 1), opisanom transformacijom se
(5, 0, 0) transformixe u (3, 2, 0), a onda se (3, 2, 0) transformixe u (2, 2, 1).

Definicija 4. Neka je n ∈ N i f : (0,∞)n → R. Funkciju F : (0,∞)n → R defini-
sanu sa F (x1, . . . , xn) =

∑

σ∈Sn

f(xσ(1), . . . , xσ(n)) nazivamo simetrizacijom funkcije f .

Specijalno, ako je a = (ak)n
k=1 n-torka realnih brojeva, simetrizaciju funkcije

xa1
1 · . . . · xan

n , tj. izraz

T [a](x1, . . . , xn) =
∑

σ∈Sn

x
aσ(1)

1 · . . . · xaσ(n)
n

nazivamo a-sredinom brojeva x1, . . . , xn.

Ukoliko je jasno sa kojim se promeƩivim radi, pisa�emo i T [a], a uobiqa-
jna oznaka prethodnog izraza je i T [a1, . . . , an]. Neposredno iz definicije sledi
da je T [a1, . . . , an](x1, . . . , xn) =

∑

σ∈Sn

xa1

σ(1) · . . . · xan

σ(n). Naravno, za neke a funkcija

T [a] moжe biti definisana i na xirem skupu, ne samo na (0,∞)n, no u ovom radu
�emo se zadrжati na radu sa funkcijama koje su definisane na pozitivnim bro-
jevima. Primetimo da je T [a1, . . . , an] homogena, stepena a1 + . . .+ an (zaista, vaжi
T [a1, . . . , an](λx1, . . . , λxn) = λa1+...+an ·T [a1, . . . , an](x1, . . . , xn) za sve x1, . . . , xn, λ > 0).

Primer 17. Ako su promenƩive x, y, z, vaжi T [2, 1, 0] = x2y+xy2+y2z+yz2+z2x+zx2,
T [1, 0,−1] = x

y
+ y

x
+ y

z
+ z

y
+ z

x
+ x

z
, T [1, 1, 1] = xyz + yzx+ zxy+xzy + yxz + zyx = 6xyz.

Kao xto je to ura�eno u prethodnom primeru kod izraжavaƬa T [1, 1, 1], pri-
likom sre�ivaƬa izraza uobiqajno je da se, ukoliko se neki monom pojavƩuje
vixe puta, odgovaraju�i qlanovi grupixu. Do takve situacije dolazi ako su
neki qlanovi niza (ak)n

k=1 jednaki. Konkretno, ako su b1, . . . , br razliqiti qlanovi
niza (ak)n

k=1 i ako se oni u tom nizu pojavƩuju l1, . . . , lr puta, redom (jasno je da
onda vaжi l1 + . . . + lr = n), isti monom koji se javƩa u T [a1, . . . , an] se dobija
bilo kojom permutacijom koja meƬa qlanove koji su jednaki, tj. isti monom �e se
pojavƩivati onoliko puta koliko ima takvih permutacija (u pitaƬu su permu-
tacije sa ponavƩaƬem), tj. bi�e

(
n

l1,...,lr

)
= n!

l1!·...·lr ! razliqitih monoma, a svaki od
Ƭih �e se pojavƩivati l1! · . . . · lr! puta.

Primer 18. Vaжi T [3, 3, 2](x1, x2, x3) = 2! ·1! ·(x3
1x

3
2x

2
3 +x3

2x
3
3x

2
1 +x3

3x
3
1x

2
2) = 2 ·(x3

1x
3
2x

2
3 +

x3
2x

3
3x

2
1 + x3

3x
3
1x

2
2) (ovde je l1 = 2 i l2 = 1). Sliqno, vaжi T [1, 0, . . . , 0

︸ ︷︷ ︸

n−1

] = (n− 1)! · (x1 +

. . . + xn) i T
[

1
n

, . . . , 1
n

︸ ︷︷ ︸

n

]
= n! · n

√
x1 · . . . · xn (posledƬi izrazi �e biti korix�eni za

kontrolu aritmetiqke i geometrijske sredine).

Karamatina nejednakost i Ƭene primene

Pojam majoracije je jako vaжan u teoriji nejednakosti. Pre nego xto pre�emo
na rad sa a-sredinama, ilustrujmo jedno od prvih uopxteƬa Jensenove nejedna-
kosti, Karamatinu nejednakost, kod koje se vidi vaжnost pojma majoracije, kao i
neke Ƭene posledice.
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Teorema 4. Neka je f : (a, b) → R konveksna funkcija, n > 2, (xi)
n
i=1 i (yi)

n
i=1 n-torke

taqaka iz (a, b), tako da (x1, . . . , xn) ≻ (y1, . . . , yn). Onda vaжi

n∑

i=1

f(xi) >

n∑

i=1

f(yi).

Pritom, ako je f strogo konveksna, jednakost se dostiжe ako i samo ako je
xi = yi za 1 6 i 6 n.

Dokaz. Ukoliko je xi = yi za 1 6 i 6 n, onda je navedena nejednakost trivijalna
jednakost. Ako to nije sluqaj, a za neko i vaжi xi = yi, eliminisaƬem ovih
elemenata iz nejednakosti i vektora, dobijamo odgovaraju�u nejednakost za n− 1
sabiraka (u ovom sluqaju uklaƬaƬe ova dva elementa ne utiqe ni na nejednakost
ni na uslov majoracije).

Dakle, dovoƩno je dokazati nejednakost pod uslovom xi 6= yi za 1 6 i 6 n. Ako

je ci = f(xi)−f(yi)
xi−yi

, kako je f konveksna, vaжi ci+1 > ci za 1 6 i 6 n − 1 (izraz ci

predstavƩa nagib seqice koja sadrжi taqke (xi, f(xi)) i (yi, f(yi))). Ako je Xk =
k∑

i=1

xi i Yk =
k∑

i=1

yi za 1 6 k 6 n, vaжi xi = Xi − Xi−1 i yi = Yi − Yi−1 (ovde uzimamo

X0 = Y0 = 0), kao i Xk > Yk za 1 6 k 6 n − 1, odnosno Xn = Yn. Na osnovu
dobijenog, sledi

n∑

i=1

f(xi) −
n∑

i=1

f(yi) =

n∑

i=1

(
f(xi) − f(yi)

)
=

n∑

i=1

ci(xi − yi)

=

n∑

i=1

ci

(
(Xi − Xi−1) − (Yi − Yi−1)

)
=

n−1∑

i=1

ci(Xi − Yi) −
n∑

i=2

ci(Xi−1 − Yi−1)

=

n−1∑

i=1

ci(Xi − Yi) −
n−1∑

i=1

ci+1(Xi − Yi) =

n−1∑

i=1

(ci − ci+1)(Xi − Yi) > 0.

Iz posledƬe dobijenog, sledi da se jednakost dostiжe ako i samo ako su svi
sabirci u posledƬoj sumi jednaki 0, U sluqaju strogo konveksne je ci 6= ci+1, pa
je Xi = Yi za 1 6 i 6 n − 1, odakle je xi = yi za 1 6 i 6 n, xto je u ovom sluqaju
nemogu�e.

Dakle, za strogo konveksne funkcije jednakost se dostiжe ako i samo ako je
xi = yi za 1 6 i 6 n.

Ukoliko je funkcija konkavna, vaжi analogno tvr�eƬe, sa suprotnim znakom
nejednakosti (dovoƩno je primeniti prethodnu teoremu na funkciju −f). Uko-
liko je yi = x1+...+xn

n
za 1 6 i 6 n, onda (x1, . . . , xn) ≻ (y1, . . . , yn), pa se primenom

Karamatine nejednakosti dobija klasiqna Jensenova nejednakost. Sledi da je
Karamatina nejednakost uopxteƬe Jensenove nejednakosti.

U nastavku prikaжimo nekoliko primena Karamatine nejednakosti koje se
sre�u po sredƬoxkolskoj literaturi. Po toj literaturi ova tvr�eƬa su
uglavnom pokazana bez pomiƬaƬa Karamatine nejednakosti, pa se qesto dexava
da su izloжeni dokazi dosta komplikovaniji od onih koje �emo izloжiti ovde.

Primer 19. Dokaжimo da za proizvoƩne a, b, c > 0 vaжi

1

a + b
+

1

b + c
+

1

c + a
6

1

2a
+

1

2b
+

1

2c
.
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Ako je f(x) = 1
x

za x > 0, kako je f ′′(x) = 2x−3 > 0, sledi da je f konveksna.
Neka je, bez umaƬeƬa opxtosti, a > b > c (uoqena nejednakost je simetriqna).
Onda (2a, 2b, 2c) ≻ (a + b, b + c, c + a), odakle se primenom Karamatine nejednakosti
neposredno dobija navedena nejednakost.

Primer 20. Ako su a, b, c duжine stranica trougla, dokaжimo da vaжi

√
a + b − c +

√
b + c − a +

√
c + a − b 6

√
a +

√
b +

√
c.

Funkcija f(x) =
√

x je konkavna na (0,∞). Neka je, bez umaƬeƬa opxtosti,
a > b > c (uoqena nejednakost je simetriqna). Onda (a + b − c, a + c − b, b + c − a) ≻
(a, b, c), pa na osnovu Karamatine nejednakosti dobijamo navedenu nejednakost.

Primer 21. Neka je n ∈ N i x1 > . . . > xn > 0 takvi da je x1+. . .+xn = 1. Dokaжimo
da vaжi

n∏

i=1

(

1 +
1

xi

)

>

n∏

i=1

(n − xi

1 − xi

)

.

Funkcija f(x) = ln
(
1 + 1

x

)
je konveksna na (0,∞), poxto je f ′′(x) = 2x+1

x2(x+1)2 > 0,

a uoqena nejednakost je ekvivalentna sa
n∏

i=1

(

1 +
1

xi

)

>

n∏

i=1

(

1 +
1

1−xi

n−1

)

.

Dokaжimo da (x1, . . . , xn) ≻
(

1−xn

n−1 , . . . , 1−x1

n−1

)
. Vaжi

n∑

i=1

1−xi

n−1 = 1
n−1 ·

(
n −

n∑

i=1

xi

)
=

1 =
n∑

i=1

xi, pa treba dokazati da za svako k ∈ {1, . . . , n−1} vaжi (n−1)(x1+. . .+xk) >

(1 − xn) + . . . + (1 − xn+1−k) = k(x1 + . . . + xn) − (xn+1−k + . . . + xn), a posledƬe je
taqno poxto se svako od xi > 0 na levoj strani nejednakosti javƩa n − 1 puta, a
na desnoj najvixe k 6 n − 1 puta.

Konaqno, na osnovu Karamatine nejednakosti, primeƬene na funkciju ln(1+ 1
x
)

i vektore (x1, . . . , xn) i
(

1−xn

n−1 , . . . , 1−x1

n−1

)
, dobija se

n∑

i=1

ln
(
1 + 1

xi

)
>

n∑

i=1

ln
(
1 + 1

1−xi
n−1

)
,

odakle sledi navedena nejednakost.

Primer 22. Ako je f : [ 0,∞) → R konveksna, onda vaжi

f(x1) + . . . + f(xn) 6 f(x1 + . . . + xn) + (n − 1)f(0).

Zaista, kako za nenegativne xi vaжi (x1 + . . . + xn, 0, . . . , 0) ≻ (x1, . . . , xn), nave-
dena nejednakost se dobija neposrednom primenom Karamatine nejednakosti na
ove vektore. Inaqe, nejednakost iz ovog primera se qesto naziva i Petrovi�evom
nejednakox�u.

Mjurhedova nejednakost i Ƭene primene

Kako smo videli u ranijem delu teksta, me�u a-sredine spadaju i aritmeti-
qka i geometrijska sredina (videti primer 18). Poznata je quvena nejednakost
izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, pa se name�e pitaƬe da li se iole
sliqan rezultat moжe dobiti i za druge a-sredine. Preciznije, ako su a = (ak)n

k=1

i b = (bk)n
k=1, pod kojim uslovima moжemo obezbediti da vaжi T [a](x1, . . . , xn) 6
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T [b](x1, . . . , xn) ili T [a](x1, . . . , xn) > T [b](x1, . . . , xn) za svako (x1, . . . , xn) ∈ (0,∞)n.
Ukoliko moжemo obezbediti da vaжi neka od navedene dve nejednakosti, re�i
�emo da su sredine T [a] i T [b] uporedive. Naredna teorema daje odgovor pod
kojim uslovima se to moжe uraditi.

Teorema 5 (Mjurhedova teorema). Potreban i dovoƩan uslov da su T [a] i T [b]
uporedive je da a ≻ b ili b ≻ a. Pritom, ako a ≻ b, vaжi T [a](x1, . . . , xn) >

T [b](x1, . . . , xn). Ukoliko a i b nisu identiqni, jednakost se dostiжe ako i samo
ako je x1 = . . . = xn.

Dokaz. Ako je T [a](x1, . . . , xn) > T [b](x1, . . . , xn) za sve (x1, . . . , xn) ∈ (0,∞)n, kako
su T [a] i T [b] homogeni, stepena homogenosti a1 + . . . + an i b1 + . . . + bn, redom,
zamenom x1, . . . , xn sa λx1, . . . , λxn, gde je λ > 0 proizvoƩno, dobijamo λa1+...+an ·
T [a](x1, . . . , xn) > λb1+...+bn · T [b](x1, . . . , xn) za sve (x1, . . . , xn) ∈ (0,∞)n i sve λ > 0,
pa mora biti a1 + . . . + an = b1 + . . . + bn (da bi navedena nejednakost vaжila i
kad λ → 0+ i kad λ → ∞). Za k < n, ako zamenimo x1 = . . . = xk = x > 0,
xk+1 = . . . = xn = 1, izrazi T [a](x1, . . . , xn) i T [b](x1, . . . , xn) postaju polinomi po x,
najstarijih qlanova stepena a1 + . . . + ak i b1 + . . . + bk, redom, pa da bi vaжilo
T [a] > T [b] kad x → ∞, mora biti a1 + . . . + ak > b1 + . . . + bk.

Sa druge strane, ako a ≻ b i a i b nisu identiqni, na osnovu leme 6 (i
komentara nakon leme), b se moжe dobiti iz a primenom konaqno mnogo L tra-
nsformacija, pa je dovoƩno dokazati da je T [a] > T [b] u sluqaju b = La. U
tom sluqaju vektori a i b se razlikuju na taqno dve koordinate, pa kako je
T [a1, . . . , an](x1, . . . , xn) =

∑

σ∈Sn

xa1

σ(1) · xa2

σ(2) · . . . · xan

σ(n) =
∑

σ∈Sn

xa1

σ(2) · xa2

σ(1) · . . . · xan

σ(n),

analogno se izraжava T [b], i kako su uoqene funkcije simetriqne, bez umaƬeƬa
opxtosti moжemo pretpostaviti da se razlikuju na prve dve koordinate i da je
a1 > a2. Neka je p = a1+a2

2 i γ = a1−a2

2 . Po opisu L transformacije (videti dokaz
leme 6 i komentar nakon Ƭe), posledƬe znaqi da je b1 = p + δ i b2 = p − δ, kao i
da je δ < γ, pa kako je a1 = p + γ i a2 = p − γ, sledi

2
(
T [a] − T [b]

)
=

∑

σ∈Sn

(

xa1

σ(1) · x
a2

σ(2) ·
n∏

i=3

xai

σ(i)

)

+
∑

σ∈Sn

(

xa1

σ(2) · x
a2

σ(1) ·
n∏

i=3

xai

σ(i)

)

−
∑

σ∈Sn

(

xb1
σ(1) · x

b2
σ(2) ·

n∏

i=3

xbi

σ(i)

)

−
∑

σ∈Sn

(

xb1
σ(2) · x

b2
σ(1) ·

n∏

i=3

xbi

σ(i)

)

=
∑

σ∈Sn

((
x

p+γ

σ(1)x
p−γ

σ(2) + x
p+γ

σ(2)x
p−γ

σ(1) − x
p+δ

σ(1)x
p−δ

σ(2) − x
p+δ

σ(2)x
p−δ

σ(1)

)
·

n∏

i=3

xai

σ(i)

)

=
∑

σ∈Sn

((
x

γ+δ

σ(1) − x
γ+δ

σ(2)

)
·
(
x

γ−δ

σ(1) − x
γ−δ

σ(2)

)
·
(
xσ(1)xσ(2)

)p−γ
n∏

i=3

xai

σ(i)

)

> 0,

poxto su svi sabirci nenegativni (kako je γ+δ > 0 i γ−δ > 0, funkcije xγ+δ i xγ−δ

su rastu�e). Pritom, da bi vaжila jednakost, svaki sabirak mora biti jednak
0, tj. mora biti xσ(1) = xσ(2) za svako σ ∈ Sn, odnosno mora biti x1 = . . . = xn.

Prvi deo dokaza prethodne teoreme govori da je uslov majoracije prirodan
ukoliko su uoqene sredine uporedive. Nejednakost dobijena prethodnom teore-
mom se naziva Mjurhedovom nejednakox�u (za par a, b).
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Poxto se u okviru gradiva osnovne i sredƬe xkole uglavnom vi�aju varija-
nte Mjurhedove nejednakosti za n = 2 i n = 3, prikaжimo skice dokaza u ovim
situacijama u obliku u kojem se obiqno vi�a po xkolskoj literaturi (poxto
se uqenicima najqex�e ne dozvoƩava da se pozivaju na tvr�eƬe Mjurhedove teo-
reme). Zarad lakxeg pra�eƬa, promenƩive �emo u ovim situacijama obeleжa-
vati sa x, y, odnosno x, y, z.

U sluqaju n = 2, ukoliko su u pitaƬu vektori (a1, a2) i (b1, b2), a1 > a2, takvi
da (a1, a2) ≻ (b1, b2), se, nakon skra�ivaƬa sa xa2ya2 , Mjurhedova nejednakost svodi
na Mjurhedovu nejednakost za vektore (a1 − a2, 0) i (b1 − a2, b2 − a2), tj. dovoƩno
je dokazati nejednakost za par (s, 0) i (α, s − α) (ovde je s > 0 i α ∈ (0, s); onda
(s, 0) ≻ (α, s − α)). U posledƬe navedenom sluqaju nejednakost glasi xs + ys >

xαys−α +xs−αyα i ekvivalentna je sa
(
xα−yα

)(
xs−α−ys−α

)
> 0, pa je taqna, poxto

je α > 0 i s − α > 0.
U sluqaju n = 3, analogno, skra�ivaƬem i smenom promenƩive se dobija da je

tvr�eƬe dovoƩno dokazati za vektore oblika (1, a, 0) i (b, c, d), tako da je a ∈ [0, 1],
1 > b > c > d > 0 i (1, a, 0) ≻ (b, c, d). Primetimo da se u sluqaju {1, a, 0}∩{b, c, d} 6=
∅ tvr�eƬe svodi na pokazano tvr�eƬe za n = 2 (zapravo, na tri odgovaraju�a
tvr�eƬa). Na primer, ako je b = 1, onda je c + d = a (i vaжi c, d ∈ [0, a]), pa se
tvr�eƬe Mjurhedove nejednakosti svodi na

x
(
yc − zc

)(
yd − zd

)
+ y

(
zc − xc

)(
zd − xd

)
+ z

(
xc − yc

)(
xd − yd

)
> 0.

Sliqno, ako je d = 0, onda je b + c = 1 + a (i vaжi b, c ∈ [a, 1]), pa se tvr�eƬe
Mjurhedove nejednakosti svodi na

xaya
(
xb−a − yb−a

)(
xc−a − yc−a

)
+ yaza

(
yb−a − zb−a

)(
yc−a − zc−a

)

+ zaxa
(
zb−a − xb−a

)(
zc−a − xc−a

)
> 0,

a analagno se dobija zakƩuqak i u drugim mogu�im situacijama.
Ukoliko je {1, a, 0}∩{b, c, d} = ∅ i (1, a, 0) ≻ (b, c, d), ukoliko je 1−b 6 d (odnosno

b + d > 1), onda (1, a, 0) ≻ (1, c, b + d − 1) ≻ (b, c, d), a ukoliko je 1 − b < d (odnosno
b + d < 1), onda (1, a, 0) ≻ (b + d, c, 0) ≻ (b, c, d), pa se u ovom sluqaju nejednakost
svodi na dve nejednakosti kod kojih je bar jedna koordinata vektora jednaka,
odnosno na prethodno dokazan sluqaj.

Po xkolskim kƬigama, pogotovo za osnovnu i mla�e razrede sredƬe xkole, se
prethodno najqex�e sprovodi za konkretne vektore, tako da ima maƬe razmatraƬa
sluqajeva. Ali isto tako, qesto se vi�a i da se dokaz svede na ,,umetaƬe pomo�nog
izraza”, tj. izraza za koji se ispostavi da se nalazi izme�u dva izraza koji se
porede, no bez ikakvog objaxƬeƬa kako se doxlo do pomo�nog izraza.

U nastavku ovog dela �emo ilustrovati primenu Mjurhedove teoreme i ana-
lizirati Ƭene mogu�nosti.

Primer 23. Kako (n, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

) ≻ (1, . . . , 1
︸ ︷︷ ︸

n

), na osnovu Mjurhedove nejednakosti sledi

(n − 1)! ·
(
xn

1 + . . . + xn
n

)
= T [n, 0, . . . , 0] > T [1, . . . , 1] = n! · x1 · . . . · xn, odnosno

xn
1 +...+xn

n

n
> x1 · . . . · xn (klasiqna nejednakost izme�u aritmetiqke i geometrijske

sredine). Nejednakost izme�u geometrijske i harmonijske sredine, pa samim tim
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i nejednakost izme�u aritmetiqke i harmonijske sredine je neposredna posledi-
ca nejednakosti izme�u aritmetiqke i geometrijske sredine, ali zarad potpu-
nosti ilustrujmo da se i ove nejednakosti dobijaju pravolinijskom upotrebom

Mjurhedove teoreme. Zaista, nakon sre�ivaƬa, prva se svodi na
n∑

k=1

x
1
n
1 ·...·x

1
n
n

xk
> n,

odnosno 1
(n−1)! ·T

[
1
n

, . . . , 1
n

, 1
n
− 1

]
> n · 1

n! ·T [0, . . . , 0], a druga na
∑

i6=j

(
xi

xj
·x1 · . . . ·xn

)
>

n(n−1)x1 · . . . ·xn, odnosno 1
(n−2)! ·T [2, 1, . . . , 1, 0] > n(n−1) · 1

n! ·T [1, . . . , 1], pa su taqne,

poxto
(

1
n

, . . . , 1
n

, 1
n
− 1

)
≻ (0, . . . , 0) i (2, 1, . . . , 1, 0) ≻ (1, . . . , 1).

Tako�e, svi primeri koji su navedeni u uvodnom delu se dobijaju neposredno
iz Mjurhedove nejednakosti. Na primer, da za a, b, c > 0 vaжi a4 + b4 + c4 >

a2b2 + b2c2 + c2a2 > ab2c+abc2 +a2bc sledi iz (4, 0, 0) ≻ (2, 2, 0) ≻ (2, 1, 1) (qak vidimo
da moжemo izvrxiti i niz profiƬeƬa; na primer, izme�u prva dva izraza koji
se javƩaju u prethodnom nizu nejednakosti se moжe umetnuti izraz 1

2 · T [3, 1, 0]).
Ovakve nejednakosti se najqex�e javƩaju u gradivu osmog razreda i pritom se kod
uqenika testira sposobnost da izvrxe algebarske transformacije pomo�u kojih
dolaze do oblika iz kog mogu da zakƩuqe da odgovaraju�a nejednakost vaжi. Za-
htevniji primeri ovog oblika se obiqno javƩaju na vixim nivoima takmiqeƬa u
osnovnoj xkoli, pa je stoga tvr�eƬe Mjurhedove teoreme naxlo svoje standardno
mesto u okviru dodatne nastave za uqenike ovog godixta. Iako se uqenicima
qesto ne dozvoƩava da se u rexeƬu pozovu na samo tvr�eƬe Mjurhedove teoreme,
ono im moжe biti jako korisno, poxto moжe uprostiti dokazivaƬe nejednakosti
time xto se ,,razbije” na niz jednostavijih (a majoracija im se obiqno pre-
dstavƩa kao xto je to ura�eno na narednoj slici, ,,prebacivaƬem kvadrati�a u
desno”; slika ilustruje da (4, 0, 0) ≻ (3, 1, 0) ≻ (2, 1, 1), odnosno neke od majoracija
pomenutih na poqetku ovog pasusa).

Slika 3.

Ilustrujmo nekoliko primera nejednakosti koje se javƩaju po xkolskoj lite-
raturi, a koje su neposredne posledice Mjurhedove nejednakosti.

Primer 24. Dokazaжimo da za a, b, c > 0 vaжi a3 + b3 + c3 > a2
√

bc + b2
√

ca+ c2
√

ab.
Navedena nejednakost je zapravo 1

2 · T [3, 0, 0] >
1
2 · T

[
2, 1

2 , 1
2

]
, pa kako (3, 0, 0) ≻

(
2, 1

2 , 1
2

)
, sledi neposredno iz Mjurhedove nejednakosti.

Primer 25. Dokaжimo da za a, b > 0 vaжi 8(a4+b4) > (a+b)4. Navedena nejednakost
je ekvivalentna sa 8(a4+b4) > a4+4a3b+6a2b2+4ab3+b4, odnosno sa 7(a4+b4) > 4a3b+
6a2b2 + 4ab3, tj. sa 7T [4, 0] > 4T [3, 1] + 3T [2, 2], pa kako (4, 0) ≻ (3, 1) i (4, 0) ≻ (2, 2),
sledi neposredno iz Mjurhedove nejednakosti.

Primer 26. Odredimo najmaƬe k, tako da za sve x, y > 0 vaжi

x6 + 5x5y + 10x4y2 + kx3y3 + 10x2y4 + 5xy5 + y6
> 0.

Navedena nejednakost je trivijalno ispuƬena ako je k > 0, pa je dovoƩno
ispitati da li postoji k < 0 za koje je ispuƬena. Ukoliko je x = y, nejednakost
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postaje (k + 32)x6 > 0, pa mora biti k > −32, pa ukoliko dokaжemo da je navedena
nejednakost ispuƬena za k = −32, dokaza�emo da je traжena vrednost bax k =
−32. U tom sluqaju, nejednakost glasi T [6, 0] + 5T [5, 1] + 10T [4, 2] > 16T [3, 3], pa
kako (6, 0) ≻ (3, 3), (5, 1) ≻ (3, 3) i (4, 2) ≻ (3, 3), tvr�eƬe sledi iz Mjurhedove
nejednakosti.

Primer 27. Dokaжimo da za a, b, c > 0 vaжi a3

bc
+ b3

ca
+ c3

ab
> a + b + c. Nave-

dena nejednakost je homogena, ekvivalentna je sa T [3,−1,−1] > T [1, 0, 0], pa kako
(3,−1,−1) ≻ (1, 0, 0), sledi na osnovu Mjurhedove nejednakosti.

Primer 28. Dokaжimo da za a, b, c > 0 vaжi 1
a

+ 1
b

+ 1
c

6
a8+b8+c8

a3b3c3 . MnoжeƬem ne-
jednakosti sa a3b3c3, dobijamo ekvivalentnu nejednakost a3b3c2 + a3b2c3 + a3b3c2 6

a8 + b8 + c8, odnosno T [3, 3, 2] 6 T [8, 0, 0], pa kako (8, 0, 0) ≻ (3, 3, 2), sledi iz Mjurhe-
dove nejednakosti.

Primer 29. Odredimo inf
x,y,z>0

(x+y)(y+z)(z+x)
xyz

. Ako je x = y = z, vrednost izraza

pod infimumom je 8, pa ako pokaжemo da je (x+y)(y+z)(z+x)
xyz

> 8, dokaza�emo i da
je navedeni infimum jednak 8. Dobijena nejednakost je ekvivalentna sa 8xyz 6

(x + y)(y + z)(z + x) = x2y + xy2 + y2z + yz2 + z2x + zx2 + 2xyz, odnosno sa T [1, 1, 1] =
6xyx 6 x2y + xy2 + y2z + yz2 + z2x + zx2 = T [2, 1, 0], pa kako (2, 1, 0) ≻ (1, 1, 1), taqna
je na osnovu Mjurhedove nejednakosti.

Primer 30. Za x, y, z > 0 dokaжimo da vaжi (x + y + z) ·
(

1
x+y

+ 1
y+z

+ 1
z+x

)
>

9
2 .

Zaista, uoqena nejednakost je ekvivalentna sa 9
2 ·(x+y)(y+z)(z+x) 6 (x+y+z)

(
(x+

y)(y + z) + (y + z)(z + x) + (z + x)(x + y)
)

= (x + y + z)
(
x2 + y2 + z2 + 3(xy + yz + zx)

)
,

odnosno 9
2 · T [2, 1, 0] + 3

2 · T [1, 1, 1] 6
1
2 · T [3, 0, 0] + 4 · T [2, 1, 0] + 3

2 · T [1, 1, 1], tj. sa
T [2, 1, 0] 6 T [3, 0, 0], pa je taqna, poxto (3, 0, 0) ≻ (2, 1, 0).

Naravno, ne moжe se oqekivati da se svaka simetriqna nejednakost svede na
neposrednu posledicu Mjurhedove nejednakosti, a qak i kad je to mogu�e, qesto
nije isplativo zbog koliqine raquna koji moжe biti potreban. Da bi se doxlo do
zakƩuqka, qesto se Mjurhedova nejednakost kombinuje sa drugim nejednakostima.

Primer 31. Dokaжimo da za x1, . . . , xn > 0 vaжi

(
1

n

n∑

i=1

n−1

√
x1 · . . . · xn

xi

)x1+...+xn

6 xx1
1 · . . . · xxn

n .

Na osnovu Mjurhedove nejednakosti vaжi T [ 1
n−1 , . . . , 1

n−1
︸ ︷︷ ︸

n−1

, 0] 6 T [1, 0, . . . , 0
︸ ︷︷ ︸

n−1

],

odakle je 1
n
·

n∑

i=1

n−1

√
x1·...·xn

xi
6

x1+...+xn

n
, pa je dovoƩno dokazati da je ispuƬeno

(
x1+...+xn

n

)x1+...+xn
6 xx1

1 · . . . · xxn
n . LogaritmovaƬem i sre�ivaƬem se dobija ekvi-

valentna nejednakost ln
(

x1+...+xn

n

)
6

x1 ln x1+...+xn ln xn

x1+...+xn
, tj. x1+...+xn

n
· ln

(
x1+...+xn

n

)
6

x1 lnx1+...+xn ln xn

n
, koja se neposredno dobija iz Jensenove nejednakosti primeƬene

na konveksnu funkciju x ln x, pri λ1 = . . . = λn = 1
n

. Jednakost se dostiжe samo
ako i samo ako je x1 = . . . = xn.

Ono xto se qex�e javƩa je da se zahteva procena izraza na nekom podskupu Ƭe-
govog domena (uslovni ekstremum; ovakvi zahtevi se obiqno daju uqenicima u toku
sredƬoxkolskog obrazovaƬa). U takvim zahtevima se ispostavƩa da Mjurhedova
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nejednakost moжe biti korisna qak i prilikom procene izraza koji nisu istog
stepena homogenosti, a u tom sluqaju uslov obiqno sluжi da se pomo�u Ƭega
nejednakost transformixe u oblik u kojem su strane istog stepena homogenosti.
U nastavku �emo takve situacije prikazati kroz nekoliko primera.

Primer 32. Dokaжimo da za a, b, c > 0, takve da je a + b + c = 1, vaжi

ab + bc + ca > 4
(
a2b2 + b2c2 + c2a2

)
+ 5abc.

Izraz ab+bc+ca je homogen, stepena 2, izraz a2b2+b2c2+c2a2 je homogen, stepena
4, a izraz abc je homogen, stepena 3, pa na prvi pogled Mjurhedova nejednakost ne
moжe pomo�i u ovom sluqaju. Me�utim, primetimo da je zahtev da se navedena
nejednakost ispita samo za promenƩive za koje je a + b + c = 1, pa je ideja da
navedeni uslov iskoristimo da nejednakost transformixemo u ekvivalentnu, kod
koje �e svi sabirci biti istog stepena homogenosti. Navedena nejednakost je,
pod uslovom a + b + c = 1, a, b, c > 0, ekvivalentna sa

(a + b + c)2(ab + bc + ca) > 4(a2b2 + b2c2 + c2a2) + 5abc(a + b + c)

(primetimo da smo izraz koji je bio stepena homogenosti 2 pomnoжili sa (a+ b+
c)2, a izraz koji je bio stepena homogenosti 3 sa a+b+c; kako je a+b+c homogen, ste-
pena homogenosti 1, na ovaj naqin �emo dobiti da su svi sabirci koji uqestvuju
u nejednakosti stepena homogenosti 4), odnosno, nakon sre�ivaƬa, navedena neje-
dnakost je ekvivalentna sa T [3, 1, 0]+T [2, 2, 0]+ 5

2 ·T [2, 1, 1] > 2T [2, 2, 0]+ 5
2 ·T [2, 1, 1],

tj. sa T [3, 1, 0] > T [2, 2, 0], koja je taqna, poxto (3, 1, 0) ≻ (2, 2, 0). Jednakost se
dostiжe ako i samo ako je a = b = c = 1

3 .

Primer 33. Dokaжimo da za a, b, c > 0, za koje je 1
a

+ 1
b

+ 1
c

= 1 , vaжi

(a − 1)(b − 1)(c − 1) > 8.

Uslov kojim su vezane promenƩive je ekvivalentan sa ab + bc + ca = abc, a
navedena nejednakost sa abc − (ab + bc + ca) + (a + b + c) − 1 > 8, odnosno, ako
iskoristimo uslov, sa a + b + c > 9. Kako je leva strana posledƬe nejednakosti
stepena homogenosti 1, desna stepena homogenosti 0, a funkcija abc

ab+bc+ca
(koja

uqestvuje u uslovu) stepena homogenosti 1, transformiximo dobijenu nejedna-
kost u oblik a + b + c > 9 · abc

ab+bc+ca
, odnosno (a + b + c)(ab + bc + ca) > 9abc, tj.

T [2, 1, 0]+ 1
2 ·T [1, 1, 1] > 3

2 ·T [1, 1, 1], odnosno T [2, 1, 0] > T [1, 1, 1]. Dobijena nejednakost
je taqna na osnovu Mjurhedove nejednakosti, poxto (2, 1, 0) ≻ (1, 1, 1). Jednakost
se dostiжe ako i samo ako je a = b = c = 3.

Primer 34. Dokaжimo da za a, b, c > 0, takve da je abc = 1, vaжi

a3

(b + 1)(c + 1)
+

b3

(c + 1)(a + 1)
+

c3

(a + 1)(b + 1)
>

3

4
.

MnoжeƬem sa 4(a+1)(b+1)(c+1) dobija se ekvivalentna nejednakost 4(a4 +b4 +
c4)+4(a3+b3+c3) > 3abc+3(ab+bc+ca)+3(a+b+c)+3, odnosno, ako uslov iskoristimo
za korekciju stepena homogenosti sabiraka (da svi postanu stepena homogenosti

4), dobija se ekvivalentna nejednakost 4(a4 + b4 + c4) + 4(abc)
1
3 · (a3 + b3 + c3) >

3(abc)
1
3 · abc + 3(abc)

2
3 · (ab + bc + ca) + 3abc(a + b + c) + 3(abc)

4
3 , odnosno

2T [4, 0, 0] + 2T
[
10
3 , 1

3 , 1
3

]
> T

[
4
3 , 4

3 , 4
3

]
+ 3

2 · T
[
5
3 , 5

3 , 2
3

]
+ 3

2 · T [2, 1, 1],
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koja je taqna na osnovu Mjurhedove nejednakosti, poxto i (4, 0, 0) i
(

10
3 , 1

3 , 1
3

)

majoriraju svaki od
(

4
3 , 4

3 , 4
3

)
,

(
5
3 , 5

3 , 2
3

)
, (2, 1, 1), a na stranama nejednakosti se

nalazi jednak broj a-sredina (zbir koeficijenata kojima se mnoжe sredine na obe
strane nejednakosti je 4). Jednakost se dostiжe ako i samo ako je a = b = c = 1.

Primer 35. Dokaжimo da za a, b, c > 0, takve da je abc = 1, vaжi

1

a3(b + c)
+

1

b3(c + a)
+

1

c3(a + b)
>

3

2
.

Kako je a, b, c > 0, a strane nejednakosti stepena homogenosti −4 i 0, ukoliko
brojioce razlomaka na levoj strani nejednakosti prikaжemo u obliku (abc)

4
3 (xto

moжemo, na osnovu uslova kojim su vezane promenƩive), dobijamo nejednakost
kojoj su strane istog stepena homogenosti (stepena 0). MnoжeƬem nejednakosti
sa (b + c)(c + a)(a + b) i sre�ivaƬem, dobijamo ekvivalentnu nejednakost

3
2 · T [2, 1, 0] + 1

2 · T [1, 1, 1] 6 T
[
7
3 , 4

3 ,− 2
3

]
+ 1

2 · T
[
7
3 , 7

3 ,− 5
3

]
+ 1

2 · T
[
4
3 , 4

3 , 1
3

]
,

koja je posledica pravilo uparene tri Mjurhedove nejednakosti, poxto
(

7
3 , 7

3 ,− 5
3

)

≻ (2, 1, 0),
(

7
3 , 4

3 ,− 2
3

)
≻ (2, 1, 0) i

(
4
3 , 4

3 , 1
3

)
≻ (1, 1, 1) (zapravo, u zakƩuqku je samo

bitno da se T [1, 1, 1] proceni sa T
[
4
3 , 4

3 , 1
3

]
, poxto (2, 1, 0) ≻

(
4
3 , 4

3 , 1
3

)
). Jednakost

se dostiжe ako i samo ako je a = b = c = 1.

Iz prethodnih primera vidimo da se koliqina raquna koja je potrebna da se
nejednakosti ovog tipa svedu na osnovne drastiqno pove�ava usloжƬavaƬem ne-
jednakosti. Stoga se Mjurhedova nejednakost qesto kombinuje sa drugim nejedna-
kostima, koje, pravilno primeƬene, mogu drastiqno smaƬiti koliqinu raquna
koja je neophodna. U narednom primeru je pomogla nejednakost Koxi–Xvarc–
BuƬakovskog (za n ∈ N i a1, . . . , an, b1, . . . , bn ∈ R vaжi

(
a2
1 + . . .+a2

n

)
·
(
b2
1 + . . .+ b2

n

)
>

(
a1b1 + . . . + anbn)2, uz dostizaƬe jednakosti ako i samo ako su vektori (a1, . . . , an)

i (b1, . . . , bn) zavisni), koja se qesto koristi u starijim razredima sredƬe xkole
(naravno, i kasnije).

Primer 36. Ako je k ∈ N, dokaжimo da za a, b, c > 0, takve da je a + b + c = 1, vaжi

ak+2

ak+1 + bk + ck
+

bk+2

bk+1 + ck + ak
+

ck+2

ck+1 + ak + bk
>

1

7
.

Oznaqimo sa L izraz na levoj strani navedene nejednakosti. Kako je, na osnovu
nejednakosti Koxi–Xvarc–BuƬakovskog,

(
ak+1 + bk+1 + ck+1

)2
=

(√

ak+2

ak+1+bk+ck ·
√

ak(ak+1 + bk + ck)

+

√

bk+2

bk+1+ck+ak ·
√

bk(bk+1 + ck + ak) +

√

ck+2

ck+1+ak+bk ·
√

ck(ck+1 + ak + bk)
)2

6 L ·
(

ak
(
ak+1 + bk + ck

)
+ bk

(
bk+1 + ck + ak

)
+ ck

(
ck+1 + ak + bk

))

= L ·
((

a2k+1 + b2k+1 + c2k+1
)

+ 2
(
akbk + bkck + ckak

))

, sledi

L >

(
ak+1 + bk+1 + ck+1

)2

(
a2k+1 + b2k+1 + c2k+1

)
+ 2

(
akbk + bkck + ckak

) = K,
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pa je dovoƩno dokazati da je K > 1
7 . Koriste�i uslov, moжemo transformisati

posledƬu nejednakost tako da bude homogena, konkretno, ekvivalentna je sa
(
ak+1 + bk+1 + ck+1

)2

(
a2k+1 + b2k+1 + c2k+1

)
(a + b + c) + 2

(
akbk + bkck + ckak

)
(a + b + c)2

>
1

7
,

odnosno, nakon sre�ivaƬa, sa 7
2 ·T [2k +2, 0, 0]+7T [k+1, k +1, 0] >

1
2 ·T [2k +2, 0, 0]+

T [2k + 1, 1, 0] + 2T [k + 2, k, 0] + T [k, k, 2] + 2T [k + 1, k + 1, 0] + 4T [k + 1, k, 1], odnosno

3T [2k+2, 0, 0]+5T [k+1, k+1, 0] > T [2k+1, 1, 0]+2T [k+2, k, 0]+T [k, k, 2]+4T [k+1, k, 1].

PosledƬa nejednakost sledi iz Mjurhedove nejednakosti, poxto (2k + 2, 0, 0) ≻
(2k + 1, 1, 0), (2k + 2, 0, 0) ≻ (k +2, k, 0), (k +1, k +1, 0) ≻ (k +1, k, 1) i (k +1, k +1, 0) ≻
(k, k, 2) i odgovaraju�i su koeficijenti uz odgovaraju�e a-sredine. Analizom
svih korix�enih nejednakosti, sledi da se jednakost dostiжe ako i samo ako je
a = b = c = 1

3 .

Xurova nejednakost i Ƭene primene

Mjurhedova teorema daje uslove pod kojima se mogu porediti dve a-sredine.
Ukoliko su izrazi koje poredimo linearne kombinacije a-sredina (prebacivaƬem
na odgovaraju�u stranu nejednakosti se moжe pretpostaviti da su to kombinacije
kod kojih su koeficijenti nenegativni), kao posledice dobijamo nove nejednako-
sti. Ovakav postupak je dao rexeƬe u prethodna tri primera, zato xto su se
dobijene nejednakosti mogle rastaviti na nekoliko nejednakosti koje se svode na
Mjurhedovu nejednakost. Me�utim, nije jasno da li je mogu�e porediti izraze
ukoliko se nejednakost koju dokazujemo ne moжe razloжiti na opisani naqin na
vixe nejednakosti.

Na primer, ukoliko bi жeleli da uporedimo izraze T [3, 0, 0] + T [1, 1, 1] i
2T [2, 1, 0] na opisani naqin, dolazimo do problema. Oba izraza su kombinacija
dve a-sredine, vaжi (3, 0, 0) ≻ (2, 1, 0) ≻ (1, 1, 1), pa je T [3, 0, 0] > T [2, 1, 0] > T [1, 1, 1].
Me�utim, izraz T [3, 0, 0] ne mora biti ve�i od 2T [2, 1, 0], pa u ovom sluqaju nije
jasno kako do�i do zakƩuqka (pogotovo ako se oslaƬamo samo na Mjurhedovu teo-
remu). Na ovo pitaƬe �emo odgovoriti u narednom primeru, a pore�eƬe ovakvih
izraza, koji se ne mogu razloжiti na konaqno mnogo Mjurhedovih nejednakosti,
je motivisalo razvoj novih nejednakosti, me�u kojima je i nejednakost pokazana
u narednoj teoremi.

Teorema 6 (Xurova nejednakost). Neka je a ∈ R i b > 0. Onda vaжi

T [a + 2b, 0, 0] + T [a, b, b] > 2 · T [a + b, b, 0].

Dokaz. Oznaqimo, zarad lakxeg pra�eƬa, promenƩive x1, x2, x3, sa x, y, z, redom.
Onda je

1
2 ·

(
T [a + 2b, 0, 0] + T [a, b, b]− 2 · T [a + b, b, 0]

)
=

(
xa+2b + ya+2b + za+2b

)

+
(
xaybzb + xbyazb + xbybza

)

−
(
xa+byb + xa+bzb + ya+bxb + ya+bzb + za+bxb + za+byb

)

= xa
(
xb − yb

)(
xb − zb

)
+ ya

(
yb − xb

)(
yb − zb

)
+ za

(
zb − xb

)(
zb − yb

)
.

23



Dokaжimo nejednakost u sluqaju x > y > z (zbog simetrije, odatle �e slediti
dokaz i u preostalih pet sluqajeva).

1◦ Ako je a > 0, onda je xa
(
xb − yb

)(
xb − zb

)
+ ya

(
yb −xb

)(
yb − zb

)
> ya

(
xb − yb

)(
yb −

zb
)

+ ya
(
yb − xb

)(
yb − zb

)
= 0, pa kako je za

(
zb − xb

)(
zb − yb

)
> 0, sledi da je

uoqeni izraz nenegativan.

2◦ Ako je a < 0, onda je ya
(
yb −xb

)(
yb − zb

)
+ za

(
zb −xb

)(
zb − yb

)
> ya

(
yb −xb

)(
yb −

zb
)

+ ya
(
yb − xb

)(
zb − yb

)
= 0, pa kako je xa

(
xb − yb

)(
xb − zb

)
> 0, sledi da je

uoqeni izraz nenegativan.

Jednakost se dostiжe ako i samo ako je x = y = z.

Primer 37. Dokaжimo da za x, y, z > 0 vaжi (x + y − z)(y + z − x)(z + x − y) 6 xyz.
Navedena nejednakost je ekvivalentna sa x2y + xy2 + y2z + yz2 + z2x + zx2 6 x3 +
y3 + z3 + 3xyz, odnosno sa T [3, 0, 0] + T [1, 1, 1] > 2T [2, 1, 0], xto se dobija iz Xurove
nejednakosti izborom a = b = 1. Pritom se jednakost dostiжe ako i samo ako je
x = y = z.

Primetimo da smo u prethodnom primeru odgovorili i na pitaƬe postavƩeno
na poqetku ovog dela, na koje nismo mogli da odgovorimo oslaƬaju�i se samo na
Mjurhedovu nejednakost. Xurova nejednakost je formulisana za vektore u R3,
budu�i da daje procenu izme�u odgovaraju�ih a-sredina generisanih vektorima
kod kojih se, po opisanom pravilu, meƬaju samo tri koordinate vektora, no,
naravno, ona je primenƩiva i na sredine generisane vektorima iz Rn, n > 4
(preostalih n − 3 koordinata ostaju nepromeƬene). Problemi u kojima je za
dobijaƬe konaqnog zakƩuqka pored Mjurhedove nejednakosti potrebno na pravi
naqin upotrebiti i nejednakost Xura (ili neke druge nejednakosti) se u okviru
sredƬe xkole obiqno nalaze na najvixim nivoima takmiqeƬa, a moжe se re�i
i da Xurova nejednakost daje pravu snagu primenama Mjurhedove nejednakosti.
Na kraju ovog dela prikaza�emo nekoliko takvih primera.

Primer 38. Dokaжimo da za a, b, c > 0, takve da je a + b + c > 1, vaжi

a
√

a

b + c
+

b
√

b

c + a
+

c
√

c

a + b
>

√
3

2
.

Na osnovu nejednakosti Koxi–Xvarc–BuƬakovskog, sledi

(a + b + c)2 =
(√

a
√

a
b+c

·
√√

a (b + c) +

√

b
√

b
c+a

·
√√

b (c + a) +

√
c
√

c
a+b

·
√√

c (a + b)
)2

6

(
a
√

a

b+c
+ b

√
b

c+a
+ c

√
c

a+b

)

·
(√

a (b + c) +
√

b (c + a) +
√

c (a + b)
)
,

pa, uz korix�eƬe uslova a + b + c > 1, sledi

a
√

a

b + c
+

b
√

b

c + a
+

c
√

c

a + b
>

(a + b + c)2
√

a (b + c) +
√

b (c + a) +
√

c (a + b)

>
(a + b + c)

3
2

√
a (b + c) +

√
b (c + a) +

√
c (a + b)
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(posledƬa procena je ura�ena da bi se dobio izraz stepena homogenosti 0), pa je
dovoƩno dokazati da vaжi

(a + b + c)
3
2

√
a (b + c) +

√
b (c + a) +

√
c (a + b)

>

√
3

2
.

PosledƬa nejednakost je ekvivalentna sa 4(a + b + c)3 > 3
(√

a (b + c) +
√

b (c +

a) +
√

c (a + b)
)2

, odnosno, nakon sre�ivaƬa, sa 2T [3, 0, 0] + 12T [2, 1, 0] + 4T [1, 1, 1] >

3T [2, 1, 0] + 3T
[
2, 1

2 , 1
2

]
+ 3T

[
3
2 , 3

2 , 0
]
+ 6T

[
3
2 , 1, 1

2

]
+ 3T [1, 1, 1], tj. sa

2T [3, 0, 0] + 9T [2, 1, 0] + T [1, 1, 1] > 3T
[
2, 1

2 , 1
2

]
+ 3T

[
3
2 , 3

2 , 0
]
+ 6T

[
3
2 , 1, 1

2

]
.

U dobijenoj nejednakosti se javƩa po 12 a-sredina sa obe strane. Pritom su
T [3, 0, 0] i T [2, 1, 0] ve�i od bilo kog sabirka koji se javƩaju na desnoj strani
(vektori (3, 0, 0) i (2, 1, 0) majoriraju proizvoƩan od

(
2, 1

2 , 1
2

)
,

(
3
2 , 3

2 , 0
)
,

(
3
2 , 1, 1

2

)
),

ali T [1, 1, 1] to nije (zapravo, on je maƬi od proizvoƩne a-sredine koja se javƩa
na desnoj strani), pa se traжena procena ne moжe dobiti pravolinijskom pri-
menom Mjurhedove teoreme. Jedna od mogu�nosti da se problem otkloni je da
se iskoristi Xurova nejednakost za procenu u kojoj uqestvuje qlan T [1, 1, 1].
Kako je T [3, 0, 0] + T [1, 1, 1] > 2T [2, 1, 0], vaжi 2T [3, 0, 0] + 9T [2, 1, 0] + T [1, 1, 1] >

T [3, 0, 0] + 11T [2, 1, 0], a dobijeni izraz je, po malopre�axƬem zakƩuqku, ve�i od
desne strane dobijene nejednakosti (po Mjurhedovoj teoremi i T [3, 0, 0] i T [2, 1, 0]
su ve�i od proizvoƩnog od T

[
2, 1

2 , 1
2

]
, T

[
3
2 , 3

2 , 0
]
, T

[
3
2 , 1, 1

2

]
, a na stranama nejedna-

kosti uqestvuje po 12 ovakvih sabiraka). Jednakost se dostiжe ako i samo ako je
a = b = c = 1

3 .

Primer 39. Dokaжimo da za x, y, z > 0 vaжi

x3

y2 − yz + z2
+

y3

z2 − zx + x2
+

z3

x2 − xy + y2
> 3 · xy + yz + zx

x + y + z
.

Nejednakost je ekvivalentna sa x3(y+z)
y3+z3 + y3(z+x)

z3+x3 + z3(x+y)
x3+y3 > 3 · xy+yz+zx

x+y+z
, odnosno,

nakon mnoжeƬa sa (y3 + z3)(z3 + x3)(x3 + y3)(x + y + z) i grupisaƬa qlanova, sa
T [10, 1, 0] + T [9, 2, 0] + T [9, 1, 1] + T [7, 4, 0] + T [7, 3, 1] + T [6, 5, 0] + 2T [6, 4, 1] + T [6, 3, 2] +
T [5, 3, 3] + 2T [4, 4, 3] > 3T [7, 4, 0] + 3T [7, 3, 1] + 3T [6, 4, 1] + 3T [4, 4, 3], pa se nakon
skra�ivaƬa dobija T [10, 1, 0] + T [9, 2, 0] + T [9, 1, 1] + T [6, 5, 0] + T [6, 3, 2] + T [5, 3, 3] >

2T [7, 4, 0] + 2T [7, 3, 1] + T [6, 4, 1] + T [4, 4, 3].
Na osnovu Mjurhedove nejednakosti je

T [10, 1, 0] > T [7, 4, 0], T [9, 2, 0] > T [7, 4, 0], T [6, 5, 0] > T [6, 4, 1], T [6, 3, 2] > T [4, 4, 3],

a na osnovu Xurove (za a = 4, b = 2) je T [8, 0, 0]+T [4, 2, 2] > 2T [6, 2, 0], pa mnoжeƬem
posledƬe dobijene nejednakosti sa xyz > 0, dobijamo

T [9, 1, 1] + T [5, 3, 3] > 2T [7, 3, 1].

Nejednakost koju treba dokazati se dobija sabiraƬem dobijenih 5 nejednako-
sti. Jednakost se dostiжe ako i samo ako je x = y = z.
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Primer 40. Dokaжimo da za x, y, z > 0, takve da je xyz > 1, vaжi

x5 − x2

x5 + y2 + z2
+

y5 − y2

y5 + z2 + x2
+

z5 − z2

z5 + x2 + y2
> 0.

Nakon mnoжeƬa nejednakosti sa (x5+y2+z2)(y5+z2+x2)(z5+x2+y2) i sre�ivaƬa,
dobija se ekvivalentna nejednakost 1

2 · T [9, 0, 0]+ 2T [7, 5, 0]+ T [7, 2, 0]− 1
2 · T [6, 0, 0]+

1
2 · T [5, 5, 5]+ 1

2 · T [5, 2, 2]− T [5, 4, 0]− T [4, 2, 0]− T [7, 2, 0]− 1
2 · T [5, 5, 2]− 1

2 · T [2, 2, 2] > 0,
odnosno

T [9, 0, 0] + 4 · T [7, 5, 0] + T [5, 5, 5] + T [5, 2, 2]

> T [6, 0, 0] + 2 · T [5, 4, 0] + 2 · T [4, 2, 0] + T [5, 5, 2] + T [2, 2, 2].

Xurova nejednakost (za a = 5, b = 2), kombinovana sa Mjurhedovom nejednako-
x�u ((7, 2, 0) ≻ (7, 1, 1), pa je T [7, 2, 0] > T [7, 1, 1]; (6, 0, 0) ≻ (4, 2, 0), pa je T [6, 0, 0] >

T [4, 2, 0]) i uslovom xyz > 1, daje

T [9, 0, 0] + T [5, 2, 2] > 2 · T [7, 2, 0] > 2 · T [7, 1, 1] > 2 · T [6, 0, 0] > T [6, 0, 0] + T [4, 2, 0],

a Mjurhedova nejednakost, opet kombinovana sa xyz > 1, daje

T [7, 5, 0] > T [5, 5, 2], 2 · T [7, 5, 0] > 2 · T [6, 5, 1] > 2 · T [5, 4, 0],

T [5, 5, 5] > T [2, 2, 2], T [7, 5, 0] > T [6, 4, 2] > T [4, 2, 0]

(poxto (7, 5, 0) ≻ (5, 5, 2), (7, 5, 0) ≻ (6, 5, 1) i (7, 5, 0) ≻ (6, 4, 2)), pa se sabiraƬem
posledƬe dobijenih nejednakosti dobija traжena nejednakost. Jednakost se do-
stiжe ako i samo ako je x = y = z = 1.
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3. Primene konveksnosti u linearnoj algebri

Pojam konveksnosti funkcije ima smisla i za funkcije f : U → R, gde je U

konveksan skup (u proizvoƩnom realnom vektorskom prostoru, ne obavezno u R),
a osnovne osobine se neposredno prenose i na ovu situaciju (na primer, tvr�eƬa
lema 1 i 2 se prenose i na ovaj sluqaj skoro pravolinijski). Naravno, postoje i
tvr�eƬa koja su u opxtoj situaciji dosta nezahvalnija za kontrolu. No, po samoj
definiciji konveksnosti, za oqekivati je da se i u sluqaju kada domen nije u R

dobiju nejednakosti razliqitih oblika. U ovom delu �emo prikazati nekoliko
takvih tvr�eƬa ukoliko je U ⊆ Mn(R) ili U ⊆ Mn(C) (matrice dimenzija n × n

sa elementima iz R, odnosno C), u ciƩu da se do neke mere upotpune rezultati
prikazani u glavnom delu rada, prikaжu neka uopxteƬa, a i naslute mogu�i
pravci daƩeg proxirivaƬa dobijenih rezultata.

Navedimo osnovne pojmove linearne algebre koje �emo koristiti u ovom delu.
Matrica A ∈ Mn(C) se naziva normalna ako vaжi AA∗ = A∗A (ako je A = (aij)

n
i,j=1,

onda je A∗ = (aji)
n
i,j=1), ermitska ako vaжi A∗ = A, a unitarna ako je A∗ = A−1

(ukoliko posmatramo odgovaraju�e relacije u Mn(R), uobiqajna notacija je da
se matrica za koju je AT = A naziva simetriqna, a matrica za koju je AT = A−1

ortogonalna). Primetimo da ako je matrica ermitska ili unitarna, onda je i
normalna. Sa 〈·, ·〉 bi�e oznaqen standardni skalarni proizvod u Rn (ili Cn), a
sa (λi)

n
i=1 sopstvene vrednosti matrice, gde su sopstvene vrednosti oznaqene tako

da vaжi |λ1| > . . . > |λn|. Ukoliko budemo жeleli da naglasimo da su u pitaƬu
sopstvene vrednosti matrice A, pisa�emo i λi(A), a ukoliko je jasno o kojoj se
matrici radi, pisa�emo samo λi. Napomenimo da �emo u ovom delu rada za vektor
a = (ai)

n
i=1 i f : R → R, pod f(a) podrazumevati vektor (f(ai))

n
i=1. Specijalno, |a|

�e oznaqavati vektor (|ai|)n
i=1. Prilikom rada sa uvedenim pojmovima naredno

tvr�eƬe ima veliku praktiqnu vrednost.

Lema 7 (Xurovo razlagaƬe). Ako je A ∈ Mn(C), onda postoji unitarna U ∈
Mn(C), tako da je T = UAU∗ gorƬetrougaona matrica. Pritom se na glavnoj
dijagonali T nalaze sopstvene vrednosti matrice A. Ako je A ∈ Mn(R), onda se
U moжe izabrati tako da bude ortogonalna. Matrica A je normalna ako i samo
ako je T dijagonalna.

Dokaz prethodne leme se moжe na�i u ve�ini u
benika linearne algebre,
pa ga ovde izostavƩamo. Neposredno zakƩuqujemo da su sopstvene vrednosti
ermitske matrice realne (i vixe, A ∈ Mn(C) je ermitska ako i samo ako po-
stoje unitarna U i dijagonalna D ∈ Mn(R), tako da je A = U∗DU ; pritom su
elementi glavne dijagonale matrice D upravo sopstvene vrednosti matrice A).
Ukoliko su te sopstvene vrednosti pozitivne (nenegativne), A se naziva pozi-
tivno (nenegativno) definitna. Za A ∈ Mn(C), matrice AA∗ i A∗A su nenega-
tivno definitne (i imaju iste sopstvene vrednosti), a brojevi si =

√

λi(A∗A),
za 1 6 i 6 n, se nazivaju singularnim vrednostima matrice A (kao i u sluqaju
sopstvenih vrednosti, numerisa�emo ih tako da je s1(A) > . . . > sn(A), a ukoliko
je jasno o kojoj matrici se radi, pisa�emo i samo si umesto si(A); primetimo da
je 〈A∗Ax, x〉 = 〈Ax, Ax〉 = ‖Ax‖2 > 0 za svako x ∈ Rn, pa je si(A) dobro definisan
i nenegativan). Koriste�i lemu 7, neposredno sledi da su u sluqaju normalne
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matrice veze izme�u singularnih i sopstvenih vrednosti priliqno jednostavne.
Naime, vaжi si(A) =

∣
∣λi(A)

∣
∣ za 1 6 i 6 n.

Ako je A ∈ Mn(C), pridruжena matrica reda k je matrica Ck(A), qiji su ele-
menti minori reda k matrice A u odgovaraju�em poretku. Preciznije, ukoliko
familiju podskupova sa k elemenata skupa {1, . . . , n} uredimo leksikografski (ta
familija ima

(
n
k

)
elemenata; neka su l1, . . . , l(n

k)
qlanovi te familije indeksovani

po leksikografskom ure�eƬu), Ck(A) je matrica qiji je element na mestu (i, j) je-
dnak minoru matrice A odre�enom vrstama qiji indeksi pripadaju li i kolonama
qiji indeksi pripadaju lj.

Neposredno iz definicije sledi da je Ck(A∗) =
(
Ck(A)

)∗
, Ck(λA) = λkCk(A),

ukoliko je A invertibilna onda je Ck(A−1) =
(
Ck(A)

)−1
, vaжi C1(A) = A,

Cn(A) = detA, a na osnovu Bine–Koxijevog pravila je Ck(AB) = Ck(A)Ck(B).
Tako�e, trivijalno sledi i da, ukoliko je A gorƬetrougaona, dijagonalna, uni-
tarna (ortogonalna), ermitska (simetriqna), pozitivno (nenegativno) definitna
ili normalna, da Ck(A) ima istu osobinu. Specijalno, vaжi i Ck(A∗A) =
(
Ck(A)

)∗
Ck(A). Vaжno svojstvo matrice Ck(A) je da su Ƭene sopstvene vrednosti

∏

i∈lj

λi, za 1 6 j 6
(
n
k

)
(proizvodi po k sopstvenih vrednosti matrice A).

Konveksni skupovi u prostoru matrica

Konveksni skupovi u Rn su, na primer, taqka, duж, potprostor. Primetimo
da unija dva potprostora, ako nije i sama potprostor, ne moжe biti konveksna.
Zaista, ako su to L1 i L2 i ako su x ∈ L1, y ∈ L2 takvi da x 6∈ L2, y 6∈ L1 (postoje
takvi x i y, inaqe bi vaжilo L1 ⊆ L2 ili L2 ⊆ L1), na osnovu konveksnosti
x+y

2 ∈ L1 ∪ L2, pa x+y
2 pripada bar jednom od Ƭih. Ako, bez umaƬeƬa opxtosti,

pretpostavimo x+y
2 ∈ L1, onda y = 2 · x+y

2 − x ∈ L1, xto protivreqi izboru y.

Primer 41. Ako je n ∈ N i ako su x1, . . . , xn elementi nekog realnog vektorskog
prostora, skup P (x1, . . . , xn) =

{
λ1x1+. . .+λnxn |λi > 0, λ1+. . .+λn = 1

}
je konveksan.

To je, u skupovnom smislu, najmaƬi konveksan skup koji sadrжi taqke x1, . . . , xn.
Obiqno se naziva poliedrom odre�enim taqkama x1, . . . , xn.

Tipiqni primeri poliedara su simpleksi. Na primer, ako je x1 6= x2, onda
je P (x1, x2) duж qiji su krajevi taqke x1 i x2. Ako je x neka taqka te duжi, onda
je P (x1, x2, x) = P (x1, x2). Naravno, od interesa je poliedar opisati pomo�u xto
maƬe taqaka.

Lema 8. Neka su x1, . . . , xn elementi realnog vektorskog prostora. Onda postoje
jedinstveni y1, . . . , ym ∈ P (x1, . . . , xn) tako da je P (y1, . . . , ym) = P (x1, . . . , xn), a
pritom yi 6∈ P (y1, . . . , yi−1, yi+1, . . . , ym) za proizvoƩno 1 6 i 6 m.

Dokaz. Prvo �emo pokazati da postoje (yi)
m
i=1 sa opisanim svojstvom. Ako je

n = 1, tvr�eƬe je trivijalno. Pretpostavimo da je tvr�eƬe pokazano za sve
brojeve maƬe od n i posmatrajmo vektore x1, . . . , xn. Ako je to skup linearno
nezavisnih vektora, opet je tvr�eƬe trivijalno. Inaqe, bez umaƬeƬa opxtosti,
moжemo pretpostaviti da x1 ∈ P (x2, . . . , xn). Po pretpostavci, to znaqi da postoje
y1, . . . , ym (me�u kojima nijedan nije konveksna kombinacija preostalih) i vaжi
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P (y1, . . . , ym) = P (x2, . . . , xn), ali onda i x1 ∈ P (y1, . . . , ym), pa je P (y1, . . . , ym) =
P (x1, . . . , xn).

Ostaje da se dokaжe jedinstvenost. Ako bi postojali z1, . . . , zr (me�u ko-
jima nijedan nije konveksna kombinacija preostalih) takvi da je P (z1, . . . , zr) =

P (x1, . . . , xn) = P (y1, . . . , ym), onda je yi =
r∑

j=1

αjzj, za svako 1 6 i 6 m i neke

αj ∈ [0, 1], takve da je
r∑

j=1

αj = 1, kao i zj =
m∑

l=1

βjlyl, za svako 1 6 j 6 r i neke

βjl ∈ [0, 1], takve da je
m∑

l=1

βjl = 1. Sledi yi =
m∑

l=1

( r∑

j=1

αjβjl

)

yl, pa kako su y1, . . . , ym

nezavisni, sledi da je
r∑

j=1

αjβjl =
{ 1, ako je l = i

0, ako je l 6= i
. Kako je 0 6 βjl 6 1, sledi

1 =
r∑

j=1

αjβji 6 max
16j6r

βji ·
r∑

j=1

αj = 1, xto je mogu�e samo ako je dobijeni maksi-

mum jednak 1, odnosno ako je neki od βji jednak 1. Me�utim, onda ostali moraju
biti jednaki 0, xto znaqi da je yi jednak nekom od zj, odakle se lako zakƩuquje
jedinstvenost.

Taqke (yi)
m
i=1 opisane u prethodnoj lemi se nazivaju i vrhovima (temenima)

uoqenog poliedra, a one su i ekstremne taqke poliedra (nisu unutraxƬa taqka
proizvoƩne duжi qiji krajevi pripadaju poliedru, odnosno x je ekstremna taqka
konveksnog skupa P ako ne postoje z1 6= z2 u P i λ ∈ (0, 1), tako da je x = λz1 + (1−
λ)z2).

Primer 42. Skup svih A = (aij)
n
i,j=1 takvih da je aij > 0 je konveksan u Mn(R).

Tako�e, skup svih A = (aij)
n
i,j=1 takvih da je

n∑

i=1

aij = 1 za svako 1 6 j 6 n,

kao i
n∑

j=1

aij = 1 za svako 1 6 i 6 n, je konveksan u Mn(R). Zaista, ako je J ∈

Mn(R) matrica qiji su svi elementi jednaki 1, onda se prethodni uslovi svode
na AJ = JA = J. Ako su A1 i A2 matrice sa opisanim svojstvom i λ ∈ [0, 1], onda je
(
λA1 +(1−λ)A2

)
J = λA1J +(1−λ)A2J = λJ +(1−λ)J = J, kao i J

(
λA1 +(1−λ)A2

)
=

λJA1 + (1− λ)JA2 = λJ + (1 − λ)J = J, pa i λA1 + (1 − λ)A2 ima navedeno svojstvo.

Na prostoru matrica je dosta neprijatnije kontrolisati pojmove koji su ispi-
tivani u sluqaju R u prve dve glave, kao xto su konveksnost i majoracija. ЖeƩa
za lakxom kontrolom tih pojmova dovela je do potrebe za opisom matrica sa
posebnim svojstvima, xto �e biti ura�eno u nastavku.

Definicija 5. Za matricu A = (aij)
n
i,j=1 ∈ Mn(R) kaжemo da je dvostruko sto-

hastiqka ako vaжi

(1) aij > 0 za svako 1 6 i, j 6 n;

(2)
n∑

i=1

aij = 1 za svako 1 6 j 6 n;

(3)
n∑

j=1

aij = 1 za svako 1 6 i 6 n.

Skup svih dvostruko stohastiqkih matrica iz Mn(R) oznaqimo sa Ωn.
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Primetimo da je skup Ωn konveksan (neposredno sledi iz primera 42, poxto
je Ωn presek dva konveksna skupa opisana u tom primeru). Tako�e, ako A, B ∈ Ωn,
onda AB ∈ Ωn i A∗ ∈ Ωn.

Primer 43. Ako je U ∈ Mn(C) unitarna, onda je matrica qiji su elementi |uij |2, za
1 6 i, j 6 n, dvostruko stohastiqka. Za uoqenu permutaciju σ (na skupu {1, . . . , n}),
matrica P = (pij)

n
i,j=1, takva da je piσ(i) = 1 za 1 6 i 6 n, dok su preostali elementi

jednaki 0, je dvostruko stohastiqka. Za x = (xi)
n
i=1 je Px vektor kojem je i-ta

koordinata jednaka xσ(i), tj. vektor Px je vektor koji se dobija permutacijama
koordinata vektora x. Zato se ovakve matrice nazivaju matricama permutacija.
Ako je P matrica permutacije, a A dvostruko stohastiqka, onda su i PA i AP

dvostruko stohastiqke (po zakƩuqku koji je prethodio ovom primeru, proizvod
dve dvostruko stohastiqke matrice je dvostruko stohastiqka matrica).

Matrice permutacija su, po prethodnom primeru, dvostruko stohastiqke.
Me�utim, preko Ƭih se mogu opisati sve dvostruko stohastiqke matrice, u
smislu u kom je to pokazano u tvr�eƬima koja slede. Napomenimo da pod di-
jagonalom matrice A ∈ Mn(C) smatramo bilo koji izbor n elemenata, tako da
se u svakoj vrsti i svakoj koloni nalazi bar jedan od izabranih, odnosno ako
postoji permutacija σ skupa {1, . . . , n} tako da su izabrani elementi (aiσ(i))

n
i=1.

Lema 9 (Kenig–Frobenijus). Neka je A ∈ Mn(R). Onda svaka dijagonala matrice
A sadrжi element jednak 0 ako i samo ako A ima podmatricu dimenzija k× l qiji
su svi elementi jednaki 0 i vaжi k + l > n.

Dokaz. Ako su P i Q matrice permutacije, onda PAQ i A imaju podmatrice qiji
su svi elementi 0 jednakih dimenzija. Sledi da ako A ima takvu podmatricu
dimenzije k× l, moжemo pretpostaviti da je matrica ima blok matriqno predsta-

vƩaƬe oblika
[

0 B

C D

]

(gde je sa 0 oznaqena pomenuta podmatrica, qiji su svi

elementi 0). U prikazanom predstavƩaƬu, matrica B je dimenzija k× (n− l). Ako
je (diσ(i))

n
i=1 dijagonala qiji su svi elementi razliqiti od 0, sledi da su diσ(i),

za 1 6 i 6 k, elementi matrice B, pa mora biti k 6 n − l, odnosno k + l 6 n, qime
je dokazan jedan smer tvr�eƬa.

Drugi smer dokaжimo indukcijom po dimenziji n. Za n = 1 tvr�eƬe je trivi-
jalno. Pretpostavimo da svaka dijagonala matrice dimenzije n sadrжi bar jedan
element jednak 0 i da je tvr�eƬe taqno za n− 1. Ako je A nula matrica, tvr�eƬe
je trivijalno. Inaqe, postoji aij 6= 0, pa svaka dijagonala matrice koja se iz
A dobija izbacivaƬem i-te vrste i j-te kolone mora sadrжati 0. Ta matrica
je kvadratna, dimenzije n − 1, pa kako svaka Ƭena dijagonala sadrжi bar jedan
element jednak 0, po induktivnoj pretpostavci sadrжi bar jednu podmatricu di-
menzije r × s, tako da je r + s > n− 1, qiji su svi elementi jednaki 0. Sledi da A

sadrжi bar jednu matricu dimenzije r × (n − r) qiji su svi elementi jednaki 0,
pa postoje permutacione matrice P i Q tako da A ima blok matriqno predsta-

vƩaƬe oblika
[ 0 B

C D

]

, gde 0 oznaqava uoqenu podmatricu dimenzija r × (n− r).

Pritom, matrica B je kvadratna, dimenzije r, a C kvadratna, dimenzije n − r,
pa svaka dijagonala bar jedne od Ƭih mora sadrжati 0. Bez umaƬeƬa opxtosti,
neka je to B. Onda, po induktivnoj pretpostavci, B sadrжi podmatricu dime-
nzija t × q, gde je t + q > r, qiji su svi elementi jednaki 0. Me�utim, onda A
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sadrжi matricu dimenzija t× (n− r + q) qiji su svi elementi jednaki 0 i pritom
je t + (n − r + q) = n + (t + q − r) > n.

Teorema 7 (Birkof–fon Nojman). Ekstremne taqke skupa Ωn su matrice permu-
tacija.

Dokaz. U primeru 43 je pokazano da su matrice permutacija dvostruko sto-
hastiqke. Ako je P matrica permutacije σ, A = (aij)

n
i,j=1 i B = (bij)

n
i,j=1

dvostruko stohastiqke i λ ∈ [0, 1] takvi da vaжi λA + (1 − λ)B = P , onda je
1 = piσ(i) = λaiσ(i) + (1 − λ)biσ(i) 6 1 za svako 1 6 i 6 n, pa mora biti aij = bij = 1
za 1 6 i 6 n, pa ostali elementi matrica A i B moraju biti jednaki 0, odnosno
mora biti A = B = P , tj. P je ekstremna taqka skupa Ωn.

Primetimo da dvostruko stohastiqka A ∈ Mn(R) mora imati bar n nenula
elemenata (u svakoj vrsti barem jedan), a ako je broj nenula elemenata bax n,
u pitaƬu je matrica permutacije. Tako�e, A mora imati bar jednu dijagonalu
na kojoj su svi elementi razliqiti od 0. Zaista, ako je k × l nula podmatrica

matrice A, postoje permutacione matrice P1 i P2 tako da je P1AP2 =
[ 0 B

C D

]

odgovaraju�e blok matriqno predstavƩaƬe matrice A, a dimenzija 0 bloka je
k× l. Pritom je i P1AP2 dvostruko stohastiqka, pa je zbir elemenata svake vrste
matrice B, kao i svake kolone matrice C, jednak 1, odnosno zbir svih elemenata
matrica B i C jednak je k + l. Kako je zbir svih elemenata matrice A jednak
n, sledi k + l 6 n, pa na osnovu leme 9 sledi da postoji dijagonala qiji su svi
elementi razliqiti od 0.

Neka je m broj nenula elemenata dvostruko stohastiqke A ∈ Mn(R). Po
prethodnom, vaжi m > n, a ako je m = n, u pitaƬu je matrica permutacije (pa
je i konveksna kombinacija matrica permutacija). Ako je m > n, pretpostavimo
da se svaka dvostruko stohastiqka matrica sa najvixe m − 1 nenula elemenata
izraжava u obliku konveksne kombinacija matrica permutacije. Po prethodnom,
postoji bar jedna dijagonala qiji su svi elementi razliqiti od 0, pa ako je a

najmaƬi element takve dijagonale i P permutaciona matrica koja odgovara toj
dijagonali, onda je B = 1

1−a
· (A− aP ) dvostruko stohastiqka i ima najvixe m− 1

element razliqit od 0. Sledi da je B konveksna kombinacija matrica permuta-
cija, pa je to i A = aP + (1 − a)B (A je konveksna kombinacija matrica B i P ).
Na osnovu dokazanog, tvr�eƬe sledi indukcijom.

Prethodna teorema govori da je svaka dvostruko stohastiqka matrica konve-
ksna kombinacija matrica permutacija, xto moжe biti veoma praktiqno. Na
primer, prilikom odre�ivaƬa maksimuma konveksne f : Ωn → R, dovoƩno odre-
diti maksimum na matricama permutacija. Primetimo da je i matrica L tra-
nsformacije (opisane u lemi 6 i nakon Ƭe) dvostruko stohastiqka (matrica L

transformacije je konveksna kombinacija identiqkog preslikavaƬa i transpozi-
cije koja meƬa elemente i i j), pa se dvostruko stohastiqke matrice prirodno
povezuju sa pojmom majoracije.

Lema 10. Neka su a = (ai)
n
i=1 ∈ Rn i b = (bi)

n
i=1 ∈ Rn. Onda a ≻ b ako i samo ako za

svako x ∈ R vaжi
n∑

i=1

|ai − x| >
n∑

i=1

|bi − x|.

Dokaz. Ako je x > b
↓
1, onda je

n∑

i=1

|bi − x| =
n∑

i=1

(x − bi) = nx −
n∑

i=1

bi = nx −
n∑

i=1

ai =
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n∑

i=1

(x − ai) 6
n∑

i=1

|ai − x|. Ako je b
↓
k 6 x < b

↓
k−1 za 2 6 k 6 n, onda je

n∑

i=1

|bi − x| =

k−1∑

i=1

(b↓i − x) +
n∑

i=k

(x − b
↓
i ) = (n − 2k + 2)x + 2 ·

k−1∑

i=1

b
↓
i −

n∑

i=1

b
↓
i 6 (n − 2k + 2)x + 2 ·

k−1∑

i=1

a
↓
i −

n∑

i=1

a
↓
i =

k−1∑

i=1

(a↓
i − x) +

n∑

i=k

(x − a
↓
i ) 6

n∑

i=1

|ai − x|. Konaqno, ako je x < b↓n, onda je

n∑

i=1

|bi − x| =
n∑

i=1

(bi − x) =
n∑

i=1

bi − nx =
n∑

i=1

ai − nx =
n∑

i=1

(ai − x) 6
n∑

i=1

|ai − x|.

Teorema 8. Matrica A ∈ Mn(R) je dvostruko stohastiqka ako i samo ako za svaki
x ∈ Rn vaжi Ax ≺ x.

Dokaz. Ako Ax ≺ x za svako x, onda je Ae ≺ e, gde je e ∈ Rn vektor qije su sve
koordinate jednake 1. Specijalno, zbir koordinata vektora Ae je jednak n, pa
kako svaki vektor qiji je zbir koordinata jednak n marojira e, vaжi e ≺ Ae, pa
je Ae vektor koji se dobija permutacijama koordinata vektora e, a kako su sve
koordinate e jednake, sledi Ae = e, a to znaqi da je zbir koordinata svake vrste
matrice A jednak 1. Sliqno, ako je ei, za 1 6 i 6 n, vektor qija je i-ta koordinata
jednaka 1, a preostale 0, vaжi Aei ≺ ei, pa su koordinate vektora Aei (koji je
jednak vektoru i-te kolone matrice A) nenegativne (ako bi neka bila negativna,
poxto je zbir svih jednak 1, zbir n − 1 najve�ih bi bio ve�i od 1, pa ne bi
moglo biti Aei ≺ ei), a to xto je zbir koordinata Aei jednak 1 povlaqi da je zbir
koordinata i-te kolone matrice A jednak 1.

Sa druge strane, ako je A = (aij)
n
i,j=1 dvostruko stohastiqka i x = (xi)

n
i=1 ∈ Rn,

koordinate vektora Ax su
n∑

j=1

aijxj, za 1 6 i 6 n, pa po osobinama matrice A i

kako je |x| konveksna na R, sledi da za z ∈ R vaжi

n∑

i=1

∣
∣
∣

n∑

j=1

aijxj − z
∣
∣
∣ =

n∑

i=1

∣
∣
∣

n∑

j=1

aij(xj − z)
∣
∣
∣ 6

n∑

i=1

n∑

j=1

aij |xj − z| =

n∑

j=1

|xj − z|.

Na osnovu prethodne leme, sledi da Ax ≺ x.

Iz do sada dokazanog neposredno sledi i naredna lema.

Lema 11. Ako su x, y ∈ Rn, naredna tvr�eƬa su ekvivalentna:

(1) x ≻ y;

(2) y se dobija iz x primenom konaqno mnogo L transformacija;

(3) y pripada konveksnom omotaqu svih vektora dobijenih od vektora x permu-
tacijama Ƭegovih koordinata;

(4) y = Ax za neku dvostruko stohastiqku matricu A.

Primer 44. Matrica A =

[ 1
2 0 1

2
0 1 0
1
2 0 1

2

]

je dvostruko stohastiqka, a vaжi u =

(3, 3, 0) ≺ (4, 2, 0) = v. Kako je Au =
(

3
2 , 3, 3

2

)
i Av = (2, 2, 2), sledi da ako u ≺ v, ne

mora biti Au ≺ Av (u ovom primeru qak Au ≻ Av).
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Prikaжimo i rezultat koji upotpuƬuje tvr�eƬe o Karamatinoj nejednakosti
(zarad potpunosti, u okviru Ƭega je dat i dokaz Karamatine nejednakosti pomo�u
rezultata dobijenih u ovom delu rada).

Lema 12. Ako su x = (xi)
n
i=1, y = (yi)

n
i=1 ∈ Rn, naredna tvr�eƬa su ekvivalentna:

(1) x ≻ y;

(2)
n∑

i=1

f(xi) >
n∑

i=1

f(yi) za svaku konveksnu funkciju f : R → R.

Dokaz. Ako x ≻ y, postoji dvostruko stohastiqka A = (aij)
n
i=1 tako da je y = Ax, pa

na osnovu Jensenove nejednakosti sledi f(yi) = f
( n∑

j=1

aijxj

)
6

n∑

j=1

aijf(xj) za svako

1 6 i 6 n, pa je
n∑

i=1

f(yi) 6
n∑

j=1

n∑

i=1

aijf(xj) =
n∑

j=1

f(xi).

Sa druge strane, kako je f(x) = |x− z| konveksna za svako z ∈ R, tvr�eƬe sledi
neposredno na osnovu leme 10.

Dvostruko stohastiqke matrice se prirodno povezuju i sa normalnim matri-
cama.

Primer 45. Ako je A ∈ Mn(C) normalna, (λi)
n
i=1 Ƭene sopstvene vrednosti i

(ui)
k
i=1 ortonormiran skup u Cn. Neka je zi = 〈Aui, ui〉 za 1 6 i 6 k. Na osno-

vu leme 7 postoje ortonormirani (vi)
n
i=1, tako da je Avi = λivi, pa je Auj =

A
( n∑

i=1

〈uj, vi〉vi

)

=
n∑

i=1

〈uj , vi〉λivi za 1 6 j 6 k, a kako je uj =
n∑

i=1

〈uj , vi〉vi za 1 6 j 6 k,

vaжi 〈Auj , uj〉 =
n∑

i=1

λi

∣
∣〈uj , vi〉

∣
∣
2

za 1 6 j 6 k. Ako dopunimo (ui)
k
i=1 do potpunog

ortonormiranog sistema na Cn (vektore dopune oznaqimo sa uk+1, . . . , un) i ako

je S =
(∣
∣〈ui, vj〉

∣
∣
2)n

i,j=1
, onda je matrica S dvostruko stohastiqka. Zaista, vaжi

1 = ‖ui‖2 =
n∑

j=1

∣
∣〈ui, vj〉

∣
∣
2

za 1 6 i 6 n poxto su (vi)
n
i=1 ortonormirani, a analogno je

i 1 = ‖vj‖2 =
n∑

i=1

∣
∣〈ui, vj〉

∣
∣
2

za 1 6 j 6 n po ortonormiranosti (vj)
n
j=1. Primetimo da

dobijenu vezu moжemo videti u obliku zj = 〈S(j), λ〉 za 1 6 j 6 k, gde S(j) oznaqava

i-tu vrstu matrice S, a λ = (λi)
n
i=1.

Konveksne funkcije na prostoru matrica

Prvi, trivijalni primeri, se mogu preneti sa sluqaja funkcija realne pro-
menƩive. Na primer, linearan funkcional definisan na konveksnom podskupu
u Mn(R) je i konveksna i konkavna funkcija. Tako�e, funkcija f(A) = tr A je i
konveksna i konkavna na Mn(R)

Primer 46. Ako je f : Ck → R konveksna (konkavna) i x = (xi)
n
i=1 ∈ Cn. Onda je

F : Ωn → R definisana sa F (S) = f
(
〈S(1), x〉, . . . , 〈S(k), x〉

)
konveksna (konkavna), gde

S(k) oznaqava k-tu vrstu matrice S. Zaista, ako je S, T ∈ Ωn i λ ∈ [0, 1], onda je

F (λS + (1 − λ)T ) = f
(
〈(λS + (1 − λ)T )(1), x〉, . . . , 〈(λS + (1 − λ)T )(k), x〉

)

= f
(
λ〈S(1), x〉 + (1 − λ)〈T(1), x〉, . . . , λ〈S(k), x〉 + (1 − λ)〈T(k), x〉

)

33



6 λf
(
〈S(1), x〉, . . . , 〈S(k), x〉

)
+ (1 − λ)f

(
〈T(1), x〉, . . . , 〈T(k), x〉

)

= λF (S) + (1 − λ)F (T ).

Ukoliko je A ∈ Mn(C) normalna, S ∈ Ωn, λ ∈ Cn kao u primeru 45, a f : Ck → R

konveksna, na osnovu prethodnog primera je F (S) = f
(
〈S(1), λ〉, . . . , 〈S(k), λ〉

)
konve-

ksna, pa na osnovu teoreme 7 maksimum dostiжe za neku matricu permutacija
S, xto znaqi da je max

(ui)k
i=1

f
(
〈Au1, u1〉, . . . , 〈Auk, uk〉

)
= max

l1<...< lk
f(λl1 , . . . , λlk) (ovde je

(ui)
k
i=1 ortonormiran skup, a maksimum sa desne strane je po svim k-torkama ra-

zliqitih indeksa). Analogno, ukoliko je funkcija konkavna, minimum se tako�e
dostiжe u nekoj permutacionoj matrici. Ako izaberemo ermitsku A ∈ Mn(C) i
funkciju f(z1, . . . , zk) = z1+. . .+zk, koja je linearna (pa je i konveksna i konkavna),
dobijamo narednu lemu.

Lema 13. Neka je A ∈ Mn(C) ermitska, (λi)
n
i=1 Ƭene sopstvene vrednosti (indekso-

vane tako da vaжi λ1 > . . . > λn) i (ui)
k
i=1 ortonormirani vektori (u Cn). Onda

je
k∑

i=1

λn−i+1 6

k∑

i=1

〈Aui, ui〉 6

k∑

i=1

λi.

Iz dobijenih rezultata moжemo dobiti quveno Vejlovo tvr�eƬe o odnosu si-
ngularnih i sopstvenih vrednosti proizvoƩne matrice (podsetimo, ukoliko je
matrica normalna, odnos singularnih i sopstvenih vrednosti smo zakƩuqili
neposredno na osnovu leme 7).

Lema 14 (Vejl). Neka je A ∈ Mn(C), (λi)
n
i=1 Ƭene sopstvene vrednosti (indekso-

vane tako da vaжi |λ1| > . . . > |λn|) i (si)
n
i=1 Ƭene singularne vrednosti (s1 >

. . . > sn). Onda za svako 1 6 k 6 n − 1 vaжi |λ1 · . . . · λk| 6 s1 · . . . · sk, dok je
|λ1 · . . . · λn| = s1 · . . . · sn.

Dokaz. Za k = 1 primenom prethodne leme na nenegativno definitnu matricu
A∗A i ako je v jediniqni sopstveni vektor koji odgovara sopstvenoj vrednosti
λ1, dobijamo |λ1|2 = 〈Av, Av〉 = 〈A∗Av, v〉 6 max

‖u‖=1
〈A∗A, u, u〉 = λ1(A

∗A) = s2
1, tj.

|λ1| 6 s1. Za 2 6 k 6 n − 1, tvr�eƬe dobijamo primenom tvr�eƬa za k = 1 na
pridruжenu matricu reda k, poxto je najve�a (po modulu) sopstvena vrednost
matrice Ck(A) jednaka λ1 ·. . .·λk, a najve�a singularna vrednost s1 ·. . .·sk. Za k = n

vaжi |λ1 · . . . · λn|2 = | detA|2 =
(
Cn(A)

)∗
Cn(A) = Cn(A∗A) = det(A∗A) = (s1 · . . . · sn)2,

pa je |λ1 · . . . · λn| = s1 · . . . · sn.

Kao xto je u lemi 13 proceƬeno
k∑

i=1

〈Aui, ui〉 (preko sopstvenih vrednosti ermi-

tske matrice A), mogu�e je proceniti i jox neke simetriqne funkcije izraza
〈Aui, ui〉 (neke od Ƭih uz jaqe uslove na A). U narednoj lemi �emo prikazati kako
se to moжe uraditi za proizvod ovih vrednosti.

Lema 15. Neka je A ∈ Mn(C) nenegativno definitna, (λi)
n
i=1 Ƭene sopstvene vre-

dnosti (indeksovane tako da vaжi λ1 > . . . > λn > 0) i (ui)
k
i=1 ortonormirani

vektori (u Cn). Onda je

k∏

i=1

λn−i+1 6

k∏

i=1

〈Aui, ui〉 6

( k∑

i=1

λi

k

)k

.
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Dokaz. Kako je A nenegativno definitna, vaжi 〈Aui, ui〉 > 0 za 1 6 i 6 n, pa na
osnovu nejednakosti izme�u geometrijske i aritmetiqke sredine, kao i leme 13,

sledi
k∏

i=1

〈Aui, ui〉 6

(
k∑

i=1
〈Aui,ui〉

k

)k

6

(
k∑

i=1
λi

k

)k

.

Ako je (xi)
k
i=1, (yi)

k
i=1 ∈ [ 0,∞)k, onda je

( k∏

i=1

xi

) 1
k

+
( k∏

i=1

yi

) 1
k

6

( k∏

i=1

(xi + yi)
) 1

k

.

Zaista, ako je xi = yi = 0 za neko 1 6 i 6 k, tvr�eƬe je trivijalno. Inaqe, na
osnovu nejednakosti izme�u geometrijske i aritmetiqke sredine vaжi

( k∏

i=1

xi

) 1
k

+
( k∏

i=1

yi

) 1
k

=
( k∏

i=1

(xi + yi)
) 1

k ·
[( k∏

i=1

xi

xi+yi

) 1
k

+
( k∏

i=1

yi

xi+yi

) 1
k

]

6

( k∏

i=1

(xi + yi)
) 1

k ·
[

1
k
·

k∑

i=1

xi

xi+yi
+ 1

k
·

k∑

i=1

yi

xi+yi

]

=
( k∏

i=1

(xi + yi)
) 1

k

.

Ako je z = (zi)
k
i=1 i f : [ 0,∞)k → R definisana sa f(z) = f(z1, . . . , zk) = (z1 · . . . ·zk)

1
k ,

dobijeni rezultat (ako se jox obe strane nejednakosti podele sa 2) govori da je
f(x)+f(y)

2 6 f
(

x+y
2

)
, tj. da je f Jensen–konkavna, pa kako je i neprekidna, sledi da

je f konkavna. Na osnovu zakƩuqka dobijenog u primeru 46, sledi
k∏

i=1

〈Aui, ui〉 >

min
(ui)k

i=1

f
(
〈Au1, u1〉, . . . , 〈Auk, uk〉

)
= min

l1<...<lk
f(λl1 , . . . , λlk) =

k∏

i=1

λn−i+1.

U nastavku, kao zavrxni deo ovog rada, prikaza�emo nekoliko istorijski po-
znatih rezultata koji se mogu dobiti primenom opisane tehnike.

Lema 16 (Adamarova za determinante). Ako je A = (aij)
n
i,j=1 ∈ Mn(C), onda je

∣
∣det A

∣
∣
2

6

n∏

j=1

n∑

i=1

|aij |2.

Dokaz. Neka je ei, za 1 6 i 6 n, vektor qija je i-ta koordinata jednaka 1, a prostale
0. Kako je A∗A nenegativno definitna, det(A∗A) je jednako proizvodu sopstvenih

vrednosti matrice A∗A, pa na osnovu leme 15, vaжi
∣
∣detA

∣
∣
2

= detA∗ detA =

det(A∗A) 6
n∏

j=1

〈A∗Aej , ej〉 =
n∏

j=1

〈Aej , Aej〉 =
n∏

j=1

n∑

i=1

|aij |2.

Inaqe, neposredno se zakƩuquje da se jednakost u nejednakosti iz prethodne
leme dostiжe ako i samo ako je A∗A dijagonalna ili ako neka od kolona A ima
sve elemente jednake 0. Primetimo da u sluqaju da je A nenegativno definitna,

prethodno tvr�eƬe govori da je det A 6
n∏

i=1

aii (u ovom obliku se tvr�eƬe najqex�e

pojavƩuje u u
benicima linearne algebre).
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Lema 17 (Minkovskog za determinante). Ako su A, B ∈ Mn(C) nenegativno
definitne, onda je

(
det(A + B)

) 1
n >

(
detA

) 1
n +

(
detB

) 1
n .

Dokaz. Neka je (vi)
n
i=1 ortonormirani skup sastavƩen od sopstvenih vektora ma-

trice A + B (ona je nenegativno definitna, pa takav skup postoji). Na osnovu

nejednakosti
( k∏

i=1

xi

) 1
k

+
( k∏

i=1

yi

) 1
k

6

( k∏

i=1

(xi + yi)
) 1

k

, za (xi)
k
i=1, (yi)

k
i=1 ∈ [ 0,∞)k, koja

je pokazana u dokazu leme 15, kao i tvr�eƬa te leme za k = n i kako je proizvod
svih sopstvenih vrednosti kvadratne matrice jednak Ƭenoj determinanti, vaжi

(
det(A + B)

) 1
n =

( n∏

i=1

〈(A + B)vi, vi〉
) 1

n

=
( n∏

i=1

(
〈Avi, vi〉 + 〈Bvi, vi〉

))
1
n

>

( n∏

i=1

〈Avi, vi〉
) 1

n

+
( n∏

i=1

〈Bvi, vi〉
) 1

n

>
(
detA

) 1
n +

(
det B

) 1
n .

Ako je g(A) =
(
detA

) 1
n , tvr�eƬe prethodne leme se svodi na g

(
A+B

2

)
>

g(A)+g(B)
2 ,

za nenegativno defininitne A i B, odnosno na Xur–konkavnost funkcije g na
prostoru takvih matrica (a kako je g neprekidna na tom skupu, nejednakost je
zapravo i ekvivalentna konkavnosti funkcije g na skupu nenegativnih kvadratnih
matrica reda n). Moжe se pokazati da se, ukoliko su A i B nesingularne, jedna-
kost dostiжe ako i samo ako je B = αA za neko α > 0. Primetimo i da je (usled
nenegativne definitnosti) detA > 0 i det B > 0, pa na osnovu prethodne leme

sledi det(A+B) >
[(

detA
) 1

n +
(
detB

) 1
n
]n

> detA+detB (za nenegativne kvadratne
matrice istih dimenzija), a posledƬe dobijena nejednakost se obiqno sre�e u
u
benicima linearne algebre (naravno, dobijena posledica je slabije tvr�eƬe,
pa se qesto vi�aju i dokazi koji izbegavaju tvr�eƬe prethodne leme).

Lema 18 (Vejlova o majoraciji). Neka je A ∈ Mn(C), (si)
n
i=1 Ƭene singularne, a

(λi)
n
i=1 Ƭene sopstvene vrednosti (numerisane tako da je s1 > . . . > sn i |λ1| > . . . >

|λn|). Neka je f : (0,∞) → (0,∞) funkcija, takva da je f(ex) konveksna i rastu�a.

Onda za svako 1 6 k 6 n vaжi
k∑

i=1

f(|λi|) 6
k∑

i=1

f(si).

Dokaz. DovoƩno je dokazati tvr�eƬe pod pretpostavkom da je A nesingularna
(u sluqaju singularne matrice, rezultat se prenosi na osnovu neprekidnosti).
Onda je |λi| > 0 i si > 0 za 1 6 i 6 n, pa je definisano ln |λi| i ln si za 1 6 i 6 n. Na
osnovu veze izme�u sopstvenih i singularnih vrednosti (lema 14), sledi da u =
(
ln |λ1|, . . . , ln |λn|

)
≺ (ln s1, . . . , ln sn) = v. Na osnovu leme 11, vaжi u = Av za neku

dvostruko stohastiqku A, a funkcija g : (0,∞)k → R, za 1 6 k 6 n, definisana sa

g(z1, . . . , zk) =
k∑

i=1

f(ezi) je konveksna, pa na osnovu zakƩuqka sprovedenog u primeru

46 je G : Ωn → R, definisana sa G(S) = g
(
〈S(1), v〉, . . . , 〈S(k), v〉

)
, konveksna.

Primetimo da je G(A) = g(ln |λ1|, . . . , ln |λk|) =
k∑

i=1

f(|λi|), a ukoliko je Pσ ma-

trica permutacije σ, koja na mestima (i, σ(i)) ima element 1, a na preostalima
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0, onda je G(P ) = g(ln sσ(1), . . . , ln sσ(k)) =
k∑

i=1

f(sσ(i)). Na osnovu konveksnosti

G, sledi da se maksimum na Ωn dostiжe u nekoj matrici permutacija, pa je

G(A) 6 max
σ∈Sn

k∑

i=1

f(sσ(i)) (gde Sn oznaqava skup svih permutacija na {1, . . . , n}), a

kako je f rastu�a, dobijamo tvr�eƬe leme.

Pri uslovima prethodne leme, primeƬene na f(x) = xp za p > 0, dobijamo

da vaжi
k∑

i=1

|λi|p 6
k∑

i=1

s
p
i (u ovom obliku se tvr�eƬe qesto sre�e po literaturi,

budu�i da je to prvobitni oblik tvr�eƬa do kog je doxao Vejl). Primetimo i
da su zavrxni rezultati ovog dela teksta priliqno isprepleteni (na primer,
Adamarovo tvr�eƬe o determinanti se moжe dobiti i primenom Vejlovog tvr�e-
Ƭa o majoraciji). Tako�e, odavde se naslu�uje jedan od mogu�ih pravaca uopxta-
vaƬa rezultata koji su izloжeni u ovom radu, poxto je nakon dobijenog logiqno
pitaƬe u kojoj meri se ova teorija moжe preneti na beskonaqno dimenzioni sluqaj
(na primer, na prostor ograniqenih linearnih operatora na nekom Hilbertovom
prostoru).

Lema 19 (Xur–Horn). Neka su d = (di)
n
i=1 ∈ Rn i λ = (λi)

n
i=1 ∈ Rn. Onda postoji

ermitska matrica A = (aij)
n
i,j=1 qije su sopstvene vrednosti λi, 1 6 i 6 n, a

elementi glavne dijagonale aii = di, 1 6 i 6 n, ako i samo ako λ ≻ d.

Dokaz. Ako je A ermitska i d = (a11, . . . , ann), na osnovu leme 7 postoje unitarna
U = (uij)

n
i,j=1 i dijagonalna D, tako da je A = UDU∗, gde je glavna dijagonala

D jednaka λ. Sledi aii =
n∑

j=1

λj |uij |2 za 1 6 i 6 n, a kako je matrica S qiji su

elementi |uji|2 dvostruko stohastiqka (videti primer 43), sledi d = Sλ, pa, na
osnovu leme 11, sledi d ≺ λ.

Ako je B = (bij)
n
i,j=1 ermitska , i < j, λ ∈ [ 0, 1 ] i z kompleksan broj, tako da

je zbji = −zbij i |z| = 1 (kako je bij = bji, takvo z postoji), onda je U = (uij)
n
i,j=1,

takva da je

ukl =







z
√

λ, ako je (k, l) = (i, i)√
λ, ako je (k, l) = (j, j)

−
√

1 − λ, ako je (k, l) = (i, j)

z
√

1 − λ, ako je (k, l) = (j, i)
1, ako je k = l, k 6∈ {i, j}
0, inaqe

,

unitarna, a matrica UBU∗ �e na dijagonali, na mestima (k, k), k 6∈ {i, j} imati
iste vrednosti kao i matrica B, dok �e na mestima (i, i) i (j, j) imati vrednosti
λbii + (1 − λ)bjj i (1 − λ)bii + λbjj , redom, odnosno, dijagonala matrice UBU∗ se
dobija iz dijagonale matrice B primenom L transformacije. Pritom, matrice
B i UBU∗ imaju iste sopstvene vrednosti.

Konaqno, za drugi smer tvr�eƬa, uoqimo dijagonalnu matricu kojoj su ele-
menti dijagonale λ. Poxto d ≺ λ, po lemi 11 se d dobija iz λ primenom konaqno
mnogo L transformacija, pa se primenom transformacija opisanih u prethodnom
pasusu, a koji odgovaraju tim L transformacijama, dobija ermitska matrica
kojoj su elementi dijagonale d, a sopstvene vrednosti λ.
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Inaqe, po literaturi se qesto vi�a da se tvr�eƬe prethodne leme razdvaja
i da se prvi deo tvr�eƬa (ako je A ermitska, da onda d ≺ λ) naziva Xurovim, a
drugi deo tvr�eƬa Hornovim imenom.
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Zavrxna req

Rezultati prikazani u prvoj, kao i delu druge glave ovog teksta su, makar
zvaniqno, sastavni deo plana i programa sredƬih xkola prirodno–matematiqkog
smera. Me�utim, praksa govori da se po tekstovima nameƬenim ovom uzrastu
obiqno nalaze samo u fragmentima, a retko gde se nalazi kompletnije izloжena
materija. Rezultati druge glave teksta su posledƬih godina postali sastavni
deo priprema uqenika za matematiqka takmiqeƬa, i to ne samo u Srbiji, a kako
je internet dosta uradio na poƩu dostupnosti informacija, u sve vixe zemaƩa
tematika vezana za kontrolu nejednakosti koje su opisane u ovom radu postaje
poznata uqenicima. Ovo dovodi i do toga da se na matematiqkim takmiqeƬima
zahtevnost zadataka u kojima treba dokazati odre�enu nejednakost podiжe na sve
vixi nivo.

Po pitaƬu rezultata tre�e glave, oni se retko sre�u u okviru sredƬoxko-
lskog obrazovaƬa. U Srbiji, obiqno se samo delovi obra�uju u specijalizo-
vanim matematiqkim odeƩeƬima, a texko je na�i materijal za ovaj uzrast u
kojem je ova materija sistematiqnije obra�ena.

ЖeƩa autora, prilikom izrade ovog rada, je bila da se na jednom mestu
izloжi materija vezana za primene konveksnosti u obliku koji se najqex�e to
zahteva od uqenika, kao i da se pokaжe da sliqan naqin razmixƩaƬa dovodi i
do rezultata koji prevazilaze sredƬu xkolu, a da pritom tekst bude napisan
na naqin koji je Ƭima dostupan. Stoga su neka tvr�eƬa i dokazi, koji se mogu
skratiti koriste�i neke tehnike koje se obra�uju na fakultetu, izloжeni na
naqin za koji se nadamo da �e biti pristupaqan uqenicima tog uzrasta.
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