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U ovom radu dati su rezultati proucavanja vremenske analize
sludajnih procesa, U radu smo koristili dosadasnje rezultate iz
ove oblasti objavljene u naSoj i svjetskoj literaturi.

Posebnu paZnju smoc posvetili nelinearnoj analizi stacionar-

nih procesa,

U glavi I, koristeéi Kramerovu reprezentaciju slucajnog
procesa drugog reda, odredjen je spektralni tip takvog procesa
posmatranog od konadnog trenutka 1 izvrSena konkretizacija na

stacionarni Markovski proces reda N,

U glavi II je odredjen inovacioni proces u nelinearncj ana-
lizi stacionarnog Gausovog procesa i inovacioni proces u neline-
arnoj analizi stacionarnog Markovskog procesa od konaCnog tre-

nutka,

U glavi III definisana je nelinearna vremenska analiza uop-
Stenih procesa., Odredjen je inovacioni proces u nelinearnoj ana-
1lizi M=dimenzionalnih i uopsStenih stacionarnih procesa u smislu

Hozanova,.

Posebnu zahvalnost odajem svom mentoru, prof, Or Zoranu

Ivkovicu, na pomeéi pri izradi rada.
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GLAVA 1

LINEARNA VREMENSKA ANALIZA SLUCAINIH PROCESA

1el. SluCajni procesi i Hilbertov proster

Neka je (L2, % ,P) prostor vjerovatnoéa i T skup vrijedno-
sti parametra., SlucCajnim procesom nazivamo kona¢nu realnu fun-
kciju 'g* (t,u), koja pri svakom fiksiranom t€ T je & mjerljiva
funkcija od we {2 , ili sludajni proces {'S(t),te_T} je fami-
lija slucajnih promjenljivih koje zavise od parametra t i koje
su definisane na prostoru vjerovatnoéa (2, &,P).

Prostor sludajnih promjenljivih § ,sa konadnim momentom
drugog reda (Egzdm), definisanih na (2, %,P) oznadavamo sa
Lz(ﬂ,ﬂr,P) =4 . Rako se u 7 definife skalarni proizvod

(’g,?l)=E§"‘l,zasuaku 'g, 716'}{6 i
norma || Tii= ("g,g), ¥IeFC ,
tada je jC-Hilbertou prostor slucdajnih promjenljiuih.

Za element g—'e‘gff kaZemo da je ortogonalan na skup Sc J(C

ako je (E,""L) = 0, za svako ™M € S,
Za skupove S,, 82 cFf kaZemo da su medjusobno ortogonalni ako
je
(¢,m) =0, ¥Fe 5 i MES,.
Niz slucajnih promjenljivih -§n’ N=1,25ees iz J{ konver-

gira srednjekvadratno ka 'ge,'Jf ako ll"gn-fﬂz_—b-[], N —>co ,

Ako je qf1c W , tada svako Ee?{:‘ moZemo napisati na jedin-




stven nacin u obliku

'§==ml.+xy , gdje je vlefjf1, a %ﬂL7t1. Slucajna promjen—
1jiva gl je ortogonalna projekcija _§ na ‘}(61.

Neka je ij1 podprostor Hilbertovog prostora‘jf koji je
generisan konadnim brojem slucajnih promjenljivih '§1,-..,'§n,
tj. sastoji se iz svih linearnih kombinacija od lgi, 1=1,250009
n i njihovih graniénih vrijednosti i neka jJe ¥ & [7( SluCajna
promienl jiva

A,
? = c1§1+ ses “'-'n}n’ za koju je kvadrat rastojanja

n
1%~ ZCJ;(J "El_;'g:—-"1 J%le

minimalan, je najbolja linearna ocjena ?Q'J[ pomocu ?1,..., ?n'

”

Razlika ? - _f je nekolerirana sa svim "§ I? k=1,2,a0s9y Ltie

e(g - )—S(k -S(k

O, I<=1,2,u"-,n.

"

1elel. Uslovno matematicko oCekivanje

feka je BCT'proizuoljna (‘T-algebra dogadjaja, E proize-
vol jna slucajna promjenljiva sa E f-ict:: .

Uslovno matematiCke oCekivanje sludajne promjenljive ¢ , u
odnosu na J -algebru B , nazivamo sluéajnu promjenljivu E(&/3)
koja je mjerljiva u odnosu na J ~algebru B i pri tome, za

svakp B ¢ A zadovoljava jednakost

) €03/ Bo(aw) - )2 (au).

Osnovne osobine uslovnog oCskivanja su:
1. Ako je géﬁl s Seley tada je E(f/f)):-’-_E('Q/ﬁ), Selaes
2e IE(E/’]}))I < E(|§|/®), Seles
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3., Ako su a i b konstante i at §+bE72 definisano, tada je
c(at+bn/®) = aE(F/D) + bE(Y/ D), sele,

4, Ako Je ? mjerljiva u odnosu na (" =algebru H, tada je

E(/B) =%y Sele,

5. E(E{ £/B)) = ECy

6. Ako je 331(: B, tada je E(E( ?/1’/52)/]51) = E( 5/51), Sele,

7. Ako su slucCajna promjenljiva 'g i f-algabra » nezavisne,
tada je E("g/fi')) =E§%,

8. Ako je = B mjerljiva sludajna promjenljiva, EM<e> 1
E(E)':'}z’)d.m , tada je E(EQ/JE}) ="ZE(_§/ )y Seley

g, Ako je f neprekidna, konveksna funkcija jedne realne promje-
nljive, tada je f(E( ?/2’)) <eE(F()/ ) i

10, Za ¢ > 0 jJe E(Z/D) > 0, sels o

Ako je J -algebra P generisana sluCajnim promjenl jivim

vl1’1L2’iil pisaéamq

E(_g/j?.)) = E(;/Tl.l,ylz,-..)-

Neka su E im = (1'11,"12,...,'*]'n) takve sludajne promjen=—
ljive da postoji uslovno ocekivanje E(E/"l).

Neka je Ee;ﬂj i L2 skup svih sluc¢ajnih promjenljivih LP(’?),
£.p2(v) 2cco , EP(7])=0.
Najbolija ocjena sluCajne promjenljive "g , pamodu 7, je

A . . . . . .
I = £ é./wl). Ona je najbolja u smislu da je

. z 2 N7l 22
inf L8 =Py 112 =1Z= B2

1.2+ Razlaganje jedinice

Neka je u Hilbertovom prostoru # zadan potpuno nepreki-

dan samockonjugovani operator A. Prostor J{ razloZimo na orto=-
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E(E/"ll). Ona je najbolja u smislu da je

. 2\ 2 7. Fu2
11:1{1)" ”(f-P,('\fl) |} -—Hg —g\\ .

1.2« Razlaganje jedinice

Neka je u Hilbertovom prostoru 4 zadan potpuno nepreki-

dan samokonjugovani operator A. prostor J{ razloZimo na orto-




gonalnu sumu

Wl @ f, @ e
konadno dimenzionalnih podprostora 'jfk, k=0,1,2,000y gdje :”:o
moZe biti ne separabilno. Svakom podprostoru ’ka odgovara

Tealan broj f\k, gdje je }ku = g, ;\k # ’Ri’ za k # i,

Razlaganje prostora 7{ je takvo da u svakom podprostoru ’ffk

djelovanje operatora A se svodi na umnoZak elementa sa odgova-

rajucim brojem }Kk, tie

Af = A F, fe :f-(jk.
Oznadimo operator projektovanja na.fJEk sa P . VazZi

|
A

p0+p1 + oo0oe (1)

/k.«lp., + )\zpz + sae (2)

Neka je 'J€1C'JE , za svako realno t, generisan sa svim
sopstvenim vektorima odgovarajuc¢ih vrijednosti manjih od t, Pri
tome nula takndje se smatra kao sobstuena urijednost u odnosu
na fjfb. Neka je Et operator projektéuanja na ’jft. Et je nepre-
kidna s lijeva operatorna funkcija od t. Ako je )\k sopstvena

vrijednost, tada je

E/Lk-!-U -t Ak T pk

operator projektovanja na odgovarajuci podprostor Zﬂzk. Izraze

(1) i (2) moZemo napisati u obliku

(A 2
f=lfl= { degf, af = {tEfF,
do d.

gdje su integrali uzeti nad [dqfﬁj koji sadrzi sve sopstvene
vrijednosti potpunoc neprekidnog samokonjugovanog operatora A,
Familija operatora E_, koja je zadata u konanom ili bes-

konadnom intervalu [d../3] i zadovoljava uslove:




a) EE, = E oo

s = min {u,v ] ;
b) U smislu jake konvergencije E,_ 5 = E¢s L ct< /b

naziva se razlaganje jedinice. Ddavde slijedi da za svako h
velicina (Et h,h) = ¢ (t) je neprekidna s lijeva, neopadajucCa
funkcija ogranidense varijacije, za koju jJe g (&) =0, §(3) =
= {h,h)e

Neka je A=Lt’,t7] ¢ [&,A) i Ew = Er = E(A),
Za intervale Ag i A,y na osnovu a), je E(A.l)E(f-\z) = E.( D),
gdje je A presjek intervala A, i 4‘-‘32. Aka su A, i /-\2
disjunktni, tada E&§1)E(Az) =0, tj. podp;ostari na koje—E(A1),
E(&z) projektuju su ortogonalni. Na osnovu ovoga, uslov a) se
naziva svojstvom orﬁugcnalnog razlaganja jedinice,

U opStem sluCaju, razlaganje jedinice je svaka familija

operatora Ft koja zadovoljava uslove:

a’”) Za t,>t,, F, = F je ogranideni pazitivni operator,

t

b 4
1 2 1

2

| Neka je Et - ortogaonalno razlaganje jedinics prostora Pt
fjﬁ1 podprostor prostora']f; P gperator projektovanja na ’161.
Uzmimo da je Ft = PEt operator koji djeluje u UT1 i zadovol ja-
va uslove a’), b’ ), c ). U tom sludaju F, Je ne ortogonalno raz-
laganje jedinice prostora UT1.
Ako je A - simetricni operator, Ft ucpsteno razlaganje jedinice
takvo da za svako f < @ P ig e I je .

oD Ve v,

(nf,q) = § ta(F,F,a) 1 I arh2 = § e2a(F 0D,

-0 -
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tada razlaganje jedinice Ft nazivamo spektralnom funkcijom ope-
ratora A,

Padprostor ﬁﬂf1 ortogonalno syodi operator A, ako Je 'Jf1
i njegova ortogonalna dopuna ‘jfz g A invarijantni za A, (Pod-

prostor rJ[1 je invarijantno za A ako je RZK} C:j€1)-

1.2.1. Ciklic¢ki podprostori

Neka je A sémokonjUQouani operator uH inhed proizvol j-
ni element,

Cikli&kim podprostorom 72 (h) sa generatornim elementom
h, he/{ , nazivamo linearnu zatvorenost nad {Eth, - 00 £ tdﬂxﬂ,
gdje je Eg razlaganje jedinice koje odgovara operatoru A, OCi-
gledno, 112.{(h) svodi A.
Ciklidki podprostor 7R (h) operatora A,generisan elemen=

tom h ¢ #(. , poklapa se skupom svih elemenata cblika

b
§ f(t) £ (dt)h , (1)

a

Y

gdje je f(t) kvadratno integrabilna funkcija u odnosu na mjeru
d ® s gh(t) = (Eth,h). Pridrufivanje f(t) <= y je izomorfizam

izmedju  of,(0,) & Yl (h)e

Teorema 1, [13] Aka je A=operator u ?f .rJE moZzemo raz-

ey =gy R L

lo%iti u ortagonalnu sumu podprostora, ciklidkih u odnosu na A.

Dokaz se zasniva na formiranju familije 'Jﬁf uzajamno or-
toganalnih podprostora prostora Zﬂf , ciklickih u odnosu na A,
Uvodjenjem poretka u-'}f{, postoji maksimalni lanac A u 7(3.
Oznalimo sa s familiju podprostora koji ulaze u JV-, a sa

LM1 ortogonalnu sumu svih podprostora iz 72 . 'JE1 ='JC « Aka

je A, # H, tada postoji h*e H{,h*40 1 n*L4 - Podprostor
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rjf1 i njegovu ortogonalnu dopunu ?ﬁ?; svodi A,
Pogto je h*e;j%;, to je 'JEU¢)C27C}. 51ijedi, podprostor
7 (h * ) ortogeonalan je na sve podprostore iz 372, 8to je sup-
rotno maksimalnosti lanca JV'pa je Zﬁf1 =J?C i #H se razlaZe

u ortogonalnu sumu cikliékih podprostora.

Uperator A je ciklicdki ako je prastor H ciklidan,

1e2.2., Spektralni tip samokon jugovanih operatora

Neka je {Et} , t ¢ [a,b] = konacan, ili beskonacCan inter-
val, razlaganje u 4 i m=Borelov skup. Ortogonalna mjera E(m)

je definisana sa

E(M) = S E(dt) .
™

Stavimo gh(m) = || E(M)h ||2, za svako h € . . Oznadimo sa JH
skup svih mjera ?h(')’ he 3¢ : M =ig7h('), hejf}. u A uve-
dimo poredak piSuCi da je ?1(I“l) 2 Qz(m) ako je mjera

§1(N) =||E(N)h1| 2 apsolutno neprekidna u odnosu na mjeru:

gz(m) =IlE(N)h2l 2. Tada za mjeru Jg1(m) kazemo da je podCi=

njena mjeri ?Z(M)'

Mjere ?1(N) i g’z(m) su ekvivalentne (§>1(N) ~ gz(lﬂ))
ako je istovremeno ?1("’) 2. gz(m) i 532(‘“)2*?1(”)' Relaci-

ja " ~ " je relacija ekvivalencije te razbija skup A2 na dis-
junktne klase ekvivalentnih mjera koje nazivamo spektralnim

tipovima, ili tipovima Helingera. Oznacavaéemo sa ¢ spektra-
lni tip koji je odredjen mjerom o(m), a za mjeru 0 (M) ka=-
.Eemo da pripada spektralnom tipu ?.. Spektralni tip 9 jedin=-

stveno odredjuje svoju familiju nultih skupova dyg i obratno,

Spektralni tip Q0. je peddinjen spektralnom tipu ¢, ako
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i samo ako je JW%éti JV§1. Ovo nam omoguéava da za dva spektra-

lna tipa Q1 i 0, na jedinstven nacéin moZemo odrediti supremum
¢ = §'1 + 3’2 = sup i.§1’ fz}‘ koji je definisan ¢(M) = 91(m) +

8,z(m)“ Inadi da je \/{/§= \/Vg;,lmﬂg’z pa je ¢ jedinstveno odre-
djeno. U svakom prebrojivom nizu { 91, 512""} spektralnih
tipova iz _/{ postoji supremum, Ne umanjujuéi opStost, moZemo
pretpostaviti da Zf?i(m)dcx> za svaki Borelov skup M, Neka
mjere ?i(N) pripaéaju spektralnim tipovima ?i' Tada za

¢(m) = 2 ?i(m)'jﬂ \Mg = /) JV‘SJJ. i spektralni tip ¢ =
i i

sup {.§1, g}z,...} je jedinstveno odredjen. D;naéimo sa inf{SH'

?2,.-.} maksimalni spektralni tip podc¢injen Qir 121525000 &
Najmanji element u S je spektralni tip 0 identidno jed-
nak nuli na intervalu [a,b] .
Spektralni tipovi 04 i g’z su nezavisni, ili ortogonalni,
ili uzajamno singularni ako nemaju podéinjenih tipova razlicdi-
tih od nule, tj, iz 0 2. Q4 i 07 o ¢ 5 slijedi ¢~ = D_, ili

inf 1945 9,1

Spektralni tip ?h spektralne mjere g)h(ﬁl) u odnosu na

O,

H

A naziva se spektralnim tipom elementa h e I,

Neka je he J proizvoljni generatorni element i g?h(ﬂ)
njegova spektralna mjera. Mjera ( (M) pripada A ako i samo ako
je U2, $he

Operator A je operator sa maksimalnim spektralnim tipom
ako postoji maksimalni spektralni tip izmedju tipova koji pri-
padaju A, Bilo koji element, koji generiSe maksimalni spektral-
ni tip, naziva se elementom sa maksimalnim spektralnim tipom.

Unitarno ekvivalentni ciklicki operatori imaju jedinstven spe-

ktralni tip. Svaki samokonjugovani operator u separabilnom Hil-
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bertovaom prostoru J/( moYe biti razloZen u ortogonalnu sumu cik-

(1),n(2),... spektralnih tipova ?1, fz,..-
(1)

koji zadovoljavaju uslev ¢ > &7(2)2 tee o

lickih operatora A

Tipovi ?(n) obrazuju potpun sistem unitarnih invarijanti
operatora A.

Ortogonalni djelovi ciklickog operatora imaju nezavisne
spektralne tipove,

Ako su’)hf(xl) i“)ui(xz) ciklic¢ki podprostori operatora A
sa generatornim elementima Xy i X5y kKo ji imaju uzajamno singu-
larne spektralne tipove, tada je prostor’%ﬁ+(xl) (:Tﬁﬁﬁxz) ci-
klidan, a njegov generatorni element Xx.= X; + X, ima spektralni
tip (*x =‘gxl + S}XZ .

Na osnovu Lebeqove teoreme o atditivnoj dekompoziciji datlh
mjera QZ(N) na apsolutno neprekidnu ?1(N) i singularnu mjeru

T'(m) imamo da ako su dati spektralni tipovi ¢, i ¢, takvi

da je 92 = inf { §1’ ?2} + T , onda su spektralni tipovi © 1

i U ortogonalni,

Lema 1, (7] Neka su/2.(x) i7/2 (y) uzajamno ortogonalni

cikliéni podprostori. Tada postoje elementi 2z, i 2z, U h (x) @
i (y) takvi da je
D (%) @0 () = (zg) @ (2)
i spektralni tip .
?21 > § 2,
Dokaz: Na osnovu Lebegove teoreme o aditivnoj dekompozi-

ciji mjera, postoji jednistveno odredjen spektralni tip ‘T ta-

kav da jJe
0y = inf {0 ¢, }+T 4 inf { Q%Y= 10 .

PaSto je €?¢,gy, postoji element u, ue’12 (y) ¢iji je ‘  gpe-=
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ktralni tip. Neka je z, = X + U, Zbog ortogonalnosti spektralnih

tipova S x i ey ='C imamo

3)21 ) (S)x * E;- i b2 (21) =772 (x) @ T (y) »

U 4 (y) postoji element Z,s ¢iji je spektralni tip

gﬁz =inf{?x, ?Y} .

2

Posto je 3921.} ?x i gxpgzz s Slijedi ?217 ?22 .

Odatle je

inf{ g, T} =0 120 =ilzy) @ W )

122 (25) =72 (y) @12(y)
Na osnovu izloZenog,slijedi da je

Mo (zy) @2 (z,) =W(x) @112 (y) «

Koristeéi rezultate Leme 1, moze se pokazati da za svaki
samokon jugovani operator A iz separabilnog Hilbertovog prostora
1ﬂ?postoji rEprezentacija

N

Y= 3 @ik(zy) | (2)
k=1
takva da je
-_~ cos 3
3217’ S)ZZ> | 7?zN’ (3)

gdje N moZe biti i beskonacCno.
Reprezentacija (2) sa uslovom (3) se naziva kanaonidkom repre-
zentacijom prostora 1ﬂ1 u odnosu na operator A,

Reprezentacija operatora A, kao sume njegovih djeloua de=~
finisanih na podprostorima od ’16, nazivamo kanonickom repre-

zentacijom operatora A &iji je spektralni tip (3).




15

1.3. Stohastidki procesi kao krive u Hilbertovom prostoru

Kramerova reprezentacija

Neka je {g(t),-ftlcitidﬂa} realni stohasticki proces sa
vonatnim momentaom drugog reda E'gz(t)::ﬂﬂ ’ Eﬁﬁ) = 0.

Neka je “?(t)e;j? , za svako t. Tada se %ﬁg(t)} moZe po-
smatrati kac proces sa neprekidnim vremenom, jli kao kriva C u
HHilbertovom prostoru 7C .

U [B] Kramer je posmatrao reqularni slucajni proces f?(t) sa
kona&nim momentom drugog reda metodom Hilbertovih prostora defi-

nisuéi podprostore od ¥ sa

JCE) = HLT(),m < & <))
r}f(;:t) =?{C({'§(u),uét})
H(g5m00) = NAE L)

gdje Jje ’Jf( E) najmanji podprostor od }f koji sadrzi krivu C ge-
merisanu procesom {g(t)}., dok je jf(gf;t) najmanji podprostor
od J koji sadr¥i luk krive C, Sto odgovara tackama {E{(U),UWé t}.
?RK‘g;t) je skup svih sludajnih promjenljivih koje se dobi jaju
pomoéu linearnih operacija i granicénih prelaza (u srednje kvad-
ratnom) od vrijednosti procesa, ako su nam ove poznate do momen=
ta t zakljuCno,

Ako je parametar t vrijeme, tada g(’(g;t) je proslost i sa-
dadn jost procesa 'E(t)-

Pretpostavimo da stohasticki proces § §(t),-o0»4 t<:UD}
zadovol java uslove:

A} Proces gﬁi(t)}je neprekidan u srednjekvadratnom,
t

Uslov A) moZe biti zamijenjen (slabijim) uslovom da je
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i~§(t)_} neprekidan u srednjekvadratnom sa lijeve (despe) str-

ane za svako t.

Uslov B) znac¢i da je proces {E(t)} regularan, ili C¢isto
nedeterministicki,

Neka je E(t) (E-g(t)) operatuf projektovanja iz S E) na
'JE(E tt). S(t) ima osobine:

E(u) <« E(t) za y <« t; E(t=0) = E(t) za svako t i

E(-~oc0) = 0; E(o0) = 1 .

U skladu sa teorijom samokonjugovanih operatora u separa-

bilnom Hilbertovom prostoru 7 y postoje elementi Z49Z5900052)y
G.jt('g) takvi da je

N
X(T) = = @m(z) (1)

k=1

?21 > §22>”'>§>ZN ’ | (2)

gdje N moZe biti beskonacno.

Broj N je minimalan u smislu da za svaki nlz elemenata
YirYoseeesYy U ?f(g), za kaje je “H(F) = Z OMI (Yk),
vazi N < M,

Za slucajnu promjenljivu ze?@(%) definisSimo slucajni
proces z(t) = E(t)z,~c0 < t < oo , Proces z(t) je proces sa or-

togonalnim priraStajima koji zadovoljava uslove A) i B). Funk=-

cija distribucije F_(t) = Elz(t)]? I z(t) || ,=c0 <t <o,
je takva da je F_(t~0) = F (t), za svako t. Funkcija distri-
bucije odredjuje mjere koje pripadaju spektralnom tipu -
elemenata z pa ¢emo mjesto S, koristiti F_ .

Na osnovu rezultata u [2] (425-428) prostor rJf(z;t) se

poklapa sa skupom svih sludajnih promjenljivih oblika

t
S f(u)z(odu)

- 00




17
gdje je {z(t)y-oo <'t<cv} proces Ssa ortogonalnim prirastajima 1
f e.&iz(Fz). Iz z(du) = E(du)z proizilazi da se prostor FH(z)
poklapa sa ciklickim podprostorom 7)>(z) koji je generisan sa z.
U [15] je pokazano da za svakl proces sa ortogonalnim pri-
rastajima {z(t),-m < t<m} postoji 2, € F (z) takav da je
J0(2) =J£{(zo).

Jednakost (1) moZe biti napisana u obliku
M
L) = = @ Hiz, (3)

gdje su {Zk(t)f-ﬂﬂ-i'ticbj' s k=1,2,e0e,N, uzajamno ortogonal-
ni procesi sa ortogonalnim priraStajima. Oni se nazivaju inova-
cionim procesom procesa ‘§ (t).

Primjenjujuéi E(t) na (3), dobijamo

| :fﬂ(f st) = ZN @%(zk:t), te (= oo, co ) (4)
k=1

Ddavde slijedi da se proces {_g(lt),-mé tdm} m_oEa predstaviti

u obliku

N t
_i(t) = 5.__'1 gk(t,u)zk(du),"mdtiﬂcﬂ ,(5)

- 00

gdje su gk(t,u), u < t, funkcije takve da je

] t
> S|gk(t,u)\2 F, (du)<co za te& (=oo, 00 ),
k=1 S I

Reprezentacija (5) se naziva Kramerovom reprezentacijom
slucajnog procesa i'g-(t),-do < t‘iﬁo_} .
Niz (2) je spektralni tip procesa i;(t)} « Broj N se naziva
multiplicitetom procesa ig(t)} .

7a stacionarne procese u Sirem smislu {'g(t),—ﬂﬂ4¢ t*ﬂaﬂ}
Kramerova reprezentacija naziva se Woldovom reprezentacijom

[2] i ona je
t |
| 'g(t) = S g(t-l_!)z(du),—u: '3 tc‘.co.,

a0
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‘”JE(E;t) = I (z:t), Elz(dt) | % = dt .

{z(t),—<x><:t»¢09} je proces sa ortogonalnim prirastajima,a

g(t) = ECZ(FZ)'

Multiplicitet stacionarnog procesa je N=1, a spektralni
tip je ekvivalentan Lebegovoj mjeri na (= oo, o)},

ReSavajuéi problem Woldeove reprezentacije, u op3tem slucCa-
ju, primjenjujuéi teoremu o kompletnom sistemu unitarnih inva-
rijanti samokonjugovanih operatora u separabilnam Hilbertovom

prostoru, Kramer je pokazao da mjere distributivnih funkcija
Fn(t) — E lZn(t)lz, tE(-OG’OD), n=1'2,.l.’N

moguy biti poredjane po apsolutnoj neprekidnosti

F, > F

1 > eee > F

2 N ?
a klase ekvivalencija € N=1,2,e0eyN, mjera su jedinstveno

odredjene korelatiunom funkcijom r(s,t). Za svaki dati niz

?17 ?2> sa0 >§N

postoji stohastic¢ki proces i}f(tﬁ, neprekidan u srednjekvadra-
tnom, 8iji spektralni tip je taj niz. Jednakost (4) pokazuje da
je svaki proces {zk(t), k=1,..-,N} odredjen procesom if§(t)}
i obratno: 'Tf(t)}je odredjeno inovacionim procesom {zk(t),

k:1’ill’N } ®
1e44 Kramerova reprezentacija procesa drugog reda od konacCnog

trenutka tD

Neka je {E(t),-w < téw} slucajni proces drugog reda

sa Kramerovom reprezentaci jom
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M=

t
€(t) = S gn(t,uldzn(u), t> to.

1

Za t >to, proces {}(t),-m < t z.mj— se moZe napisati u obliku

() = F(b) - B F(E)+ £ T(E) =

-
H

N to N t .
= 551 —é; Qn(tsu)dzn(u) + Ezﬁ {G gn(t,U)dzn(u) 1

N to

I C a(tuozy(ule Hyo(F) s

n="1 _5o

Neka je '}fto("§) ortonormirana baza

M 49 Mpreees e (M moZe biti i oo ),

il

U tom slucaju Eto( E) = kZ=1 hk(t) "’]k.
Stavimo

M ? t >to
‘ylk(t) i { O, t <to

Tada su procesi 'Qk(t) uzajamno ortoganalni sa ortogonalnim pri-
rastajima,

Spektralni tip procesa je |
{1 , t>to
F.Ylk(t) = U,, t<to .

OznacCimo sa ﬂin(t)= zn(t)-zn(tn), t >to, Ciji je spektralni tip

F; (t) =

{ t-to, t=to
n

0, tcto
Tada za svakoc t >to
f t | M
E(t) = 2= § gylt,u)dz fu)+e 2 B (L)Y, .
N=1 to k=1

Inovacioni proces procesa {'SC(t),t :E:tc:} je

x1(t) = ;1(t) + T11(t)

S BN B 3E BN BN BN BN BN BN BN BN BN BE BN BN BN BN OBE BN BN BN

xmin{N,N}(t) = Eﬁin{m’m}(t) +¥Lmin{N,N}(t) i

dal je, ako je M<«<N
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xﬂ+1(t) - ZN+1(t)L

a ako je N <« M, tada je

et (8) = My (E)

((£) = M a(t) .

Prema tome, spektralni tip procesa {E(t),t >tc} je

F + F p F + F > esee Y F + F | P4 F > .
2 2, Zm  lm ZM+1 ’y %8
Mm<N,
za M> N
F + F > F + F AR XX W4 F + F > F D> oeee” E .
> Zy T Mneg T

1.4.1+ Konkretizacija na stacionarni Markovski proces reda N

(N konaéno)

SluCajni proces {g(t),-m < tcoo} je Markovski proces (u
Sirem smislu) ako za svako s,t&(-®,), s <t projekcija od

'g(t) na dC( g ;s) je definisana sa

EJC(E:_;g)(t) = g(t,S)E(S)Q s ¢t,

gdje je funkcija g(t,s) definisana za svako sy,te(-0,0) i s<«t
sa

g(t!s) = i :’: $ Sét .

r(s,t) je korelaciona funkcija procesa ig(t)} .
Prema Hidi [2] s, slucajni proces ig(t),-m < tdm} je

Markovski reda N, N>1, ako je
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E A (k'1)
P]’f(%;s)(t) = :E‘] Qk(s!‘t).g (s) &

Ako korelaciona funkcija r(t,s) zavisi samo od razlike (t=s), ti.
r{t,s) = r{t-s), sludajni proces {:g(t)} je stacionaran,

Neka Jje if(t),t:>-n:} stacionarni Markovski proces sa ¢i-
sto kanonidkom reprezentacijom u obliku Haner-Karuhne reprezen=
tacije

t
(t) = § a(t~u)dz(u) ,
- &0
adje je ||dz(t)ll2 = dgt,t > =oo,

Proces ig(t),t >tn} moZemo napisati u obliku

t to t
E(t) = g{t~u)dz(u) = S g(t=-u)dz(u) + g(t~u)dz( v,
~ o0 - to

to
S g(t-i.l)dz(u) .

—

- W . (t):
pri cemu je Etg

Za Markovski proces §§(t),t >ta} , reda N, je

N
E 8(t) = 5[1 gk(t,ta)'i(k_1)(to), pa je

t N
Ue) = § alt=udz(a) + T g (tyt0) §HT (ko) k> to.
0 k=1 -

Izvr3imo ortonormiranje u skupu

£ 480 (t0), T (ko) 0eny TV (ko) ] - 21249, (8 1)
“Z(N-‘l)“ = 1,

U tom slucaju

N -
Epo () = 551 hk(t,tn)z(k L .
t M
g(t) = éo g(t-u)dz(u) + 1<Z-1 hk(t,to)z(k__1), t>to .

Inovacioni proces procesa i?(t),t:;to} éemo odrediti
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formiranjem ciklickih podprostora od prostora

JU(T5t) = o (280,02 (M (L), tocust)
la t >to

t
1 (2) =3E5 P(t-u)dz(u), Pe L, }

0

Ji (2(0)) = {do(t)z(o)j’

D) L (0D g

z(t), t>to - t,t >to
z,(t) = . l\dz.l(t)” = dt, a F1(t) =
0, t<to 0,t «to
2(1), t>to
22(2) - 0 , t ¢cto
] z(N-j), t >to
zN(t) = sa funkcijom distribucije
0 s, t &to
1, t»to
Fk(t) = \ 3 K = Z,S'lnngw .
0, t<«to

Uredjujuéi spektralne tipove prema relaciji > , dobijamo da

je spektralni tip {Et’ t:>t0}~ procesa %:g(t),tt>t0} u gf('g)

dF

N

1 sz —~s szw-..MdFN ’ aQ

Fo(t) = Fz(t) + Fz1(t) .
Kramerova reprezentacija procesa -{g(t),tf>to} Jje

t N
'g(t) = gng(t-u)dz(u) + Eéé gk(t,ta)zk .
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1.5. Kramerova reprezentacija uopStenih procesa

--?-
Neka je 'g(t) = i}i(t) }?=1, ~o0 <« t«ty, viSedimenzionalni
sludajni proces sa konalnim momentom drugog reda E |§i(t)‘24;oo .

E Ei(t) = 0, (m moZe biti i beskonacno ).

Neka su Zﬁﬁ1)(§?) (}E(1)(?§;t)) linearna zatvorenja slucaj-
nih promjenljivih {_gi(s),s>-w}( sLgi(s), ~—co<s <t } ), i=1,2,

Neka je iEtE operator ortogonalnog projektovanja na

1-3..
3T 5).

o —»

Odredjivanje inovacionog procesa za slucajnli proces {'E(t)}
sastoji se u konstrukciji medjusobno ortogonalnih procesa z(t) =
= {zk(t) }ﬂ:‘l’ ~oo<t<oo, sa ortogonalnim priraStajima takvih
da je

STAIE -

J (‘g:t) =M(z;t), —co<ct<oO ,

o -
podproster J{( %) (J£(Z ;t)) se moZe napisati u obliku ortogonal~
nih suma

> M > "
H(F) - > © 7 (z) 1 27N (Fie) - > ® 70 (z,2).

Kako r(ff(hg'i;t)c;;ﬁ“)(z;t) i "J'ﬂ('gi) svodi {Et} , imamo repre-
zentaci ju
Mt
Fi6) = 2§ ogltudn (¥, = T2

s . . | _ M
Mm=dimenzionalni proces z(t) = {zk(t);}k=1 53

dF . > dF_. > ees > dF (1)
21 22 Zm ' _

. . . = . -
je inovacioni proces za E(t) i (1) je spektralni tip za 'g(t).
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1+45.1. Reprezentacija uopStenih stacionarnih procesa

U [1?] Rozanov je uveo uop3tene stacionarne procesa na sle-
deéi nadin.

U Hilbertovom prostoru 7f(?) zadata je grupa unitarnih
operatora Ut,-o;:: < t <« oo u podprostoru "}CO, ’ffﬂc?f(%) Cije
translaci je '}'Ct = Uy :,[60 generidu prostor %(%'):?f( ?) =
= Uy P

Ukupnost stacionarno vezanih procesa, definisanih relaci-

jom |

13(t), x| = Ux, =0 < t<oo , x e
je uopSteni stacionarni proces 'g(t),- <t < oo ,

UopSteni stacionarni proces ?(t),-matam , MoZemo defi=-
nisati i kao ukupnost stacicnarnoc vezanih komponenti {'g(t),x} .

xeR, R je proizvoljni Hilbertov prostor., Ako stavimo

Ut{—g(s),x} = i?(sﬂ:),x} s~ < t<o0o , x&R ,

tada Ut’ ~oo <« t <o je grupa (Usut = Us+t) unitarnih operatora
u (%) |
Kako “j{n moZemo uzeti i%(D),x} y X&R, U (171 je poka=

zano da postojili inovacieni proces
o [ v .
X(t) = &xj(t)}j=1 , (M moZe biti i oo ), gdje

1 Xj(t), J=1325e444M su uzajamno ortogonalni procesi,

2. Xj(t) je proces sa ortogonalnim priraStajima za koji vaZi

Uy [xj(b) ~ xj(a)] = X;(b+t) = X (a+t) ,

300 lix;(0) = x;(a)li? = bma i

_~ M
4o (T 5t) - >:1 ® T (x :t), vt .
J:
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Udavde slijedi reprezentacija komponenti {E(t),x S, x <R

uopStenog procesa ?(t).
1 m t (x)
E(t),X} = Uy {?(U)JE = Jél -_;Ogj (t-u)ax ;(u).

Prema tome, spektralni tip uopStenog procesa §(t) je

dt "‘-—'dt T S W Hdt_‘ -
—— —-NY_
M puta

s ez v RITINT DARA
:F:.i' ':'h.-'-ll-...':"ii-dnf.r, i‘l-}éf..;i.:z':}‘ i’i AE ;pGHU}‘HJ}
LUDBJHUOTERA

Bpoj:

Batys S
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GLAVA II1

NELINEARNA VREMENSKA ANALIZA GAUSOVIH PROCESA

2.1+ Gausovi procesi

SluaCajna promjenljiva ‘E je Gausova ako joj je funkcija

raspodiele
F (x)—f L eXp{-l'u:-—m)—z}dt
= ?
3 2 {arg? 2 ¢?

E;e R, 0*2 = D'ge R, sz > 0 su parametri raspodjele

ENN([“! 02)-
Gustina raspodjele slucCajne promjenl jive 'g(t) je funkcija
Y (x) = F4(x)
13 £ T
a karakteristic¢na funkcija je

£2 g2
2

gdje m

Fz(t)=m<p§~itm— },teR.»

Sludajna promjenljiva £ = (Ei,...,?h), sluCajni vektor, u
n=dimenzionalnom prostoru rR" je Gausov, ima Gausovu n-~dimenzio-

nalnu raspodjelu, ako je funkcija raspodjeles vjerovatnoda oblika

X X
1 n

_ 1 __-ﬂ cos ex -1(8_1(Y-m),
Fg(x'l’...’xﬂ) = ‘/(Zﬂ‘)ndet 3 g j D{ 2

, Y-m)} dY, ees dY_

oo - o0

pri cemu je m=(m1,.,.,mn)e;Hrl oCekivana vrijednost za 'g ’

_ _ . _ n ., .
m, = Efk’ k=1y2500syn; B = [Bij.] y 1,J=1,32500e4N realna, po-

zitivno definisana, simetri¢na matrica reda nxn &iji su elementi
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covarijanse

Bi5=E%335 7 B3iFEy 1rd = Trdreeesn

n
(X,Y) = 3 x: Yo je skalarni proizvod.
i=1

Gustina rasp%rcll#'ele sluCajnog vektora ¢ = (?1,..., ?S'n) je
r IR S
ﬁ(x‘l""’xn) = 'axﬁ .a s ax"‘
Karakteristic¢na funkcija n=dimenzionalne (Causove raspodjele vje-

rovatnoéa je

fE(t) = exp {i(t,m)—lz- (Bt,t)} te RT .

Ako je karakteristi¢éna funkcija
n

Fo(t) = [ fz (t)y t = (tyytoyeeest JER'
5 k=1 Sk 1772 i
tada su komponente sluCajnog vektora '§ = (§1""’§n) nezavi-

SNe,

Familija realnih sludajnih promjenljivih g (t), teT -
proizvol jan skup, definisanih na prostoru vjerovatnoCa (2, F,P)
je Gausova ako za svaku konacnu kolekciju t1,t2,...,tneaT slu-—
¢ajne promjenljive E(t15, g(tz),...,'g(tn) imaju zajednicCku
Gausovu raspodjelu, ili konaCno dimenzionalna raspodjela sluca-
jne funkcije ‘g(t), teT je Gausova.

Ako se GCausove promjenljive posmatraju kao elementi Hilber-
tovog prostora ‘4 , tada je ortogonalnost Gausovih promjenljivih
jednaka njihovoj nezavisnosti,

Slucajni proces %:E(t);te;T} je Gausov ako je skup

%_?(t),t eT } Gausov.
Usnovneé osobine Gausovog sistema su:

1. Ako je '§= (E¢)¢€T Gausov sistem, tada je svaki njegov

podsistem "g' = (_§’¢’ )o(..’ET" T’ ¢ T, Gausov;
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2. Ako su Eit' JeT nezavisne Gausove promjenljive, tada sis-
tem E: (EOL)QL.GT je Gausov.,
3. Linearno zatvorenje ﬂjﬁ('g) Gausovog sistema (g;,)djaT’ ko je

se sastoji iz linearnih kombinacija oblika
n

& Gy Fay o Ml SR To € {E Faer

i njegovih granidnih vrijednosti u srednjekvadratnom, obrazuju
Gausov sistem,

Neka je if?(t),tesT} Gausov sludajni proces kod koga je
E'§(t)'= 0, teT, OpSta formula za momenat Gausovog slucajnog

procesa je |
ET(ty) T(ty) eee 3(e) =57T1B(E;,E4),

gdje se sumiranje vr3i po svim podjelama skupa {_t1,t2,...,tn§eT
na parove {ti,tj} , a proizvod je po svim parovima {ti,tj}
odgovarajuceg sabiranja.

Ako je {E(t), teaT} Gausov slucajni proces i ST, uslov-
na raspodjela slud¢ajnog vektora "g(t) = (% (t.l),...,‘g(tn))',
t1’t2"”’tne T, u koliko je data ?(S), _O"-algebra generisa-
na sluc¢ajnim promjenl jivim 'g(t),tE:S, je Gausova i odredjena je

uslovniim oCekivanjem

E(£/F(5)) = (E/ T(6)/F(S))y e ECT (£)/F(5))) =
(£ (£)yees TLEL))

i kovarijansnocm matricom B = B(ti’tj)’ 19 = 15250009n

Bty t,) = ECCE (60 506 (3 (- T (£))/ F(s))

Elementi matrice B(ti’tj) su konstante (nesluCajne velicine),

A
jer su ‘g(ti) - (ti) nezavisne od O ~algebre F(5).

Oznacimo sa
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J(s) = L2(Q,F(5),P)

Hilbertov prostor kvadratno integrabilnih funkcija mjerl jivih

u odnosu na ¥(S). Skalarni proizvod je

(P, 9) = Epws P eds).

Neka je EWV = 0, P e FH(S) i ‘?f(1)(5) linearno zatvarenje
svih slu€ajnih promjenljivih ¢(t), te€S.

Uslovno ocCekivanje

T(e) = E(E(6)/F(s)),5cT, g(e)er! (),

je projekcija sluc¢ajne promjenljive 'g(t) na prostor ‘?£(1)(5)-

2.1¢1 Polinomi Gausovih slucajnih promjenljivih

Neka je {fg(t),téiT} proizvoljna familija Gausovih promje-

nljivih na (Q,F,P). Za ScT je
H(s) = L3(Q,F(s),P).

Oznadimo sa J€"(S) linearno zatvorenje svih polinoma ste-
pena ne veéeg od n promjenljivih 'g(t),teas. Svaki od tih poli-

noma je linearna kombinacija sludajnih promjenljivih

ql=-§(t1)_§(t2) se s ?(tk)’ K <n, t.],tz,---,tkés N

Neka je P{dx) Gausova mjera u n—-dimenzionalnom prostoru R"
vektora X = (X1,...,Xn) i J€ - Hilbertov prostor svih realnih,
kvadratno integrabilnih funkcija ‘P =‘P(X), X€ R" sa skalarnim

proizvodom

(0, 4) = {0 (x)p(ex).
Rn

Skup svih polinoma‘4)=\P(x1,...,xn) od promjenljivih XqpooesX
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je svuda qust u #H .

Svaki palinom 4)=kP(x1,...,xn) stepena p, ortogonalan na
sve polinome stepena q, gq<«<p, nazivamo puiinomom Ermita.,

Neka je {?(t),téiT}' realan Gausov proces na (2, 3F,P) i
E _g(t) - O,teT, B(t,s) = E‘g(t)‘fs'(s), s, eT, F(T) O -algebra

generisana sa E(t),teT,

(1) = L2(42, F(T),P) je Hilbertov prostor funkcija na (1 ,

mjerljivih u odnosu na F(T) sa Ef% <oo , E0 = 0, § € T0(T).

Eksplicitni oblik (4] Ermitskog polinoma stepena n, prom-

jenljivih _g(t,]),.-., _‘g(tn)! t19t2!---9tn9T y Jje

Ho(§1seees$) =59 52 oo Fn '25113'1 o i3, (Egroeesfy) +

+§LB. . B. . ol. . .+ & ( pevey ) + see +
1130 13 0 3qdqiad; 5 Sn

y _
+ (-1) ZB. . B, . eses B, . A . . 2 ees ( geesy ) +
1,04 1232 1ka 11311232 1.9k §1 }“
n
2
+ (=1) P ij ?
qgdje je
s = (t-) B- - = B(t- ’t- )' i’j E {1 2 saesl
-51 hE i’? 1,3, 1,7 73,77 vty yoo ’ }
Za iU < jU ’
N
i1j1izj2 '....ikjk(%'l"“’fn) = ilj,] -% i* 1 # tyr 1 # Jy

vV = 1,2,lii’k ’ K = 1’2,"" [-'-21] o

u (4] 1 U1s] su pokazane osobine Ermitskih polinoma

1. Broj Ermitskih polinoma stepena n, od k+1 promjenljive je

(n+k)§

Ik k=U’1,2,-I-,
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2. Ako .su 'g(t),te;T nezavisne sludajne promjenljive, tada

Hn(§1 y --.,gn) = Hn1 (?1 )an(gz)- .‘.’an(?k)’

kén’ n = ﬂ1 + n2 + oes + nk. Hni(Ei)’ .i.= 1,2,...,!‘(

su Ermitski polinomi jedne promjenljive,

3. Ei~|n(§1,...,§n) =0

4. Neka je SCT. €5 F(t) = E(T(L)/F(S)),teT, F(s) je G-

algebra generisana sa _g(t),tES.

S Fat ‘ A Fal

E ”n(gp--u}m) = Hn(g‘l""’}n)’ Ei = E(E(ti)/ﬂs))’

i - 1,2,---,“- |

Neka je {’g(t),teT} realan Gausov proces i 5S¢ T. 0Oznadimo

sa r"pr(S) skup svih Ermitskih polinoma

M= Pl () eeen T (EL))
stepena nu prostoru LZLfZ,QF(S),P). Kako polinomi obrazuju potpun

sistem u prastom L2(Rn,f%(ﬂn),P), onda se Hilbertov prostor

J{(s) moZe predstaviti u obliku ortogonalnih suma podprostora

"j[’p(S), P = 1425000

J0(s)

i

S ® H(5) .
p=1

Neka je ?{n(S) linearno zatvorenje svih polinoma stepena

man jeq, ili jednakog n, promjenljivih 'g(t),tfis, tada je

FH (s) = fi ® H (s)
p=1
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5.2. Nelinearna vremenska analiza stacionarnih Gausovih procesa

leka je &E(t),t?ﬂ} Gausov proces sa Kramerovom reprezen-—

taci jom

£
() = 3 alt,uydm(v), £30
0

i inovacionim procesom 111( U, U U} i

t .
I (t) 12 = EmZ(E) = F(t) = g f(u)dy, f(U)> 0, g.s.

Meka’ je "an(']fn(t)) Hilbertov prostor nad linearnom zatvo-

reno$éu svih polinoma stepena ne veéeg od n, n >2, od slucajnih
promijenl jivih i?(u),u > U} ({z(u),u <t } ) e

Uslovno ocekivanje {Et,t?;tl} s, kao aperator u 'an, je

projekcija na "an(t) pa jé {Et,t;U} razlaganje jedinice u FJ{’n.

Nelinearna vremenska analiza je odredjivanje spektralnog

tipa -{Et,t:'-ﬂ} U '}Cn.

Tegrema_1. [5) Spektralni tip {E,,t>0}u J€_ je

dF,?;.dF?,; see

U dokazu Teorcme efektivno se konstruise inovacioni proces,

tj. ortogonalni martingall {’Vlk(t),t;ﬂ} takvi da
: - ~1p(1)
Jﬁn(t) = 511 @ Jﬂ (Yl,k;t)’ t>0,

gdje je ’"JC“)(VLk;t) linearna zatvorenost od {‘Ylk(t), 0« u_«gt}

LM (€) 1% = F(t),t 20,

Ako vrijeme t prolazi beskonaénim intervalom (=co, o) i ako
je F(=<2) = =co , onda se konstrukcija izloZena u [5] ne moze

direktno provesti. MoZe se postupiti take da se mjera dF zamijeni
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ekvivalentnom (po apsolutnoj neprekidnosti) mjerom dfF ™ za koju
je F*(-oo) konadno (na primer 0).

Nka je

It - ey, W) >0

skoro svuda u odnosu na dF, onda je
dn*(t) = /PE)dm (¢)

i Cisto kanonicCka reprezentacija procesa {‘E(t),t > -cv} je

t
E(t) = S Q*‘(t’u)dv{,ﬁ(“)! 9" (t,u) = g(t,u) \/\P(Ll) .

Posmatrajmo stacionarni Gausov proces Sl_g(t),t > -90} sa

Cisto kangnidkom Hanner-Karhunen reprezentacijom

t
() = g(t-u)dn (W)yeee (1)

hdm (£)11% = dt.

Prirodno je olekivati da konstrukcija inovacionog procesa

1"}n(t),t>-—WJ, ﬂ=1,2,...} u J{ ,polaznog oblika (1), Je je-

dnostavnija od konstrukcije u ESJ s obziraom na invarijantnost

mjere (ldﬁl(t)ﬂz = dt u odnosu na translaciju.

(lvde se daje jedna takva konstrukcija.

Neka je ﬁﬂgpj('g) (?f(p)(g;t)) linearna zatvorenost Ermi-

tskih polinoma

{HD(EUJ1),..-,§(UD))} ({ Hp(g(u1)""’z(up))’ Uk:ét ’

k = 1,2,---,[]})-

Posto Yf (t) = 5 69'1!6(”)(?;“ 1 W(p)(?)
p=1 |

svodi iEt} s doveljno je konstruisati inovacioni proces
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{"ln(t)st > "m} s N = 1,250000 U (}E(p)( _g)-

Radi jednostavnosti, pesmatrademo sluCaj p=3.

U skladu sa [9] , prostor ?{(3)(.5) poklapa se sa stohastickim

integralom
00 QO o
I(P) = g S S WP (u,yu,yug)dy (uy)dm (u,)dv (ug),
- - - P 5 o
“I(”F)Ilz = S g S‘ \p {u1,u2,u Ydu duzdu3<:oc .

Posmatrademo I{(Y ) nad intervalom
N = {(u1,u2,u3) P = <UL u,L u3}

jer je Ermitov polinom simetricna funkcija.

Neka je

N
1

S . . :
n!J'l!Jz 2 2n 2

n = 0’1,2,1ll’ j1|j2= ¢4 -1’0’ a

!.]1!.32
Razbi jmo SD 31’32(0) na
31 234+ ] jo+t
Sh s s (U)={(U yU,,0): — 2u, & '—ZE:U < }
U,J1,32 1772 50 1 -9 ’ 50 2 50
2.]1+1 j1+1 j2 . j2+1 }
’r _ . - ¢ . , ‘
SD,j1,j2(G) {(u1,u2,0) 50 €Uy € o’ 50 =4; 9
jednakih mjera:
m(S°(0)) = Sg du, du, = m(S7(0)) = % m(5{(0)) = +

5°0)

(x) = {(u1+x,u2+x,x):(u1,u2,ﬂ) = sn,j1,j2(0)‘}
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Takodje, razbijmo S’ (0) na S;(DJ i S%(D):

J, 2,41 ] £2j2+1}
’ — e vem—

34 231+1 232+1 32+1 }
’ — . ——— ——— A ve—— d.. 3
52(0) = {(U,I,UZ,U). ; LU, & —5—; 5— Lu, & - i

’ ’r 1 r
m(57(0)) = m(s5(0)) = 3 m(s7(0)).

Istim postupkom S” (0) razbijamo na’S?(U) i S;(U):

25, +1 \PES 23 }
rr 1 1
S7(0) = { (050,00 —h— duy e ey 2igu e =2

N

23, +1 J.+1  2j,+1 ja+1
’” — - 1 1 . ——2—— 4—2—} 3
52(0) = {(u.l,uz,ﬂ). 5 Uy & o S—%u, & i

n(57(0)) = m(s5(0)) = 3 m(s™(0)) .
DefiniSimo procese sa ortogonalnim priraStajima

i ’Lék) (t), t>=00 , k = 1,2,3,4

’j1!j2
tako da je
(1) t
Ylo,j 3 (t) = S h(U3)( S S dll(u1)d11(u2))dvl(u3)
1 2 - Q02 Sﬂ(ﬁa)j
y 1! 2

o,i,,5,(8) - i“(”:f’{(s,” - { )Ww)dn(vz)}wus)

(uy) 87(dy)

Vl,ém . (t) = § h(US){( SS - SS dq(u1)d1(u2)}d\1(u3)
S;(u3) SE(US)

R ——_ A LR SRR TR E
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" E(:; 5 (8) = g h(u3){ S S - Sg )dq(u1)dq(u2)§d1(u3)
1242 s7(ug)  S7(us)

(Funkcija h(e) >0 obezbjedjuje kona¢nost od Hﬁl(kq _ (t)”2 ) o
| OyJ.9J
192
Ovi procesi su uzajamno ortogonalni po samoj konstrukeciji. Na-

stavimo tu konstrukciju u svakom od Cetiri kvadrata u kvadratu

S (0) 1 dobijamo procese
0131932

w11 L B OF se

,31,32 1!31’32

U prebrojivom skupu procesa sa ortogonalnim priraStajima

(k)
{qn,Jqu(t)’t 7 700 k=152,3,45 02051525 0000395357 s =1, 0.

promijenimo indekse: {nn(t),t3>-fb}, N=1425 000
Procesi {Wln(t),t:>-q3,n=1,2,...} su uzajamno ortogonalni po ko=

nstrukciji. PokazaCemo da su oni inovacioni procesi u ’?C(z)(f).

Uocimo kvadrat S5_ ., . (0) i proces
n!.]—li.]z
. t Sg
R ;. (0) (£) = S h( (us) dy{u;)dy(u,))dnlus),t> -0
’J1932 D 131332
Nije tesko pokazati da su 35 _ (t) konaéne linearne kombina-
n!J1’j2

cije od wln(t), N=1425000

Na primjer: Iz S ‘ ) - §* :
i ] n!J1’32(G) 51(0) Je

55;(0)&) - [2(,1(1) (£) +n (D (1) ) @) (t)]

931’32 01311J2 0,31,32
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Tako, ako je T(0) mjerljiv podskup od sedenja 2 u u,=0, onda,

na osnovu standardnog granidnog postupka, zakljudujemo da

- t
5T(t) = S h(uz)( S‘S‘ dq(u1)dqﬂuz))dﬂ(u3) je
—%o T(uz)

granica od éza ankwlk(t), kad n > oo , ili

—

Sre Z @ 3O, c

Neka je D mjerljiv, ogranicen podskup od & , neka je
5 = inf-{u3 : (u1,u2,u3)€iD} '

t sup {US : (u1,u2,u3)6[3} i neka

$ = 5_ < 51 < seelSy = t jepodjela od [s,t J].

OznaCimo sa Tj s jecenje od D u u3=sj. UoC¢ime proces sa ortogo-

nalnim prirastajima {Sj(t),t:r-ﬂD} :
- £
T = ¢ ontudC S Y antuddntuy)ancug)
- O T (uy)
N
Imamo
k=1
kad ma:-:(s‘:‘,._!_,1 - sj) -0, 1ili
U< jek=1

13§ ntugdantupentuyden(ug) € 3= T o) e >me
D n=

Konac¢no, zakljudujemo da
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D

L0 - = @ 7N 58, tr-co .
n=1

Mjera
l||:l~qn(t)ll2 = hz(t)(_ SS( ) "% 1 SS.( ) g0z | ot
t t
0 aiged, %0037, 35
= hz(t)m( (t) )dt = ET%:TT hz(t)dt
S' ¥  rP
J+1!J1!Jz 2 '

je ekvivalentna sa mjerom dt.

2e2¢1+ Nelinearna vremenska analiza stacionarnog Markovskog

procesa od konacdnog trenutka to

Neka je {;E(t),t;rto} stacionarni Markovski proces sa

{ramerovom reprezentacijom

t N
$(t) = é o(t=u)dn(u) + Z gy (totodm,

O

1 spektralnim tipom

dF > dF ~ dF ~ ees ™ OF

1 2 3 A I

Da bi izbjegli skok od dF, u tacki to, posmatrajmo proces

&E(t),t:>to} u obliku

t N
HOERY S(8)9( ()= (ko)) + 2 gy (tst0)m, =

Sggkp(u1,u2,u3)dq(u1)dq(uz)dq(u3)eefzar}€(1)(7n;t)’ 113
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N
gk(t!tu)vzk": ?1({:)"' k§1 Qk(t:tﬂ)’?k’

T™M=

o(t=u)dm (t) +

[
i~ ct

o 1

gdje je

| t
Mt} =Mm(to) =M (t); g,(t) = _E g{t=u)dm _(t) .

o
DznaCimo sa r;ffn(7fn(t)) Hilbertov prostor nad linearnom zatvo-

reno3éu svih polinoma stepena ne veéeg ed n, n» 2 sluéajnih pro-

mjenljivih ii(u),u :;:-,to} (i%(uk), Ué.toduké._t})
08D = 2 PG pdrener T () uy <t |

9 () = > ® 2P .
P=1 t

Operator {Et} svodi Y (E % = # _(t)) D51 .
Nelinearna vremenska analiza procesa {.§(t),t > tu} sasto-
ji se u odredjivanju spektralnog tipa {Et,t:- to} u A

Radi jednostavnosti posmatrademo sluCaj za p=2 uz pretpo-
stavku da su sve sluCajne promjenljive centrirane u ocCekivanju.

Za to<u, vt ,

N N
glu) g (v) =5 (u) £ (v) + (k§1 gk(U)‘qk)(jagk(u)‘vgj) +
: i
Pl (0 CZ g () + 5 (T g () ]
0digledno je

#H Dkl GhorP o, e H 2 (g,

Kako wliegﬁ“)(g) povlacCi ‘Qi"qje'jf(z)(g), onda je
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S0 2Ee - H P g e W P01, g8 ®

® W3 (E,M0i0) -
Svaki od prostora ﬂf£2),’1ﬂéz),'jtig) svodi operator { Et} .

Inovacioni proces u '7{2(§1;t) je

L (t) ={W1(t)-*1(to), t>to
1 0 t eto

Spektralni tip dFC je odredjen funkcijiom raspodjele

> t-to, t> to
Folt) = I (e)ll® = 0, tsto '

te je dFEN dt, t >to.

Spektralni tip {Et,t >tu} u }ffl(:z) (¥,) je, prema (6],

dFCfv ch-mf...

Da bi odredili spektralni tip u ’?ﬁéz)(“l;t), formirajmo uzaja-

mno ortogonalne martingale

v (3)(e) - v 133, K=1,2500e,("3")

ytivlj’ t>to
Kk = % |

g, ts&«to

tako da je, na primjer,

qz(d)(t) - 1[7117141, t}tﬂ
1 0, t<to
(d), .y (1M1, t>to
Tzz Lt = { g, teto

i tako dalje,

'}ffgz)(n;t) =F(M; My 1£1,34N), t>to i
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P - 2 oo,

Spektralni'tip martingala gﬁlﬁd)(t);},k = 1,25000,M (M =

= (") se

| 2
(d) i T E>to
Fe () = Ime(e) )12 =]\ 0, t&to

Spektralni tip {Et,t>to} u 7552) je

Nﬁgafa

Za odredjivanje spektralnog tipa *{Et,t.ato;} Jf(z) konstru-

isaCemo uzajamno ortogonalne martingale

q,ngi.-;czi)(t),, k=1425000sN , takve da je

] t“ﬁ-tﬂ L

g (M(t)- ‘1(1:0))*1,(, >to
“’llgc J(t) = {
Heposredno slijedi da je

4082 (e) - z ® #"(m{ 5e), £ te.

Funkc1Ja raspodjele za WI(Cd)(t) je

(t-to)llm, 2, £t
F(e) gy - [ m(e9)(1)]2 { Tl Lot

k=1’2, IIl,Nl

Spektralni tip -{Et,t'>tnj} u ‘jf(Z) je
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grisd) _ geled) 0 grlcd)
k 1Y 1
N puta

Najzad, uredjujuCi spektralne tipove prema relaciji > dobija-

mo da je spektralni tip {Et } u '}E(Z)(@

dFC + dFdN s 89 dFC -+ dFdJ> ch "*Vch"""‘" e ae ‘

. ~N
M puta

CONOTIA OPLATINVINIY YIPWUITION PAA
3A MATIMALEY, L 2000 5 ACTPOICMULY

aa 25 wr Ul ol s T4l in A

Bpoj:

P e el

datyw: S—




GLAVA III

NELINEARNA VREMENSKA ANALIZA UOPSTENIH GAUSOVIH PROCESA

3.1, Nelinearna vremenska analiza M-dimenzionalnog Gausovog

procesa

Za obicdne Gausove procese {E(t),taﬂ} nelinearna vremen=-
ska analiza je definisana u [5] i [E] .

Neka je 'r}'fn('?fn(t)) linearna zatvorenost svih polinoma
stepena ne veéeg od n sluéajnih promjenljivih {?(U),U;U}
({ 'g(u),G <u &t } ) i neka je E uslovno oCekivanje u odnosu na

0 -algebru nad i'g(u),u.{:t } . ’an svodi {Et,tz,ﬂ} (Et Z{’n =

~
= an(t))n
Nelinearna vremenska anallza procesa {'g(t),t:;[]} je

odredjivan je spektralnog tipa { Et’t >0 } u ’Jffn, n2 2 [5].

DznaCimo sa ‘jﬁ(p) ('j{ﬁp)) linearnu zatvorenost Ermitovih

polinoma stepena p, p4 n od slucajnih promjenljivih i?(u),uzﬂj

(3(u),0<u=t )
Prostor r,',(f(p) svodi {Et,t;a[)} i

k (p) d (p)
0, = 21@:}{1’3 (H () = = ® P/ (¢) .
p= p=

Prema tome, nelinearna vremenska analiza se sastoji u odredji-

vanju spektralnog tipa {Et,tg D} u ’I{(p) [5] .
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>
Posmatrajmo M=dimenzionalni Gausov proces '5('(1;) =

= {—fn(t) }M sa Kramerovom reprezentacijom

N
i inovacionim procesom {’T}_'(:‘)}
n=1
* W
Neka je “’,!E(1)(_§)( —»ff(”(f;t)) linearna zatvorenost sluca-
jnih promjenljivih {§n(u).u30, N=1525 000y ({_gn(u),ﬂéuat},

N=1,2y000sM)e {Et,taﬂ} je operator projektovanja iz
"JE(”(%’) u “}E“)('f;t). {E, | svooi :IE(”(%:)-

Odredjivanje spektralnog tipa {Et,t,}(}} u ‘j{(”(‘g) je

--b
linearna vremenska analiza procesa E (t).

R
Podto nijesu definisani polinomi od kS (t), nelinearnu vre=

- v .
mensku analizu procesa § (t) éemo definisati na sledeci nacin

3,1°, DEFINICIJA

Nelinearna vremenska analiza procesa (stepena n ;2)
-‘g(t) = i_gk(t)}ﬂ-_q , je odredjivanje spektralnog tipa
- e
{Et,t ::;.U} u ’?ffn(§) gdje je ‘}fn(g) (?fﬂn('g;t) linearna za-
tvorenost polinoma stepena ne veéeg od n od inovacionog proce-

sa 17 ()M (Wseeesy(u)s uz 0} (1004 (0)500ees (),
Decust |),

Koristeéi definiciju, odredi¢emo spektralni tip
iy
fe,t20] o W (T
i (p) _
Neka Je ":,t{)' (q) = i{Hp('rlq'l(t,]),-:o,dqu(tp))!

tisenest, > U}

P
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AP a5 8) = fh (g (e, Jreeeilg (£5)):0%t puunst < D),

gdje su g = (q1,q2,...,qp)€10 linearne kombinacije sa ponav-
ljanjem duZine p od elemenata {:1,..;,N} » a @ prebrojiv skup
svih kombinacija g

Na ovaj nacin

W5 = Z ovPlq)
qge&l

’J(n(g:t) = = #Plat) .
ge Q

Operator {_Et,t;U} svodi prostor ‘;tﬂ(p)(q) (Et '}fe(p)(q) =

= dﬁ(p)(q;t)) pa je dovoljno odrediti spektralni tip {Et } u
?E(D)(q)’ p>2., Neka je F1(t) = E u111(t)uz,tj>0, neprekidna

funkcija,

je

T N Sl S S g

Teorema [6] Spektralni tip {E,,t30} u ¥ _

dF,]H dF1 T e 9

tie dF1 Je uniformni maksimalni spektralni tip beskonaCnog mul-

tipliciteta u 'an, n:;Z;

Da bi odredili spektralni tip {Et}- u='?ﬂ(p)(q), Pp=>2, po-
trebno je konstruisati uzajamno ortogonalne martingale

-ign(t),t@aD:}, N=1,250ee U ?{(p)(q), tako da je

oo
1PN a0 == @ (T 50, ta
n=

Hilbertov prostor ’?{(p)(q) poklapa sa skupom {Ip!} -

Itovih viSestrukih stohastikih integrala [15] ,

oo ¢

S 81 Sp"1 |
ID = so \P (t']’.",tp)dqﬂ1(t1).'.d’lqp(tp)’

O O 0
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, oo t1 tp_1 ,
l Ip 1< = g g S P (t1,...,tp)qu1(t1)...qup(tp).
0 o 0

Dalji postupak konstrukcije inovacienog procesa {j;n(t),t;>0}‘,

N = 1,2,eee Se svodi na konstrukciju iz dokaza teoreme (6] .

Jelele Nelinearna vremenska analiza stacionarnih M=dimenzionih

Gausovih procesa

Neka je “g(t) =i}m(t)}2=1,-mdtcm, neprekidan, naede-

terministicki M-dimenzionalni stacionarni Gausov proces sa Ha=-

nerovom reprezentacijom

(8) = 3 g (t=U)dm (U),me1,2,000,M, i
m = mn Tn

| d”ln(t)”z = dt, N=1,2,eeesN, t > =0

DznaCimo sa J{ - (¥ n(t)) linearnu zatvorenost svih poli=-

noma stepena ne vedeqg od n, n>2, od inovacionog procesa

{Yln(u), uz0, n=1.2,---,N} ({nn(u), O¢u ¢t, n=1,2,...,N}) i
o=z ©1w®), dyw - £ 0%l ,
p= p=

gdje je 'Jﬁ(p) (?fip)) linearna zatvorenost Ermitovih polinoma

stepena p, p<n, tj,

Jelp) =EfA.HDCQq1(t1)r-'-rYLQétp))’t1’t2""’tﬁ :’doo}

(fe {P) =;&{Hp(qqgt1),...,qqp(t,,)),t1,....t'p ct}) i
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7P - 5 @ %P, @{P- = o7 (at) ,

ge @ ge (Q

pri Cemu je q = (q1,q2,...,qp) kombinacija sa ponavljanjem duZi-
ne p od elemenata {1,2,...,N} , 8 Q prebrojiv skup svih kaombina-
cija ge

Operator {Et} svodi praostor 'jf(p)(q) (Et jf(p)(q) = 7C(p)(q;t))

pa ¢cemo odrediti inovacioni proces u :ﬁ&p)(q).

Radi jednostavnije konstrukcije, posmatrajmo sludaj kada
je p=3.
Prostor ﬁH¥3)(q) se poklapa sa skupom {IS} - Ttovih

integrala

£t byt
I3 = | S 5 “P(t1't2't3)d’?q2(t1)d’lqz(tz)d’z%(ts) ’

£t b,
2 2
42 - g S S P 2ty b,y ts)dt dEdty <00,
- XD .

~-00 —00

(Ovdje je inteqgracija nad skupom

3
iXq(=00, 0N 7 {t,=t ], odakle je EI =0 ) .

U opStem sluc¢aju, posmatrajmo Ip nad oblasSéu

A = {_(t1’t2""’tp)=tl’t2’"”tD > —GCJ}

koju ¢emo podijeliti na p! podoblasti,

A(J) = <{(t sty eeeyt Jimoo <t <t < eea <t 3 3=1,250009P!}
{ 1 2 P J1 32 Jp }

gdje je (JjsJpseeesdj) j-—ta permutacija od (1,2,44.,p)0

Ne umanjujuéi opStost, uzmimo (A“) = A 1) da je

A ={(t_1,t2,t3) =00 < b <t <ty ]
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Neka Jje . 1 ,
i 1.+ i i+
Sn,i1,12(0) - {(t1’t2’0) znf""‘t‘l£= 5N ! N S22 5N 1°?
n=0’1'2’...’ i1’12 - sew -1,DI
Stavimo
- . . . (O
SPRTIES {(bqexqtyrx x)(ty,t,,0) e Sny1,1, )J(

UoCimo proces {TIU i i (t),t > -GG:} sa ortogonalnim prira-
’1!

Stajima

2

t
Mo, 1,18 7 ) hles)( Sit

—oO 3

dqq1(t1)quz(tZ))d7q3(t3) ’

Sgriqeis

gdje funkcija h(+) obezbjedjuje konaCnost od

t .
2 _ 2 -
I Mo.i 3 (t) || © = S h (ts)( gg dt1dt2)dt3, ¥-t,
et Rl (t4)
-0 S, . .
0,11,12
Podijelimo 80’11’i2(0) na:
i 2i.+1 i i.+1
’ i 1 —2 S .
52 . . (0) ={.(t yE,,0)i— <ct, & : <t % } i
0,11,12 1?72 2 1 0 0 2 20
: ) 211+1 11+‘I Ji 5.2+1
57 .(D)={t t.,0): ct, ¢ 2ot ¢ }
0,151, 1?72 20 1 50 7 50 2 50

jednakih mjera

r rr 1
m(5”(0)) = S%g&) dt,dt, = m(5”(0)) = T m(s(0)) = 1 .

Podijelimo S (0) na:




49

: h I S } -
57(0) "’{(tvtz’u) €t €5 5 ST .
2 2
i 2i,+1 21i.,+1 i.+1
, 1 L. 2 <t <l
55(0) ={(t1't2'0) 20“14 2 7 T2 St2S 2° }
jadnakih mjera
, _ ’ _ 1 ’
Podijelims S”(0) na:
2i,+1 i+t 1 21i.,+1
(0) - A i 1, 22 4__2_} .
51(0) = {(t“tz,a) LT 5 oo ¢t,&—5 i
211+1 11+4 212+1 i2+1
53(0) ={(t1’ 200) # T e ET ST T St T }
jednalkih mjera
rr rr 1 rr
m(57(0)) = m(s7(0)) = 5 m(5"(0))
1 2 2
Definisimo (k) (t),t > =00 k=1,2,3,4
procese ”qio 11,i2 ’ ’ 9y £yt

sa ortegonalnim prirastajima

(1)
0,i

. (t)
1772

(2)

. . Lt
0,11,12( )

-

(3)
0,1 1,1

Y

t .
( nies) Sg(t3) g, ()89, (60007, (b)

Sy

h(ta)[( SS

5 (&)

L(§) -

55 (¢t

J§ ang edayg e]ay, (e,

S"(t3)

ﬁsl

§ 3 dapg (edey (82)] a7 (83),

t
S h(t)
57 (t )

3)
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t
15,00 = Gt 3Y = §§hap, ooy (5]
0,1,,1,(8) = (ELC )97 (4)e7, la,(t3)-
~% s7(t5)  S5(¢5)
Procesi {;q(k) (t)'t> ﬂD} k=1,2,3,4 su medjusobno ortogo-
0 11,12
nalni po konstrukciji,
Funkcija h(e+) obezbjedjuje konalnost ll*l k) (t)H2 o
0,11,12
Nastavl jamo tu konstrukeciju u svakom od kvadrata u kvadra-
tu S(J (0) i dobijamo procese
11, 5

U prebrojivom skupu procesa sa urtogonalnim prirastajima

=-ll-1’[] .
n,l1,12

2

promijenimo indekse:
i‘vln(t),t>-m , n=1,2,...} .

Procesi {fqn(t),t>-—nD,n=1,2,...§ su uzajamno ortogonalni po

konstrukeci ji,

Pokazaéemo da su oni inovacioni proces u ‘?6(3)(q).

UoCimo kvadrat Sn i i () i proces
1’ 2 .
'T t
. = t d t t .
BRI 3 ) la, (&9, ey
n —
S ,i1,i2

Mije tesko pokazati da E’S

‘ (t) su konadne linearne kombi-
n,i

1015
nacije od nekih “’ln(t)'t>'°‘°' N=1325000 o

Na primjer, za Sn'11,1 (0) = s1(0) je
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"y 3
Seroy(®) = 3300 Sl 1,08+ RO IO

Ako je T(0) mjerljiv podskup sjelenja Aq U t.=0, onda, na os-

novu standardnog graniénog postupka, zakljucujemo da

t :
d(t) = S h(ts)( S(S )dvzq1(t1)dvzqz(tz))dvz%(t3)
-0 T(t, |

M
je granica od > a " (t), kada n —>oc0 , ili
ke1 Nk UK

jT(t)e §1 @’}ﬁ(‘l)("’ln;t),t)—oo_ .

Neka je D proizvoljan, mjerljiv i ograniCen podskup od £L1.

Neka je
s = inF-{t3 : (t1,t2,t3)€;0j- )
.t = sup {t3 : (t1,t2,t3)€'0}' i
neka je s = S,< 8¢ cee XS = t podjela od [s,t] .

0znaCimo sa T, sjeCcenje D u t:=5;. UoCimo proces sa arto-

gonalnim prirastajima {'_g i(t),t >-<x:}

t
T
/3 (t) =_§Oh(t3)(T.S(§3)dvlq1(t1)57q2(t2))d7q3(t3)'
1

Imamo

k=1
Sy = ;4:0 [3 (85490 Ii(si)]'ﬁ'ggh(ts)d’lq1(t1)d’lqz(tz)d7q3(t3)

kada max(si+1-si)-¢-u, ili
O<igk=-1
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= (1) . £ > =00 .
Ségh(t3)dqq1(t1)dqqz(tz)dqqs(tS)e 253 H Cln,t), > = 0oC

] {
za Suaki &(J)’ j=1,2,.-.,p: p —_ - lp' —-—-l—
Qq-eeely-

vzajamno ortogonalni procesi {”Zﬁj)(t),t:r-ﬂﬂ,n=1,2,...}

Su

M FL Mo md, ...

2wl @] o).

*

Tako da je

7(3) (q;¢)

Mo
7 M3

PN (ase) = =

Ako posmatramo procese {"thJ’Q)(t),t}-m} . QEQ, N=1,2, 000,

tada je

Kako je hz(u) >0 1 ,SS gt., dtj >0 » slijedi da je
T(u) 91 2

d Hﬁlﬁj’QJ(t)Hz-m-dt, za svako j,q, ¢ime je dokaz zavr3en,
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Jele2. Nelinearna vremenska analiza uopstenih, u smislu Rozanova,

stacionarnih procesa

U 145.17 uvell smo uopStene stacionarne procese u smislu Ro-

Zanova

%'g(t),xﬁ~,xéaﬁ, gdje j2 parametarski skup Hilbertov pros-

tor R, Vidjeli smo da postoji inovacioni prcces {PXJ(t)}W=

M moZe biti i 9 , tako da je za x-=to komponentu, x = R

€
{_;(t),x = g" S (x)(t"u)dx (U) £ > =00
i=1_J,

Definicija: Nelinearna vremenska analiza stepena n, n3 2, uop~
Stenog procesa {E(t),x} je odredjivanje spektralnog tipa Et
u linearnoj zatvorenosti nad polinomima stepena ne vedeg ad n

od promjenl jivih

xj(t)'t P -OO’ j=1,2,-..,1‘l *

U 3.1.1 odredill smo inovacioni proces i spektralni tip upravo

u takvom prostoru ';Cn()().
Prama tome, ved smo dokazali

I_ rema

Spaktralni tip od Et U ’j%n(x)’ n32 je

gt ~dt ~ ,,.
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