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PREDGOVOR

Skripta obuhvataju materijal predvidjen na-
stavnim programom ViSe Zkole za organizaci-
ju rada u Beogradu. Napisana su za potrebe
studenata Odseka za organizaciju rada.

Pored neophodne teorije skripta sadrie vise
uradjenih primera i zadataka koji ditaocu
prufaju veéu moguénost za samostalan rad.
Na kraju je dat kratak pregled trigonometri-

je i analitidke geometrije.
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I
ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE

U rasudjivanju najledée koristimo rebenice koje i=
maju svojsbtvo: ili su tadne 111 netadne. Takve redenice 2Zo=
vemo iskazi. Oznadlmo iskaze 88 PyQsTygesce o

Tada:

p => q oznalava § Ako p onda q.

PV qa it s p 111 q.

PA Q u :pl g

P& g " : p Jje ako 1 samo ako q.
P " : nije p.

Simboli =>, VV ; A &>, 1su oznake za logilke ope=
racije sa iskazimas implikacija, disjunkelja, kon junkelja ,
ekvivalenoija, negasija.

Pomodu tih operacija, ne nadin kojl smo unavell, od
iskaza se prelazi na nov iskaz = "rezultat® operacije.

Primer. Neka Je

ps 2= 2
qQ s 3 =14
Tadas
1° ko 2 = 2 onda 3 = &
29 2=2411 3= 4
3° 222 1 3=4
4° 2 = 2 ako 1 samo ako 3 = 4

5° §ije 2 = 2

0d ovih iskaza tadan je. 2°, a ostall su netadni.
Ta¥nost 1 netadnost zovemo istinitosne vrednostil.
Istinitosna vredunost “sloBenih® iskaza p =D ¢y
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PN @ P A 9y P<=>4; ] p odredjuje se pomodu slede=
¢ih istinitosnih tablica:

=) Vi T 1LoAlL T L
TIT L T T T T T 1L
1T T ST e S R A R

I R |
T L T
1T 1

— =10
als

gde | znadi tadan, | netadan.

Kvantifikatori su, u jeziku, termini za svaki, DoS=
toji. Ozna¥avamo ih redom sa v , 3 . Prvi zovemo univerzal=
ni, a drugi egzistencijalni kvantifikator.

lesto se, u matemati¥kim redenicama, Jjavljaju i na=
vedeni kvantifikatori.

Navodimo primere:s

1° za svaki realan broj x Je
X=X

2° 2a svaki realan broj x postoJi realan broj ¥y
takav da je

X+y=1

Ove se refenice obidno ovako "¥ifriraju’ matemstid-
kim simbolimas

(Vz) (x=x)
(V) (dy) (x+y=1)

Navodimo primere u "Sifrovenom" obliku:



(vx) (3v) (x=v
3x) (vv) (x=9)
(vx) (vy) (x=w
G (A =

(%, ¥ su realni brojevi).

MedJu ovim reSenicama ta¥ne su 1 1 4, a netalne 2
i3.

Napominjemo jo3 da u matematiol "vlada" obidajs
Redeniloce;

1° ako p onda g
2° 12 p sleduje g
3% Iz p proizlazi g
4° pa bude q dosta je da bude p
59 p Jje dovoljan uslov za ¢
6° Da bude g mora da bude D
7° q je nuZan (potreban) uslov za P
8° q samo ako p
dogovorno, isto znale.

Matematidka indukeija

Prirodni brojevi su 1, 2, 35 eoey Ny see o
Predpostavimo da je svakom prirodnom broju dodel jen
po jedan iskaz. Oznadimo te iskaze redom: I(L), I(2); «oe

I(n)y ooo o
Primer:
I(1) je iskaz 1 =1
1(2) je iskaz 2 = 2
I(n) je iskaz n = n

°

° 5




festo smo pred problemom da 1li su svi isgazi I(1),
I(2)y ooes I(n); oo tadni ili ne. Odgovor na to daje prin-
cip matematidke indukeijJe kojJli glasis

Svi igkazl T(1)s I(2)y eeoay I(N); coe B0 talni a=
ko su ispunjeni uslovi:

1° (1) je ta%an iskaz.
2% pko je I(n) tadan iskaz onda je takodje i is=
kaz I(n+l) tadan.

Primer. Za svakl prirodni brod n Je

L+2+ 34 oo + 0= n(n+l)

2

Dokaz metodom matematilke indukeilje:
1° Iskaz 1I(1) glasi:

1 = 1ﬁ2
2

i to Je talan iskasz.
2% Weka za broj n bude I(n), tJ.

142+ 34 oo + 1= gﬁg:ll

2

tadan iskaz. Dodavanjem (n+l) dobljamo
L+ 24 34 aoo +0+ (ntl) = nntd) (n+1),
2

odnosno

L4+ 24 3+ 6o + nt+l = (ox1)(nv2)
2

(jer BLBEL) | (n41) = n(n+1) +2¥n+l) Sn*lkgn+22)

Do#li smo do iskaza I(n+l) i ujedno izveli njego-

vu tadnost iz predpostavke da je I(un) tadan iskaz. Prema
navedenom prinoipu dokaz je zavr¥en.
6



II
SXKUPOVI

Jedan od najva¥nljinh (osnovnih) pojmova matemati-
ke je pojam skup (mo¥tvo, klasa, kolekolja).

Skup Je 11i prazan (bez elemenata) 1li neprezana(i
u tom sludaju ima izvesne elemente). Ako Je x element sku-
pa A, onda pi¥emo x € A. Na primer, ako je N oznaka za
skup svih prirodnih brojeva, onda 1 € N; 2 € Ny 15 € N.

Skup 81ji su elementi 819 8Bps eeoy By oznadavamo

(al, 8oy eeey an} o

¥eki primerl skupova:

1° Skup svih stanovnika Beograda

2% Skup svih molekula u jednom gramu vode

3° Jadranski sliv - skup svih reka koje se ulivaju u Jadra-
nsko more. ’

4° Skup svih pozitivnih brojeva

59 Slup svih brojeva koJi su vedi od 2 a manjl od 1 - pra-
zan skup (Jer nema takvih brojeva).

Prazan skup oznalavamo sa .
Skupove obildno grafiski prikazujemo kao "delove ra-
vnil oividene nekom zatvorenom linijom":

Pomoéu skupovnih operacija koje dalje navodimo od
izvesnih skupova prelazil se na nove = rezultate operacija.
Te operacije zovemo: unija, presek, razlika,
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10 Untja skupa A sa skupom 3B je skup svih ele-=
menata %oji suu A ili u B. Oznaka unije je: AUB.

2° presek skupa A sa skupom D2 Je skup svih ele=
menata koji suu 4 i u B. Oznaka preseka je: AN B,

3% Razlike skupa A sa skupom B je skup svih ele=
menata koji su u A i nisu u B. Oznaka razlike Jje: AB.
Ako je A = {1,2,3,u,} B = {2,5} , onda jJe

AUB = {1’2,3’4,5) ] BUA = AUB

anB = {2} 3 BnA=4NB

ANB = {1,3,“} 9 BNA = {5] °

Upotrebom logidkih simbola navedene definicije mo-
gu se ovako izraziti:

XEAUB<= x €4 VX EB

XEAN B x €ALAXEB

XEANB<E> x €A A (x €B)

Navodimo 4 dijagrameé za U, N , ~~:

Istifemo da uvedene operacije imaju sledeta svojstva.
Ako su A, By C proizvoljni skupovi onda je:

AU &

' Ana=a4A
AUB=BUA, ANB=BNA
au(B UC)=(AUBUC, ANn(BDN ¢)=(4NB) N C.



To neposredno izlazi iz definiclija navedenih operacija.
Ako Je svaki element skupa A takodje i element skupa B,
onda kaZemo: skup 4 Je podskup skupa B i pifemo ASB.
Znak < je znak inkluzi je.
Uzimamo da je @ S A gde je A bilo koJi skup.
Primeri:

g<{1,2,3}, {1} €{1,2,3} , {1,2,3}€{1,2,3, ¥ < 4.

Neka je ASB. Tada B~ A gzovemo komplement skupa

A u odnosu na skup B. Oznaka komplementa je ¢,B ili €B
ili B*.

Neka su A, B podskupovi skupa E i neka Jje ’
oznaka za kowmplement u odnosu na skup E. VaZe Jjednakosti:

(AUB)? = 4N B

} (De Morganovi zakoni)
A U B?

(an By

¢’=Eg E’=¢-

Primer: A = (1,2,3} B = {2,5,6} s E ={1,2,3,5,6,
7,8,9} ,
AUB={1,2,3,56}, (aUB) = {7,8,9 ,

A = {5,6,7,8,9} , B’ = {1,3,7,8,9} , 4’ B'=[7,8,9
Dakle je (AU B)® = a°N B’ .




BROJEVI

Realni brojevi

Prirodni brojevi su:

152433 soes Ny oos o

U skupu prirodnih brojeva definisane su operaclje
sabiranja (+) i mno%enja (.). Rezultat ovih operacija da-
je opet prirodan broj, ¥to znadi da su operacije sabira =
nje 1 mo¥enje unutraZnje operacije u skupu prirodnih bro-=
jeva. Ove operacije imaju slededa svojstvas

X+ y=Yy+ X komutativnost sabiranja

x+ (v + z)=(x+y)+ 2 asocljativnost sabira-
nja

XY = YoX komutativnost mno¥enja

(Xey)oz = X (¥o2) asoci jativnost mnofenja

% (y+2) = Xo¥ + XoZ distributivnost mno¥enja

prema sabiranju

Prirodni brojevi zadovoljavaju princip matematilke
indulked je.

Inverzne (suprotne) operacije od sabiranja 1 mmo-
Yenja, tj. oduzimanje (-=) 1 deljenje (:) ne mogu se uvek
izvesti uw skupu prirodnih brojeva (na primer 3=3, 3=4
ili 5:6). 2Zbog toga se pro¥iruje pojam broja 1 uvode se nu=
la i negativni celi bro jevi kao 1 razlomei. Ovako proBire-
ni skup brojeva nazlva se skup racionalnih brojeva. U sku=
pu racionalnih brojeva uvek Je moguée izvestl sablranjie,o=
duzimanje, mno¥enje i deljenje, izuzev deljenja nulom koje
u matematiol nlje definisano - deljenje nulom nema smisla.

Operacije sabiranje 1 mnoZenje u skupu raclionalnih
brojeva imaju ista svojstva kaol u skupu prirodnih broje-

va koja smo veé naveli.
Racionalni brojevi

0, "l’ 1, -2, 2, "3’ 3, v 09
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nazivaju se celi brojevi.
Prema nadinu kako su uvedeni, racionalnl brojevi su
oblika

P

ameaam

q
gde su plgq cell brojevi, pri demu 4q ¥ 0.

U skupu racionalnih brojeva moguée Je izvestl ste-
penovanje celim bro jem, dok korenovanje nlje uvek izvodlji-
vo. Zbog toga se skup raoionalnih brojeva prodiruje i uvo-
de iracionalni brojevi. Za neki broj kalemo da Je iraclona=
lan ako se ne mo¥e napisati u obliku

D

P

q

gde sBu p 1 q cell bro jevi, pri demu ¢ # 0.

Dokazademo,na primer, da Je V2 iraclonalan broj.
Zbog toga navodimo neka svojstva cellh brojeva.

a) Broj a Je paran ako Je deljiv sa 2, %tj. ako
se mo¥e napisati u obliku a = 2b gde Je b oceo broj.

b) Ako je a paran bro}, tada Jje njegov kvadrat
paran broJ.

c) Ako je kvadrat celog broja a paran broj, tada
je i Bam broJ a paran.

Neka Je V2 = «g—, gde sBu p 1 q oell uzajamno pro=
st1 brojevi. Odavde Je 2q2 = p2 ¥to zbog osobine o) znadl
da Je p paran broj, TJ. broj p 4ima oblik p = 2o gde Je
o oeo broj. Medjutim, tada Je 2q2 = (20)2 = 402, odakle je
q2 = 202 %to znadli da je q paran broJ oblika q = 24 gde
je 4 oeo broj. Nije moguée da je p=2b, q=24, Jer smo pre-
tpostavildi da su piq cell uzajamno prosti brojevi.

7na&l, V2 Jje iraocionalan broJ.

Racionalni i iracionalni brojevi ¢ine skup realnih
brojeva. To su svi pozitivmi brojevi, nula 1 svi negativnl
brojevi.

1l




U skupu realnih brojeva sabiranje i mnoZenje su ko=
mutativne i asocijativne operacije, dok je operacija mnoZe=
nje jo¥ 1 distributivna prema operaciji sabiranja. U skupu
realunih brojeva mogude je izvestli pored sabiranja, oduzima=
nja, mo¥enja i deljenja (sem deljenja nulom) jo¥ i stepe=
novanje 1 korenovanje ma kojim realnim brojem, pod uslovom
da osnova nije negativan broj.

Realne brojeve obidno predstavljamo na brojnoj li-
niji = brojnoj osi.Na pravoj (slika) od njene proizvoljne
ali utvrdjene tadke = nule preneta je duf U1 = Jedinica.

DuZ 01 mo¥e se neogranileno prenositi levo i des=
no od talke 0. Tako se na brojnoj liniji dobija skup ce-
1ih brojeva ’

O, —1, l, —2, 2, —3, 3, LA}

Na brojnoj liniji jednoj odredjenocj tadki odgova-
ra Jjedan realan broj, i obrnuto, Jednom odredjenom realnom
bro ju odgovara jedna tadka brojne linije.

-
bind

Niz brojeva

1; 25 35 ceoy By (N+1)y oeo

nije ograniden, tj. nema najveéeg prirodnog broja. To se
izra¥ava simbolidki

e oo

i 8ita se: n te¥i beskonadnosti. Simbol oo nije broj.Ta-
ko je 5% =00, ali ne mora biti oo=oo= 0,

_pgolutna vrednost realnog broja a, koja se ozna=
8ava sa la) je nenegativan broJ i definisana je na sledeéi
nading 12




a z3a a> o0
lal=§ 0 =za a=20

a za a< 0

VaZe relacije:

i
T
o

1. |aj

2. Jabl = laf [b]
5] = g0
be o2 = |o|?

S5e \/:2— = lel .
6o |a + ble |a|+|v]

Relaolje 1 = 5 su odigledne.
DokaZimo relaciju 6, Kako je
la + 1|2 = (a + 1)° = a° + 2ab + b°
i kako jJe
a® = la]2 . ‘B2 =[b|2 i Ia,|b| * ab, to Je

2%+2absb® € a242|a| |b] +b°=a’+2]allb| +b%=([a| +[b])%,

odnosno
(a+0)2 = (Ja| + [b])2
111
ja + 0% 4 (Ja] + oD%,
odakle se dobija
‘]a +b| € |a| + [l ,

tJ. apsolutna vrednost zbira realnih brojeva nije veéa od
zbira apsolutnih vrednosti tih brojeva.
Takod je vaZl relacija:

la +b| 2 |a| = |b].

Za dokaz ove relacije polazi se od Jednakosti [a|>=
s|la + b+ (=b)| 1 na njenu desnu stranu primeni relagida/G}

odakle se doblja:
13



|a] ¢|la + b] + |(~b)| , odnosno
|a] =|a + b] + |b] , odakle sledi nejednakost
la + b] = |al =|v] .
Relacijas
|al £z, r &0

Zpatl isto $to 1
- £ a7,

dok relacija
[x=b| € T

zmadi Isto &to i
=r € X = b € + T

11i isto 8to 1
b=r€x€Ddb+r,

Neka su a i1 b lkonadni realni brojevi takvi da Je a € b,
Skup svih onih realnih brojeva kojl nisu manji od a niti
veéi od b, tJ. koJi zadovoljavaju relaciju

as€xeb

zove se zatvoreni interval (razmak) 1 oznadava sa [é,b] .
Ako brojevi a i b ne pripadaju intervalu, tJ. a=
ko Jes
a< x<b
kaXemo da je imterval otvoren %to se obeleZava sa (ayb)s
Ako 2 pripada intervalu, a b ne pripada, tj.a-—
ko Je:
a€x<b,
tada ka¥emo da Je interval sleva zatvoren a zdesha otvoren
1 oznadavamo ga sa [a, D). S1i¥no, interval Je s leva 0tvoe=
ren, a 8 desna zatvoren ako je:

a<xeb

%¥to se oznadava s8 (a,b] o
14



U svim navedenim sludajevima svakom intervalu odgo-
vara na brojnoj liniji duZ ili segment. Brojevi a i b zo=
vu se medje intervala.

Skup svih realnih brojeva koji nisu manji od konad—
nog broja a predstavlja interval [%, +o2), tj.

at x <+ o0,

dok skup svih realnih brojeva koJji nisu veéi od broja a pre-
dstavlja interval (= oo, a] , ti.

-co <L x 4% a,

Skup svih realnih brojeva predstavlja interval (=e=, + o).
Kod konadnih intervala [a,b] , (a,b] , [a, b) 1
(ayb), b ® a, broj b = a gove se du¥ina intervala.
Svakl otvoreni interval (a = € , a + £ ) zove se £ =
okolina tadke a, odnosno €= okollna broja a, gde Je £ proiz-
voljan pozitivan broj.

Na primer (2= ge=, 2 + 735) Jeste jedna okolina
broja 2.
1

ovie Je a =2, &= 755

Aritwmetidka, geometriska,harmoniska 1 kvadratna
sredina

Za bro jeve

al, 82,..., an

aritmetidka sredina Je bro}]

a1+a2+ soe +8&

n
A=
n n
Zbir a.+as+ ... + &, obléno ognadavamo sa E:: a,,
17°2 n =1 i

(8ita se; sigma ay pri Semu 1 uzlma vrednostl redom od 1
do n, ili: esigma a,, 1 tede od 1 do n).

Sada aritmetidku sredinu pomenutih brojeva moZemo
napisati u oblilku

a
f=3 ¢
n

15




7%a nenegativne brojeve (bro jeve koJji nisu manjl od
nule)

319 azg evoyg an

geometriska sredina Jje brol]

n
G = N a122 oo an
za pozitivne brojeve

819 8py coos By

harmoniska sredina je broj

H = 4 S
B ;;'I.'.'._l-p- 200 '4-1— T & m’l"
a1 B 8n fgi 8y

8o znadl da jJe harmqniaka sredina reoilprodna vrednost ari-
_ tmetidke sredine reciprodénih vredunestl datlih brojeva.
7Za brojeve

31, 329 6069 an

o 2 2 2
K = al -+ 32 4+ eove an
S

nagiva se kvadratna sredina.

bro

Kompleksnl brejevi

Da bi se moglo izvestl koremovanje u sludaju kads
je omnova negativan broj uvede se imaginarui, odnosno op=
%tije od toga kompleksni brojevi. To su brojevi obllka

a + bl
gde su a,b realnl brojevi, dok Je 1 imaginarna jedini-

0a, tja

1= ¢:Ea

16



Fod kompleksnog broja a + bi broj a Je njegov
realni deo, b Je mnjegov imaginarni deo.

Xompleksan broj oblika a = bi mnaziva se kn jugova=
no kompleksan broj kompleksnog broja a + bi.

Radunske operacije sa kompleksnim bro jevima defini-
sane su ovakos

Zbirs (a+bi)+(e+di)=(a+06)+(b+d) 1
Razlikas (a+bi)=(o+di)=(a=0)+(b=d)1
Proizvod: (a+bi) (e+di)=(ac=bd)+(ad+be)i

(Proizved se dobija po pravilu mno¥enja binoma binomom, pri
Semu se uzima 1° = -1).

Za kompleksan broj (a+bl) va#i relaoija

(atbl = 0)&D(a =0 A b = 0)

Proizvod kompleksnog 1 konjugovano kompleksnog bro-
ja Je realan broj, tJi.

(a+bi)(a=bi) = a®

+ b2

Prikazabemo sads deljenje dva kompleksna broja:

a+bi _ a+bli o=di _ ac+bd%+gbo~ad;i
o+dl =~ ©+dl ° o=di &

¢“+d

ao+bd . be=ad
=5y + 5=y 1 (0,4 # 0)
¢T+d o +=d ? !

Kompleksne brojeve predstavljamo talkama u komplek-
snoj rawmi (slika). ¥

B=a+bi

17



Kompleksan broJj obeleXavademo sa 2. Dakle, 2z =
= a + bl

Moduo = apsolubtna vrednost kompleksnog broja z u
oznaci |z]| predstavlja njegovo rastojanje od koordinatnog
poletka O, a ugao & &to ga duZ 0z zaklapa 8a pozitivnim
smerom realne ose naziva se argument kompleksnog broja z.
Sa slike vidimo da Je

|z| = Val + 2, a= |z] cos &, b= |z| sin @

odakle je

z= |z} (co @ + 1 sin ¢ ),

%to predstavlja triginometriskl oblik kompleksnog broja z=
= a + bi.

Neka su data dva kompleksna broja 2z, i Z, U trigo=
nometriskom obliku

zy = Izl| (cos 6, + 1 sin 8,)

z, = |2y| (008 &, + 1 8in 85)e

Tada jJe
Zy%p = [[zl‘ (cos 8;+ 1 sin 91)] ﬂngoos &,+1 sin 92}]=
= |24 lzzl[éos(el+92)+ i sin(01+62)]
Ako Je Z=%y=2 tada Je 91 = 02 = @ 1
2 = |zF(dos 28+ 18in2e).
Uspite jJe

z% = |z|® (cos n & + 1 8in n @)

za svakl prirodni broj n. Te je obrazac Moavra (Moivre) za
stepenovanje kompleksnog broja.

Kao #&to vidimo, kompleksan bro} z satepenuje se
brojem n kada se sa n stepenuje njlegov moduo, a argu-
ment mu se pomnoZi sa n.

Za kompleksne brojeve
18



zy = |z9| (cos @ + 1 sin &)
zZ, = ]z2| (o0s 8, + 1 sin 92)
Je
2, 14l 6 1 81 o #0
._iz.,, - -.Z;.'. cos ( 1-62)+ sin(e,~ 5) ’(742 )

" posmatrajme n-t1 koren kompleksnog brolja 2z, tl.
¥

7. To je kompleksan broj u takav da Je

n

u 2 Ze

Ako Je
z = |z| (cos & + 1 8in 8)
u= |uj (cosod + 1 sinsd),

tada Jje¢ prema Moavrovom obrazou

|z| (cos @ + 1 8in @) = z = u? = |u|"(oos nd+ isin nd),
odakle Je

lu| = n\/—i?l , © + 2kZ= nol,

e

Tako Je

n n
Vz = \l]zl(cos Q_:ﬁg}2‘+ i sin Q,iﬁgkﬁ)

gie k uzima vrednosts 051y coey n = 1. Na ta) nadin se do=
bija n razliditih vrednostl za %f; « 7Za ostale vrednosti
broja k reBenja se ponavljaju.

Primeris

1) Naéi proizved 1 kolidnik kompleksnih brojeva
2= 1+ 14, 2y=2 + V3 1

Re¥enje. Ovde Je |zq|= V2, o= %', |2, = V7,
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@2 = % pa Jje

zy %, lzlllzgl[bos (01+'92) + 1 sin (91+ 62)J =

/14 (oos %§'+ i sin %g‘)

m;%@ = %;%% [cos(@lu €,)+ i sin(8;=- 92)} =

J%-(eos f% - 4 s8in fg Ve

2, Izrabunati: a) (lui)6, b) 8

Refenje. a) l=i= V2 (oos Z%‘+ i sin Z%), odakle je

il

7% . - -
(2-4)5=( V2)®(o0s 6. + 1 sin 6, ) = 8(cos G + 1 sin F)e
& 81.

3 Yl
b) V 8=2(cos 21§5£ + 1 sin 93%52): gto za k=0

daje
3 3 —
V8 = 2; za k=1 Je V§=2(cos.g§E + 1 sin 2% =
3
= 2(% - igi) = ] = JE i3 za k =2 Je VFE =

=2Coos&§;+isin&§)=2(—%--‘%1)=-1—\51.

Iv
FPUNEKCIJA

Definicija Pfunkolje. Neka su data dva skupa X 1 Y.
Pada zakon (propis, konvencija) po kome elementima =x € X
odgovaraju elementi y € Y 1 to tako da jednom elementu
x € X odgovara Jedan odredjeni element y € Y nazivamo fun-
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keija (preslikavan]e, korespondencija). Za skup X kaemo
v tom sludaju da je oblast definisancsti, a za skup Y da
je oblast vrednostl funkeije. finjenicu da elememtu x & X
odgovara element vy € Y oznadavamo Sa

y = £2(x)

i ka¥emo da je vy s8lika elementa x, a X eriginal za Yo
Preslikavanje elemenata skupa X u elemente slkupa ¥
mo¥emo izraziti i shematski (slika):

Neka je £ preslilavanle elemenata skupa X u ele-
mente slupa Y. Ako Je pri tome svaki element y € Y slika
nekog elementa x &€ X, kaltemo da je ma £ definisaunc jeduno
preslilavanje skupa X na gkup Y. U opitem sludiaju govorie
mo o preslikavenju slkupa X u glup Yo

Owvako uvedens definicija funkolje olnosl se na Hako=
zvane apstrakitne skupove pa Je zato nezavisna od privode o=
lemenata skupova X 1 Y§ znadl X 1 Y wuwogu bitl ma kalvi
konkretnl skupovi.

Primeri:

1) Neka je X= &P,QQR} i Y= {1g2@3} 1 neka Jje pre=
slikevenje £ elemenata skupa X u alemente gkupa T dato
na slededél nading

2(2) = 1, 2(Q) =3, (B = 2

preslikavanje £ definisano na ovaj nadin je pre-
21



slikavanje skupa X na skup Y.
2) Neka je X = {1,2,3,4} iy = {a,b,c,d,e\)

1 neka je preslikavanje f skupa X u skup Y dato na
slededl nadins

2(1) = a, £2(2) =4a, £(3) =-e, 2(4) = e

Ovako definisano preslikavanje f zadovoljava sve
uslove gornje definioi je: svakom elementu skupa X je prie
dodeljen po jedan element skupa Y.

Elementl a i 4 1z Y imaju po Jedan original 1,
odnosno 2, element e ima dva originala 3 i 4, a elemen=
t1 b 1 ¢ nisu pritom slike nijednog elementa iz X.Na ta
nadin ovo preslikavanje skupa X nilje rreslikavanje na skup
¥, veé preslikavanje skupa X wu skup Y.

Zakon pridru¥ivanja mo¥emo dati i tabliconm

b4 rgxz
1 a
2 d
3 e
4 -]

tako da na levoj strani stoje originali (elementi skupa X
= oblastl definisanostl) a s desne u istoj visini njihove
Blike. lesto se uo¥eno preslikavanje oznadava i ovako:

1 2 3 4

a s} e e 9
5to znadl da se u Jednom redu napi¥u elementi skupa X, a
ispod svakog od njih ocdgovarajube slike iz Y.

Naravno, ova dva na8ina su pogodna samo ako X ima
konadno &lanova. :

3 Weka Je X = {1,2,3), Y= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,
lo 1 neka Je preslikavemje £ skupa X u skup Y dato
ovom formulom: y=£(x) = x°, Tada Je £(1)=1, 2(2)=4,
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£(3) = 9. Znadi, ovo preslikavanje svakom elementu x € X

pridrufuje njegov kvadrat. Naravno, nisu svi elementi iz ¥
kvadratl brojeva iz X, te je u pitanju preslikavanje slu-
pa X uskup Y. Ovo preslikavanje mofemo na gore pomenu=
ta dva nadina da predstavimo ovakos

| v = 20

X

1 1 1 2 3
2 4 ,

3 9 1 4 9

Ovde je X <Y (svi elementi iz X su elementi
1 skupa Y) ali ne moZemo govoriti da Je to preslikavanje
skupa Y u samog sebe, Jjer nije definisano za svaki broj
iz Y (na primer za 4).

8) X {1, 25 3y eeey m, }
Y {a, b, 0}

Skup X Je znadi skup svih prirodnih brojeva i o—
ni su jos, poredjani u prirodnom poretku po velidini. Defi-—
ni¥imo sada preslilkavanje ¢ skupa X y skup Y na ovaj
nadin:

£(2k=1) = a, £(2k) = b, gde broj k uzima vred—
nosti 1, 2, 3, ss0 o Pri tome 2k = 1 daje sve neparne,a
2k sve parne brojeve iz X, tako da je preslikavanje defini-
sano na celom skupu X. Zna¥l,ako je element x € X neparan
broJ njegova je slika element a € Y, ako je element x € X
paran broj, tada mu odgovara element b € V. U ovom sludaju
svakl neparan broj iz X Jje original elementa a i svaki D=
ran broj iz X Je original elementsa by, tJ. 1 jedan i druv—
g1l im ju beskona¥no mnogo originala.

5) Cesto se sa R oznadava skup svih realnih broje—
vay 11i kako kaZ¥emo, realna prava. Neka Je X=R 1 Y¥Y=R, a
preslikavanje £ dato ovakos x—_T . x2, ti. y=f(x)=x2 .

Kako je sada X=Y(=R) imamo preslikavanje skupa re=
alnih brojeva u‘samog sebe 1 svakom se realnom broju
ovom funkeijom pridruuje njegov kvadrat. Nega=
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tivnl brojevi nemaju originala (tJ. ni Jedan se broj ne pre-
elikava u negativan broj}), Jer nema negativnih kvadrata,nu=
la ima samo jedan original-nulu,a pozitivni bro jevi x imaju
po dva originala +Vx 1 =\{x (Jer je (+ V0)2=(=~ Tx)%=
= X)e

U daljem izlaganju éemo imati jo¥ mnogo primera fu-
nkeija definisanib na skupu realnih brojeva.

Da bismo ilustrovall opitost funkelje navedimo 1 sle=
dedl primer.

6) Neka Jje X skup radnika neke fabrike, a ¥ skup
pogona te fabrike. Svakem radnilm pridodeljujemo pogon u ko=
me je njegovo radno mesto. Tlme smo zadali Jedno preslikava-
nje skupa X na skup Y. Naramo, svakl pogon ima bar jed=
nog radnika, pa svaki element y € ¥ ima svoj original u X,

Vi
KOMBINATORIKA

Pre izlaganja kombinatorike uvodimo pojam red (slog,
kompleksija). :

Neka je S izvestan konadan skup. Elemente toga skue
pa nazovimo dogovorno, Slova a sam skup « agzbuka., Uvodimo po-
jmove: rTed dufiine 1, red duZine 2, s00 o

Definioija. Svako preslikavanje £ skupa {15235 oo
0oy n} u skup S zovemo red du¥ine n azbuke S,

1 2 3 s0 o n
Dakle, £3
n

2y 8y 85 .00 @
gde su 2y, a8y 8q5 ooy a, izvesni eslsmentl skupa S
Tu rel, dogoverno, oznadavamo sa
8y 8y 84 cee Bpo
Primer. Slova su a,b,c; azbuka je 5 = &a,bgo} o
24



Tada su a,b,0 = redi du¥ine 1, aa, ab, ac, ba, bb, bo ,
oa, ob, 0o = rell du¥ine 2, aabacb Je red duline 6o

Umesto termina re¥ upotrebljavaju se 13 slog, kom=
pleksija, linearan raspored.

Vari jaci ] e

Posmatrajmo skup S = {al, Byy eooy ag} od n ele=
menata. Ako iz ovog skupa izdvojime %k razliditih elemena-
ta (pri demu je k 4 n) 1 sa njima obrazujemo na bile koji
nadin red du¥ine k dobidéemo varijaciju klase k od eleme=—
nata skupa BS.

ako svaki element uzmemo posebno dobléemo varijacl=
Je prve klase. To su:

a
n

ko3ih imamo ukupne n, ¥to lzraZavamo obrasocem:
Vy(n) = no

iko uzmemo dva po dva elementa dobibemo redl duine
81855 81835 ceey 785 5

ay8yy BpBqy sces BpBy g

a to su varijaclije druge klase obrazovane od n elemenata
25



razlidltih poloZ%aja) mogu da sede 6 lica na 6 stollea?

Odgovor. Na P(6) = 61 = 1 .2 « 3 o 4 o 5 a0 6=
= 720 nadina.

Kembinacije

Neka je © izvestan skup sa n elemenata i neka
je Wk sltup svih varijacija k=te klase tog skupa. U tom
skupu dogovorno uvedimo "jednakost" na sledeél nadin: vari-
Jacije Wy i W, su jednake ako su lzgradjene od istih slo=
va, Na primer, varijaclije abed, cabd, bdac, oee Jednake su
med jusobno, dok ab 1 ac o nisu.

Varijacije sa ovako definisanom jednakoBéu zovemo
kombinaclje.

Na primer, sve kombinacije druge klase elemenata a,
b, ¢,d su ab, ac, ad, be, bd; cd. (Mogli sumo, takodje,ume=
sto ab uzeti 1 Da).

Jednoj kowmbinaciji klase k mo¥emo pridrufitil tal=
no k! wvarijacija koje imaju ista slova kao i ta kombinge
cija. Otuda je bro) svih kombinacija klase k od n eleme-
nata skupa S X! puta manji od brojJa svih varijacija kla=
se k od n elemenata skupa S. Prema obrascu (1), lmabe-
me da je broj kombinacija klase k¥ od n elemenata (kén)s

Vk(n) . n(n=1) coo (n=k+1)
ket 1@23601{

n
kv. vas (3)

n
Simbol ( ) gita se: n nad Xk i oznadava kolidnik
’ k

a2

Ok(n)

odnosno

¢ k( n)

Egg“l) ? 6 e (n"k‘f‘l)
3
1. 200 k
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11i

Bl

ki (u=k)!
5 7

Tako Jje ) SRR g lo, 1e623 35
2 1.2 1.2.3

9 3

:2:9; ;".e:zmuewmmgmgﬂm}:zle
1 1 3 1.2 43

n n
Uzima se da je ( ): 1, dok je ( ) = 1 za svakil prirodni
o n

broj ne.
Va%i Jednakost

n n
k n = X /o
Tako je na primers

lo lo 1o
- ) = 20 2 9 o 45,
8 lo = 8 2 1.2

primer 1. Nadél broj koimbinaoija druge klase od ele=
menata a, b, ¢, d, e, a zatim napisati ove kombiunacije.

ReSenje. Ovde se traZi bro] kombinaoija druge klase
od pet elemenata, kojl se dobija na osnovu obrazoa {(3) gde
je k=2, n=75, dakle:

5
02(5) = )z -sm:mlt = 10e
‘ 2 1.2

Kombinasije su: ab, ac, ad, aej o, bd, be; cd, ce; de,

Primer 2. U jedno] radionicl zaposlenc Je B8 radni=
Xa. Na koliko razlifitih nadina mogu korlstiti lstovremeno
godi¥nji odmor grupe od po 3 radnika?

Relenje. Ovde imamo kombinacije trede klase od osan
29



elemenata ¥iji Jje broj prema obrascu (3)

03<8) = 3 IS JUNL N g

Varijacije sa ponavljanjem

Posmatra jmo skup S = {al, 859 eacy ag\ od n ra=
zliditih elemenata 815 8py ceey Bpe Varijacije sa ponavlja=
njem klase k od tih elemenata su redi sa k slova iz te
azbuke S5. Pri tom se isto slovo moZe pojaviti i vi¥e puta.

Varijacije prve klase su:

al, 32, eoayg an e

Njih je na broju ukupno n.
Varijacl je druge klase sa ponavljanjem su:

81819 89855 ecey 838

8231, \32_32, LYY 82an 9

8,875 8,855 eeey B8

kojlh, kao &to vidimo, ima ukupno n .np= n2.

Dakle, broj varijaclja druge klase sa ponavljanjenm

od n elemenata Je:
s .2
v, (n) = n°,

MoZe se dokazati da je broj varijacija klase k =sa
ponavljanjem o4 n elemenata jednak:

;k (n) = nk ° 00 (/‘I—)
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Primer l. Naéil bro) varijacija sa ponavlijanjem dru—
ge klase od elemenata 1, 3, 4, 9 a zatim napisatl ove va=
rijaclije.

ReSenje. Prema obrasou (4) bro) varijacija druge
klase sa ponavljanjem od Setiri elementa Je:
V() = 42 = 16
2 = ® A0

poSto Je sada k=2, n= 4,
Ove variljaclje sus 11, 13, 14, 193 31, 33, 34, 39;
41, 43, L4e 4935 91, 93, 94, 99,

Primer 2., Naél broj varijaclija sa ponavljapjem tre=
e klase od elemenata 4, C. :

Refienje. Prema obrascu (4) broj varijacija treée
klase @a ponavljanjem od dva elementa je

23
V3(2) = 2 a8

Ove varijaoije aus Ah4, AAC, ACA, ACC, CAA, CAC,
GCGA, GCCo '

Permutaci je sa ponavljaniem

Neka je S = {al, Boys eees aé skup sa s razlili-
t1h elemenata. Red duZine kl + k2 + oee + ks = n u kojod
se slove ay pojavljuje kl puta, slovo a, k2 puta; seoy
slove ay kg puta naziva se permutacijas sa ponavijanjem

8 8
reda o
Primer. Neka je S = {a, b} i neka Je k1=3, k2=2.
Tada su
aaabb, abaab, ababa

permutacl je sa ponavlijanjem reda 5 u kojima se slovo a po= -
Javijuje 3 puta, a sleve b 2 puta,

BroJ razliditih pertumaei ja obrazovanih od 8 razlle
8itih elemenatas skupa S = {al, 859 coes aé} u kojime B¢ 8lo=
V8 839 855 ceey By polavljuju redom kl’ k2, seey ks puta

31




dobija se po obrascu

PCICI, k2’ E l{S>= n! o 8 00 (5)
(n) kgt Kyt ees kgl

To su permutacije sa ponavljanjem reda n = k1+ k2+ cee +ks.

{ombinacije sa ponavljanjem

- Neka je S 1izvestan skup sa n elemenata 1 neka
Je wk skup svih varijacija sa ponavljanjem k-te Xklase tog
skupa. U tom skupu dogovorno uvodimo "jednakost" na slededi
nadin: varijacije sa ponavljanjenm Wl i Ee su Jednake ako su
izgradjene od istih slova.
Varijaoclje sa ponavljanjem sa ovako deflnisanom jed-
nakoféu zovemo kouwbinacije sa ponavljanjem.

Kombinacije druge klase sa ponavljanjem su:

aj8yy 87853 eeey B3, 9y 393

3282, eaecyg azan_l, azan §

4y %
kojih imz na broju
n+ 1
n+ (n=1) + eoe + 2 + 1= o
2

Dakle, broJ kombinacija druge klase sa ponavljanjem od n
elemenata Je: :
- n+ 1
¢,(n) = .
e 2
Mo¥e se Aokazatl da je broj kombinacija klase k Ba ponave
ljanjem od =n_ elemenata
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n+ k=1

¢ = ° oee 6
€, () . (6)

Primer l. Nadéi broj svih kombinacija sa ponavlja=
njem trede klase od Setiri razlidita elementa.

Refenje. Ovde Je n= 4, k= 3, pa prema obras—
cu (6) dobijamo
443=1 6

03(4) = = 20

3

Primer 2. Naéi broj svih kombinaclja sa ponavlja=
ljanjem trebe klase od dva razlilita elementa.
2+3=1
Oodgovor, 03(2) = , = 4,

gvi obrasoi od (1) do (6) mogu se izvestl metodom
matematilke indukei je,

Binomnl obrazac

Pri stepenovanju binoma:
a+b

prirodnim bro jem n=1, 2, coa Javljaju se koeficienti
oblika: ‘

n

. 9 k= 0, 1, 2, ceey 0 4
koji se nazivaju binomni koefioi jenti,

Po sporazumu uvodimo:

n
= 10
° 33




7a binoune koefiloiente vaZi Jednakost:

n n
( )= 500 (7)
k nek

to Je ved ranije napomenuto,
Dokaz jednakosti (7) izvodi se na osnovi znadenja
samih simbola njene leve 1 desne strane, tj.

(™). pa-l) eee (0 =¥+ 1)
X 1.2 eoo k

= n(n-l) 000 (n w I 4 11 o (nm@(n“kﬂl)ncsa o 1 =

1.2 o060 k Lo 2 eoo (n-nk&-l)(n—k)
= o nt
ki (n=k)!
o - n(n=1) oo (M=nt+ltl)
n . k 1 e 2 e90 (n b k)

= n(n-l) s0a (k""]'?l R 1_££k--1) 000 2 o 4 -
1o2 00 (n=k) 1200 (=l)k

n!
(n=k) ! ki

fto znadl da va%i Jednakest (7).
7Za binomne koeflolente va%i jednskost:

n n n+ 1

-+
= ] 200 (8
¥ - 1 k k )

Jednakost (8) se dokazule na sledeéil nading

n n
- = 2(n=1) oeo (u=k+2) =~k
kK = 1 K[ 1 o200 (k=1) k
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+ n(n=1) oo. (n=ktl) _ n(n=1) oes (n=1c+2)

16 2 o0ce k 16 2 6o (km l)k
n+ 1
k
Dokazademo sada da va’l obrazao:
n n n
(a+b)%= al + 2™ b oo + ab® L
0 1 el

(n\bn vee (9)
n

za svaki privodnl broj n=l, 2, .es, kojl se zove binomni
obrazag.

Obrazac (9) izvebemo metodom matematifke indulkcile
Je na sledeéi na¥in: Obragac (9) va%i zan=1 %]

1 1
(a+b)l = a + b,
o 1

Predpostavimo da obrazac (9) va¥l za mnekl prirodani
brej n 1 doksfimo da on vaii za n + 1o
Weka Je za neki priredni broj n
n n n n
(a+d)? = a® + 2%y 4 .o+ ab™ ! b? .
0 1 D=l n

Ako poslednju jednakost pommoZimo sa (a+b) dobléemos

n n n
(a+b)n+1 = a4 a% + coo + ab® +
0 1 n
n n 0
+ 8% + ooo + ab® 4+ it o
o n =1 n
n n n n n n
= at | + a™ + oeoo + + ab™ pR+l
o o 1 n=1 n n
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i kako je prema (8)
n n

k=1 n

dobijamo da Je:

n+ 1
(a+b)n+1 - an+1 +
: o

n+ 1
bn+l

n+ 1

Sto znadi da iz predpostavke da obrazac (9) vaZi za neki

prirodni broj
¥Xako obrazac (9) vafi za
rodni broj n = 1, 2, ceo

Primer 1. Ragzviti po binomnom obrazeou:

a) (a+b)4
b)  (xew)’
o) (p~a)°.
Refienje:

a) (a+b)?

Kako je

n proizilazi da on vaZi 1 za broj n + 1.
ne= 1, to on va¥fi za svaki pri-=



to Je

tJe

tde

2

(aq—b)a = a4 l;a3b + 68%0° + Lab® + o e

7 7 7 7
b) (x+y)7 =( al &+ ( ) 2% + ( )aSb2 + ( a4b3+
o 1 2 3
7 7 7 7 7
(RO PRGN (2
4 4 5 6 7

(x+y)7 = al+ 7a6b + 2‘1215192 + '35al"b3 + 35.':13bLL +

+

+ 2132‘05 + 'Iab6 + b7.

5 5 5
e) (p-q)5=< }p5-( )p“w( )quz—
[ 1 2
5 5 5
o)) e
3 4 5

2.3

> q2 = lop q~ -+ 5»pq“ = qs-

3

(p=2)°= P -5ptq + lop

Primer 2.

By . |=»n n
a) (1+x)n-( }+ ( \x+...+( \1}1_14-
© 1 n - 1
n
e
n

n n
p) (1l=x) = (o\ - (1) X+ ooo * (_1>n—1 o

n ’ n
.l \ et (=1) ] =,
ne=1 n

primer 3. Dekasati da je:
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1

2 3 n

1 1
1, === 5 ===y oo

s ses 3}

sa porastom broja n
bliZi nuli.

$lanovi niza opadaju i postaju sve

J"O
;) -5["‘

ot~

o4
ptol-

3) ay = (-1D" . z2a n=2k~1 ivamo

' 2%k=1 2k
85117 (=1)° ==l, aza n=2k ay= (=1)" = 1,

tj. &lanovi niza sa neparnim indeksom su =l, a sa parnim
i to Je nisz:

wly 1, =1y 1y eeey (=1)% oo

-4 - )
) 0 4
Q=0y=Qg= ...

. .
.
Qg = Oy = Osg

4 a, = n+ n(=1)".

Ako je n neparan, tada Je (nl)n = w]l 1 a, =
=n+n(=1)=n+n(=l) =n-n= 0; ako je n paran to
je (=) =1 1 a= n + n(=1)® = n + n = 2n. Prema tome,
na neparnim mestima uw nizu imamo nule, a na parnim broje-—
ve jednake dvostrukom iznosu indeksa:

0
4

8 12 46 L%
F i
Qs Oy Ogeene

oT+
£

£

14

8 Qgm
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granline vrednosti nizova (granice

nizova)

Definicija 1. Broj a Jje granica niza (an)n=1,2,
.so ako svaka okolina talke a sadr#i sve ¢lanove niza,;o-
sim mo¥da konadno mnogo podetnih &lanova.

Dakle, da bl smo dokazall da je a granlca niza

(an)n = 1,230 treba dokazatl da ma kakvu okolinu talke

a izabrali, %lanovi niza se nalaze u toj okolini, i to svi
osim najvisSe konadno mnogo prvih kojl ne moraju biti u toj
okolini. Za niz iz primera 2) tadka a=0 Je granica. Zais=
ta, okoline te tadke su oblika (= €, &) gde je &2 0. U=
zeti jednu takvu okolinu znadi lzabrati broj & > 0. Za o-
vako izabranl broj € > 0 mofe se izabrati tako veliko n
da mu je reciprodna vrednost 1 msnja od € , ti. & = l<£.
n n

Med jutim, $lanovl toga niza opadaju sa povelanjem indeksa
(ostajusdi pozitivni):

o<an, < ay za n* > n, pa jeli OLan,<£¢Ita-

ko za izsbrano & na#dli smo n tako da se svi &lanovi ni=-
za 13l Je indeks veél 1li jednak n sadrZe u okolini nu-
le (= € ,€), osim prvih n-1 (dakle konalnc mnogo) za ko—
je ne mo¥emo tvrditi da su u %o] ekolini.

Primer. Za & = 0,00l ocdreditl délanove niza a,= =

koji le¥e u okolini (= ¢ ;, £). Kako &lanovi niza opadaju
dovoljno je nadéi prvi - a, za koJi Je a, < E 5 tie

1 1 1 3_ .

3 £ o,001 114 n73,_oo'1' = IF? = lo”= looo. Dak
le, posevsi od lool pa nadalje, svi &lanovi niza se sadr-
%e u okolini nule ( - yeis » Toeg )-

Ako je a granica niza (an)n—l 5 tada plie=
= $ § 089
mo
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a_—s a, n —s oo

(8itaj: a, teZi ka a kada n te¥i beskonadnosti), ili

a = lim a,

n-—r e

(8itaj:s a jednako limes a, kada n te#i beskona¥nostij
limes = granica - na latinskom). Takodje se kaZe da a, ko=
nvergira ka a, a za sam niz u tom sludaju da je konvergen-
tan.

Ako je 1lim a, = a, biée za unapred doto £>o0

n-ﬁ»@(\)
|2n = a{<:£

za n ® N(g€ ). To znadl da svi &lanovi a, datoga niza,po-
dev¥l od n = N + 1 pa nadalje le¥e u intervalu (a = £,
a+ & ). U tom intervalu le¥i beskonadno mnogo &$lanova niza,
a izvan tog intervala njih konadno mnogo, najvie njih N.

Niz ne mora da ima graniou, ali ukoliko je ima tada
ima samo jednu.

Da bismo ovo dokazali predpostavimo da niz (an) PO=
red granice a ima Jo¥ i granicu b # a. Ako je

a<b i ako je €= b-a s tada okolina
2

{a=¢, 8+ &) -~ zato §to je a granica = sadr¥i sve &la-
nove niza iskljudujuéi najvide njih konadno mnogo koje ne
sadr#i. Tada okolina (b = £, b +£), sadr¥i najvifie kongd
no elemenata i b ne zadovoljava uslove za graniou.

Za b < a uzimamo E= 2= L4 i ponavljamo isto rasu—

djivanje. Dakle b ne mo¥e biti 2 granlca datog niza.
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— €

I

&

{
By T
o ~£ o

~—

t
a +£ b

Sada 6emo uvestl jedan pojam kojl Jje blizak pojmu granice.

Definicija 2. Tadka b

za (an)n=l,2, ... ako svaka okolina tadke b

Je tadka nagomilavanja ni-
sadr#i bes-—

konadno mnogo &lanova niza.

Razlika od granice sastoji se u tome3to i izvan o-
koline tadke nagomilavanja mo¥e bitli beskonadno mnogo &¢la-
nova nizaj granica jeste talka nagomilavanja 1 pritom jedi-

na, ali obrnuto ne va%i.
Niz u primeru 3) ima dve talke nagomilavan ja

=1 i

+1l, a niz iz primera 4) ima jednu Q ; ni jedan ni drugi ne
konvergiraju, ili kako se ka%e divergiraju.

Beskonadno male velidine

Op¥ti &lan niza a, zvatemo dalje promenljiva.Pro-
menljiva koja te¥i nuli je beskonadno mala velilina. Prome-

_ 1
nljiva a, =g

iz primera 3) je prema tome beskonadno ma—

la velldina. Tgkve su i promenljive:

bn=—ﬁ i

0y = R

Beskona¥&no velike velidine

Ako Jje promenljiva a

n
43
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$lanove niza, osim za njih konadno mnogo, ma kalko izabrali
veliki broj G, kaZemo da je a, beskonadno veliks velili=

na.
Promenljiva an=3n iz primera 1) postaje beskona-
no velika; takodje i promenljive bn = =2n i cn=(-1)nn.

Medjutim, promenljiva a, = n+(=1)"n iz primera 4)
nije beskonadno velika. Za¥to?

Za niz (an) ka¥emo da je ograniden ako je za neki
fiksiran broj N, lan £ N za svako n, 3j. ako svi ¢lano=
vi niza po apsolutnoj vrednosti istovremenc nisu veéi od
datog broja N.

primer. Dokazatl da je konvergentan niz ograniden.
Primerom dokazati da nije svaki ograniden niz konvergentan.

Ako niz nije ograniden kaZemo da je neograniden.Ni-
zovi iz primera 1) i 4) su neogranideni,

Pre nego &to predjemo na dalja razmatranja nizova
napominjemo da "pona¥anje! nizova ne zavisl od konadno mno-
go poetnih dlanova.

Mo¥%e niz u "podetku® "pravilno” da se "ponafa" da
bi "kasnije® to svojstvo izgubio, i obratno. {italac moZe
i gam da nadje mnogobrojne primere te vrste.

Operacije sa granifnim vrednostima

Sa nizovima uvode se osnovne aritmetilke operaci-
Je kao: zbir-suma, razlilm, proizvod i kolil¥nik dva niza
(ang 1 (b,). To su redom nizovi (a,+2)s (ay=v)s (ay bn)v

i (52) tj. rezultat aritmetilke operacije sa nizovima Jje
n

novi niz 8ijl se &lanovi dobijaju aritmetifkom operacijom
nad odgovarajuéim Slanovima niza (u poslednjem sludaju pred-
posta¥lja se da Je bn # 0y zato éto deljenje nulom nije de=
finigano). : o
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Primer. Neka je:
a = 4 - =% b =2 + &, Tada je azbir s

n n? ’ n n° :

. . 1 1 . 1 1
niz (an+bn), tj. (4 = ;Q) + (2 + 5 Y t3. (6+ s - ;?) =

= 1, 2, 3’ 200

razlika: niz (a=b ), ti. (4= =)=(2 + & ), td.
n
2 - % - _%),n = 1, 2, eus
n
Proizvodiniz (a, b)), ti. (4 = =5)(2 + ), .
. n
4
1 11 1 2 1
(’402"‘ .2‘4‘40 o o o —) tju <8‘f‘ = o= - )
n? no 2 ae nT 2T g3

n=1, 2, eos

1 1
a 4 = -% (2+ (2= )
Koli¥nikiniz (59), tie =—eoe 2 s tJe ——— , b
n
2 + === 2 b oo
n n

@2 = % Yom = 1, 2, wes

Postavl ja se pitanje kako zavisi konvergencija niza
zbira, razlike, prolzvoda i koli¥nika nizova (an), (bn) od
konvergenclje samih nizova (an) i (bn). U tom sludaju vaie
sledeéil stavovi; koJi nam desto slufe za lak¥e 1 brZe odre-
djivanje granioce nizova.

I. Ako promenljive a, i Vbn ima ju konadne granice
a 1 b, tada 1 njihov zbir (razlika) ima konadnu granicu i
pri tome je:

lim (a_ + b ) =2 + b
n—>oo = 1 -

II. Ako promenljive 8, i bn imaju konadne granl=
ce a 1b tada i njihov proizvod ima konadnu granicu i
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lim (an b)=3a.b

n— oo

IITI. Ako promenljive a, i bn imaju konadne gra-
nice a i b, pri %emu je b # 0, tada i njihov kolifnik ima
konadnu granicus

a
lim —BE— = —%— .

n—<'n
Dakles

+ lim bn

I. 1lim (a, * bn) = lim a,

II. lim (a, bn) =(1lim an) (lim b))
( a, ) linm 2,

III. lim =

bn 1im bn

Napominjemo jo¥ jednom da napisane Jednadine vaZe
u sludaju kada granice na desnim stranama postoje 1 u po=-
slednjem sludaju, jo8 1lim bn # 0.

Neodredjeni izrazil

Sada éemo predi na ispltivanje nekih sludajeva ko=
ji se ne re¥avaju na izneti na¥in. Mi éemo uslowno govori-
ti o '"neodredjenim" izrazima, mada ¢emo mnogima od njih od-
rediti vrednost. Ovde demo ispitati neke sludajeve kod ko=
jih nije zadovoljen uslov za primenu gornjih Jjednadina.Si-
mboli kojima demo oznaditi sledeée sluda jeve predstavljaju
samo znak za raspoznavanje i nemaju nikakav drugi smisao.

1° Neodredjenosti tipa -%-

Ako su promenljive a, i bn beskonadno male,tJ.

a
a 0 i bn~+ 0, tada za promenljivu —Bgu kaZemo da je

meodredjenost tipa -%- v,
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Nikakav op8ti zakljulak ne moZe da se da u ovom slu=

¢aju. Sve zavisi od posebnog zakona po kome se ay, i bn daju

u funkei ji od n. Primeri pokazuju da "sve' moZe da se desi.

_ 1 1 ;
1) an-— :g, bn—ﬁ 5 an‘ﬁo 1 bn’—>Oo
1
n°
anz-—-—I-='=-===—'_700
n
-1 = ok
E)an—m——ro, bn“-;‘?—?o
Ovde je:
; i
,B,E;a%m;n'—-?oc
a -z
n
n
3) an=t%)—=q——?0, bo=3—0
n
a QD
BB = ——-%——- = (-1)", nema granice.
n =
n

Znadi, u svakom posebnom primeru ovog tipa potrebno

a
Jje neposredno ispitivati kolidénik —EE— °
n

2° Neodred jenosti tipa fE}

a
Pod tim nazivom obuhvatamo nizove oblilka —EB- gde
: n

a,—>+ oo i bn’*’i oo « S1liéna Je situacija kao i u pre=
dhodnom tipu: sve zavisi od specijalnih zakona kojima su dati

a, i bn‘ To se najlak§e vidi iz primera.
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1) a = n— oo b=n2—a~o<3

2) an=n2—-.>oo, bn=n—%00
a 2
.Fn- = Ei- = N —> OO
n
3) an=(-1)nn—>ico by =n—»
a n
52 = ﬁ::ly = (=1)", nema graniou.
n

3° Neodredjenosti tipa OQ.oe

Primeris

1 3n=;%, b, = 1, a,—0, by~ °
anbn—!—]%n=~%——+o

2) an=%_~>o, .bn=n2__,o<>
anbn=% n2=n——y_oo

n
3 a='g'-'—]:?--—->0, bn=n-——->oo

n
a, by = Q:%l_ n = (=), nema granice,

pokazuju da Je potrebno ispi‘bivanjé u svakom konkretnom slu=
aju ovog tipa.

4° Neodredjenosti tipa OO = oo

Ovde se obuhvataju sluééjevi kada ay i bn tefe bes=
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lonadnosti razliditih predznaka. U tom sludaju nidta se op=-
%te ne moZe redi o tome da 1i 1 demu konvergira a, + bn R
Ovo se opet najlakde vidi na primerima:

1) a,=2n, by=-n, a—=+00, Dby—>=0o0
an+bn=2n+(-n)=2pmn=n~om

2) a,=n—> oo , b =20 — =0
an+bn=n+(—2n)=n—2n=mn—-’a>u<7<>

3) an=n+(-1)n-—->oo, by = =n—> = o

a, + by =1+ D%+ (=n) = 0 + (-1)P-n =

= («=1)? ~ nema granice.

o0

Pored veé izlo¥enih, postoje jo¥ 1 neodredjenosti tipa 1,

0° 1 o0,

Granidne vrednosti posebnog znadaja

Neka su dati nizovi

a = 1 4+ == = 1N
9 bn 9

gto znadi da a,~—=1l, b —>o0, i niz

b
ey = (a) B = (14 =50

javlja se kao neodredjenost tipa 1°° . Medjutim, niz e,
Je monoton i ograniden, pa prema tome i konvergentan. Gra-
nidénu vrednost niza e, obeleZavamo sa ey tJ.
1l \n
e = lim (1 + T)
o0

i njegova vrednost na pet decimala iznosi 2,'71828.,

Broj e ima vrlo va¥nu ulogu u matematicl, to Je

Neperov (Napier) broj i uzims se za osnovu prirodnih loga=-
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ritama.
Logaritam broja x za osnovu e, tj. loge X obi=
déno obelefavamo sa 1ln X.
Broj e defini%e se i kao
1
e = lim (1 + x)*
x—=0

Dokazademo da jJe

U tu svrhu posmatrajmo jedinadni krug (slika) gde
je BN = x, AM = sin x, BN = tg X.

Sa slike se vidi da je povr¥ina trougla OAM manja
od povr3ine kru¥nog isefka OBM, a ova manja od povr¥ine tro=
ugla OBN; tj.

“%“ﬁom<‘%“’¢6§t§ﬁ<“%- @ofﬁg
a kako je OB - 1, bide odavde:

sin x L x < tg x.

o
Kako smo uzeli da je 0 <« x <,é y 50 su sin x, x i tg x
pozitivni. Zato je:

1 1 50
l<SlnX <COSX ’



odnosno
1.> =~-~— > CO0S X,

Ako x teZi nuli, prvi ¥lan ove ne jednadine osta-
Je nepromenljiv, a tredl te¥i ka 1 (cos 0 = 1), Ovo va%i i
u sludaju kada je x negativno Jjer je:

sin (=x) _ = sin x - Bin x
=X - x ‘
Dakle Je:
. sin x _
lim == 1.
X—0

Sada demo dokazati da je

h
lim Q,H:l = 1.
h—sQ
Zaista, ako stavimo el -~ 1 = %, dobidemos
h_ .
e = 1 +'%, odakle je
h=1n (1+%)
pa je
h

e

=R A S S
BT Ta (IFE)Y £ 1o (1+t)  In(let) /¢

(po¥to u sludaju kada h-—0 i t —0), odakle je

h

lim &zl o g el L
R 7%
b0 g 10(1+t) 7
= e L S
£ In e
Inf lim (1+%)
t =0
h

lim 9-—&-1 =1
h—+=0 51



Na slidan nadin se moZe dokazati da Jje
h
a =] _
lim —T = 1ln a.
h—s O

Vi1
FUNKCIJA JEDNE NEZAVISNE PROMENLJIVE

Ranije smo dali op¥tu definiciju funkeije gde su ob=
lagti definisanosti i oblasti vrednosti funkel je mogli da bu=
du ma koji skupovi.

Ovde éemo posmatrati funkeije definisane na skupu re-
alnih brojeva ¥ije su vreduosti takodje realni brojevi.

Dve promenljive veliline koje stoje u takvom odnosu
da promenama jedme odgovaraju po nekom zakonu promene druge
testo se zovu: ona koja se proizvoljno menja - ggggvisno DPLO=
menljiva, a ona druga = zZavisno promenl jiva 111 funkoi ja.Ako
nezavisno promenljivu obeleZimo sa %, a zavisno promenljivu,
odnosno funkeiju sa y, onda zavisnost promenljive velidine
y od nezavisne promenljive velidine x obeleZavamo sa

y = £(x)
gde je £ simbol funkelje, 1 Sitamos ipsilon jednako ef od
iks.

Zavisnost promenljivih velilina x i ¥y mo%e se lzra-=
ziti kao

P(x,¥) = ©
gde je F takodje simbol funkcije. Poslednja jednadina imp-=
licitno izrafava prowenljiva y kao funkeciju od promenl jive
x i 8ita se: ef od iks ipsilon Jednako nula.

Kada je funkoija data analitidkim izrazom, 3. u Ob=
liku

y = £2(x) 5



ona je tim izrazom definisana za vrednosti nezavisne pro—
menljive x za koje izraz ima smisla. Vrednosti promen-
1ljive x za koje taj izraz nema smisla Jjesu vrednosti za
koje data funkeija nije definisana. Tako na primer izraz

1
Xu-i
ima smisla za svako x, osim za x=1, Jer deljenje nulom
nema smisla. Izraz

Vx=3
nema smisla za x < 3 jJjer u tom sludaju nema realne vredno=
sti,

Tunkoi je kod kojih jednoj vrednosti nezavisne pro=
menljive odgovara jedna vrednost Zavisne promenljive zovu
se jednoznadne funkeije, a funkeije kod kojih jedno] vred=—
nosti nezavisne promenljive odgovara vise vrednosti zavis-—
ne promenljive zovu se videznalne (mnogoznadne) funkel je.

Grafidko predstavljanje funkel ja. Neka Je data fun-
keija y = £(x) definisana u intervalu (a,b). Ako vrednost
promenljive x uzmemo kao apsoisu, a odgovarajuéu vrednost
promenljive y kao ordinatu u pravouglom Dekartovom koordi-
natnon sistemu u ravnl, dobidemo u toJ ravni Jednu tadku M
(elika). Udinimo 1i isto za sve vrednostl x 1 njima odgo-
varajuée vrednosti y, dobiéemo u ravni krivu liniju., Ona
Je slika funkeije y = f£(x). Na taj nadin svaka funkeija
y = £(x) mofe se grafidki predstaviti (prikazati) u pravo-
uglom koordinatnom sistemu. Ovo Jje veoma va¥no, Jjer umesto
da proudavamo funkoije mo%emo proudavati krive linije.

y

Yy=fo
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Tunkeije se mogu prikazivati i tabelarno — u vidu
Lsbele. Jedna takva tabels mo¥e, na primer, imati oblik

xll 1 i 2 ’ 3
li’(l) £(2) lf(B)

Logaritamske tablice predstavljaju tabelu koja da=
je vezu izmedju brojeva 1 njihovih logaritama.

¥

e o e

Inverzna funkeija. Jednalina

y = £(%)
defini%e promenljivu y kao funkeiju promenljive x . Ako
ovu jednadinu re¥imo (bar teoriski) po promenljivej x do-
bidemo jednadinu

x= e

koja definiZe promenljivu x kao funkeiju promenljive .
Funkeije v = £(x) i x =% (y) zovu se inverzne jedna
drugoj.

Primer. Za funkeiju ¥ =V:; inverzna funkeija Je
X = Yzo

Uobidajeno je da posle nalaZenja inverzne funkei je
promenljive x i y izmene svoja mesta. Tako se za funkeiju

¥y = d:f' uzima da je njena inverzna funkeija vy = xg.
Parna i neparna funkeija. Funkeija
y = 2(x)

Je parna ako Je
2(-x). = £(x),

a neparna ako je

£(=x) = =£(x)

Drugim re¥ima, funkoija £(x) - je parna ako se nje=
na vrednost ne menja kada se nezavisna promenljiva x za-
meni sa X, dok Je funkeija £(x) neparna ako menja znak
kada se nezavisna promenljiva x zamenl sa =X.
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Primer l. Funkeija £(x) = ax® je parna po¥to Je

£(=x) = a(mx)g ax® = £(x). Isto tako funkeija

#

£(%) = wpioe—

je parna po¥to je

(k) = mmmipem = —piemm = 2(X)
(=x)"+1 x"+ 1
Funkc ija
2
= R
2(x) = €o8s X

je takodje parna jer Je
2 2
= =X X =
2(=x) = E%s(-xi T o8 X (=)

Primer 2. Funkeija

2(x) = mpde—m
X =1

je neparna jer je

2(=X) = mm=gem = = og—tm= = =£(X)
(—-x)z—-l x° =1
Isto tako 1 funkeija £(z) = (x2+l) sin x Jje neparna po&to

Je
£(=x)= [(-x)?fl],ain(-vx)-(x2+1)(-=sin x)=-(x2+1)sin x=
- -2(x)

Tz definieije parne 1. nepafne funkolje sledi da Je
grafik (dijagram) parne funkeije Slmetridan prema ordinate
noj osi Dekartovog pravougiog koordinatnog sistema, dok je
grafik neparne funkelje simetridan prema koordinatnom poée-Q
tku.

Periodilna funkoi ja.Funkoija y=£(x) Je periodidna
sa perlodom w > 0 ako Je w najman;fi broj za koji Je
£(z+w) = £(x). Primerl periocdilmih fumkoija su trigonometri=
ske funkoije 1 to sim x 1 ocos x imajuperioedgu27, dok ° ‘
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tg x i otg x imaju periodu 7~

Elementarne funkcije

Jedna od osnovnih funkeija jeste funkeija y=xn N
gde je n oprirodni dbroj. Ona je definisana 2za svako x 1
spada u klasu oelih racionalnih funkeija. Njena reciprod=
na vrednost je funkelja ¥y = = ;%, koja je definisana za

svako Xx, osim za X = 0.

Inverzna funkelija funkcije y = x2 je funkoilja
y = 2[21 Na sledeéim slikama prikazani su dijagrami (gra—
fiel) funkoija y=x2, y=x3 1 njima inverznih funkel ja
v = V& ¥= 3 Na tin slikama dat je i grafik funkoije
¥y = X = prave u odnosu na koju su simetridne krive uzajam-
no inverznih funkeija.

quinom sbepena n. Jeo funkel ja oblika

ya= aoxn + alxn'l +oeee + 8y 1 X + 8y (8, = 0)
gde su 8,587 cco 8, realnl brojevi (nazivaju se koefiol-
Jenti polinoma), a n prirodan broj.

Napomenimo da se polinem u slulaju da X-++ o0 po=
nada kao njegov glavai 8lan: (¥lan sa najveédim gtepenom) ,t .
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kao y=axs,

Eksponencijalna i logaritamska funkecija. Neka je a
stalan pozitivan broj. Tada se fuunkcija oblika

y = a*

zove eksponencijalna funkclja. Ona Je definlisana za sve vre=
dnosti promenljivih x 1 uzima pozitivne vrednosti. Njoj
inverzna funkoija je funkoclja

y = loga b4

koja se zove logaritamska funkolja.
Ako za osnovu uzmemo bro] e imademo funkoije

y = e* i y=1nx

81J1 su graficl prikazanl na naredno] slici

4
ge

4“ ?-Lnx
____/ / )

Eksponencijalna funkoi ja

y=a"

moZe se napisati u obliku
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v = exln a,

dok ge logaritamska funkeija
y = 1ogax

mo¥e napisati u obliku

_ln x
Y= Tna

Logaritamska funkeija y = ln x definisana je za
pozitivne vrednosti promenljive X-

Trigonometriske funkoije. To su funkeilje

y=os8inzx, y=o00s8x, y=1tgxy, y=o00tx

u kojima se ugao x uzima u luéno;] meri.

Pmkeije sin x i ocos x definisane su za svako
X. One su periodidne funkoije, perioda im je 2% . Funkoi-
ja sin x je neparna a c¢os x Je parna.

Funkcija tg x definisana je za svako X, izuzev za

x = (2k=1) %~ , dok je funkeija cot x definisana za svako

x, ilzuzev za x = k7, gde je k ceo broj. Punkeije tg x

i oot ¥ su neparne 1 periodidne funkecije; perioda im je Te
Grafieli trigonometriskih funkeija sin x, cos x,tg x

oot x prikazani su u poglavlju TRIGONOMETRIJA.

Ciklometriske funkecije. To su inverzne funkeilje tri=
gonometriskih funkeija ein x, cos x, tg X, oot x, Oznadava=
mo ih redom sa

aresin x, arccos x, arctg x, arccot x

Funkoija y = arcsin x (8ita se: ipsilon jednako ar=
kus sinus iks) predstavlja ugao 8iji Je sinus jednak x., 5li=
Sno je i za ostale ciklometriske funkeije.

Punkoije arcsin x i arc cos x definisane su samo za
one vrednostl promenljive x za koje je =1 £ x & 1, dok su
funkeije aretg x 1 arccot x definisane za svako =x. Ciklome-

triske funkeije su viSesnalne fumkcije. Nalsledeéim slikama
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one su prikazane grafidki. Podebljani delovi kod krivih

y = arcsin x 1 y = arccos x oznadavaju njihove takozva-
ne glavne grane. Kod funkeija y = aretg X i y = arccot x
dati su grafici samo njihovih glavnih grana (glavnih vred=

nosti).
9 Y
T
|
T 7
9} = 2 7 K
/T
=7 - ; x z
+-4 Kt

y = arcsin x y = areces X
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y = erctg x

y = areset z

Granidna vrednost funkoije. Podinjemo sa jednim pri=
meroms "Ead x te¥i 1 onda (x+1) te¥i 27, Ovo se simbo=
- 1i¥ki, na primer, i ovako zapisuje:

lim (x+l) = 2,
X 1

Kakvo je matematillko tvrdjemje iskazano prethodnom
redenicom, .odnosno formulom?
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Oznadimo (x+1) sa y, dakle
vy = %X+ le
Tada meposrednim "radunom" dolazimo do tablioes

X l 0 0,5 048 0y9 0,999 1,2 1,111 ..o
y‘ 1 1,5 1,8 1,9 1,999 2,2 2,111 ...

Ova tablica, tako bar izgleda, odgovara redenici: "Kad x
te¥li 1 onda y teZi 2.

S¢varno, ako za x vuzmemo vrednost iyrlo bligu 1%
onda ée y -dobiti vrednost "blizu 2". MoZemo prolzvoljno
birati x, odnosno zZa x wuzetl vrednost proizvoljno blizu
1 = pitanje je‘kakve su onda odgovarajuée vrednostl za Y.
Da 11 te vrednostl mogu biti proizvoljno blizu 27

Da bismo se stro¥ile izralavall termine wplizu 1¥,
wplizu 2%, ... zamenibdemo podesnijim terminima: "okolina
broja 1", "okolina brojJa 2", ... »

U prethodnom iglaganju redenica: ogad x te%i 1
onda y tefi 2" uzlmana Je potpumo intuitivano. Pomobu PO=
jma okoline dajemo definiciju koja se usvaja u dana#njo]
matematici. Definisademo, odmah, op¥ti sludaj.

Definiclja. KaZemo: "Kada X te¥i a omnda £(x) te-
%1 b" ako Je ispunjen slededi uslov:

Svakoj okolini (b =&, b +£) broja b edgovara lz-
vesna okolina (a = &, a+ S$) brola a takva ds funkolja
£(x) uzima vrednosti 1z okoline . (b = Ey, b+ E) kadgod x
uzima vrednosti iz okoline (8 =S, a + &) &)

Dogovor. Redenious "Kad x tekl 3 onda £(x) te=
¥1 D" oznalavamo ovakos

lim £(x) = b
X—=a

P

") Funkeija £(x) me mora bitl definisema u tadki x = a.
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Primer od koga smo po¥li je oligledno takav da Je

lim (x+1) = 2
X =1

Primedba: Prethodna "okolinska! definicija granidne
vrednosti funkel je se lako prevodi na "standardni' oblik sa
nejednakostima koji se najledbe navodi.

Umesto: "x  je u okolini (a =J, 2 +J)" moZemo pi=-
sati nejednakost |x = alk 5, a umesto "f£(x) je u okolini
(b =€, b+ &) néjednakost |£(x) - bI<E.

Prethodna definicija se prevodi u sledebus

KaZemo "f(x) teZi b kad x teXi a" ukoliko sva=
kom pozitivnom broju & odgovars pozitivan bro) I tako da Je

l£(x) = bI< S .
kadgod Je

lx - al< &

(sem, mo%da, za X = a).
Uvode se i defihniclije zag

lim £2(x)=b, 1im £(x)=b, lim £(x)=b, lim £(x)=om,

K —e= OC X~ OO X+ o X=8

lim £(x)= ==, 1im £2(x)= + o=, itd. (a,b realni bro-

X—eg X —=a
jevl)

Navedimo definiciju za 1lim £(x) = b.

Kot &2

Katemos
Kad x +te¥i plus beskonadnosti onda £(x) te¥i b ukoliko
svakom pozitivnom bro ju ¢ odgovara pozitivan broj N tako
da je |£(x) = bI< &£ kadgod je x > N.

Slidne su definicije 1 za ostale sludajeve.

Neprekidnost funkeije. Definicija. Ka¥emo da je Pun-
koija £(x) neprekidna za x = a (a Je neki realan broj)

ukoliko su ispunjeni uslovi:
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1Y Postoji broj lim £(x)
X-=a

2° vazi jednakost £(a) = lim £(x)
X—= &

Ako je funkeija f£(x) neprekidna za svalu vrednost
promenljive x 1z intervala (a,b), ka’e se da je ona nep-
rekidna u tom intervalu.

TFunkeija 2£(x) koja ne ispunjava navedene uslaove
1° 1 2° 2za vrednost promenljive x = a ka¥e se da Je pre-
kidna (ima prekid) za x=a (prekidna Je u ta¥ki x=a).

Tako je na primer funkoi ja f(x)=x2 neprekidna za
sve vrednosti promenljive x. Medjutim, funkeija £(x)= _%_

Je prekldna za x = 0.

Sva pravila o granidnim vrednostima koja smo navell
za nizove mogu se prenetl 1 na funkel je.

Neka je za funkelje £;(x) 1 fz(x)

lim fl(x) = 4, lim f2(x) = B,
X2 X2

Tada Je:

1) lim (£9(x) + £,(x)) = Um £,(x) & lim £,(x)=4+B-
x-—=a Z—=2a K@ -

2) 1lim (fl(x).fz(x))a lim fl(x)olim fz(x) = A.B
X—=2a X w8 e 8

3) 4ko Je 1lim £,(x) = B # 0, tada Je
X =g

lim £,(x)
fl(x) X-=a 1 A

Uo y255 = 1@ T0m - 5
X8 X3

4) dko je lim £,(x) = & (A kona¥no 1 razliito od
X->—8

nule), a

lim fe(x) = 0, tada je

1im £,(0) i tako dal}
2 + oo aKo a So

::-——&312{3‘:j =7




VIIT
DIFERENCIJALNI RACUN

Tzvod funkelje

Uspon. Sedica. Neka je £(x) funkcija promenljive
x definisana u intervalu (a,b) i neka Jje x broj iz tog
intervala. Ako se vrednost promenljive x promeni za 4x
tako da 1 x + Ax bude u intervalu (a,b), funkoija ée do=
biti vrednost £(z+ AX), 2 njena promena biée L(x+ax)=L(x).

Geometrljski (8l.1) trafena funkelja znall prome=
nn ordinate na krivo] liniji y=£(x) kada se apscisa x ta=
Gke M promeni za A Xo

y=itx)

f(x+4x)

ax
i(x)

[ Feax
SL.1

Kolidnik promene funkoije 1 promens nezavisno pro-—
wenljive, +j. kolldnik
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Ay _ 2xr AX)=2(x) _
AxX AX = tgol
naziva se uspon funkoije.

Prava kroz tatke M i Ml koje imaju koordinate x 1
£(x), oduosno x+4ax 1 £(x+ AX), zove se sellca date lori-
ve y=£(x). Njena Jednalina Je:

Y - £(x) = ﬁ:ﬁ_ﬁ_ﬁ;ﬁ:ﬁﬁ (X=x)

gde su ¥ 1 Y koordinate ma koje talke na sedicl.

Kao &to vidimo uspon funkeije £(x) od tadke M do
14 jeste koeficient pravea sedlce povulene kroz tadke WM i
Ml date krive linije.

Tzvod funkoije. Tangenta. Za datu funkel ju y=2(%)
definisanu u intervalu (a,b) i izabrane vrednosti x 1
%+ AX iz toga inbervala, uspon furkelje od x do x+ ax Je
neka funkelja od ax, ps Ge biti:

£ =£(x
45 - 4R <0 (o).

1im ¢ (s %), ako postoli, naziva se lzvod funlwije
AX—>0

y=£(x) u tadkl x 1 obelefava se sa y’ odnosno sa £29(2)o
Za funkeiju y=£(z) e

¥ = £9(g) = lim ﬂ%‘t%%lﬁ:ﬁ%l

AZX—0

¥to znadi da je prvi izvod funkeije granilua vrednost kojloj
te%i kolid¥nik promene priraitaja funkeije i promene prirade
taja pezavisno promenljive kada ova poslednja teZl ka null,
pod uslovom da ta granitna vrednost postoji.

Da bl postojao izvod fuunkelje u neko] tadki, potre=
bno je da Je ona uw toj tadkl neprekidna. Xod neprekidne
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funkeije y=£(x) malim promenama promenljive x odgova-
rajn male promene funkeije. U sludaju kada Ax teZl ka
nuli (ax - 0) te¥iée nuli 1 ay, ¥to znadl da se talka
M; po krivoj y=£(x) pribli%ava tadkli M, a u ovom slu-
¥aju sedica krive kroz njene tatke WM i My te4i da zau=
zme poloZa] tangente na krivu u talki M.

Iz jednadine sedice

Y - 2(x) = HxLD-EED (xox)

dobija se, kada 4x -0 (tada tatka M; —M po krivo]
y=£(x) ),Jjednadina njene tangente u tatki M

Y = £(x) = £2(x) (X=x)

Koefioient pravea tangente krive y=2(x) u nekoj]
tadkl 81ija je apscisa x u pravouglom koordinatnom siste-
ma jeste izvod funkeije u dodirno) tadki.

Nala¥enje lzvoda date funkecije naziva se diferen-
ciranje ili derivacija. Diferenciranje je jedna operacija
pad funkei jama, kao ¥to su na primer oduzimanje ili mnoZe~
nje operacije nad brojevima. :

Pravila diferenciranja. Ako Je funkeija £(x) kon=
stanta, tJ.

_ 2(x) = C
bide
£(x+ ax) = G,
Pa je
Kzr a0)-2(x) . &L . o

odakle se za Ax — (0 doblja
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(C>’ = 0y

tJ. lzvod konstante Je nula.

Ako funkelja 2£(x) ima izvod £'(x) tada funkoi-
ja P(x) = kf(x) gde je k konsbanta, ima izvod k£?(x).
Za funkelju T(x) imademos

T(xr ax)=P(x) _ X £(x+ ax)=£(x)
ax ax ?
odakle Je
™ (x) = k£1(x).
Neka su u(x) i v(x) dve funkoije koje imaju iz-

vode w' 1 v?'. Tada jJe izvod funkeije f£(x)=u(x)+v(x) Jje=
dnak £°(x) = u'+v?; podto je

P(x+ ax)-£(x) _ u(x+ A x)+v(x+ ax)=u(x)=v(x) _
2% A%

- Wxran-ux) |, Wz an-vixn

odakle je
£2°(x) = ul+v?

Zpadi zavfunkoiju wv Jje
(uv)? = u'+v?
Isto va%i 1 za razlikus
(u=v)? = w=v’,

Neka su date funkolje u(x) 1 v(x) koje imaju iz=
vode u' i v'. Potra¥idemo izved funkoije

£2(x) = w(x).v(x) = u v,
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Kako Je

£(x+ ax)=F(x) _ (ut_auv).(v+ Av)b-nu v oo
AE AX

ARoVHlUe AVE AU AV = AT o VU AN + AU . AV

A% AX AX AX
to Je
L(x+ ax)=FT(x A
£9(x) = lim mgam-ﬁ)m-g-l = lim =m0 v +
AX -~ AX —=(
AV AU = 1? 9
+ lim w. Ax-’-lim-r—n-Ax s AV w'v + u v +
AZ —=0 AX —=(

+ lim 2;’ s AV = W'v+u vi+u?! lim av=u? viu v°

AX —=Q AX —= 0
po¥to AV —=0 kada AZX—0, tJ. za funkoiju uv je
(uv)? = wv o+ u v,

Posmatrajmo funksiju v(x) koja Je razlidita od nule
u intervalu (a,b) 1 ima izved. Tada Je funkeija

@ - <k

definisana za svako x 1z pomenutog intervala. WNeka 1 x+ Ax
pripada tome imtervalu. Tada Je

2+ ax)=£(x) . 1 ¢ 1 _l_) -
¥

AX SVt AV V¥

(v+2av) ° ax

‘Zbog neprekidnosti funkeilje vw(x) Dbiéde
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lim (v AV) = Vo

AE—=0
Zato Je
14, ¥
(57 =og= -

Neka Je v(x) # 0 1 neks funkslje w(z) 1 w(=)
imaju lgvod. Tada Je prema predhodalm pravilima

u 1 1 1
(5 7=(ue )0 = W PUG) -

Sow _uyvl o wy — uy’
v© v©

Znadl, za funkol]u m%m Je

U WYy = u v’
()" = ==

Neka je y=£(x) neprekidna 1 monotona funkel ﬁa Bl
ja je inmverszua funkeilja x=¢ (y) neprekidna po promwenl]ive]
v. Podto Je

£(=+ AX)=E(X) = AY

Y(y+ a¥)=¥y) = 4%,

o Jje
o LAY, Yyt ap)=0(y) . AZ,
AX ! . AY Ay 7
odakle Jj8

£(xr 8%)=£(Z) Oy ay)=¢Cy) . X LEL
Y . S ax” ° o ay ’

Kada AZ-=0 t8da 1 AY—=0, pa je

1ip E(xt ii)m:f(x) 1im (v z%m WA o1, i

A X ~={) LY —=0
63




£3(x) o @p(v) = 1. eee (1)
Ako Je y=2(u) i u= ¥(x), tada ‘;}e

vy =f [}‘.’(x)] =F(x)

Neka £(u) ima izvod po u, tj. £'(w), a ¢(x) neka ima iz-
vod po x, ti. ¥'(x).

¥ads se x promeni za Ax, u &e se promenitl za
An a y za Ay pa e blti:

Ay o AY . AW R
AX A AX

odakle je (po¥to Au—-0 kada au-=0)

A - A Al
lin 21 = 1in 2&- lin 2z~

AX —0 au—0 AxX—0
odnosno
vp = vh e
114
| £2(x) = 23(w) - XD,

%to predstavl]a obrazac za nalafenje izvoda posredne funk-=
clije.

Izvodi elementarnih funksija

za funkeiju £(x) = e* Dbite

£zt ax)=2(x) . e*t AT _ X = oX © AX g

AX AX X ’
odakle Jje
£(x+ ax)~f(x) X e?* -1 x
lim —(-— = e 1lim ===
AX —=0 AZX—0
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Jer jJe, kao ¥to sme videll

AI‘_I

]
1im ey ik 1

AX —=(
Znadi da Je
(e®)? = o* ,

Ugzmimo sada fLfunkoljus

ye lnx,
odakle Je
x= e¥

Sada prema (1) Je

(log =)3 (ey>,y = 1
tde

(log Xy o eV = 1
1314 zbog ev = x

(log x)3 - x= 1,

odakle je (log z); ® -%- o

Znadi, za funlkwiju vy = log x Je
o 9 i
y (log x)° = ===
Posmatra jmo sada fumkeljus
y=s &

koja se mofe napisati 1 u oblika

y-enlnx.
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Stavimo u =1 In x 1 dobidemo
y= e
pa Jje sada

w u u 1
yéa(e)&.uéae(nlnx)gne n —g= =

enlnxn—%umnxn-%nnnxn'l
Dakle je za funkoiju y = x°

¥y = a 2L,

Za funksiju

2(x) = Bin =

Je
£(x+ ax)= sin x _ sin(x+ 4%) = 8in x _
X A%
0 oop ErLAZEE o4 Xt AX=X
= r =
AX
2 pos(xz+ %) gin % AT sin %
= = = gos (x+ -2) o mmmmmDy
=
odakle Jje
£(x+ ax)=£(x) - | AX sin %
1lim s, = lim oos(x+ —E)Iim s

AX—=0 AX—e0 4%—=0 "2

= GOB X o 1 ® 008 X.

Dekle, za funkwiju y = sin x Je

y’=(sin x)? = ¢o8 X .

%) = s8in u, gde Je
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u = 2%— = X y imamo prema pravilu za nalaZenje izvoda pos-

redne funksi je

(008 x)! = (sin W) ul=oo08u. (=)=

= 008 (ég- = X)o(=l) = = ooa(Qg; = X) = = gin X
Znadli, ga y =008 x Je

y¥ = (008 x)" = = gin x.

Igvod funkeije y = tg x.
Punkoiju y = g  napidemo u obliku

in
0

@
o]

Yy =

(24
w
H

i odredimo njen izvod kao izved kolidnika dvejJu funkeoilja.
Imademos

(tg x)’-(sin xb, = (Fin x)° co8 x =~ 8in x (008 x)° _
(08 x)

008 x 008 %X = 8in x(= gin x) _ 008°x + @in® .
008°x cos® x

- 1
e-—r- Py

008" X
Dakle, za funlwiju y= tgx Je

1
y! = (tg x)’ & ey
008" X

Za funloliun ¥y = otg x Je

y'=(otg x)'-(%%%_%) = (008 2)* 8in x = cos x(sin x)°*

(sin x)°
s =.Bin x sin x = 008 X 008 X _ _ 8in°z + 008°x -
sin x gin“x
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“ 1
Bingz
Zyatl, za funkeijun vy = otg x Je

1
y’:(otgx)’gu_— o
singg

Tzvodl oiklometrijskih funkolja

iz v = arosin x Je x = 8in y. Na osnovu‘obrasm
oa (1) bides

(arc sin x)j - 008 ¥ = 1

odakle jJe

1 1 1
(erosin 0% = 5657 ™ 7= sinty (102

pofito Je Bin y = X.
Dakle, za ¥y = avo sin x Je
’ ? 1
y* = (arc 8in x)? = cmmmSemw o
l=x2
7a funkeliju y = aro cos x Je

y’(arg@oax”nmmm%m

Vlmxz

¥to se dobija pa slifan nadin kao 1 igvod funkoije
y = are 8in X.
Iz y=arvo tgx Je =x= %8y pa je
(aro tg x); (& ¥)) =1,
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0dnosno

1
(aro tg X)2 o ===p= =1
¥ sos°y !

odakle Je

2 1 1
(are g %)) = 008"y 3 ===Sg= = ===g= o
x 1+tgy  1+x

Dakle je za y = ars g X

1
y? = (aro tg x)’ = Emmgm o
v +X

Na slidan nadin se izvodl da Je za funko i ju
¥ = ave obg x3

1
y' = (aro otg x)? = = ===g= .
l+x

Igvod implioitne funkoije

Neka je data implicitna funkoija
F(x,y) a 0o

Ove jednadina definife y keo funkediju od x, %d. y=i(x)
pri Semu je Jednadina

Pz, 2(x) ) = 0

1dentiski zadovoljena. Kako Je y posreduna funkeija od
x to se prl trafenju izveds ovo uzima u obgir.
Primer 1. Naél izvod funkoije

x2 + oY + yz = 0

Refienje. Ovde Jes
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(Pre¥ey®)? = (0)*

tJde

2xe(eV)} w3 + (4P), v = 0,
odnosno

2x + eV ¥y + 2y y' = 0,
odakle jJe

v (&Y + 2y) = - 2x
111 konadéno

V! 5 = emsaa

ey+2y

Primer 2. Naéi izvod funkoije:

sin y + x3 +Iny+3=0

Reéénje. Ovde Je:

(8in v + 2 +lny+ 3)* = (0)* ,
odnosno

3 9 =

(in y)3 y3 + (x)g + (ln ¥} vi+ (3)’=0
il1i

coB y y' + 3x2 + -%— y* = 0,
odakle je

' m - I_.zf.x_
¥y o= +y 608 vy °
Primerd.

1/ %8 y=x'=e% + 608 x + 1n X = 2 je
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¥ o= (x5~ex+ o8 x + lnx =2)° =

u sinx+-1-a.

2 5% = =

2/ Naél izvod funkelje y = esin X,
Stavlijajuél u = sin x dlmabemo y = e, odakle Je

gyt = (B = (€D - W
tJ.

y'=e® ul = %18 g1y x)r = e®18 * oos 3.

3/ Izvod funkeile y = (xa-ﬁin x + e + ].)8

dobidemo keo izvod posredne funkolje stavlijajuél
u=xB-=sin % + e% + 1, Tada 6emo imatl da Je y = us, oda=
kle jJe

y'=(u )’ﬂ(ua" o ulb m8u7,u§ =

: =8(x3-sin b4 +ex+1)7(332-=oo:a z+ e
pofito Je unx3-»sin x+ 6> + 1,

we(z=8in x + 05+1)? =

= 3x°=008 X + 6%

4/ Tzvod funkoije yex' tg = dobiéemo kao iz-
vod proisvoda y=u v, gde je uex', v=itg x. U ovom glu=
Saju bide:

yi=u? v + u v'=(x7)?tg X + 17(1:3'1)’ =

-716tgx+z7.—-=]-=r.

Go8"y

5/ Tzvod funkwije v = ‘2-3"&--"‘;s X padibeno keo ig-
Z"+8in T

. vod kolidnika y = —3—, gde je WS + 008 X, v-xB
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U ovom sludaju blée:

9 Yo ] 2 o3 _
yra(ale)re BIRT - (x"+o0s_x) *(x’+sin x)

m(xa+cos x)(x3+sin x)? (2 x = sin)(x3+sin X)e
(= +sin x}2

(24008 %) (3x°+008 %)
(x3 + sin x)2

1
6/ %a funkeiju y=\x = e

b 3oy
recdye 32T 3P e ey

X

l @
2 Vx

Dakle, za funkeiju y =Vx  Je y'=
2

=

Pravila diferencirania

y=0, y'=0 (¢ kounstanta)

v = k8(x), y'=k£'(x) (k konstanta)
7= £1(2) £ £,(x),  y'= £3(x) & £3(x)

v =u(x)ov(x), 3wt (x) v(s)a(x). v (D)

you B V(X)-u(x) v (x)
(x)

Y=

%

b4
b3 9
Posredna funkoija

y= 2(u), gde Je us=Y(x)
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vy = fl’l(u)‘. <£;C(x) =yheoul,
Inverzna funkelja

y = £2(x), odakle je x =% (y):

£3(0). @1(9) = 1.

Tablica izvoda

y=C ;3 ¥y’ =0 (C konstanta)

y=e®, y'=e*, y=a%, y'=a¥ln a.

1
y<ln x, y'e ===
yax®,  yrenx®l,  pux,  yis1

1
y= Vx, V% cmemian
’ 2 Vx

y=8in x, y=008 x

V=008 X, y'’=s = gin x

1
y=tg x, yi=m g
608 X
y=0tg x, yin o 1
sin“x
y=aresin x, y'= 1
1—:2
y=8ro008 X, ¥y'= - 1
1nx2

ymare tg z, y's= “m*]’;?

ymare tg %, ¥y'= = o




Ako je usu(x), tada prema pravilu za nalaZenje iz-
voda posredne funkoljle imamo tabliou:

y=e", y'=e.u’
y=a", y’=a’ln a . u’
e wke
y=1n u, yim mm=
y=u, yi=n w=t u
y=s8in u, y?=008 u u’
=608 U, 7'= = sin u w?
y=tg u, yi= ~==-==l=g= u?
coB8
y=otg u, y's = -“lg"' u’
gin“u

yearosin u, y'= — u?
F2aro60s8 i, Y8 o= mg'umm u?
y=arotg u, y’= ==y u’

yearestg W, y's - m«-gm u?

13 g [2] 4O
gofe Be mapisati u ob1iku
ymo Y (2) 1n.2(x) ﬂ.eﬁ,
pa jo sa mjn |
yraetiar o [2)] Dl m 2x)] .
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1,

2,
3.
4
5.
6.
7a
8,
9.

1o.

11,

1.

26

Primeri izvoda nekih funkel ja

Taéi izved funkeijas

008 X
y=e 9

y=ln(25+oosx+1) s D)
y=(sin x+13+5)a, b)
b)
y=008 (ég- = %), b)

b)
y=otg 4x,b) v = otg

y=8in 5z,

th 6Xg

b)
)

y=are tg 3=,

y= V13+o“x+2

Y*Ixe
Refenjas

Iz y=e®®® %o o

) 2
b) yme® 9

6) yaetgx

y=1n(3+2e*+1n x)
y:(ex-x2+2)3
yusin7x

ywéosz %

3

y=tg 'z

%3

y=are sin,(l—xz), b) y=arc cos 2%

y=are otg (1+2x)

r? 3\/ x2--5:+i

b) y=(ein x)°°° %

gde Jo weees x, je

y'=e® u'= 9% F(gos x)'= - ¢°°° gin x,

2

2

b) y=e* =e%, unx?} y=e®n’ = oF 2x =
= 2xex2
o) y=e®8 ¥ = %, umtg x; y’-eu>u’ =
ets x __lz_ = ;;E;f
e08°x o008°x

a) yhln(xs+oos Z +1) =

1
ln'ﬂ, y’:—a—u’n
81



3.

4

5e

6.

T

8.

9,

lo.

b)

a)

b)

b)

= 5x%-sin x
x’+008 X+l

y=1n (3+2ex+ln x), y’ﬂ ———-];———(Qex+ ...;__)

3+23x+1n x

3

y=(8in x + x3 + 5)4 = uu; yi's 4y’ u® =

s4(sin x + z3 + 5)7(o08 x + 32%) .

yw(ex-xz+2)3, y’=3(ex—x2+2)2(ax-21).
y'=5608 5 ¥, D) ynsin7x = u7, y’=7u6u’ =

= 7 sinex CO8 X

yf=gin (ig- = x), b) y’==2 cos x sin X.

[ 2 1
yi= b) ¥v’=3tg"x, ==y~ =
oo8° 6x ? 008 x
- 2 sinzx .
608" X
2
4 3x
yi= = = - b) ¥'= - .
gin ux’ 8in“x
=) X 2

y’ﬂ O RS ST b) y’: - D e TR g

Vi-(1-x2)2 ' Vi-tx®
e —dy, B g —

149% 1+(1+2x)

3x3+40“’

FIo o e

2 Vx3+eax+2

2%

3
3 (12—5x+l)2

? o

yi=
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11, yaxFee™E 2 o%,  weln x; yi=e® u? =

= xx(xlnx ! = xx(ln x + 1.

Vi%i izvodl funkeile

Drugi izvod funkoi je y=£(x) Jeste izvod njenog
prvog izvoda, tJ.

v o= (y)0e [2(0)] = ()

Primer 1. Naéi drugl izvod funkoi jes
y=x“ + 8in x + 5.

Reienje. Ovde Je,

yehxiroos x,  y' = (¥0)' =

=(h13+ooe x)’-12x2~sin Xo
Dgkle, drugi izvod funkoi je
4

yex +8in x + 5 je y1=12 X = 8in X.

primer 2. ¥aéi drugl izvod funkoi je

y'x3 In £ . Kako je y’=312 inx + %, -%— =

= 312 In z + 12, to je cdavde

y9=6x In z + 3x2. n%- +2x s 6 In £ + 3x + 2x =
s 6 1In X + 5 X.
Dakle Je

y* = 62 In X + 5x

Treéi igzvod funkeije y=£(z) se dobije kao lzvod

od njenog drugog izveda, detvrti izvod kao igvod njenog
33




trefeg izvoda 1td.
Primer. Waél izvode do reda 5 funlwije y=sin x.
Refenje. Ovde jes

y’=008 X, y"=(008 Xx)’==g8in x, y(3)=(~sin x)? =
= =008 X, y(u)=(- cos x)° = gin x,
Y(S) = (sin x)? = o8 X,

Napominéemo da se igzvod reda n funkeije y=£f(x)
obelefava sa y\2 =£(n)(z), obifno za izvede od tredeg re-
da pa navi 8e.

Diferencijal funkeije

Posmatrajmoe funkeiju £(x) koja imm izved £(=),
3. kriva linija y = £(x) neka ima u tadki H(x,y) tenge-
ntu, slika 2.

14

dy

My)

A X=0x

©
x

XX
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Ako se apscisa ta¥ke M promenl za AX, ordinata
krive 6e se promeniti za y=f(x+ 4x)-£(x) a ordinata tange-
nte za y=£°'(x) 4x.

Izraz dy = £2(x) 4x

koji se obeleiava 1 sa

ar (=)
nagzive se difersncijal funkeije £(x).

Dgkle, 4£(x) = £7(x) ax. Ako Je £(x)=x, bide
£21(x)=l, pa Je dx= ax, tJ. diferencijal nezsvisno promen-

1jive jednak je priraStaju te promenljive.
Iz dy = £9(x)dx Je

£2(x) = =gk
Bto znali da se prvi lsvod funkoije y=2(x) mofe prikazati
kao kolidnik diferencijala.

Toras gL Yitati: de ipsilon po de iks.

Diferenciial nezavisno promenljive se uzima kmo kon=
ﬁtanta, %j. ne zavisi od x , dok difevencijal savisne pro-
menljive nije komstanta, nege zavisi od =z, jer Je on Prolg=
vod iz funkeije od = 1 komstante dx. '

 YValno je napomenutl da ako je =x veoma mala velldle
pna 1 ako Jo 27(x) ¢ 0, onda su ay 1 dy tekedje veoma
male veliline istoge reda 1 o ekvivalenibne.

Diferanoijall vifag reds

7a funkoljn  ye£(x), dy=df (x) = £9(x)dx Je dife=
renoljel prveg reda, d4(dy) = 8%y = d2£(33 s 4(£7(z)dx) =
= £9 (x)dxg je diferemcijal dvugog reda 4 ﬁ@ymfcm§(x}ﬁxn
jo diferemeijal Teds n funkelje ye=£(x). Ovde izrap dx"
madl (ax)”,
2

legras Z4tatls de dva ipslilen po de iks ne
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n
kvadrat, dok se izraz 9—% 8itas de en ipsilon po de

na en.

inverzljom od funkelje y=£(x),

dx
Primer l. Naél diferencijal funkcije:

1n 3/ yox2=5x+6

1/ y=xn; 2/ y=e
ReSenje:

1/ dy-nxn"ldx; 2/ dy= -%~ dxs
3/ dy=(2x=5)dx.

Primer 2. Waéi diferencijal funkeijes
1/ oos x; 2/ tgx3 3/ xzex.
Redenjes

1/ d(o0s x) = = gin x dx; 2/ dtgx= -;2- dx
cos“x

3/ a(xR %) = (2xe® + x°e%) dx.

iks

Napominjemo da sko je x=£(y) funkoija dobijena

hovog igvoda prelazi u identildnest

-%%— . -%%— = 1, odnosno

KT
&

Primer. Fadi izvod funkoije y = arosin x.

pravilo o nalaZenju nji-

Refienje. Iz y = aro gin z Je x = sin ¥y pa Jes

dxm -—L—aw—l =
“dy oos y, a 'gi" 608 ¥

Vlmsin2y

' Vl—x2
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Primer 3. Naéi diferencijale prvog i drugog reda
funkodljas

4, x
b

1/ y= x 2/ y=s8in x5 3/ y=e

Redenjes

1/ dw&dex; d‘?y = 1232&!2

2

2/ dy=008 % dx; d°y = = sin x dx?

3/ dy=e™ dxg dzyn@x dxz

Pravila ga diferenciranje mogu se pomodn difersn=
ol fala pisati u oblilku: 4C = 0, ¢j. diferemecijal kounstan=
%6 Jednak jJe nuli: ‘

d(ku) = kdug d(utv) = du + dvy;  d(u.¥)=

= vdu + udvg d(«—:—) s YU o udy |

v
Kod posredne funkeije:
y=£(u), gde je u =¥(x), Je
dy = 29(u). ¥'(x) d=,

odnosno

dy = £°(d) du.

Kod nalafenja igveda implicitmih funkoijlas usime se
diferensi jal leve i desne strane. Pri tome se korisite pra=-
vila radunanja sa diferemeijalimm.

Primer l. Hadél isved funksije

T+8xy + 27°=y = 0.

Redenle. Ovie je

d(+8xy + 2y?57) =.4(0) = 0,
87



odakle imamo
3126x + Bydx + 8xdy + 4ydy = O,
odnosﬁo
(3x2+8y)dx + (8x+hy)dy = 0,
odakle je
v e 5
Primer 2. Wadl izved funkolje
eX+y+oos y+2x3 = 0

-Refienje. Izjednadavajuél diferencijal leve stra-
ne gornje jedna&ine sa nulem dobidemo

6%dx + dy - #8in y dy + 6%° dx = O,
odnosno
(ex+6k2)dx + (1=8in y)dy = 0,
odakle Je
2 3

Primer 3. Nadél izvod funkelle zx“4+x = ¥ +Ve
Refienj)e. Izjednadavajuéi diferensijale leve i desne
gtrane date Jednadine dobi jamo

2xdx + 4x = 3v°dy + dy,

odakle Je

u%z_ - 2xv+ 1
z Z

37"+ 1
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Primena izvoda

Téggenta i normala krive

Kao #to smo videll, geometripki, u Dekartovom pra=
' vouglom koordinatnom sistemu prvi izved £°(x) funkoije

'y = £(x) , predstavlija kosfisient pravea tvangen—
te povudene u tadki M(z,£(x) ) krive &lja Je Jednalina
y=£(x). Jednadlma prave kroz Jjednu tadlu My (xl,yl) glasi

“V = ¥y = k(x-»xl)o

gde Je k - koeflolent pravea, pa za slula] tengente imamo
y=yy = v§ (z=%7)

gle Je ¥} izvod fumkolje y=£(x) u tadkl My(xp,¥9)

2

Primer. NaplBi jednalinu tengente krive y=x“=2x=3

1 $adki Ml 8ljs Je apoisa X, = 0.

Prvo nalazimo ordinstu tadke Hl iz Jjednsdine kri=
ve koja iznosi =3, %J. yy= =3

izved funksije je y'=2x=-2, dlje vrednost za
xwxlmo Je -yi-?.O—Q m e,

U nafen slelaja Je 31-0; y1=m3; yi = wg pa Jjedw
nadina tengente glasi

y+3 = 2(x=0), odnosno ys=2x=3.

Primer 2. ¥epli$l jednadinu tsngente kxrive y=x+ln Z
u njeno) Htalkl El(l s 1)

Redenje. Prvi izvod fumlmije Je
yi=l + «-}:-, odakle dobijamo za x;=1 da Je

yi 2 1+ —%- = 2, pa ée jednslina tengente glasiti
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y=1 = 2(x=1), tJ.

y=2%=1,

Heks Je Ml(xl, yl) tatka krive K, a njena
tangenta v Galdlkl Ml’ Prava koja prolazi kroz tadlu ml i
gtoji normalno na tl naziva se normals krive K. Njena je=~
dnadina glasi

1
V=yyE = =2y (X=%q).
1 ¥i 1 v
Primer. NapiBli Jedusdinu normale krive y=2e* u nje=
noj tadki M, (0, 1)o
Refenje. Za y=2e* je y’=2e*, odakle je yimzexl =

= 26° = 2, pa jednaBina normale glasi
V=1e =g (x=0), td.

¥ = = u%n x4+ 1.

Ugeo pod kojim se seku dve krive

Pod uglom preseka dveJju krivih ¢y i o podrazumneva
se ugao izmedjun tangenata tl i tg povudenih na obe krive
u njibove] presedno] taBki, slike 3.

Primer 1. Haéi ugao pod kojim se seku krive y=12

i
1

Y B ez o,

x

Refenje. Prvo nalagimo tadku njiboveg preseka, rela-
vanjem jednadinag datih ¥rivih. Take je x2 = —%— o, odakle je
z” = 1, %to znedl de Je =x=1. Zamenom nadjene vrednosti ze
£ % Jednoj Jednadini, nalazimo da Je y = 1, ¥to znadi da
ge krive sekn v talki ¥ (3, 1).

Koeficient praves <Y tangente tl na krivu y=12 u
tadki M doblja se kao vrednost prveg izvoeda funkoi je y-x2 u
t0] taBki. Za y-xg je y’=2x, odakle Ey=2.1 = 2,

Koefiolent pravea K, tangente 1%, na lkrivu y= -%—

30



o

sL.3

uw talki M doblja se takodje keo vrednost prveg lzveda fu=
nkalje v = m%m u te] talkli., Za y = --%- je y'= = mlg, oda=
x

kle Je K@gméﬁf@mla

Sads se ugec 5 izmedju tangenata tl i 1:2 nalagi
kao ugeo izmedjw pravibh 8ije koefioljente pravea K, i Kl
znawo, t3. po obragown

g W=
+. oBq

%0 u nalen slulaju da;le’

7nadi da se dste krive seku pod uglom W= avo tg 3.

Primer 2. Haéi ugao pod kojim kriva ¥ = ln x sele
X 0Bt

9l



Refienje. U ovom sludaju treba naél koeficlent pra=—
voa toangente krive u njenoJ presedno] talki sa x osom.Ka-
ko kriva vy = 1ln x sele x osu u talki x = 1. bide u toj
talki vrednost prvog lzvoda y’=l, poiito Je za y=ln x y’s=

L, ¥to znabi da jJo tgw= 1, odakle se dobija da je ways®,
Znadi, kriva y=Iln x sele x osu pod uglom od 45°,

Teorems Rola (Rolle) i lLagranfa (Lagrange)

Rolova feorems. Nake je funkoija f£(x) neprekldna
u intervalu (a,b) i neka ona ima izved u svakoj talkl toga
intervala. Ake je £(a) = £(b) = 0, <tada postojl bar jed-
na vrednost § iz intervala (a,b) tako da Je £7(¥) = O. ‘

Dokaz ove teoreme je geometriski ofigledan, slika 4.
Pako, ake je £(a) = 0, funkeija =£(x) polev od x=a ras-
e 111 opada. Ako funkelja £(x) raste, ona ne mo¥e shalno
da raste, podto Je £(b) = 0 veé ée da raste do neke vred-
nogtli x =% , a zatim de da opada, Eto znall da v talki ¥
iz intervala (a,b) funkeija £(x) dosti%e maksimum. Kako
funkelja £(x) ima izvod u svako] tadki intervala (a,;b) to
u ovom sludaju mora biti £°(g) = 0. Istl se zakljulak iz
vodi ake funkeija £(x) polev od =x=a opada.

Ako Je £(x) = 0 ga sve vrednosti promenljive x
iz inbervala (a,b) tada Je 1 £°(x) = 0.

Rolova teorems vafi i kada Je £(a) = £(b) = o.

Legrentieva teorema, Neka je f(x) neprelidna fun-
koija v intervelu (a,b) 4 neks ona ima izvod u svako] ba=
8ki toga intervala. Tada Jje

20)=£(a) . pr(5), a< §<b.

%a dokaz Lagranfeve teoreme posmatrajmo‘funkoiau

F(2)=2(x) = ££3%§§£51 X

Punkoija F(x) Je neprekidna i ima izved u svako]
tatki intervals (a,b). Kako Je
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a £ b a £ &, ' &
st.4

?(a) = £(a) = gﬁ%—:ﬁgﬁ o

F(b) = 2(b) - ££E%§§££l b= Eﬁﬁ&%ﬁ%ﬁ&hl .

to je F(a) = P(b) pa prema Rolovo] teoremi je sza neko ¥
iz intervala (a,b)

p(E) = 22(F) - HB=EA) o o,

odakle Je

» %Qa f’(g), a<'¥ < bo

Poslednja joednadina mo¥e se mapisatli 1 w obliku

#(b) = 2(a) + (b-8) £(F).

4ko se steavli bmath, odekle Je b=a = h, Hade Jo F=at+ @ h
gde je 0<@<1l, pa predhodni obrazec doblja oblik

£(a+h) = £(a) + h£'(a+ 6h)
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41 naziva se obrazaso konadnog priraftaja.

Teorema Lopitala (L’Hospital)
Potsetimo se da se igzved funkeije £(xz) wu tadki
ma (za x=a) definife kaos
() =L
£7(a) = 1lim _f._%:..;ﬁé).
p I ]

Weka Je

7 = réf%

i neka je 2£4(a) = 0 1 £,(a) = 0. Tada Je funkoija F(x)
ga xma prividno neodredjena tipa -sg-» o

Iz
. ( 2 i’l(x)-fl(a)
M2 - zrEy 'r;m"-’rc-r
Je
PCRNO)
1lim I(x) = 1im m = lim Wrmjﬂ——
E—8 K-8 Z—B _..:._-m
£o(®)=2,(a) :
“% - 1tm fi ) £4(x)

= limm

.

a to je teocrems leopitala.

Ako jo lim £,(x) mco 1 1im £,(x) s oo,
Cz—d =—b

tada Je funkelje 94



£.(x)
1
') = 713y
za x=b prividno neodredjena tipa {EE o

Kao u predhodnom sludaju i ovde se moZe dokazatl
da Jes

1lim P(x) = lim Tlg-; = lim ;ié;; .
x—b p o x—b 2

2
Primer 1. Nadi lim _,.:522.. .
X2

Redenje. Ovde Je fl(x) = xemx-2, fz(x) B X=2,
f1(2) a 0, £2(2)=0, pa Jes

2
11m§~§_‘§*2‘3311m§32&§§§-21n11m§{l-a3,

p S X2 X2
Primer 2. Naéi 1lim }:QQEEEM .
= z

Re#enje. Kako Je

£.(x
P(x) = l:9§§n§ = ?%%E% s gde Jo f(x)= l-008 x,

£,(x)=x® 1 gde Je £.(0) = 0, - £,(0) = O,
t0 se ovde mole primeniti Lepitalova teorema pa és bitis

‘ (
1im &:goa Z . 14m sin x _ 4?1 )

s gde Je
x x

X0 -0

Qoz(o)” @2(0) 2 Q,

%o zna¥i de se sada na igrasz
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mo¥e primeniti Lopltalova teorema i bides

1im sinxx = 14m 298X - 1 ]
x—0 -0
Dakle je
1im 308X . 1,
=0 x

X
Primer 3. FNadil lim ex o

Hom OO

Re¥enje. Fako ovde imamo neodredjeni izraz tipa
£2 , 40 se u ovonm sludaju mo¥e primeniti Iopitalova teo=
rema i bide:

z Xy b-4
<] € e
lim-i-’_ﬂ lim%}vﬂ liml—ﬁoo.

p ] X0 X—p OO

Primer 4., Naéi 1lim (ég; - x) tg x

Je

= -?

Refenje. Ovde se Jjavlja neodredjeni izraz tipa 0.co.
Med jutim, ako se lzrasz (;%_ - x)tg x napi¥e u obliku

7
- X
“g;%g"i' 40 se sada Javlja neodredjenl izraz tipas

0 s & primenom Lopitalove teoremes dobl ja se:
G

(jf - X)? - : .
1im;?;§$§-§77 = 11m’~_:fﬂ=%m=m = limlysinzx = le
x~»§L xa—ﬁ; 8in“x xa—ih

Asimptote

Posmatrajume lriva y=£(x) 1 na njoj ta¥lkm M(x,¥).
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Ako se tadka ¥ pomera po krivo] tako da kada Jjedna njena
koordinata te¥l beskonalnostl, rastojanje tatke M od neke
prave te’i nuli, kazademo da je ta prava asimptota date kri=
ve, Drugim refima, asimptota Je prava koja se sa krivom do-
diruje u beskonadno udaljenoj tadki (slika 5).

1'%
>

sL.5

Razlikujemo vertikalne, horizontalne 1 kose asimpto-
te krivih.

Vertikalna asimptota

Prava z=a Je vertikalna asimptota kvive y=£(x)
ako Jesg !

lin £2(x) = + o,
2-=8

Primer 1. Kriva y = zly 1ma za vertikalnu asim-
97



1
ptotu pravu x=2, Jer jJe lim ==g = too.
X2

Ovde Je 1lim E%Z =co . dok Je I lim 'i-%-? = = 03 4g81ika 6
x-=2+0 ) X—2=0

SL.6

Primer 2. y=In(x+l) 4ima vertikalnu asimptotu.To
Je prava xz= <=1, jer Je

lim In (x+l) = =o0, slika 7.
X~ =]

ystaties)

SL.7
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Horizontalna asimptota

Prava y=b Je horizontalna asimptota krive
y=£(x) ako Je

lim £(x) = by, 111  lim £(x) = by

R — oo X o o oD

Primer 1. Kriva y=e®+1 ima horizontalnu asimpto-
tu prava y=1, Jjer Je

lim (e*+1) = lim (e™*+1) = 1, slika 8.

X — = 0O X - =]

ya ete1

I

sL..8

Primer 2. Da 1i kriva y= 25_;_;_ iwa horizontaluu

asimptotu?

2%=1 1
Kako Je lim-—x—-- lim(zmﬂi—)-Q,

H oo R-or cO

to pomenuta kriva ima horizontalnu asimptotu; to je prava
y=2, Da 1li data kriva ima i vertikslnu asimptotu? (vde tre=
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ba da ¥y~ oo , kada x— a. U nafem sludaju imamo da

y-co kada x—— 0, Jer je lim ?,_I_;_E’_J;_ = +oo, te

' X - 0
lim?-!%:l-'-=+oo i lim?-;;-—l-:-oo,
X-==0 X—= +0

#to znali da je prava x=0 (y osa) vertikalna simptota kri=

e

y= 22l s1m 9.

Y
1
— X
1
sL.9
Kosa asimptota
Kosa asimptota lrive y=£(x) Je prava
y= kz + b
Posmatra jmo ragliku
d(!) =2 h'*b"‘f(x)o T eee (1)

Kako prave y=kz+b dodiruje kriva y=£(x) u beskonadnosti,
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to d(x) ~—0, kada x-= oo , pa takodle 1

g%l -0 kada X o2 5 B

X + ._?:.., - %’El —~ 0, kada x-—=oo , odakle Je

ksnmfﬁx-’-‘;)-, 3. klslim?-%l
X~ 0O . X oo

£(x
ky = 1in ,.,%_J.

K e am O
s druge strane iz (1) Je

1im [£(x) = kx = b] = 0, %I

B O

b, = lim [£(z) = klxj

X —e 4 O

b, = lim [£2(x) = kyx]

F —o= @ G

Primer 1. Naéi kosu asimptotu krive
o . .
y = E e 1

T2
Redienje. Jednadive asimptote Je

y= kx+ by gde je
E el

2
k = 1im 2(x) . 14m E2 . 1m Ezzl. -
x x x°4+2%
K~ o0 B e S Koo 00

1o
= 1lim T . _§_ @ 1, Kada smo na#li

oo oo 1t w%—

tra¥imo b po. obrageu
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b= lim[f(x) - kx] =

X e @
2 2 2
- lim[k =1 _ ]= 14p E=1 ;+x =2x _
x-\—oox+2 X~ O
23~1 2= <=,
w0 T X @s,
= lim -E-i;-!- = lim (-:-l-:-:g:) = —I = e

X oo o0 X o0 X

2
Znadi, kosa asimptota lxrive y= 5;5%« s Blika lo, Jjeste pra-
va

YV = X2

8,10
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Ra#idenje i opadanje funkol je

Posmatrajmo fuukeiju y=£(x) koja je definlsana na
intervalu (a;b) 1 ima takodje izvod za sve vrednosti pro-
menljive x i1z tog intervala.

U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu funkci=
ja y=£(z) predstavlja kriva liniju, a prvi izvod funkeije
predstavlja koefiocient pravea bangente povudene u datoj ta-
8ki krive.

Tadke krive u kojima je tangenta paralelna sa apsol-
suom osom naszivaju se staclonarne talke. U tim tadkams je pr~
vi izved Jedmak nulu, %J.

£2(xy) = £7(xy) = 2 (xq) = £'(x,) = 0.

Tadke Mys My, MB i Mu izuzev tadke MB’ dele lukove krive u
delove gde kriva raste 1 gde kriva opada, slika 1l.

My
‘M M3 2
Mz{
: X
a X X2 X3 X¢ b

sL.11

Tafka u x0JoJ] krive prestaje da raste da bi polela
da opada naziva se tadks weksimums, a talka u kojo) kriva
prestaje da opada da bi podels da raste nagiva se talka mi=
nimuma, Teke su na sliel 11, M, 1 M, tatke makesimume,
dok je M, tabka minimuma. Vrednosti fumkelfje £(x) v ta-
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Skama xi 1 x, su njeni maksimumi, a vrednost funkoije
£(z) u tadki X, je njen minimum. Maksimumi i minimumi
funkoije £(x) zovu se ekstremne vrednosti. Maksimum je vre-—
dnost funkeije kojJa je veba od obli¥njih vrednosti, a mini-
mum je vrednost funkcije koja Je manja od obli¥njih vredno-
sti. Mo¥e u jednom intervalu maksimum funkcije da bude ma-
nji od njenog minimuma slika 12, gde je maksimum u tadki Ml
manji od minimuma u tadki Mz.

M2

sL.12

Eriva yef£(x) mo¥e imati ekstremne vrednosti u nekim
talkema a da prvi izvod u tim talkama nije jednak nuli, kao
%to se vidi na sliei 13, '
|4

Mi

sL.13
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gde kriva ima maksimum u tadki M, a minimum u tadki U,
U ovim tadkama ne postojl prvi izvod, jer u tim tadkama kri=
va nema Jjednu tangentu.

Da bi funkeija y=£(x) imala u ta¥kl x=x, paksi~
mum, treba da levo od te talke, tJ. od talke =x;=h, gde Je
R >0 i dovoljno malo, kriva raste, a njena tangenta u ta-
8ki xl-sh zaklapa oftar ugao sa pozitivnim pmerom apscisne
oge, tJ. i"(xl-h) > 0, slika 14. Desno od tadke x; Ikriva
opada, a njena tangenta u %adki x1+h zaklapa tup ugao ®a
pozitivnim swerom apscisne ose, pa je f’(x1+h)< 0. Da bi
funkeija y=£(x) imala w tadki =x=x, winimum, treba da Je
2 (xy=h) <0 i £?(xy+h) > 0. Zna¥is Doveljan uslov za me=
ksimum funkeije y=£(x) u tafki =z, Je £'(xy) = 0 1 za
dovoljno mali pozitivan broj h da Je f’(xl-h)>0 i
£7(xy+h) < 0, a dovoljan uslov za winimum funkeije y=£(x)
u tadki x, Je £(x,) = 0 1 da je f”(xz-h)< 01 f’(x2+h)
>0. Sam uslov f’(x3) = 0 bez promene znaka izvoda u oko-
lini tadke Xq pije dovoljan za maksimum 1 minimum kao #%o0 .
+o pokazuje primer fumkelje an, za koju Je y’==3x2=o za
x=0, dok jJe 3(—h)2> 0 i 3(+h)2> 0, pa kriva stalno ras-
te, slika 15.

My

Mz

l) X
sL.14
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y=x?

sL.15

Znabi, da bi funkeija f£(x) 2za ono x5 koje zado=
voljava jednadinu f£7(x) = 0 imala ekstremum potredbno Je
i dovoljno da prvi izvod £*{z) umenja svoj znak pri prola-
zu kroz X . Ako £7(x) menja pozitivan znak u negativan ko=
da x 1ide 8 leva udesno, tJ. rastuéi prolazi kroz X, s el
stremun 6e biti meksimum, a ako izved £°(x) menja negati=
van znak u pozitivan, ekstremum ée biti minimum.

Primer 1. PFunkel ja y=x2—2x ima prvi izvod yi=2x=2,
Ovde je ¥'=0, tJ. 2%=2=0 zma =x=1. Kako je y’(x)=2:=2 < 0
za x <1, y(x) =0 za z=l, a y'(z)> 0 z3 =x > l,zna-
84 da za zx=1 funkeija ima minimum. Vrednost ovog minimuma

dobija se iz same funkoijes

y(x)812m2x za x=1, %J. yminny(1)812w2.1= = 1,

glika 16.
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",1\1/,

M

§L.16

Primer 2. Funkelja y= cos x ima prvi izvod
y= - sin x, a ova) je Jednak null za. xak K /k=0,+1,42,
eoo/o Tako Jje y’=0 wa x=0, pa u tatki x=0 funkei-
ja y=cos x mo¥e lmatl ekstremnu vyrednost. Kako je le=
vo od nule, tj. za x==h (h pozitivan 1 mali broj)
y'= = sin(=h) = sin h > 0, a za x=h Je y?= = gin h< 0,
to u talki x=0 funkeija y=cos T ima maksimum, slika 17.

¥

g NE L
-1

§L.97

e

Vrednogt ovog maksimuma dobijamo kaeo vrednost funk-
oilje y=eo8 x 2a =0, tj. ¥ )" 608 0 = lo
Utvrdiivenje ekstremme vrednosti date funkeije na
osnovu ispliivanja promene znaka njeneg prveg lzvoda mo%e
biti slofen posaoc. Zato Gemwo ovde navesti kxiterijum za ma-
Eeimun i minimums
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Da bi funkecija y=f£(x) u tadki x, imala ekstre-
mum potrebno Jje 1 dovoljne da Jje njen prvi izvod u toj ta-
8ki Jednak null a da izvod najniZeg reda kojli u toj tadki
nije jednak null bude parnog reda. Ake Je ovaj izvod nega-
tivan, funkolja ée imatl maksimum, a sko Jje ova] izvod po-
zitivan, funkeija ée imati minimum.

Ako hodemo da nadjemo ekstremnu vrednost neke fun-
koije koristeél gornji kriterijum treba da postupimo na sle=

deéi nadin:

1. Za funkeiju y=£(x) nadjemo njen izved £°(x)
i ova] izjednadimo sa nulom. Zatim reXimo Jednadinu £°(x)=
0 po x. Neka je redenje te jednaline X=X .

2. Sada nalazimo drugi izvod funkoije £(x), +J.
fu(x), posle dega odredjujemo njegovu vrednost uza x=xo,tj.
f"(xo). Ako je f"(xo) > 0 onda funkeija £(x) =za X=X,
ima minimum, a ako jJe f"(xo)-< 0, funkeija £(x) 2za X=X
ima maksimum. Ako je f"(x°)=o pitanje ekstremuma moramo
nalmadno refavati. Zato nalazimo f£"(x), pa sko Je fm(xo)fo
onda funkeija #£(x) =za %=X, nema ekstremnu vrednost, a
ako Je f”’(xo)-o moramo nadi f(h)(x). Ako jJe fca)(x):> 0,
funkeija £(x) 2a x=x, ima minimum, a ake je ¢ b (xo)<10
ona za X=X ina maksimum. ’

Ako jednatiina £/(x)=0 ims vife reSenja ispitivanja

vr¥imo za svako dobljenc refenje.

Primer 1. Naéi ekstremnu vrednost funkeoije y=xa-4x.
Frvo nalazimo njen igvod, tj. Y’=hx3=4. Ovaj izved igjedna=
8avamo sa nulem, tj. stavl jame hxa-h=0, odakie dobijamo je=
dino njeno realno refenje =z=1l. Znadi, funkeija y-x“-hx bi
za x=]1 mpogla imati ekstremnu vrednost.

Sada nalazimo drugi izved funkoije, tj. £9(x)=12z2.
Vreduost £1(x) za x=l Je £161 =12.1%=12> 0, ti. 2701505
Bto znali da funkoije y=£(x)=x =iz za ==l ima minimum.
Kdzgovu vrednost nalagimo iz same funkoije, tj. ymin=f(1)'
2] =l.lelel = =3,

Primer 2. Naéi ekstremnu vrednost funkwije £(x) =
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= I1nx/x. Kako je sada £°(x) = (L-lnx)/x2 0 je £7(x)=0
kada je l-lnx=0, odakle se doblja Ilanx=1l, odnosne X=e.Zna-=
81, za x=e funkelja P£(x)=1nx/x moZe imatl ekstremnu vre-
dnost. Njen drugi izvod jJe

£7(x) = (2lnx = 3)/23, odakle se dobija da Je

£1(e) = (21ne - 3)/e2(2-3)/e> = ~1/e’< 0, t3. £"(8)<0
pa funkolja y=lnx/x za =x=e dobija svoju najvebu vrednost
- 8vo] maksimum. Vrednost ovog wakslmuma dobiéemo iz same fu=
nkolje za z=e, tj. f£(e)=lne/s = 1l/e.

Primer 3. Naéi ekstremne vrednosti funkoije y=f(x)=
=x3 @ 12X,

ovde Je y'af'(x)=3xP-12 1 £'°(x)=0 lada je 3x°~12=
=0, odnosno x°=4, odakle je x1,0%% Vi= + 2, Znabi £°(x)=0
ako je =x=2 111 x= =2, Drugl izvod funkeije Jje 2(x)=bx .
7a =x=2 vrednost drugog izvoda Je £"(2)=6.2=12 > 0,t]. f"(2)>0
$to znadi da data funkoija za x=2 ima winlmum. Za x==2
vrednost drugog izvoda je f"(_2)=6(-2) s «12<0 #&to znadi
da za x= =2 funkoija ima maksimum.

Vrednost minimuma, odnosno maksimuma dobiéemo iz fun-=

koije, tde ¥p4.= Yoy = 8 = 2ba =16, Ynax™¥ (= 2)= =8+24 = 16

X
ISPITIVANJE TOKA FUNKCIJE.GRAFIE FUNECIJE

Ispitivati tok fumkoije £(x) 2znadi odreditl interva-
ie w kojims ona rasbte, nadi one vrednosti promenljive =z 2Za
koje ona ima ekstremne vrednostl i odrediti intervale 1 koji=
ma funkeija opada.

Fajde#be se tok funkeije prikazuje njenim grafikom n
koordinatnom sistemu. U koordinatnom sistemu grafik funkoilje
y=£(x) Je neka linijs, najSe¥ée kriva. Ordinata y ove kri-
ve predstavlijas vrednost funkeljle za datu apgoisu X.

Pri ortanju grafika funkeije y=£(x) potrebmo Jje od=
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reditis

1. Intervale u kojima jJe data funkeija definisana,
kao 1 njeno ponafanje na krajevima tih intervala.

2, Odredlti nule funkeije, t}. naél one vrednosti
promenljive x za koje Je £(x)=0.

3. Naél asimptote krive y=£(x).

4. Odreditl ekstremne vrednostli funkelje, staclona-
rne tatke krive.

5. Iz esvege prethodnog zakljuliti v kojim intervélim
ma funkoija raste, a u koJimzs opada.

Postupak ée mo igneti u nekoliko sledeéih primera:
Primeyr l. Naorta] grafik funkeije y-xjan.

1. Definisanost. Date funkelja Jje definisana za sva=
ko xg (=00, o), Kada X = =0, y-»m=moco, a kadas x—+ o9

y-poo o

2. Bule funkeije. Punkeija je Jednakas nuli, $Jj. y=0
kada je x3n3x-0, odakle je 1(12-3)-0. Ova jedna8ina ima
tri refenjas =0, =x,= V3, xq= = V3.

3. Asimptote. Nema,

4. Fkstremme vrednosti. Da bismo na#ili ekstremme vre-
dnosti date funkoije moramo naéi njen prvi i drugi isvod.Inma=
mo¢

V= meBx, y’=312-3, yimbx.

Sada izjednalavemoc vrednost prvog iszveda sa nulom, tJ.
8tavl jamo

312 = 3= 0

1 redSavamo datu jednainu. Hjlena redenja su xlal, xy= =},
8to znadi da krive u ovim tafkems mo¥e imati eketremum,u Bta
demo se uveriti pomodu znaks drugog izveda. Xake je y¥ 1)-
6 >0, to n ove] tadki kriva dostife svo] minimum; njegova
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vrednost Je Vpin=¥(1) = 1=3 = =2, %8 X = =1 je y" )"
= =6 < 0, 5to zna¥l da kriva u tadki x=-=1 ima maksimum ,
sa vredno#éu ymaxgy(-l)n =43 = 2,

Sada imamo sve potrebne elemente za ortanjs grafi-
ka funkoije. Prvo ucrtavamo njene nule - \/5, 01 V3. za=
tim tadku maksiwuma Ml(w1,2) 1 tadku minimuma M2(19m2)a
¥riva raste od - ©2do maksimma 2, a odatle opada do mini-
muma =2. 04 minimuma =2 kriva nadalje raste do +o2,8li=
ka 18,

8t.18

Znadl, za %€ (soo, =1) funkeija raste, za ==l
ona dostlle meksimum 8ija je vrednost 2; za 2€ (=1,1) fu=
ukoija opeda, za == -1 ona dostlZe minimum 81ja Je vred-
nost =2. Za xzc¢ (l,00) funkelja raste. Tunkeija Je Jedna-
ka nuli ake Je z= = V3, z=0 1 x= V3.

Primer 2., Naorta) grafik funkelje ymx/(l-%-xz)
oOova funkoija je definiseana za svako z ig 1n°ﬁ;arva—
la (=09 ,0°), %8 x=<co Je lim x/(1+x Y= 1im x’/(l—s-x )t

oo O R e an D
= 1im 1/(1+2%x) = =0, dok Je za x—+=< lim x/(l+22') =
X -~ w0 O g‘mo‘s
e 1im —>% = lim T’%’Tx a +0., Znadi da Je osa ¥ horiszo=-

x»o:i 1+ ) i K-om <O
1




ntalna asimptota krive.

Dalje Je y=0 ako Jje =x=0, &to znall da kriva pro-
lazi kroz koordinatni podetak. :

Sada nalazimo prvi 1 drugi izvod funkeije. Imamo

y=x/(14x),  y'=(l=x2)/(1+x2)2,  yv=(2x=6x)/(1+3°)°,

odakle je y’=0 za 1-x°=0, tj. za x=1 1 x= =1. Kako
je yt ~1)° 1/2 > 0y, to0 z2a x= =1 funkeija ima minimum.Vre-
dnost oveg minimuma je yminay(_l)z =1/2. Za ==1 Je y"cl) =
= =1/2 < 0, ¥to gnadi da funkoija za x=1 ima maksimum,¥1ja
Je vrednost ymxﬂy(lfl/ze Posto Je y?(O =], znadi da kri-
va sele x=08u u koordinatnom poletku pod ugleom L pri femu
Je “tgoza 1, odakle se dobija da je ol = 459,

Grafik fuunlkei je Wx/(lmz) prikagan je na sliei 19.

§L.19

Primer 3. Nacrta) grafik funkeije ye(xz+1)/(x=1).

Data funkoija jeo definisana za svako x¢ (=oo,09)
izuzev za =z=1l. Za xz=1 imenilac Je jednak nuli, & broji-
lae razliélt od nule pa funkelja dobl ja beskonsdnu vrednost.

_EZ+l w4+1)?
28 - =oo je lim Mm%iﬁ?%p 1.

H o a2 PO F o €D

el 1)
Za x-= +°° Je lim £=3 = liw %?ET%“V‘ 1.

T oD e
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X+
7Za x-—-=1=0 Je 1imm—n00.
K= 1e=0

7a x-=1 4+ 0 je 1lim %E% = o0,

X 1+0

Znadéi da Je prava y=1 horizontalna asimptota, a
prava x=1 vertikalna asimptota lrive. Kosih asimptota
kriva nema.

Funkei jJa Jje Jednaka nuli, tJ. =0, ako Jje x+l=Q,
t. ako Jje %= =1; ¥bto znadl da kriva ssle esu x u tade
ki =1,

Za funkeiju y=(=+l)/(x=1) Je

V= (x=lemx=1) /(x=1) = =2/(x=1).

Vrednost prvog izvoda ne mo%e bitl Jednaka nuli ni
za koje konadno x. Kao ¥to vidimo, znak prvog izvoda Je
stalno negativan, #to znadi da funkeilje stalno opada. Gra=
fik funkelje prikazsy Je na slisl 2e.

|
N
ﬁ///

sL.20
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Primer 4. Nacrtaj grafik funkeije y=(x2—8)/(x&3).

Tunkel ja nije definisana za x==3, a za sve osta-
le vrednosti iz intervala (=oo ;o0 ) Je definisana. Prava
%= =3 Jje vertikalna asimptota krive. Horizontalnih asimp=
tota kriva nema. Kada X~ =3=0, y-= =o° , a kada x==3+0,
y—— +oo . Kosu asimptotu krive traZimo u obliku:

v = kx+b, gde Je

2 2
(x X8 X w8
k=lim-§-2=lim§m—limm
2
- E=8) 2x 2x)?  _
= 1lim Eég:;;%—’ lim m 1lim r&i_’-_%v
X ~eo K oo X oo
= lim 3= = 1,
X oo
2 2 2
X" =8 _ X" =B=x :25 -
b o= 1im[f(x)~k;]= lim[;§;§ -; = lim - =
E-= oo Xm0 X - 00
= i 3% < 210 (GB3X - 1m 3P - - o
X = o0 X oo X O .

Znadi, kosa asimptota krive je prava y= x=3.
Prvi izvod funkeije Je

2x(x+3)—§2+8 - x°+63+8 ,
(x+3)£ (x+3)2

pa je y*=0 ake Je x2+6x+8 a 0, tJj. za xl’2= w34 J§:§=

= =3+l xy= =2, Xy= =, Bto znali da za x==2 1 za Z==l
funkeija mo¥e imati ektremum. Sta de biti u tim tadkama ut=
vrdjujemo pomodu drugog izvoda, 3ija Je vrednost u ovom slu-
Saju y"s2/(x+3)3e 7a x= =2 je y"(ﬁg =2 >0, #bo znaél da
za x= =2 Pupkelja ima minimum. Vrednost ovog minimuma Je
Ymin = 3’(n2)=(4ﬂ’8)/1 8 =lf, Za %= <=4 Je y¥ -l B =2 £ 0
gto znadi da zg x= =4 funkolija dosti%e svo] maksimum, &1ja
Je vrednost y . = y(_h>=(16—8)/(—1) = =8,

e
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Funkeija Je jednaka nuli, tJj. v¥=0, ako Je x2-8=0,
tj. ako je =z=+ V8.
Grafik ove funkeije je kriva prikazana na slieil 21.

Si.21

Primer 5. Nacritaj grafik funkeije y=x In x.
Data funkoija Jje definisana za x > o¢ %8 x - 0
je 1imy = lim x 1n x = lim ~§§ = 14p 38X o
2°
x =0 x+=0 =0 % X0 ‘X

= 1 =g = ln (=z) = =0.
=0 .2 X0

x

78 x-ce , y—oo o Za m=l Je y=0.

Eoko je y’=lnz+l, %0 Jje y’=0 ako Je Inx+l=0,
t3. lux = =1, odakle je =z=1/6. Dalje Je y¥=l/xz >0 284
% > 0, §to znali da krivae lme minimum u tadki G1lja Jje ap-
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seisa 1/e. Vrednost ovog minimuma je Ypin™ y(l/e) =

. --%:- ln ~i- = =1/e. Grafik funkeije je prikasan na slioi

22,

K X

-7 8L.22

Konveksnost i konkavnost. Prevojne talke. Posmate
rajmo krivu y=£(x). Ako sBu ordinate krive sa obe strane
dodirne tadke My vede od odgovarajudih ordinata tangente
dok se talka M; pomera po luku AB krive, slika 23 a),ka=
%e se da Je kriva konkavna u pogitivnom smeru ordinate.

Ako su ordinate krive y=f£(x) sa obe strane dodir-
ne tadke M, dok se tadka M, pomera po luku AB krive,
slika 23 b), ke¥e se da je kriva konveksna u pozitivnom sme
™u ordinate ose y.

4ko su u neposrednoj okolini dodirne tadke M, ordi-
nate krive sa Jedne strane te talke vede a sa druge strane
manje od odgovarajuéih ordinata tangente, slilm 23 o), kale
se da Je tadka- M, prevojna tadka krive.

Ovde navedimo pravilo pomodu koga utvrdjujemo da 1i
je kriva y=f£(x) konkavna 11i konveksna.

Neka je y=f(x) kriva 1linija 1 neks je M, (x5 ¥q)
tafka na njoj. Nadjimo izvode f’éx ), (x 1) f”’(xl),
sosoo idudi tako do omog izvoda 7P n% (xl) koji nije nula.Ako
Je red n ovog izvoda paran broj, kriva je konveksna u PO=
zitivnom smeru ordinate ose ako je f£\2 (xl) < 0 a konkave
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c)

st.23

al

na ako je fcn)(xl) > 0. Ake je red n dobljenog izvode ne=
paran broj,talka Ml je prevejna btalka krive¢
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Primer. Odrediti intervale u kojima je kriva
£(x) = sin x a) konkavna, b) konveksna a zatlm odrediti
njene prevojne talke, dok promenljiva x uzima vrednosti
iz razmaka (0,27 ).

Retienje. Ovde Je F(x) = sin x, £°(x) = cos8 x
£7(x) = - sin x, pa Je £"(x) < 0 za =x€ (0,%) Kto znadl
da je nafa kriva u intervalu (o,7 ) konveksna. Kako Je
£n(x) > 0 za ze (7, 27 ) zna¥i da je na¥a kriva u in=
tervalu (7%, 27 ) konkavna. Pokto je £"(x) = 0 za x=i
i kako je £999(%) # 0, pokto Je £°°(x) = = gos X, %o
je x =% tabka prevojs nale krive, slika 24.

1 y=8§in X

: 77-\\_/25(:
-1

X

sL.24

Pormula Tajlors (Taylor)

Iajlorova formula za polinom. Neks Jje dat polinom

3

2
P(x) = ag+ayx + B X" + BT+ eso * anxn o

Tada Je

P(x) = al+2g21 + 38322 + oo * nanxnml,

PPP(x) = 1.28y + 20385% + coo + (nml)nanxnﬂz,

PP(x) = 162,3a3 + soo (n—2>e(n-l)nanxnm39
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W) = 1,203 .00 neay,

odakle se za x=0 redom dobilja

- 2o <E"(0) P’77(0)
a=p(0), ay=Eqy=S,  8pIE=RTEy  BTIogPTy ceo

P(“) 0
8n = =TnT :
zamenom ovih koefieijenata u (1) doblbe se
P(x) = P(o) + El%%l X + E;%gl 2 + EL%%LQQ T+ ee
()
@6 a +£"ﬁ‘r‘£’9‘l Xn @00 (2)

Dati polinom (1) mo¥e se razlo¥iti po stepenima

(x=x), gde je x_nekl stalan broj. U tom sluéa ju polinom
0 0

(1) mo%e se pisati u obliku ‘

P (x,) Pr(x,)
P(x) = B(xy) + ““IT'“ (z=x, Y+ ""?T“" (x=x,, ) + e
()
L] + “Pﬂ-“”i’(’fgﬂ)' (x—xo)n . aoe (3)

Obrazae (3) naziva se Tajlorov obrazac za polinom,
dok se obrazac (2) nasiva Maklorenov obrazac za uoSenl po=
linom. )

7nala) Tgilorovog obrasca le%i u tome Bto se pomo=
6u njega mo¥e aproksimirati (deti pribli¥na vrednost) neke
odredjene funkeije £(x) wu okolini njene tadks x,. Tako
se funkoija £(x) koja Je neprekidna u intervalu (a,b) 1
koja ima u tom intervalu neprekidme sve svole izvode do
veda (n+l) mo¥e predstavitli u obliku

£2(x) = £2(x;) + f:g;gz (x=x,) + figiﬂz (x=x)%+ oo
f(n) (I )
sooe T --—T-- (z=x, » o+ Ry ooo (B

gde Jje
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£(n+l)[k + 8(x~=x )]

1
Ry = Iy T i

==X
o 9

(x«xo, x+xo) S (ab); 0 <8 <1

¥to znadi da se za pribli¥nu vrednost funkeije f£(x) moZe
uzeti

£(x,) + —ichz (x=x,) + ':;T”Z (x=x ) + eoo
()
oo + n=~m$f~2 (z=x e, ceo (5)

obrazac (4) naziva se Tajlorov obrazag za funkeijun
2(x). Ako je u njemu x =0 doblée se obrazac

£(x) = £(0) + ﬁ%ggl x + iﬁé%l 2 4+ eee +
+'£§%21 = + Rp» e )

gde je sada )
' (n+l) x +1

Rn'=""n+ 9 xe (ayb), 0<=@=1,

koji sé nagiva Meklorenov obrazac za funkeiju 2£(x).

Primer 1. Za funkeiju £(x) = ¢* napisati Maklore-
nov obrazac uzima Juéi prva trl njegova &lana.

Refienje. Ovde je: 2£(x) = e, £'(x) = &¥, 2#(x) =
= %, £999(x) = e, odakle je £(0)=£°(o)=£"(0) = 1, dok
je £999(9x) = e°*, pa prema obrasou (4') imamo da jJe

“ ex
f(X) 8 l+ITX+'§Tx+—3T;

Primer 2. Funkeiju £(x) = lux aproksimirati Tajlo-

- rovim polinomom tredeg stepema u okolini +tadke xomlo

ReSenje. Ovde je: #£(x) = lnx, £’(x)= m%w ’
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£1(x) = = “% y £979(x) = li% s f(a)(x) = = g;%, odalkle
P x

je £(1) = 0, £9(1) =1, £"(1) = -1, £??°(x) = 2 pana
osnova (5) imamo da je

2(x) = Tox~ (x-1) - E52 “‘"%)3

U ovom primeru ostatak Rn ima oblik
A

1 4 )
R B oo oo enomz m (x—l) 0 << O - 1 a
377 y[1+e(x=1)] ’

X
FUNKCIJA VISE NEZAVISNO PROMENLJIVIH

Posmatra jmo pravougaonik 8ije su strane x 1 y .
Povr¥ina ovoga pravougaonika menja se promenom bilo jedne,
bilo druge ili promenom cbeju njegovih strana, #to znadl
da je povr¥ina pravougaonilke funkoija njlegovih strana. Za=
pravo Je

P=xy:

Ake ugmemo prav paralelopiped 3ije su ivice =z,¥,2,
onda se njegova zapremlna izra¥ava obrascem

V = X¥%s

Druginm redima, zapremina paralelopipeda je funkelja njego=
vih iviea, tJ. ona je funkeija od tri nezavisne promenlji-
Ve,

U op#item sludaju, funkelja od dve nezavisne prome-
nljive x,y izraZava se simbolidki kao

z = £(x,¥),

1li kao
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P(x;792) = 0,

a funkeija od n mnezavisno promenljivih X19 Xpg ceey X
kao

n

¥y = f(xl, Xpy coey xn)
ili
F(xlg ng coeg xn, V) = Q.

Geometriski, u Dekartovom pravouglom koordinatnom
sistenmu u prostoru fumnkoi ja

z = £(x,y)
predstavl ja neku povr#. Tako, na primer, Jednalina

Ax + By + C2 4+ D=0

u Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu O0XYZ preds-
tavlja ravan, dok Jjednadina

X2 + Y2 + 22 = r2

u istom koordinatnom sistemu predstavlja loptu sa centrom
‘u koordinatnom poSetku i poluprednikom x.

Pareljalni izvodi

Neka Jje data funkeija
z = £(x,y)

dveju nezavimo promenljivih x i y. Tada se granidne vre-
dnosti

32 . yip ECEt Af;i)-f(x’Y)’

3X

AX— O
2%Z_ . 14im (x,y+ Ayz-fgx,yz’
ay AY

Ay —0

ukoliko postoje, nazivaju parcijalnim izvodima funkeije z=
_r(x,y) i to prvi po promenljivoj x,a drugi po promenlji-
vod . 122



Oznake
3% i ERA
ax 3y

#itaju se: delta z po delta x, odnosno delta z po delta v.
¥ao ¥to se 1z lgraza za

22 i 2%
X 9y

vidi, pri traZenju praciljalnog izvoda funkeije po Jjedno]
nezavisno promenljivej, druga nezavisno promenljiva se sma-
tra kao kounstanta.

Primer l. Za funkeiju

2= %0 + X+ y° + siny + 3

Je
[ X 3% _ s b
*gi“ 3" + ey v - 5y + 008Y,
po¥to se pri trafenju parci jalnog izvoda —- ¥y uzima kao kon=

shanta, a pri traZenju pareijalnog 1zvoda%§ z s8e ugima kao
konstanta.

&

Primer 2. Zs funkeiju

%= xEy& + S5xy + 2 - 3y2 + 2% = 5y + 1

Jje
7?;— = 3% y4 + 5y + 2x 4+ 2, 1%;— = a:3y3 + 5% =
-6y-5u
Primer 3. Za funkoiju
z = x¥
Jje
z_ ] L {
-g-z—- ny 9 -éLy- x" lnx.
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S1lidno se definiBu parcijalni izvodi funkeije vise
nezavisno promenljivih. Tako na primer za funkciju

u=3x5+2y3-za+3

Jje
au_ 4 au_ g2 an_ . .3
TE SR, Gyt 8L S e e

dok je za funkel ju

w=x2y+y2z+z2u+u2+3

W aw_ _ .2 2w 2

=z = 2%y, Sv =% +2¥ %y Tsm =V + 2z,
3w 2

Tu= =2 4 20,

Izrazil

9% 3%

5% 4 3 57 4

nazivaju se diferencijali funkeije z=2(x,vy) u odnosu na
promenljive =, odnosnc y, a izraz

_ 9% 2%
dz—ax dx+ay dy @

naziva se totalni diferencijal funkoije z=f(x,y).

Fkstremne vyedrosti funkelje vifie promenljivih

Ovde éemo igznetl samo potrebne uslove da funkoija
viZe promenljivih ims ekstremnu vrednost, po¥tc bemo u da-
ljem izlaganju posmatrati samo one sludajeve kod kojih de
nam ovi uslovi biti i dovoljni.

Da bi funkeija z=f(xz,¥y) inala ekstremmu vrednost

za x=a, y=b potrebno je da su njleni parecijalni izvedi

-aa-%- 1 -§-§—- za x=a, y=b Jjednaki nuli, tJ. da Jje

=R 0

55 = za X=8, yab,
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EXJNN

i za x=a, y=b

Isto tako, da bi funkeija od n nezavisno promenljivih
y= f(xl9 Xpy eocoy xn)

imala ekstremnu vrednost za X =85 xgaaz$ seey E,=D 5
treba da Je

af
2 Xy

2%
3%,

= 0, za  Xq=8qp,

Xp=8py eesy  XpFBe

Ako‘je funkeija data u implicitnom obliku, +J. u
obliku

F(xly xz’ soog %) = 0

potrebni uslovi da ona za Z =81y Tp=8gy oocy xﬁman ina
ekstremu vrednost su ’

aF _ 2F Fo= =
wéﬂ?x-{—(), ?«i—;—o,o..,%}: 0 za Xq=89,

Xp=8py esey Ep=2 e Ovi uslovi mogu se napisati 1 u obliku

"g"}? = () z28 xigai (1 = 1,2’ s00g n)-

Primer 1. Waéi vrednosti promenljivih = i y -za
ko je funkei ja

z = x2 -y2 = 2% + 4y + 5

moZe imatl ekstremnu vrednost.

Refienje. Tra%ene vrednosti za = 1 y dobljemo iz
uslova

Z 2
42 = 2x-2 50, 2L = 244 = 0,

koji su lspunjenl ake Je =x=1l, y= =2,

Primer 2. Napisati potrebne uslove da bi funkoija
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F(X,¥32) = Xy + Y2 + 2X = X + 2 + 1 = 0

mogla imati ekstremnu vrednost;
RefSenje. Potrebni uslovi su

arF  _ aF . . T
-a-E—-Y+Z—1=0,'8y X+z = 0, "52‘2“33""

+ X+ 1= 0

odakle nalazimo x = =1, y = 0,2 = 1,

Metoda najmanjih kvadrata

Uodimo Jjedan predmet 3ija je stvarna tefina x Je=
dinioa, ali nama nepoznata dok ne izvri¥imo njegove merenje.
Zbog moguénostl pojave sludajnih greBaka pri merehju teZine
datog predmeta, merenje njegove te¥fine obavljamo viSe puta.
Neka sus

xl’ ng vaeg xn

tefine nodenog predmeta dobijene na osnovu izvrSenih n me=
renja, Izmedju stvarne teZine =x datog predmeta i njegovih
teZina

xl, 32, .969 %
ustanovljenih na osnove =n merenja wogu nastupiti odstupa-—
nja, koja 6emo cobeleZiti redom sa

E,l, &2' @2 0.9 enc
FNa taj nadin va%ibe relacije

Xy =X e Cl

Xy = X =&,

o~ e ° ¢ e
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-zx =€ .
p = % n

Da bi se na osnovu teZlna Xy Xp9 veey Xy datog
predmeta dobijenih merenjem mogla &to bolje ustanoviti nje=
gova stvarna te’lina x, treba da su odstupanja & 19 Cé, oo
o0y € po svojim apsolutnim vrednostima #to manja, 111 #to
Je isto, treba da kvadrati ovih odstupanja budu #to manji,
11i ¥to je takodJje isto treba da je zbir kvadrata ovih od=
stupanja ¥to manji.

Drugim redima, stvarnu teZinu x datog predmeta,
8ije su teZine Xy Epy eees Xy odredjene na osnovu n Me=
renja najprivliZnlje Semo odrediti iz uslova. da zbir kvad=
rata odstupanja El’ 62, soey En bude najmenjl, tJj. iz us-
lova

n n
£(x) = z:: (xi-x)z = E 5?1 = minimum.
i=1 i=1

Da bi funkelja £(x) 4imala minimum, u ovom sludaju
je potrebmo 1 dovoljno da je njen prvi izvod jednak nuli,tJ.

da Jes
n

£ =2)  (x0) (-D) = o0
i=1
odnosno da Je

zfi (xi-x) = 0,

j=l
ili da Je

n

E Z, = nx = 0,

i=1
odakle se dobija

p o

K & ommmwem

Znadi, najpribli¥nija vrednost stvarme te¥ine x nekeog
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predmeta &ije su tefine ustanovljene na osnovu n merenja
redon Xys Xpy eeey Xy dobija se kao aritmetidka sredi-
na rezultata ovih merenja.

Uzmimo sada nedto opitiji sludaj. Neka su data dva

niza brojeva:

X x, Xy evey Xy 1 Y5 ¥99 Yoy eoey Y, soe(1)
i neka je data funkoija odredjenog oblika

£(x,y3 By Hpy coey ak) =0 0ee(2)

gde su 81y 8gy eeey By parametri.

Postavimo zadatak kako da odredimo parametre 2y
359 ece3 8y U jednadini (2) da bi ona bila najpribliZnije
zadovoljena brojnim vrednostima svih parova (xl, yl) (12,
yz), sooy (xn, v ) pomenutih nizova (1).

Posle zamene vrednostl za x i1 y u jednadini (2)
odgovarajuéim vrednostima parova (xl, yl), (xz,yz), soe g
(xn, Y ) neka nastane sistem jednadina:

- 2(xq, Vi3 8ys 8py eees 8) = &
£(x5, Vo3 Bys 85 ooy ay) =&,

00020 QO00000000CCOT OO 020008800 CO0
E(Zys Y3 8y 8py eces B = L.

Za unapred date vrednosti parova (xl, yl), Cx2,y2),
coey (xn, yn) parametre a;, a,, ... a,, o¥igleduno, treba
odreditl tako da velidine El, €9 o0e £, budu po svojo]
apsolutnoj vrednosti ¥to manje, 11l 8to je isto da gbir

nlihovih kvadrata bude ¥to manjii.

Drugim re&im39 parametre 815 85y eosy By treba
odrediti iz uslovas

n
B(ays8ps vevy &) = ) £20x,,7y5 Byafyy ey B
i=1
n .
= E:: ‘Ei = minimum soal(lf)
i=1
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Da bi funkeija F(al, Byy o0y a)) imala minimum,
u ovom sludaju je potrebno i dovoljno da su ispunjeni us-
lovis ‘

IF ar_ _ F_ .
gal"‘o, -é-az'o, LEREE] "QQ‘E;——O’

ko}i se prema (4) mogu napisati u oblikus

. 9z i
f(xi, Y33 8y9 8oy cecy ak)(-s_a—,)i =0
1
i=]l
n
£
D 2(xys vy5 ags 8y eeer 3)(EED, = 0 | .0(6)
= 2
i=1
n
£
PR C NI T EIPRENIC + i
=1 k -

Sistem (6) od k Jednadina sa isto toliko nepoznatih ay,
By sssg By omoguéava da se ove nepoznate odrede tako da
jednadina (2) bude najpribli¥nije zadovoljena brojnim vre-

dnostima svih parova (xq, yl), (z5s yz), coey (xn, yn).

Sistem (6) naziva se normalni sistem jednalina,
zbog toga #to je broj jednedina jednak broju nepoznatih.

Primer. Neka Jje data proizvodnja Jedne fabrike u
hiljadama tona za proteklih 9 godina, koja je po godinama
prikazana u narednoj tabeli:

Goitma pomonre
1958 7
1959 9
1960 lo
_1961 13
1962 12
1963 15
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Proizvodnga u

Godina hiljad. tona
1964 18
1965 19
1966 23

Odredimo linearnu funkeiju oblika:

yﬁax+b oo (20)
gde x predstavlja vreme a y proizvodnju, kojom bi se
najbolje mogude lzra¥avala proizvodnja uolene £abrike u to=

ku proteklih 9 godina.
Refenje. Funkeiju (20) napifimo u obliku:

ax + b = y = 0,
tJ. u obliku
£(%,y; a4b) = 8Xx + b = y = 0 cee (29)

U ovom sludaju godinu 1958 oznadimo sa 1; godinu
1959 pa 2, itd. Tako imamo dva niza brojeva, 2za vreme:

X2 1, 2, 3, 4, 5, 6, 74 8, 9,
za proizvodnju:
Ys: 7, 8, 94 lo, 13, 12, 15, 18, 19, 23,

Za sluda] jednadine oblika (21) normalni sistem je-
dnadina (6) glasi:

n
zz: (axi+b—yi)xi = 0,
i=1

) e (6

(axi+b—y1) = 0
i=1
poBto Je u nafiem sBludaju:

£{x,v3 al,az) = ax + b= y = 0,

£ of
ap =8 a;=b, ( §al>1 = (5571 = %
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( )i = ( )i 1 1 gde Je n= 9.

Normalne Jednadine (61) mogu se napisati u oblikus

n
a ;{: xi +nb E{:

:Ll\/\”

= R
i=1
een (65)
n n 2
a 2:_ Xy + nb = zg: Yy
i=1 i=1

%to predstavlja sistem od dve linearne jednadine sa dve ne=
poznate a i b.

Sistem (62) nam nala¥e da sastavimo radnu tabelu
oblikas

X4 ¥y ’i X3¥y
1 7 1 7
2 9 4 18
3 lo - 9 30
4 13 16 52
5 12 25 60
6 15 36 90
_ 1 18 49 126
8 19 64 152
9 23 81 207
E:: 45 126 285 242

odakle dobijamo da Jje 3

9 » 9 9
}E: x; = 285, ZZ: xy = 45, E:: vy = 126
i=1 im] i=]
9
}:: Xy, = 742,
i=l

Sada sistem Jednalina (6,) glasi:
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285 a + 45 b = 742
45 a + 9b = 126

iz kojih se dobija da Je a=1,92, b=s4,42, pa na¥e traZena
linearna funkeija (20) Je funkel ja:

y o= 1,92x% + 4,42

Ako bl se proizvodnja date fabrike nastavila slid=
nim tempom kao za proteklih 9 godina, nadjena linearna fu-
nkei jas

y = 1’922{ + 4,42

omogubava da proizvodnju mofemo predvideti i za neku od na=-
rednih godina. Tako se na osnovu nadjene funkeije moZe o8e="
kivati proizvodnja date fabrike u 1968 godini od i1 =1,92,
211 + 4,42 = 25,54 hiljada tona, Jjer se godina 1968. u da=-
tom nizu za vreme oznaldava sa 1l.

Funkeija kojom se mole iskazati tendencija menjanja
neke pojave u toku vremena naziva se trend.

Tako smo u predhodnom primeru odredili linearni trend.

Na prikazanom grafikonu vide se date vrednosti pro-
izvodnje u toku proteklih 9 godina (naznaene kru¥iéima) 1
prava linija = grafik linearnog trenda

y = 1,92x + 4,42




Parabolidki trend je funkeija oblikas

vy = ax2 + bx + o,

(gde je x vreme) koju mo¥emo napisati u oblikus
£(x; ¥3 a, by ¢) = ax® + bx + =y = O,

za koju sistem normalnih jednadina glasi:

n
j{: (axi + bxy + 0 = yi) xi = Q0
i=1
n
zi: (axi +bx; +0 = yi) Xy = 0y
i=1

n
;Z: (axi +bxy; + o =y;) =0,

i=1
Ovaj sistem moZemo napisati u obliku
n n n
2 2
a E:: + b }:: X; + @ E:: Xy = X4¥y s
i=]1 i=1 i=1 i=1
n n n
3 2
a E:: Xy + b E:: Xy + 0 }Z: }:: eI
i=1 i=1 i=1 i=
n . n
a }:j xi + b E:: + ne = E:: ¥ys
i=1 i=1
odakle se mogu odrediti nepoznate velidine a, b 1 o.

Primeri.
l. Za funkoiju:

y = ax2,

koju mofemo pisati u obliku:

£(x, y3 a) = axe =y =0
nbrmalﬁa Jednadina 28 odred jivanje parametrs a glasiy
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n
;{: (axi - yi)xi = 0
i=0

odnosno
n n
y 2
D s Sy,
i=1 1=l
odakls Je
k n
2
EZ: *1¥y
B T
4
E:: x4
i=1

2. Za funkel ju:

ko ju mo¥emo napisati u obliku:
£(xy, ¥; 84D) = a + bX = Xy 5 O

normalni sistem Jednadina glasi:
n
(a + bxy - xiyi) = O,

i=]
n
ZE: (a + bxi - xiyi) xy = 0
j=]

odnosno

n n
na+va’xiuZ Es¥y0

i=1 =1

n n- n
S 2

a ) mev ) THe )

iml 1=l t=1

x3¥y



3. Za funkoi jus
y = aebx
koja se mo%e napisati u obliku
7 In y = 1ln a + bx,
odnosno uw oblikus

£(xy, y; 3, ) = lna + bx = ln y = Oy

sistem normelnih jednalina glasi:

n
> (ma+bx -1lny) =0,
=1

n
;{: (Ina+bx; = 1nyy) x4 =0,
i=1

odnosno
n n
nlna+b }:: Xy = E:: 1n ¥y
i=1 i=1
n n - n
<Z=1>1na+bz_x§=zxilwp
i=1 =] i=1

iz kojlh se mogu odreditl lu & (samim tim 1 a) 1 b.-

Do pomenutih sisteme Jednalina navedenih u primeri-
ma 1. do 3. dolazl se primenom metdéde najmanjih kvadrata, a
iz uslova (6) za svaki konkretan sluda] date funkoije £(x,y;
8y Bpy eoes ak) = 0, gde su brojune vrednosti nigovas

X 3 xl’ x2’ soo0yg xn i Y s yl, Y2, ecoyg yn

unapred odredjene.
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XI
INTEGRALNT RACUN

Primitivna funkel ja. Videli smo kako se definife i
nalazi izvod date funkeije y=TF(x). Sada postavljamo zada-
tak da nadjemo funkeiju ako znamo njen izvod. Druglm redi=
ma pitamo se koja je to funkelja 81Ji je izved f(x). To
je funkeija sa osobinom da je F'(x) = £(x). Na primer ,
cos x je izvod od sin x, all Je cos x izvod i od funkei=
je sin x + 3 1 uopkte, cos x Je izvod od sin x + C gde
je ¢ ma kojJa konstanta.

Funkeija F(x) ¥1j1 Je izvod jednak dato] funkoi-
ji £(z) zove se primitivna funkoija funkol je £2(x).

Ako je TF(x) primitivna funkoija za £(x), onda Je
i P(x) + ¢ takodje primitivna funkeija za £(x), gde je C
proizvoljna konstanta. Konstanta C se zove integraciona
konstanta., Primitivna funkeija nije odredjena i zato se zo=
ve neodredjeni integral.

Umesto da tra¥imo funkeiju F(z) &iJl Jje izvod fu-
nkeija £(x), mo¥emo tra¥iti funkeiju P(x) ¥ijl je dife-
rencijal dF(x) = £(x) dx, gde je £(x) poznata funkeija.

finjenica da je PF(x) primitivna funkeija, odnos=
no neodredjeni integral funkeije f£(x), piBe se u obliku

F(x) = [2(x) ax

a ¥ita: P(x) Jednako je integral od £(x) dx. Znak j”je
znak za integraljenle funkeije £(x).
Jednadina

F(x) =ff(x) dx

identi¥na je sa

P (x) = £(x), t. sa aF(x) = £2(x) dx,

odakle igzlazi
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d [2(x) dx = £(x) ax.

Kao ¥to vidimo, operacije d if, izvedene u navedenom re=
du poniftavaju Jjedna drugu, dok Jje

/dF(x) = P(x) + O,

gde je C proizvoljna kounstanta.

Osnovne formule za integraljenje

Tablidni integrali:

n+1 n+1
l.fxndx-":xh—-n+0(n#-l), jer je d &

fdx=x+c

2. /-%—-— dx Inx + C; jer je dlnx=w%-dx

)
nrl " dx,

#

3. /exdx = ex+0, jer je de¥ = e¥ax
4, /oos x dx = sin x + ¢, Jer Je d sin x ='cos x dx

5, /sin x dx = = 008 x + C, jer je d(-0os x) = sin x dx

6. /——l-g-dx tg x + C, Jer Je dtgx=-—=]-‘-§—-dx

00s°x 008" x

7=/——1-?- dx = = otg x + ¢, Jer je d(=otg x)= ml?m dx
sin®x sin“~x

8, /__l_.._ dx = are sin x + C, Jjer Je darc sin x = 1 dx

\/].--x2 : V 1-=-x2

1 : 1
9. f"""ﬁ dx = are tgx + C, Jer je darctgx = o dx
l+x ’ 1+x

lo. / i ax = In(x+ \/x2+a) + C, Jer je dln(x+ \/x2+a) =

X +a
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1

x2+a

dx

Pravila za integraljenfie

Iz pravila za diferenciranje mogu se izvestl dva
osnovna pravila za integraljenje.
. Neka je K konstanta, tada Je

fo(x) dx = K[f(x) dx,

¥to znadi da se konstanta kao mno¥itel] funkoije £(x) mo-
%e izneti ispred znaks integrala, poZto Je

def(x) dx = Rf£(x) dx,
a[E f2(x) ax ] = Ed [£(x) ax = K£(x) dx.
Ako su u i v funkelje od =z, onda je

f(u+v) dx = fudx +fvdx,

§to znadi da je integral zbira Jednak szbiru integrala, PO =
to0 je

d/(u+v) dx = (u+v) dx = udx + vdx,
d(/udx +/vdx) = dfudx + dfvdx = udx + vdx.

Prema gornjim pravilima i osnovnim formulama za in-
tegraljenje pisademo da je, na primer

l.f(x3+2 008 x = 9 e+ —%— + 3) dx =fx3dx + zfoosxdx—s
4
-9_fexdx+5f-%—dx+3fdx=-%-—+2 sin X -

= 9¢%+5 1nx + 3z + C,

2.[(\/_-;%+—§2) dXEIde-I;%dx-’-Sf_—lzdx:

1+x 1+x
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1 ‘ %3+1

=fx?dx-fx"2<ix+5arctgx+c=E-I-mm— -
m§u+1
xus-2-o-1 2 % -l
-—n«—--l-Sarotgx-erTx + % + 5 arotgx +
w41

+Cﬁﬂ%ﬂx&+%ﬂ+sarotgx+0a
3 J( % ix _f1+x2-1 dx =f(1- "'IT) ax =
’ Zl_+xE o 1+x

sfdx’»—f—-n}n? dx = x = avetgx + C,

1+x
3
272 VEIIXHS o o 2 Vx 3 4
uo/ﬂﬂ“——;?u-v—vdx—f(x‘”—n'fm-+—§m+;§> dx =
1
=fxdx-2/x §’dx+3f%dx+!tf«w%?- adx =
x

2
X b
_.g-lQ.VX+31nx--§=°+Cu

Metoda zamene
HeL0aa <0 e

Posmatra jmo integral

1= [2(x) ax.

1zvrEime zamenu nezavisne promenljive =X tako da jJje x =
¥ (%), tako da Je +t mnova promenljiva. pida, dakla,

2(x) = 2 [P(8)], dx = 4 9(t) =4¢2(%) at,
pa Gemo doblitl da Je
I =ff [HC6)]r (%) at.

Primeri. 1.Neka:]e

I E'f(21‘+3)8 dx.
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Uvodedi smenu

2x + 3= %, odakle je x =g (t=3), dx= 7 dt,

imademo da Je

= I% (2x + 3)9 + C.
2. Neka Je
I= dx
X+5°

Stavljajuéi da Je
x+5 = t, odakle je x=t=5, +tJj. dx=dt,
dobidemo da Je

I= %3 = Int + ¢ = 1n(x+5)+C.

3. Neka Je

- _ [ 608 X
I—fotgxdx-_/mdx..

Ako ovde uvedemo smenu
sin x = %,

odakle posle diferenciranja imamo
cos x dx = dt,

na¥ integral postaje

I f]fg% =2 lnt+C=1nsinx + C.

4, Neka je
3 .
I = \/5x+1 dx.

Uvodeéi smenu
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Voxsl = t, odakle je S5x+l=t>, 5 dx=3 t° 4,

ax = 3= t° at,
bide
L

1= [ %. m%-e'h‘?dt = ft3dt- .3&- +0= g2 thee =
2 3

= 5= ( v5x+l)u+0,

5. Neka Je

=J” dx

8 +X

Ako stavimo da Je

x=at, odakle Jje = -éu, to jest dx=a dt,

bide
I $¢ ag:g _/'2(1+t I I%E? = _é—arctgt+
+ 0 = -%— arctg -é- + Co
6. Neka Je
i/ﬂ;:;g dz.

Posle smene

1+x2=t, odakle Je 2% dx = dt, odnosno xdx= % dat,

biée
dt
I= 2z . / ln t +C0 = % 1n(1+x2)+c.
7. Neka Je

I —[T-? f!'<x---a'x+a)<lx==
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1 1 1 = 1 1
?“ $55 dx = 55 ) 355 4x = 73 1= 73 Ios

gde Je
1 . - 1
Il’= mdx, 12—fmdx

Ako stavimo x—amt, odakle dx=4dt, bide

Iy f/rm%u dt = 1n t + Cy = 1n (x=8) + Cp.
S1idno se nalazi da Je
I, = In(x+a)+Cy

pa Jje
1 €3 1 Cy
I= 53 In(z=a)+ 55 = 55 in(x+a) = w5 =
X8 1
= ﬁm in m + Oy ¢ = E (01“'02)0
8. Neka Je

dx dx
I= = I3
/x2+2x+5 f(x+1)2+lt

Posle smene x+l=%t, odakle je dz=dt, imademo

at 2
Ia[eg== mﬁu«? gde je a“sh4; a=2
t°+4 a4+t ’ ’ ’

Pa na osnovu primera 5) imawmc da Je
I= m%m are g mg_ +0 = c%u are tg E%l +Ce
9, Neka je

a
e 241-12 / (12)516 )

Posle smene x-=2=t, . odnosno dx=dt, bide

at dt X 2
I = = gde jJe a“=16, a=i
. ftzmlﬁ /'tznaz ’ 4 !

pa na osnovu primera 7) iwemo da Je
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_ 1 t=a 1 X=6
I-= alnmﬂ} —B—lnm+c.

lo. Neka Je

Ifz i

-6x+9 (x—3)2

Posle smene x-3=%, odnosno dx=dt, bide

1[-.2=- c=~§§5+c.

11, Neka Je
I = —QL,
3x+4

Posle smene \3x+4zt, odnosno 3x+a=t2, 3 dx=2 t 4%,
2
dx = —-T- % dt,

bite
t dt
I =f—--r— T[d't— t+C = ""j' \3x+44C.

12. Neka Je

I=[ ax =/ ax .
V242145 V(x+1)2+ﬁ

Posle smene =x+l=t, odnosno dx=dt, bise

1= )(;—-—- = In(t+ Vt2+u)+c = In(x+1+ V(x+1)2+4)+0

t +4

13. Neka Je

i f\/ 2 2%+l [V(z-l x

#to posle smene x=l=t, odnosno dx=dt, daje

1= & o mt+c= In(x=1)+C.
-3 .
143



14. Neka je

- [ dx - / dx - [ ax
\/6-L;x-x2 V -(x2+ux-6) V- [__(x+2) 2-10]
dax

I

Smenom Vle(x+2)=t, odakle Vio dx = dt, dx dt,
lo
bide ‘
e A%
1= [X10 'I‘l' - I% aresint+C =

= T% arc sin Y1o(x+2)+C.

15. Integral
I =foos 2x dx
posle smene 2x=%, odakle 2 dx=dt, dx = -%— dt, postaje

I=]eost.%dt=-§-[oostdt=%smt+cn

a-%—-sian-rC.

16. Integral

1= V1-x® dx

posle smene x=8in %, odakle dxz=o008 t dt, postaje

‘I =_/\/1-sin§t cos t dt = \loos‘?t cos t dt =

=foos?t at = [11205. 2 4t - 3 (14008 2t)at =
=%fdt+é‘/‘qos 2 dat = 3 t+ 3 . § sin 2t4C.
Kako je x=sin %, to Je t=arc sin x, pa Jje

1 %. aro sin x + % sin (2 arc sin x)+C =
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= _%. arc sin x + -%« X Vlmx2+0.

17. Integral

posle smene x=sin 4, odakle je dx=cos t 4%, postalje

cos t 4t =] costdt at

3[ 5 7
sin‘?t ‘ll-sinz't sin“tcost sin“%
008 Vl—-sinet +C =

= % -
aotg‘t+(}--m=—¥+0—m-—§Tﬁ-?—m

v 1-:12

5 = mmmemem +(0

B

18. Integral
I =/e"3x dx
posle smene =3x=t, odakle je <=3dx=dt, dx= - m%m at,

postaje
I =/et(--%—dt)= - -%—/et dt= -s%- etic =
1

=--3—e +Co

Metoda delimisnog (parcijalnog) integraljenja

Neka su u il v funkoije nezavisne promenljive X.

Tada Je

d(u v) = v du + u av,

odakle se dobija

/d(uv) =/(v du + u dv),

to jest
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uv=fvdu+fudv.

Iz poslednje Jjednadine Je

fudv=uv-[vdu.

Poslednja formula omogudava da se lzralfuna /u dv,
ako mo¥emo da izradunamo / v du.

Primexr i. 1l. Neka Je

I=fxe* ax.

Stavimo w=x, dv= e* dx, odakle se dobija du=dx, v=fexdx=

=ex, pa imamo da Je

I=fudv=uv-/vdu=xex-fexdx=xex-ex+c

(x = 1) e* + 0.

2. Neka je

I-= x31nxdx.

Stavimo wu=ln x, dv~—-x3 dx, odskle je du = 5-]; dx, v=fx3dx=
=g X, pa Je

4
I=fudv=uv-fvdu=lnx.%—-[%—.%dx

4 4
%-lnx-%fdex=%—=lnx-

&~

+ Co.

2l

3. Kod integrala

I=flnxdx

stavidemo wu=ln x, dv=dx, odakle jJe du=«J]‘-c dx, v=/dx=x,
pa imamo da jJe

I=fudv=uv-jvdu=xlnx«fx.%dx=xlnx-
-fdx=xlnx-x + C = x(1n x =1)+C.

4, Kod integrala
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I=faro sin x dx

stavidemo wu=are sin x, dv=dx, odakle je

du:--—dx 3 v-—-[dxr:x, pa je
1-x2
I =j'u dv = uv =jfv du = x arc sin x m)[ Xl =
2
le=x

= X aro sin x = Il,

gde Je

dx .

Integral I1 izradunademo ako uvedemo smenu

Vi-x?=t, odakle je l-x°=t°, =-2x dx=2%t dt,

x dx = = % dt.

Sada Je
I, f‘t dt . - [at = = tica- Viez2sc,
pa je konadno

I = x are sin x + V1~x2+c.

: ~ Ima funkelja kojJe se ne mogu integralitl elementar-
nim putem, tJ. njihov integral se ne mo¥e izraziti pomodéu
elementarnih funkol ja. Tekvi su, na primer, lntegrall

2
=X . sin x dx
=f9 dx, I2=f-°i==-dX9 I3=fm
2
Sa prvim od ovih integrala, tJ. sa I1 ?er—x dx, sreéemo
se u Statistioi.zno integrala Iy dolazi se pomodu redova,

tj. funkeija e” razvije se u beskona¥ni red i integrali
se $lan po &lan toga reda.
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Odredjeni integral

Donji i gornji integral. Neka jJe y=£(x) Jednoz=
nadna 1 ogranilena funkoija definisana uw zatvorenom inteyr-
valu [a,b] . Podelimo interval [a,b] tadkama Xy, Xpspees 3
Xpep W B delova, tako da je X, _, < Xy, slika 1. Neka
Je m, najmnja, a My najveéa vrednost funkcije £(x) u

intervalu [Xk-l’ Xk]. Tada Jje za neko S:kE[xk—l’ xk]

mE (T D€ My

Posmatra jmo sada zbirove:

n
®n = Z m (Zy=%y 1)
k=1
n
Sy = Z My (Xy=Xy 1)
=1
n
ey HFREHL),
k=1
pri demu Je X,=a, xnfb.
Y
i?
™ y=f(x)
‘ Poemas,,
my
X
a L/ Xy Ay Xn-1 b
sl
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Tada je

Ako se sa m oznadi najmanja a sa WM. najveéa vrednost
funkeije f£(x) na intervalu [a,b] , bife:

n n
" Z (yy) € 8y= Ip= Sp= W E Y
k=1 k=1
tJ. bide:
m(b=a) = 8, = J, £ 8, = M(b=a).
posto Je:
n
Zz: (==X l) = X=X, = b-a.
k=1

7nadi, zbirovi S, Jy 3 Sn su ogranifeni 1 sa donje 1 sa
gornje strane.

Ako je:
n
;im s, = lim EZ: mk(xk—xk_l) =
=0 d= 0 k=1
n
=lin ) Mlmem ) = Un Jed
d=0 =1 d~0

gde je d najveél od podeoka (xk-xk_l), tada ka¥emo da je
funkeija #£(x) integrabilna u intervalu [a,b] 5 a vred-
nost J se zove integral funkeije f£(x) u Rimanovom (Ri=
emann) smislu.

Geometrijskil, ako Je funkeija #£(x) integrabilna
u intervalu [a,b] , tada povrSine 8, is, upisanih 1 opi=~
sanih poligona te¥e istoJ granilnoj vrednosti J, kada du—
¥ine podeoka svih podintervala [xk 19 xk] te%e ka nuli.
Broj J na taj nadin definiSe povr¥inu ogranilenu apsocls-
nom osom, ordinatama u krajnjim talkema A 1 B 1 lukom krie-
ve y=f(x) 1izmedju tadaka A 1 B.

‘Ako je funkoija £(x) u intervalu [a,b] 1ntegrabi—
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lna, njen integral se oznadava sa:
b
J, £(x) dx

a

Velidine a 1 b oznadavaju u kom intervalu se vr¥i opera—
elja integraljena i zovu se granice. Pri tome je a donja
a b gornja granioa.

Ako Je b < a, bide razlike Ry =Ky negativne
pa ¢e bitis

b a

J_ £(x) dx = = j— £(x) dx,

a b
¥to znati da medjusobna izmena granica dovoedil do promene
znaka integralsa.

Ako je b=a, tada je duZina intervala [a,b] 2 sa=
mim tim i du¥ina svih podintervala Jednska null, pa Jes

b
j' £(x) dx = 0.
, a
Videli smo da je
) b
(b=2)m < f £(x) dx £ (b=a)l,
: a

%to znadl da Je:

b
J- £(x) dx =/”'7 (b=a), m= [ £ M,

gde Je f’=f(f )y a=¥F = b,
.Poslednja formula predstavlja pravilo o grednjo]
yrednosti u integralnom radunu. Veli¥ina m se zove sred—

nja vrednost funkeije 2£(x) u intervalu [g,ﬁ} Ona Je
definisana sag

b
/"’= T}fa' { £(x) dx.

Srednja vrednost kod funkoilje odgovara'pojmu arie
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tmetitke sredine kod bro jeva.

Na osnovu definicije odredjenog integrala dolazi se
do pravila za rafunanje sa odredjenim integralima.

Tako imamo pravilas

1. Ako je £(x) 1integrabilna funkeija u intervalu
[a, b] 1 ako je ¢ neka konstanta, integrabilna je i fun-
kol ja cf(x) n istom intervalu, tako da je:

b b
J o2 ax=0 [ 22 ax.

2. Ako su £y(x) 1 fg(x) integrabilne funkeilje u
intervalu [a,b] integrabilne su i funkelje fl(x)+f2(x) i
fl(x)-fz(x) u istom intervalu, teko da Je:

b b b
{ [fl(x)j_-_fg(x)j dx = £ £, (x)dxs { £,(x)dx.

3. Neka je dat interval [a,b] i neka Jes a<oc <D,
Tada jes

b o b
[ 2(x) ax = [ £(x)dx + J £(x) ax,
a a ©
ukoliko je funkoija £(x) integrabilna u intervalu [a,b] o

Veza izmedju odredjenog 1 neodredjenog integrala

Neka je £(x) integrabilna funkelja u intervalu
[a,b] 1 neka jJe T(x) njena primitivna funkeija, tJ. neka
je T'(y) =f£(x) za svako x€[a,b].

Ako interval [a,b] podelimo u n podintervala
[xk—l’ xk]'biée tada po lagran@ievoj teoremi: ’

F(xl) - Fa) = (xl"a)F’( ?1)’(7‘1“3)1‘( 51)
F(xg) - F(X1>= (xg‘“’xl)F’< }2)=(z2~xl)f( ?2)

6 006000000000000060000002080690006000080080200¢00

F<xn_1)"F<xn_2)= (xn"l-xnm2> F’»( F n_1)=
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= (X 1=Fp ) 2(§ pp)
P(B)=F(x,1)=Comx )P (F )=(b=x__)2( F.).

Sabiranjem ovih jedna¥ina dobija se:
n

P)-B(a) = ) £(F D(rm )y e g<Fy < Tye
=1

Ako lzvr¥imo podelu intervala [a,ﬂ] na niz sve fi-
nijih intervala [xk—l’ %] tako da duZina najvedeg od ovih
pedintervala te#fi nuli, desna strava poslednje jednadine ée
zbog Integrabilnosti funkeije £(z) <te¥iti ka é’f(x) dx .

Znadi: Za integrabilnu funksiju u intervalu [a,b] koja u tom
intervalu ima primitivou funkeiju P(x) je:
b

[ #(x)ax = Fb) - ¥(a).
A v
Umesto F(b) = F(a) piSe sa i ﬂ@!bu
a

Vidimo da me izraéqnavanje odred jenih integrala inp-
tegrabilaih funkeljs svodi na igzradunavanje neodredjenih in—
tegrala, tj. primitivnih funkeija.

‘f rimeri. 1. Izrabunaj odredjeni integral I
fankolje £(x) = x° u imtervalu [0,2].

Re#enje. Prvo nalazimo neodredjeni integral
4
(x) = J(ZB dz = gﬁ + O,
a zatim 1 vredrosti. F(2) 1 7(0), to Jest

4
7(2) gg + C=4+Cy  P(0)=C, a zatim

P(2)=P(0) = 4tC=C = &,
Bto enadl da je

I= 4,
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U praksi se neodredjeni integral uzime bez integra=
cione konstante i odmah pise
b

I= ) 2(z) ax = Kb) - Ma),
a

£&to u nadem sluéajﬁ daje
2
PLEL

2
&
IEIIdeﬁ% ‘-’:mtamﬁ z\tg.
0

0

2. Naéi vrednost odredjemog integrala
e

I= { 2 gz,

ReBenje. Ovde Je

e 5 e
Inf?%;%dx=f(l+%-)dx=(x+lnx) =
1 1 1
= (e+ln 8)=(1+ln 1) = (e+1)=(1+0) = e.
N

3. Izraduna] vredinost odredjenog integraia

I = (ces x - ain x) dx.

$*»\‘—~\RHN

Befenje. Imamo da jJ8 -

b3 S x

3 , . R ' 2
I= f (co8 2 = sin x) dx = (sin x + 008 X) =

% x

(sin’m’ga + 008 -?)-(sin —ﬁ;{ + oo8 -%_-) =

il

(1+0)=( ,%_é‘ . -‘?) 3

U napred navedénim primerisza nismo se upustali u pi=
tanje integrabillnosti funkcija pri nalaZenju odredjenih in-
tegrala. One su sve bile zaista integrablilne u posmatranim
intervalime u kojima je vrieno integraljenje.

153



Ako je funkeija f(x) integrabilna u intervalu [a,
b] , ona Je integrabilna i u svakom podintervalu [a,x] toga
intervala, gde je a < x <b. Vrednost integrala u ovem slu=
gaju zavisi od x, tJj. integral je funkeija od x, pa Jje

X
P (x) = f 2(x) dx = F(x) - F(a).
a
eka Je
o X
d(x) = _af £(x) ax.

Ako se gornja granica x promeni za A x, promenide se 1 P(x),
pa ée biti
X+ AX

D (x+ ax) = £(x) dx.
/

U ovom sluBaju Je

X+AX X X+AX
P (x+ am)=P ()= [ 2(x) ax- f £2(x) az= [ 2(x) ax.
a a X

Ako je m(x) najmanja, a M(x) najveda vrednost funkeije
£(x) u intervalu [x,x+ax], bide
X+AX
n(x) Axéf £(%) dx < M(x) ax,
x

¥to znadi da 6e w(x) ax 1 M(x) Ax te¥iti nuli kada ax te-

i nuli, a samim tim te¥ide nuli i @ (a+ 4x)=P(x). Drugim

redima, funkoija @P(x) je neprekidna funkeija. Zna¥i: za in=

tegrabilnu fmjl%éiju £(x) u intervalu [a,b] odredjeni inte-=

gral P(x) = J £(x) dx Je u tom intervalu neprekidna fun-
a

keija od x.

Prema pravilu o srednjoj vrednosti Je
X+4X

S(x+ ax)= b= | 2(x) ax= 2(F) ax,
x

x=F =X +4x,
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to jest

-
P(x+ Ai?c (x_ . 2(F ),

odakle Je

11 L2252 2(x) ) £(x).

AX -0
7nadl, ake je £(x) u zatvorenom intervalu [a,b] rie=
prekidna funkeija, tada funkel ja
x

d(x) = | 2 ax
a
ima za svako x 1z tog intervala lzvod
b'd
! d
() =55 [ 2@ ax = 2.
a
Za neprekidne funkoije moZemo, dakle, reéi: Ako Jje fune
keija £(x) neprekidna u intervalu [a,b] , ona je u tom in-
tervalu 1 integrabilna 1 ima u istom intervalu primitivau fu-
nkeiju F(x), pri Semu jJe

X
rx) = ) 2(x) ax, P (x) = £(x)
a .
1 b
J[ £(x) dx = F(b) = F(a).

Ovo je osnovno (fundamentalno) pravilo integrabilnog ra=—
¥una. Pomoéu njega se za neprekidne funkoije daje nad¥in kako
da se izraduna odredjeni integral. Drugim reima, problem na-
la¥enja odredjenog integrala kod neprekidnih funkoija sveo se
na problem nala¥enja njihovih primitivnih funkelja.

Smena promenlji&e kod odredjénog integrala

Posmatra jmo integral
b

1= Jf £(x) dx. 155
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Neka je x=¢ (%), odakle je dax=¢’(t) dt i neka je a=%(L)
b=¢ (/7) 1 neka funkeija ¢ (%) preslikava interval [/, ] na
interval ['a,éie Tada Je

72 Vel
1= [2(em)ers) at = [ () at.
ol of
Primeri. 1. Izraduna) cdredjeni integral
3
I= ,gr (x«mB)4 dx.

Refenje. Ako uvedemo smenu z=3=%t, dobidemo odavde z=t+3 1
dx=dt. Za x=2 Je %= =1, a za =x=3 Je 4=0, tako da su no=
ve granice =1 1 0y pa na¥ integral pestaje

% o 10 ~1)° 1
1= [4hat=ts = %5 - () e
-1

2. Izrabuna] vrednost integrala
5

1= J &,
1 2%=1

ReZenje. Uvodeéi smenu \2z=1l = t, odakle je 2x=l= t2,
2 8z = 2% @t, dxz=t 4t, dobija se za x=1 da je +t=1, a za
z=5 da je +t=3, pa Je

3 3 3
Is{L%i=lfdt=t‘l=3.,1-_—2,

3. Izrafuna} vrednost integrala

2
I = f z Vx°+l dx.

1)

Rellenje. Ako uvedemo smenu x2+1 = %, bide xz+1=t2,
xdx =t dbt, a za 0 Jje t=1, za x=2 Je t= VE} pa je

sada
V5 J5

V5
IE/totdt=/t2dt=£§ ‘ =§...;{i.3._},§g
1
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=5 (55

b, Izraduna]
4

I = dx
5 =l
Refenje. Stavlijajuéi Sx=4=t, dJdobijamo da je 5 dx=

at, dx= -g= At 1 za x=2 Je =6, a za xeh Je =16,
pa Jje

16 % at 16 16
_ at _ 1 -
1= ) 24 - 2 /% - 5 1n % =
6 6 6
- 1 16 . _1 8 .
= wgﬂ In 16 = in 6 ﬁsgu in -NB' Mgm In m?m

"
N

5. Izrabunaj vrednost integrala
T

008 x dx

I-= 8T ¥
0

ReZenje. Ako stavimo da Je 8in x + 2 = %, edakle
8e dobija da je o008 x dx = dt, 1 za =x==0 jJe =2, 2 zg

x = égn jo =3, bide

. 3

dat 3
I= af =g = In ¢ z 1n 3 = 1a 2 = 1n =F= o
2 2

Delimidina (pareijalma) imbegrmeijs

FNeka funkoije u(x) 4 v(x) I1maju inbegrabilne ig-
vode u’(z) 1 v'(y) u imtervalu [a b] . Tada je

b
S ax) v () axeu(x) v(x) [ [ w(@.wr(z) ax.
a
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Primeri. 1) Izradunaj
1

I = Sxexdx.
o

Redenje. Prvo izradunavamo primitivnu funkeiju
Il = J‘x ¥ ax

gtavljajuédi u=x, d4dv = e*dx, odakle je du=dx, v= fexdx=

=ex, pa Jje .
= Jx e* dx=Ju dv = uv = fv du = x e*= fex dx =
= x eX¥ = e* (bez integracione konstante).
Zato Je
1
I = (x e¥=e®) \ = (e=e)=(0=1) = 1.
o

2, Izra&unaj
e

I-= } In x dx.
1
Refenje. Prvo nalazimo neodredjeni integral

Il=[lnxdx,

stavljajuéi uw = ln x, dv = dx, odakle Je du= %'dx, v= /dx=
= X, pa Je

Il=/lnxdx =judv

X In X = X,

uv-fv du = x 1ln x—f}-lcx dx=

Zato Jje

H
4]

i

(x In x = %) (e=e)=(0=1) = 1.

Ovde smo se zadrfali na izradunavanju odredjenog in—
tegrala pomodéu primitivne funkoije. Ustvari, za nalaZenje
odredjenog integrala potrebno je znati vrednost primitivne
funkoije na krajevima intervala.
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Primene odred jenog integrala

Izratunavanje povriina ravnih figura

Kao $to smo videli,odredjeni integral
b

I-= f £2(x) ax
a

geometrijski predstavlja povrfinu ogranidenu osom X; ordl-
natama ah, bB (v.81.2) 1 lukom krive y=£(x) dizmedju ta=
%aka A 1 B. Dakle,
b
P= [ ydx = [ £(x) dx.
a

a

(-3

sl2

Ako se lwrive ne.azi ispod x ose, onda Se ova poVl-
kina uzima s promenjenim predznakom, tJ.
b
Paw= f 2(x) dz , (vidi sliku 3).
a
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y=f{x)

sl.3

Primeri. 1. Izrabuna) povrsinu ogranidenu x
gsom, parabolom ysx2 i pravim linijama x=1 1 x=2.

Refienje. Ovde trafimo ¥rafiranu povr¥inu na sliei 4.

T2
sl.4
Ipame da Jje '
2 22 ‘32 8 1
Z 3 [
P {”“fl‘ “"3\1'1“’3‘ %

2. Faél povréinu ogranilenu krivom y-h-xz iz o

B80B.

Redenje. Kae i u prethodnom priserw, prve ortemd gre-
£ik krive y-h-x2, da bismo videll o kakve] pevriini se radi.
grafik eve funkoije pokasan je na slicl 5, a traliena povrii-

16¢



na je jrafirana.

sl.5

Imamo, dakle, da je

2 2 2 X3 2
P= _]' ¥y dx = _[ (4=x)dx = (uxw'«g) =
=2 =2 =2

= (8 = =§) = (=8 + =5=) = 16.

3. Izradunati povriinu ogranidenu pravom y=x 1
parabolom y=xz-21,

Re#ienje. Grafici prave 1 parabole dati su na slisi
6, odakle se vidi da treba naéi Brafiranu povrSinu. Dakle,
traZena povr¥ina se moZe nadéi kao

PaPl"‘Pz“"PB,
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gde je Pl povr¥ina izmedju luka parabole 1 x ose od 0 do
23 Py povriina izmedju prave y=x, x ose od O do 3 1
ordinate za talku x=3; a P3 - povr8ina izmedju x ose od
2 do 3, luka parabole od apscise 2 do talke preseka S prae-
ve y=x i parabole (¥ija Je apscisa 3) i ordinate za tadku
z=3.

Prema tome, imamo da Je

2
= =(§ -1)= 4 ;

¢}

2
3
Py= = -/'(xe-2x)dx= = (53 - xz)
°

3 2 3 9
Pp= [xdx=35 | =
[+ (o]

3 3 3
Py = ‘f (12~2x)dx = (53 - x2) I =(969)~(% ~4)=§.
2 2

Tako Jje
. 9 _ 4 _ 9
s S I S A
4, Izrauna] povr¥inu ogranidenu krivim

y=12 i y2=x.

Refenje. Obe krive prikazene su na slicl 7, a traZe-
na povr¥ina izmsdju njih je ¥rafirana. Krive se seku u tald=
kama 00, 0) 1 s(1,1).

st.7
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TraZ%ena povr#ina se dobija kao

1 1 1
2 2
P=Py=P,= .é'VE A% { % dx = ‘g (zl/ =X )dx =

1
2 _3/2 1.3 _ 2 1
SRR EPNIEE EE BE K

5., IzraSunaj povriinu elipse 8ije su polusse a 1 b,
slika 8.

sl 8

ReX¥enje. Jedna¥ina elipse ¥ije su poluose a 1 b

glasi
2,2
+ = 1
R
odakle Je
b 2 2
y = -E— a = X o

Povriina date elipse dobija se po obrasecu
a a
P=4 f yax = 4 2 / Val-x® ax.
o o

Da bismo pnakli ovaj integral uvedimo smenu x=asint, cdak-

le je dx=acostdt 1 za x=0 Je t=0, 8 ga ==a Je &= Ag;,
z

5 - 5
pa je sada P -a§ ‘j- Vaz-azsinzt acostdt = 4ab Jre@agtdt-
[

2}
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7 &
=l4ab / li%ﬁ dt = 2ab(H+ % sin2t) | = abf, §t0 znadi da
o o

je povriéina elipse
P = abZ .. »
U sludaju da su poluose elipse Jednake, tJ. a=b=r,
elipsa prelazi u lorug pa Jje tada prema prethodnom obraseu
P= 1‘277 @

gde je r poluprelnik kruga.

Izradunavanje dufine luka krive

Za datu krivu y=f(x) diferencijal luka u njenocd
tatki M(z,y) Je

is = \/d12 + dy2
- odnosno

ds = 1+y’2dx

odakle se dobije du¥ina luka krive od neke njens tadke A(a,
£(a)) do tadkk B(b,f(b))

b
8 = /V1+y’2 dx.
a

Primer. Naéi duZinu luka krive y= -%— \/;§ izmedju
njenih tadaka 0(0,0) 1 B(4, 1), slika 9.
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sl. 9

Refenje. Z%a y-% \/;5 = % = Je Y”xz’ pa Je

4
8 = f 1+z dx.
o -
Ako se uvede smena VIi+x = t, odakle Je 1+x-t2, dx=2%t 4t
i za z=o je twl, & z8 ==, Je = \/E, biée :
Vs V5 V5
/t.etata f ‘ =}-2-f3i:?-.
1 1 1

Izradunavesje sspremine obrtnih tela

Kada se kriva y=f(z), sliks lo obrée oko x ose u
grenicams a2 1 b nastaje obrtme tele. Element njegove zap-

remine Je

av -Iyz h,
odakle Je
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b
V= ﬁ’f y2 dx.
a

Ako se kriva obrée oko y ose bide

d
V=7F/ %2 ay.
o

sl 10

Primer 1. Izraduna] zapreminu tela nastalog obrta=
njem krive y= VX oko x ose u granicama njenih apsecisa od
0 do &, slika 11.

ReSenje. Ovde je y= \/;, yzax, pa Je

4 4 :
: 2 b
- 2 4x = < z
¥ 74',[ ¥© dx F{x dx = 7 =5 . = 16287,
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Primer 2. Izraduna) zapreminu tela nastalog obris-
njem oko y ose krive y=ln ¥ u granicama njenih ordinata
od 0 do 1, slika 12,

sl12
Rebenje. Ovde je 1n x = y, odakle je =z=a’, z7=eY,
pa Je tra¥ena zaprenina
1 1 1
— P 7 2y Tt e2e1) o
vgyrfxzdwﬂ_,é eV dy =5 e O”?(@ 1)
0
Primer 3. Igratunati zapreminu tela nastalog obria-

'njem elipse oko Jedne njene ose.
Jednalina elipse, kao Hto znamo, glasi

b z + azyz = aeb2

gde su a 1 b njene poluose, slika 13,

8L.13
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Neka se, na primer, elipsa obrée oko vy ose. Tada
je zapremina nastalog tela
b

V= 77[ %° aye.
]
Iz Jednadine elipse je
2
2 2
x = GET (b ms]}'2.>
pa Je b
2 2.
v ﬂ7f/ 2y (vPay®yay = gﬁg{é f (bP=y")dy =
=h b b ©
b
3 2y
28 T py O 2 -/L b ha*b 7
22 02y ) ’ = BL (- ) = HgE

) sluéa;ju da je a=b=r, elipsa se pretvara u krug,
a tako nastalo telo je lopta, &ija je =zapremina prems gop-
njem obrascu

Va mﬁml"rjji .

Izrebunavanje povrdine omotaia obrinog tela

Neka se loiva y=f£(x) obrée oke x ose, slika 14.
Pri tome njen luk AB opisuje cbrénu povriinu ‘M. Blement
te obritne povrline Je :

dd = 2% y ds,

gle je y ordinsta tatke ne luku krive, a d4s @‘l@mnt
luka krive u to) taldki, odakle se doblla da Je M= 25«”} y sy

%3 b
M@?ﬁfy\/1+y2 az
a

polito Je
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ds = \/1_+y2 ax.

Primer. lzradunati povrdinu omotala nastalog obrta=
njem oko x ose luka krive ym%xa od njene tadke 0(0,0) do
tadke B(3,9).

Redenje. Iz y= % x> Je y’gx29 pa Je

3 3
M= 252‘/%; x3 l+x4dx @ ﬁg fxB 1+xu az.
0 )
Ako uvedemo smenu \1+x' = 4, odakle Je 1+z“s%2, hxldx =
2% dg, xjdx = %tdt i za x=0 Je =1, a za z=3 Je tﬂvgé,

bide
V82 Y82 /82
Mn”"/tltatuf‘ftzd'san =
3 ° 7 3 g
1 1 1

= (82 V/B2-1).

Ppofiirenje pojma odredjenog integrala

Do sada smo imali sluda) da su kod odredjenog inte-
egrala granice integracije bile konadne 1 da Je podintegral—
na funkeija u intervalu integracije bila ogranidena. U slue
aju da je podintegralna funkeija neograniliena, 11l da je
interval integracije beskenaban, kaZemo da imamo posla sa
nesvojistvenin integralom. Ovakve slulajeve integrals poke=
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zaéemo na konkretnim primerima.
Primer 1. Nadjl vrednost integrala

1

I= 1 dx.

[+ l=x

Redienje. Ovde podintegralna funkodija
lex

poastaje beskonaltna za =x=1l, tJ]. za vrednost gornje grani-
oe. U ovor sludaju integral I se izradunava kao

b b
I = 1lim [ 1. dx = lim (=2 V1-x)| =
b=l V1% b~ 1 o

= lim [=2( Vi-b =1)] = 2.

=1

Primer 2., Nadji vrednost integrala

[~ =]

I = [ e~ %3x.

[»)

Refienje. Ovde jJe interval integraclje beskonadan,
gornja granica Je beskonalna. U ovom slu¥aju integral I se
izradunava kao .

b b

I= 1lim [ e dx = lin(=e™) | = lin[ -e‘b+1]=
b=oo'g b= 0 beoo

1 1
= 1im (le =5) = 1 = =2= = 1,
;E o=y

b oo
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X1l
DETERMINANTE I MATRICE

Determinante

Posmatra jmo sistem od dve linearne Jednadine sa dve
nepoznate x i y.

a)x + byy = oy ees (1)

4% + by = 0y
gde su a;; 8, bl’ b2,koefioijenti uz neposznate 8qs ©, ne=
zavisni &lanovi. Ako se prva jednadina sistema (1) pomno#i

sa b2 a druga sa «bl i tako dobijene Jjednadine saberu do=
biée se Jednaldinacg

(ab, - ayby)x = 04b, = 050y ees (2)

Ako se prva jedna¥dina sistema (1) pomnoZi sa =2, & druga
sa a; i tako dobiljene Jjednadine saberu dobibe se Jjednadina:

(aby = ayby)y = a6, = a50q )]
Iz jednadina (2) i (3) dobijaju se redenja sistema
(1
172 271 172 ‘ 271

Kvadratna %ema od 2x2 = 4 broja a,; b, ¢, d, napi=
sana u oblikus

a b

] a

naziva se determinanta drugog reda ako Je njena vrednost da=
ta sa:

171




ad = bo -

Brojevi a,b,o,d nazivaju se elementima uodene determinan-

te. Tgko su a 1 b elementi njene prve vrste, ¢ i d ele=

mentil njene druge vrste, dok su a i o elementi njene prve

kolone, b 1 4 elementi njene druge kolone. Elementi a 1 d
nalagze se na glavno] dijagonali a elementi b i ¢ na spore~
dnoj dijagonall uolene determinante.

Iz definiclje determinante drugog reda vidi se da
se njena vredneost izradunava ako se od proizveda njenih ele-
menata na glavnoJ di jagonall oduzme proizvod njenih elemena-
ta na sporedunoJ dijagonali.

Otuda se refenja x i vy u sistemu (1) navedena u (4)
mogu napisatl u obliku:

03 by ay cq
ep b2 a5 c2
5 eEmee S, . cee (5)
ay by ay by
a5 by ap b,

Determinanta u imeniocu, obrazovana od koefiel jenata
uz nepoznmate =x 1 y sistema (1) naziva se determinanta sis—

temas.
Primer 1. Izradunaj vrednost determinante drugog re=
da:
2 3 4 1 3 lo
1) 2). 3)
5 8 2 =3 =3 -5
Reenje.
2 3
1 2 2,8=5.3 = 16=15 = 1,
5 8
4 1
2) = 4.(=3)=2.1 = =12=2 = =14,
2 =3
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3 lo

3) = 3.(=5)=(=3).1lo= =15+30 = 15.
=3 -5

Primer 2. Re¥l sistem Jednadina:

2% = S5y = 1
3x + 8y =17

Refienje. Na osnovu (5) je.

1 =5
o i - BT - o 5
3 8 |
2 1
v = 2 iz - 2n1;;3.1 - g%%g - %% - 1.
3 8

Kvadratna Sema od nxn = n2 brojeva

81798909 soes 8Byp3 BpysfBpns ccey Bpug eecy Bpqy

8,05 ceey 8y, mnapisana u oblikus

all 212 0c oo aln
821 822 so0co0 82n

600ac00av00000006e0a

anl ane vo 60 Enn

nagiva se determimanta reda n. Onz se sastojl od n vrsta 1
isto tolikeo kolona.

Svakom elementu determinante dodeljuje se znak + 1li
=, Ako Je zbir rednog broja vrste i rednog broja kolons ucde=
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nog elementa paran broj, onda se +tom elementu dodeljuje znak
+ 4 a ako Je zbir rednog broja vrste 1 rednog broja kolone
uolenog elementa neparan broj, elementu se dodeljujle znak =.
Tako za determinantu tredeg reda imamo ¥emu znakova:

Ako se u determimanti reda n 1izostave vrsta i ko=
lona u kojima se nalazl uoleni element dobiée se odgovarg=
Juda determinanta reda n=1 1 uzima se sa znakom koJl se
dodeljuje uodenom elementu. Ona se zove jo8 1 kofakbtorom uo=
enog elementa.

Vrednost determinante izradunava se po pravilu o ra-=
zvijanju determinante po elementima jedne njene vrste ili
kolone. Ono glasi:

Svaki element Jjedne vrste 111 jedne kolone pomnoéi>
se odgovarajuéom determinantom (odgovara juéim kofaktorom) i
tako dobljeni proizvodi saberu. Tako na primer, ako se dete=
rminanta tredeg reda:

ap b o
D= la, b2 02
33 b3 o3
razvije po elementima prve vrste dobide se da Je:
b2 oo a5 ey a5 b2
D=al b3 Cq —bl a, 0 e a4 b3 )

= al(b203 = b3°2) - bl(agc3a33Q9+01(a2b3«a3b2).
Do iste vrednosti D dolazi se ako se data determi-
nanta razvije po elementima neke druge vrste 11i kolone.

Primer 1. Izraduna] vrednost determinante:
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ReSenje. Ako datu determinantu razvijauwo po elamen~
tima njene prve kolone dobidemo da je:

2 5 3 1 2 5 3 5 3|
D= (4 1 2| = 2 =4 +3 =
3 <1 8 =1 8 =1 8 1 2

= 2(8+2)=4(L40+3)+3(10=3) = 20=172+21 = -131.

Primer 2. Nadéi vrednost determinante:

2 1 0
D= |4 5 =1
3 2 1

Refenje. Razvijanjem date determinante po &lementi-
ma prve vrste dobléemo da je:

21 o
D= |4 5 =1| = 2(5+2)=1(4+3)+0(8=15) = 147 = 7,
13 2 2

pri 8emu smo vrednosti odgovarajuéih determinanata drugeg
reda neposredno izradunavali.

Za determinanite trebeg reda va%i pravilo Sarusa (5a-
rrus) po kome se vrednost determinante dobi ja na taj nadin
¥to se uz datu determinantu dopiBu dve njene prve kolone {i-
1li dve njene prve vrste) 1 od zbira proizvoda elemenatz ma
glavnim diJagonalama oduzme zbir proizvoda elemenata ma spo-
rednim dijagonalama.

ay b1 ¢y ay b1

a, b, ¢, a, b, =(a1b203+b10223+9132b3) -
a4 b3 Cq a4 'b3

- (a3b201 + baejay + oBagbl) R
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ili

5 by Cy =(alb293 + a5bg0q + a3b102)—(a3b201+

a3 Py C3
ay by ey
a, by e

+ aybqe, + 32b103)’ .

Primer. Pomoéu Sarusovog pravila naéi vrednost dete-

rminantes
2 5 3
D=1 4 O
5 2 1]

ReSenje. Uz datu determinantu dopisademo dve ﬁrve
njene kolone i primeniéemo Sarusove pravilo. Imademo da Je:

2 5 3 2 5
D= 11 4 0 1 4 2(2.4e1 + 5.005 + 3.1.2)=

v

5 2 1 5 2

| ~(5.4.3 + 2.0.2+ 1,1.5) = (8+6) = (60+5) = =51.

tko se u dato) determinanti svaka vrsta gzameni odgo=
varajuéon kolonom (prva vrsta prvom kolonom, druga vrsta dru-
gon kolonom itd.) dobiée se determinanta koju nazivamo,trans=
ponovana determiranta date determinante.

Tako je za determinantus

a) ‘bi ‘°1
ay. by Oy
ay b3 ¢4

njena transponovana determinanta oblika:‘
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Osobine determinanata

Ovde &emo navesti neke va¥nije osobine determinana-=
ta sa dokazom samo za neke od njih.

1, Determinanta D 1 njena transponovana determi-
nanta imaju istu vrednost. .

Dokaz ove 8injenice sledi iz pravila o razvijanju
determinante po elementima jédne njene vrste ili kolone.

2, Ako dve bilo koje vrste (kolone) determinante D
izmenjaju svoja mesta, determinanta menja znak.

3, Ako su kod determinante D dve vrste (kolone) i-
dentidne, tada je vrednost determinante D Jednaka nuli.

Dokaz ove $injenice izvodi se na osnovu predhodne o—
sobine. Neka je D determinanta kod koje su dve vrste (kolo=
ne) identi¥ne. Ako uodene dve vrste (kolone) izmenjaju svoja
mesta, na osnovu osobine 2. determinanta D ' promeniée znak.
Kako se na ova] nalin dobila ista determinanta, bide D= =D,
odakle je 2D=0, tj. D=0. :

L. Determinanta D se mno%i nekim brojem ako se tim
brojem pomnoZe elementi jJedne njene vrste (kolone), ili ¥to
je isto, ako su elementi jedne vrste (kolone) determinante D
pomno¥eni nekim brojem, tada je determinanta D pomnoZena
tim brojem.

Tyko Jje za determinantu treéeg reda:

kal kbl kol ay bl 21
a, by ¢ =k Ja, b, o
a3 by ¢y a9 b3 ¢4

ili u konkretnom primeru
177




5 =lo 25 1 =2 5

Dokaz osobine 4 1izvodil se priwmenom pravila o ra=
zvijanju determinante D po elementima jedne njene vrste
{koloune).

5. Ao su u determinanti D elementi jedne njene
veste (kolons) proporcionalni odgovarajuéim elementima dru-
ge njene vests (kolone), tada je determinanta D Jjednaka
nuli.

Osohina 3 Je speoijalan slulaj osobine g5 , kada
Je fakitor proporcionalnosti k=1,

Osobina 5 se dokazuje na osnovu osobina 3 1 4 .

-

Pako J2 za determinantu tredeg reda:

kal kbl ko1 a; bl ey
rm =k = =
D= a5 b2 P a, b2 ¢, k.0=0,
aq bl e a, b1 ¢q

Jjer poslednja determinanta ime dve identi¥ne vrste, prvu
1 trzéu.
6. 4ko su kod determinante D elementi jedne vrs-
te (koleons) predstavljeni u vidu zbira od po dva (od po s
brajeva), Hada se determinante D razla¥e na zbir dve de=
terminante (sbir 8 determinanti) istoga reda; elementi
ovih determlinanti isti su kao i1 date determinante, osim e-=
lemanata one vrste (kolone) koji su prikazani u vidu zbira
gz g2 n dotidno) vrstl (koloni) nalaze elementi sabirei.
Pakeo Jje na primer:
Wy+ny  Oothy  Maths) | @y W, @Og) |n) 0, N4
D=} by 3 |%|P1 P2 D3
oq o, 4 ¢y Oy Cgi |0 ©, ©4
do &aga ee dolazil razvijanjem date determinante po elemen=

tizs njepe prve vrste.
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7. Ako elemente Jedne vrste (kolone) determinante
D pomno%imo nekim stalnim brojem i dodamo ih odgovaraju=
éim elementima druge vrste (kolone), vrednost determinan-
te D se ne menja.

Tako je na primer

ay by oq al+k32 b1+kb2 ol+ko2
D=a, b2 o5] =1 & b2 ¢, =
33 Y3 03 |2 b3 °3
aq b1 oy ka2 kb2 ke2\ a, bl ¢
=l a, b, o, |+ a, b2 05=|2, b2 ¢,
a3 By o3| |33 Dby cg] [33 by o3

jer je determinanta

ka2 kb2 k02
s b, 05
ay 05 °3

jednakas null na osnovu osobine 5 .-

Primer 1. Izradunaj vrednost‘determinante:

1 3 =2
D=2 =l 1
5 4 -3

ReSenje. Pomno%imo elemente prve kolone sa 2 i do=
bijene prolzvode dodajmo elementima tredée kolone. Dobidemo
determinantu: 1 ‘

1 3 0.
D=]2 =1 5
5 4 7

Pomno%imo sada elemente prve kolone sa =3 1 gobijene pro-
izvode dodajmo elementima druge kolone. Dobldéemo determina=
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1 0 o
D=2 =7 5
5 =11 719

8iju Gemo vrednost najlbrie dobiti ako Je razvijemo po ele=
mentima prve vrste. Tako dobijamo da jJe:

1 0 0
D=|2 =7 5| = 1(-49 + 55) = 6.
s -1 7

Primer 2., Izradunaj vrednost determinantes

D= |4 5 1
=1 2 1

Refenje. Ako elemente druge kolone jednom pomnoZi-
mo sa 3 1 tako dobijene proizvode dodamo elementima fre-
4e kolone, a drugi put elemente druge kolone pomnoZimo sa
=2 1 *tako dobijene proizvode dodamo elementima prve kolo=
ne dobidemo determinantu:

0 1 0
Dzlwb 5 16| = =1(=6.7+5.16)= =(=42+80)==38.
=5 2 7

ReSavanje sistema linearnih jednadina

Posmatrajme sistem od tri linearne jednadine sa tri
nepoznate x, ¥, z:

ayx + bly + 092 = dl
ay% + by + 0,z = 4y eoe (1)
a3x + b3y,+ 042 =,d3



Determinanta sistema mo¥e se napisati u oblikus

S S B | ‘ ‘ :
D= la, b, o, = alA(al)+a2A(az)fg3§(aa), 0a(2)

a3 by 04
gde su .
by o) Py e by 0y
a(aqd= | | oaay)= - B EICHE
Aley 2 3
by o3, by o3l T |bp O
R (3)

odgovarajuél kofaktori (minori) elemenata al; 59 as.

Ako pomno%imo prvu jednadinu sistema (1) sa AA(al),

drugu sa A(ag), treéu sa A(a3) i tako dobijene jednadi=-
ne saberemo, dobléemo jednadinu: '

[alA(al) + ayA(a,) + 33A(33)J x +
+ [blA(al) + bzA(al) + b3A(a3)] v+
+ [e14(ay) + opa(ay) + 03A(a32J z = dya(ag)+d,a(ay)+
+ dqh(aq).
Kako jes
33 b o
alA(al) + agA(ag) + aBA(aB) = | a, b2 éz = D,
: a3‘A b3 Cq
S . R S ]
bya(ay) + bya(ay) + b3A<33> = b, by o, = 0,
b3 b
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X =

Dy

gt

y_

D, D3

<5 z= g . cee (8)

Prema tome dokazall swo teoremu:

4ko Jje dat sistem linearnih jednadina od toliko ne=
poznatih koliko ima i Jednadina, onda se vrednost svake ne-
poznate dobija u vidu razlomka &iji je imenilac determinan-
ta sistema .a brojilac determinanta koja se dobija iz deter—
minante sistema ako se u ovoJ koefilcijentiuz nepoznatu koju
trafimo zaméne nezavisnim ¥lanovima, pod uslovom da determi=
nanta sistema nije jednaka nuli.

Primer l. Re¥l sistem jednadina.

X+ y+ 2

2X = ¥ + 2

X+ ¥y =2

Refenje. Kako je:

D3=

to Jje prema

(8)

1
=1
1

1l
=l
1

1
1
=1

1
1
=1

1
1
=1

#

i

]

(1=l) = (=2=1) + (2+1) = 6

6(1=1)=(=3=0)+(3=0) = 6,

(«3=0) =6(=2=1) + (0=3) = 12,

(0=3) = (0=3) +6 (2+1) = 18,
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o, bl e,
olA(al) + 02A(az) + °3A<33) = |0, by, e, =0
03 b3 03
. 4y by o
dqa(ay) + dyha,) + dBA(aB) = |4, b, e,| = Dy,
d3 b3 03
to se Jedna¥ina (4) svodi na jednadinu:
D.X=D1 e 00 (5)

Ako se date jedna¥ine sistema (1) pomno%e redom sa
A(bl), A(bz), A(b3) i potom saberu, dobléde se Jednadina:

D .y =Dy sae (6)
gde Je:
a4 dl °q
D, =|a, d2 s
a3 43 o3|,
a ako se jednadine sistema (1) pomno¥e redom sa A(ol),
A(02), A(03) i potom saberu, dobiée se jednadinas

D. z= D3’ oo\o (7)
gde jJe

D3= 32 b2 d2
aq b3v ,d3

Ako determinanta sistema D nije jJednaka nuli,iz
. Jedna8ina (5), (6) 1 (7) mogu se Jednozna¥no naél x,y,z:
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Dy 6

x=g5—=5 b
D

y:—é..:—l%—: 24
D

2e gt = 2o

Primer 2. ReXiti sistem jednadinas

Xy * x3 =3
3x2 = 2x3 + 5 =0
2x1-x2 = 4

Refenje. Dati sistem jednadina napidimo u oblilku:

x; + 0x, + Xq = 3
vOXl + 3x2 ~2x3 ==

2xy = X, +0xq = 4
odakle Je:

1 o 1

D={0 3 =2] = (0=2) + (0=6) = =8,
2 =1 0
3 0 1

D= k5 3 =2 | = 3(0=2) + (5-12) = =13,
4 =1 0
i 3 1

Dy= |0 =5 =2 | = 0+8=3(0+4) + (0+10) = 6,
2 4 0
1 0 3

Dg= |0 3 =5 | = 12=5+3(0=6) = =11,
2 =1 &4
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pa je premz (8)
13 6
Xy = ==g=, Xy, = = =g= Xy = —=g~ .

Ad jungovana determinanta. Ako elemente date deter—
minante D zamenimo odgovarajuéim kofaktorimaz dobidemo no=
vu determinantu &ija se transponovana determinanta naziva
adjungovana determinanta determinante D 1 oznadava se sa

adj Do
Tako je za determinantus
ay by o
D= a, b2 o,
a3 by 04
A(al) A(ag) A(33>
adj D = A(bl) A(b2) A(b3) =
A(ol) a(e,) A(c3)
LPRP by oy by e
b3 03 b3 c3 b2 C5
a, ol 2 9 23 9
aq 04q a3 05 a, ey |
22 by a1 Py a1 P
a3 b3 ia3 b3 2, bz;
Primer 1. Naél adjungovanu determinantu determinan—
te
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ReSenje.

4y 2 2 =1 2 =1
7 1 - 7 1 4 2 =10 =0 8
3 2 1 =1 1 =1
adj D = |= - = 7 6 =5
5 1 5 1 3 2
1 3 =2
3 4 1 2 1 2
5 7 5 17 3 4

Primer 2. Nadi adjungovanu determinantu determinan=

tes
5 2
D =
3 =1
ReBenje.
=1 =2
adj D = -3 5

Tuverzna determinanta. Za determinantu D # 0, reda
n inverzna determinanta se definife kao:

D—l - adQnD .
D

Primer. Naéi inverznu determinantu determinante tre-—

teg reda:
1 3 1
D= 2 4 0
=1 2 1

Redenje. Ovde Je n= 3,
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1 3 1 R

D=l 2 4 0| =6, adj D= |=2 2 2
=1 2 1 8 =5 2
pa Jje

L =1 =4

=2 2 2

8 =5 2
=1 adj D
D =

o 6°

Videli smo da se re¥enja sistema (1) dobijaju pome=
4u obrasea (8), u sludaju kada je determinanta sistema D#0.
Med jutim, kada je IP0, obrazac (8) nema smisla. Potpuniju
diskusiju ovoga slulaja ovde nedemo izvoditi, veé demo na=-
vesti lrajnje rezultate. '

1) Ako je u obrasoima (8) D=0, a bar jedna od de-
terminanti Dy, D,y Dy razli¥ita od nule, sistem (1) nema
redenja, on Je protivuredan, odnosno nema suisla,

2) Ako jJe D=D1=D2=D3 = (0, a bar jedan od kofakto=
ra determinante D razli¥it od nule, tada je sistem(l) ne=-
odredjen, tJj. Jjedna od Jednalina (1) Jje algebarska posledi=
ca drugih dveju i tada sistem ima beskonadno mnogo re#ienja.
Pri tome se za Jjednu nepoznatu mo¥e uzeti proizvoljna vre-
dnost, a ostale dve nepoznate izradunavamo iz dve jednadi-
ne.

Tako je na primer sistem jednadinas

x+2y= 5

3z + by = 11

protivuredan (nemogué), Jjer Je iz druge jednadine:

X+ 2y = —l%—

#to protivuredl prvo] Jednadini. Ovde je: D=0, D1=8, Dy= =l
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Sistem jednadina
X =y=3
3x = 3y = 9
Je necdredjen po¥to Jje ovde D= I)1 = D2 = 0

Ustvari, ovde je druga Jednadina nastala iz prve jednadine
posle mnoZenja sa 3.

Homogene jedna8ine, Ako su u sistemu (1) svi neza-
visnl 8lanovi jednaki nuli, sistem se zove homogeni sistem.
U ovom sludaju se sistem (1) svodi na sistem:

0

i)

a;x + bly + Cq2
a,% + bgy + 0,2 = 0 cos (9
a3x + b3y + 03z = 0

koji odlgledno ima redenja x=y=2=0 koja se zovu trivija-
lna reSenja sistema (9).

Ispitademo sada pod kojim uslovom sistem (9) ima i
redenja koja su razlidita od nule. Neka je na primer 2z ¥ o,
Tada mo¥emo jednadine sistema (9) podeliti sa =z pa demo
dobitils x y

alz + b1Z + 04 0
X y

ay= + b2- +¢y =0
Z z
X bl’

33; + 3z + 03 0.

1z prve dve Jednadine wo%emo odrediti nepoznate

b S .
ziz n oblilus

cq b1 ay eq
x . % Pl y. 2 el
i a by N a; by

a2 b2 a, b2
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Z
t18ki zadovoljila tredu jednadinu mora biti:

ba bi reBenja % i £ nadjena iz prve dve jednadine iden-

©p by a; 03
a b
3 3
02 b2 a, 02
= e + Cq = O,
a; by a; by
a, by a, by
t3. mora bitis
by oy a; o a; by
a ab3 +0q = 04
by oy a8y Oy a, Dby

$to se moZe mnapisati u oblikus

a; by oy
a, b2 ¢y = Q.
a3 b3y 04

Vidimo, dakle, da ée homogeni sistem jednadina (9) imati
refenja razli&ita od nule ako je njegova determinanta si-
stema Jjednaka nuli.

Primer. U homogenom sistemu

ax + 2y + 32 0
X = y+ 2=0
X+ ¥ =2z2=20

odrediti a tako da ovaj sistem ima 1 refienja razlidita od
nule,

Re¥enje. Da bl datl homogeni sistem Jjednadina imao
i refenja razlidita od nule treba da je determinanta toga
sistema jednaka nuli, tj. treba da je:
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a 2 3

1 =1 1 = 0, %J. treba da jJe:

1 1 =2

a(2=1) =2(=2=1) + 3(1+1) = 0,
odnosno

a+l2 = 0, odakle je =wl2,

U ovoun sludaju nad sistem glasis

«=12% + 2y + 3z 0
Xe= y+ 2=20
X+ y=2z=0
Ako poslednji sistem jednadina podelimo sa z wuzi-
majuéi da je 2z # 0, dobilemo sistem Jednadina:

122+ 2L +3=0

x y -
= &7 1=0
X N
Z+ %-2-0.

Ako poslednje dve jednadine reimo po ‘%‘ i -%— dobidemo

x _ 1 . 3
S T

Ova reSenja zadovoljavaju i prvu jednadinu.

Znadl, refenja naseg sistema su:

B .
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Matrioe

Pravougaona ema od m x n elemenata

all 812 sceace aln

821 322 2000 32n

A = \
fml am2 seo0s anmJ

naziva se patrics tipa m x n, odnosno matrioca formata m x
n.

Umesto uglaste zagrade, za matriou. A se upotreb-
llavaju 1 gjegese oznake:

all a12 2o00e aln 811 312 s o0 o' aln
321 85p seee By, 82,1. 855 eees A5,
aml am2 eo00 amn_ ? aml am2 XX amn °

Mi gemo ovde posmatrati matrice 81iji Buv elementi.
realni 133 kompleksni brojevi.

Elenent ay4 nalazi se u 1 - toj vrsti % i=t03
koloni Ratrice 4. ‘ ‘

Matrica tipa (formata) n x n naziva se kvadrat-
D2 1atrioa reda n. To je matrica oblike

!_\@11 812 00 21n

N2y 8pp eece 8y

D om em B em em em e oo

Oy
=
_ ln an2 LN ann °

.t
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Tlementl all; Bpps 000 8 le¥e na glavnoj di-
jagonali, a elementl 3,19 2pa12? 00! 81n le¥e na B5po=
redno] dijagonali nodene kvadratne matrice reda n.

Matrica oblika:

je tipa nx T 1 desto se naziva vektor stuba = kolone.
Matrica obllka:

Y= [yl Yo evee yp]

je tipa 1lxp 1 sesto se naziva vektor 1inije = vrste.

Matrioa A se Besto pise u obliku:
A =[aij.] 9 i=1, 2 eooy w3 j=1, 2, eeog Mo

Matrioca tipa 1 x 1 (reda 1) Sesto se naziva gka=

lar.
Ako su dve matrice 4 4 B istoga tipa, HJ. ako Jje:
all 312 a0 00 aln bll b12 cas e bln_-‘
321 322 X 22n b21 \b22 so0ce b2n
an B eoee 3 bml bm2 vooe bqu 9

onda se njihovi elementi aij i bi , koll se nalaze na
mestu (1, kD) nazivaju odgovarajuéim elementima.

7a dve matrice A 1B ka¥emo da sSu jednakevako i
samo ako su istog tipa 1 ako su im odgovarajuél elementi
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jednaki,
Matrica tipa mx n 3iji su svi elementi Jjednaki
nuli naziva se nula matrica i obelefava se sa 0. Dakle Jes

0 0 «60 0
0 0 s00 0
O O e ea 0 @

Radunske operacije sa matricama

Sabiranje matrica. Ako su A = [aij] i B= [bij]

dve matrice istoga tipa, tada se njihov zbir izrafava u ob=
liku:

A+B=0C= [ogy]
gde je:
035 = 834 F bij (i=1; 2y enoy M3 J =1y 25 oo n e

Znadl, operacija sabiranja definisana je za matrice
istoga tipa, tako da je zbir dve matrice A 1 B matrica C,
koja je istoga tipa kao 1 matrice A i B; njeni elementi se
dobijaju kao zbir odgovarajudih elemenata matrica 4 i B.
Tako je za matrice:

1 3 7 5 11 2
A= 9 B
4 5 2 3 & 8,

[1 +5 3+ 11 7 4+ 2
4 + 3 5+ 4 2 + 8

A+ B=2¢

[ea)
[ o
&=
O
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Sabiranje kod matrica Je komutativna i asociljativna
operacija, tJ.

A+ B=B+ A
A+ (B+C)=(4+3B) +C.

7a matriou A +tipa m x n kod operacije sabiranja
neutralnl element je nula matrica tipa m x n, po¥to Je

A+ 0=0+ 4= 4 v
dok je njen simetridni (suprotni) element matrica (=A) =
[C - ai;l)] , po¥to je: o

A+ (=4) = [aij] + ([— aiij) = 0.

Zna%i, skup matrica istoga tipa ¥ini komutativnu

grupu u odnosu na operaciju sabiranja.

Mno¥enje matrioa skalarom. Matrica se mnoZi skala-
rom k ako se tim skalarom pomnoZe svi njeni elementi. Ta=

ko Je za mtriocu:

A= [aij] , kis= [kaiﬂ .
Primer. Ako jJe:

2 o 4 6
A=

tada Je

15 5 25 =boj .

Linearnz kombinaci ja matrica. Neka su:

Al’ Ae’ .‘., AB

matrice istoga tipa 1 neka su:
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k k

10 Koy eees Kg
skalari, tada se matrica:
A= klAl + k2A2 + soo + kBAs

naziva linearna kombinaolja datih matrieca.

‘ 1 2 (-2 3 0o 1
Primer. 3 =l +2 =
4 6 L1 o -1 2
3 6 -8 12 o 2 11 =
12 18 4 0 [ & 6 22| .

Mno¥enje matrica. Ako Je A = [éij matrica tipa

mxn, B= [bij matrioa tipa n x p, tada se pod nji-
hovim proizvodom'podrazumeva matrica tipa m x p, tJ.

AB = C = [°1k]'

gde Je

Proizvod metrica AB definisan Je ako 1 samo ako
je bro) kolona matrice A Jednak broju vrasta matrice B.
Pri ovome Je bro) vrsta matrice AB Jednak broju vrsta ma=

trice A, a broj kolona matrice AB Jednak je broju kolo=
na matrice B.

Element %k matrice AB = C formira se na taj
nadin %to se elementli 1=-te vrete matrice A: '

8475 Bypy ceey By
izmno¥e odgovarajuéim elementima k-te kolone matrice B:

P1x

2k

o e 0 O

nk
195




1 tako dobijenl elementi saberu.

Mno¥enje matrica u op¥tem sludaju nije komutativ=
no. Medjutim, mmo¥enje matrica je asocijatlvna operacija,

tj. vaZi Jjednakest:

A (BC) = (4B) Co
primer 1. Za wmatrice:

103 7|
telp ¢ 8 i B=

naéi AB.

Refenje. U ovem sludaju Jes

1 3 7 2
C = AB= . |1o
2 6 8 1

M .2+3.l0+7.1
12 « 2+ 6 » lo+ 8 .1

(2 +30+7 3+ 6+ 28

L4+ 6o + 8 6 + 12 + 32

Primer 2. Date su matrice:
3 2
4 = i
=l 6]

o
]

Naéi a) AB, b) BA.

Refenje.
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3+3.2+7.4
3+6 .2+ 8., 4
39 37

72 50 °

3 3604‘2("5)

3 b . 0+ 6(=5)]



1 0 3 2 1.3 + 0.(=4) 1.2 + 0.6
b) BA = ° = =
3 =5 =4 6 3.3 +(=5)(=t) 3.2 +(=5).6
3 2
29 =24 | o

Primer 3. Pokazati da je za matrioces

1 4 6 2 4
A= i B =
2 5 6 3 0

7 =5
56 =26 1o 28 12
AB= BA= | 3 12 18
19 8 -3 3 n2

Jedinitna mirica. jedinidna matrica Je kvadratna
matrioa kod keoje su elementi na glawno] di Jagonall jedna-
ki jedinici a svi ostall njeni elementl Jednakl nuli.

Dakle, jedini¥na matrioca reda n Je matrica

1 0 0 200 0
I = 0 1 0 s00 O

0 0 0 200 1

7a kvadratnu matricou A reda n 1 Jjedinidnu matri-
cu I vake Jednakosti: '

AT, = T A = &,

dok je za matriou B +tipa n x p ispunjena Jednakost

InB = B.

Transponovana matrica matrice tipa m X n
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Je matrica tipa nzxm

211 81 ami1

a5 8y o 2p
FL . ..

L?ln 8on ¢ amnd °
Primer. Za matricu:

1 3 5
A=

7 4 -2

transponovana matrica

17
ATs |3
5 -2 °

Inverzna matrica. Determinanta kvadratne matrice re-

da n
811 812 °°° Z1p
A= 859 85y ccc 8

2n1

131 su elementi kompleksni 111 realni brojevi je determi-
nantas

198



det A =

i1
el

|

Tako Jje za matricu:

2 5
A= g det A =
=1 3

Kvadratna matrica A &ija je odgovarajuéa determinan-
ta jednaka nuli naziva se singularna matrica dok se kvadrate
na matrica &ija Je odgovarajuéa determinanta razlidita od nu-
le naziva regularna 111 nesingularna matrica.

Neka Jje A kvadratna matrioca reda n. Ako postoji
matrica X +takva da Je:

= 11,

=1 3

X A= AX = I,

gde Je I, jedini¥na matrica reda n , kafemo da je X in-

verzna matrica matrice A 1 piXemo:

X = 4”3,

Kvadratna matrica A mo¥e imati inverznu matricu A"";L
ukoliko ona niJe singularna matrica (ukoliko Jje regularna).
Primer. Nadéi inverznu matricu matrice:

2 5
1 3 .

Redenje. Prvo utvrdjﬁjemo da 1i je matrica A regu=
larna, tJ. nalazimo det A. Ovde je:

2 5

det A = = 1
1 3

8to znadl da je matrica A regularna 1 ima inverznu mat=
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ricu. Inverznu matricu tralidemo kao matricu:

u kojoj éemo elemente a, b, o6, 4 odrediti iz uslova:
AX = 12,

tJj. 1z uslova
2 5 a b 1 0
1 3 | o d ) 0 1,} s

odnosno iz uslova:z

2a + 5¢ 2b + 5d

[
o

a + 3¢ b + 3d

odakle sledl da Je:
22 + 50 = 1 , 2b + 54 = O
a+3 =0, b+ 3d =1
Iz poslednjih jedna8ina nalazimo da je a=3, c= =1, b = =5,

d = 2, pa je inverzna matrica matrice A matricas

3 -5
=1 2] .

Ad jungovana matrica. Videll smo ranilje kako se od
date determinante D dobija adjungovana determinanta. Na
igt1 nadin se od date matrice, ¥iji su elementi kompleks-—
ni ili realni brojevi, dobija adjungovana matrica.

Ad jungovana matrica slu¥i za dobi janje inverzne ma-
trice, pri ¥emu je:

A-l - agg A
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Primer 1. Naéi inverznu matricu matrice:

1 2 3
4= 1 3 5
L 5 12

Re¥enje. Prvo nalazimo odgovarajuéu determinantu,

3.
1 2 3
det A={1 3 5| = 3,
1 5 12

a zatim transponovanu matricu matrice A, t].

1 1 1]
at= |2 3 5
3 5 12|

Sada nalazimo adjungovanu matricu matrice 4, tj.

3 5 2 5 2 3
5 12 3 12 3 5

11 11 |11
add 4|5 12| |3 22| T |3 5| T
1 o1 1o ro1

11 -9 1
= =7 9 =2
2 -3 1

Naposletku Je:
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11 =9 1
=7 9 -2
p~loadd d . 2 =3 1) .
det A 3
Primer 2. Naéi inverznu
1 3
A =
2 =1
Re3enje.
1 3 1
det 4 = = =7 AT
2 =1 3
=1 =3
1
=1 _adj A [ =2 1 _ -
S 2w Sl s = |7
2 -
7

11 9 1
33 3
- o202,
303 3
g2 .32 4
3 3 3

mtriocu matrice:

2 =1
s adj A =
=1 s
2
7
1
7 L

Re¥avanje sistema- linearnih jednafina pomocu

matrica.

Posmatrajmo sistem od n linearnih jednadina:

+ ose
+ aln

+ s0e + &

411 *1 * d12 %2
8p1 ¥1 * %22 %2 2n

+ o0e¢ + &

2n1 1 * 30 % nn

sa isto toliko nepoznatih Xy9 Koy secy Epe
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Ako stavimo:

ajp  @yp ees Ay rxl biT
A= a5y 8y eee A, !xe b2
= = em wn 9 X = . ° 9 B= ° ) -o-(2)
Lénl 8po v annﬁ R R
|| ["n]

sistem jednadina (1) moZemo napisati u matri¥nom obliku
AX = Be. 000(3)

Ako Jjednadinu (3) pomno%imo s leva sa A-l, gde je
A'l inverzna matrica matrice A, dobidemo: ‘

a~lax) = 71,

odakle se primenom asocijativnog zakona na levu stranu pos—
lednje jednaline dobi jas

™ inx = a7ls

tJ.
In X = 4”B,
Jer je A~y = In, odakle Je
X = a~1p, cou(®)
pofito jes
. InX = X.

Jednadina (3) mo%e se napisati u obliku:
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= g5t 243 A4 o . (det A # 0) - «ee(5)

odakle se dobijaju nepoznate:

D
Xy = -ﬁfi (k=15 2, saey 1) eee(6)

gde je .D = det 4, dok DIy oznadava determinantu matrice
4 u kojoj su elementi k = te kolone zamenjeni kolonom
sastavljenom od nezavisnih 5lanova.

Do obrazaca (6) do¥li smo ranije pomoéu determi-
nanata.

Primer. Sistem jedna¥ina

Xy + Xy t X = 6

2x1 - Xy o+ Xy = 3

Xy b Xy = Xq = 0
re¥i pomodu matrica.

Re¥enje. Qvde je:

11 1] xy 6
A= |2 =1 1] X= x, B= |3
11 -1, x| s 0],
1 1 1 0o 2 2
det A = 2 =1 1| = 6,adja= |3 =2 1
11 =1 30 =3,

pa je prema (5)
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!
x2 = B 3 =2 1 . 3 =% 12
Xq 3 0 =3 0 18
odakle se dobija da je:
X, = 1, X, = 2, Xy = 3.
Primer 2. Sistem jednadinag
2x1 - X, = 8
Xy + Xy = 3
resiti pomodu matrica:
ReSenje. Ovde Je:
M2 1] Xy
4= X = B
_l l_ji X, 5
2 =] 1
det A = = 3, adj -A =
1 1 =]
pa Jje prema obraseu (5)
Xy 1 1 8 11
- 1 -1
3 : 3
x, =1 2 3 =2
odakle dobi jamo Xy = l% 3 X, = = % o

Primer 3. Sistem Jjednadina:

Xq + 2x2 = x3 + 2
2x1 + 3x2 + 2x3 - 6= 0

X) = Xy, = Xq 4+ 8 205




refiti pomodu matrica.
Re¥enje. Datl sistem napisimo u obliku:

R

xl+ xg—x3=2

i
(o]

2x1 + 3x2 +2x3 =
X = Xy ok Xq = 8

pri demu je:

1 2 =1 Xy 2
A= 2 3 2 X = X, B = 6
1 =1 1 Xqls 8
1 2 -1 [5 <1 7
det A= {2 3 2! = lo,add A=| O 2 =4
1 =1 1 -5 3 -1

pa je prema cbrasou (5)

xq 5 =l 7 2 60 6

- 1 = o 2 |
ARSI N -4| o | 6| =95 |-20 2
x3 =5 3 el 8 0 Ol

odakle je -x; = 6, Xy = =2y Xq = 0.

Rang matrice. Matrica

311 612 eee aln

A=lay apy eee

Laml am2 see amn

tipa mxn ima rang T ako medju njljenim kvadratnim sub=
‘matricama postoji bar Jedna regularna submatrica reda r,
dok su sve submatrice reda vi¥eg od r, ako postoje,singu=
larne. 206



Rang matrice se ne menja ako njene dve vrste (kolo=
ne) izmenjaju svoja mesta.

Matrica A 1 njena transponovana matrica AT ima-
Ju 1sti rang.

Primer. Rang matrice

2 l =
2 1 3
4 1 12

Je 2.

Linearne transformacije

Neka Jes

877%1+89,X, + ceo t By X = Yy
Bp1Xq + 855Xy + eoe + 85 X B ¥,

- - - - - eoe (1)

am1x1+am212+ coo + 8 X = Y

i neka je dalje

D13¥y * Dyp¥p * eee + Dyuyy = 2y
Dog¥y *+ Dpp¥p + eee + bppyy = 2, oo (2)
bplyl + bp2y2 + oee + bpmym = zp .

Ako stavimo
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411 31p ccc A1p * yi}
51 8pp eee 8oy %o Yo
. = < bl 5 x = ® 9 Y = e
aml 8m2 oe o amn ° .
] [Yn)

B N
by;  Dbpp. eee byl (zl
b21 b22 cee b2m Z,
- - - , 2= .
prl by eee bop .

4

7P

tada se relacije (1) 1 (2) mogu pomodéu matrica naplsati re-

dom u obliku

AX = Y cea(1?)
BY = 2 : ces(2?)
Ako (1°) pomumno¥imo s leva sa B dobiéemo:

B (AX) = BY,

%to s obzirom na (2¢) i asooljativnost operacl je mnoZenja
matrica dajes

(BA) X=12 ese (3)

Relacija (3) mo¥e se napisatl u obliku:
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CX = 2y PP (4)

#to znadi da su sada velidine Zyy Zpy eee zp izraZene

pomodu Xis Xpp eeey Xpeo
Na ta) nadin smo transformacijom A velidina Xqs
Kpy seey X dobili velidine Y15 Vps eeey Yy btransforma-
cijom B velilina Yis Yoy eoes ¥y dobili velidine Zy32Zp9
eseoy 2 e Medjubtim, veliline Zyy Zoy seey zp dobili smo
transformacijom C velidina Xy Xoy eeey X, koja je nas=
tala kao proizvoed transformacija B 1 A. Svaka od navedenih

transformacija A; B 1 C predstavlja Jednu linearnu trans—

formacl ju.

Primer 1. Neka je:

2x1 + 3x2 - Xg =y
5x1 = 212 +4x3 = ¥y
3y1 - 2y2 = 2
4y1 + 5y2 = Zpe

Izrazl velidine Zys 2o pomodu velidina X1y Xps Xge

Refienje. Ovde Je:

2 3 =1 X 3 = z
A= X = 1 B = Z= 1
X2
5 =2 4 5 ? 4 51, 2y |9
x4 ,

pa Je na osnovu (3)

3 =g 2 3 -] xl z1
o L] x =
4 5 5 2 4 2 z,
. 9
x5

tJ. 209



=l 13 =11} . xy z,
. x2 =
33 2 16 x 2,
: 3 24,

odnosno
-hxl + 13x2 = llx3 = 2,
33xl + 2x2 + 16x3 = 2, .
Primer 2. Neka Je
311 - X, + x3 = ¥y
Xy + Xy = Xg B Y,
Wy =y m

5y1 + 2¥, = Zs

Zy + 222 = Uy
hag = zy = uy,
Izraziti velidine Uy U, pomodéu velisina Xyy Xpe

Refenje. Neka jJe

I R | X 2 =3 v 1
A= ) Xe | M| Be , Y= Re! ¢ =
11 -1 2 5 2 Ly . 4

X3

3]
bt

=
d

7 = N U=
2, u2

2
~1]s

Tadas Je AX = Y, BY = Z, CZ = U, odakle Je CBAX = U, tJ.

LG

. odakle Je

[? =1 f}. X | =1
1 l = Xq u,



tje

odnosno

37x1 - llx2 + llrx3

H

-511 - 17x2 + 17x3 = u,

Vektori

» Ured jenu n=torku realnih brojeva az(al, Bpyeces
an) nazivamo n-dimenzioni vektor. Brojevi 8y 8y cecy
a, nazlvaju se koordinate vektora a.

Skup svih n-dimenzionih vektora &ini n=dimenszilo-
ni vektorski prostor R“. Dakle:

B = {ial, Byy ey ané}

gde su ai(i m 1, 2, .sey n) realni brojevi.

7Za mn=3 dobijaju se trodimenzionl vektorli, a pros-
tor R3 je obi¥an Fuklidski trodimensgioni prostor.

Sa nedimenzionim vektorims uvode se operacije na
slededl nalins

Za dva vektora

a = (al, 82, sacyg an) 9

1 skalar E Je
8+ bwm (al + byy By + Doy eeey 8y + bn) (zbir)
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a<b = (a; = by, 85 = byy ooy a, - b)) (razlika)
ka = (kal, kays ooos kan) (proizvod sa skalarom)
ab = a;by + ayb, + ... + a b (skalarni proizvod)
Du¥ina vektora definisana je kso

jal ='y/al + a + oee + ai = \Vaa

Nula vektor kojl oznadavamo sa 0 Je vektor &ije
su sve koordinate Jednake nuli, t¢J. )

0= (0, 0, @asy O)u
Ako su kl, k2, 0aey kB skalari, ilzraz oblika

kl vy + k2 Vo + s0o + ks Vg

Je linearna kombinaocija vektora Vi Voy seey Vo

Za vektore Vis Voy eeey Vg kaZemo da su linearno
nezavisnl ako Jjednakost

+ k + coe + KV = 0

LRS! 2V2 8's

povladi kl = k2 = see6 B ks = 0, Ako Je ta Jednakost mogu—
éa 1 kada je bar jedan od koefioijenata 1(i=l, 2y ccey B)
razlldit od nule ka%e se da su velktori Vis Vo ecey V li-

8
nearno zavisni.

Vektori
ey = (1; 0, 05 ccoy O)

e, = (oy 15 05 cacy O)

L]

e, = (05 05 0y seoy 1)

takvi da ey ima i=tu koordinatu jednaku 1, a ostale Je-
dnake nuli su linearno nezavisni, Jer je
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Xk + oo + K _ €

117 % % n ®n®
= (kyy 03 05 <ouy o) + (o’ Koy Oy coos 0) + oes +

+ (O, Oy O35 o000y kn)=(k1, k2, kj, XY kn) a 0

+ k, e

ako Je
kl = k2 = see T kn =0

Svaki vektor
a = (al, 8o ooy an)
moZe se predstaviti kao linearna kombinacija vektora
813 €5y seey €pe Zaistas
a= (al, By eoey an)a(al, o,o,..;,o)+(o,az,o,...,o)+
+o004(0;0509 oocy an)= al(l,o,o, ...,o)+az(o,1,o,.,.,o)+

+ coe + an(o,o,o, esegl)= 8183 + 8y€5 + eae + B € .

U tom smislu za skup vekbora {el, €y ooes eq} ka¥e se da je=
baza vektorskog prostora rE.
Uopste, za n-=torku vektora {vl, Voy esey VQ} ka¥%e se
da ¥inl bazu prostora R" ako su vektori Vi, V,; see, V, li-
nearno nezavisni i ako se svaki vektor prostora R® moZe pre-~
dstaviti kao linearna kombinacija vektora Vis Vps eeey Voo
Primer. Za vektore

a = (2, 3y 5), b = (1) =2y 4)

a+b=(3 1, 9, a=b = (1, 5, 1)

5a = (lo, 15, 25), 3a-2b = (4, 13, 7)

ab=2 =16+ 20 = 16,
jal =\/4 + 9 + 25 = \/5§ﬁ

b] =1+ &+ 16 = \/ 21
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XITI
O5SNOVI TEORIJE NOMOGRAMA

Tunkoiska skala., Linijas na kojoj predstavijamo broj=
ne vrednosti jedne funkeije naziva se funciska skala te fun-
¥oije. Koliku demo du¥inu za jediniou izabrati na funkeisko]
gkali zavisi od samih brojnih vrednosti funkelje koJju posma-
tramo. Pored tadke na funkoiskoj skali ko joJ odgovara vred=
nost date fﬁnkoija obi¥nos se pi¥e vrednost argumenta. (Upo-
rediti skale & 4 b za funkeiju 2£(x) = xz).

#0) 40) #(8) (%) f(e)

l | | | | | | | | | | | ] | | | |

rTT"1TT 1 1 1T 1T 17717195

o 4 g 9 i
sl.a

(T T IO S T T T T OO (Y P

r 1 T T 1 i T i 1 | ] i ] 1 { ] 1

o 4 2 ] 4
8.6

Sa slike b takodje vidimo kake se menja data funk-
eija £(z) = x°,

Veza izmedju funkoiskih skala = nomogram. U praksi
fe Besto namede potreba da se odredi vrednost jedne funkoie
Je vi%e nezavisno promenjljivih.

Mi 4emo ovde posmatrati funkoiju dve nezavisno pro-
menljive, prvo funkol ju

P(u,v) = w
koja je data u obliku
£4(w) + £5(v) = fB(')
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a zatim funkeciju koja je data u obliku
fl(u> = fg(v) f3<w)
Posmatrajmo prvo funkeiju oblika
fl(u)+f2(v) = fa(w) eos (1)

Neka su wu;v, w funkecicke skale za odgovarajuée
funkei je £4(u), fg(v), f3(w) paralelno postavljene u
JednoJ ravnl. Neka je p rastojanje skale v od skale u,
a q rastojanje skale w od skale u. Neka jJe my 1zab=
rana jedinlca du¥ine za skalu u, m, izabrana jedinica du=
Zine za skalu v, L) odgovarajuéa Jedinica du?ine za ska=
lu we

Za odredjene vrednosti argumenata w i1 v sada jJe,
slika 1

¥y = mlfl(u), Vo=my2, (V) y3=m3f3(w)a e0s(2)

" .
w v

~ A k%
Y
4
% P-q
= A
,f)
St.1

Sa slike 1 se vidi da Je

p:(vpo=vy) = a:(v3=vy),
odakle se dobija

(vp-vda = (y3=v9) p
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v1(p=a) + v,q = y3Ps
%to s obzirom na (2) daje
my(p=a) £,(0) + mya, (v) = mypfy (W),

odakle je

e 2,(u) + :ii 2,(v) = £4(w). eee (3

Do bi jednadina (3) bila identi¥na sa jedna¥inom (1)
mora biti
oy (p=0) m,q
o 5 =

s ———.-—.:l’

3D
odakle se dobija
wy(p=q) = m;p, M = Wype cee ()
Iz jednadina (4) proizilazi da Je
my (p=0). = myq,s
$to mo¥emo napisati u obliku
qz: (p=q) = my ¢ W ees (5)

Tz jednadine (5) vidimo kako se odredjuje polo#aj]
skale w u odnosu na izabrano rastojanje gkala uiv 1
igzabrane Jjedinice du¥ine wy i w, za ove skale.

Ako prvu od jednadina (4) pomnoZimo sa Wy, 8 drue—
gu sa my i obrazujemo njihov zbir dobiéewo

mymyp = (Wg+my)map
%to posle deljenja sa p daje
mya, = (ml+m2) LY
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odakle Je
- .
1’)
My = =it cae (6)
3 m1+m2

Iz jednadine (6) vidimo koliku Jjedinicu du¥ine tre=
ba uzeti za skalu w u odnosu na izabrane jedinice duZine
mq i m, za skale u i v

Sada jednadine (2) postaju

m,
vy = mf (), vorma s (V) vaE g + S f3(w) .o (1)

pomodu ko jih dobijamo ordinate yl,yz,y3 za svaku funkoisku
skalu u, v, We

Funkeiske skale wu,v,w, obrazovane na ovaj nadin pre-
dstavljaju Jjedan nomogram. Nomogram omogulava da na osnovu
vrednostl argumenata dveju funkcija odredimo argument trede
funkei je na taj nadin ¥to lkroz tadke na funkeiskim skalama
koje odgovaraju datim argumentima povlafimo pravu liniju ko-
ja sede tredéu funkeisku skalu u talki koja nam daje vredno—
st traZenog argumenta.

Primer 1. Izradimo nomogram za funkoi ju
2
2u + v© = W cos (8)

ako se zna da se promenljiva u wenja u granicama O=u £ 12,
promenljiva v u granicsma Q0 SV £ 7,

Re¥enje. Prvo biramo jedinice du¥ine m, i m, 2a ska=
le u 1 v. Xako Je prema (8)

fl(u) = 2u, fg(v) =V'2, fB(W) = Wy
to Je sada prema (7)

= Mqe2U =m, o2 e b i (%
¥ = Bpecly  JpFMpel s Vo EEIEZ' e e

Ako se uzme da je m=5 mm, m2=2mm, tada de duZina
skale u biti 5.2u = lou = 1l0.12 = 120 mm pofto promenlji-=
va u uzima 12 kao najvedu vrednost, duZina skale v bide
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ov° = 2.72 = 98 mm po¥to promenljiva v uzima 7 kao naj-

vedu vrednost.
Rastojanja izmedju skala, prema (5), data su sada u
odnosu

as(p=q) = 5:2,

dok je jedinica duZine my za skalu w, prema (6), sada mg =
=5-2=10
52777
Jedna8ine (9) moZemo sada napisati u obliku

- - 2 _ 1o
¥q = lo u, Vo= 2V S, Vg = =9 W
Vrednost argumenata (promenljivih) u,v,w. odredju-
jemo tadkama na odgovarajuéim skalama ¥ije poloZaje nalazi-=
mo na osnovu sledeéih tablica

u | yq=lou v | ¥y =2v 2 W y3=l$ v
o o o 0 o o
1 lo 1 2 5 7,1
2 20 2 8 lo 14,3
3 30 2,51 13,5 15 | 21,4
4 ho 3 |18 20 | 28,6
5 S50 345 | 24,5 25 | 35,7
6 6o 4 | 32 30 | 42,8
7 70 4,5 | bo,5 35 50,0
8 80 5 50 4o | 57,1
9 90 5,5 66,5 45 | 64,3
lo |loo 6 | 72 50 | 71,1
11 lio 6,5 | 8445 55 78,6
12 120 7 |98 6o | 85,7
65 | 92,8
70 {looyo0
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v
27T w
M
40 1 170 7
+6s
9 -
T 69 +65
87 55
74 +50 -6
ol T45 lss
L)
5+ +1-35 15
4l + %0 __4'5
+ 25
3T +-40 *
T35
4.45
T 13
+4o
4+ 1s 4
14
o — O T o
SL.2

Tra¥eni nomogram prikazan Je na slioi 2. Pomobu nje=
ga na primer za u=lo, v=5 nalazimo da Je w=U45, Med jutim,

ako je na primer u=8, w=25 pomoéu nadeg nomograma nalazi-
mo da je v=3.

Posmatrajmo sada funkel ju oblika
21(w) = £,(v) 24(W) voe (10)

ili, %to Jje isto, funkelJu oblika
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NG = f3(w) esa(10%)
logaritmovanjem jednadine (lo) dobijamo Jjednadinu

log fl(u) = log fg(xf) + log £, (w)

a ona je oblika (1), za koju wmoZemo napraviti nomogram na
veé opisani nadéin.

Med jutim, za Punkoiju oblika (1lo) mo¥e se konstru=-

isati nomogram tako da se za skale promenljivih u i v uz=
mu dve paralelne 1 suprotno orijentisane poluprave, a za

skalu
iv,

w prava koja prolazi kroz poletke A 1 B skala u

©

Y

8% Y

Neka je AB = a. Sa slike 3 Je tada

Jyo .3

.V2 a_YB

$
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odakle se dobija ay;=yy¥4 = ¥,¥gs odnosno y3(yl+y2)=ayla
odakle Jje dalje

¥y
1 1
e T— DU - | o0 e 1

Kako je prema (7)
¥y = mlfl(u), y2=m2f2(\f),‘ y3=m3f3(w),
to se iz (11) dobija

mlfl(u)
¥aq = . a
3 mlfl(u)+ mzfe(vy)

Ako brojilac i imenilac poslednje Jjednaline podeli-—
mo sa mlfz(xy) dobiéemo

£1(9)
A

Yq = o 8y
3 £y(w) m,

+
1S5 oy

koju s obzirom na (lo?) mo¥emo napissti u obliku

. a ¢oe (12)

Primer 2. Konstruifimo nomogram za funkeiju

u = VW

ako se zna da se promenljiva u menja u granicama 0 £ u £ 600,
a promenljiva v u granicama 0 €V £ 15,
Reenje. Za jedinlou du¥ine za skalu u uzmime umy=
=0,25 mm, za skalu v Jjedinieu duZine m?=1o mn. Za duZinu.
- - m
skale w uzmime a=loo mm. U ovom sludaju Je Eﬁ = Lo, pa

jednadina (12) glasi

- I
Y3 7 §¥Eo © *°°
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Sada Je
= = loo w
¥3 = 0525wy ¥y = lov, ¥3 = "o

Vrednosti argumenata u, v, w odredjujemo tadka=
ma na odgovarajuéim skalama 8ije poloZaje nalazimo na os=
novu tablica

u |yy=0,25 u v |¥p = lov W y3=‘1;2 z
o o o o 0 o

4o lo 1] 1o 1 2,4
8o 20 2 20 2 4,8
120 30 3 30 3 7,0
160 Lo 4 4o 4 9,1
200 50 5 50 5 11,1
240 6o 6| 6o 6 13,0
280 70 71 70 7 14,9
320 | 8o 8| so 8 | 16,7
360 90 9| %o 9 18,4
oo loo lo | 1oo 1o 20,0
Lio 1lo 11 [ 11e 15 27,3
430 120 12 | 120 20 33,3
520 130 13 {130 30 42,9
560 1lbo 14 | 1bo ho 50,0
600 150 15 | 150 50 55,6
6o 60,0
70 63,6
80 66,7
S0 69,2
loo 71,4
200 83,3
500 92,6
looo 96,2
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-—10

44

-+ 42

T+ 13

4y

+418
v

560 1

520+

480+

o 1

320

Si. 4
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Tra¥eni nomogram prikazan je na slici 4 . Pomoéu
njega se na primer za u = 260 1 w = 6o dobija da je v =
= 4,3,

Napominjemo da Jje logaritamski radunar konstruisan

na principu nomograma.

XIV
7ZADACI ZA VEZBU

1. Za skupove A = {a,b,c} i B= {b, cy dy f} naéi AUB,
ANBy; ANB, BN A

2. Ako je R skup svih realnih brojeva a R, skup svih ra—
cionmalnih brojeva, #ta predstavlja B~R, a ta R~ R.

3, Nadéi broj varijacija klase 4 o4 6 elemenata.
4, Naéi broj kombinacija klase 3 od 8 elemenata.
5. Naéi broj permutacija obrazovanih od elemenata a, b, o,

d, e.

6. Nabéi bro} varijacija sa ponmavljanjem klase 2 od 5 ele=
menata.

7. Naéi broj varijacija sa ponavljanjem klase 5 o0d 2 ele=
menta.

8. Popunjavanje listiéa kod sportske prognoze jeste obrazo=-
vanje varijacija sa ponavljanjem klase 12 od 3 eleme=
nta. Koliki je prl tome broj svih moguéih varijacija?

9. Naél broj kombinacija sa ponavljanjem klase 3 od 5 e=
lemenata 1, 2, 3, 4; 5.

lo.Naéi bro] kombinacija sa ponavljanjem klase 4 od 3 e=
lementa 4y By C. '
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11.

12.

13,

14.

15.

16,

Razviti binome: a) (x+y)8, b) (amb)6

n
. 2 =1
Na¢i granicu niza: a) a, = ~&=, Db)a, = igﬁl_
Da 1i niz a = (=1 + -%— ima graniou ? Xoliko ta-

daka nagomilavanja ima ovaj niz?

Za koje vrednosti nezavisno promenljive x su defini=
sane funkcijes

3
8) £(x) =Vx, D) y=1(x2), o) £(x)= | x,

1
d) y = X e) Y B el 9
x=1" 1+x°
Odrediti tadke prekida funkecija:
1 x+1 1
a) y = b) £(x) = x 0) y= ==
X=3 =Dz 4 ‘ o1 !
: 1
) y=e% , o) 2(x) = —md—
lux2

Nadl prvi izvod funkel je:
4)
a) y = x8, b) vy = sin 5%, ¢) y = tg6x,
d) v = x% sin Xy, €) y=(sin x + 2 cos x)a,
2
) y= x253xa g) v = 5221 9 h) y =\/cos x,
i xX“+1
D £(x) = x=-N5-03, ¥ y=wE-1
X 1
1) y= 5% m y = log2 X, n) y= -5
x
B)

a) vy = x3—5x2+3x-1, b) y = _ls, c) y = x3ex’
X

x
d) £(x) = x1lnx, e)y-= x3cos X, £)y= —S-
sin x
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g v =/ sin®x +1, h) v = -;in—« ;1) v= tg xg,
Vo3

2
%) y=e6X , 1) £(x) = lalx+ \/x2+1),

m) x3+y3«33xy = 0, 1) 2x2—7xy+3y2+2x=5y+2

X
3 s &l x=sin x
17. Maéis a) lim &== , b) lim % o
X—0 X—0
x0-5%+1 3.~% x2=5%+6
¢) lim 22gE=. ;@) lim x7e™,  e) lim =-gZm==-
x9_a=2x +8 F o 00 x—3

18, Kacrtati grafik (dijagram) funkeije:

2
8) ya(el)(x=1)2, ) v= EEl, o) v = gip
) v = __Eg’ e) y = -—l“‘gg £) y = xe™,
3=x 1+ x
XO D2 3 -x°
g) v = ——ET s h) v = x7=12 x, 1) y=e

19) Haéi ekstremme vrednosti funkeija:

a) v = -%— %7 - -%- x3, b) v = 2x343x° 12241

¢) y=x2(x=3), d) v=x2(x=12)2, &) £(x)= ﬁ%f%

) y= x—jc#}‘ltﬂf g) v=x'-82+9,  b) y=xo=3x"-9x+5
) y=xe*, k) y= x+ —%— s

D y= -%— x>+ —%w x% - 6x + 2

20. Naél paroijalne izvode funkel je:
a) z = 3x2-8xy-5y2-7x+3y—2, b) z=(x2—3y2)5
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21. Proizvodnja kamenog uglja u prethodnih 9 godina izraZe-
na u hiljadama tona prikazana je slededom tabeloms

godina 1957 1958 1959 1960 1961 1962 1963 1964 1965

proizvodnja 9 11 127 12 15 17 21 25 28

7a datu vremensltu seriju naél linearni trend i na
osnovu njega predvideti proizvodnju kamenog uglja u 1968
godini. ‘

22, a) [xsdx, b) f-f-g ax, ¢) f(5x2-3x+l)dx
) f(sin x + e¥=x+3)dx, e) f(3x+4)3dx,
5 ‘
) f(x+1)6dx, g) f\/ 2x=1 dx, h) f-;%% s
foos (—{%m - x) dx,

Y [, W /
25x°+20x + 4 b4 —4x-5

R
D [, o) [

e, o) [
Ix2+6x+5 X2 abx2
) [ -, s)[x\/3-x2 ax, t)fx sin x dx,

008 X x
u) | ==g= dx v) [ x 1n x dx W xe“dx.
sinzx ’ [ ’ ) [

23, a) f x%dx, b) f(x-l) ax,
]

AV £

c) (x2—3x+2) ax, d)[ sin x d4x,

]

1]
e N
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24,

25.

26,

27.

28,

1 2
e) f e*ax, £ [ (2x=-3)" ax,
0 1

Je

5 5
g) 3%+l dx, h) (sin x + cos x) dx,
J- 6[

-~

Ju

1) f —ax R k)f cos x dx,
S

6 3
1) f\/ =2 ax, m) [ (2x=1)> dax,
2 5
ot

3
n) J”\/5x+1 dx, o) 5( (x2—2x+3) dx,
o

O
R

1
) (cos x +1) dx,  q) Jﬁ (x+e¥) ax,
0
2 3 2
) f dx s 8) [_Q_%F_ ’ t)f (x3+2x-4) dx
1 1 % 1

Izradunati povr¥inu ogranidenu osom x 1 parabolom

Yy = l-’x2 °

Izradunatl povr¥inu ogranilenu =x osom, pravom x=3 1
parabolom y = x2.

Izradunati povriinu ogranifenu krivom linijom y=x(x—l)2
i x osom.

Izradunati povr#inu ogranidenu parabolom y=4xnx2 i
X 080m.

Izradunati zapreminu tela nastalog obrtanjem oko x ose
parabole y = 4x = x2 za koju je y>= o
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29, Nadi vrednost determinante:

=3 =2 3
a) 9 b)
1l = 19
1 5 3
a) 3 2 1, &)
=2 =] 2
30, Redi sistem jednalina:
a) 2x =3y = 3
5% + b4y = 19
6) 2x =3y + 2 =2=0
X+ 5y =4z +5 =0
hx + y »’33 + 4 =0

e) 2x, = Xy + Xy = 2
3x1 + 2x2 + 2x3 = =
g = 2x2 + 13 = 1

g) 2% + X, = Xy = 0
Xy + Xy ok Xg = L

3x) + 2%, = 5X4 = el

31. Naéi zbir matrica

=3
5 c)
4
1 =2 o
2 1 2
3 <=5
2 3 =2
) x+ y= 3
X =y =1
d) 2x = 4y + 3z

X = 2y + Ug=3 = 0
3x = ¥ + 5z

O 3w

2

19

£) 2xy = 33, + xq = =1

1 =2
a) A= i B=

2 5
0 4

b) A=1j2 5 i B=
1 3

229
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4x1 == 2x2 + X = 3
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5 2 1
32, Naéi 44 ako Je A=

33, Nadéi 34 = 2B ako Je

34, Naéi proizvod matriea

3 1 5 1
a) A = 9 B = 3
2 4 =1 -2
1 =@ 3 =l
) A= s B =
-3 ) 2 =1
35, Waéi adjungovanu matricu matrices
1 3 o 1 =3
a) A=2 2 4 s b) B=
1 01 =2 42

36, Wadi inverznu matricu matrice

S

37. Sistem jednadina re¥iti pomodu matricas

a) 2x + y = lo By 33X =y + 2= 7
X ey=s =1 X + 2y = 2z = 1
2k + ¥ =3 z = 1
¢) Xy + Xy + Xy = 6
2Xy = Xy + Xy = 3

x1+x2—x3=o

38, Naéi x i y iz Jjednadine
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39.

Lo,

41,

42.

43,

3.
9.

13.

2 5 X 33
5 =2 ) v lo

Za matrice

Naédi 4B i BA gza matrice

0 =l 5 1
A= 9 B =
2 3 o 7
Dati su vektori a=(3,1), b =(4, =1).

Nadis atb, a=b, ab, fa’ s bl .

Dati su vektori a = (2, o, =1), b = (1, =2, 3).
Nadi: 2a, 3b, a=b, ab, |b| .

L]

Za vektore a=(l, 3, =2, 5), b
Naéi: a+b, ab, lal .

(o, 1, 24 3).

R ¢ B e nj a

AUB = {a, by ¢y d, i’}, A(\B:&b,o} 4
ANB= {a§ B~A= 4, £} .

R\\Ra rredstavlja skup iracionalnih brojeva, Ré\.R=¢
(prazan skup)

360 4. 56 5,120 6. 25 7. 32 8., 3%2.531 441
35 1e. 15 12. a) o, b) 0.

Niz nema graniou; niz ima dve tadke nagomilavanja. 1 1 =l,-
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14,

15.

17.
21.

23,

24,
370

38.

a) x> 0,

b) x>2, o)

Za svako X € (= 00, 00 ),

d) x # 1, e) Za svako x.
a)x:j,b>x=1 1 x = =3, c)x:-—tl’
e) x = + l.

a)l,c)%, da) o,

v = 4,92 + 2,35 %t 5 33,12,

B -2 1) - 5= 1) -E-

o)-%—-
L
a) (33 &

(45 5)

B A -1

-7 30. ¢) (5; 6; 1lo)

b) (25 03 1)
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e) 1

m) 68 n)
12
2
d) (<13 o3 1

e) (13 25 3)

d) x = 0,

42
5T

&) (23 =15-3)



xv

TRIGONOMETRIUJA

1. Definicija trigonometrijskih funkeija na pravo=
uglom trouglu. Odnosi ili razmere strana pravouglog trou-
gla 4BC (slika 2) jesu funkeije ma kog odtrog ugla posma-
tranog trougla, i obrnuto, mogu se uglovi smatrati kao fune=
keije tih razmera. Izwedju strana pravouglog trougla ABC
moguée su ove razmere:

-2- 0 163 5 % 1 reciprodnes
o o b
a®' b* 2

Ove razmere zavise samo od uglo-
va i1 zovu se itrigonowetrijske
funkelje uglova. Za trigonomet—
rijske funkoije oZtrog ugla u
pravouglom trouglu imamo sledede definicije:

1.Sinus ugla Je odnos suprotne katete prema hipote-

nuzi 1 to: sin ol = ‘2‘ s sinf= g‘

2. Kosinus ugla Je odnos nalegle katete prema hipo-

tenugl 1 to: cosl = g— s QOB = ‘2‘

3.Tangaasugla Jje odnos suprotne katete prems naleg—

loj katetl 1 to: tg=L &, tgr =2
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4. Kobangens ugla je odnos nalegle katete prema su=
protnoj kateti i tos cotg = g s ocotgH = %

5. Sekans ugla Je odnos hipotenuze prema naleglo]

katetil 1 to:s seod = % s, Bech = %

6. Xosekans ugla je odnos hipotenuze prema suprot=
noj kateti 1 to: cosgecl = % 9 cosec fy = %

Odnosi strana pravouglog trougla ne menjaju se ako se ugao
ne menja, a strane se menjaju. Sve ove posmatrane funkeije
gu neimenovanl brojevi. Xatete su uvek manje od hipotenusze,
pa sinus ugla 1 cosinus ugla ne mogn bitl brojevi veél od
Jjedan, sscans ugla i ocosecans ugla nisu manji od Jjedan,%tan-
gens ugla 1 kotanges ugla wogu biti vedl, manji ill jedna-
ki jedinioci, '

U pravouglow trouglu ABC ugao fh = 90° - ol oIz t0=
ga sledil:

81n(90% o )= g = gos ol , ©008(90°%=d )= g = sinde

©8(90% -L )= 2 = ootgcl , 00tg(90% k)= § = g
se0(90%= ol )= & = coseccl, coseo(90%dl)= g = secd

Kad se dva ugla dopunjuju do 90°, onda su funkeije Jednoga
ugla (sinus, tangens, sekans) jednake kofunkeijama (kosinus,
kotangens kosekans) drugoga ugla.

Primer. 1) Dat je pravougli trougao 8lje su kateta
a=3em b= 4 ome Izradunati vrednosti svih trigonome=
trijskih funkelja uglova.

ReSlenje. Po Pitagorinoj teoremi Je

o =\/a% + b? ﬂvg 4+ 16 = 5 om
Iz definicijs trigonometrijekih fumkoilja dobl jamo
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ﬂn$=%, Mnb=§
cosok = &, cosh = 2
5 5
thL"_"‘;j’, tg(b :Xﬁ.
) 3
cotgl = 4, cotgh = 2 ,
3 4
SeaoL-—u-Ss M sec{5=,5.
4 3
5 - 5
coseo) = 2 , cogec A = Z ’ &to Je
3

jasno sa slike 2.

2. Trigonometrijske funkeije uglova od 30°,45%1 60°

Radli izradunavanja trigonometriskih funkeija ugla
od 30° 1 ugla od 60° treba posmatratl rawmostranl trougao
ABC(slika 3). Spustimo Jednu njegovu visinu. Tako dobijamo
dva pravougla trougla ACD 1 BCD. Iz trougla ADC imamos

a V3
a) sin 60° = mmw%mm = Qﬁgi = ;%é
a
Z .

o _ a 1
cos 60 = oeg= g S

a
Z
a

otg 60% 2 = m%m = Jﬁé
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seo 60° & =Bu = 2

a
)
cosec 60° 5 wmedame = g;gi
e
3
. o 1
b) sin 307 = e=Z= = =5

cos 30° = -éié%;— = J%E
a
7

tgjoo=—=—a—m==l—=-§
V3

Posmatranjem trigonometriskih funkoija uglova, tj. njihovih
vrednosti vidimo da Jes '

sin 60% cos 30°, oos 60°% sin 30°, tg 60% cotg 30°,

cotg 60% g 300, sec 60% cosea 30°, cosec 60° = mec 30°
9

7a izradunavanje trigonometriskih funkeija ugla od
459 posmatrajmo ravnokrako pravougli trougao ABC, kod koga
su o¥tri uglovi po 45°%. Iz trougla ABC, (slika 4) sledi:

1. Y2
gin u5° = I SN 4
av2z Vo2 2

a1 .Y
a‘fé Yo 2
236
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tg 45° =

m!m
]
[

a @'z ootg 1;50 = _9.., = 1

geo 45° = 28 F: =V?2

& 8 a
SL. 4
cosec 45° = Eﬁgg = V2

3. Trigonometrijski krug

Krug sa centrom u koordinatnom poletku pravouglog
Dekartovog koordinatnog sistema X o ¥ 1 poluprednika 1
naziva se trigonometrijskl krug.

Uodimo tadku 4 na kru¥no) liniji, slika 5. TUgao
izmedju pozitivoog smera apsoiéne ose O0X 1 poluprednika
povudenog u taki A neka jJe ugao < . Neka Je CE tan=
genta kruga povudena u njegovod tadlkl ¢, a QF tangenta
kruga povuseua u njegovo] tadki Q. Tada jes

k)

. . eind= EA- B omy
E
oosi=%§=9§=or.
“f Iz slisnosti trouglova sa
o P x slike 5, OAP, OEC i OFQ
imamo:
PA_ . CE . OA_ OF,
. 9
8L,.5 op

op . OF oA _ OF o
57 %Q i T V' Iz ovih odnosa sledis

Lotgl=Fp=8F - G- om
2. cotg = %f = _gf_ = Q% = QF 3
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0A 0% OF

3. seooL=—w-——06-—-—I——OE i

4, cosec sl = -%%—-= —8%'—= -9%- =

Kao #to vidimo, ordinata tadke 4 na trigonometri-
jskom krugu Jje sinus ugla oL , apscisa tatke A istoga kru~
ga je kosinus ugla ok . Tangens ugla A je du¥ina tangente
trigonometri jskog kruga od njene talke C do tatke I, kao
preseka sa produfetkom poluprednika 04. Kotanges ugla ol je
du¥ina tangente istoga kruga od njene tasdke Q do talke T,
preseka sa produfetkom poluprednika OA. ‘

Na taj nadin mogu se definisati trigonometrijske high B
nkeije tupog ugla A u drugom kvadrantu, tupo ~ ispupdenog ug-
la ¥ u tredem kvadrantu i najzad o¥troispupdenog ugla S u
Setvrton kvadrantu. Njihove vrednosti prikazane su na sliol

4 1. sin cL=‘PA
cos - = OP

tgd = CE

ctgd = QF

2. sinfy = Pydy
cos h= OF

2
§L.é
cotg M = QFq
3o sin § = Pyl 4o sind =  Pshq
cos { = 0P, cos d = 0P,
tg ¢ = CE, tg J = CEg

238



cotg §' = 4w, cotg J = QF,

4, Svodjenje trigonometrijskih funkeija na oftar
ugzao.

Posmatra jmo sliku 7 . U drugom kvadrantu je tup u=
8aoh . Njegove se trigonometrijske funkcije mogu izraziti
pomoéu o¥trog ugla ~L iz pr-
vog kvadranta. Posmatramo
trouglove 0BC 1 0AP, Oni su
podudarni jer je 04=0B=1;

§ =l kao uglovi sa normal-
nim kracima. Iz toga sledi:
CB= 0P 1 0C = AP, pa Je

sinf= sin(90% d.)=CB=0P =
= cosch; cos B =cos(90%d)=

SL.7 = Q0= AP= - 3ind

_ in (90% ) _ cosok
tg My = tg (90% L) = £ = = = cotgo-
cos (90% )  sincl

o] OL - DL
cotghh= cotg (90° =908 (90 +ol) _ msinok | ool
g (9070 sin (90% 1) coscl

Pomoéu ovih obrazaca, trigonometriske funkeije tupih uglova
pretvaramo u trigonometriske funkeije oX¥trih uglova.

Primeris

1) sin 125° = sin (90° + 35°) = cos 35°

2) cos 155° = cos (90° + 65%) = - sin 65°
3) tg 137° = tg (90° + 47°) = = cotg 47°

4) cotg 128° 177 367! = ootg(90°+38°177367?) =

= = tg 38°177367°.
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Na slidan nadin mo¥e se pokazati da kada od 180°
oduzmemo ofbtar ugao sl dobijamo za tupe uglove iste obrasce.
¥a sl. 8 su dva podudarna trougla OBC 1 0AP. Iz podudar=
nosti sledis (B = PA 1 0C = po. Stoga je:

y Sin 5 = sin (180%d) = CB =
= P4 = sin &,
) N cos b = cos (180%4.) = 0C=
oo % o = PO = = 008ock s
C 5} P| N
tg O = tg (180°-DL)=E.—}%%=
= = tg o 5
g cotg L= cotg(lBOo-&)=?—I—ﬁ =
= - ocotg & ,
Primeri:
1) sin 140° = sin (180%=40°) = sin 40°
2) cos 157° = cos (180%°-23°) = —gos 23°
3) tg 150° = tg (180%-30°) = ~tg 30°

I

4) cotg 175% ocotg(180% 59) = —cotg 5°

Uglovi Rojli se nalaze u tredem kvadrantu su tupols=
pupdeni. Oni se mogu prikazati kao zbir ugla od 180° 1 jed-
nog oitrog ugla. To prikazuje slika 9. Iz podudarnosti tro-
uglova OBC 1 OAP izlazi da je (B = 4P 1 0C = PO, pa Jje

sin (y = sin (180% oL) BC= AP = =singl

cos (b = cos (180% L) 0C= PO = =poSol

0
8in(180°+cL) _ _=sinol _ g ol

tg 0 = tg(180%-~L) =
' 008(180% oL) =0 08>

008(180%0cl) _ =ocosol

= ootg ol
8in(180%ol)  =sincl

ootgb= o0otg(180%.[) =

Pomoéu ovih obrazaca funkecije tupoispupdenih uglova pretva=

ramo u funkoije oBtrih uglova.
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Primeri:

1) sin 210° = sin (180° + 30°) =—=gin 30°
2) cos 245° = cos (180° + 65°) =wcos 65°
3) tg 235° = tg (180° + 55%) = tg 55°

4) cotg 193% cotg(180° + 139) = ootg 13°

Isti obrasci se mogu dobiti ako tu-
poispuplene uglove predstavimo kao
razliku ugla od 270° 3 odgovara ju=
teg o¥trog ugla. MoZe se naéi odnos
funkeija dva ugla koji se dopun juju
do 360°. Iz podudarnosti trouglova
O0AP 1 OBP sl. lo izlazi da Je BP=AP,
pa Jje:

sinf, =8in(360%= ) )=FB = AP=—gindl
cosfh =c05(360%=.L)= 0P= cosol

tg b = t8(360 «l)= :§%§§§~= «tgoh

cotgfh =cotg(360 = )= :9§§§§_=
= - cotg ol

Pomodu ovih obrazaca funkcije oXtro-
ispupdenih uglova pretvaramo u funke
cije o¥trih uglova.

Primeris

1) sin 350° = sin (360° <« 10°) = = sin 10°
2) cos 280° = cos (360° = 80%) = cos 80°
3) tg 320° = tg (360° = 40°%) = - tg 40°

4) cotg 326% cotg(360° - 34°%) = = ootg 34°

Oftroispupdene uglove mo¥emo prikazati kao zbir
ugla od 270° i o¥trog ugla -, . Obrasci tako dobijeni is-
ti su sa predhodnim obrzgcima.
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5. Trigonometrijske funkelje negativmnog ugla

Tadka se krede po kruZnoj periferiji u pozitivnom
smislu, ako je njeno kretanje suprotno kretanju kazaljke
na satu, a u negativnonm smislu, ako Jje njeno kretanje za-
jedno sa kretanjem kazaljke na satu. Na isti nadin kreta=
njem utvrdjenog zraka u jednoJ tadki postaju pozitivni i
negativni uglovi. Posmatra juwo sliku 1l. Iz podudarnosti
trouglova OAP 1 OBP je: BP = PA. Stoga je:

¥ sin (=ol)= PB = AP =-sind
: A cos (=cl)= 0P = cosd
_sin(=ok) _ =sind _
tg (=oh) = gos(=oL) Gcos oL ~tg ot
am oh

cotg(=d )= %%E{:';L = g‘%‘%% =¢ ot gok

sL.11
Primeri:

1) sin (=40°) = - sin 40°

2) cos (=50%) = cos 50°
3) tg (=32%) = -tg 32°
) cotg(~56%) = ~cotg 56°

6. Izra¥avanje ostalih trigonometrijskih funkeija
pomodéu jedne od njih

Iz pravouglog trougla ABC slika 12
sledis

sin sl =

ol O

005 ~L

Dignimo na kvadrat leve i desne st-
rane i saberimosdobijamo :

2+b2

¢

sin%;_+ cosisl= 2
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,,
Po Pitagorino] teoremi Je o2= a“+b2 pa se dobija

2
sinewL + oosQ»L = —»9—2-— = 1,
c

Iz ove veze Je:

sin~_= V1 = oosév .
gos~L= Y1 = sindol

Iz 1istog pravouglog trougla ABC Je:
wl- gy vl
a ; b ;.
Veze sin ) = === 1 cos L= ~=— dajus

a=csindi b=coos~., pa je posle smene

_ ¢ sin) _ sin-l |, _ ¢ cosl _ cosol
tgh= 5558 = Gos L a cotgnl= ¢ sind ~ Bin-L

_ 1 . . _ 1
ILako se nalazi da je  tgol= SotT ili cotgl= T

sin o= —tB25 111 sin o =
\/ 1+tg?oL V1 co’l;g2OL

cos o= et 111 cos o = ~9_93§—05m
% L+tg2-L \/L—cotggoL

_ sinol  _ sino .. “Vi-cos®l
tg"’l\ N coScl - \’/71 sr@: = 111 tg"l - _'C'EE';L"
-sin

AV 2 i
cotgd = —%}%‘E ili cotgoL = -—-:979&5-\-—- o

\/ l=00 Se”L

7. Irigonometrijske funkclje zbira i razllike dva
ugla

Neka su uglovi ~ 1 oltri 1 neka ispunjavaju us=
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lov da Je nJihov zbir manji od 90°, Posmatramo sliku 13.

BS_. 04, SM10x 4 SE }§ 0x.0Onda
9 Je:
PA = sin-l, OP = cos<l, BS=sin/3,
i 08 = cos/3.
0B = sin (L +M); O0OC=co0s(sb+M).
Iz ovoga sledis

1. sin(cl +(5)=CB=CE+EB=MS+EB;
2: 008(sk+M)=00= OlC M= OM=ES »

Za odredjivanje sin (L +0) i
SL.13 cos (oL+() treba nadi vrednosti
velidinas MS, FB, OM 1 ES. Iz
trouglova OMS i BES imamos

a) -%%— = sind, MS = sin , 0S = sin L cos (>
b) -%Ms- = cos.l, OM = cosol 0S = cosol cos (h
e) -%g— = cosol, EB =loosDLBS = gosol Bins
d)-%—=sin~, ES = sin/ BS = gin /) sin(>

Zamenom ovih vrednosti u jednadinama 1. i 2. dobi jamos

sin (L+m) = sin-Loos S + cos ol sin ™
cos (L +n) = cosdd cos™ = ginol sin ™

Obragoe za tg(L+05) 1 ootg (oL+ M) dobijamo na slededi na-
8ing

sin(sl + 05 sinsl cos ™ + cos sl sinl>
bl +05) = m'g“:g'} 308 <L 008 5 = FinL BIa’
Ako podelimo brojitelj i imenitel} ovog razlomka sa cos ol cos
dobi Jamo:

ta(Lelo) - Tkt B
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cotg (JL+0) = cotg . cotglh= 1
cotg > + cotgdh

Obrasel za fumkcije zbira dva ugla va¥e za ma kakve uglove,
a ne samo za uslov oL+ < 90°, Trigonometrijske funkeilje
razlike dva ugla lako se dobijaju 1z obrazaca za zbir dva Ue
glay, ako se svuda ugao A zamenl uglom = . Na taj nadin
dobijames

Sin(l =) = sin JLcos H» = cos.l sinb
008(k =) = cosch cos (> + sinol sinfbh

tg(cL _(b) = .—.1;52):-:_25:(5—— i QOtg(J-—b):
1 + tgd tgh

. cotgsl cotg ™ + 1
cotg H = ocotgol

Primeris
1) Naéi sin 75° 1 cos 75%, ked se zna da je 75° =

45%+30°
sin 75° = sin (45°30%)= sin 45%°.cos 30%cos 45%in 30

V2 Y3, VE 1. V6. VE_ VerV3
- - S el el i A

5

008 75%cos (45°+30°)= 008 45%o0s 30%-sin 45%in 30° =

V5 -
R R R R s

2) Nadi sin 105° 1 ocos 105°.
sin 105° = sin (60° + 45°%) =

sin 60° cos 45° + cos 60° sin 45%
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[s] - - e
cos 105 = cos (f‘,oo + 1;50) = oos 50%o0s 45° -

- sin 60° sin 45° = ’-l\- . —@ - —)E . —)E = JE_EJ"Q-

Iz priloZenih primera se vidi kako se sve trigonometrijske
funkeije mogu lako izradunati, ako se uglovi podesno rasta=
ve na zbir 1131 razliku uglova 8ijli su sin,cos,tg i cotg po=
znati.

8. Trigonometrijske funkcije dvostrukog ugla i
polovine ugla

U predhodnim obrascima smo videli kako se izraduna=-

vaju sin, cosy, tg i cotg szbira i razlike dva ugla. Ponovi=
mo te obrazces

sin (oL+H) = sin-L  ocosfs + cossl sinb

cos (L+M) = coslcos® = ginL sin b,
1 - tgltgh

co’(‘:g GL+ny) = cotg <t ootglh -1

cotg M + cotgol
Fada se u ovim cobrascima stavi = L dobija se:

sin(ol+ )= sin 2oL= sin -L coscl+ cosclsind =
= 2 sin-loossl,

cos(sL +sL)= cos 2ol= cos sl cosol = sin ol sing =
= pos®el = sincl .

tg (Ltol) = tg 2oL = 28=L t TEgeL | oLy
8 (hel) = & l=tg L tgel 1-%?2&

cotgol cotgel = 1
cotgsl + cotgol
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- ootg?d =1

2 cotg o
Iz ovih obragaca mogu se naéi funkelje dvostrukog ugla,kad
su poznate funkeije prostog ugla.
Primer. Nadéi funkeiju ugla 2 ol kada Je sin = w%m 9
a ugao oL o¥tar.

Refenje. Upotrebom osnovnih obrazaca najpre nalazimo:

cos ol = Viesin2le \1 - 58 = \/ -4

3
g ol = giga‘i = "‘%’ = 23; 1 cotgol = %w = %- Zamenom

ovih vrednosti u obrascima za funkeije dvostrukog ugla dobi=
Jamos

sin24=2sin¢oos#=2¢%oé=-§§me

008 2l = 008?L = gin?l =(l.£)2_(..3,)2 ~..9..7,
5 3 25 25 25

3
. 2.
l‘“’tg okl L= TB,
16

2 q S -

votp ol w 1
ootg 2ot < et a B g
2 sotg e 2 o g 24

Po prvom osnovaom obrazcu imsmo:

1= sin® &%@. + cos® B

.

b

a prema drugom obrascuw iz funkeije dvostrukih uglova imamoy

cosol = oos® -i'ém w pin® m“’d/{w .

Sabiranjem ovih dveju jednatina dobljamos
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0 "L
1 o= “ a s =
+Ccos 2 cos == odavde cos =

= /Lt cosd |
53 -

dok oduzimanje druge od prve déje:

1 = cosel= 2 sin® iéh, a odavde sin Jé— =

= + L:‘%‘BEE{. , tada je
ei . °L
tg 2= :_E-—-—-!-—— = 4 1= coset i
K oL TV 1 4+ cosel
[ee]<] —E-——
, N ‘
cotg oL o S0P T & /Lt cossh
kK oL "V 1 = cosol
sin T

Pred korenom uzimamo 1li samo pozitivan 11i samo negativan
znak. To jedino zavisi od ugla iéh. Ako je Eé- u I kvadran-—
“u onda uzimamo samo pozitivme znakove; ako je ugao Jéh u
II kvadrantu, tada je sin Jé— pozitivan, a za ostale funk=
eije znak je negativan; ako Je 4§; uw IIT kvadrantu onda se

\

za sin éé- i cos Aéh uzima negativan, a za tg Jé— i
cotg Eé; pozitivan znak; sko je ugao ié; u IV kvadrantu,on=
da se uzima za cos Jéh pozitivan a za ostale funkcije nega=-
tivan znak.

Primerils

1) Kad je cosol = o,4, naédi tg'é sa 3 decimala.
Ugao oL je o¥tar.

oL _ l=cos-L  _ l-cosol _ l=0,4 _
%8y =% \TreesL - * V ToosL = T VIro,h <
=\ /%L%:\/o,ues
9
2
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2) Kad je sin 30° = = , naéi sin 15° i cos 15°.

. 1 s
Znamo da Je cos 30° = léé . Iz obrasca sin 4%— = 1\/—:2§45

I_VT =
lako radunamo sin 15° = + = 2=V 3

) [
\/3
[ 1+ \
cos 15° = 4\ /1+oo§ 30 =M/ 2??“ -\ /2 +5 /3
Prema uslovu zadatka cos 30° = ng;;;5;6° = \1«(%)2 =
A 3 V3
-Jl iy el \/T = 3=

9. Pretvaranje zbira i razlike trigonometrijskih
funkei ja u proizvod

Pretpostavimo da je< a + < b =o i
Ja - §< b =/ . Sabiranjem i oduzimanjem ovih dve-
Ju jednadina dobi jamo:

oL : ol =
a= —agﬁl i b = —-Eﬁl ; tada Je:

1) sinsl + sin b= sin (a+b) + sin (a=b) =
sin a cos b + ¢c0s a sin b + sin 3 cos b =

= 008 & sin b = 2 gsin a cos b = 2 gin sL%ﬁL

cos -T-
Primer:
sin 60° + sin 10° = 2 sin 35% cos 25°
2) sinol = sin = sin (a+b) - sin (a=b) =
= g8in a cos b + cos a sin b = sin a cos b +

+ cos8 a sin b = a 008 a sin b =

1

ok 4B )
2 cos —p— sin —g== .
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Primef:
sin 70° - sin 40° = 2 cos
cos~L + cos s = cos (at+b)

3)

cos a 008 b =~ s8in a sin b

55° sin 15°,
+ cos (a=b) =

+ 008 a 008 b +

2 cos a cos b =
ol =
08 5

sin b =
ol+ D
2

sin a

= 2 008

o}

Primer:

2 cos
(a+b)
sin b

sos 80° + cos 20° = 50° oos 30°

4) cosol = cos ™= cos ~ 008 (@=b) =

c08 a 008 b = sin a = CO0S 8 COS b =

a sin b =

ol e
sin %

sin a sin b =-2 sin

= ol + &
= = 2 8in 3

Primers

co0s 80° = cos 120° = = 2 sin 100° sin (=40°) =
2 cos 10%in 40°, zato ¥to jJe sin 100°=sin(90%10%)=
=cos 10°,

a sin (=40%) = = sin 40°.

- sinsl 0088% cosol gins
cosol cos b

sinel gin &
00Sol = 008 A

5) tgol + tg B =

sin(el + M)

cos~L gosl
Primeri:

gin 50°
cos 30%o0s 20°

1) tg 30° + tg 20° =

sin 30°

2y tg 47° - g 17° =
) cos 47° oos 17°
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ok
6) cotg okl + cotgm = %g%;: + %%E%% =

- sin beosd®: cos b sind _ sin(d LoL)

sin L sinn ~ sin ol sInn
Primeris
0
1) cotg 20° + cotg 42° = e BiR 027

sin 20° gin 42°

—r5in 35°

2) cotg 40° = cotg 75° 5 5
sin 40° sin 75

i

lo. Grafidko predstavljanje trigonometrijskih
funkoi Ja

Ugao se u matematici dedbe izra¥ava ludénom merom =
radijanom. Kod kruga datog poluprednila r velidina oent-
ralnog ugla oL zavisi samo od veliine odgovarajudeg luka
0 . zato se ugao ok mo¥e definisati kao odnos luka i polu=
prednika (slika 3), %j.

L. §

Ako Je poluprednik kruga =1, tada Je ugao ol jed-
nak luku L . Pri ovoume uglu od 360° odgovara obim jedinide
nog kruga od 2% , wuglu od 180° odgovara poluobim jedini-—
Snog kruga od %k, itd. Znadi uglu od A° odgovara Iluk
Jjedinidnog kruga od
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JOG

Toes coo (@)

Obrascem (a), kao delovima poluobima jedinidnog kru=
ga izraZavaju se vrednosti ugla <L u takozvanoj lugno meri.
Ludna mera je neimenovan broj.

Obrnuto, ako Jje dat ugao oL u ludnoj meri, pretvori-
¢emo ga u stepene ako njegovu vrednost u ludnoj meri pomno-
Zimo sa 180° LudnoJ meri dija je vrednost 1 odgovara

e

180° )
ugao od = = 57°17%44%,8 i naziva se radijan. To Je ugao
= =801 J8H.

¢iji je luk jednzk polupredniku kruga.

Pre nego 3$to grafidki predstavimo trigonometri jske
funkcije podsetimo se brojuih vrednostitrigonometrijskih fue
nkeije uglova od 0%, 909, 1800, 270° 1 360°. Te vredmosti
date su u tabell 1., a lako se dobijaju sa trigonometri j=
skog kruga slika 6. :

Tabela 1. (u zagradi su uglovi izra¥eni u radijani-

ma)
o
L | % s’ 180%)  270°3)  360°(20)
gin o 0 1 0 1 ;
coss 1 0 -1 5 )
cotg:l too 0 S 0 =

Irigonometrijske funkoije y=sin x, y=cos x, y=tg x
i1 y=cotg x, grafidki su predstavljene na sledeéi nadin u
pravouglom kordinatnom sistemu. Za funkciju y=sin x, peri=
feriju trigonometri jskog kruga prenosimo kao pravu liniju na
apsoisnu osu, a ordinate koje odgovaraju tadkama O, 900,180O
itd. dobijamo kao brojne vrednosti funkcije y = sin Xy 28 O=
dgovarajuée vrednosti uglova iz tabele 1.

Kako se periferija trigonometrijskog kruga moZe pre-
nositl, na apseisnu osu u pozitivnom i u negativnom smeru ko-
liko se puta hoée, to je kriva linija funkcije y=sin x neo=-

granidena.,
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1
]

-t

5L 1%

Kafemo da se ona perioditno ponavlja sa periodom od 24,
Na isti nadin se grafidkl predstavlja funkeija

v=008 X. Grafik funkcije Je istl kao i funkelje

samo Zto je pomeren ulevo za ﬁ?— « Perioda funkecije y=

=¢co0s x Je takodje

Yy

-~

2

)

L oo

vidi sliku 15.

y=sin x,

oz

5L.15

Uzimajuéi u obzir vrednosti trigonometrijskih fun-
kelja y=tg x 1 y=cotg x iz tabele 1 za uglove od 0°,
90°, 180°, 270° 1 360° dobijamo grafik na slikema 16 i 17.
Periodisno ponavljanje kod funkeije y=tgx 1 y =

= cotg x jJed .
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5L.16 SL.17

ReBavanje prostijih trigonometrijskih jednadina

Jednadine u kojima se nalaze trigonometrijske funk-
cije nepoznatih uglova, zovu se trigonometri jske Jednadine.
sko se u jednadinl nalazi samo jedan nepoznati ugao, onda
treba jednadinu tako transformisatl, da se u njoj nalazi sa=
mo jedna funkelja tog ugla. Ako u jednadinl ima vifie nepoz-
natih uglova onda treba teko transformisatl, da se u njod
nalazi samo jedna funkeija svakog nepoznatog ugla, ill nji-
hoveg zbira ili razllke.

Primeris

1) 2 sin x = 1, +J. 8in x = == , odakle Je

5to zbog periodidnostl funkolle sin x dajes

G .
xq= % + 2 k5%, K= 5% + 2 K% (k=0, + 1y eos )
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Iz ovoga primera vidimo da trigonometrljska jedna—
$ina mo¥%e imati bezbroj reSenja.

2) ReBitl jedna¥inu a sin x + b cos x = ©

Podelimo jednadinu sa a , dobi jamo:

: b c
Sin X + «g= 008 X = =z=

Sada uvedimo pomoéni ugao Jd. tako da Je tg ol = u%m s onda
Je

sin x + tg L cos x = «%u g 111

gin x cos ok + 008 X sin oL = u%m cosol,

sin (x +od) = m%m 008 ol

Kako je o poznat ugao, iz ove Jednaline mo%e se odreditl
vrednost x + ol , 8 tako 1 ugao x.

3) Date su dve Jednadine:

I sinzx + oosgy = g

2 2

11 cos“%x = s8in“y = b

2 2

Ako u drugoj jedna¥ini cos“z zamenimo sa l-=sin®x, a
sin2y = 1w cosgy dobija se ova] sistenm

I sinzx + oosay = @

2 2 b

II 1 = 8in°x = 1 + o8y =

Sada I 1 II saberemo i oduzmemo, dobljamos

I 2 oos2 Yy

II 2 sin2 b4

a+b

a="=

refienja su: iz I 1 II

08 ¥y = % \/% (a+b) , Bin x = + \/% (a=b) .
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XVl
PRIMENA U GEOMETRIJI

1. Prirodne vrednosti trigonometrijskih funkelja

7a Setiri osnovne trigonometrijske funkecije: sin,
cos, tg i cotg, izralunate su i utablidene vrednosti za ug=
love O°m45°, za svakih 10° (u nekim tablicama i za svaku
minutw).

Skupom utablienih vrednosti sadrZane su ujedno i
funkeije uglova veéih od 4509 naime:

za funkcije komplementnih uglova vafe relacli]je

sinod = cos (900_055, 008 oL = sin(90°—~f5, tga/=cotg(900=¢§,
cotg £ =tg(90° —&/)’ (apr., cos 53° = sin 370);

Funkoije uglova veéih od 90° uvek mogu da se svedu
na funkeije oftrih uglova (upr., g 160° = = tg 200;
cos 200° = - cos 207).
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(U originalu su neke cifre poslednje decimale podvudene, no
o tome ne treba da vodimo raluna).

Arvgumentima leve kolone (stepenima = G. i minutima
= M.} edgovaraju funkcl Je navedene u gornjem zaglavlju, a ar-
gumentima desne kolone = u donjem zaglavlju. U kolonama pod
D.1? date su minutne promene za svaku funkeiju posebno, u je=
dinicama poslednje decimale, radi interpolacije za uglove i
funkeije unutar desetminutnog razmaka.

Primeri:

1) odrediti sin 27°20° .~Argumentu 27°20° u levoj ko=
loni i fumkelji Sinus u gorpnjem zaglavlju pripada bro]
0,45 917. Dakle,

sin 27%20° = 0,45 917 == o,46.

2) odrediti cos 62°40?. ~ Argumentu 62°407 u desnoj
koloni i funkolji Cosin u donjem zaglavlju pripada broj
0,45 917. Dakle,

cos 62°407 = 0,45 917 = 0,46,
tJ. ista vrednost kao i u prethodnonm primeru, Jer su dati Ue=

glovi komplementni: 27200 + 62°40% = 90°,

3) odrediti tg 27°24717". - Prvo podelimo 17" 3 60
e 0?28, Minutna promena funkeije Tang w razmaku izmedju
27%0p9 1 27930 iznosi: D,1° = 36,9. Za 4728 promena iz—
nosi 4,28 . 36,9 == 158 jedinica poslednje decimale. Kako je
tg 279207 < tg 27°307, to za tg 27%49, 28 va¥i relacija

tg 27°20° < tg 27°247,28 < 4g 27°30°.

Dakle,
0551 688 suocascoass( = tg 27°20%)
+ 158 ooooaoacoe-( = l¢,28.D.1’>

tg 2724217 = 0,51 846 = 0,52

L) Odrediti ootg 60°37°27", - Prvo podelimo 27":60
== 0?45, Minutna promenva funkeije Cotg u razmaku izmedju
609307 i 60°40° iznosis D.1’ = 38,3. Za 7%45 promena izno-
gi 7,45 o 38,3 =285 jedinioca poslednje decimale. Kako
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je cotg 609307 > cotg 60°40°, to za cotg 60°37°,45 vaii -
relaci jaz

cotg 60930 > cotg 60°377,45 > cotg 60°407.

Dakle,

0556 577 ¢ o o o o o o o (
~.285-oaaeooo(
cotg 600379271 = 0,56 292 == 0,56

cotg 60930%)
7,45 . D.1%)

Med jutim, kako je 37°,45 bli¥e ka 40° nego ka 30’
(40% = 37°,45 = 29,55), radun mo¥e da se izvede i ovako:

0,56 194 ¢ o o o o o o o (= cOtg 60°40%)

+ _-?éoono'not(=2’559Dol,)
cotg 60937927" = 0,56 292.

5) Odrediti cotg 25°8°46%. - Prvo podelimo 46%:60
=~ 0°,77. Minutna proumena Ffunkelje cotg u razmaku izmedju
25900 1 25%107 iznosis D.1? = 16,2. Za 8°,77 promena izno-
sl 8,77 o 16,2 =~ 142 jedinlce poslednje deoimale. Kako
Je cotg 25%7 > cotg 25°10°, 4o za ocotg 25989,77 vaii re-
lagija

ootg = 2507 > ootg 25987,77 > cotg 25%10°,

Dakle,

2,145 « o o o 4 o 0 . o (= cotg 25°07)
il 142 e ¢ o © o e o o o (= 8977@])01’ )
Cotg 2598°46" = 2,1303 == 2,13.

Medjutim, kako je 87,77 bliZe ka 10° nego ka 0°
(10* = 87,77 = 19,23), radun mo¥e da se izvede i ovako:

2,1283 o« v .« o 4« 4 . . (= cotg 25°10%)

+ 200000-000-0(=1,23'D91,>
cotg 25°8%46" = 2,1303.

6) Odrediti ugao o ako je &in £ = 0,45 917 (za=
datak obrnut primeru 1). = U koloni funkelje sinus nalagi-
mo vrednost 0,45 917. Kako se ozmaka kolome sinus nalazi

u gornjem zaglavlju, funkeiji pripada argument leve kolones
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27920* . Dakle
of = 27%0¢.

7) Odrediti ugao /3 ako Je cos /3 = 0,45 917 (za=
datak obrnut primeru 2). = U koloni funkolje cosin nala=
zimo vrednost 0,45 917. Kako se oznzaka kolone cosin nala=
zi u donjen zaglavlju, funkelji pripada argument desne ko=
lone: 62°40'. Dakle

B = 62°40°,

8) odrediti ugao § ako je tg ¥ = 0,51 846 (zada=
tak obrnut primeru 3). = U koloni tang nalazimo da Jje vre=
dnost 0,51 846 interpolovana lzmedju vrednosti 0,51 688;ko=
joj pripada argument 27°20?, i vrednosti 0,52 057, kojo]
pripada argument 27930%, Minutna promena u tom razmalu i g
nosi: D.1° = 36,9.

Relaciji medju funkeijama

0,51 688 < 0,51 846 < 0,52 057
odgovara relacija pripadajuéih argumenatas

27%0" < ¥ < 27°30°.

nazlici date vrednosti funkeije 1 one susedne u ta=
blidene koja je El}ég datojs

0,51 846
- 0,51 688
A= 158
odgovara promena argumenta (koliénik razlike 1 minutne pro=
mene, A 3 Dol9):
158 ¢ 36,9 =z 4,28,
Dakle,
27%20°
49,28
= 27%47,28

odnosno, kad delove minute izrazimo sekundama,
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0328 , 6o = 16"8 A= 170,
I = 27% 019,

2. Logaritmi trigonometrijskih funkeija

Kao i za prirodne vrednosti trigonometrijskih fun-
keija, izradunati su i utabliSeni logaritmi tih vrednosti,
i to za svaku minutu. Stoga su u kolonama sa oznakom D.1%
date sekundne promene, 1 to za funkcije log sin i log cos
posebne, a za funkeije log tang i log cotg zajednidke.

Utablidenim vrednostima logaritama trigonometrijs—
kih funkoija treba da se oduzme lo. Na primer,

log sin 37932

9,78 478 = lo odnosno
0,78 478 = 1 i1i

I,78 478,

1]

ili,na primer:

log ootg 379320

U

lo;11 450 = lo, odnosno

= 0,78 478,
ili,na primers
log tg 0°127 = 7454 291 = lo, odnosno
‘= 0,54 291 = 3, ili
= ;,54 291.

Inade, nadin upotrebe ovih tablica istovetan je sa
nadinom izloZenim w primerima upotrebe tablica prircdnih
vrednosti,

Primeri:

9) Odrediti log tg 27°24'17%. = Sekundna promena u
razmalm izmedju 27°240 1 27°25° iznosi: D.1" = 0,52.Za 17%
promena iznosi 17 . 0,52 =~ 9 jedinica poslednje decimale,
Kako Je log tg 27°24° < log tg 279257, to za funkeiju .
log tg 27°24°17" va¥i relacija
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log tg 27°24° < log tg 27°24°17" < log tg 27°25°
Dakle,

1,71 462 o « o o o = o (= log tg 27°247)
+ 9 e © o ©6 o o o (= 17 ° Dal")
log tg 27%24917m= 1,71 471,

10) Odrediti ugao d ako je log sin J = 1,90 334,i=
1i 9,90 334 = 1lo. = U koloni log sin (donje zaglavlje)na-
lazimo da je vrednost 9,90 334 (=lo) interpolovana lzme-
dju vrednosti 9,90 330 (=1lo), kojoJj pripada argument (des—
ne kolone) 53%lo?, 1 vwednosti 9,90 339 (=10), kojoj pri-
pada argument 539119, Sekundna promena 1 tom razmaku 1znow-
gis D.1" = 0,16,

Relaciji medju funkei jama

9,90 330 < 9,90 334 < 9,90 339
odgovara relacija pripadajuéih argumenata:
53%10° < J = 53%117.

Razlici date vrednosti funkeije i one susedne uba=
blidene koja je bliZa datojs

9,90 334
= 9,90 330
A= 3

odgovara promena argumenta (kolilnik razlike i sekundne pro=
meney, A 3 DelM)e
14»2 0,16= 25
Dakle,

53010’
+ 25"
d = 53%10%25n,
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3. ReSavanje trougla

Da bi trougao bio odredjen, pobtrebno Je da su po=
znata tri elementa, od kojih bar jedna stranica.

Ostala tri elementa mogu da se odrede 11i konstru—
keijom ili radunom. :

Redavanje trougla, to jest ilzradunavanje nepozna=
tih elemenata trougla pomodu podataka o datim elementima,
izvodi se primenom trigonometrijskih funkeija i tablicas

a) Pravougli trougao

Termin "pravougli! sadrii vedé Jjedan poznall eleme=
nt = pravi ugao. Prema tome, gza refavanje pravouglog trou=
gla trebas da su zadana Jo¥ samo dva elementa: straniea i
ugao, ili dve stranice.

Primeri:
Skica pravouglog trougla za primer 1 = 9.

1) Re¥iti pravougli trougao kad su mu poznate kate=
e a= 4o 1 b= 120,
Hipotenuzu izradunavame pomodén Pitagorine teoremes

¢ = V%Q + b2
Dakle, )
¢ = \/4?+1202 = \/l 6o0+14 4oo = \/R 000 = J.l 600.10=
= ho Vlo. 7

263




U tablicl kvadratnih korena brojeva l=loo nalazimo da je
Vlo = 3,16 228. Prema tome,

o =~ 126,49

Ugao ml odrediéemo pomodu trigonometrijske Punke
cije

tgoz'.-, ca%m
Dakle,

t8°/- ’T?w mg-— = 0,33 333,

U tablici prirodnih vrednosti trigonometri jskih funkeija
nalazimo da datoj vrednosti funkelje odgovara argument

/= 18%2676% =~ 18%26%.
Ugao /8 komplementan je uglu ol (S = 90°% u{)s
B = 71°337 540 =~ 71340,

2) Re¥iti pravougli trougao ako su poznate kateta
g = 4o i hipobenuza ¢ = 126,49,
Ugao « odredidemo pemodéun trigonometrijske funkoi-

sin pZz _g‘ﬂ'o

Je

Dakle,
Sinu/— -Tm‘gm = 0,31 623

U tabliei prirodnih vrednosti trigonometrijskih funkoi ja
nalazimo da dato] funkelji odgovara argument

= 18%627" = 18°267,
Ugao 3 komplementan Je uglu o((:
/8 = 71933953 ~ 710340 .

Xatetu b mogli bismo da odredimo pomodu Pitagorine teow=
reme i} 264



b= 02 = a2 9

all s obzirom da je hipotenuzs data videcifrenim brojen,
katetu b odredibdemo pomodu trigonometrijske funkei jes

—L = ootg ol,
a

odakle Je

b= a, cotg oL

U tablici nalazimo da jJe

cotg 18°2677" = cotg 18%267,117 = 3,00 coo = 3.
Dakle,

b=a., 3,

b

It

4o « 3 = 120.
3) Re#iti pravougli trougac ako je poznata hipoise
wuza ¢ = 126,49 1 jedan o¥tar ugaoc, reocimo ol = 18026’7".

Ugao /% = 90% o= 90°-18°2637% = 71933753,
Katetu a odrediéemo pomodu trigonometrijske funkoi-

Je
-2 < sine
odgkle Je,

azcosino/.

Kako je sineZ= sin 18%2697% = gin 18°267,117 = 0,31 623,
to je

)
i

= 126,49 e 0,31623’

tjn
a = Lo,

Katetu b woZemo da odredimo pomodéu ugla aé(i 12=
raunate katete a. Naime,
-:;—- = cotg ol,
odakle je\
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b=3ao. ootgcé(.
Kako je ootg<u/; 3, to Jje kateta

b= Lo o 3= 120.

L) Re&iti pravougli trougao ake je poznata Jjedna
kateta, recimo b = 120, 1 Jedan oftar ugao, reocimo =
18%26%6".

Drugu katetu odredidemo pomeéun trigonometrl jske
funkelje

Rt
odakle je

a=Db . %gclé

Kako je tgod = 0,33 333, to je

a = 120 0933 333 = 40,

Hipotenuzu ¢ odredidemo pomodu Pitagorine teo-
reme (V.prs 1)

2

6 = \/ 1202 + ho® = 126,49,

5) Vertikalni #tap (a) du¥ine Lo cm baca senku
(b) dugu 120 em. Odreditl visinu Sunca @xf— ugao pod kojim
SunSevi zraci padaju na horizontsku ravan).

0dgovors ol= 18°2696" (vidi primer 1).
6) EKretanjem po strmoj ravail (¢) du¥ine 126,49 m,

telo dostigne visinu (a) Lo m iznad osnove (4C) strme rave
ni. Odrediti ugao nagiba Cx{) strme ravni.

0dgovors o= 1892677 (vidi primer 2).
7) Naglibnl ugao strme ravni«xf: 18926377, Dufina

strme rawmi (o) iznosi 1264,9 m. Za krajnju tadku (B) uspo-
na odrediti visinu (a) nad osnovom (AC) strme ravni.

Odgovogi a = hoo m (vidi primer 3).
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8) Avion (B) osmotren je iz umesta A pod elevacio-
nim vglom (merenim od horizontske ravni posmatrada navise)
L= 18926261, a u trenutlm kad se avion nalazio vertikalno
iznad mesta ¢, udaljenog od mesta A 2a 12 km. Odreditl vie
sinu (a) na kojoJ leti avion.

Odgovar; a = 4ooo m (Vopre U)o

9) Iz aviona (B) koji lebl vertikalno iznad mesta C,
osmotren je, sa visine (a) od 4 ooo m, serodrou A pod depre-
sionim vglom (merenim od norizontske ravni posmatrala nani-
Ze) o = 18°2676", Odrediti udaljenost (b) aerodroma A od me-
gta C.

Qdgovors b = a . ootguz== 12 km. Na skici, ugao‘xf
komplementan je uglu/ﬁ. (veDTs ho 1 30)e

Skica za primere lo=l1l.

lo) Za Setvorostranu piramidu visine He24 1 jedna-
kih bodnih ivica, 8iJa Je osnova pravougaonik stranice a =
14 41 dijagonale d=20, odrediti: a) nagibni ugao Qxf) Dol
ne strane (osnovne ivice 1), 1 b) naglibni ugao (/3) botne
ivice (s8) = prema ravnl osnove pilramide.

ReSenje:

H _ 2H
(a) t8“/= = 8
2

o+ 4
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Mofemo da primenimo i logaritamski radun:
log tg °/= log 48 = log 14

log 48 = 1,68 124
=log 14 ==1,14 613

log tg oL = 0,53 511,
odnosno,

log tg «£ = 10,53 511 (=10).
oZ = 73%u23n,

(Wajbli¥a tabli¥na vrednost funkeiji log tg o/je lo,53 493,
razlika 18 3 0,78 = 23.).

O s
2
48
6/° = =55~

log tgﬂ = log 48 = log 20

log 48 = 1,68 124
=log 20 ==1,30 lo3

log tgﬁ = 0438 021,
odnosno
log tg /2 = 10,38 o2l (=10)
/4 = 67%2948n,

11) Za Setvorostranu piramidu jednakih bodnih ivica,
8 = 26, nagnutih prema ravni osnove pod uglom P = 67°22’,8,
odrediti visinu H.

Refienjes

-ag-=sinf4,

H=s.sin/3,

H= 26 . sin 67%22,8,
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(sin 67Y20° = 0,92 2765 2,8 . 19,7 =~ 553
26 . sin 67°227,8 = 24,00 606)

= 24.

12) Odrediti o¥tar ugao pod kojim se seku dljagona—
le kocke.

/A

Dijagonalnil presek kocke Je pravougaonik osnove 4 =
a V2 (dijagonala kvadrata) 1 visine a (ivica kooke).

Polovinu ugla preseks odredidemo pomodéu trigonomet—
rijske funkeije

= B8 o1
T Ve
ol 1
log tgol= log 1l = log 2 = log 1 = =7 log 2

log 1 = (1) o400 000 (=10)
= =%ulog 2= = 0,15 052

log tg £ = 9,84 948  (=l0)
o = 35°15951n
2. = 70%31%42n,
Dakle, dijagonale kooke melu se pod uglom 70°931°42%,
13) Odrediti nagibdunil ugao dijagonala kooke premz ra-
vl osnove.
Odgovors ol = 35%15751n (vopr.12).

14) Izvesti trigonometrijske obrasce za povriine rom=
boida 1 trougla. 269



Povrsina romboida Jednaka Jje prolzvodu osnovice 1
visine:

P = ah .

¥ako Je, prema skioi,

m%m = 8in pr
odnosno h="5b, sin Jb,
to Je P = ab gin Jbg

tj. povrdina rouboida Jednaka je prolzvodu dveju susednih
stranica 1 sinusa ugla medju njima.

Ako je zahvadeni ugao tup (suplementan oftrom uglu),
obrazac P=ab sin /3 ekvivalentan je prethodnom obrasen, Jer
su sinusi suplementnih uglova Jednalki.

Rako je rombold dijagonalom podeljen na dva jednaka
trougla, to Je

2
PA-mrabsinf,

tj. povriina trougla jednaka Jje poluproizvodu ma koje dve
stranice 1 sinusa ugla medju njima.

(Obrazac za povr#inu P razlike ise¥ka 1 odsedka kru-
ga poluprednika r 1 zajednidkog oentralnog uglaoé H

P = m%— v sin mf.)

b) Kosougli trougao

Kosougli trougao redava se primenom trigonometrijs-
kih teorema: sinusne, ili kosinusne, 11i tangensne, u zavie-
nosti od elemenata kXoji su poznati.

Skice kosouglog trbugla.
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(1) Sinusna teorema

Iz trigonometri jskog obrasca za povrdinu trougla
(v.pr.l4) primenjenog na sva tri ugla, %j.

P=m%mabsinf9

Pmm%mao sinﬁ,

m%mbe sin-:l,

fa+]
4]

lzvodimo relacijes

ab sinfzm%mao gin B

ab sin V= -%_bc sinoJ,

+ o o

ao sin B = m%s be sine(,
iz keoJih se, posle skraéivanja, izvode proporcilje

<]

[ I
sfn/@ S BT 4
a . _o©
8in.  8iags
a o b
B0 .2 Bin /s' ’
koje mogu da se napi¥u u obliku produfene proporoije

a b <]

sin sinB sin/"

koja predstavlja sinusnu teoremu.
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Sinusna teorema mo¥e da se izrazi 1 odnoson
a:b s e = sinels sin/3 ¢ sin /°
tj. stranice trougla odnose se kao sinusi naspramnih uglova.

(2) Kosinusna_teorems

Visina trougla, koJa odgovara osnovici, ocbrazuje sa
datim trouglom (vidi skicu) dva pravougla trougla. Primenom
Pitagorine teoreme, visinu h mo¥emo da izrazimo

h2 = az - (o = x)2
2

1 0 = v - x
odakle Je

a° - o = x)2 = b? - ng
dalje je

al = b2 - %= + (cmx)z

32 = b2 = x2 + 02 = 20X + x2

32 = b2 + 02 = 20X o
Kako Je

-~ = cos oL,
odnosno

x = b cos a(,
dobictemo

32 = b2 + 02 = 2b6c cos u{,
tj. kosinusnu teoremu kojom se Jedna stramica izrafava pomo=
4u dveju drugih i ugla medju njima.

$1idnim postupkom dobijamo jo8 dva odgovarajuda Llz-
razat

2 32 + 02 = 286 008/3

2 - 32 + b2 = 2ab cos ) o
272
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U sludaju kad je ugao medju stranicama tup (koginus
tupog ugla je negativan), proizvod 2be cosed (2a0 cos 3 ,
2ab oode) ne oduzima se, veé se dodaje zblru kvadrata stra=
nica.

Prema tome; kosinusna teorema mo¥e da se izrazl re=
Simaz

Kvadrat ma koje stranice trougla Jednak Jje zbiru kva=
drata drugih dveju stranica algebarskl umanjenom za njihov
proizvod sa udvostrulenom vrednoféu kosinusa ugla medju njima,

Primedbas Ako Jje ugao medju dvema stranicama prav, re-
cimo ugao & o= 9009 s obzirom da Je cos 90° = 0, kosinusna te=
orema svodi se na Pitagorinu teoremu.

0% = 2% + b? H

dakle, Pitagorina teorema predstavlja poseban sludaj op&tije
kosinusne teoreme.

(3) Tangensna ‘teorema

Ako na sinusnu teoremu (za dva para elemenata)

a sinol
‘K“‘“%‘Iﬁ;}’

primenimo stav o proporcijama

sino/ + sin /3
sin./ = slnas ’*

a+b
8 = b

1 ako zbir i razliku sinusa uglova‘m/ i /B transformifemo u
proizvod,

. Lt /3 ol = /3
a + b 2 sin B COS <=
8=0 5 sos ’(;6 sin &gl
2
dobidemo proporciju
ol+/8
a+b g
=D pon
a tg‘¢ /3

273



kojom je izra¥ena tangensna teorema i koja mo¥fe da se iska=
tes .
7bir ma koje dve stranice trougla odnosi se prena
njihovoj razlici kao btangens poluzbira naspramnih uglova
prema tangensu njihove polurazlike.

Primenas

Kosinusna teorema primenjuje se ako su date dve gtra=
nice i ugao mwedju njima, ili ako su date tri stranice (nije
podesna za logaritamski ralun).

Tangensna teorema primenjuje se uglavnom umesto kosi-
nusne ako su podaci o stranicama dati viSeocifrenin brojevima
(podesna za logaritamski radun).

U svim ostalim slulajevima primenjuje se sinusna teo-
rema.

Primeris

15) Re¥itl trougao ako su mu poznate dve gtranice
a=17, b=1lo 1ugao medju njima, & = 25°3927%,

U kosinusno] teoremi

02 = a2 + b2 = 2ab cos ¢"

zamenimo date vrednosti

022172410%=2.17.10.008 25939270

cos = 0,90 5893 2.17.10.c08 / = 308;
02 = 289 + loo = 308 = 81

g = 90

Ugao, recimo 4 , odrediéemo pomoéu sinusne teoreme
c:b=sind 2 slng ;
iz ove proporcije biée

sin g = - Tal

ili, logaritamski,




log sinp = log b + log sin o= log ay

odnosno
log sin/3= log lo = log sin 2593927 ~ log 9.
log lo=1
+ log sin f'si+ 9,62 688 =10
(zbir) > = lo,62 688 w10
= log 9 = = 0,95 424
log sin B = 9,67 264 = 10
8 = 28%921n

Ugao £ = 180° = (B + /)3
£ = 126%52912m,

Med jutim, pod¥to je izradunata stranica ¢, ugao,re-
eimo 48 mogll smo da odredimo ponove primencm kosinusne
teoremes

i1

2 2

" = a” + 02 = 236 005/3 9
odakle Je
2 2 2
oosﬂ=§--+ oao—»b

odnosno

oos o = 172 + 92 = 102 _ 27 |
‘ 2.17 .0 3

Pomodéu tablica prirodnih vrednostl trigonometrijekih funkoi-
ja, 111 pomodu logaritama dobili bismo veé nadjenu vrednost.

16) Date su dve stranlee trougla, a=13, o=4 1 ugao
medju njima B = 112°37712v, Odrediti trefu stranicu.

Relienje:
b2 = a2 + 62 = 230 @os/B
b2 = 132 + 42 =2 . 13 . 4 . oos 112°37%12%,
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cos 112°37912v = < cos 67%22748" = = 0,38 462,

b2 = 169 + 16 + ho = 225
b= 15.

17) Re¥iti trougao ako su mu poznate dve stranioce,
a=289%, b=2 50 1ugao medju njima & = 17°35%s0",
Primenidemo tangensnu teoremus
g oL+ 3

a+b _
Zbir o +/3 = 180° - 4, a poluzbir 5@%«’—«;: 90° «-m%:- o

‘:;{mié;ﬁ = 81°12°10"
a+b=75 3%
g = b = 390,

ol =/3 a =b ol +/3
tg 5 T B+ D tg =3
Logaritmovan jem,

log tg %@; = log (a=b) + log tg °—é=§=é- = log (a+b)

i zamenom datih vrednosti dobijamo

log tg *—Z—gﬁn = 9,66 982 ~lo,

’..{..'5..@, = 259399m,

ol =3 = 5067580
o +/8 = 162%213201
0ol = 212%30778"
o/ = 106%15739n
B = 56%741n
Stranicu ¢ odredidemo pomoéu sinusne teoreme
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_ b gind

¢ = Tsing
odnosno
log ¢ = log b + log sin ¢ - log sin/a °
log ¢ = 2,95 904,
¢ = 91,

18) Osmatra¥i iz dva mesta,udaljena Jedno od drugog
(¢ = 17 km), osmotrili su neki objekt na horizontu pod uglo=—
vima o= 73%°%4723v 1 B = 67°22748", merenim prema pravo]
liniji koja spala mesta osmatrada. Odrediti: 1) =za koliko
je osmotreni objekt bli%i jednom osmatradu i 2) udaljenost®
objekta od linije koja spaja osmatrale.

1) =B = sinod | b _sinA
¢ singt ? [ gin 4~

geoBineg ., _os
TEIm g B STy

/"= 389529 49n

log a = 1,41 497; log b
a= 26 km b

1,39 794
25 km

%

Objekt je za 1 km bliZi onom osmatradu koji je izme=
rio veéi ugao (prema vedem uglu le%i du¥a strana, a prema ma=
njem lkrada).

2) Visina trougla (v.skieu)
hs as sinﬁ
h=ao. sin/s o
Udaljenost objekta od date linije iznosi:
h = 2“- lﬂno
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XVII
ANALITICRA GEOMETRIJA

TAGKA I PRAVA

1. Rastojande dveju tadaka

Neka su date dve talke M;(xqs vy) 1 My(Zps ¥p)
(slika 1) $ijJe bemo rastojanje oznaliti sa d. Sa slike vi=
dimo da Je:

Y
Mg (%2, Ya)
d
Ry
ol
R
CH a *
SL.9
By =¥y W, = ¥p
MlR = PQ = Xy = Xq
R, = ¥y = ¥3-

Primenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao MI.BM‘Q 4 0=
bitemos

2
MM = MR + RIG , e
2 2 2
4" = (xz.axl) + (yemyl) ’
odakle Jje:

= g = \/?32 bl x1)2 + CYQ - y1)2 e00 (1)
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Primer 1. Naél rastojanje tadaka Ml(2, 3) i

ReSenje. Ovde je x=2, y1=3; x2=5, y2=7, pa

prema obrascu (1) imamo da jes
a =\ (5-2)%(7=3)2 = \/ 32 + 42 =\[ 25 = s,

Primer 2. Naéi rastojanje tadaka A(=1, 0) 1 B(11,5).

i

Redenje. Ovde je xy= =1, 1= 03 X, 11, ¥5=50
Prema obrazecu (1) =sada jes

d= V[u - (_1)]2 +(5=0)% = V122+52 V169 = 13,

Primer 3. Waéi du¥ine strana trougla 8ija su temena
ACL, 3), B(=1, 1 1 o3 1. '

Re¥enja. Prema obrazeu (1) je:

Ba\(=1 =12+ a-nD2=Vu+4 =8

BC =\/E - (..,1)]2 w1 =12 e V4222 o \foo
cA = M(3-1)2+(‘-1-3)2= Vb o+ 16 =\/;0—

2. Koordinate sredine date duZine

Neka je data du¥ a 3ije su krajnje tadke Al(xl,
¥vq) i Az(xQ,ye). Odredimo koordinate sredine duii 41450

Neka je S(xs,ys) tadka koja polovi duy (A1A2), 8lika 2,.
Sa slike 2 je:

0P xl’ OQ = xs, OR = x29 PAl = QM = yl

QS=RN=YS, A1M=XB-=X1, MS:'YS—yl’

SN = x5 = Zgs  NAy =y, - ¥ge

Iz podudarnosti trouglova AIMS i SNA2 Jes .

A1M = SN ; MS = NA2’ tja
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SL2
Kg = ¥ = Fp = Xg5 Jg= V17 Vp =Yy

odakle dobijamo koordinate sredine dufi A1A2

Xg = =y ¥ =~y e (2

Primer 1. Nadéi koordinate sredine duZi &lje su kra=
Inje tadke 4,(2, 5) 1 A,(1, 3).

ReSenje. Prema obraseima (2) Je:

xs=g_%;=-g_; ys=2_§_2=4,pa;je

sredina dqu¥i 4B, taldka s(—%—, .

Primer 2. Naél duZinu teZi¥ne linije irougla A(1l,~1),
B(0, 3) 1 ¢(4; 1) koja odgovara njegovoj strani BC.

Refenje. Ako sredinu strane BC obeleZimo sa Al te=
Zi¥na linija éiju duZinu tra¥imo bide duZ AAI. Koordinate
tatke A znamo, a koordinate talke 44 naéiéemo kao koordina=-
te sredine du¥i BC prema obraseima (2). U nafem sludaju bi-
ées

Xg = Sy =23 Yg = 2’5'1 = 2.

Sada smo zadatak sveli na odredjivanje rastojanja ta-=
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Baka 4(1,-1) i A4(2, 2). Prema obrascu (1) imamo da je:

= 12 + - (D] 2= V149 =\1o.

3. Jednadina prave

a) Bksplicitni oblik jednaline prave

Polo¥aj prave u koordinatnom sistemu XO0Y odredjen
Je odsedkom ON = b koji ona odseca na osi 0Y i uglom of
kojl prava gradl sa pozitivnim smerom O0X ose (slika 3).

SL.3

Neka je M(x, y) wma koja tadka prave; tada se iz
trougla NPM dobi ja:

ON = QP = b

PM = y = by

NP = 0Q = %, pa Je

tg.,&l.%l’.,

odakle
y=x tged + b, ili

ako stavimo tgol= k, gde Je k Lkoeficijent pravea pra-
ve, lwademo odavde:
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V= kx + b. eao (4)

Jednadina (4) predstavlja eksplioitni oblik Jedna=
¢ine prave. Ona se %esto naziva i glavni oblik jednadine
prave,.

Primer l. Jednadina y = Vg-x + 2 predstavlja pra=
v koja sa pozitivnim smerom ose 0X obrazuje ugao od 60°
(k = tg 60° = VSQ), a2 na o8i  0Y gradi odsedak koji iznosi
2o

Primer 2. Jednading y = = x « 3 predstavlja pravu
liniju koja sa pozitivnim smerom osge 0X gradi ugao od 1359
(k = tg 135° = =1) & prolazi kroz tadku (o5 =3) na osi OY.

Jednadina

y=0D>

predstavlja pravu paralelnu osi 0X na rastojanju b (slika
Y.

SL.4

Ako Jje b = 0, prava se poklapa sa osom OX, ¥to znai
da Je jednadina 0X ose

r=20
Jednadina
X =a

predstavlja pravu paralelmu osi OY na rastojanju a (sli=
ka 5). 4ko jJe a = 0, onda se prava poklapa sa osom O0Y,%to
znadl da Je jednadina 0Y ose

X = Qo 282
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b) Op&ti oblik jednadine prave
Jednadlna oblika:
Ax + By + ¢ = © aos (5)

predstavlja pravu. Uz predpogtavku da je B # 0, Jjednadina
(5) refena po y dajes

y=-~§=—x-=—-%- ces (6)

Ako me stavi = =%m = ¥, - m%w = b, dobide se
iz (6) jednadinas

y = kx + b,

a to Jje, kao #¥to smo videll, jednadina prave.

Ako je u Jednadini (5) 4=0, prava Je paralelna osi
0X, a ako Je B=0, prava je paralelna osi (v, Ako je (=0,
prava prolazi kroz koordinatni podetak.

Primer. Jednadinu prave 2%=3y=5 = 0 datu u opdten
obliku napi%i w glavnom oblilu, : ’

Refenje. Iz JednaBine prave 2x=3y-5 = 0 date u OP=
Stem obliku, reSavanjem Po y dobijamo njenu jednadinu u
glamon obliku:

y = —%m X + u%me
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o) Jedna¥ina prave kroz Jednu talku

Neka je data tadla Ml(xl, yl) i prava &lja je Je=
dnadinas

= kx+ b ee (D

Da bi prava 8ija je Jednatina (7) prolazila kroz ta-
8ku Ml(xl, yl), ¥oordinate ove tadke moraju da zadovolje
Jednadinu (7) pa bemo dobiti:

¥y = kxl-l— b

oduzimanjem ove poslednje jednadine od jedna¥ine n
dobléemo:

Y“‘y1=k(x-x1) 090 (8)

Jednadina (8) predstavlja pramen pravih kroz tadku
Ml(xl, yl), po¥to se u njoj javlja koeficijent k koji mo=
¥e uzimati razne vrednosti. Ovo je jasno jer se, kao 4to zna=-
mo, kroz datu tadku molZe povuéi bezbrod pravih.

Primer. Napi¥i jednalinu prave koja prolazi kroz ta=
8ku M1(2, 5) a sa pozitivnim smerom ose 0X gradi ugao od

30%.
o _ V3

ReSenje. U ovom sludaju je k = tg 30" = -32, pa pre=

ma (8) imamo traZenu jednadinu:

y=5= 345.(1 = 2).

d) Jedna¥ina prave kroz dve talke

Jedna¥ina prave koja prolazl kroz talku Ml(xl, yl),
kao %to smo videli, ima oblik:

y-v,=k(Ex=-x) ces (8)
Da bi ova prava prolazila i kroz taslu M,(x,, ¥p) s
koordinate ove tatke moraju da zadovolje jedna¥inu:

Yp =¥y = k(% =5,
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odakle je

¥ = =l

pa Jednadina (8) postajes
Yo = ¥
2 1
¥=¥ = 557 (x - x1> eee (9)
2 1
Poslednja Jednadina Jje jednadina prave kroz dve ta=
Eke.
Primer 1. Naél jednadinu prave kojla prolazi kroz ta-
gke My(1, 5) 1 M,(3, 9).

Re¥enje. Prema (9) traZena jednaSina glasi:
vy=5=822 (x=1), ti
ye-5=2(x=1), 111

¥y = 2x + 3.

Primer 2. Jedna¥ina prave koja prolazi kroz tadke
(2, 0) 1 (1, -=1) glasis

y= = (x - 2)  +t3.
l=2

¥y= X = 2,

@) Ugao izmedju dve prave

Neka su date prave 11 i l2 éije su Jjednadine;
¥y = kx+ b1 '
Y= kX +b, 4(slika 6)
Iz trougla PlPQS nalazimo da Je ugao izmed ju pravih 11 i
12 ‘
W =oZ; B aé;

odakle jes 285
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SL.6

" e‘/uoz ='tg.>/2—tg°/2.
te W= te (<, D 1+tg dfg g dfl

Kalko je +tg mZé = Xy, tgufi = k) to jes
k,=k
2 1 .
tgw:r‘ﬁ;ﬁ; e (9)

Ako su prave l1 i 12 paralelne, ugao izmedju njih jed=
nak je nuli, tj. W= 0, pa je 1 tg W= 0. U tom sludaju
iz (9) se doblja:

)4

2=k1 oo (10)

Primer 1. Prave &éije su jednadine y=2x + 3 1 y =
= 2x + 2 su paralelme, jer imaju Jednake koefioiljente pra=
Tea (kl =2 i k2 = 2).

Primer 2. U jednadini prave y = (2 + m)x = 5, odre=
d4iti m +tako da ova prava bude paralelna pravo) y = b6x =l.

ReSenje. Ovde Je ky = 6, k, = 2 + m, pa prema Obe=
rascu (lo) imamo da Jes
2+ m= 6, odakle Je
Cm = 4. 286



Kada su prave 11 i 12 upravne, ugao izmedju njih
iznosi 90°%; tg 90° = oo, ,
Prema obrascu (9) ovo 6e biti ispunjeno ako je

1+ k2k1 =0 ti. ako je

k2=—-1%-, | cee (A1)

§to predstavlja uslov upravnostipravih 11 i 12.

Primer. Napifi Jjednadinu prave koja prolazi kroz
tadku A(1, =2) a upravna je na pravo] ¥ = 3% + e

Refenje. Jednadina prave kroz tadku A glasi:
v+ 2=k(x=1)

Da bl prava predstavljena poslednjom jednadinom bi-=
la upravna na pomenutoj pravoj treba da bude prema (11)
k== 1/3, pa tra¥ena jednadina ima obliks:

y+2=--§-(x-1),t3.

X+ 3y+5=0

£) Segmentni oblik Jedna¥ine prave

Prava je odredjena odselcima kojJe gradi na koordi=
natnim osama. Ove odselke obeleZavamo sa a, odnosno sa b
(slika 7). Sa slike se vidi da Jes
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or

i}

QM = x4 PM = 0Q = ¥
PA
QB
Iz slidnostl trouglova PAM 1 QMB je:

1]

O = 0P = a = x

]

0B =0Q = Db = y.

odakle se dobija bx + ay = ab, ¥to posle deljenja sa gb da=
Jes

X
-—a-+—%—=lo e o g (12)

Jednadina (12) predstavl ja segmentnl oblik Jednadine prave.

Primer 1. Napi¥i jedna¥inu prave kojla odseca na osi
0X odsedak 3, a na osl OY odsedak 5.

ReSenje. Prema (12) imamo;

__§—+ + -—%—— = 1.
Primer 2. Jednadinu prave Ax + By + C = 0 datu u
opStem obliku napisi u segmentnom obliku.

Refenje. Ovde éemo datu jedna&inu napisatli u obliku
AX + By = = C 1 podelitl Je sa =C, (C #¥ 0), posle Jega do=
bijamos ‘

:%—x+:§-6/=1 111
X + ——g—— = ],
=T )

gde Je prema (12) a=--%—, bn—-%-.

Na ta} nadin jednadina prave 2x = 3y = 5 = 0 napl=
sana u segmentnom obliku glasi:
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‘ ]; + g== = L.
-

g) Jednalina prave u normalnom obliku

Polo¥aj prave u koordinatnom sistemu OXY odredjen
Je njenim normalnim rastojanjem p od koordinatnog podet-
ka 1 uglom L &to ovo rastojanje gradi sa pozitivnim smerom
apscisne ose (slika 8).

Max,y)

0 Cc A

3a slike 8 Jes 0P =p, 0OC=x, CM=1y, QP = RM,
OP = 0Q + QP = 0Q + RM, tJ. P = 0C cosod + CM sin o, 111
P=x 008l + y 5in of, &to se obi¥no pi¥e u obliku:

xooso/f‘l} sin::/:p ‘ _ eoe (13)

8to predstavlja jednadinu prave u normalnom oblilu.

Napi&i Jednalinu prave ako njeno normalno rastoja—
nje od koordinatnog poletka iznosi 5, a ugao 8to ga ovo ra-
dtojanje obrazuje sa pdzitivnim smerom ose 0X 60°.

ReSenje. Prema (13) imamos

x cos 60° + v sin 60° = 5, odnosno

X + vf§ y =10

h) Rastojanje ta&ke od prave

Data je talka M;(x;, y;) 1 prava 1 (slika 9) ¥i-

dna8inas
Ja Je Jednalina 289



sk, 9

X coS d{+ y sinol = p = 0.
Jednalina prave 11 kroz tadku Ml a koja je paralelna
pravoj 1 glasis

XOOSa/+YSinu/=p+d
odakle se dobijaz

d=xcoso/+ysinoé-p,

gde je 4 rastojanje prave 11 od prave 1l.
Po¥to prava 1, prolazi kroz tadku Ml(xl’ yl) bi=

[l
[
ea

d=xlcos(>(+ ¥y sin o = p eoe (14)

ako se tadka Ml i koordinatni poletak nalaze sa raznih
strana prave 1. Ako se talka My i koordinatni podetak
nalaze sa iste strane prave 1, onda se rastojanje tadke
Eil od prave 1 dobija po obrascu:

d=7p=(x cos.>/+ g sinl,Z). ees (15)

Na osnovu (14) i (15) wvidi se da se rastojanje
tadke Ml(xl, yl) od prave X cos el + ¥ sino[= p dobija
po obrascu:

ds= \ zy cogd+ v sinel pl aee (16)
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Da bi_smo odredili rastojanje tatke Ml(xl, yl) od
prave &ija je jednadina data u opStem obliku:

Ax + By + C = 0, eee (17)
prvo se mora ova jednalina napisati u normalnom oblikus
z cog o< + y shle— p=20 eee (18)

Da bi jednadine (17) i (18) predstavljale jednu pra-
vu, potrebno je da budes

0054%/= A 4y sinod = AB, p=AC .. (19)

gde je 1 koefiocijent proporcionalnosti.
Kvadriranjem i sabiranjem prvih dveju jednadina (19)
dobiéemos

l= )?(Az + B2) odakle Je
p R S oo (20)
+ /4% 4+ B2

U (20) se uzima od dva znaka ona] koji Je suprotan znalku
koeficijenta C iz jJednadine (17) da bi p dato u (19) bi=
lo pozitivno.

Ako se coso(/, sin/ 1 -p dato u (19), vodedi
raduna o (20), zamene u (18), dobide se Jednadina:

Ax 2 Byt C o, cee (2D)

+\/ 4% + B°
koja predstavlja trafeni normalni oblik Jednadine (17).

Rasto janje tadke Ml(xl, yl) od prave 8ija Je jed=
nadina (17) dobija se sada po obraseu:

AXl + By] + C
d = o : . soa (22)

\/ Ag + B2
Primer 1. Jednadinu prave I3x-=iy-2 = 0 napidi u
normalnom obliku.

291



Refenje. Prema (21) normalni oblik date jednadine
glasi:

3 = 4y = 2
/3 + (=1)?

= 0, odnosno

Primer 2. Nadjl rastojanje talke Ml(l, 2) od pra-
ve 5x + 12y = 3 = Q.

ReXenje. Prema obrascu (22) traZeno rastojanje Je:

da

]

g__;1+12.2-3l=
/52 4+ 122

= |or2k=3_ .26 _,
R (-1° I I S ¢

XVIII
KRIVE DRUGOG STEPENA

Op#ta Jjednalina drugog stepenas

Ax° + 2Bxy + Cy°+ 2Dx + 2Ey + F = O ses (23)

moZe predstavl jati krug, elipsu, hiperbolu, parabolu ili
skup dve prave linije. Svaka od ovih linija mo%e se dobiti
kada se konusna povrsina preseca raznim rawaima,

1. Jedna¥ina kruga

EKrug Je geometrijsko mesto tadaka u ravnl koje su
pod jedunako udaljene od Jedne stalne talke ko ju nazivamo ce=
nitar Iruga. 292



Proizvoljnu tadku pomenutog geometrijskog mesta
obeleZavamo sa M(x, y) a stalnu ta¥ku (centar kruga) sa
¢(py, @), (slika 1lo). Ako sa r oznadimo rastojanje tada-
ka ¢ 1 M , na osnovu obrasca (1) za rastojanje dveju ta-—

Saka bide:
Yy
M (2,4} .
f )
|
]
0 P l x
SL.10
(x =92+ (v - )% =1 cee (28)

§to predstavlja jednadinu kruga sa centrom u tadki C(p,q)

i poluprednikom r,
Ako se centar kruga nalazi u koordinatnom podetku,

Jednadina kruga (24) postaje:

24 g2 =P

Primer 1., Napisl Jedvadinu kruga &i1Jji je centar ta=
8ka 0(3,2), a poluprednik mu je 8.

ReSenje. Prema (24), jednadina tra¥enog kruga glasiz
(x = 3)2 + (y = 2)2 = 64,
Jednadina (24) mofe se napisati u obliku:
x° + y2 - 2PX = 2qy‘+ p2 + q2 -22 =0 ... (25)

Ako Jjednadinu (25) uporedimo sa (23) dobidemo da je A=C=1,
B=0, D= =p, B= =q, p° + g% = r° = T.

Primer 2. Odrediti poluprednik i koordinate centra
kruga &ija Je Jednadinag

12’+ y2 - 606X + 2y + 6 = Q.




Refenje. Ako ovu jednadinu uporedimo sa (25) imade=~

mo da Jjes

=2p = =63 =20=2} p2+q’?--r2 = 6, odakle je:

3
- 2_ . o ~
p=3; gq= =1; O+l=r =6, tJ. r°=4, r=2

2., Jednaéina elipse

Elipsa je geometrijsko mesto tadaka u ravni kod ko-
zbir rastojanja od dveju datih tadaka stalna velidi=
na. Za date tadke uzmimo Fl(-o, 0) i Fyle, 0) a tadku
elipse obeleXimo sa M(x, y) (slika 11). Stalne talke T,

F2 nazivamo ¥i¥e elipse. Sa slike 11 jes

Jih Jje
i

Y

M=,y

Y

Fol-c,0} 0 P FEo

SL.1t

op = %, OF, = 04 PP, = o=X,
Foll = Ty, PiM = 1y

Iz pravouglog trougla F2PM Je:

22 = (o + 0 + ¥ veo (26)

a iz pravouglog trougla PFIM Jes
L] (27)

2
I'l=(0—'X)2+y2
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Neka Je

Ty + Ty = 2a, cae (28)
gde Je a stalan broj. Na osnovu (26) 1 (27) dobijamos

rd -1l = 4ox  ili

(x, = rl) (r2 + rl) = lLox, &to zbog (28) daje:

2a(r2 = 1y) = hex, odakle Je:

T, =1y = E2e x voe (29)
Iz (28) 1 (29) dobijamo:

o . L o
Ty = 8+ == X 3§ ry=a == X o

Ako padjenu vrednost za Ty zamenimo u Jjednaéini
(26), dobidemo:

(a + ~%- x)2 = (o + x)2 + y2, odakle posle sredji-
vanja imamo:

(a2 - 02)x2 + a%y? = az(ag - 02), es0 (30)
Stavl jajudis
8 = 02 = p? cee (31)

Jednadina (30) postaje:

v2x? 4 a2y2 = a2b2, ose (32)
koja se posle deljenja sa éebz mo¥e napisati u oblikus
x2 2 .
'—"‘?b— + -'5?',—3 1 2 a0 (33)
a

#to predstavlja trafenu jednadimi elipse.
ko se jednalina (32) redl po y dobide se:

ysj;“"’a"" a = X 9 s (34-)



a ako se re¥i po x dade:

x::_-%—\/b2—y2, eee (35)

odakle se vidi da je elipsa simetri¥na u odnosu na obe koo=
rdinatne ose.

Iz (34) se za x=a dobija y=0, a za x=0, da Je
vy = + b, dok se iz (35) za y=b dobija x=0, a za y=0 da
Je = + a. Tadke Al(a,o), Az(—a,o) i Bl(o,mb) nagle
vaju se temena elipse, dok su a i b njene poluose (slika
12).

x
x

5
I
$L.42

primeri: Napisati jednadinu elipse ako Je datas
1) Poluosa a =3 1 b= 2. ’
2 2
. X _
Redenje. =g * Xﬂ = 1,

2) Poluosa a = lo i rastojanje medju fi%ama 2c¢=12,

Redenje. Kako Je a2 = b2 = 02, to Je b2=32

%to posle zamene datih vrednosti daje b°= loo = 36 = 64, Dpa

2 2
dobi jamos I%‘é‘ + -%-5- = 1.

3) Tadke M1(6, 4y i M2(-8, 3) kroz koje prolazi
elipsa.

—02 9

Refenje. U jednadinl elipse b2x2 + a2y2 = a2b2

koordinate x i y szamenimo jedanput koordinatama taldke Ml’
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drugi put koordinatama tallke My te dobijemo dve Jjednali=
ne sa dve nepoznate a2 i b2:

2

36 b2 + 16 a° = a%b?

64 b2 + 9 a° = a°b° ,

Oduzimanjem druge Jednaline od prve dobi jgmo:
-28b° +7a° =0

odakle Je
2° = 52,

Zamenom v Jednoj od dve Jjednaline, recimo u drugoj, dobija=
mos: :

64 b2 + 36 v2 = a%v?,

Deobom sa b° dolazimo do vrednosti velidine 32:
a2 = loo

a gzatim
v2 = 25

Dakle, Jjednadina elipse je:
2 2
X %
TE’S+ = 1,

3. Jedna&ina hiperbole

Hiperbola je geometrijsko mesto tadaka w ravni kod
kojih Je razlika rastojanja od dveju datih tadaka stalna ve=
li¢ina.

Za date tatke uzmimo TFy(=c, 0) 1 T,(c, 0) a tadku pi.
perbole obelefimo sa M(x, y) (slika 13).

Stalne talke Fl i ) nazivaju se %i¥e hiperbole.

Sa slike 13 jJe:
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"z

HA

Iz pravouglog trougla FZPM Jes

rg = (e + 1)2 - y2, «ee (36)
a iz pravouglog trougla FlPM Jes

ri = (X = 0)2 + ¥° . coe (37)
Neka Je:

T, =Ty = 2a .0e (38)

gde je a stalan broj.
Na osnovu (36) i (37) oduzimanjem dobi janmo:
2 2 _
Ty =Ty = 4ex
ili
(r2 - rl) (r2 + rl) = rex
&to zbog (38) daje: 2a(r, + ry) = hbox, odakle Je

2¢
a

Ty + Ty = % ceo (39)
Iz (38) i (39) dobijamo:
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= .° =
Ty = 2= X + 8y Ty X =2

Ako nadjenu vrednost za Ty zamenimo u Jednadini
(36) dobidemos

(-%— X = 3)2 = (¢ + x)2 + P

odakle, posle sredjivanja, imamos

(02—32)x2 - a2y2 = 32(02-32). sss (40)
Stavljajudbis
0 - 2% =p° vee (1)

Jednadina (40) postaje:

b°x° = a%y° = a%b? eea (42)
koja se posle deljenja sa 32b2 mo¥e naplisati w obliku:
2 2
.,gg___%rﬂ cee (43)
a

gto predstavlja traZenu jednalinu hiperbole.
Ako se Jednadina (42) re3i po y, dobiéde

w
(o]
oo

b \[2 D2, )

y =t
a ako se rell po x, dale:

X = + ——%—— \/b2 + y2 s eas (45)
odaltle se vidi da Je hiperbola simetridna u odnosu na obe
koordinatne ose.

Iz (44) se za x=a dobije y=0. Talke 8 (a, 0),
Ae(—a, 0) nagzivaju se temenima hiperbole, dok su a i b
njene poluose, i to: a Je realna, b Je imaginarna po=

luosa. Prave y = -%— x 1 y= = —g— x su asimptote hi=

perbole (asimptote = prave koJima se grane krive pribliZa-
vaju da bi se u beskona¥nosti dodirnule), (slika 14).
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Primeri: Napisati jedna$inu hiperbole ako Jje dato:
1) Poluose a =2 1 b= 3.

x2 _ y2 -1
T -

ReSenje:

2) Poluosa a = 15 1 rastojanje medju ZiZama
2¢ = 34.

Refenje. Kako Jje 32+b2 = 02, to Je b2=02-a2, gto
posle zamene datih vrednosti daje b2 = 172 = 15° =
= (17 + 15) (17 = 15) = 32 . 2 = 64, pa jednadina hiperbo-

le glasi:

3) Tadke Ml(a, 3) 1 M,(14, =12) kroz koje prola=
zi hiperbola.

2.2 2.2 2

ReSenje. U jednadini hiperbole b"x" = a“y = a2b
koordinate x i y szamenimo jedanput koordinatama tadke Ml’
deugi put koordinatama talke My s te dobi jemo dve jednadline
sa dve nepoznate a® i b2:
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16 b2 = 9 a° = a°p

196 B = 144 a° = a°b°,

Oduzimanjem Jjedne Jjednadine od druge dobijamo:
180 b2 = 135 a° = 0

odakle Je:

Zamenom u jednoj od dve Jednadine, recimo u prveoj, dobija=
mo

2 2,2

1l2a° = 9a2 = a“b“,

Deobom sa a2 dolazimo do vrednosti veliline b2:

2

b° = 3

a zatim

2

a bo

Dakle, jednadina trafene hiperbole je:
2 2
X e = ,¥§u = 1,

4, Jednadina parabole

Parabola Je geometrijsko mesto tadaka u ravni kod
kojilh su rastojanja od date tadke 1 date prave jednaka.
Za datu ta¥ku uzmimo F(mgm, 0), za datu pravu

x = = p/2, a tadlmu parabole obele¥imo sa M(x, v),(sliks
153. Stalna tatka ¥ naziva se ¥i%a parabole, a stalna
prava direkbtrisa parsgbole.

3a slike 15 je:

X OF=~f, FP=3x=-B= PM=y,
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SL.15

Tz pravouglog trougla FPM Jje

r? = (x - B2 P eeo (46)

Kako je r=d (prema definiciji parabole) 1 kako
Jes

d=x+“'8—‘ 209 (47)
smenom u (46) doblja se:

2 .

N = 2px’ s a0 (48)

$to predstavlja traZenu jednalinu parabole.
Ako Be jednadina (48) reli po 1y, doblée ses

y =+ Vapx ,

odzkle se vidi da je parabols simetrilna u odnosu na osu 0X,
a da se nalazi same s Jedne strane ose Oy (slika 16), Tal-
ka 0 naziva se teme parabole, a velidina p = parametar
parabole.

Primeri.'Napisati jednabinu parabole ake Jje dato:
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1) DuZina tetive koja prolazi kroz %i¥u parabole 1
koja Jje normalna na osi simetrije parabole, tj. dvostruka
vrednost parametra parabole: 2p = 6.

Redenje. y2 = 2px, dakles y2 = 6%,

2) Tadka (9, 6) kroz koju prolazi parabola.

Refenje: U jednadini parabole y2 = 2px koordinate
X 1y 2zamenimo koordinatama tadke M, te dobijamo jedna=—
¢inu sa nepoznatom veli¥inom p:

36 = 9p,
odakle je ©p = 4. Dakle, jednadina tradene parabole je:

y2 = 8%
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