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PREDGOVOR

Skripta obuhvataju materijal predvidjen na-
stavnim programom ViSe Zkole za organizaci-
ju rada u Beogradu. Napisana su za potrebe
studenata Odseka za organizaciju rada.

Pored neophodne teorije skripta sadrie vise
uradjenih primera i zadataka koji ditaocu
prufaju veéu moguénost za samostalan rad.
Na kraju je dat kratak pregled trigonometri-

je i analitidke geometrije.

Pisac






I
ELEMENTI MATEMATICKE LOGIKE

U rasudjivanju najledée koristimo rebenice koje i=
maju svojsbtvo: ili su tadne 111 netadne. Takve redenice 2Zo=
vemo iskazi. Oznadlmo iskaze 88 PyQsTygesce o

Tada:

p => q oznalava § Ako p onda q.

PV qa it s p 111 q.

PA Q u :pl g

P& g " : p Jje ako 1 samo ako q.
P " : nije p.

Simboli =>, VV ; A &>, 1su oznake za logilke ope=
racije sa iskazimas implikacija, disjunkelja, kon junkelja ,
ekvivalenoija, negasija.

Pomodu tih operacija, ne nadin kojl smo unavell, od
iskaza se prelazi na nov iskaz = "rezultat® operacije.

Primer. Neka Je

ps 2= 2
qQ s 3 =14
Tadas
1° ko 2 = 2 onda 3 = &
29 2=2411 3= 4
3° 222 1 3=4
4° 2 = 2 ako 1 samo ako 3 = 4

5° §ije 2 = 2

0d ovih iskaza tadan je. 2°, a ostall su netadni.
Ta¥nost 1 netadnost zovemo istinitosne vrednostil.
Istinitosna vredunost “sloBenih® iskaza p =D ¢y
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PN @ P A 9y P<=>4; ] p odredjuje se pomodu slede=
¢ih istinitosnih tablica:

=) Vi T 1LoAlL T L
TIT L T T T T T 1L
1T T ST e S R A R

I R |
T L T
1T 1

— =10
als

gde | znadi tadan, | netadan.

Kvantifikatori su, u jeziku, termini za svaki, DoS=
toji. Ozna¥avamo ih redom sa v , 3 . Prvi zovemo univerzal=
ni, a drugi egzistencijalni kvantifikator.

lesto se, u matemati¥kim redenicama, Jjavljaju i na=
vedeni kvantifikatori.

Navodimo primere:s

1° za svaki realan broj x Je
X=X

2° 2a svaki realan broj x postoJi realan broj ¥y
takav da je

X+y=1

Ove se refenice obidno ovako "¥ifriraju’ matemstid-
kim simbolimas

(Vz) (x=x)
(V) (dy) (x+y=1)

Navodimo primere u "Sifrovenom" obliku:



(vx) (3v) (x=v
3x) (vv) (x=9)
(vx) (vy) (x=w
G (A =

(%, ¥ su realni brojevi).

MedJu ovim reSenicama ta¥ne su 1 1 4, a netalne 2
i3.

Napominjemo jo3 da u matematiol "vlada" obidajs
Redeniloce;

1° ako p onda g
2° 12 p sleduje g
3% Iz p proizlazi g
4° pa bude q dosta je da bude p
59 p Jje dovoljan uslov za ¢
6° Da bude g mora da bude D
7° q je nuZan (potreban) uslov za P
8° q samo ako p
dogovorno, isto znale.

Matematidka indukeija

Prirodni brojevi su 1, 2, 35 eoey Ny see o
Predpostavimo da je svakom prirodnom broju dodel jen
po jedan iskaz. Oznadimo te iskaze redom: I(L), I(2); «oe

I(n)y ooo o
Primer:
I(1) je iskaz 1 =1
1(2) je iskaz 2 = 2
I(n) je iskaz n = n

°

° 5




festo smo pred problemom da 1li su svi isgazi I(1),
I(2)y ooes I(n); oo tadni ili ne. Odgovor na to daje prin-
cip matematidke indukeijJe kojJli glasis

Svi igkazl T(1)s I(2)y eeoay I(N); coe B0 talni a=
ko su ispunjeni uslovi:

1° (1) je ta%an iskaz.
2% pko je I(n) tadan iskaz onda je takodje i is=
kaz I(n+l) tadan.

Primer. Za svakl prirodni brod n Je

L+2+ 34 oo + 0= n(n+l)

2

Dokaz metodom matematilke indukeilje:
1° Iskaz 1I(1) glasi:

1 = 1ﬁ2
2

i to Je talan iskasz.
2% Weka za broj n bude I(n), tJ.

142+ 34 oo + 1= gﬁg:ll

2

tadan iskaz. Dodavanjem (n+l) dobljamo
L+ 24 34 aoo +0+ (ntl) = nntd) (n+1),
2

odnosno

L4+ 24 3+ 6o + nt+l = (ox1)(nv2)
2

(jer BLBEL) | (n41) = n(n+1) +2¥n+l) Sn*lkgn+22)

Do#li smo do iskaza I(n+l) i ujedno izveli njego-

vu tadnost iz predpostavke da je I(un) tadan iskaz. Prema
navedenom prinoipu dokaz je zavr¥en.
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II
SXKUPOVI

Jedan od najva¥nljinh (osnovnih) pojmova matemati-
ke je pojam skup (mo¥tvo, klasa, kolekolja).

Skup Je 11i prazan (bez elemenata) 1li neprezana(i
u tom sludaju ima izvesne elemente). Ako Je x element sku-
pa A, onda pi¥emo x € A. Na primer, ako je N oznaka za
skup svih prirodnih brojeva, onda 1 € N; 2 € Ny 15 € N.

Skup 81ji su elementi 819 8Bps eeoy By oznadavamo

(al, 8oy eeey an} o

¥eki primerl skupova:

1° Skup svih stanovnika Beograda

2% Skup svih molekula u jednom gramu vode

3° Jadranski sliv - skup svih reka koje se ulivaju u Jadra-
nsko more. ’

4° Skup svih pozitivnih brojeva

59 Slup svih brojeva koJi su vedi od 2 a manjl od 1 - pra-
zan skup (Jer nema takvih brojeva).

Prazan skup oznalavamo sa .
Skupove obildno grafiski prikazujemo kao "delove ra-
vnil oividene nekom zatvorenom linijom":

Pomoéu skupovnih operacija koje dalje navodimo od
izvesnih skupova prelazil se na nove = rezultate operacija.
Te operacije zovemo: unija, presek, razlika,
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10 Untja skupa A sa skupom 3B je skup svih ele-=
menata %oji suu A ili u B. Oznaka unije je: AUB.

2° presek skupa A sa skupom D2 Je skup svih ele=
menata koji suu 4 i u B. Oznaka preseka je: AN B,

3% Razlike skupa A sa skupom B je skup svih ele=
menata koji su u A i nisu u B. Oznaka razlike Jje: AB.
Ako je A = {1,2,3,u,} B = {2,5} , onda jJe

AUB = {1’2,3’4,5) ] BUA = AUB

anB = {2} 3 BnA=4NB

ANB = {1,3,“} 9 BNA = {5] °

Upotrebom logidkih simbola navedene definicije mo-
gu se ovako izraziti:

XEAUB<= x €4 VX EB

XEAN B x €ALAXEB

XEANB<E> x €A A (x €B)

Navodimo 4 dijagrameé za U, N , ~~:

Istifemo da uvedene operacije imaju sledeta svojstva.
Ako su A, By C proizvoljni skupovi onda je:

AU &

' Ana=a4A
AUB=BUA, ANB=BNA
au(B UC)=(AUBUC, ANn(BDN ¢)=(4NB) N C.



To neposredno izlazi iz definiclija navedenih operacija.
Ako Je svaki element skupa A takodje i element skupa B,
onda kaZemo: skup 4 Je podskup skupa B i pifemo ASB.
Znak < je znak inkluzi je.
Uzimamo da je @ S A gde je A bilo koJi skup.
Primeri:

g<{1,2,3}, {1} €{1,2,3} , {1,2,3}€{1,2,3, ¥ < 4.

Neka je ASB. Tada B~ A gzovemo komplement skupa

A u odnosu na skup B. Oznaka komplementa je ¢,B ili €B
ili B*.

Neka su A, B podskupovi skupa E i neka Jje ’
oznaka za kowmplement u odnosu na skup E. VaZe Jjednakosti:

(AUB)? = 4N B

} (De Morganovi zakoni)
A U B?

(an By

¢’=Eg E’=¢-

Primer: A = (1,2,3} B = {2,5,6} s E ={1,2,3,5,6,
7,8,9} ,
AUB={1,2,3,56}, (aUB) = {7,8,9 ,

A = {5,6,7,8,9} , B’ = {1,3,7,8,9} , 4’ B'=[7,8,9
Dakle je (AU B)® = a°N B’ .




BROJEVI

Realni brojevi

Prirodni brojevi su:

152433 soes Ny oos o

U skupu prirodnih brojeva definisane su operaclje
sabiranja (+) i mno%enja (.). Rezultat ovih operacija da-
je opet prirodan broj, ¥to znadi da su operacije sabira =
nje 1 mo¥enje unutraZnje operacije u skupu prirodnih bro-=
jeva. Ove operacije imaju slededa svojstvas

X+ y=Yy+ X komutativnost sabiranja

x+ (v + z)=(x+y)+ 2 asocljativnost sabira-
nja

XY = YoX komutativnost mno¥enja

(Xey)oz = X (¥o2) asoci jativnost mnofenja

% (y+2) = Xo¥ + XoZ distributivnost mno¥enja

prema sabiranju

Prirodni brojevi zadovoljavaju princip matematilke
indulked je.

Inverzne (suprotne) operacije od sabiranja 1 mmo-
Yenja, tj. oduzimanje (-=) 1 deljenje (:) ne mogu se uvek
izvesti uw skupu prirodnih brojeva (na primer 3=3, 3=4
ili 5:6). 2Zbog toga se pro¥iruje pojam broja 1 uvode se nu=
la i negativni celi bro jevi kao 1 razlomei. Ovako proBire-
ni skup brojeva nazlva se skup racionalnih brojeva. U sku=
pu racionalnih brojeva uvek Je moguée izvestl sablranjie,o=
duzimanje, mno¥enje i deljenje, izuzev deljenja nulom koje
u matematiol nlje definisano - deljenje nulom nema smisla.

Operacije sabiranje 1 mnoZenje u skupu raclionalnih
brojeva imaju ista svojstva kaol u skupu prirodnih broje-

va koja smo veé naveli.
Racionalni brojevi

0, "l’ 1, -2, 2, "3’ 3, v 09
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nazivaju se celi brojevi.
Prema nadinu kako su uvedeni, racionalnl brojevi su
oblika

P

ameaam

q
gde su plgq cell brojevi, pri demu 4q ¥ 0.

U skupu racionalnih brojeva moguée Je izvestl ste-
penovanje celim bro jem, dok korenovanje nlje uvek izvodlji-
vo. Zbog toga se skup raoionalnih brojeva prodiruje i uvo-
de iracionalni brojevi. Za neki broj kalemo da Je iraclona=
lan ako se ne mo¥e napisati u obliku

D

P

q

gde sBu p 1 q cell bro jevi, pri demu ¢ # 0.

Dokazademo,na primer, da Je V2 iraclonalan broj.
Zbog toga navodimo neka svojstva cellh brojeva.

a) Broj a Je paran ako Je deljiv sa 2, %tj. ako
se mo¥e napisati u obliku a = 2b gde Je b oceo broj.

b) Ako je a paran bro}, tada Jje njegov kvadrat
paran broJ.

c) Ako je kvadrat celog broja a paran broj, tada
je i Bam broJ a paran.

Neka Je V2 = «g—, gde sBu p 1 q oell uzajamno pro=
st1 brojevi. Odavde Je 2q2 = p2 ¥to zbog osobine o) znadl
da Je p paran broj, TJ. broj p 4ima oblik p = 2o gde Je
o oeo broj. Medjutim, tada Je 2q2 = (20)2 = 402, odakle je
q2 = 202 %to znadli da je q paran broJ oblika q = 24 gde
je 4 oeo broj. Nije moguée da je p=2b, q=24, Jer smo pre-
tpostavildi da su piq cell uzajamno prosti brojevi.

7na&l, V2 Jje iraocionalan broJ.

Racionalni i iracionalni brojevi ¢ine skup realnih
brojeva. To su svi pozitivmi brojevi, nula 1 svi negativnl
brojevi.

1l




U skupu realnih brojeva sabiranje i mnoZenje su ko=
mutativne i asocijativne operacije, dok je operacija mnoZe=
nje jo¥ 1 distributivna prema operaciji sabiranja. U skupu
realunih brojeva mogude je izvestli pored sabiranja, oduzima=
nja, mo¥enja i deljenja (sem deljenja nulom) jo¥ i stepe=
novanje 1 korenovanje ma kojim realnim brojem, pod uslovom
da osnova nije negativan broj.

Realne brojeve obidno predstavljamo na brojnoj li-
niji = brojnoj osi.Na pravoj (slika) od njene proizvoljne
ali utvrdjene tadke = nule preneta je duf U1 = Jedinica.

DuZ 01 mo¥e se neogranileno prenositi levo i des=
no od talke 0. Tako se na brojnoj liniji dobija skup ce-
1ih brojeva ’

O, —1, l, —2, 2, —3, 3, LA}

Na brojnoj liniji jednoj odredjenocj tadki odgova-
ra Jjedan realan broj, i obrnuto, Jednom odredjenom realnom
bro ju odgovara jedna tadka brojne linije.

-
bind

Niz brojeva

1; 25 35 ceoy By (N+1)y oeo

nije ograniden, tj. nema najveéeg prirodnog broja. To se
izra¥ava simbolidki

e oo

i 8ita se: n te¥i beskonadnosti. Simbol oo nije broj.Ta-
ko je 5% =00, ali ne mora biti oo=oo= 0,

_pgolutna vrednost realnog broja a, koja se ozna=
8ava sa la) je nenegativan broJ i definisana je na sledeéi
nading 12




a z3a a> o0
lal=§ 0 =za a=20

a za a< 0

VaZe relacije:

i
T
o

1. |aj

2. Jabl = laf [b]
5] = g0
be o2 = |o|?

S5e \/:2— = lel .
6o |a + ble |a|+|v]

Relaolje 1 = 5 su odigledne.
DokaZimo relaciju 6, Kako je
la + 1|2 = (a + 1)° = a° + 2ab + b°
i kako jJe
a® = la]2 . ‘B2 =[b|2 i Ia,|b| * ab, to Je

2%+2absb® € a242|a| |b] +b°=a’+2]allb| +b%=([a| +[b])%,

odnosno
(a+0)2 = (Ja| + [b])2
111
ja + 0% 4 (Ja] + oD%,
odakle se dobija
‘]a +b| € |a| + [l ,

tJ. apsolutna vrednost zbira realnih brojeva nije veéa od
zbira apsolutnih vrednosti tih brojeva.
Takod je vaZl relacija:

la +b| 2 |a| = |b].

Za dokaz ove relacije polazi se od Jednakosti [a|>=
s|la + b+ (=b)| 1 na njenu desnu stranu primeni relagida/G}

odakle se doblja:
13



|a] ¢|la + b] + |(~b)| , odnosno
|a] =|a + b] + |b] , odakle sledi nejednakost
la + b] = |al =|v] .
Relacijas
|al £z, r &0

Zpatl isto $to 1
- £ a7,

dok relacija
[x=b| € T

zmadi Isto &to i
=r € X = b € + T

11i isto 8to 1
b=r€x€Ddb+r,

Neka su a i1 b lkonadni realni brojevi takvi da Je a € b,
Skup svih onih realnih brojeva kojl nisu manji od a niti
veéi od b, tJ. koJi zadovoljavaju relaciju

as€xeb

zove se zatvoreni interval (razmak) 1 oznadava sa [é,b] .
Ako brojevi a i b ne pripadaju intervalu, tJ. a=
ko Jes
a< x<b
kaXemo da je imterval otvoren %to se obeleZava sa (ayb)s
Ako 2 pripada intervalu, a b ne pripada, tj.a-—
ko Je:
a€x<b,
tada ka¥emo da Je interval sleva zatvoren a zdesha otvoren
1 oznadavamo ga sa [a, D). S1i¥no, interval Je s leva 0tvoe=
ren, a 8 desna zatvoren ako je:

a<xeb

%¥to se oznadava s8 (a,b] o
14



U svim navedenim sludajevima svakom intervalu odgo-
vara na brojnoj liniji duZ ili segment. Brojevi a i b zo=
vu se medje intervala.

Skup svih realnih brojeva koji nisu manji od konad—
nog broja a predstavlja interval [%, +o2), tj.

at x <+ o0,

dok skup svih realnih brojeva koJji nisu veéi od broja a pre-
dstavlja interval (= oo, a] , ti.

-co <L x 4% a,

Skup svih realnih brojeva predstavlja interval (=e=, + o).
Kod konadnih intervala [a,b] , (a,b] , [a, b) 1
(ayb), b ® a, broj b = a gove se du¥ina intervala.
Svakl otvoreni interval (a = € , a + £ ) zove se £ =
okolina tadke a, odnosno €= okollna broja a, gde Je £ proiz-
voljan pozitivan broj.

Na primer (2= ge=, 2 + 735) Jeste jedna okolina
broja 2.
1

ovie Je a =2, &= 755

Aritwmetidka, geometriska,harmoniska 1 kvadratna
sredina

Za bro jeve

al, 82,..., an

aritmetidka sredina Je bro}]

a1+a2+ soe +8&

n
A=
n n
Zbir a.+as+ ... + &, obléno ognadavamo sa E:: a,,
17°2 n =1 i

(8ita se; sigma ay pri Semu 1 uzlma vrednostl redom od 1
do n, ili: esigma a,, 1 tede od 1 do n).

Sada aritmetidku sredinu pomenutih brojeva moZemo
napisati u oblilku

a
f=3 ¢
n

15




7%a nenegativne brojeve (bro jeve koJji nisu manjl od
nule)

319 azg evoyg an

geometriska sredina Jje brol]

n
G = N a122 oo an
za pozitivne brojeve

819 8py coos By

harmoniska sredina je broj

H = 4 S
B ;;'I.'.'._l-p- 200 '4-1— T & m’l"
a1 B 8n fgi 8y

8o znadl da jJe harmqniaka sredina reoilprodna vrednost ari-
_ tmetidke sredine reciprodénih vredunestl datlih brojeva.
7Za brojeve

31, 329 6069 an

o 2 2 2
K = al -+ 32 4+ eove an
S

nagiva se kvadratna sredina.

bro

Kompleksnl brejevi

Da bi se moglo izvestl koremovanje u sludaju kads
je omnova negativan broj uvede se imaginarui, odnosno op=
%tije od toga kompleksni brojevi. To su brojevi obllka

a + bl
gde su a,b realnl brojevi, dok Je 1 imaginarna jedini-

0a, tja

1= ¢:Ea

16



Fod kompleksnog broja a + bi broj a Je njegov
realni deo, b Je mnjegov imaginarni deo.

Xompleksan broj oblika a = bi mnaziva se kn jugova=
no kompleksan broj kompleksnog broja a + bi.

Radunske operacije sa kompleksnim bro jevima defini-
sane su ovakos

Zbirs (a+bi)+(e+di)=(a+06)+(b+d) 1
Razlikas (a+bi)=(o+di)=(a=0)+(b=d)1
Proizvod: (a+bi) (e+di)=(ac=bd)+(ad+be)i

(Proizved se dobija po pravilu mno¥enja binoma binomom, pri
Semu se uzima 1° = -1).

Za kompleksan broj (a+bl) va#i relaoija

(atbl = 0)&D(a =0 A b = 0)

Proizvod kompleksnog 1 konjugovano kompleksnog bro-
ja Je realan broj, tJi.

(a+bi)(a=bi) = a®

+ b2

Prikazabemo sads deljenje dva kompleksna broja:

a+bi _ a+bli o=di _ ac+bd%+gbo~ad;i
o+dl =~ ©+dl ° o=di &

¢“+d

ao+bd . be=ad
=5y + 5=y 1 (0,4 # 0)
¢T+d o +=d ? !

Kompleksne brojeve predstavljamo talkama u komplek-
snoj rawmi (slika). ¥

B=a+bi

17



Kompleksan broJj obeleXavademo sa 2. Dakle, 2z =
= a + bl

Moduo = apsolubtna vrednost kompleksnog broja z u
oznaci |z]| predstavlja njegovo rastojanje od koordinatnog
poletka O, a ugao & &to ga duZ 0z zaklapa 8a pozitivnim
smerom realne ose naziva se argument kompleksnog broja z.
Sa slike vidimo da Je

|z| = Val + 2, a= |z] cos &, b= |z| sin @

odakle je

z= |z} (co @ + 1 sin ¢ ),

%to predstavlja triginometriskl oblik kompleksnog broja z=
= a + bi.

Neka su data dva kompleksna broja 2z, i Z, U trigo=
nometriskom obliku

zy = Izl| (cos 6, + 1 sin 8,)

z, = |2y| (008 &, + 1 8in 85)e

Tada jJe
Zy%p = [[zl‘ (cos 8;+ 1 sin 91)] ﬂngoos &,+1 sin 92}]=
= |24 lzzl[éos(el+92)+ i sin(01+62)]
Ako Je Z=%y=2 tada Je 91 = 02 = @ 1
2 = |zF(dos 28+ 18in2e).
Uspite jJe

z% = |z|® (cos n & + 1 8in n @)

za svakl prirodni broj n. Te je obrazac Moavra (Moivre) za
stepenovanje kompleksnog broja.

Kao #&to vidimo, kompleksan bro} z satepenuje se
brojem n kada se sa n stepenuje njlegov moduo, a argu-
ment mu se pomnoZi sa n.

Za kompleksne brojeve
18



zy = |z9| (cos @ + 1 sin &)
zZ, = ]z2| (o0s 8, + 1 sin 92)
Je
2, 14l 6 1 81 o #0
._iz.,, - -.Z;.'. cos ( 1-62)+ sin(e,~ 5) ’(742 )

" posmatrajme n-t1 koren kompleksnog brolja 2z, tl.
¥

7. To je kompleksan broj u takav da Je

n

u 2 Ze

Ako Je
z = |z| (cos & + 1 8in 8)
u= |uj (cosod + 1 sinsd),

tada Jje¢ prema Moavrovom obrazou

|z| (cos @ + 1 8in @) = z = u? = |u|"(oos nd+ isin nd),
odakle Je

lu| = n\/—i?l , © + 2kZ= nol,

e

Tako Je

n n
Vz = \l]zl(cos Q_:ﬁg}2‘+ i sin Q,iﬁgkﬁ)

gie k uzima vrednosts 051y coey n = 1. Na ta) nadin se do=
bija n razliditih vrednostl za %f; « 7Za ostale vrednosti
broja k reBenja se ponavljaju.

Primeris

1) Naéi proizved 1 kolidnik kompleksnih brojeva
2= 1+ 14, 2y=2 + V3 1

Re¥enje. Ovde Je |zq|= V2, o= %', |2, = V7,
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@2 = % pa Jje

zy %, lzlllzgl[bos (01+'92) + 1 sin (91+ 62)J =

/14 (oos %§'+ i sin %g‘)

m;%@ = %;%% [cos(@lu €,)+ i sin(8;=- 92)} =

J%-(eos f% - 4 s8in fg Ve

2, Izrabunati: a) (lui)6, b) 8

Refenje. a) l=i= V2 (oos Z%‘+ i sin Z%), odakle je

il

7% . - -
(2-4)5=( V2)®(o0s 6. + 1 sin 6, ) = 8(cos G + 1 sin F)e
& 81.

3 Yl
b) V 8=2(cos 21§5£ + 1 sin 93%52): gto za k=0

daje
3 3 —
V8 = 2; za k=1 Je V§=2(cos.g§E + 1 sin 2% =
3
= 2(% - igi) = ] = JE i3 za k =2 Je VFE =

=2Coos&§;+isin&§)=2(—%--‘%1)=-1—\51.

Iv
FPUNEKCIJA

Definicija Pfunkolje. Neka su data dva skupa X 1 Y.
Pada zakon (propis, konvencija) po kome elementima =x € X
odgovaraju elementi y € Y 1 to tako da jednom elementu
x € X odgovara Jedan odredjeni element y € Y nazivamo fun-
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keija (preslikavan]e, korespondencija). Za skup X kaemo
v tom sludaju da je oblast definisancsti, a za skup Y da
je oblast vrednostl funkeije. finjenicu da elememtu x & X
odgovara element vy € Y oznadavamo Sa

y = £2(x)

i ka¥emo da je vy s8lika elementa x, a X eriginal za Yo
Preslikavanje elemenata skupa X u elemente slkupa ¥
mo¥emo izraziti i shematski (slika):

Neka je £ preslilavanle elemenata skupa X u ele-
mente slupa Y. Ako Je pri tome svaki element y € Y slika
nekog elementa x &€ X, kaltemo da je ma £ definisaunc jeduno
preslilavanje skupa X na gkup Y. U opitem sludiaju govorie
mo o preslikavenju slkupa X u glup Yo

Owvako uvedens definicija funkolje olnosl se na Hako=
zvane apstrakitne skupove pa Je zato nezavisna od privode o=
lemenata skupova X 1 Y§ znadl X 1 Y wuwogu bitl ma kalvi
konkretnl skupovi.

Primeri:

1) Neka je X= &P,QQR} i Y= {1g2@3} 1 neka Jje pre=
slikevenje £ elemenata skupa X u alemente gkupa T dato
na slededél nading

2(2) = 1, 2(Q) =3, (B = 2

preslikavanje £ definisano na ovaj nadin je pre-
21



slikavanje skupa X na skup Y.
2) Neka je X = {1,2,3,4} iy = {a,b,c,d,e\)

1 neka je preslikavanje f skupa X u skup Y dato na
slededl nadins

2(1) = a, £2(2) =4a, £(3) =-e, 2(4) = e

Ovako definisano preslikavanje f zadovoljava sve
uslove gornje definioi je: svakom elementu skupa X je prie
dodeljen po jedan element skupa Y.

Elementl a i 4 1z Y imaju po Jedan original 1,
odnosno 2, element e ima dva originala 3 i 4, a elemen=
t1 b 1 ¢ nisu pritom slike nijednog elementa iz X.Na ta
nadin ovo preslikavanje skupa X nilje rreslikavanje na skup
¥, veé preslikavanje skupa X wu skup Y.

Zakon pridru¥ivanja mo¥emo dati i tabliconm

b4 rgxz
1 a
2 d
3 e
4 -]

tako da na levoj strani stoje originali (elementi skupa X
= oblastl definisanostl) a s desne u istoj visini njihove
Blike. lesto se uo¥eno preslikavanje oznadava i ovako:

1 2 3 4

a s} e e 9
5to znadl da se u Jednom redu napi¥u elementi skupa X, a
ispod svakog od njih ocdgovarajube slike iz Y.

Naravno, ova dva na8ina su pogodna samo ako X ima
konadno &lanova. :

3 Weka Je X = {1,2,3), Y= {1,2,3,4,5,6,7,8,9,
lo 1 neka Je preslikavemje £ skupa X u skup Y dato
ovom formulom: y=£(x) = x°, Tada Je £(1)=1, 2(2)=4,
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£(3) = 9. Znadi, ovo preslikavanje svakom elementu x € X

pridrufuje njegov kvadrat. Naravno, nisu svi elementi iz ¥
kvadratl brojeva iz X, te je u pitanju preslikavanje slu-
pa X uskup Y. Ovo preslikavanje mofemo na gore pomenu=
ta dva nadina da predstavimo ovakos

| v = 20

X

1 1 1 2 3
2 4 ,

3 9 1 4 9

Ovde je X <Y (svi elementi iz X su elementi
1 skupa Y) ali ne moZemo govoriti da Je to preslikavanje
skupa Y u samog sebe, Jjer nije definisano za svaki broj
iz Y (na primer za 4).

8) X {1, 25 3y eeey m, }
Y {a, b, 0}

Skup X Je znadi skup svih prirodnih brojeva i o—
ni su jos, poredjani u prirodnom poretku po velidini. Defi-—
ni¥imo sada preslilkavanje ¢ skupa X y skup Y na ovaj
nadin:

£(2k=1) = a, £(2k) = b, gde broj k uzima vred—
nosti 1, 2, 3, ss0 o Pri tome 2k = 1 daje sve neparne,a
2k sve parne brojeve iz X, tako da je preslikavanje defini-
sano na celom skupu X. Zna¥l,ako je element x € X neparan
broJ njegova je slika element a € Y, ako je element x € X
paran broj, tada mu odgovara element b € V. U ovom sludaju
svakl neparan broj iz X Jje original elementa a i svaki D=
ran broj iz X Je original elementsa by, tJ. 1 jedan i druv—
g1l im ju beskona¥no mnogo originala.

5) Cesto se sa R oznadava skup svih realnih broje—
vay 11i kako kaZ¥emo, realna prava. Neka Je X=R 1 Y¥Y=R, a
preslikavanje £ dato ovakos x—_T . x2, ti. y=f(x)=x2 .

Kako je sada X=Y(=R) imamo preslikavanje skupa re=
alnih brojeva u‘samog sebe 1 svakom se realnom broju
ovom funkeijom pridruuje njegov kvadrat. Nega=
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tivnl brojevi nemaju originala (tJ. ni Jedan se broj ne pre-
elikava u negativan broj}), Jer nema negativnih kvadrata,nu=
la ima samo jedan original-nulu,a pozitivni bro jevi x imaju
po dva originala +Vx 1 =\{x (Jer je (+ V0)2=(=~ Tx)%=
= X)e

U daljem izlaganju éemo imati jo¥ mnogo primera fu-
nkeija definisanib na skupu realnih brojeva.

Da bismo ilustrovall opitost funkelje navedimo 1 sle=
dedl primer.

6) Neka Jje X skup radnika neke fabrike, a ¥ skup
pogona te fabrike. Svakem radnilm pridodeljujemo pogon u ko=
me je njegovo radno mesto. Tlme smo zadali Jedno preslikava-
nje skupa X na skup Y. Naramo, svakl pogon ima bar jed=
nog radnika, pa svaki element y € ¥ ima svoj original u X,

Vi
KOMBINATORIKA

Pre izlaganja kombinatorike uvodimo pojam red (slog,
kompleksija). :

Neka je S izvestan konadan skup. Elemente toga skue
pa nazovimo dogovorno, Slova a sam skup « agzbuka., Uvodimo po-
jmove: rTed dufiine 1, red duZine 2, s00 o

Definioija. Svako preslikavanje £ skupa {15235 oo
0oy n} u skup S zovemo red du¥ine n azbuke S,

1 2 3 s0 o n
Dakle, £3
n

2y 8y 85 .00 @
gde su 2y, a8y 8q5 ooy a, izvesni eslsmentl skupa S
Tu rel, dogoverno, oznadavamo sa
8y 8y 84 cee Bpo
Primer. Slova su a,b,c; azbuka je 5 = &a,bgo} o
24



Tada su a,b,0 = redi du¥ine 1, aa, ab, ac, ba, bb, bo ,
oa, ob, 0o = rell du¥ine 2, aabacb Je red duline 6o

Umesto termina re¥ upotrebljavaju se 13 slog, kom=
pleksija, linearan raspored.

Vari jaci ] e

Posmatrajmo skup S = {al, Byy eooy ag} od n ele=
menata. Ako iz ovog skupa izdvojime %k razliditih elemena-
ta (pri demu je k 4 n) 1 sa njima obrazujemo na bile koji
nadin red du¥ine k dobidéemo varijaciju klase k od eleme=—
nata skupa BS.

ako svaki element uzmemo posebno dobléemo varijacl=
Je prve klase. To su:

a
n

ko3ih imamo ukupne n, ¥to lzraZavamo obrasocem:
Vy(n) = no

iko uzmemo dva po dva elementa dobibemo redl duine
81855 81835 ceey 785 5

ay8yy BpBqy sces BpBy g

a to su varijaclije druge klase obrazovane od n elemenata
25



razlidltih poloZ%aja) mogu da sede 6 lica na 6 stollea?

Odgovor. Na P(6) = 61 = 1 .2 « 3 o 4 o 5 a0 6=
= 720 nadina.

Kembinacije

Neka je © izvestan skup sa n elemenata i neka
je Wk sltup svih varijacija k=te klase tog skupa. U tom
skupu dogovorno uvedimo "jednakost" na sledeél nadin: vari-
Jacije Wy i W, su jednake ako su lzgradjene od istih slo=
va, Na primer, varijaclije abed, cabd, bdac, oee Jednake su
med jusobno, dok ab 1 ac o nisu.

Varijacije sa ovako definisanom jednakoBéu zovemo
kombinaclje.

Na primer, sve kombinacije druge klase elemenata a,
b, ¢,d su ab, ac, ad, be, bd; cd. (Mogli sumo, takodje,ume=
sto ab uzeti 1 Da).

Jednoj kowmbinaciji klase k mo¥emo pridrufitil tal=
no k! wvarijacija koje imaju ista slova kao i ta kombinge
cija. Otuda je bro) svih kombinacija klase k od n eleme-
nata skupa S X! puta manji od brojJa svih varijacija kla=
se k od n elemenata skupa S. Prema obrascu (1), lmabe-
me da je broj kombinacija klase k¥ od n elemenata (kén)s

Vk(n) . n(n=1) coo (n=k+1)
ket 1@23601{

n
kv. vas (3)

n
Simbol ( ) gita se: n nad Xk i oznadava kolidnik
’ k

a2

Ok(n)

odnosno

¢ k( n)

Egg“l) ? 6 e (n"k‘f‘l)
3
1. 200 k
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11i

Bl

ki (u=k)!
5 7

Tako Jje ) SRR g lo, 1e623 35
2 1.2 1.2.3

9 3

:2:9; ;".e:zmuewmmgmgﬂm}:zle
1 1 3 1.2 43

n n
Uzima se da je ( ): 1, dok je ( ) = 1 za svakil prirodni
o n

broj ne.
Va%i Jednakost

n n
k n = X /o
Tako je na primers

lo lo 1o
- ) = 20 2 9 o 45,
8 lo = 8 2 1.2

primer 1. Nadél broj koimbinaoija druge klase od ele=
menata a, b, ¢, d, e, a zatim napisati ove kombiunacije.

ReSenje. Ovde se traZi bro] kombinaoija druge klase
od pet elemenata, kojl se dobija na osnovu obrazoa {(3) gde
je k=2, n=75, dakle:

5
02(5) = )z -sm:mlt = 10e
‘ 2 1.2

Kombinasije su: ab, ac, ad, aej o, bd, be; cd, ce; de,

Primer 2. U jedno] radionicl zaposlenc Je B8 radni=
Xa. Na koliko razlifitih nadina mogu korlstiti lstovremeno
godi¥nji odmor grupe od po 3 radnika?

Relenje. Ovde imamo kombinacije trede klase od osan
29



elemenata ¥iji Jje broj prema obrascu (3)

03<8) = 3 IS JUNL N g

Varijacije sa ponavljanjem

Posmatra jmo skup S = {al, 859 eacy ag\ od n ra=
zliditih elemenata 815 8py ceey Bpe Varijacije sa ponavlja=
njem klase k od tih elemenata su redi sa k slova iz te
azbuke S5. Pri tom se isto slovo moZe pojaviti i vi¥e puta.

Varijacije prve klase su:

al, 32, eoayg an e

Njih je na broju ukupno n.
Varijacl je druge klase sa ponavljanjem su:

81819 89855 ecey 838

8231, \32_32, LYY 82an 9

8,875 8,855 eeey B8

kojlh, kao &to vidimo, ima ukupno n .np= n2.

Dakle, broj varijaclja druge klase sa ponavljanjenm

od n elemenata Je:
s .2
v, (n) = n°,

MoZe se dokazati da je broj varijacija klase k =sa
ponavljanjem o4 n elemenata jednak:

;k (n) = nk ° 00 (/‘I—)
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Primer l. Naéil bro) varijacija sa ponavlijanjem dru—
ge klase od elemenata 1, 3, 4, 9 a zatim napisatl ove va=
rijaclije.

ReSenje. Prema obrasou (4) bro) varijacija druge
klase sa ponavljanjem od Setiri elementa Je:
V() = 42 = 16
2 = ® A0

poSto Je sada k=2, n= 4,
Ove variljaclje sus 11, 13, 14, 193 31, 33, 34, 39;
41, 43, L4e 4935 91, 93, 94, 99,

Primer 2., Naél broj varijaclija sa ponavljapjem tre=
e klase od elemenata 4, C. :

Refienje. Prema obrascu (4) broj varijacija treée
klase @a ponavljanjem od dva elementa je

23
V3(2) = 2 a8

Ove varijaoije aus Ah4, AAC, ACA, ACC, CAA, CAC,
GCGA, GCCo '

Permutaci je sa ponavljaniem

Neka je S = {al, Boys eees aé skup sa s razlili-
t1h elemenata. Red duZine kl + k2 + oee + ks = n u kojod
se slove ay pojavljuje kl puta, slovo a, k2 puta; seoy
slove ay kg puta naziva se permutacijas sa ponavijanjem

8 8
reda o
Primer. Neka je S = {a, b} i neka Je k1=3, k2=2.
Tada su
aaabb, abaab, ababa

permutacl je sa ponavlijanjem reda 5 u kojima se slovo a po= -
Javijuje 3 puta, a sleve b 2 puta,

BroJ razliditih pertumaei ja obrazovanih od 8 razlle
8itih elemenatas skupa S = {al, 859 coes aé} u kojime B¢ 8lo=
V8 839 855 ceey By polavljuju redom kl’ k2, seey ks puta
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dobija se po obrascu

PCICI, k2’ E l{S>= n! o 8 00 (5)
(n) kgt Kyt ees kgl

To su permutacije sa ponavljanjem reda n = k1+ k2+ cee +ks.

{ombinacije sa ponavljanjem

- Neka je S 1izvestan skup sa n elemenata 1 neka
Je wk skup svih varijacija sa ponavljanjem k-te Xklase tog
skupa. U tom skupu dogovorno uvodimo "jednakost" na slededi
nadin: varijacije sa ponavljanjenm Wl i Ee su Jednake ako su
izgradjene od istih slova.
Varijaoclje sa ponavljanjem sa ovako deflnisanom jed-
nakoféu zovemo kouwbinacije sa ponavljanjem.

Kombinacije druge klase sa ponavljanjem su:

aj8yy 87853 eeey B3, 9y 393

3282, eaecyg azan_l, azan §

4y %
kojih imz na broju
n+ 1
n+ (n=1) + eoe + 2 + 1= o
2

Dakle, broJ kombinacija druge klase sa ponavljanjem od n
elemenata Je: :
- n+ 1
¢,(n) = .
e 2
Mo¥e se Aokazatl da je broj kombinacija klase k Ba ponave
ljanjem od =n_ elemenata
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n+ k=1

¢ = ° oee 6
€, () . (6)

Primer l. Nadéi broj svih kombinacija sa ponavlja=
njem trede klase od Setiri razlidita elementa.

Refenje. Ovde Je n= 4, k= 3, pa prema obras—
cu (6) dobijamo
443=1 6

03(4) = = 20

3

Primer 2. Naéi broj svih kombinaclja sa ponavlja=
ljanjem trebe klase od dva razlilita elementa.
2+3=1
Oodgovor, 03(2) = , = 4,

gvi obrasoi od (1) do (6) mogu se izvestl metodom
matematilke indukei je,

Binomnl obrazac

Pri stepenovanju binoma:
a+b

prirodnim bro jem n=1, 2, coa Javljaju se koeficienti
oblika: ‘

n

. 9 k= 0, 1, 2, ceey 0 4
koji se nazivaju binomni koefioi jenti,

Po sporazumu uvodimo:

n
= 10
° 33




7a binoune koefiloiente vaZi Jednakost:

n n
( )= 500 (7)
k nek

to Je ved ranije napomenuto,
Dokaz jednakosti (7) izvodi se na osnovi znadenja
samih simbola njene leve 1 desne strane, tj.

(™). pa-l) eee (0 =¥+ 1)
X 1.2 eoo k

= n(n-l) 000 (n w I 4 11 o (nm@(n“kﬂl)ncsa o 1 =

1.2 o060 k Lo 2 eoo (n-nk&-l)(n—k)
= o nt
ki (n=k)!
o - n(n=1) oo (M=nt+ltl)
n . k 1 e 2 e90 (n b k)

= n(n-l) s0a (k""]'?l R 1_££k--1) 000 2 o 4 -
1o2 00 (n=k) 1200 (=l)k

n!
(n=k) ! ki

fto znadl da va%i Jednakest (7).
7Za binomne koeflolente va%i jednskost:

n n n+ 1

-+
= ] 200 (8
¥ - 1 k k )

Jednakost (8) se dokazule na sledeéil nading

n n
- = 2(n=1) oeo (u=k+2) =~k
kK = 1 K[ 1 o200 (k=1) k
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+ n(n=1) oo. (n=ktl) _ n(n=1) oes (n=1c+2)

16 2 o0ce k 16 2 6o (km l)k
n+ 1
k
Dokazademo sada da va’l obrazao:
n n n
(a+b)%= al + 2™ b oo + ab® L
0 1 el

(n\bn vee (9)
n

za svaki privodnl broj n=l, 2, .es, kojl se zove binomni
obrazag.

Obrazac (9) izvebemo metodom matematifke indulkcile
Je na sledeéi na¥in: Obragac (9) va%i zan=1 %]

1 1
(a+b)l = a + b,
o 1

Predpostavimo da obrazac (9) va¥l za mnekl prirodani
brej n 1 doksfimo da on vaii za n + 1o
Weka Je za neki priredni broj n
n n n n
(a+d)? = a® + 2%y 4 .o+ ab™ ! b? .
0 1 D=l n

Ako poslednju jednakost pommoZimo sa (a+b) dobléemos

n n n
(a+b)n+1 = a4 a% + coo + ab® +
0 1 n
n n 0
+ 8% + ooo + ab® 4+ it o
o n =1 n
n n n n n n
= at | + a™ + oeoo + + ab™ pR+l
o o 1 n=1 n n
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i kako je prema (8)
n n

k=1 n

dobijamo da Je:

n+ 1
(a+b)n+1 - an+1 +
: o

n+ 1
bn+l

n+ 1

Sto znadi da iz predpostavke da obrazac (9) vaZi za neki

prirodni broj
¥Xako obrazac (9) vafi za
rodni broj n = 1, 2, ceo

Primer 1. Ragzviti po binomnom obrazeou:

a) (a+b)4
b)  (xew)’
o) (p~a)°.
Refienje:

a) (a+b)?

Kako je

n proizilazi da on vaZi 1 za broj n + 1.
ne= 1, to on va¥fi za svaki pri-=



to Je

tJe

tde

2

(aq—b)a = a4 l;a3b + 68%0° + Lab® + o e

7 7 7 7
b) (x+y)7 =( al &+ ( ) 2% + ( )aSb2 + ( a4b3+
o 1 2 3
7 7 7 7 7
(RO PRGN (2
4 4 5 6 7

(x+y)7 = al+ 7a6b + 2‘1215192 + '35al"b3 + 35.':13bLL +

+

+ 2132‘05 + 'Iab6 + b7.

5 5 5
e) (p-q)5=< }p5-( )p“w( )quz—
[ 1 2
5 5 5
o)) e
3 4 5

2.3

> q2 = lop q~ -+ 5»pq“ = qs-

3

(p=2)°= P -5ptq + lop

Primer 2.

By . |=»n n
a) (1+x)n-( }+ ( \x+...+( \1}1_14-
© 1 n - 1
n
e
n

n n
p) (1l=x) = (o\ - (1) X+ ooo * (_1>n—1 o

n ’ n
.l \ et (=1) ] =,
ne=1 n

primer 3. Dekasati da je:
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1

2 3 n

1 1
1, === 5 ===y oo

s ses 3}

sa porastom broja n
bliZi nuli.

$lanovi niza opadaju i postaju sve

J"O
;) -5["‘

ot~

o4
ptol-

3) ay = (-1D" . z2a n=2k~1 ivamo

' 2%k=1 2k
85117 (=1)° ==l, aza n=2k ay= (=1)" = 1,

tj. &lanovi niza sa neparnim indeksom su =l, a sa parnim
i to Je nisz:

wly 1, =1y 1y eeey (=1)% oo

-4 - )
) 0 4
Q=0y=Qg= ...

. .
.
Qg = Oy = Osg

4 a, = n+ n(=1)".

Ako je n neparan, tada Je (nl)n = w]l 1 a, =
=n+n(=1)=n+n(=l) =n-n= 0; ako je n paran to
je (=) =1 1 a= n + n(=1)® = n + n = 2n. Prema tome,
na neparnim mestima uw nizu imamo nule, a na parnim broje-—
ve jednake dvostrukom iznosu indeksa:

0
4

8 12 46 L%
F i
Qs Oy Ogeene

oT+
£

£

14

8 Qgm
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granline vrednosti nizova (granice

nizova)

Definicija 1. Broj a Jje granica niza (an)n=1,2,
.so ako svaka okolina talke a sadr#i sve ¢lanove niza,;o-
sim mo¥da konadno mnogo podetnih &lanova.

Dakle, da bl smo dokazall da je a granlca niza

(an)n = 1,230 treba dokazatl da ma kakvu okolinu talke

a izabrali, %lanovi niza se nalaze u toj okolini, i to svi
osim najvisSe konadno mnogo prvih kojl ne moraju biti u toj
okolini. Za niz iz primera 2) tadka a=0 Je granica. Zais=
ta, okoline te tadke su oblika (= €, &) gde je &2 0. U=
zeti jednu takvu okolinu znadi lzabrati broj & > 0. Za o-
vako izabranl broj € > 0 mofe se izabrati tako veliko n
da mu je reciprodna vrednost 1 msnja od € , ti. & = l<£.
n n

Med jutim, $lanovl toga niza opadaju sa povelanjem indeksa
(ostajusdi pozitivni):

o<an, < ay za n* > n, pa jeli OLan,<£¢Ita-

ko za izsbrano & na#dli smo n tako da se svi &lanovi ni=-
za 13l Je indeks veél 1li jednak n sadrZe u okolini nu-
le (= € ,€), osim prvih n-1 (dakle konalnc mnogo) za ko—
je ne mo¥emo tvrditi da su u %o] ekolini.

Primer. Za & = 0,00l ocdreditl délanove niza a,= =

koji le¥e u okolini (= ¢ ;, £). Kako &lanovi niza opadaju
dovoljno je nadéi prvi - a, za koJi Je a, < E 5 tie

1 1 1 3_ .

3 £ o,001 114 n73,_oo'1' = IF? = lo”= looo. Dak
le, posevsi od lool pa nadalje, svi &lanovi niza se sadr-
%e u okolini nule ( - yeis » Toeg )-

Ako je a granica niza (an)n—l 5 tada plie=
= $ § 089
mo

41



a_—s a, n —s oo

(8itaj: a, teZi ka a kada n te¥i beskonadnosti), ili

a = lim a,

n-—r e

(8itaj:s a jednako limes a, kada n te#i beskona¥nostij
limes = granica - na latinskom). Takodje se kaZe da a, ko=
nvergira ka a, a za sam niz u tom sludaju da je konvergen-
tan.

Ako je 1lim a, = a, biée za unapred doto £>o0

n-ﬁ»@(\)
|2n = a{<:£

za n ® N(g€ ). To znadl da svi &lanovi a, datoga niza,po-
dev¥l od n = N + 1 pa nadalje le¥e u intervalu (a = £,
a+ & ). U tom intervalu le¥i beskonadno mnogo &$lanova niza,
a izvan tog intervala njih konadno mnogo, najvie njih N.

Niz ne mora da ima graniou, ali ukoliko je ima tada
ima samo jednu.

Da bismo ovo dokazali predpostavimo da niz (an) PO=
red granice a ima Jo¥ i granicu b # a. Ako je

a<b i ako je €= b-a s tada okolina
2

{a=¢, 8+ &) -~ zato §to je a granica = sadr¥i sve &la-
nove niza iskljudujuéi najvide njih konadno mnogo koje ne
sadr#i. Tada okolina (b = £, b +£), sadr¥i najvifie kongd
no elemenata i b ne zadovoljava uslove za graniou.

Za b < a uzimamo E= 2= L4 i ponavljamo isto rasu—

djivanje. Dakle b ne mo¥e biti 2 granlca datog niza.

42



1

— €

I

&

{
By T
o ~£ o

~—

t
a +£ b

Sada 6emo uvestl jedan pojam kojl Jje blizak pojmu granice.

Definicija 2. Tadka b

za (an)n=l,2, ... ako svaka okolina tadke b

Je tadka nagomilavanja ni-
sadr#i bes-—

konadno mnogo &lanova niza.

Razlika od granice sastoji se u tome3to i izvan o-
koline tadke nagomilavanja mo¥e bitli beskonadno mnogo &¢la-
nova nizaj granica jeste talka nagomilavanja 1 pritom jedi-

na, ali obrnuto ne va%i.
Niz u primeru 3) ima dve talke nagomilavan ja

=1 i

+1l, a niz iz primera 4) ima jednu Q ; ni jedan ni drugi ne
konvergiraju, ili kako se ka%e divergiraju.

Beskonadno male velidine

Op¥ti &lan niza a, zvatemo dalje promenljiva.Pro-
menljiva koja te¥i nuli je beskonadno mala velilina. Prome-

_ 1
nljiva a, =g

iz primera 3) je prema tome beskonadno ma—

la velldina. Tgkve su i promenljive:

bn=—ﬁ i

0y = R

Beskona¥&no velike velidine

Ako Jje promenljiva a

n
43

takva da jJe \an \> G za sve



$lanove niza, osim za njih konadno mnogo, ma kalko izabrali
veliki broj G, kaZemo da je a, beskonadno veliks velili=

na.
Promenljiva an=3n iz primera 1) postaje beskona-
no velika; takodje i promenljive bn = =2n i cn=(-1)nn.

Medjutim, promenljiva a, = n+(=1)"n iz primera 4)
nije beskonadno velika. Za¥to?

Za niz (an) ka¥emo da je ograniden ako je za neki
fiksiran broj N, lan £ N za svako n, 3j. ako svi ¢lano=
vi niza po apsolutnoj vrednosti istovremenc nisu veéi od
datog broja N.

primer. Dokazatl da je konvergentan niz ograniden.
Primerom dokazati da nije svaki ograniden niz konvergentan.

Ako niz nije ograniden kaZemo da je neograniden.Ni-
zovi iz primera 1) i 4) su neogranideni,

Pre nego &to predjemo na dalja razmatranja nizova
napominjemo da "pona¥anje! nizova ne zavisl od konadno mno-
go poetnih dlanova.

Mo¥%e niz u "podetku® "pravilno” da se "ponafa" da
bi "kasnije® to svojstvo izgubio, i obratno. {italac moZe
i gam da nadje mnogobrojne primere te vrste.

Operacije sa granifnim vrednostima

Sa nizovima uvode se osnovne aritmetilke operaci-
Je kao: zbir-suma, razlilm, proizvod i kolil¥nik dva niza
(ang 1 (b,). To su redom nizovi (a,+2)s (ay=v)s (ay bn)v

i (52) tj. rezultat aritmetilke operacije sa nizovima Jje
n

novi niz 8ijl se &lanovi dobijaju aritmetifkom operacijom
nad odgovarajuéim Slanovima niza (u poslednjem sludaju pred-
posta¥lja se da Je bn # 0y zato éto deljenje nulom nije de=
finigano). : o
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Primer. Neka je:
a = 4 - =% b =2 + &, Tada je azbir s

n n? ’ n n° :

. . 1 1 . 1 1
niz (an+bn), tj. (4 = ;Q) + (2 + 5 Y t3. (6+ s - ;?) =

= 1, 2, 3’ 200

razlika: niz (a=b ), ti. (4= =)=(2 + & ), td.
n
2 - % - _%),n = 1, 2, eus
n
Proizvodiniz (a, b)), ti. (4 = =5)(2 + ), .
. n
4
1 11 1 2 1
(’402"‘ .2‘4‘40 o o o —) tju <8‘f‘ = o= - )
n? no 2 ae nT 2T g3

n=1, 2, eos

1 1
a 4 = -% (2+ (2= )
Koli¥nikiniz (59), tie =—eoe 2 s tJe ——— , b
n
2 + === 2 b oo
n n

@2 = % Yom = 1, 2, wes

Postavl ja se pitanje kako zavisi konvergencija niza
zbira, razlike, prolzvoda i koli¥nika nizova (an), (bn) od
konvergenclje samih nizova (an) i (bn). U tom sludaju vaie
sledeéil stavovi; koJi nam desto slufe za lak¥e 1 brZe odre-
djivanje granioce nizova.

I. Ako promenljive a, i Vbn ima ju konadne granice
a 1 b, tada 1 njihov zbir (razlika) ima konadnu granicu i
pri tome je:

lim (a_ + b ) =2 + b
n—>oo = 1 -

II. Ako promenljive 8, i bn imaju konadne granl=
ce a 1b tada i njihov proizvod ima konadnu granicu i
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lim (an b)=3a.b

n— oo

IITI. Ako promenljive a, i bn imaju konadne gra-
nice a i b, pri %emu je b # 0, tada i njihov kolifnik ima
konadnu granicus

a
lim —BE— = —%— .

n—<'n
Dakles

+ lim bn

I. 1lim (a, * bn) = lim a,

II. lim (a, bn) =(1lim an) (lim b))
( a, ) linm 2,

III. lim =

bn 1im bn

Napominjemo jo¥ jednom da napisane Jednadine vaZe
u sludaju kada granice na desnim stranama postoje 1 u po=-
slednjem sludaju, jo8 1lim bn # 0.

Neodredjeni izrazil

Sada éemo predi na ispltivanje nekih sludajeva ko=
ji se ne re¥avaju na izneti na¥in. Mi éemo uslowno govori-
ti o '"neodredjenim" izrazima, mada ¢emo mnogima od njih od-
rediti vrednost. Ovde demo ispitati neke sludajeve kod ko=
jih nije zadovoljen uslov za primenu gornjih Jjednadina.Si-
mboli kojima demo oznaditi sledeée sluda jeve predstavljaju
samo znak za raspoznavanje i nemaju nikakav drugi smisao.

1° Neodredjenosti tipa -%-

Ako su promenljive a, i bn beskonadno male,tJ.

a
a 0 i bn~+ 0, tada za promenljivu —Bgu kaZemo da je

meodredjenost tipa -%- v,
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Nikakav op8ti zakljulak ne moZe da se da u ovom slu=

¢aju. Sve zavisi od posebnog zakona po kome se ay, i bn daju

u funkei ji od n. Primeri pokazuju da "sve' moZe da se desi.

_ 1 1 ;
1) an-— :g, bn—ﬁ 5 an‘ﬁo 1 bn’—>Oo
1
n°
anz-—-—I-='=-===—'_700
n
-1 = ok
E)an—m——ro, bn“-;‘?—?o
Ovde je:
; i
,B,E;a%m;n'—-?oc
a -z
n
n
3) an=t%)—=q——?0, bo=3—0
n
a QD
BB = ——-%——- = (-1)", nema granice.
n =
n

Znadi, u svakom posebnom primeru ovog tipa potrebno

a
Jje neposredno ispitivati kolidénik —EE— °
n

2° Neodred jenosti tipa fE}

a
Pod tim nazivom obuhvatamo nizove oblilka —EB- gde
: n

a,—>+ oo i bn’*’i oo « S1liéna Je situacija kao i u pre=
dhodnom tipu: sve zavisi od specijalnih zakona kojima su dati

a, i bn‘ To se najlak§e vidi iz primera.
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1) a = n— oo b=n2—a~o<3

2) an=n2—-.>oo, bn=n—%00
a 2
.Fn- = Ei- = N —> OO
n
3) an=(-1)nn—>ico by =n—»
a n
52 = ﬁ::ly = (=1)", nema graniou.
n

3° Neodredjenosti tipa OQ.oe

Primeris

1 3n=;%, b, = 1, a,—0, by~ °
anbn—!—]%n=~%——+o

2) an=%_~>o, .bn=n2__,o<>
anbn=% n2=n——y_oo

n
3 a='g'-'—]:?--—->0, bn=n-——->oo

n
a, by = Q:%l_ n = (=), nema granice,

pokazuju da Je potrebno ispi‘bivanjé u svakom konkretnom slu=
aju ovog tipa.

4° Neodredjenosti tipa OO = oo

Ovde se obuhvataju sluééjevi kada ay i bn tefe bes=
48



lonadnosti razliditih predznaka. U tom sludaju nidta se op=-
%te ne moZe redi o tome da 1i 1 demu konvergira a, + bn R
Ovo se opet najlakde vidi na primerima:

1) a,=2n, by=-n, a—=+00, Dby—>=0o0
an+bn=2n+(-n)=2pmn=n~om

2) a,=n—> oo , b =20 — =0
an+bn=n+(—2n)=n—2n=mn—-’a>u<7<>

3) an=n+(-1)n-—->oo, by = =n—> = o

a, + by =1+ D%+ (=n) = 0 + (-1)P-n =

= («=1)? ~ nema granice.

o0

Pored veé izlo¥enih, postoje jo¥ 1 neodredjenosti tipa 1,

0° 1 o0,

Granidne vrednosti posebnog znadaja

Neka su dati nizovi

a = 1 4+ == = 1N
9 bn 9

gto znadi da a,~—=1l, b —>o0, i niz

b
ey = (a) B = (14 =50

javlja se kao neodredjenost tipa 1°° . Medjutim, niz e,
Je monoton i ograniden, pa prema tome i konvergentan. Gra-
nidénu vrednost niza e, obeleZavamo sa ey tJ.
1l \n
e = lim (1 + T)
o0

i njegova vrednost na pet decimala iznosi 2,'71828.,

Broj e ima vrlo va¥nu ulogu u matematicl, to Je

Neperov (Napier) broj i uzims se za osnovu prirodnih loga=-
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ritama.
Logaritam broja x za osnovu e, tj. loge X obi=
déno obelefavamo sa 1ln X.
Broj e defini%e se i kao
1
e = lim (1 + x)*
x—=0

Dokazademo da jJe

U tu svrhu posmatrajmo jedinadni krug (slika) gde
je BN = x, AM = sin x, BN = tg X.

Sa slike se vidi da je povr¥ina trougla OAM manja
od povr3ine kru¥nog isefka OBM, a ova manja od povr¥ine tro=
ugla OBN; tj.

“%“ﬁom<‘%“’¢6§t§ﬁ<“%- @ofﬁg
a kako je OB - 1, bide odavde:

sin x L x < tg x.

o
Kako smo uzeli da je 0 <« x <,é y 50 su sin x, x i tg x
pozitivni. Zato je:

1 1 50
l<SlnX <COSX ’



odnosno
1.> =~-~— > CO0S X,

Ako x teZi nuli, prvi ¥lan ove ne jednadine osta-
Je nepromenljiv, a tredl te¥i ka 1 (cos 0 = 1), Ovo va%i i
u sludaju kada je x negativno Jjer je:

sin (=x) _ = sin x - Bin x
=X - x ‘
Dakle Je:
. sin x _
lim == 1.
X—0

Sada demo dokazati da je

h
lim Q,H:l = 1.
h—sQ
Zaista, ako stavimo el -~ 1 = %, dobidemos
h_ .
e = 1 +'%, odakle je
h=1n (1+%)
pa je
h

e

=R A S S
BT Ta (IFE)Y £ 1o (1+t)  In(let) /¢

(po¥to u sludaju kada h-—0 i t —0), odakle je

h

lim &zl o g el L
R 7%
b0 g 10(1+t) 7
= e L S
£ In e
Inf lim (1+%)
t =0
h

lim 9-—&-1 =1
h—+=0 51



Na slidan nadin se moZe dokazati da Jje
h
a =] _
lim —T = 1ln a.
h—s O

Vi1
FUNKCIJA JEDNE NEZAVISNE PROMENLJIVE

Ranije smo dali op¥tu definiciju funkeije gde su ob=
lagti definisanosti i oblasti vrednosti funkel je mogli da bu=
du ma koji skupovi.

Ovde éemo posmatrati funkeije definisane na skupu re-
alnih brojeva ¥ije su vreduosti takodje realni brojevi.

Dve promenljive veliline koje stoje u takvom odnosu
da promenama jedme odgovaraju po nekom zakonu promene druge
testo se zovu: ona koja se proizvoljno menja - ggggvisno DPLO=
menljiva, a ona druga = zZavisno promenl jiva 111 funkoi ja.Ako
nezavisno promenljivu obeleZimo sa %, a zavisno promenljivu,
odnosno funkeiju sa y, onda zavisnost promenljive velidine
y od nezavisne promenljive velidine x obeleZavamo sa

y = £(x)
gde je £ simbol funkelje, 1 Sitamos ipsilon jednako ef od
iks.

Zavisnost promenljivih velilina x i ¥y mo%e se lzra-=
ziti kao

P(x,¥) = ©
gde je F takodje simbol funkcije. Poslednja jednadina imp-=
licitno izrafava prowenljiva y kao funkeciju od promenl jive
x i 8ita se: ef od iks ipsilon Jednako nula.

Kada je funkoija data analitidkim izrazom, 3. u Ob=
liku

y = £2(x) 5



ona je tim izrazom definisana za vrednosti nezavisne pro—
menljive x za koje izraz ima smisla. Vrednosti promen-
1ljive x za koje taj izraz nema smisla Jjesu vrednosti za
koje data funkeija nije definisana. Tako na primer izraz

1
Xu-i
ima smisla za svako x, osim za x=1, Jer deljenje nulom
nema smisla. Izraz

Vx=3
nema smisla za x < 3 jJjer u tom sludaju nema realne vredno=
sti,

Tunkoi je kod kojih jednoj vrednosti nezavisne pro=
menljive odgovara jedna vrednost Zavisne promenljive zovu
se jednoznadne funkeije, a funkeije kod kojih jedno] vred=—
nosti nezavisne promenljive odgovara vise vrednosti zavis-—
ne promenljive zovu se videznalne (mnogoznadne) funkel je.

Grafidko predstavljanje funkel ja. Neka Je data fun-
keija y = £(x) definisana u intervalu (a,b). Ako vrednost
promenljive x uzmemo kao apsoisu, a odgovarajuéu vrednost
promenljive y kao ordinatu u pravouglom Dekartovom koordi-
natnon sistemu u ravnl, dobidemo u toJ ravni Jednu tadku M
(elika). Udinimo 1i isto za sve vrednostl x 1 njima odgo-
varajuée vrednosti y, dobiéemo u ravni krivu liniju., Ona
Je slika funkeije y = f£(x). Na taj nadin svaka funkeija
y = £(x) mofe se grafidki predstaviti (prikazati) u pravo-
uglom koordinatnom sistemu. Ovo Jje veoma va¥no, Jjer umesto
da proudavamo funkoije mo%emo proudavati krive linije.

y

Yy=fo
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Tunkeije se mogu prikazivati i tabelarno — u vidu
Lsbele. Jedna takva tabels mo¥e, na primer, imati oblik

xll 1 i 2 ’ 3
li’(l) £(2) lf(B)

Logaritamske tablice predstavljaju tabelu koja da=
je vezu izmedju brojeva 1 njihovih logaritama.

¥

e o e

Inverzna funkeija. Jednalina

y = £(%)
defini%e promenljivu y kao funkeiju promenljive x . Ako
ovu jednadinu re¥imo (bar teoriski) po promenljivej x do-
bidemo jednadinu

x= e

koja definiZe promenljivu x kao funkeiju promenljive .
Funkeije v = £(x) i x =% (y) zovu se inverzne jedna
drugoj.

Primer. Za funkeiju ¥ =V:; inverzna funkeija Je
X = Yzo

Uobidajeno je da posle nalaZenja inverzne funkei je
promenljive x i y izmene svoja mesta. Tako se za funkeiju

¥y = d:f' uzima da je njena inverzna funkeija vy = xg.
Parna i neparna funkeija. Funkeija
y = 2(x)

Je parna ako Je
2(-x). = £(x),

a neparna ako je

£(=x) = =£(x)

Drugim re¥ima, funkoija £(x) - je parna ako se nje=
na vrednost ne menja kada se nezavisna promenljiva x za-
meni sa X, dok Je funkeija £(x) neparna ako menja znak
kada se nezavisna promenljiva x zamenl sa =X.
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Primer l. Funkeija £(x) = ax® je parna po¥to Je

£(=x) = a(mx)g ax® = £(x). Isto tako funkeija

#

£(%) = wpioe—

je parna po¥to je

(k) = mmmipem = —piemm = 2(X)
(=x)"+1 x"+ 1
Funkc ija
2
= R
2(x) = €o8s X

je takodje parna jer Je
2 2
= =X X =
2(=x) = E%s(-xi T o8 X (=)

Primer 2. Funkeija

2(x) = mpde—m
X =1

je neparna jer je

2(=X) = mm=gem = = og—tm= = =£(X)
(—-x)z—-l x° =1
Isto tako 1 funkeija £(z) = (x2+l) sin x Jje neparna po&to

Je
£(=x)= [(-x)?fl],ain(-vx)-(x2+1)(-=sin x)=-(x2+1)sin x=
- -2(x)

Tz definieije parne 1. nepafne funkolje sledi da Je
grafik (dijagram) parne funkeije Slmetridan prema ordinate
noj osi Dekartovog pravougiog koordinatnog sistema, dok je
grafik neparne funkelje simetridan prema koordinatnom poée-Q
tku.

Periodilna funkoi ja.Funkoija y=£(x) Je periodidna
sa perlodom w > 0 ako Je w najman;fi broj za koji Je
£(z+w) = £(x). Primerl periocdilmih fumkoija su trigonometri=
ske funkoije 1 to sim x 1 ocos x imajuperioedgu27, dok ° ‘
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tg x i otg x imaju periodu 7~

Elementarne funkcije

Jedna od osnovnih funkeija jeste funkeija y=xn N
gde je n oprirodni dbroj. Ona je definisana 2za svako x 1
spada u klasu oelih racionalnih funkeija. Njena reciprod=
na vrednost je funkelja ¥y = = ;%, koja je definisana za

svako Xx, osim za X = 0.

Inverzna funkelija funkcije y = x2 je funkoilja
y = 2[21 Na sledeéim slikama prikazani su dijagrami (gra—
fiel) funkoija y=x2, y=x3 1 njima inverznih funkel ja
v = V& ¥= 3 Na tin slikama dat je i grafik funkoije
¥y = X = prave u odnosu na koju su simetridne krive uzajam-
no inverznih funkeija.

quinom sbepena n. Jeo funkel ja oblika

ya= aoxn + alxn'l +oeee + 8y 1 X + 8y (8, = 0)
gde su 8,587 cco 8, realnl brojevi (nazivaju se koefiol-
Jenti polinoma), a n prirodan broj.

Napomenimo da se polinem u slulaju da X-++ o0 po=
nada kao njegov glavai 8lan: (¥lan sa najveédim gtepenom) ,t .
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kao y=axs,

Eksponencijalna i logaritamska funkecija. Neka je a
stalan pozitivan broj. Tada se fuunkcija oblika

y = a*

zove eksponencijalna funkclja. Ona Je definlisana za sve vre=
dnosti promenljivih x 1 uzima pozitivne vrednosti. Njoj
inverzna funkoija je funkoclja

y = loga b4

koja se zove logaritamska funkolja.
Ako za osnovu uzmemo bro] e imademo funkoije

y = e* i y=1nx

81J1 su graficl prikazanl na naredno] slici

4
ge

4“ ?-Lnx
____/ / )

Eksponencijalna funkoi ja

y=a"

moZe se napisati u obliku
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v = exln a,

dok ge logaritamska funkeija
y = 1ogax

mo¥e napisati u obliku

_ln x
Y= Tna

Logaritamska funkeija y = ln x definisana je za
pozitivne vrednosti promenljive X-

Trigonometriske funkoije. To su funkeilje

y=os8inzx, y=o00s8x, y=1tgxy, y=o00tx

u kojima se ugao x uzima u luéno;] meri.

Pmkeije sin x i ocos x definisane su za svako
X. One su periodidne funkoije, perioda im je 2% . Funkoi-
ja sin x je neparna a c¢os x Je parna.

Funkcija tg x definisana je za svako X, izuzev za

x = (2k=1) %~ , dok je funkeija cot x definisana za svako

x, ilzuzev za x = k7, gde je k ceo broj. Punkeije tg x

i oot ¥ su neparne 1 periodidne funkecije; perioda im je Te
Grafieli trigonometriskih funkeija sin x, cos x,tg x

oot x prikazani su u poglavlju TRIGONOMETRIJA.

Ciklometriske funkecije. To su inverzne funkeilje tri=
gonometriskih funkeija ein x, cos x, tg X, oot x, Oznadava=
mo ih redom sa

aresin x, arccos x, arctg x, arccot x

Funkoija y = arcsin x (8ita se: ipsilon jednako ar=
kus sinus iks) predstavlja ugao 8iji Je sinus jednak x., 5li=
Sno je i za ostale ciklometriske funkeije.

Punkoije arcsin x i arc cos x definisane su samo za
one vrednostl promenljive x za koje je =1 £ x & 1, dok su
funkeije aretg x 1 arccot x definisane za svako =x. Ciklome-

triske funkeije su viSesnalne fumkcije. Nalsledeéim slikama
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one su prikazane grafidki. Podebljani delovi kod krivih

y = arcsin x 1 y = arccos x oznadavaju njihove takozva-
ne glavne grane. Kod funkeija y = aretg X i y = arccot x
dati su grafici samo njihovih glavnih grana (glavnih vred=

nosti).
9 Y
T
|
T 7
9} = 2 7 K
/T
=7 - ; x z
+-4 Kt

y = arcsin x y = areces X
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y = erctg x

y = areset z

Granidna vrednost funkoije. Podinjemo sa jednim pri=
meroms "Ead x te¥i 1 onda (x+1) te¥i 27, Ovo se simbo=
- 1i¥ki, na primer, i ovako zapisuje:

lim (x+l) = 2,
X 1

Kakvo je matematillko tvrdjemje iskazano prethodnom
redenicom, .odnosno formulom?
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Oznadimo (x+1) sa y, dakle
vy = %X+ le
Tada meposrednim "radunom" dolazimo do tablioes

X l 0 0,5 048 0y9 0,999 1,2 1,111 ..o
y‘ 1 1,5 1,8 1,9 1,999 2,2 2,111 ...

Ova tablica, tako bar izgleda, odgovara redenici: "Kad x
te¥li 1 onda y teZi 2.

S¢varno, ako za x vuzmemo vrednost iyrlo bligu 1%
onda ée y -dobiti vrednost "blizu 2". MoZemo prolzvoljno
birati x, odnosno zZa x wuzetl vrednost proizvoljno blizu
1 = pitanje je‘kakve su onda odgovarajuée vrednostl za Y.
Da 11 te vrednostl mogu biti proizvoljno blizu 27

Da bismo se stro¥ile izralavall termine wplizu 1¥,
wplizu 2%, ... zamenibdemo podesnijim terminima: "okolina
broja 1", "okolina brojJa 2", ... »

U prethodnom iglaganju redenica: ogad x te%i 1
onda y tefi 2" uzlmana Je potpumo intuitivano. Pomobu PO=
jma okoline dajemo definiciju koja se usvaja u dana#njo]
matematici. Definisademo, odmah, op¥ti sludaj.

Definiclja. KaZemo: "Kada X te¥i a omnda £(x) te-
%1 b" ako Je ispunjen slededi uslov:

Svakoj okolini (b =&, b +£) broja b edgovara lz-
vesna okolina (a = &, a+ S$) brola a takva ds funkolja
£(x) uzima vrednosti 1z okoline . (b = Ey, b+ E) kadgod x
uzima vrednosti iz okoline (8 =S, a + &) &)

Dogovor. Redenious "Kad x tekl 3 onda £(x) te=
¥1 D" oznalavamo ovakos

lim £(x) = b
X—=a

P

") Funkeija £(x) me mora bitl definisema u tadki x = a.
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Primer od koga smo po¥li je oligledno takav da Je

lim (x+1) = 2
X =1

Primedba: Prethodna "okolinska! definicija granidne
vrednosti funkel je se lako prevodi na "standardni' oblik sa
nejednakostima koji se najledbe navodi.

Umesto: "x  je u okolini (a =J, 2 +J)" moZemo pi=-
sati nejednakost |x = alk 5, a umesto "f£(x) je u okolini
(b =€, b+ &) néjednakost |£(x) - bI<E.

Prethodna definicija se prevodi u sledebus

KaZemo "f(x) teZi b kad x teXi a" ukoliko sva=
kom pozitivnom broju & odgovars pozitivan bro) I tako da Je

l£(x) = bI< S .
kadgod Je

lx - al< &

(sem, mo%da, za X = a).
Uvode se i defihniclije zag

lim £2(x)=b, 1im £(x)=b, lim £(x)=b, lim £(x)=om,

K —e= OC X~ OO X+ o X=8

lim £(x)= ==, 1im £2(x)= + o=, itd. (a,b realni bro-

X—eg X —=a
jevl)

Navedimo definiciju za 1lim £(x) = b.

Kot &2

Katemos
Kad x +te¥i plus beskonadnosti onda £(x) te¥i b ukoliko
svakom pozitivnom bro ju ¢ odgovara pozitivan broj N tako
da je |£(x) = bI< &£ kadgod je x > N.

Slidne su definicije 1 za ostale sludajeve.

Neprekidnost funkeije. Definicija. Ka¥emo da je Pun-
koija £(x) neprekidna za x = a (a Je neki realan broj)

ukoliko su ispunjeni uslovi:
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1Y Postoji broj lim £(x)
X-=a

2° vazi jednakost £(a) = lim £(x)
X—= &

Ako je funkeija f£(x) neprekidna za svalu vrednost
promenljive x 1z intervala (a,b), ka’e se da je ona nep-
rekidna u tom intervalu.

TFunkeija 2£(x) koja ne ispunjava navedene uslaove
1° 1 2° 2za vrednost promenljive x = a ka¥e se da Je pre-
kidna (ima prekid) za x=a (prekidna Je u ta¥ki x=a).

Tako je na primer funkoi ja f(x)=x2 neprekidna za
sve vrednosti promenljive x. Medjutim, funkeija £(x)= _%_

Je prekldna za x = 0.

Sva pravila o granidnim vrednostima koja smo navell
za nizove mogu se prenetl 1 na funkel je.

Neka je za funkelje £;(x) 1 fz(x)

lim fl(x) = 4, lim f2(x) = B,
X2 X2

Tada Je:

1) lim (£9(x) + £,(x)) = Um £,(x) & lim £,(x)=4+B-
x-—=a Z—=2a K@ -

2) 1lim (fl(x).fz(x))a lim fl(x)olim fz(x) = A.B
X—=2a X w8 e 8

3) 4ko Je 1lim £,(x) = B # 0, tada Je
X =g

lim £,(x)
fl(x) X-=a 1 A

Uo y255 = 1@ T0m - 5
X8 X3

4) dko je lim £,(x) = & (A kona¥no 1 razliito od
X->—8

nule), a

lim fe(x) = 0, tada je

1im £,(0) i tako dal}
2 + oo aKo a So

::-——&312{3‘:j =7




VIIT
DIFERENCIJALNI RACUN

Tzvod funkelje

Uspon. Sedica. Neka je £(x) funkcija promenljive
x definisana u intervalu (a,b) i neka Jje x broj iz tog
intervala. Ako se vrednost promenljive x promeni za 4x
tako da 1 x + Ax bude u intervalu (a,b), funkoija ée do=
biti vrednost £(z+ AX), 2 njena promena biée L(x+ax)=L(x).

Geometrljski (8l.1) trafena funkelja znall prome=
nn ordinate na krivo] liniji y=£(x) kada se apscisa x ta=
Gke M promeni za A Xo

y=itx)

f(x+4x)

ax
i(x)

[ Feax
SL.1

Kolidnik promene funkoije 1 promens nezavisno pro-—
wenljive, +j. kolldnik
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Ay _ 2xr AX)=2(x) _
AxX AX = tgol
naziva se uspon funkoije.

Prava kroz tatke M i Ml koje imaju koordinate x 1
£(x), oduosno x+4ax 1 £(x+ AX), zove se sellca date lori-
ve y=£(x). Njena Jednalina Je:

Y - £(x) = ﬁ:ﬁ_ﬁ_ﬁ;ﬁ:ﬁﬁ (X=x)

gde su ¥ 1 Y koordinate ma koje talke na sedicl.

Kao &to vidimo uspon funkeije £(x) od tadke M do
14 jeste koeficient pravea sedlce povulene kroz tadke WM i
Ml date krive linije.

Tzvod funkoije. Tangenta. Za datu funkel ju y=2(%)
definisanu u intervalu (a,b) i izabrane vrednosti x 1
%+ AX iz toga inbervala, uspon furkelje od x do x+ ax Je
neka funkelja od ax, ps Ge biti:

£ =£(x
45 - 4R <0 (o).

1im ¢ (s %), ako postoli, naziva se lzvod funlwije
AX—>0

y=£(x) u tadkl x 1 obelefava se sa y’ odnosno sa £29(2)o
Za funkeiju y=£(z) e

¥ = £9(g) = lim ﬂ%‘t%%lﬁ:ﬁ%l

AZX—0

¥to znadi da je prvi izvod funkeije granilua vrednost kojloj
te%i kolid¥nik promene priraitaja funkeije i promene prirade
taja pezavisno promenljive kada ova poslednja teZl ka null,
pod uslovom da ta granitna vrednost postoji.

Da bl postojao izvod fuunkelje u neko] tadki, potre=
bno je da Je ona uw toj tadkl neprekidna. Xod neprekidne
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funkeije y=£(x) malim promenama promenljive x odgova-
rajn male promene funkeije. U sludaju kada Ax teZl ka
nuli (ax - 0) te¥iée nuli 1 ay, ¥to znadl da se talka
M; po krivoj y=£(x) pribli%ava tadkli M, a u ovom slu-
¥aju sedica krive kroz njene tatke WM i My te4i da zau=
zme poloZa] tangente na krivu u talki M.

Iz jednadine sedice

Y - 2(x) = HxLD-EED (xox)

dobija se, kada 4x -0 (tada tatka M; —M po krivo]
y=£(x) ),Jjednadina njene tangente u tatki M

Y = £(x) = £2(x) (X=x)

Koefioient pravea tangente krive y=2(x) u nekoj]
tadkl 81ija je apscisa x u pravouglom koordinatnom siste-
ma jeste izvod funkeije u dodirno) tadki.

Nala¥enje lzvoda date funkecije naziva se diferen-
ciranje ili derivacija. Diferenciranje je jedna operacija
pad funkei jama, kao ¥to su na primer oduzimanje ili mnoZe~
nje operacije nad brojevima. :

Pravila diferenciranja. Ako Je funkeija £(x) kon=
stanta, tJ.

_ 2(x) = C
bide
£(x+ ax) = G,
Pa je
Kzr a0)-2(x) . &L . o

odakle se za Ax — (0 doblja
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(C>’ = 0y

tJ. lzvod konstante Je nula.

Ako funkelja 2£(x) ima izvod £'(x) tada funkoi-
ja P(x) = kf(x) gde je k konsbanta, ima izvod k£?(x).
Za funkelju T(x) imademos

T(xr ax)=P(x) _ X £(x+ ax)=£(x)
ax ax ?
odakle Je
™ (x) = k£1(x).
Neka su u(x) i v(x) dve funkoije koje imaju iz-

vode w' 1 v?'. Tada jJe izvod funkeije f£(x)=u(x)+v(x) Jje=
dnak £°(x) = u'+v?; podto je

P(x+ ax)-£(x) _ u(x+ A x)+v(x+ ax)=u(x)=v(x) _
2% A%

- Wxran-ux) |, Wz an-vixn

odakle je
£2°(x) = ul+v?

Zpadi zavfunkoiju wv Jje
(uv)? = u'+v?
Isto va%i 1 za razlikus
(u=v)? = w=v’,

Neka su date funkolje u(x) 1 v(x) koje imaju iz=
vode u' i v'. Potra¥idemo izved funkoije

£2(x) = w(x).v(x) = u v,
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Kako Je

£(x+ ax)=F(x) _ (ut_auv).(v+ Av)b-nu v oo
AE AX

ARoVHlUe AVE AU AV = AT o VU AN + AU . AV

A% AX AX AX
to Je
L(x+ ax)=FT(x A
£9(x) = lim mgam-ﬁ)m-g-l = lim =m0 v +
AX -~ AX —=(
AV AU = 1? 9
+ lim w. Ax-’-lim-r—n-Ax s AV w'v + u v +
AZ —=0 AX —=(

+ lim 2;’ s AV = W'v+u vi+u?! lim av=u? viu v°

AX —=Q AX —= 0
po¥to AV —=0 kada AZX—0, tJ. za funkoiju uv je
(uv)? = wv o+ u v,

Posmatrajmo funksiju v(x) koja Je razlidita od nule
u intervalu (a,b) 1 ima izved. Tada Je funkeija

@ - <k

definisana za svako x 1z pomenutog intervala. WNeka 1 x+ Ax
pripada tome imtervalu. Tada Je

2+ ax)=£(x) . 1 ¢ 1 _l_) -
¥

AX SVt AV V¥

(v+2av) ° ax

‘Zbog neprekidnosti funkeilje vw(x) Dbiéde
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lim (v AV) = Vo

AE—=0
Zato Je
14, ¥
(57 =og= -

Neka Je v(x) # 0 1 neks funkslje w(z) 1 w(=)
imaju lgvod. Tada Je prema predhodalm pravilima

u 1 1 1
(5 7=(ue )0 = W PUG) -

Sow _uyvl o wy — uy’
v© v©

Znadl, za funkol]u m%m Je

U WYy = u v’
()" = ==

Neka je y=£(x) neprekidna 1 monotona funkel ﬁa Bl
ja je inmverszua funkeilja x=¢ (y) neprekidna po promwenl]ive]
v. Podto Je

£(=+ AX)=E(X) = AY

Y(y+ a¥)=¥y) = 4%,

o Jje
o LAY, Yyt ap)=0(y) . AZ,
AX ! . AY Ay 7
odakle Jj8

£(xr 8%)=£(Z) Oy ay)=¢Cy) . X LEL
Y . S ax” ° o ay ’

Kada AZ-=0 t8da 1 AY—=0, pa je

1ip E(xt ii)m:f(x) 1im (v z%m WA o1, i

A X ~={) LY —=0
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£3(x) o @p(v) = 1. eee (1)
Ako Je y=2(u) i u= ¥(x), tada ‘;}e

vy =f [}‘.’(x)] =F(x)

Neka £(u) ima izvod po u, tj. £'(w), a ¢(x) neka ima iz-
vod po x, ti. ¥'(x).

¥ads se x promeni za Ax, u &e se promenitl za
An a y za Ay pa e blti:

Ay o AY . AW R
AX A AX

odakle je (po¥to Au—-0 kada au-=0)

A - A Al
lin 21 = 1in 2&- lin 2z~

AX —0 au—0 AxX—0
odnosno
vp = vh e
114
| £2(x) = 23(w) - XD,

%to predstavl]a obrazac za nalafenje izvoda posredne funk-=
clije.

Izvodi elementarnih funksija

za funkeiju £(x) = e* Dbite

£zt ax)=2(x) . e*t AT _ X = oX © AX g

AX AX X ’
odakle Jje
£(x+ ax)~f(x) X e?* -1 x
lim —(-— = e 1lim ===
AX —=0 AZX—0
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Jer jJe, kao ¥to sme videll

AI‘_I

]
1im ey ik 1

AX —=(
Znadi da Je
(e®)? = o* ,

Ugzmimo sada fLfunkoljus

ye lnx,
odakle Je
x= e¥

Sada prema (1) Je

(log =)3 (ey>,y = 1
tde

(log Xy o eV = 1
1314 zbog ev = x

(log x)3 - x= 1,

odakle je (log z); ® -%- o

Znadi, za funlkwiju vy = log x Je
o 9 i
y (log x)° = ===
Posmatra jmo sada fumkeljus
y=s &

koja se mofe napisati 1 u oblika

y-enlnx.
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Stavimo u =1 In x 1 dobidemo
y= e
pa Jje sada

w u u 1
yéa(e)&.uéae(nlnx)gne n —g= =

enlnxn—%umnxn-%nnnxn'l
Dakle je za funkoiju y = x°

¥y = a 2L,

Za funksiju

2(x) = Bin =

Je
£(x+ ax)= sin x _ sin(x+ 4%) = 8in x _
X A%
0 oop ErLAZEE o4 Xt AX=X
= r =
AX
2 pos(xz+ %) gin % AT sin %
= = = gos (x+ -2) o mmmmmDy
=
odakle Jje
£(x+ ax)=£(x) - | AX sin %
1lim s, = lim oos(x+ —E)Iim s

AX—=0 AX—e0 4%—=0 "2

= GOB X o 1 ® 008 X.

Dekle, za funkwiju y = sin x Je

y’=(sin x)? = ¢o8 X .

%) = s8in u, gde Je
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u = 2%— = X y imamo prema pravilu za nalaZenje izvoda pos-

redne funksi je

(008 x)! = (sin W) ul=oo08u. (=)=

= 008 (ég- = X)o(=l) = = ooa(Qg; = X) = = gin X
Znadli, ga y =008 x Je

y¥ = (008 x)" = = gin x.

Igvod funkeije y = tg x.
Punkoiju y = g  napidemo u obliku

in
0

@
o]

Yy =

(24
w
H

i odredimo njen izvod kao izved kolidnika dvejJu funkeoilja.
Imademos

(tg x)’-(sin xb, = (Fin x)° co8 x =~ 8in x (008 x)° _
(08 x)

008 x 008 %X = 8in x(= gin x) _ 008°x + @in® .
008°x cos® x

- 1
e-—r- Py

008" X
Dakle, za funlwiju y= tgx Je

1
y! = (tg x)’ & ey
008" X

Za funloliun ¥y = otg x Je

y'=(otg x)'-(%%%_%) = (008 2)* 8in x = cos x(sin x)°*

(sin x)°
s =.Bin x sin x = 008 X 008 X _ _ 8in°z + 008°x -
sin x gin“x
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“ 1
Bingz
Zyatl, za funkeijun vy = otg x Je

1
y’:(otgx)’gu_— o
singg

Tzvodl oiklometrijskih funkolja

iz v = arosin x Je x = 8in y. Na osnovu‘obrasm
oa (1) bides

(arc sin x)j - 008 ¥ = 1

odakle jJe

1 1 1
(erosin 0% = 5657 ™ 7= sinty (102

pofito Je Bin y = X.
Dakle, za ¥y = avo sin x Je
’ ? 1
y* = (arc 8in x)? = cmmmSemw o
l=x2
7a funkeliju y = aro cos x Je

y’(arg@oax”nmmm%m

Vlmxz

¥to se dobija pa slifan nadin kao 1 igvod funkoije
y = are 8in X.
Iz y=arvo tgx Je =x= %8y pa je
(aro tg x); (& ¥)) =1,
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0dnosno

1
(aro tg X)2 o ===p= =1
¥ sos°y !

odakle Je

2 1 1
(are g %)) = 008"y 3 ===Sg= = ===g= o
x 1+tgy  1+x

Dakle je za y = ars g X

1
y? = (aro tg x)’ = Emmgm o
v +X

Na slidan nadin se izvodl da Je za funko i ju
¥ = ave obg x3

1
y' = (aro otg x)? = = ===g= .
l+x

Igvod implioitne funkoije

Neka je data implicitna funkoija
F(x,y) a 0o

Ove jednadina definife y keo funkediju od x, %d. y=i(x)
pri Semu je Jednadina

Pz, 2(x) ) = 0

1dentiski zadovoljena. Kako Je y posreduna funkeija od
x to se prl trafenju izveds ovo uzima u obgir.
Primer 1. Naél izvod funkoije

x2 + oY + yz = 0

Refienje. Ovde Jes
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(Pre¥ey®)? = (0)*

tJde

2xe(eV)} w3 + (4P), v = 0,
odnosno

2x + eV ¥y + 2y y' = 0,
odakle jJe

v (&Y + 2y) = - 2x
111 konadéno

V! 5 = emsaa

ey+2y

Primer 2. Naéi izvod funkoije:

sin y + x3 +Iny+3=0

Reéénje. Ovde Je:

(8in v + 2 +lny+ 3)* = (0)* ,
odnosno

3 9 =

(in y)3 y3 + (x)g + (ln ¥} vi+ (3)’=0
il1i

coB y y' + 3x2 + -%— y* = 0,
odakle je

' m - I_.zf.x_
¥y o= +y 608 vy °
Primerd.

1/ %8 y=x'=e% + 608 x + 1n X = 2 je
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¥ o= (x5~ex+ o8 x + lnx =2)° =

u sinx+-1-a.

2 5% = =

2/ Naél izvod funkelje y = esin X,
Stavlijajuél u = sin x dlmabemo y = e, odakle Je

gyt = (B = (€D - W
tJ.

y'=e® ul = %18 g1y x)r = e®18 * oos 3.

3/ Izvod funkeile y = (xa-ﬁin x + e + ].)8

dobidemo keo izvod posredne funkolje stavlijajuél
u=xB-=sin % + e% + 1, Tada 6emo imatl da Je y = us, oda=
kle jJe

y'=(u )’ﬂ(ua" o ulb m8u7,u§ =

: =8(x3-sin b4 +ex+1)7(332-=oo:a z+ e
pofito Je unx3-»sin x+ 6> + 1,

we(z=8in x + 05+1)? =

= 3x°=008 X + 6%

4/ Tzvod funkoije yex' tg = dobiéemo kao iz-
vod proisvoda y=u v, gde je uex', v=itg x. U ovom glu=
Saju bide:

yi=u? v + u v'=(x7)?tg X + 17(1:3'1)’ =

-716tgx+z7.—-=]-=r.

Go8"y

5/ Tzvod funkwije v = ‘2-3"&--"‘;s X padibeno keo ig-
Z"+8in T

. vod kolidnika y = —3—, gde je WS + 008 X, v-xB
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U ovom sludaju blée:

9 Yo ] 2 o3 _
yra(ale)re BIRT - (x"+o0s_x) *(x’+sin x)

m(xa+cos x)(x3+sin x)? (2 x = sin)(x3+sin X)e
(= +sin x}2

(24008 %) (3x°+008 %)
(x3 + sin x)2

1
6/ %a funkeiju y=\x = e

b 3oy
recdye 32T 3P e ey

X

l @
2 Vx

Dakle, za funkeiju y =Vx  Je y'=
2

=

Pravila diferencirania

y=0, y'=0 (¢ kounstanta)

v = k8(x), y'=k£'(x) (k konstanta)
7= £1(2) £ £,(x),  y'= £3(x) & £3(x)

v =u(x)ov(x), 3wt (x) v(s)a(x). v (D)

you B V(X)-u(x) v (x)
(x)

Y=

%

b4
b3 9
Posredna funkoija

y= 2(u), gde Je us=Y(x)
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vy = fl’l(u)‘. <£;C(x) =yheoul,
Inverzna funkelja

y = £2(x), odakle je x =% (y):

£3(0). @1(9) = 1.

Tablica izvoda

y=C ;3 ¥y’ =0 (C konstanta)

y=e®, y'=e*, y=a%, y'=a¥ln a.

1
y<ln x, y'e ===
yax®,  yrenx®l,  pux,  yis1

1
y= Vx, V% cmemian
’ 2 Vx

y=8in x, y=008 x

V=008 X, y'’=s = gin x

1
y=tg x, yi=m g
608 X
y=0tg x, yin o 1
sin“x
y=aresin x, y'= 1
1—:2
y=8ro008 X, ¥y'= - 1
1nx2

ymare tg z, y's= “m*]’;?

ymare tg %, ¥y'= = o




Ako je usu(x), tada prema pravilu za nalaZenje iz-
voda posredne funkoljle imamo tabliou:

y=e", y'=e.u’
y=a", y’=a’ln a . u’
e wke
y=1n u, yim mm=
y=u, yi=n w=t u
y=s8in u, y?=008 u u’
=608 U, 7'= = sin u w?
y=tg u, yi= ~==-==l=g= u?
coB8
y=otg u, y's = -“lg"' u’
gin“u

yearosin u, y'= — u?
F2aro60s8 i, Y8 o= mg'umm u?
y=arotg u, y’= ==y u’

yearestg W, y's - m«-gm u?

13 g [2] 4O
gofe Be mapisati u ob1iku
ymo Y (2) 1n.2(x) ﬂ.eﬁ,
pa jo sa mjn |
yraetiar o [2)] Dl m 2x)] .
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1,

2,
3.
4
5.
6.
7a
8,
9.

1o.

11,

1.

26

Primeri izvoda nekih funkel ja

Taéi izved funkeijas

008 X
y=e 9

y=ln(25+oosx+1) s D)
y=(sin x+13+5)a, b)
b)
y=008 (ég- = %), b)

b)
y=otg 4x,b) v = otg

y=8in 5z,

th 6Xg

b)
)

y=are tg 3=,

y= V13+o“x+2

Y*Ixe
Refenjas

Iz y=e®®® %o o

) 2
b) yme® 9

6) yaetgx

y=1n(3+2e*+1n x)
y:(ex-x2+2)3
yusin7x

ywéosz %

3

y=tg 'z

%3

y=are sin,(l—xz), b) y=arc cos 2%

y=are otg (1+2x)

r? 3\/ x2--5:+i

b) y=(ein x)°°° %

gde Jo weees x, je

y'=e® u'= 9% F(gos x)'= - ¢°°° gin x,

2

2

b) y=e* =e%, unx?} y=e®n’ = oF 2x =
= 2xex2
o) y=e®8 ¥ = %, umtg x; y’-eu>u’ =
ets x __lz_ = ;;E;f
e08°x o008°x

a) yhln(xs+oos Z +1) =

1
ln'ﬂ, y’:—a—u’n
81



3.

4

5e

6.

T

8.

9,

lo.

b)

a)

b)

b)

= 5x%-sin x
x’+008 X+l

y=1n (3+2ex+ln x), y’ﬂ ———-];———(Qex+ ...;__)

3+23x+1n x

3

y=(8in x + x3 + 5)4 = uu; yi's 4y’ u® =

s4(sin x + z3 + 5)7(o08 x + 32%) .

yw(ex-xz+2)3, y’=3(ex—x2+2)2(ax-21).
y'=5608 5 ¥, D) ynsin7x = u7, y’=7u6u’ =

= 7 sinex CO8 X

yf=gin (ig- = x), b) y’==2 cos x sin X.

[ 2 1
yi= b) ¥v’=3tg"x, ==y~ =
oo8° 6x ? 008 x
- 2 sinzx .
608" X
2
4 3x
yi= = = - b) ¥'= - .
gin ux’ 8in“x
=) X 2

y’ﬂ O RS ST b) y’: - D e TR g

Vi-(1-x2)2 ' Vi-tx®
e —dy, B g —

149% 1+(1+2x)

3x3+40“’

FIo o e

2 Vx3+eax+2

2%

3
3 (12—5x+l)2

? o

yi=
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11, yaxFee™E 2 o%,  weln x; yi=e® u? =

= xx(xlnx ! = xx(ln x + 1.

Vi%i izvodl funkeile

Drugi izvod funkoi je y=£(x) Jeste izvod njenog
prvog izvoda, tJ.

v o= (y)0e [2(0)] = ()

Primer 1. Naéi drugl izvod funkoi jes
y=x“ + 8in x + 5.

Reienje. Ovde Je,

yehxiroos x,  y' = (¥0)' =

=(h13+ooe x)’-12x2~sin Xo
Dgkle, drugi izvod funkoi je
4

yex +8in x + 5 je y1=12 X = 8in X.

primer 2. ¥aéi drugl izvod funkoi je

y'x3 In £ . Kako je y’=312 inx + %, -%— =

= 312 In z + 12, to je cdavde

y9=6x In z + 3x2. n%- +2x s 6 In £ + 3x + 2x =
s 6 1In X + 5 X.
Dakle Je

y* = 62 In X + 5x

Treéi igzvod funkeije y=£(z) se dobije kao lzvod

od njenog drugog izveda, detvrti izvod kao igvod njenog
33




trefeg izvoda 1td.
Primer. Waél izvode do reda 5 funlwije y=sin x.
Refenje. Ovde jes

y’=008 X, y"=(008 Xx)’==g8in x, y(3)=(~sin x)? =
= =008 X, y(u)=(- cos x)° = gin x,
Y(S) = (sin x)? = o8 X,

Napominéemo da se igzvod reda n funkeije y=£f(x)
obelefava sa y\2 =£(n)(z), obifno za izvede od tredeg re-
da pa navi 8e.

Diferencijal funkeije

Posmatrajmoe funkeiju £(x) koja imm izved £(=),
3. kriva linija y = £(x) neka ima u tadki H(x,y) tenge-
ntu, slika 2.

14

dy

My)

A X=0x

©
x

XX
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Ako se apscisa ta¥ke M promenl za AX, ordinata
krive 6e se promeniti za y=f(x+ 4x)-£(x) a ordinata tange-
nte za y=£°'(x) 4x.

Izraz dy = £2(x) 4x

koji se obeleiava 1 sa

ar (=)
nagzive se difersncijal funkeije £(x).

Dgkle, 4£(x) = £7(x) ax. Ako Je £(x)=x, bide
£21(x)=l, pa Je dx= ax, tJ. diferencijal nezsvisno promen-

1jive jednak je priraStaju te promenljive.
Iz dy = £9(x)dx Je

£2(x) = =gk
Bto znali da se prvi lsvod funkoije y=2(x) mofe prikazati
kao kolidnik diferencijala.

Toras gL Yitati: de ipsilon po de iks.

Diferenciial nezavisno promenljive se uzima kmo kon=
ﬁtanta, %j. ne zavisi od x , dok difevencijal savisne pro-
menljive nije komstanta, nege zavisi od =z, jer Je on Prolg=
vod iz funkeije od = 1 komstante dx. '

 YValno je napomenutl da ako je =x veoma mala velldle
pna 1 ako Jo 27(x) ¢ 0, onda su ay 1 dy tekedje veoma
male veliline istoge reda 1 o ekvivalenibne.

Diferanoijall vifag reds

7a funkoljn  ye£(x), dy=df (x) = £9(x)dx Je dife=
renoljel prveg reda, d4(dy) = 8%y = d2£(33 s 4(£7(z)dx) =
= £9 (x)dxg je diferemcijal dvugog reda 4 ﬁ@ymfcm§(x}ﬁxn
jo diferemeijal Teds n funkelje ye=£(x). Ovde izrap dx"
madl (ax)”,
2

legras Z4tatls de dva ipslilen po de iks ne
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n
kvadrat, dok se izraz 9—% 8itas de en ipsilon po de

na en.

inverzljom od funkelje y=£(x),

dx
Primer l. Naél diferencijal funkcije:

1n 3/ yox2=5x+6

1/ y=xn; 2/ y=e
ReSenje:

1/ dy-nxn"ldx; 2/ dy= -%~ dxs
3/ dy=(2x=5)dx.

Primer 2. Waéi diferencijal funkeijes
1/ oos x; 2/ tgx3 3/ xzex.
Redenjes

1/ d(o0s x) = = gin x dx; 2/ dtgx= -;2- dx
cos“x

3/ a(xR %) = (2xe® + x°e%) dx.

iks

Napominjemo da sko je x=£(y) funkoija dobijena

hovog igvoda prelazi u identildnest

-%%— . -%%— = 1, odnosno

KT
&

Primer. Fadi izvod funkoije y = arosin x.

pravilo o nalaZenju nji-

Refienje. Iz y = aro gin z Je x = sin ¥y pa Jes

dxm -—L—aw—l =
“dy oos y, a 'gi" 608 ¥

Vlmsin2y

' Vl—x2

86



Primer 3. Naéi diferencijale prvog i drugog reda
funkodljas

4, x
b

1/ y= x 2/ y=s8in x5 3/ y=e

Redenjes

1/ dw&dex; d‘?y = 1232&!2

2

2/ dy=008 % dx; d°y = = sin x dx?

3/ dy=e™ dxg dzyn@x dxz

Pravila ga diferenciranje mogu se pomodn difersn=
ol fala pisati u oblilku: 4C = 0, ¢j. diferemecijal kounstan=
%6 Jednak jJe nuli: ‘

d(ku) = kdug d(utv) = du + dvy;  d(u.¥)=

= vdu + udvg d(«—:—) s YU o udy |

v
Kod posredne funkeije:
y=£(u), gde je u =¥(x), Je
dy = 29(u). ¥'(x) d=,

odnosno

dy = £°(d) du.

Kod nalafenja igveda implicitmih funkoijlas usime se
diferensi jal leve i desne strane. Pri tome se korisite pra=-
vila radunanja sa diferemeijalimm.

Primer l. Hadél isved funksije

T+8xy + 27°=y = 0.

Redenle. Ovie je

d(+8xy + 2y?57) =.4(0) = 0,
87



odakle imamo
3126x + Bydx + 8xdy + 4ydy = O,
odnosﬁo
(3x2+8y)dx + (8x+hy)dy = 0,
odakle je
v e 5
Primer 2. Wadl izved funkolje
eX+y+oos y+2x3 = 0

-Refienje. Izjednadavajuél diferencijal leve stra-
ne gornje jedna&ine sa nulem dobidemo

6%dx + dy - #8in y dy + 6%° dx = O,
odnosno
(ex+6k2)dx + (1=8in y)dy = 0,
odakle Je
2 3

Primer 3. Nadél izvod funkelle zx“4+x = ¥ +Ve
Refienj)e. Izjednadavajuéi diferensijale leve i desne
gtrane date Jednadine dobi jamo

2xdx + 4x = 3v°dy + dy,

odakle Je

u%z_ - 2xv+ 1
z Z

37"+ 1
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Primena izvoda

Téggenta i normala krive

Kao #to smo videll, geometripki, u Dekartovom pra=
' vouglom koordinatnom sistemu prvi izved £°(x) funkoije

'y = £(x) , predstavlija kosfisient pravea tvangen—
te povudene u tadki M(z,£(x) ) krive &lja Je Jednalina
y=£(x). Jednadlma prave kroz Jjednu tadlu My (xl,yl) glasi

“V = ¥y = k(x-»xl)o

gde Je k - koeflolent pravea, pa za slula] tengente imamo
y=yy = v§ (z=%7)

gle Je ¥} izvod fumkolje y=£(x) u tadkl My(xp,¥9)

2

Primer. NaplBi jednalinu tengente krive y=x“=2x=3

1 $adki Ml 8ljs Je apoisa X, = 0.

Prvo nalazimo ordinstu tadke Hl iz Jjednsdine kri=
ve koja iznosi =3, %J. yy= =3

izved funksije je y'=2x=-2, dlje vrednost za
xwxlmo Je -yi-?.O—Q m e,

U nafen slelaja Je 31-0; y1=m3; yi = wg pa Jjedw
nadina tengente glasi

y+3 = 2(x=0), odnosno ys=2x=3.

Primer 2. ¥epli$l jednadinu tsngente kxrive y=x+ln Z
u njeno) Htalkl El(l s 1)

Redenje. Prvi izvod fumlmije Je
yi=l + «-}:-, odakle dobijamo za x;=1 da Je

yi 2 1+ —%- = 2, pa ée jednslina tengente glasiti

89



y=1 = 2(x=1), tJ.

y=2%=1,

Heks Je Ml(xl, yl) tatka krive K, a njena
tangenta v Galdlkl Ml’ Prava koja prolazi kroz tadlu ml i
gtoji normalno na tl naziva se normals krive K. Njena je=~
dnadina glasi

1
V=yyE = =2y (X=%q).
1 ¥i 1 v
Primer. NapiBli Jedusdinu normale krive y=2e* u nje=
noj tadki M, (0, 1)o
Refenje. Za y=2e* je y’=2e*, odakle je yimzexl =

= 26° = 2, pa jednaBina normale glasi
V=1e =g (x=0), td.

¥ = = u%n x4+ 1.

Ugeo pod kojim se seku dve krive

Pod uglom preseka dveJju krivih ¢y i o podrazumneva
se ugao izmedjun tangenata tl i tg povudenih na obe krive
u njibove] presedno] taBki, slike 3.

Primer 1. Haéi ugao pod kojim se seku krive y=12

i
1

Y B ez o,

x

Refenje. Prvo nalagimo tadku njiboveg preseka, rela-
vanjem jednadinag datih ¥rivih. Take je x2 = —%— o, odakle je
z” = 1, %to znedl de Je =x=1. Zamenom nadjene vrednosti ze
£ % Jednoj Jednadini, nalazimo da Je y = 1, ¥to znadi da
ge krive sekn v talki ¥ (3, 1).

Koeficient praves <Y tangente tl na krivu y=12 u
tadki M doblja se kao vrednost prveg izvoeda funkoi je y-x2 u
t0] taBki. Za y-xg je y’=2x, odakle Ey=2.1 = 2,

Koefiolent pravea K, tangente 1%, na lkrivu y= -%—

30



o

sL.3

uw talki M doblja se takodje keo vrednost prveg lzveda fu=
nkalje v = m%m u te] talkli., Za y = --%- je y'= = mlg, oda=
x

kle Je K@gméﬁf@mla

Sads se ugec 5 izmedju tangenata tl i 1:2 nalagi
kao ugeo izmedjw pravibh 8ije koefioljente pravea K, i Kl
znawo, t3. po obragown

g W=
+. oBq

%0 u nalen slulaju da;le’

7nadi da se dste krive seku pod uglom W= avo tg 3.

Primer 2. Haéi ugao pod kojim kriva ¥ = ln x sele
X 0Bt

9l



Refienje. U ovom sludaju treba naél koeficlent pra=—
voa toangente krive u njenoJ presedno] talki sa x osom.Ka-
ko kriva vy = 1ln x sele x osu u talki x = 1. bide u toj
talki vrednost prvog lzvoda y’=l, poiito Je za y=ln x y’s=

L, ¥to znabi da jJo tgw= 1, odakle se dobija da je ways®,
Znadi, kriva y=Iln x sele x osu pod uglom od 45°,

Teorems Rola (Rolle) i lLagranfa (Lagrange)

Rolova feorems. Nake je funkoija f£(x) neprekldna
u intervalu (a,b) i neka ona ima izved u svakoj talkl toga
intervala. Ake je £(a) = £(b) = 0, <tada postojl bar jed-
na vrednost § iz intervala (a,b) tako da Je £7(¥) = O. ‘

Dokaz ove teoreme je geometriski ofigledan, slika 4.
Pako, ake je £(a) = 0, funkeija =£(x) polev od x=a ras-
e 111 opada. Ako funkelja £(x) raste, ona ne mo¥e shalno
da raste, podto Je £(b) = 0 veé ée da raste do neke vred-
nogtli x =% , a zatim de da opada, Eto znall da v talki ¥
iz intervala (a,b) funkeija £(x) dosti%e maksimum. Kako
funkelja £(x) ima izvod u svako] tadki intervala (a,;b) to
u ovom sludaju mora biti £°(g) = 0. Istl se zakljulak iz
vodi ake funkeija £(x) polev od =x=a opada.

Ako Je £(x) = 0 ga sve vrednosti promenljive x
iz inbervala (a,b) tada Je 1 £°(x) = 0.

Rolova teorems vafi i kada Je £(a) = £(b) = o.

Legrentieva teorema, Neka je f(x) neprelidna fun-
koija v intervelu (a,b) 4 neks ona ima izvod u svako] ba=
8ki toga intervala. Tada Jje

20)=£(a) . pr(5), a< §<b.

%a dokaz Lagranfeve teoreme posmatrajmo‘funkoiau

F(2)=2(x) = ££3%§§£51 X

Punkoija F(x) Je neprekidna i ima izved u svako]
tatki intervals (a,b). Kako Je
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a £ b a £ &, ' &
st.4

?(a) = £(a) = gﬁ%—:ﬁgﬁ o

F(b) = 2(b) - ££E%§§££l b= Eﬁﬁ&%ﬁ%ﬁ&hl .

to je F(a) = P(b) pa prema Rolovo] teoremi je sza neko ¥
iz intervala (a,b)

p(E) = 22(F) - HB=EA) o o,

odakle Je

» %Qa f’(g), a<'¥ < bo

Poslednja joednadina mo¥e se mapisatli 1 w obliku

#(b) = 2(a) + (b-8) £(F).

4ko se steavli bmath, odekle Je b=a = h, Hade Jo F=at+ @ h
gde je 0<@<1l, pa predhodni obrazec doblja oblik

£(a+h) = £(a) + h£'(a+ 6h)
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41 naziva se obrazaso konadnog priraftaja.

Teorema Lopitala (L’Hospital)
Potsetimo se da se igzved funkeije £(xz) wu tadki
ma (za x=a) definife kaos
() =L
£7(a) = 1lim _f._%:..;ﬁé).
p I ]

Weka Je

7 = réf%

i neka je 2£4(a) = 0 1 £,(a) = 0. Tada Je funkoija F(x)
ga xma prividno neodredjena tipa -sg-» o

Iz
. ( 2 i’l(x)-fl(a)
M2 - zrEy 'r;m"-’rc-r
Je
PCRNO)
1lim I(x) = 1im m = lim Wrmjﬂ——
E—8 K-8 Z—B _..:._-m
£o(®)=2,(a) :
“% - 1tm fi ) £4(x)

= limm

.

a to je teocrems leopitala.

Ako jo lim £,(x) mco 1 1im £,(x) s oo,
Cz—d =—b

tada Je funkelje 94



£.(x)
1
') = 713y
za x=b prividno neodredjena tipa {EE o

Kao u predhodnom sludaju i ovde se moZe dokazatl
da Jes

1lim P(x) = lim Tlg-; = lim ;ié;; .
x—b p o x—b 2

2
Primer 1. Nadi lim _,.:522.. .
X2

Redenje. Ovde Je fl(x) = xemx-2, fz(x) B X=2,
f1(2) a 0, £2(2)=0, pa Jes

2
11m§~§_‘§*2‘3311m§32&§§§-21n11m§{l-a3,

p S X2 X2
Primer 2. Naéi 1lim }:QQEEEM .
= z

Re#enje. Kako Je

£.(x
P(x) = l:9§§n§ = ?%%E% s gde Jo f(x)= l-008 x,

£,(x)=x® 1 gde Je £.(0) = 0, - £,(0) = O,
t0 se ovde mole primeniti Lepitalova teorema pa és bitis

‘ (
1im &:goa Z . 14m sin x _ 4?1 )

s gde Je
x x

X0 -0

Qoz(o)” @2(0) 2 Q,

%o zna¥i de se sada na igrasz

95



mo¥e primeniti Lopltalova teorema i bides

1im sinxx = 14m 298X - 1 ]
x—0 -0
Dakle je
1im 308X . 1,
=0 x

X
Primer 3. FNadil lim ex o

Hom OO

Re¥enje. Fako ovde imamo neodredjeni izraz tipa
£2 , 40 se u ovonm sludaju mo¥e primeniti Iopitalova teo=
rema i bide:

z Xy b-4
<] € e
lim-i-’_ﬂ lim%}vﬂ liml—ﬁoo.

p ] X0 X—p OO

Primer 4., Naéi 1lim (ég; - x) tg x

Je

= -?

Refenje. Ovde se Jjavlja neodredjeni izraz tipa 0.co.
Med jutim, ako se lzrasz (;%_ - x)tg x napi¥e u obliku

7
- X
“g;%g"i' 40 se sada Javlja neodredjenl izraz tipas

0 s & primenom Lopitalove teoremes dobl ja se:
G

(jf - X)? - : .
1im;?;§$§-§77 = 11m’~_:fﬂ=%m=m = limlysinzx = le
x~»§L xa—ﬁ; 8in“x xa—ih

Asimptote

Posmatrajume lriva y=£(x) 1 na njoj ta¥lkm M(x,¥).
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Ako se tadka ¥ pomera po krivo] tako da kada Jjedna njena
koordinata te¥l beskonalnostl, rastojanje tatke M od neke
prave te’i nuli, kazademo da je ta prava asimptota date kri=
ve, Drugim refima, asimptota Je prava koja se sa krivom do-
diruje u beskonadno udaljenoj tadki (slika 5).

1'%
>

sL.5

Razlikujemo vertikalne, horizontalne 1 kose asimpto-
te krivih.

Vertikalna asimptota

Prava z=a Je vertikalna asimptota kvive y=£(x)
ako Jesg !

lin £2(x) = + o,
2-=8

Primer 1. Kriva y = zly 1ma za vertikalnu asim-
97



1
ptotu pravu x=2, Jer jJe lim ==g = too.
X2

Ovde Je 1lim E%Z =co . dok Je I lim 'i-%-? = = 03 4g81ika 6
x-=2+0 ) X—2=0

SL.6

Primer 2. y=In(x+l) 4ima vertikalnu asimptotu.To
Je prava xz= <=1, jer Je

lim In (x+l) = =o0, slika 7.
X~ =]

ystaties)

SL.7
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Horizontalna asimptota

Prava y=b Je horizontalna asimptota krive
y=£(x) ako Je

lim £(x) = by, 111  lim £(x) = by

R — oo X o o oD

Primer 1. Kriva y=e®+1 ima horizontalnu asimpto-
tu prava y=1, Jjer Je

lim (e*+1) = lim (e™*+1) = 1, slika 8.

X — = 0O X - =]

ya ete1

I

sL..8

Primer 2. Da 1i kriva y= 25_;_;_ iwa horizontaluu

asimptotu?

2%=1 1
Kako Je lim-—x—-- lim(zmﬂi—)-Q,

H oo R-or cO

to pomenuta kriva ima horizontalnu asimptotu; to je prava
y=2, Da 1li data kriva ima i vertikslnu asimptotu? (vde tre=
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ba da ¥y~ oo , kada x— a. U nafem sludaju imamo da

y-co kada x—— 0, Jer je lim ?,_I_;_E’_J;_ = +oo, te

' X - 0
lim?-!%:l-'-=+oo i lim?-;;-—l-:-oo,
X-==0 X—= +0

#to znali da je prava x=0 (y osa) vertikalna simptota kri=

e

y= 22l s1m 9.

Y
1
— X
1
sL.9
Kosa asimptota
Kosa asimptota lrive y=£(x) Je prava
y= kz + b
Posmatra jmo ragliku
d(!) =2 h'*b"‘f(x)o T eee (1)

Kako prave y=kz+b dodiruje kriva y=£(x) u beskonadnosti,
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to d(x) ~—0, kada x-= oo , pa takodle 1

g%l -0 kada X o2 5 B

X + ._?:.., - %’El —~ 0, kada x-—=oo , odakle Je

ksnmfﬁx-’-‘;)-, 3. klslim?-%l
X~ 0O . X oo

£(x
ky = 1in ,.,%_J.

K e am O
s druge strane iz (1) Je

1im [£(x) = kx = b] = 0, %I

B O

b, = lim [£(z) = klxj

X —e 4 O

b, = lim [£2(x) = kyx]

F —o= @ G

Primer 1. Naéi kosu asimptotu krive
o . .
y = E e 1

T2
Redienje. Jednadive asimptote Je

y= kx+ by gde je
E el

2
k = 1im 2(x) . 14m E2 . 1m Ezzl. -
x x x°4+2%
K~ o0 B e S Koo 00

1o
= 1lim T . _§_ @ 1, Kada smo na#li

oo oo 1t w%—

tra¥imo b po. obrageu
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b= lim[f(x) - kx] =

X e @
2 2 2
- lim[k =1 _ ]= 14p E=1 ;+x =2x _
x-\—oox+2 X~ O
23~1 2= <=,
w0 T X @s,
= lim -E-i;-!- = lim (-:-l-:-:g:) = —I = e

X oo o0 X o0 X

2
Znadi, kosa asimptota lxrive y= 5;5%« s Blika lo, Jjeste pra-
va

YV = X2

8,10
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Ra#idenje i opadanje funkol je

Posmatrajmo fuukeiju y=£(x) koja je definlsana na
intervalu (a;b) 1 ima takodje izvod za sve vrednosti pro-
menljive x i1z tog intervala.

U Dekartovom pravouglom koordinatnom sistemu funkci=
ja y=£(z) predstavlja kriva liniju, a prvi izvod funkeije
predstavlja koefiocient pravea bangente povudene u datoj ta-
8ki krive.

Tadke krive u kojima je tangenta paralelna sa apsol-
suom osom naszivaju se staclonarne talke. U tim tadkams je pr~
vi izved Jedmak nulu, %J.

£2(xy) = £7(xy) = 2 (xq) = £'(x,) = 0.

Tadke Mys My, MB i Mu izuzev tadke MB’ dele lukove krive u
delove gde kriva raste 1 gde kriva opada, slika 1l.

My
‘M M3 2
Mz{
: X
a X X2 X3 X¢ b

sL.11

Tafka u x0JoJ] krive prestaje da raste da bi polela
da opada naziva se tadks weksimums, a talka u kojo) kriva
prestaje da opada da bi podels da raste nagiva se talka mi=
nimuma, Teke su na sliel 11, M, 1 M, tatke makesimume,
dok je M, tabka minimuma. Vrednosti fumkelfje £(x) v ta-
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Skama xi 1 x, su njeni maksimumi, a vrednost funkoije
£(z) u tadki X, je njen minimum. Maksimumi i minimumi
funkoije £(x) zovu se ekstremne vrednosti. Maksimum je vre-—
dnost funkeije kojJa je veba od obli¥njih vrednosti, a mini-
mum je vrednost funkcije koja Je manja od obli¥njih vredno-
sti. Mo¥e u jednom intervalu maksimum funkcije da bude ma-
nji od njenog minimuma slika 12, gde je maksimum u tadki Ml
manji od minimuma u tadki Mz.

M2

sL.12

Eriva yef£(x) mo¥e imati ekstremne vrednosti u nekim
talkema a da prvi izvod u tim talkama nije jednak nuli, kao
%to se vidi na sliei 13, '
|4

Mi

sL.13
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gde kriva ima maksimum u tadki M, a minimum u tadki U,
U ovim tadkama ne postojl prvi izvod, jer u tim tadkama kri=
va nema Jjednu tangentu.

Da bi funkeija y=£(x) imala u ta¥kl x=x, paksi~
mum, treba da levo od te talke, tJ. od talke =x;=h, gde Je
R >0 i dovoljno malo, kriva raste, a njena tangenta u ta-
8ki xl-sh zaklapa oftar ugao sa pozitivnim pmerom apscisne
oge, tJ. i"(xl-h) > 0, slika 14. Desno od tadke x; Ikriva
opada, a njena tangenta u %adki x1+h zaklapa tup ugao ®a
pozitivnim swerom apscisne ose, pa je f’(x1+h)< 0. Da bi
funkeija y=£(x) imala w tadki =x=x, winimum, treba da Je
2 (xy=h) <0 i £?(xy+h) > 0. Zna¥is Doveljan uslov za me=
ksimum funkeije y=£(x) u tafki =z, Je £'(xy) = 0 1 za
dovoljno mali pozitivan broj h da Je f’(xl-h)>0 i
£7(xy+h) < 0, a dovoljan uslov za winimum funkeije y=£(x)
u tadki x, Je £(x,) = 0 1 da je f”(xz-h)< 01 f’(x2+h)
>0. Sam uslov f’(x3) = 0 bez promene znaka izvoda u oko-
lini tadke Xq pije dovoljan za maksimum 1 minimum kao #%o0 .
+o pokazuje primer fumkelje an, za koju Je y’==3x2=o za
x=0, dok jJe 3(—h)2> 0 i 3(+h)2> 0, pa kriva stalno ras-
te, slika 15.

My

Mz

l) X
sL.14
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y=x?

sL.15

Znabi, da bi funkeija f£(x) 2za ono x5 koje zado=
voljava jednadinu f£7(x) = 0 imala ekstremum potredbno Je
i dovoljno da prvi izvod £*{z) umenja svoj znak pri prola-
zu kroz X . Ako £7(x) menja pozitivan znak u negativan ko=
da x 1ide 8 leva udesno, tJ. rastuéi prolazi kroz X, s el
stremun 6e biti meksimum, a ako izved £°(x) menja negati=
van znak u pozitivan, ekstremum ée biti minimum.

Primer 1. PFunkel ja y=x2—2x ima prvi izvod yi=2x=2,
Ovde je ¥'=0, tJ. 2%=2=0 zma =x=1. Kako je y’(x)=2:=2 < 0
za x <1, y(x) =0 za z=l, a y'(z)> 0 z3 =x > l,zna-
84 da za zx=1 funkeija ima minimum. Vrednost ovog minimuma

dobija se iz same funkoijes

y(x)812m2x za x=1, %J. yminny(1)812w2.1= = 1,

glika 16.
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",1\1/,

M

§L.16

Primer 2. Funkelja y= cos x ima prvi izvod
y= - sin x, a ova) je Jednak null za. xak K /k=0,+1,42,
eoo/o Tako Jje y’=0 wa x=0, pa u tatki x=0 funkei-
ja y=cos x mo¥e lmatl ekstremnu vyrednost. Kako je le=
vo od nule, tj. za x==h (h pozitivan 1 mali broj)
y'= = sin(=h) = sin h > 0, a za x=h Je y?= = gin h< 0,
to u talki x=0 funkeija y=cos T ima maksimum, slika 17.

¥

g NE L
-1

§L.97

e

Vrednogt ovog maksimuma dobijamo kaeo vrednost funk-
oilje y=eo8 x 2a =0, tj. ¥ )" 608 0 = lo
Utvrdiivenje ekstremme vrednosti date funkeije na
osnovu ispliivanja promene znaka njeneg prveg lzvoda mo%e
biti slofen posaoc. Zato Gemwo ovde navesti kxiterijum za ma-
Eeimun i minimums
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Da bi funkecija y=f£(x) u tadki x, imala ekstre-
mum potrebno Jje 1 dovoljne da Jje njen prvi izvod u toj ta-
8ki Jednak null a da izvod najniZeg reda kojli u toj tadki
nije jednak null bude parnog reda. Ake Je ovaj izvod nega-
tivan, funkolja ée imatl maksimum, a sko Jje ova] izvod po-
zitivan, funkeija ée imati minimum.

Ako hodemo da nadjemo ekstremnu vrednost neke fun-
koije koristeél gornji kriterijum treba da postupimo na sle=

deéi nadin:

1. Za funkeiju y=£(x) nadjemo njen izved £°(x)
i ova] izjednadimo sa nulom. Zatim reXimo Jednadinu £°(x)=
0 po x. Neka je redenje te jednaline X=X .

2. Sada nalazimo drugi izvod funkoije £(x), +J.
fu(x), posle dega odredjujemo njegovu vrednost uza x=xo,tj.
f"(xo). Ako je f"(xo) > 0 onda funkeija £(x) =za X=X,
ima minimum, a ako jJe f"(xo)-< 0, funkeija £(x) 2za X=X
ima maksimum. Ako je f"(x°)=o pitanje ekstremuma moramo
nalmadno refavati. Zato nalazimo f£"(x), pa sko Je fm(xo)fo
onda funkeija #£(x) =za %=X, nema ekstremnu vrednost, a
ako Je f”’(xo)-o moramo nadi f(h)(x). Ako jJe fca)(x):> 0,
funkeija £(x) 2a x=x, ima minimum, a ake je ¢ b (xo)<10
ona za X=X ina maksimum. ’

Ako jednatiina £/(x)=0 ims vife reSenja ispitivanja

vr¥imo za svako dobljenc refenje.

Primer 1. Naéi ekstremnu vrednost funkeoije y=xa-4x.
Frvo nalazimo njen igvod, tj. Y’=hx3=4. Ovaj izved igjedna=
8avamo sa nulem, tj. stavl jame hxa-h=0, odakie dobijamo je=
dino njeno realno refenje =z=1l. Znadi, funkeija y-x“-hx bi
za x=]1 mpogla imati ekstremnu vrednost.

Sada nalazimo drugi izved funkoije, tj. £9(x)=12z2.
Vreduost £1(x) za x=l Je £161 =12.1%=12> 0, ti. 2701505
Bto znali da funkoije y=£(x)=x =iz za ==l ima minimum.
Kdzgovu vrednost nalagimo iz same funkoije, tj. ymin=f(1)'
2] =l.lelel = =3,

Primer 2. Naéi ekstremnu vrednost funkwije £(x) =
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= I1nx/x. Kako je sada £°(x) = (L-lnx)/x2 0 je £7(x)=0
kada je l-lnx=0, odakle se doblja Ilanx=1l, odnosne X=e.Zna-=
81, za x=e funkelja P£(x)=1nx/x moZe imatl ekstremnu vre-
dnost. Njen drugi izvod jJe

£7(x) = (2lnx = 3)/23, odakle se dobija da Je

£1(e) = (21ne - 3)/e2(2-3)/e> = ~1/e’< 0, t3. £"(8)<0
pa funkolja y=lnx/x za =x=e dobija svoju najvebu vrednost
- 8vo] maksimum. Vrednost ovog wakslmuma dobiéemo iz same fu=
nkolje za z=e, tj. f£(e)=lne/s = 1l/e.

Primer 3. Naéi ekstremne vrednosti funkoije y=f(x)=
=x3 @ 12X,

ovde Je y'af'(x)=3xP-12 1 £'°(x)=0 lada je 3x°~12=
=0, odnosno x°=4, odakle je x1,0%% Vi= + 2, Znabi £°(x)=0
ako je =x=2 111 x= =2, Drugl izvod funkeije Jje 2(x)=bx .
7a =x=2 vrednost drugog izvoda Je £"(2)=6.2=12 > 0,t]. f"(2)>0
$to znadi da data funkoija za x=2 ima winlmum. Za x==2
vrednost drugog izvoda je f"(_2)=6(-2) s «12<0 #&to znadi
da za x= =2 funkoija ima maksimum.

Vrednost minimuma, odnosno maksimuma dobiéemo iz fun-=

koije, tde ¥p4.= Yoy = 8 = 2ba =16, Ynax™¥ (= 2)= =8+24 = 16

X
ISPITIVANJE TOKA FUNKCIJE.GRAFIE FUNECIJE

Ispitivati tok fumkoije £(x) 2znadi odreditl interva-
ie w kojims ona rasbte, nadi one vrednosti promenljive =z 2Za
koje ona ima ekstremne vrednostl i odrediti intervale 1 koji=
ma funkeija opada.

Fajde#be se tok funkeije prikazuje njenim grafikom n
koordinatnom sistemu. U koordinatnom sistemu grafik funkoilje
y=£(x) Je neka linijs, najSe¥ée kriva. Ordinata y ove kri-
ve predstavlijas vrednost funkeljle za datu apgoisu X.

Pri ortanju grafika funkeije y=£(x) potrebmo Jje od=
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reditis

1. Intervale u kojima jJe data funkeija definisana,
kao 1 njeno ponafanje na krajevima tih intervala.

2, Odredlti nule funkeije, t}. naél one vrednosti
promenljive x za koje Je £(x)=0.

3. Naél asimptote krive y=£(x).

4. Odreditl ekstremne vrednostli funkelje, staclona-
rne tatke krive.

5. Iz esvege prethodnog zakljuliti v kojim intervélim
ma funkoija raste, a u koJimzs opada.

Postupak ée mo igneti u nekoliko sledeéih primera:
Primeyr l. Naorta] grafik funkeije y-xjan.

1. Definisanost. Date funkelja Jje definisana za sva=
ko xg (=00, o), Kada X = =0, y-»m=moco, a kadas x—+ o9

y-poo o

2. Bule funkeije. Punkeija je Jednakas nuli, $Jj. y=0
kada je x3n3x-0, odakle je 1(12-3)-0. Ova jedna8ina ima
tri refenjas =0, =x,= V3, xq= = V3.

3. Asimptote. Nema,

4. Fkstremme vrednosti. Da bismo na#ili ekstremme vre-
dnosti date funkoije moramo naéi njen prvi i drugi isvod.Inma=
mo¢

V= meBx, y’=312-3, yimbx.

Sada izjednalavemoc vrednost prvog iszveda sa nulom, tJ.
8tavl jamo

312 = 3= 0

1 redSavamo datu jednainu. Hjlena redenja su xlal, xy= =},
8to znadi da krive u ovim tafkems mo¥e imati eketremum,u Bta
demo se uveriti pomodu znaks drugog izveda. Xake je y¥ 1)-
6 >0, to n ove] tadki kriva dostife svo] minimum; njegova
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vrednost Je Vpin=¥(1) = 1=3 = =2, %8 X = =1 je y" )"
= =6 < 0, 5to zna¥l da kriva u tadki x=-=1 ima maksimum ,
sa vredno#éu ymaxgy(-l)n =43 = 2,

Sada imamo sve potrebne elemente za ortanjs grafi-
ka funkoije. Prvo ucrtavamo njene nule - \/5, 01 V3. za=
tim tadku maksiwuma Ml(w1,2) 1 tadku minimuma M2(19m2)a
¥riva raste od - ©2do maksimma 2, a odatle opada do mini-
muma =2. 04 minimuma =2 kriva nadalje raste do +o2,8li=
ka 18,

8t.18

Znadl, za %€ (soo, =1) funkeija raste, za ==l
ona dostlle meksimum 8ija je vrednost 2; za 2€ (=1,1) fu=
ukoija opeda, za == -1 ona dostlZe minimum 81ja Je vred-
nost =2. Za xzc¢ (l,00) funkelja raste. Tunkeija Je Jedna-
ka nuli ake Je z= = V3, z=0 1 x= V3.

Primer 2., Naorta) grafik funkelje ymx/(l-%-xz)
oOova funkoija je definiseana za svako z ig 1n°ﬁ;arva—
la (=09 ,0°), %8 x=<co Je lim x/(1+x Y= 1im x’/(l—s-x )t

oo O R e an D
= 1im 1/(1+2%x) = =0, dok Je za x—+=< lim x/(l+22') =
X -~ w0 O g‘mo‘s
e 1im —>% = lim T’%’Tx a +0., Znadi da Je osa ¥ horiszo=-

x»o:i 1+ ) i K-om <O
1




ntalna asimptota krive.

Dalje Je y=0 ako Jje =x=0, &to znall da kriva pro-
lazi kroz koordinatni podetak. :

Sada nalazimo prvi 1 drugi izvod funkeije. Imamo

y=x/(14x),  y'=(l=x2)/(1+x2)2,  yv=(2x=6x)/(1+3°)°,

odakle je y’=0 za 1-x°=0, tj. za x=1 1 x= =1. Kako
je yt ~1)° 1/2 > 0y, to0 z2a x= =1 funkeija ima minimum.Vre-
dnost oveg minimuma je yminay(_l)z =1/2. Za ==1 Je y"cl) =
= =1/2 < 0, ¥to gnadi da funkoija za x=1 ima maksimum,¥1ja
Je vrednost ymxﬂy(lfl/ze Posto Je y?(O =], znadi da kri-
va sele x=08u u koordinatnom poletku pod ugleom L pri femu
Je “tgoza 1, odakle se dobija da je ol = 459,

Grafik fuunlkei je Wx/(lmz) prikagan je na sliei 19.

§L.19

Primer 3. Nacrta) grafik funkeije ye(xz+1)/(x=1).

Data funkoija jeo definisana za svako x¢ (=oo,09)
izuzev za =z=1l. Za xz=1 imenilac Je jednak nuli, & broji-
lae razliélt od nule pa funkelja dobl ja beskonsdnu vrednost.

_EZ+l w4+1)?
28 - =oo je lim Mm%iﬁ?%p 1.

H o a2 PO F o €D

el 1)
Za x-= +°° Je lim £=3 = liw %?ET%“V‘ 1.

T oD e
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X+
7Za x-—-=1=0 Je 1imm—n00.
K= 1e=0

7a x-=1 4+ 0 je 1lim %E% = o0,

X 1+0

Znadéi da Je prava y=1 horizontalna asimptota, a
prava x=1 vertikalna asimptota lrive. Kosih asimptota
kriva nema.

Funkei jJa Jje Jednaka nuli, tJ. =0, ako Jje x+l=Q,
t. ako Jje %= =1; ¥bto znadl da kriva ssle esu x u tade
ki =1,

Za funkeiju y=(=+l)/(x=1) Je

V= (x=lemx=1) /(x=1) = =2/(x=1).

Vrednost prvog izvoda ne mo%e bitl Jednaka nuli ni
za koje konadno x. Kao ¥to vidimo, znak prvog izvoda Je
stalno negativan, #to znadi da funkeilje stalno opada. Gra=
fik funkelje prikazsy Je na slisl 2e.

|
N
ﬁ///

sL.20

113



Primer 4. Nacrtaj grafik funkeije y=(x2—8)/(x&3).

Tunkel ja nije definisana za x==3, a za sve osta-
le vrednosti iz intervala (=oo ;o0 ) Je definisana. Prava
%= =3 Jje vertikalna asimptota krive. Horizontalnih asimp=
tota kriva nema. Kada X~ =3=0, y-= =o° , a kada x==3+0,
y—— +oo . Kosu asimptotu krive traZimo u obliku:

v = kx+b, gde Je

2 2
(x X8 X w8
k=lim-§-2=lim§m—limm
2
- E=8) 2x 2x)?  _
= 1lim Eég:;;%—’ lim m 1lim r&i_’-_%v
X ~eo K oo X oo
= lim 3= = 1,
X oo
2 2 2
X" =8 _ X" =B=x :25 -
b o= 1im[f(x)~k;]= lim[;§;§ -; = lim - =
E-= oo Xm0 X - 00
= i 3% < 210 (GB3X - 1m 3P - - o
X = o0 X oo X O .

Znadi, kosa asimptota krive je prava y= x=3.
Prvi izvod funkeije Je

2x(x+3)—§2+8 - x°+63+8 ,
(x+3)£ (x+3)2

pa je y*=0 ake Je x2+6x+8 a 0, tJj. za xl’2= w34 J§:§=

= =3+l xy= =2, Xy= =, Bto znali da za x==2 1 za Z==l
funkeija mo¥e imati ektremum. Sta de biti u tim tadkama ut=
vrdjujemo pomodu drugog izvoda, 3ija Je vrednost u ovom slu-
Saju y"s2/(x+3)3e 7a x= =2 je y"(ﬁg =2 >0, #bo znaél da
za x= =2 Pupkelja ima minimum. Vrednost ovog minimuma Je
Ymin = 3’(n2)=(4ﬂ’8)/1 8 =lf, Za %= <=4 Je y¥ -l B =2 £ 0
gto znadi da zg x= =4 funkolija dosti%e svo] maksimum, &1ja
Je vrednost y . = y(_h>=(16—8)/(—1) = =8,

e
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Funkeija Je jednaka nuli, tJj. v¥=0, ako Je x2-8=0,
tj. ako je =z=+ V8.
Grafik ove funkeije je kriva prikazana na slieil 21.

Si.21

Primer 5. Nacritaj grafik funkeije y=x In x.
Data funkoija Jje definisana za x > o¢ %8 x - 0
je 1imy = lim x 1n x = lim ~§§ = 14p 38X o
2°
x =0 x+=0 =0 % X0 ‘X

= 1 =g = ln (=z) = =0.
=0 .2 X0

x

78 x-ce , y—oo o Za m=l Je y=0.

Eoko je y’=lnz+l, %0 Jje y’=0 ako Je Inx+l=0,
t3. lux = =1, odakle je =z=1/6. Dalje Je y¥=l/xz >0 284
% > 0, §to znali da krivae lme minimum u tadki G1lja Jje ap-
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seisa 1/e. Vrednost ovog minimuma je Ypin™ y(l/e) =

. --%:- ln ~i- = =1/e. Grafik funkeije je prikasan na slioi

22,

K X

-7 8L.22

Konveksnost i konkavnost. Prevojne talke. Posmate
rajmo krivu y=£(x). Ako sBu ordinate krive sa obe strane
dodirne tadke My vede od odgovarajudih ordinata tangente
dok se talka M; pomera po luku AB krive, slika 23 a),ka=
%e se da Je kriva konkavna u pogitivnom smeru ordinate.

Ako su ordinate krive y=f£(x) sa obe strane dodir-
ne tadke M, dok se tadka M, pomera po luku AB krive,
slika 23 b), ke¥e se da je kriva konveksna u pozitivnom sme
™u ordinate ose y.

4ko su u neposrednoj okolini dodirne tadke M, ordi-
nate krive sa Jedne strane te talke vede a sa druge strane
manje od odgovarajuéih ordinata tangente, slilm 23 o), kale
se da Je tadka- M, prevojna tadka krive.

Ovde navedimo pravilo pomodu koga utvrdjujemo da 1i
je kriva y=f£(x) konkavna 11i konveksna.

Neka je y=f(x) kriva 1linija 1 neks je M, (x5 ¥q)
tafka na njoj. Nadjimo izvode f’éx ), (x 1) f”’(xl),
sosoo idudi tako do omog izvoda 7P n% (xl) koji nije nula.Ako
Je red n ovog izvoda paran broj, kriva je konveksna u PO=
zitivnom smeru ordinate ose ako je f£\2 (xl) < 0 a konkave
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c)

st.23

al

na ako je fcn)(xl) > 0. Ake je red n dobljenog izvode ne=
paran broj,talka Ml je prevejna btalka krive¢
117 o




Primer. Odrediti intervale u kojima je kriva
£(x) = sin x a) konkavna, b) konveksna a zatlm odrediti
njene prevojne talke, dok promenljiva x uzima vrednosti
iz razmaka (0,27 ).

Retienje. Ovde Je F(x) = sin x, £°(x) = cos8 x
£7(x) = - sin x, pa Je £"(x) < 0 za =x€ (0,%) Kto znadl
da je nafa kriva u intervalu (o,7 ) konveksna. Kako Je
£n(x) > 0 za ze (7, 27 ) zna¥i da je na¥a kriva u in=
tervalu (7%, 27 ) konkavna. Pokto je £"(x) = 0 za x=i
i kako je £999(%) # 0, pokto Je £°°(x) = = gos X, %o
je x =% tabka prevojs nale krive, slika 24.

1 y=8§in X

: 77-\\_/25(:
-1

X

sL.24

Pormula Tajlors (Taylor)

Iajlorova formula za polinom. Neks Jje dat polinom

3

2
P(x) = ag+ayx + B X" + BT+ eso * anxn o

Tada Je

P(x) = al+2g21 + 38322 + oo * nanxnml,

PPP(x) = 1.28y + 20385% + coo + (nml)nanxnﬂz,

PP(x) = 162,3a3 + soo (n—2>e(n-l)nanxnm39
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W) = 1,203 .00 neay,

odakle se za x=0 redom dobilja

- 2o <E"(0) P’77(0)
a=p(0), ay=Eqy=S,  8pIE=RTEy  BTIogPTy ceo

P(“) 0
8n = =TnT :
zamenom ovih koefieijenata u (1) doblbe se
P(x) = P(o) + El%%l X + E;%gl 2 + EL%%LQQ T+ ee
()
@6 a +£"ﬁ‘r‘£’9‘l Xn @00 (2)

Dati polinom (1) mo¥e se razlo¥iti po stepenima

(x=x), gde je x_nekl stalan broj. U tom sluéa ju polinom
0 0

(1) mo%e se pisati u obliku ‘

P (x,) Pr(x,)
P(x) = B(xy) + ““IT'“ (z=x, Y+ ""?T“" (x=x,, ) + e
()
L] + “Pﬂ-“”i’(’fgﬂ)' (x—xo)n . aoe (3)

Obrazae (3) naziva se Tajlorov obrazac za polinom,
dok se obrazac (2) nasiva Maklorenov obrazac za uoSenl po=
linom. )

7nala) Tgilorovog obrasca le%i u tome Bto se pomo=
6u njega mo¥e aproksimirati (deti pribli¥na vrednost) neke
odredjene funkeije £(x) wu okolini njene tadks x,. Tako
se funkoija £(x) koja Je neprekidna u intervalu (a,b) 1
koja ima u tom intervalu neprekidme sve svole izvode do
veda (n+l) mo¥e predstavitli u obliku

£2(x) = £2(x;) + f:g;gz (x=x,) + figiﬂz (x=x)%+ oo
f(n) (I )
sooe T --—T-- (z=x, » o+ Ry ooo (B

gde Jje
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£(n+l)[k + 8(x~=x )]

1
Ry = Iy T i

==X
o 9

(x«xo, x+xo) S (ab); 0 <8 <1

¥to znadi da se za pribli¥nu vrednost funkeije f£(x) moZe
uzeti

£(x,) + —ichz (x=x,) + ':;T”Z (x=x ) + eoo
()
oo + n=~m$f~2 (z=x e, ceo (5)

obrazac (4) naziva se Tajlorov obrazag za funkeijun
2(x). Ako je u njemu x =0 doblée se obrazac

£(x) = £(0) + ﬁ%ggl x + iﬁé%l 2 4+ eee +
+'£§%21 = + Rp» e )

gde je sada )
' (n+l) x +1

Rn'=""n+ 9 xe (ayb), 0<=@=1,

koji sé nagiva Meklorenov obrazac za funkeiju 2£(x).

Primer 1. Za funkeiju £(x) = ¢* napisati Maklore-
nov obrazac uzima Juéi prva trl njegova &lana.

Refienje.