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NUMERICKE METODE ZA PRIBLIZNO RESAVANJE JEDNAGINA
Ovde &emo izneti heke numerifke metode za pribli%ne resavanje
jednadina, Prvo éemo posmatrati jednu jednadinu sa jednom he=-
pozhatom veli&inom; a zatim sistem od h jednaéiha sa isto
tolike nepoznatih veliéinas

Re3avanje jadne jednadine sa fednom |
neposnatom velidinom : et e -

Neka je data jedna&ina

(a) Flx)=0 o
gde je F(x) heprekidna funkeija u intervalu (a,b). Ake je p¥i
tome F(a) <0, F(b)>0 111 F(a)30; F(b) <0, tj, ako je
Fla);F(p) <0,
tada u intefvalu (a;b) postoji bar jedan broj ¢ takav da je
F(c)=0, ovo zha&i da u intervalu (a,b) postoji bat jedno re=
Benje ©dnosno bar jedan koren jedna&ine (a),

" Metoda itevaside

Posmatrajmo jedna&inus:

SV Fix)=0

kidna funkc;ja‘u intervalu (a,b)s Jedna&inu (1) zamehimo ekvi=-
" valenthom jednaZihom | |

(2) x=£ (x)




i iz intervala (a,b) uzmimo broj X, kao pribliZnu podetnu
vrednost korena x“ jedna&ine (1), odnosno jednaline (2),
Sada umesto x na desnoj strani jednaline (2) stavimo x
Dopiéemo f(xo) 5to cdemo oznafiti sa Xy ti.

o.

.xlﬁf(xo).

Ako na desndj strani ﬂednaéine (2) umesto x stavimo sada |
xi, dobicéemo f(xl)’§tb ¢emo oznaliti sa x,, tj.

x2=f(xl).
Ponavljajuéi ovaj postupak dobidemo niz brojeva
(3) o ox=f(xy ), n=l,2,...

Ako niz (3) konvergira ka x°, tj. ako postojl grani¥na vred-

nost x‘-'iis x_ , %o uzimajuéi da je £(x) neprekidna funkecija,

iz (3) se dobija

1im ¥ = 1lim £(x. .) = £(lim x_ ), tj. %"= £(x") o
n-soco 1 N-ace n-1 s oo 2L

Granicna vrednostﬂx‘predstavlja koren jedna&ine (2), odnosno
koren jedna&ine (1), koji se sa feljenom ta¥no¥cu moZe izra-
funati po formuli (3). '

Postupak nalaZenja brojeva XpoXgpeaaX paes pomoéu formule (3),
a koji predstavljaju pribliZne vrednosti korena jednacine (2),
vzimajuéi za xoyunapred datu vrednost iz intervala (a,b) naziva
se iteracija.

Teorema : Neka je'f(x) definisana 1 diferencijabilna
funkcija u intervalu [2,b] pri &emu je jo3 a<f(x)<b. Ako pos-
toji pozitivan broj g takav da je: '




(4) lf’(x)l<cj<1
za a<:€<1;, tada:
i) proces itéracija
'(5)"_ - _x#-f(#n_l).An=l,2,;..

konvergira nezavisho od izabrane po&etne vrednosti'xo iz inter-
vala f{a,b); . .

2) graniéna vrednost

x‘=1lim x
neoe n
‘predstavlja jedinstveni koren jedna&ine

(6) .x=f(x)

A}

u intervalu (a,b].

" Dokaz: Prema (5) Je:

fxn‘f(xn-l)’ xn+l=f(xn)’

odakle Jje:

xn#l,xn=f<xn)-f(xn-l)s(xn-xn-l)f’(c)

gde je ¢ broj sadrfan izmedju brojeva x i odakle je

n-l

o - 'xn+l'xn|S|xn'xn-llq

pokto je [£°(c)|¢q




Uzimajuéi za n ‘redom 1,2,3,.0., 1z (7) dobijamo
Irxz"x)_lslxl"x.o"l
|x,-x, | €] x,-x, |ag|x,-x_|q?
AT3 T2t 1P Yo
. . n
(8 x4y =%p |12y %5 ]
Posmatrajmo red
(9) : xo"_'(xl"xo)""(xz"xl;)+(‘X3"x2)‘."o . o+(xn-#n_1)+0 .o

pri &emu niz
xn=x°+(x1~x6)+(xz-x1)+(x3-xz)+...+(xn1xn_l)a n=1,2,...

_predstavlja parcijalne zbirove reda (9). Red (9) apsolutno kon-

veréira jer je prema (8) sada:
|x°[+|xl-xol+|x2f§1|+!x3-x2|+...+|xn-¥n_1|+..,

, . o , )
slxgl 4%, =x | +]x,-x [a+|x)-x lq +oootlx -x " ...

o - l%,-x_|
-’|x°|+|x1-x°| (1+q+q2+...+qn 1+...)=lxo|+—-li—q—-°——,

poito je 0<g<l. Zato postoji
% =lim x
ne+e nf

pri emu je a<x“<b,

Prelaskom na grani&nu vrednost i uzimajuéi u obzir neprekidnost
- funkcije f(x) iz jednacine (5) dobijamo:




(10) C xmE(x7),

Sto zna¥i da je x* koren jedna&ine (6). DokaZimo da je x°
jedini koren jedna&ine (6) u 1nterva1u [a,b ] . Pretpostavimo
da postoji jos jedan koren x" jedna&ine (6) sadrZan u inter-

valu {a,b], Sto znali da je:
(11) x" =£(x").
Iz jednaéina (10) 1 (11) dobija se:
x"=x “=f (x") -£ (x )= (X"=x ") £ *(c; )

gde je broj ¢, sadr?an izmedju brojeva x° i x", odakle se
dobija ‘

\

(12) ' (x“-x‘)(l-f‘(cl))so.

Kako je £°(c,)#l, to iz jedna&ine (12) zaklju®ujemo da je x"=xJ

Ocena gre3ke, Iz

S ‘
X -x =(x

n+k " *n” R)+ (0= Xn g1 ) ¥ e oot B X))

n+1 n

je

1 n+k. Xyl = lxn-b-l-xnl | xn+2-xn+1| Fooot xn+k‘xn+k-l| ’

odakle, imajuéi u vidu (8), dobijamo

‘ + . + -
\'xn+k_xn's‘Xi_xo‘qn+‘xl-xolqn 1+...|xl-xo‘qnnk 1
n 2 n+k-1 |x1-xo|q
s]xl-xolq (L+q+q +...4q +.0.) =

l-q

n+k

Kada k-»oo,tada x "X “, pa odavde imamo




(13)

%, -x_|q®

Obrazac (13) slu¥i za ocenu gre¥ke pribliZne vrednosti x
korena x” jedna&ine (6) dobijene procesom iteracija (5). Kao
bto se vidi, na gresku, pored broja iteracija n i veli&ine
broja ¢ utide i broj X, koji je uzet kao poletna pribliZna
vrednost tra¥enog korena x“.

Na Blededim slikama prikazan je geometrijski smisao metode

iteracija,
i

Y y=x

_,%:f(x)
resenje
Xo X1 X2 X' X=
‘Y
. / y=x
y=f(x)

-

|_—resSenje

0 Xg X2 X' X3 Xy X




Primer 1, Metodom 1teracija odrediti pozitivni
koren jednadine

(a) x38x-1=0
sa greikom manjom od 0,001,
ReSenije . Ovde je

F(x)=x3-8x-1,

pri &emu je F(2)=-9<0, F(3)=2>0 3to zna¥i da se jedan koren
x° jednadine (A) nalazi u intervalu (2,3), Funkcija F(x) je
neprekidna i rastuéa u intervalu {2,3] po3to je njen prvi
izvod F~ (x)=3x -8 pozitivan za 2¢x<3. Zbog navedenih svojsta-
va funkcije F(x) zakljufujemo da se u intervalu (2, 3) nalazi
samo jedan koren x“jednad&ine JA). Oovaj koren je i jedini
pozitivni koren jednadine (A). '

3

'15 fédnaéine (A) je x =8x+1, odakle je

(Al) ) Xx= VBx“'I [}

Jednalina (A ) je ekvivalentna jednaéinl (A) 1 ima oblik

x=f (x), gde je £(x)= ¥BXFT, odakle je £°(x) = ——3 4 pri
: 3/ (8x+1) 2

Cemu je |£7(x)]|< 8 ' <0,41=g¢1. Za poletnu pribli¥nu vrednost

korena x“° jedna&ine (A) uzmimo X5=2,5. Iz jednatine (A,) dobi-
jamo '

\/Bx +1° tj

xln/e 2, 5+ = ¢21=2,758924




Prema (Al) imamo dalje

e a |

X ,=/Bx 1 = p = 2,846806
3 3 :

x,=/BE;FL = /I3, TTATAE = 2,875435

“kao 4
’ x4=2;884639, 35m2,887585, x682,888527, x7ﬂ2,888828,

xg=2,888924, x

°

x,,=2,888969, x13=2;888969.

Kako je xl-xoaz,758924-2,s=o,258924;q=6,41;1-q=o,59'to prema

. o am , n
(13) u ovom slu¥aju imamo Ix‘-xnlso'zg?§§4'o'4l < 0,43886.0,417,

n+l

<0,5.0,5"=0,5

n+l

Znadi da je lx’-xn|<0,5 . Odavde se dobijas

| % “-xg|<0,001953125, | % “-x4 | <0,0009765625<0,001. Dakle,

x9=2,888955 je pribli%na vrednost korena jedna&ine (A) koja se
‘0od njegove tadne vrednosti x“ po apsolutnoj vrednosti ne razli-
kuje za viZe od 0,001.

"pobijena vrednost x13¢2,888969 kao pribliZna vrednost korena
jednaline (A) od njegove ta¥ne vrednosti x° razlikuje se po
apsolutnoj vrednosti za manje od 0,0001, posto se u ovom slu-
&aju dobija |x’-x1$|<0,0001

Primer 2, Re$iti jednalinu:

(B) X +x=220




Re Een]je: Stavimo F(x)=eX+x-2. Po¥to je F“(x)=e*+150
za sve vrednostil nezavisne promenljive x, to funkcija F(x)
stalno raste,

Kakb je F(0)=-1<0, F(l)=e~1>0, to kriva yﬂex +x~2 seCe X osu u
" taki x” izmedju 0 1 1, ¥to zna¥i da se koren jedna&ine (B)
-nalazi izmedju brojeva 0 i 1,

Jedna&inu (B) napi3imo u ekvivalentnom obliku

(B,) x=x+a (eX+x=2),

{gde je a konstanta koju éemo naknadno odrediti) tj. u
obliku

x=£ (x)
~gde je
(Bz) f(x)"x+a(ex+x—2).
Iz (B, je ’
'(B3) : f'(x)=1+a(ex+1).

Cilj nam je da u 1ntervahlkb1J “bude |[£“(x)]|<1.

U tu svrhu moZ%emo staviti f~°(0)=0 u oZekivanju da ée f“(x)
imati male vrednosti u okolini tadke x=0. Jednaéina f”"(0)=0
prema (33) svodi se na l+2a=0, odakle se dobija aa-%. Zame-
nom ove vrednosti za a u (Bl) i (83) dobijamo jedna&ine

(B) | xnx-%(ex+x-?),

(85) £ (x) =1-3(e¥+1) :
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] _ L x o
Iz (BS) je £7(x) =L92:l|, pri ¥emu u intervalu [0,1] funkcija

|£7(x)| 4ima najvecu vrednost za x=1 koja iznosi e-l. Ovo zna&i

x |
da Je |£7(x)|= ‘32'1l< ?31 =q<l za 0gx<1,

Jednaéina (Bd) ekvivalentna je jednaini (B) 1 njenim reﬁavanjgm
‘dolazimo do reenja jednatine (B)., PoZto se koren jednaline (B)
2 samim tim i jednadine (B4) nalazi izmedju brojeva 0 1 1, mo-
Zemo stavitl na primer x6=0,3\kao poetnu pribli%fnu vrednost
tra%enog korena x”. Iz (B,) dobijamos

x

xlﬁxoeé(e °+xo~2)=0,3-0,5(e0’3+0,3—2)=0,475071,

x .
; 1l
.xzan-O,S(e +x1-2)u0,433471. Dalje, zajedno sa x , X, i.x2

dobijamos

x,=0,300000, x,=0,475071, x,=0,433471, x3=0,445434,

1

x,=0,448735, x,=0,441203, x,4=0,443313, x,=0,442727,

Xg

xg=0,442890, x9=0,442844,‘x =0,442860

10

=0,442857, 'x

%, ,=0,442853, x  ;=0,442855, x,,=0,442854, x,;=0,442854

‘2 a d,a‘o T

1) Naéi koren jednaline x5-12x2+3:0 sadrZzan u intervalu

[0,1] .

5 2

“+3 je x2

Uputstvo, Iz x"-12x

Jx5+3

xet ——= , Uzedemo x= L « Vx“+3, Bto znadi da imamo
. vlZ 2Y4

x=£(x), gde je £(x)= —>— ,/x°+3, odakle je £°(x)=
: m .

. |
- §I§§,‘odakle je

4

5 X
2/12 /x543
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za 0<x<l  Je lf‘(x)|4‘§7 = g<1,

Za podetno pribliZno re§enje{m02emo uzeti bilo koji brdj iz
intervala {0,1], na primer x =0,4 i iz jedna&ine:

xs—l— X743 (x=£(x))
YIZ

naéi redom-

X 8.—-—-—'/;'-2- ..J +3 (n"fl,Z,...)[

n n~-1l
zaustavljajuéi se na primer na n=8,

2)'Nadi reéenje jednadine x-ln(x+l)-2=0 koje pripada intervalu
(3,4) 1 oceniti gredku za }x‘-xslm

Uputstvo,., Iz x-ln(x+l)-2=0 je x=ln(x+1)+2, 5to zna&i
da imamo jednalinu x=f(x), gde je f(x)=ln(x+1l)+2, Kako je

£o(x)= i%~, to je £(x)g % =.gq<l za 3<x<4 pa proces itera-

cija x =f(x 1) (n=1 2,...) konvergira, 2Za potetno pribliﬁno
‘re§enje posmatrane jedna&ine uzmimo na primer % =3,5 1 zatim
iz jednaéine

x=1n(x+1)+2 : : (x=f£f(x))

dijimo redom

x =ln(x_ _,+1)+2 ' (n=1,2,...,6)

Lako se uveravamo da je |x'—x5f<0,00001.

3

3) Refiti jednadinu x +x+1=0

4) Re¥iti jednadinu  eX+x+1=0,
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Napomen a, Prilikom pribliZnog reﬁavanja jednadine -
F(x)-0 korisno je nacrtati pribliZan grafik funkcije y=F (x)
i odrediti njegove presene talke sa x osom, odnosno prib-
1i%no odrediti intervale u kojima se nalaze koreni jednadi-
ne F(x)=0, '

U zadatku 1) je'F(x)=x5-12x2+3. Pribli¥ni grafik funkcije
’y=x5~12x2+3 prikazan 4e na slici 1, levo, odakle se vidi da
‘jednatina %x2-12x2+3=0 ima tri realna korena, po jedan u
svakom od intervala (=1,0), (0,1) 1 (2,3).

U zadatku 2) je F(x)=x-ln(x+1)=2 . Pribli¥ni grafik ove
funkcije prikazan je na slici 1, desno, odakle vidimo da

jednadina x-ln(x+l)-2=0 ima dva renlna korena, po jedan u
svakom od intervala (-1,0) i (3,4). ' ‘

Na slici 2 prikazani su grafici funkcije y=x358x-l i
ﬂy=ex+x-2.koji se redom odnose na primer 1 i primer 2,

y=x=Iln(x+1)-2

1-15.

y=x5-12x2.3




Mctodd {teracija za stastem nelinearnth jednaldina
Neka je dat sistem nelinearnih jednalina:

Fl (xl,x2, e 'xn)"o
Fz(xl'x2' L 3 'xn)go
(1)

.Fn(xl'xzpooofxn)go

gde su FI,FZ....,Fn odredjene realne i neprekidne funkcije
u oblasti D u kojoj se nalazi Jjedno njegovo'izolovano reSenje

xf.xé....,xg.
Neka je sistem jedna&ina:

X =£) (%) 1%y 0o 0 ¥%p)
xzsfz(xl,xz,...,xn)

(2)

L]
xnufn(xl,xz,...,xn

ekvivalentan sistemu jedna&ina (1), pri &emu su fl'fz“"fn
realne i neprekidne funkcije u oblasti D. Neka je: '

‘xl(o). x2‘°’,...,xn‘9’ jedno pribliZno re3enje sistema jedna-
&ina (2), odnosno sistema jedna&ina (1). Ako na desnoj strani
jednatina (2) umesto X,y Xjreeer x, stavimo xl(O)'xz(OI'...'
xn(o), dobicemo:

*1(1)-f1(x1(0).x2(9,'o-c'xn(O))

(),
xz fz(xl(O)'xz(O)'ooo'xn(o))

.
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| 1 (o) _ (o . (&)
kh( )Bfn(xl( )5x2( );zsasxn( ))
Ako 8ada na desnoj strani jedna¥iha (2) umestd Xj;¥ypaespXy

stavimo i, (1) 55&2(1) pra X, (1) i aé'ﬁiéemé&

n
(2

iy @m0, D M, B

1y . (1) (1)

[

b

| (2 (

®y )5fh(k1 bRy peaee¥y

)
Nastavljajuéi évaj proces dobiéemé hizoves:

§(l (k)ﬁfl (x:kﬁl) ’x?.(k:i) bhes 9xn fzl) )

) (k)gfg(xl ‘}k"‘l),’ j}te(k:"l') Aisb :xh(k—"';-)) _

{(3) . )

B . e b "
xh(k)sfn(xl(k'l)a%g(k-l)fsssikhtk_l)3b (k=1424414)

Ako-hizovi (3) konvergiraju, tj. ako je

.%ig xitk)ix;, . iiiiié%%szsh)
tada, ﬁﬁimajﬁéi da Bu fiffg;aa;@ £ heprekidne fﬁhkéiéée bide
%iﬁ ki(k)h%iﬁfi(xlikal)’*zik;1,55‘3%kh(k=1))§¥1i%%211Qk;1)5
2 z(m'r-“'&.é:.nxn““”n




tj. .
- xi'fi(xi'xi""'xx;) (1=1,2,...,n),
odnosnos

X7=£) (X]1XJ0 000 eX])

xz-fz (xl ,XZ, sse 'xn)

Xyt (50 %)

5to zna¥i da grani&ne vrednosti x{,xJ,...,X7 nizova (3) predstav-
ljaju reSenje xf,xi,...,xg sistema jednadina (2), odnosno sis-
tema jednacina (1).

U vezi konvergencije nizova (3) vaZi slede€a teorema,

Teorema : Neka sistem jednadina (2) ima jedno izolovano
reSenje u oblasti D odredjencj sa aisxisb1 (i=1,2,...,n). AkO
su u oblasti D funkcije fl'fz""'fn neprekidne zajedno sa
svojim parcijalnim izvodima prvog reda pri ¢emu je jo3 aisfisbi
i ako su u D ispunjeni uslovi:

125101202 ey
axl Bxl iaxl

£q,<1

of
of of A
1 2 +...% q,<1
5}3 lﬁxzk_z

Cof,  af,  Af
|s§;|*l§§;i*---*Ig;;lsq“<1
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tada nizovi (3) konvergiraju ka reSenju i{,xi,...,x; sistema
jedna&ina (2), polazeéi od bilo kog po¥etnog pribliZnog re-
Senja x (0) « (o) ceepX (o) sadrZanog u oblasti D,

1 12 ’ n

Primerxr . Metodom iteracija re3iti sistem jednaéina

(8) efx-y+1=0

x3-y2-1?o

2_y?.1=0 prika-

Re §enj e, Grafici krivih e'x-y+1=0 i x
zani su na slici 3, odakle se vidi da se one seku u tacki
M(x°,y~) pri emu je 1<x“<2 1 1<y “<1,5, 3to zna¥i da se

refenje x°, v~ sistema (S) nalazi u oblasti D odredjenoj sa

1<x<2, 1l<y<1,5. Sistem (S) je oblika (1). Ako drugu jednadinu

gistema (S) resSimo po X a prvu po Y dobiéemo sistem:
x=¢y2+l ’ fltx,y)=/y2+l

(5y) y=e X+l , fz(x,y)ce'x+1 ‘

koji je oblika (2). Iz (Sl) jes

>

o5, g, . ¥ ¥,

5.;E.._|=|0"3_’?_.a--e 3 ?17—- "3y=
. /y2+l '

za 1lg<x<2, 1lg¢y<1,5 iJe lsfls2> i lsfzsl,S jer je

~ 1"/2“1“372—50 i l<e-«2+1<f2~se',l+l<l,5. Dalje, za

1¢xg2, 1lg<y<l1,5 Je:

_Of £
T B

Af,. df ,
SN Y S DR R 2 A V- I
¥ ‘ay | "/;7:;\5'/3,25 Bt
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~ #to zna%i da su ispunjeni {1 uslovi (4) prethodne teoreme.

&

0

z'x-yd = 0

sl. 3

za pofetno pribli¥no resenje sistema jedna&ina (Sl) uzmimo
na primer x6=1,3; youl. Dobidemo:

X
O 1me 1734121, 24312

-

x1-/y02+1-/7-1,4142l; y,=e
x,=1,595413 y,=1,20283, x4=1,56412; y5=1,20925
X =1,56917) y, =1,20822, xs=1,56837; yg=1,20838

X=1,568503 yg=1,20836, x,=1,56848; yé-l,20836.

2 adatak . Nadi refenje x,y” sistema jednad&ina

xa-x
xXy=1

gde su Xx” 4 y° pozitivni brojevi,
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Napomena, U prethodnbj teoremi uslovi (4) mogu se

zameniti uslovimas

8f‘ é af)
'g‘*l*lg‘“l*--o+'g——|<ql
2£,

|3x1|+| |+...+lf-—l<q a

(4°)

*

2f 2f o 9f
n n n -
7%, | Hlamy | e ot log 1saged

Metoda itteracije zsa sistem linearnih jednadina

Posmatrajmo sistem linearnih jednadina:
a11x1+a12x2+,..+a1nxn b1

>

...+a x_=b

() a, Xy ta X, 2n*n™P2

+ .0|+
a x a 2 2 annxn”bn

nl

Pretpostavljajuéi da su u sistemu (A) dijagonalni koeficijenti
1#0 (i=1,2,...,n) redimo prvu jednalinu po Xy drugu PO X,peses
poslednju po Xpo Dobidemo sistem jednalina:

=B, +A

xl 1l 1151 +A12x2+"‘+A1nxn

(B) x2=BZ+A21x1+A22x2+...fAznxn

[

L 4

L] -
xn'Bn+An1x1+An2x2+'"+Annxn




koji je ekvivalentah sistemu jedna&ina (A), pri Cemu je:

b 0, za i=j
- By= = Ajy ={ 314
ii - =, za 1i¥3; (1,3=1,2,...n).

a4

ReSavanije linearnog sistema (B) vrii segkao i re3avanije ranije
posmatranog nelinearnog sistema jednalina (2).

Uslovi (4°) za slu¥aj sistema linearnih jedna&ina (B) svode
se nas. '

|A11|+|A12|+...+|A1n|sq£<l

LR L PP R SERA L P Pt

(A #1850+t lA | sa7e

ako su ispunjeni uslovi (4"), iterativni proces primenjen na

gistem linearnih jedna¥ina (B) konvergira za bilo koje pocetno
resenje 'xl(o),xz(o),...,xn(O). U praksi se obi&no uzima

). , (0 ©) o
Xy =By¥p  =BpreeesXy =By

Napomen as Uslovi (4") kod sistema (B) bice iapunjeni
kada su kod sistema (A) ispunjeni uslovi: :

R R P R LI ACRE LAY

(C) ~
|azzl>|a21|+|123|+...+‘a2n|

L

Ianni>|an1|+|an2|+"f+‘ann—1l
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Primer: Siatem'jednaéina

5x 2+x3-6

{(a) 2x 1+4x2-x3-7

xl-x2+5x3=14 | —

rediti metodom iteracije.

Re 5enje: Za sistem (a) ispunjeni su uslovi (C).

ako prvu jednainu re3imo po X, ., drugu po X, a treéu po
dobidemo sistem jednaéina:

*3
x,=1,2+0,2x,-0, 2X;
(b) x2-1,75-0,5xi+0,25x3

x3=2,8—0,2x1+0,2x2

A

koji je ekvivalentan'sistemu (a).

zZa poéetho pribli%no refenje sistema (b) uzmimo x1(°)=1,2;

x,)=1,75, x,(®)=2,8. Iz jedna¥ina (b) sada imamo:

x; =1, 240, 2x, ) -0, 2%, () w1, 240, 2.1,75-0, 2.2,8=0,99
x, M=1,75-0,5x, (40,252, 1°=1,75-0,5.1,2+0,25.2,8=1, 85
(1)=2,8-0,2x ‘°)+o 2x, ‘°’-2 8-0,2.1,240,2.1,75=2,91

X, 1

; dalje:
x, #)=0,988 x, (¥ =1,9825 x, () =2,972
x, 3 a1, 0021 x,(3=1,999 x, 3 =2,9989




,;1‘“.1,00002 x,{4)=1,998675 x,41=2,99938
xl(s)so,999859 xz‘s’-1,999835 x3‘5’=2,999731
xl‘s’-l,oooozoa x2‘6’-2,00000325 x5 {6)=2,9999952

(Takno reSenje sistema (a) je xl-l, x2=2, x3a3).

Zadatak . Sistem jednalina:

(a) le*x2+x3-x4=16
(b) x1+x2-4x3+x4=5
(c) | 4x1+7x2-x3-4x4=17
(d) xl-x2+3x3+10x4=35

dovesti na oblik pogodan za primenu metode iteracija.

Re % enje: Prvu jednainu sistema uzmimo kao prvu, drugu
kao treéu a fetvrtu kao &etvrtu jednalinu. Take dobljamo sistem:

5xl-x2+x3-x4=16

x1+x2—4x3fx‘=5
xl-x2+3x3+10x4-35

Ako od jednaiine (a) oduzmemo jednatinu (c) dobicemo jednafinu

x1-8x2+2x3+3x4é-1

koju éemo uzeti kao drugu jednadinu prethodnog sistema. Na taj
na%in dobili smo sistem jednalina: ‘
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'5£l-x2+x3-£4-16
x;-8x2+2x3+3x4-—1
.x1+x2~4x3fx4-5
xl-x2+3x3+10x4=35

za tije se reﬁavanjé mofe primeniti metoda iteracija.

Metoda Zajdela

Metoda Zajdela predstavlja jedan modifikovani oblik metode
iteracija. Kod ove metode u narednim pribliZavanjima koriste
e sva pribli’na reSenja dobijena u prethodnim koracima.

Na ovaj nadin postoji moguénost da se ubrza konvergencija,

Metodu Zajdela pokaZimo na primeru sistema jedna&ina (b), tj.
na a%stemu: ‘

x3=2' 8-0 [} 2x1+0 ’ 2x2 .

Ako za. pofetno pribliZno reéenje4uzmemo xl(o)él,z; x2(°)=1,75;
x3(°)s2,8 tada za xl(l), xz(l’, x3(1) dobijamo:

(o)

2 ‘O)al'2"0,2.1.75"0,3.2,8‘0,99

3

x2‘1’=1,75~o,5x1‘1’+o,25x3‘°’=1,7s-o,5.o,99+o,25.2,8~1,955

x, { Ya1,240,2x, M L0, 2x, 1)1, 240,2.1,955-0,2.2,993=0,99 24
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'xz(z)-1,75—0,5x1(2)+0,25x3(1)=1,75-0,5.0,9924+0,25.2,993=2,00205

(240, 2x,?)=2,8-0,2.0,9924+0,2.2,00205=3,00193

x5 2 2,8-0,2x,

Dalje imamos

x, (3=1,000024; x,(%=2,0004705; x5 {3)=3,0000893

x, ) =1,00007624; x, (4)=1,999984205; x,(41a2,999081503 .

(5).1,000000522; x,')=1,999995137; x5 (3 =2,999998923,

*1

Hcto&a gradijenta

Neka je dat sistem jednééina:

Fy X)Xy eee sk ) =0

(1) Fa(XyeXpeeeerXy)=0

. [ ]
Fn(xl,xz,...,xn)ﬂo

gde su Fl,Fz,..;,Fn realne i neprekidne funkcije zhjedno sa
svojim parcijalnim izvodima prvog reda u oblasti D,

Obrazujmo funkciju:

2
(2) U(quxz' L ) 'xn)’Flz‘xl’xz' LN .’xn)+F2 (x1'x2' LN ) 0"xn)+c ] 0+

2
+Fn(x1,x2. see 'xn) .

Ako je XyyxJ,,..,x° Jedno refenje sistema jedna¥ina (1), tada

je U(x{,xi,...,x£)=0. va%i 41 obrnuto, tj. brojevi xi,xi,....x;
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za koje je funkcija U jednaka nuli predstavljaju jedno refenje
gistema (1) .

Neka sistem (1) ima izolovano reéenje'xf,xg,...,xg koje pripéda
oblasti D, U ovom sluZaju funkcija U u taﬁkia&’(xf,xi,....xg)

ima minimum &ija je vrednost jednaka nuli, Neka (o) (o) (o)

predstavlja jedno pribliZno reSenje sistema (1) kxoje je sadrZano
u obiasti D. ,

Kroz taéku‘Md(xl(o),xz
povr &ija je jedna¥ina

(°),;..,xn(°5 prolazi jedna viZedimenziona

3) u(xlixz'stooxn)‘U(xl(o)'xz(o),...'xn(os.

U talki Mo(xl(o),xQ(Q),‘..,xn(°)) povucimo normalu n, na
poveE (3)., Na normall ng uzmimo tatku Ml(xlll),xz(l),.. (1))
koja se nalazi u blizini ta¥ke Moy pri emu je’U(x1 WXy peeeX 3

U(xl(l),xa(l),....xh(l)).

1

U talki My povrsi

u/(xl'xab .e .’xn) w() {xl (l) .xzil) gees Ox.nil) )

povucimo normalu Ny« Na normali n, uzmimo talku Mz(xltz),xz(z),
...,xh(a)) kvja se nalazi u blizini taZke My pri Cemu je
Q) , Q) Q) 7 (D

U(xl Xy ARRE R )>u1xl‘235x2‘2)....,xn‘aﬁ. Nastavljajuéi
ovaj proces dobidemo niz tataka M, M) ,Mo,...sMy ... kOjima od-
govara niz brojeva UD,Ul,Uz,,.Q.Uk,..., pri Zemu je Uo>Ul>UZ>"'
’Uk e+ Na ovaj nalin preko t;éaka MM o MoreeasM e mi se ,
‘pxibliiavamo.taékiim’ixgqxi,.;.,m;p u kojoj Je nix{,xi,...,xg)-o,

tj. pribliZavamd Fe redenju xi,xﬁ,...,x; sistema jednacina (1).

Polto s& pravei normala n, 4 (k=1,24 ««.) Poklapaju sa pravcima
gradijenata povrii
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(4) ‘”"1"‘2’ .oe ,xn)=U(xl (k-1) X, (k-1) P oo ..xn(k'l)) (k=1,2,...)

to je navedeni proces priblifavanja ka reZenju xf,xé,...,xg
sistema (1) nazvan metoda gradijenta.

Jednadine normale povr¥i (4) u njenoj taéki M _ l (k'l) (k"l),

Kk~ %2
.-.'xn( l)) (k=1,2,...,) glase
(k1) (k-1) - (k-1)
T . e s ' SN
‘ i L 3N N - k-l, . o et e E et e emea e mmam e
(T"k 1 "3“" ‘ (r“’k 1

gde je teo1 parametar., U parametarskom obliku jedna&iné normale
(5) su: '

. (k-1),, (U
X, =%, o1 (o k-1

=y (k-1)
(6) X =X, +tk 1(5'")

s o (k=1)
Neka je u jednaéinama (6) parametar te1 mali broj &ija je
vrednost negativna ako funkciju U(xl,xz,...,xn) predstavimo
Tajlorovim obrascem u okolini tafke M, , (x, (k- 1),x2(k -1)

xn(k'l)) zadrfavajuéi samo linearne élanove, moZemo pisati

(k=) o Oe-D) |y koD,

U(xl,xz,....,xn)mu(x1
k-l(r" -1 ‘T"k 1t tx- 1"5‘“ k-l'(a PSR

U @lL
* 1£1t:--1('2>‘ifc‘n ‘)k-l' (an)_ k-1’
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odakle dobijamo:‘

| (k-1) | GeD) (k-1)
(7) | --...U(xl ,....x )
.a.._....

r"k l o¢o+('§"“')

Ako ovako nadjenu vrednost za tk~l ﬁvrstime u jednadine (6)
dobicemo za X, ,X,pes0rX, redom vrednostis |

"1 (k)le (k“l) ( )k 1

(K)_. (k-1)
Xy =Xy +tk 1(5“‘

(8)

k), (k-1) u -
xn. an +tk"l(T)k-l (k 1'2' oe o) .

A}

(k=1) (k-1)

Na ovaj na¥in smo od tadke M, _, (x; ’X, ,-..,.x(k"l))

presli na tadku (x (k),x (k),...,x (k)), tj., od pribliinog
M ()" 0%y n :

reSenja xl(k-l,xz(k'l),...,xn(k"l) sistema jednadina (1) do3li
(k) (k) (k)

do njegovog pribli%nijeg redenja Xy N peeerXy

Pr imer, Sistem jednalina:

(9) %2 4y2-1=0
x4-y=0

reéiti metodom gradijenta.

Rei e n’j e 3 Ovde je
Fl(er)‘x2+y2-1
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za funkciju U(x;Y) sada imamo U(x,y)xF (x.y)+F2 (x,¥), ti.
(10) U(x,y)c(x2+y2-1)2+(x4-y)2

Za pofetno pribli¥no redenje sistema (9) uzmimo, na primer
xonl, yosl. Iz (10) je:

(11) 30 o gx(xPay 2 485 (x-y)
(12) | 3}% - dy (x24y2-1)-2(x4-y) .

Za x =%, =1, y=y, =1 iz (10), (11) i (12) sada imamo

U(xo,yo) =], (3—) = 4, ( ) 4, Prema obrascu (7), gde

je k=1, dobijamo t_ = - %7 = -0,03125. Iz jedna&ina (8) sada
imamo:

*1 = X% +to(5—) = 1-0,03125 . 4=0,875

~ .9 9
Sada izradunavamo U(xlfyl), (ggkli (53)1. Zax=x = 0,875;
'y =y, =0,875 1z (10), (11) 1 (12) dobijamo U(x,,y,)=0,365643s

(5’) = 0,311489; (%%)1 = 2,437012, Iz obrasca (7) gde je

sada k=2 dobijamo t1=-0,060577. Za ovako nadjenu vrednost za
t, iz jedna&ina (8) dobijamo: ' :

1 | | .
x, = x5 J), = 0,875-0,060577.0,311489 = 0,856131
Y, = Y1+t1(3? , = 0,875-0,060577.2,437012 = 0,727373
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Dalje dobijamo,t2

a zatim t; = -0,096044 4 x, = 0,855363; y, = 0,583691 kao i

= ~0,080075 41 Xy = 0,860711; Yy = 0,635874,

t, = -0,107920 1 x, = 0,854798; y, = 0,555192,

5

Njutnova metoda
Posmatrajmo jednalinu

(1 f(x) = 0

koja u intervalu fa,b] ima keren x°, Neka su F“(x) i F"(x)
neprekidne funkcije i koje svaka za sebe zadrZava isti znak.
za asxsb. Neka smo na neki na&in u intervalu {&,b} odredili
pribli¥nu vrednost x '
staviti

. korena x“jednacine (l1). Tada moZemo

(2) X" = xk+hk

AN

gde je'hk popravka pribli%ne vrednosti Xy korena x° jednadine
(1) . Popravku hk,’za koju smatramo da je mala, moZemo prib-
1iZno odrediti Njutnovom metodom, Naime, akoé funkciju F(x) u-
okolini ta&ke Xy predstavimo Tajlorovim obrascem prvog stepena,
moZemo pisati

O =F(x") = E(§k+hkr%F(xk)+hk F‘(xk)o

odakle dobijamo

- F(xk) e

F‘(xk)

hkﬁ
fZamenom ove pribliZne vrednosti za hk u jedna&inu (2) dobidemo

za koren x~ pribliZnu vrednost

.F(xk)
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kpju éemo oznaciti sa Xy 41 ? dakle

CFx))
MW X, ™ eninen (k-O,l,Z,...)-

(3)
k F’(xk)

X+l

Na ovaj na&in, polazeéi od pribliZne vrednosti Xy korena x”
dobili smo njegovu pribliZniju vrednost X4l datu formulom (3).
Formula (3) naziva se Njutnova formula za izrafunavanje prib-
1i%nih vrednosti korena jedna&ine (1). |

Formula (3) ima i svoje geometrijsko znalenje.

Neka je X pribliZ¥na vrednost korena x~ jedna&ine (i), pri
Cemu je 'RSXOSb. U tacki MO(xO,F(xo)) krive y=F (x) povucimo
tangentu. Jedna&ina ove tangente glasi '

(4) y-F(x ) = F (x,) (x-x,) .

Njéq presek sa x osom, koji’éemo oznaditi sa Xy dobija se
kada se u jedna&ini (4) stavi y =0, x = X, gto znadi

~F(x,) = F7(xg) (x;=%.)s

odakle nalazimo
F(xo)

F'(xo).

-
¥ % %

Velilina x, predstavlja novu priblifnu vrednost korena x° jedna-
¢ine (1). '

Sada u tacki Ml(xl,F(xl)) krive y = F(x) povucimo novu tan-
gentu, Jednalina ove tangente glasi

y—F(xl) = F‘(xl)(x-xl).
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Njen presek sa x osom, koji cemo oznaciti sa X0 dobidemo kao
4 u prethodnom sludaju kada stavimo y=0, X=X §to znai&i

-F (x;) = F’(xl)(xz—xl)c

odakle nalazimo

. _ F (xl)
Xy S

F'(xl)

kao sledeéu pribliZnu vrednost korena x* jednadine (1).

y= F(x)

Nastavljajuéi ovaj proces, za jednaZinu tangente krive y=F (x)
u njenoj tacki Mk(xk,F(xk))imamo

y-F(x,) = F (%)) (x-x,)

Stavljajuéi‘h ovoj jednadini y = 0, X = X4 dobijamo

F(x

gl T *x (k=0,152y.04),




31

tj, dobijamo formulu (3). Zbog toga se Njutnova metoda za
nalaZenje pribliZnih vrednosti x, ., korena x“jednacine (1)
pomoéu formule (3) naziva i metoda tangenata.

Na sledeéim slikama prikazani su sludajevi u kojima se moZe
primeniti metoda tangenata, odnosno Njutnova metoda.

vl
Y
0l xo Xi i”\\\\\\\\\\\\ X 0 ’////////&' X{ . X0 X
\
Yy
Yy
X0 o Xy Xg
0 X 0 X’ x
Mo Mo
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cada ¢emo navesti teoremu koja se odnosi na primenu‘Njutnove
metode za izradunavanje pribliZnih vrednosti korena algebar-
ske i1i transcendentne jedna&ine F(x) = 0.

Teor ema. Ako je F(a)F(b)<0 i ako su funkcije F7(x) 1

F" (x) razli¥ite od nule i svaka za sebe zadrZava isti znak

za ag<x<b, tada se, polazeéi od pribliZnog korena x (a<x <b)
jednadine F(x) = 0 za koje je F(xo)F (xo)>0, primenom Njutnove
metode, tj. pomoéu formule (3) mofe izra&unati njen jedinstveni
koren x”° sa feljenom ta&nodcu. "

Dokaz , Posmatrajmo slufaj kada. Je F(a)<0, F(b)>0,

F*(x)>0, F"(x)>0, (Sli¢no se mogu posmatrati i ostali sludajevi).
PremaAuslovima teoreme ovde Jje F(xo)>0 {mo%e se uzeti na primer
X, = b) . Matematidkom indukcijom dokazademo da za sva pribliZa-
vanja xk(k=0,l,2,...) vaZi xk>x’ i prema tome F(xk)>0.

Pre svega je xo>x’. Pretpostavimo da je xk>x‘ i dokaZimo da
je kk+1>x'. U tu svrhu stavimo

X’ = xk+(x ~xk).
Primenom Tajlorove formule na funkciju F(x) dobijamo

(5) 0= Flx) = Flu#(x =x)) = Flg)+(x"x) ¥+

2

+ %(x'-xk) F"(c)

gde je x'<¢<xk. Kako je F"{c)>0, to iz (5) dobijamo

F(xk)+(X'-xk)F'(xk)<D,

F(xk)

odakle je Xy~ >x”%, ti.

Ff(xk)
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f(xk)

X = - >x°
k+l © %k F’(xk)

Bto je 1 trebalo dokazati.

Zbog F(xk)>0 i F‘(xk)>0, iz formule (3) sledi xk+l<xk(kno,1,2,..;)
ito zna&i da je nizX,, Xy, X peeerXpreee monotono opadajuéi 1 ogra=
niden pa prema tome i konvergentan. Postoji dakle 1lim X, = x".

k+=

Prelazeéi na graninu vrednost u (3), dobijamo

CFAx,) ; l-
= lim x, ~lim k , odnosno X" = x" = 21522_

1lim x K
K+ ko F'(xk) F'(x")

kbes k+1

tj. F(x")=0, odakle sledi x"=x* 8to je trebalo i dokazati,

Napomena. 2a ocenu grefke pribliZnog korena jednaline
F(x) = 0 va?i opiti obrazac koji se dobija iz sledece teoreme,

)

-

Teor ema, Neka je x” taftna a x  pribliZna vrednost
korena jednaéine‘F(x) = 0 koje su sadrZane u intervalu {a,b].
Ako je pri tome.IF‘(x)Izm1 za agx<b, tada vaZfi ocena

o F(x,)
©  lxmexlelp !
M
Dok a z, Primenom Lagranfove teoreme dobijamo

7 F(x7)-F(x) = (x'-xk)r'(c),

gde se broj ¢ nalazi izmedju brojeva x“ 1 Xy v tj, a<e<h,

Kako je F(x°)=0 i |F(c]|>m,, iz (7) se dobija

-F (xk) = (x ‘-xk)F '(C) ’




odakle je
(8) i?(:xk)lﬂlx’-xkllF’(c)lzlx'-xkl m
1z (8) dobijamo

F(x,)
|x "xk| 'L‘"l:“"'r

Bto predstavlija obrazac (6), &ime je dokazana navedena
teorema, '

Njutnova metoda ima kvadratnu brzinu konvergencije.

Dokaz, Iz (5 je

F(x ) g
(9) X" = x - -F &c) (x"=x )2.
S XTE 2F "(xy ) k

Imajuéi u vidu (3), iz (9) se dobija

. " F"(c) / 2
X Xea1” TETRT ),

- odakle je

Q0 fxrexy) = 3 1B e )2
. ATY (xk)l
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Iz (10) zakljulujemo da Njutnova_metoda zaista ima kvadratnu

brzinu konvergencije.

Pr imer 1. Primenom Njutnove metode naéi pozitivni koren

jednadine

(a,) x3-8x~1 = 0.
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eB8enije, Ovde je F(x)sx3-8x-l, pri &emu je F(2)=-9<0,
F(3)=2>0 8to znali da jednaéina (a ) ima jedan koren u inter-
valu (2,3). Dalje je F“(x)=3x°-8, F“(x)=6x pri emu je |
F7(x)>0 4 F"(x)>0 za 2¢x<3, Za pofetni pribliZni koren jedna-
&ine (a ) uzmimo X,=3 u kom slutaju je F(x )F" (x ) =2,18=36>0,
U ovom primeru 1spunjen1 su svi uslovi za primenu Njutnove metode.
Prema formuli (3) imamo

F(x_ ) Ay F(x,)

% =% = —2— = 3. T3L = 2,894737) x,=x, = ——— =2,888647;
Filxg)  F7(3). 2T pex))
F(x,) :

X=X, = - 2,888986 1 dalje x,=2,888968; x.=2,888969;

3"%" = 6 . 4 5

F (xz) . .

Xg=2,888969,

Ocena grelke pribliZnog resenja x6=2,888969; U nadem sludaju je
F(xg) = x,-8xg=1 = 0,0000068; |F*(x) | =] 3x%-8]>4= m, za 2¢x<3.

Zatq je prema obrascu (6)

0,0000068 .4 40001,

lx'-xslalx'-z;asassglg

Primer 2, Kori¥éenjem Njutnove metode odrediti koren
‘jedna&ine

2 - X = ex = (

koji sé nalazi u intervalu (0,1).

Re$enije , Ovde je F(x) =2-x—ex, pri &emu je\F(o)=1>0,
F(l)=l-e<0, Dalje je F°(x)=-l-e¥, F"(x)=-e* pa je F*(x)<0 i
F"(x)<0 za 0<x<l. Uzmimo x =1. Vidimo da je F(x,)F" (x,)=F (1)
F"(1)=(1l-e) (-e)>0, Prema Njutnovoj formuli (3) imamo:

= - """"Q"’ =] - 2] -e = = - 1
X, =X P oy 1-_Jog =0,537883; x,=x, -

F(xl)
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= 0,445617 1 dalje x,=0,442857; x,=0,442854) x;=0,442854.

Ocena grebske.oOvde je F(x;)=0, 00000103, |F2(x)|=
-|l+exb2-m za 0<x<l, Prema (6) je |x -x5|51~————| odnosno.

<0,00000103, ti. |x'—0,442854|<0,000001.

'lx'wxsl =

Primedba, Kad jedna&ine

x = f£(x)

gde iterativni proces glasi

= f(x (k'O,l,Z,...)

Xy 41 Kk

a koja se moZe napisati u obliku

x-f(x) = 0,

)

ocena grefke (6) svodi se na

- (67) X ‘=X, € ljiﬁﬁl:fﬁj. ’
.k l-q

gde je |[£°(x)|<q<l 1 agf(x)<b za a<x<b kao i asx“<b.
Kako je u ovom sluZaju |xk+1—xk|sq|xk—xk_l| to se (6°)

svodi-na
Al %%y |
l-q

(6.“) 'X‘ "kuS
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Njutnova metoda za sieteme nelinearnth jedha&ina
Posmatrajmo prvo sistem od dve nelinearne jednatine

(1) ‘ Fl(x,y) = 0
Fz(xfy) = 0

gde su funkcije F1 i F2 realne i neprekidne zajedno sa svojim
parcijalnim izvodima prvog reda u oblasti D odredjenoj sa

\ aIstbl, aZSysz u kojoj se nalazi jedno izolovano reSenje
x° y°. Neka Xer Yy predstavlja jedno pribliZno re3enje sis-
tema jednadina (1). Ako sa Axk i AYk ozna¢imo redom popravke
pribliZfnog resenja Xper Yy do ta&nog re3enja x°, y’ imacemo

(2) .x == xk+Axk

Yy ™= y, ty,

Ako vrednosti (2) uvrstimo u sistem (1) dobidéemo

-

(3) Fl(xk+Axk,yk+Ayk)=o
Fz(xk+Axk,yk+Ayk)=0

Uz pretpostavku da su Axk i Ayk male veli&ine, primenom Tajlo-
rovog obrasca na leve strane sistema (3), zadrZavajuéi se samo

na linearnim &lanovima, dobicemo -

oF, oF |
F) (0 )+ (5= A%yt (55=) Ay = 0

(4)
, 3F2 3F2

Ako (2) i (4)'napi§emo u matri&nom obliku, imademo
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o <> <yk><>

oF -~ QaF

) 1 ‘
% 3y bx, Fy }
(6) . : | |
' 3F2 . OF '
2\ ps F
oX oY /K Yk 2 k

gde indeks. k uz napisane matrice oznalava da survfédnostiw o
funkecija F1 i F2 kao i njihovih parcijalnih izvocda posmatrane
za X =X, Y =Y. sada iz (6) dobijamo '

-1 v
Ax, oF, 3F,
(7) a | OX 5y F,
byy 3F. OF F
2 9F, 2/,
x 9y Kk -

Na ovaj na&in dobili smo pribli%ne vrednosti popravki Axk, Ayk.
Ako (7) zamenimo u (5) dobidemo nove pribliZne vrednosti za
refenje x°, y° sistema jedna&ina (1) koje demo oznaliti sa
Kyp1r Y41 pa ¢emo imati

4 -1
« IF oF .\ ™7
) 4 X S 1 1l
{8) k+l) . k} - 3% oY (Fl
Yiel Y| larF 3F P -
2 2] \F2 -
_ / e W’/ \ ¥k (k=0,1,2,...).

Ako stavimo

(9) L -
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tada se (8) svodi na

(10) - Xx+1 Xk

= - W
y y k F ‘
k+l k 2 k (k=0,1,2,...)-

"Formula (10) naziva se Njutnova formula za izrafunavanja
pribliénih/re§enja Xe01? Y4l (k=0,1,2,...) sistema neli-
nearnih jedna&ina (1), polazeci od pofetnog pribliZnog
reSenja X Y qe

Kada se radi o sistemu od n nelinearnih jedna&ina, tj.
o sistemu jednac&ina

(ll) ’ Fl(xlyxngo.'xn) = 0

Fz(xl,xz,...,xn) =0

]

tada Njutnova formula glasi

xl(k+1) xl(k) F,
(12) (k+1) | _ (x) | _ =1/
Xy X | =W | B2
xn(k+1)» xn(k) F (
) . . k (k‘o,l'zpocl)'
gde je sada :
oF)  3F, o, 1
ﬁ \ CRS) 9X, 9X
(13) wl=| 3Fy F, aF,
ax;  ix, | ax
a& } . -aoxz. o o ® xn
F
.....-P— Fn PREP aFn

n
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Pr imer., Primenom Njutnove metode naci pribliZne vred-
nosti pozitivnog reSenja sistema jednalina

(a) | x2+y2-l = 0
x4—y = 0

Re 5enje. Ovde je

(b) F'l(ac.d()'==z x2+y2—1

F,(x,y) = x?-y

odakle je
.3Fl ,BFl ‘
. ' = 2X, Y = 2y
(c)
.8F2 - 4x3, an -

Za poletno pribli¥no refenje sistema {ai uvzmimo x =1, yo=1‘
za x=x°=1, y=y°=l iz (b) 1 {(c) u skladu sa (3) imamo

) 1\ ., [z 2\% [ =2
= wO = = c-I.o.
\F 0 4 -1 -4 2

pa iz formule (8) dobijaﬁc
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Ssada za x=x1-0,9; y=y1=0,6 iz (b) 1 (¢) kao 1 (9) imamo
F 0,17 | 1,8 1,2\t 1
1 - ’ w_l LS Le Sy -1 -1,2
F 0,0561/, ® 2,916 -1 ~5,2992\ 5,916 1,8
2/, | |
“l -1'2

= -0,188708
; -2,916 1,8},

pa iz formule (8) dobijamo

X, )\ , - ' |
\} 1) 41| 1] =(9?) +0,188708

Yz/ ¥, A\F, . 0,6 -2,916 1,8/ \0,525510/,

tj. x, = 0,855216; y, = 0,5255510.

Dalje, za x=x,=0,855216; y=y2=o,525510 imamo

~ [o,007555\ _, -1 -1,051020
- Wl = -0,230410 -

Fy

F
2/,

pa iz formule (8) dobijamo X3 = 0,851192 tj.

\vy/ \0,524870 /,

x4=0,851192; y3=0,524870.

Zadacet:

1) Re#iti sistem jednalina

e X_y+l = 0

2oy = 0




42

2) Naéi pozitivno redSenje sistema jedna&ina:
x3-7x2y = 2

xy = 1

Modifikacijaiﬁjutnove metode

Kod primene Njutnove

u odredjivanju svaki put nove inverzne matrice w;l date u (13)
za k=0,1,2 itd. Zbog

toga se moZe primenjivati modifikovana
Njutnova metoda koja je izraZena formulom

(k+1) (k) !
(k+1) (k)
(14) xz = xz - w"l FZ
x X F
n t n ‘ n J]s (k"‘o,l,z, ooo)

Formula (14) je jednostavnija od formule (12), jer se u njo]
inverzna matrica W'l koja se odnosi na poletno pribliZno re-
Senje x{O), xéo),...,xéo) ne menja., Medjutim, primenom formule
(14) sporije se pribliZavamo ka re3enju sistema jednadina (11)
nego u slufaju primene formule (12).

metoae (12) najvede tedkode javljaju se
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GAUSOVA METODA ZA RESAVANJE SISTEMA LINEARNIH JEDNACINA.

ga sisteme u kojima se javlja vide od tri jedna&ine Kramerove
formule sa determinantama nisu podesne zbog obimnog radunanja.
Zato se u ovakvim slucajevima primenjuje Gausova metoda elimi-

nacije koju demo ovde izlo%iti.

Neka je dat sistem,jednééina:

(1) ajX) * aj,X; ta3Xy

i NS W G e e W e B S U G G S S S B G G . e e = it a0 WIS Y s G N URP S S WS S e SN

‘Posmatrajmo slu¥aj kada je m2n, tj. sludaj kada broj jedna&ina
nije manji od broja nepoznatih. o

Pretpostavimo da je all#o. Pomno%imo prvu jedna&inu sistema (1)
a

sa - EZL i tako dobijenu jednadinu dodajmo drugoj jednacini
11
a
sistema (1). Zatim prvu jednainu sistema (1) pomnoZimo sa —gzl
' 11

' { tako dobijenu jedna¥inu dodajmo trecoj jednadini sistema (1), 1tc

Na ovaj naZin dobija se sistem jednadina

Ay Xyt Ay, Xy Ay Xy teat Ay, X, = by
(O, 4 (1) ), _ ()
a22 x a23 X3 +.0et a2n xn bz
(2)
WL (@ 1), _ (D
a3 Xy + 833 X3 *e..t a3 x, = by
(1) D, 4 e ay ap®

am2 X2 + am3 X3 mn “n m
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Ako je a(l)fo, primenidemo isti postupak eliminacije na
sistem od poslednjih m=1 jednacina sistema (2), kako bismo
eliminisali nepoznatu X, iz poslednjih n-2 jednadina.

Na ovaj na&in dobija se sistem jednafina

+ta; x3tota

a)) X3 + 8,5 X% in *n = Py
() (1) (1), .,

2z Xy v A,y xy de.tay, %, 2
(2 (2). _ .(2)

833 X3 *e.ot 85,7°x, = b3
(2) (2): _,(2)

koji je ekvivalentan sistemu jedna&ina (2).

Nastavljajuéi ovaj postupak, posle (n-1) -ve eliminacije dobija
se sistem jednalina

\

] Y2y Xp H a3 Xy in *n = Py

£ T C ST v, _ (1)
C8y0 %y +ay3ixy te.tay Tx, = by

(2) (2), _ ,(2)
33 x3 +.00t &3n n b3

(3) S , (n-l)x - b(n -1)
: ®nn

(n-1) _ _ ,(n-1)
n+l, nxn bn+1

a x +...+ a

11

Sistem (3) je jednostavan za re3avanje 3to ¢emo pokazati na
sledefem konkretnom primeru. Pre toga dajemo nekoliko napo-

mena,
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U sistemu (3) gornji indeks i oznafava da su odgovarajuéi
koeficijenti dobijeni posle i-te eliminacije. Pri tome je
svodjenje sistema (1) na ekvivalentan sistem (3) izvedeno
pod pretpostavkom da je

(1)

5 (n=2)
a]_l#O, a22 #0'000' a

n-l'n

#0.
Ako se posle (i-l)-ove eliminacije dogodi da je aii-l)no,
tada treba i-tu jedna&inu toga sistema zameniti nekom j-tom
jednadinom (j=1i+1, i+2,...,m) u kojoi je agifl)#O»i postu~
pak eliminacije nastaviti kao i ranije., Ako je

a(i-—l) (1i~1) (1i-1)

a = a

14 T 241,10 T e

nepoznatu Xy treba uzeti proizvoljno i sistem (1) posmatrati

kao sistem od m jedna¢ina sa n-~l nepoznatih,

U posmatranom sludaju kada je m>n, sistem (1) ima reZenje
ako i samo ako je ' ‘

(n-1) (n-1) (n-1)
(4) Pn Y
a (n=-1) a(n--l) et aln—IS *
’ nn 4 n+l mn

Ako jep m>n i ako ne vaZe jednakosti (4), sistem (1) nema resSenije,

Kada je u sistemu (1) broj jedna¢ina manji od broja nepoznatih,
tj. kada je m<n, postupak je isti samo 3to se u ovom slulaju
mo%Ze odrediti najvilZe n-m nepoznatih u funkciji ostalih nepo-
gnatih, '
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Primer . Sistem jednadina

X 0t xy Xy X, = 7
y 3%, -2x, + Xy + Xy = 2
s _

)
l =
2x1 + Xy = Xg +2x4 = 14

xl - x2 + x3 +3x4 = 5
refiti Gausovim postupkom ’ I e e

Re 85enije, Drugoj jednalini sistema (Sl) dodajmo prvu
jednadinu posle mnofenja sa =-3. Trecoj jednafini sistema
(Sl) dodajmo prvu jedna&inu posle mnoZfenja sa -2, Cetvrtoj
jednac¢ini sistema (Sl) dodajmo prvu jednadinu posle mnoZenja
sa ~1, Na taj nac¢in dobijamo sistem

Xy + X, + Xg = X4 = 7

' ~5x2 - 2x3 + 4x4 =-~19
' -X, = 3x3 + 4x4 =

-ng + 0x3 + 4x4 = =2
koji je ekvivalentan sistemu'(sl).

Ako sada tredoj jednaéini sistema (S ) dodamo drugu jednalinu
posle mnoZenja sa =~ 5, a Cetvrtoj jednaéini sistema (S. ) dodamo
‘drugu jednaédinu posle mnoZenja sa = 5, dobicemo sistem jedna-
¢ina

X, + x., + x3 - x4 a 7

)
-5x2 - 2x3 + 4x4 =19
(s3) | o133 . 164

4

12, 28
X3 *IE 7 3
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koji je ekvivalentan sistemu (Sz) i sistemu (Sl).

Ako &etvrtoj jednalini sistema (53) dodamo tredu jednacinu
posle mnoZenja sa I%“' dobidemo sistem jednaclina

X) v xy; tx3 =%, = T

.—5x2 - 2x3 + 4x4 ﬂf19 |

13 16 19 f
220x B440
%54 65

®

koji je ekvivalentan sistemu (83),‘a isto tako 1 sistemima (sz)
1 (s,). ’

Iz poslednje jednaéine sistema (S ) dobijamo x4 = 2, Zamenom
nadjene vrednosti za x, u trecoj jednaéini sistema (S )e ona
postaije
R AR X

odakle dobijamo Xy = 1. Zamenom nadjenih vrednosti za X, i xs
u drugoj jednacdini sistema (S4) ona postaje

'odakle dobijamo X, = 5., Najzad, zamenjujuéi nadjene vrednosti
za Xy, X3 ix,u prvoj jednalini sistema (84) ona postaje

Xy +5+1-2m= 7{

odakle dobijamo X, = 3.
Prema tome, re3enje sistema (Sl) je

x183'x2-5' x3“1'x4"2.
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" INTERPOLACIJA

Neka su za posmatranu funkciju y=f (x) poznate njene vrednosti
YorYyrsess¥p koje odgovaraju vrednostima x o? X 7 seeeX, neza-

visne pronenljive x, ¥to znafi neka je y=y1=f(x ) za i=0,1,...,n.

Pod interpolacijom funkcije y=f(x) podrazumeva se odredjivanje
njenih pribliZnih vrednosti koje odgovaraju medjuvrednostima ne-
zavisne promenljive x pomoéu jedne jednostavnije funkcije F(x).

Takva funkcija F(x) naziva se interpolaciona funkcija oosmatrané'-“

funkcije y=f(x), Za funkciju F(x) zahteva se da njene vrednosti
u tatkama KorXyreeorXy budu jednake odgovarajuéim vrednostima
YorYyreerr¥y posmatrane funkcije y=f(x), tj. zahteva se da

bude F(x ) =y ==f(xi) (i=0,1,...,n). Na taj na€in funkcija

yef (x) se zamenjuje interpolacionom funkcijom y = F(x).

Za interpolacionu funkciju F(x) najledce se uzima polinom ste-
pena ne vileg od n koja se naziva interpolacioni polinom. |
Njegove vrednosti se u n+l talaka poklapaju sa vrednostima fun-
keije y = £(x), Drugim refima, za F(x) se uzima polinom &iji
grafik prolazi kroz talke Mi(xi?i) (i=0,1,...,n) kroz koje pro-
lazi i grafik funkcije y = £(x), videti sliku. Ove talke nazi-
vaju se ¢vorovi interpolacionog polinoma,




49

U praksi se koristi vi¥e interpolacionih polinoma. Mi demo
gse ovde zadrZati na LagranZovom 1/Njutnovom interpolacionom
polinomu,

" Lagranfov interpolacioni polinom

Neka posmatrana funkcija y = f(x) u tatkama XoeXypeoerX
ima redom vrednosti YoeYyreeor¥y pri &emu je X <X <Cena<X
Polinom .

~

: CA=, ) (X=%,) eue (X=x_) X=X ) (x=%.) 0 ee(x=%_)
(1) F(x) = 1 2 n Yo *+ o 2 n v+
‘ (xo-xl) (xp'xz) se s (xo"xn) (xl-xo) (xl_x.?)"'f (xl"xn)

+A (x-xo)(X"xl) ;<o.o‘(x-xn-v1‘) y
n
(xn"'xo) (xn-xl? c ve (xn"xn_l)

naziva se Lagranfov interpolacioni polinom,

Ako u (l) stavimo redom X=Xy X=X peser X=X dobicéemo
F(x,)=y,/ F(xl)zyl,...,F(xn)=yn; $to znali da se vrednosti
polinoma (1) poklapaju sa vrednostima posmatrane funkcije

y=£f (x) u navedenim tatkama xo;xl,...,xn.

Napomenimo &injenicu da je parovima (x,,Y,), (xl,yll,....(xn,yn),
pri femu je X <X <oeo<Xpy DA jedinstven nadin odredjen Lagraniov
interpolacioni polinom (1). ‘

Kod LagranZovog interpolacionog polinoma (1) tad&ke XorXyreeerXy
moraju biti razlilite a njihova medjusobna rastojanja mogu biti
razli&ita 111 pak jednaka.
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Primer, Lagranﬁov interpolacioni polinom &iji grafik
prolazi kroz tadke M (1,-1), M, (2,0), M (4,3) 1 M (5, 6)
glasi

(x=%,) (x=x,) (x=X;) (x=x_) (x=x,) (X=x)
F(x) = 2 K] yo + o 2 3 Yl
: (xo 3 )(x xz)(x x3) (x1~xo)(xl-x2)(x1-x3)
+,(x-xo)(x~xl)(x-x3) v+ (x-xo)(x-xl)(x-xz) v
) o p
(xz-xé)(x2~x1)(x2-x3>' 2 (x3~xg)(x3-xl)(x3»x2)_ 3
odnosno .
_(x=2) (x=4) (x=5) _,y (x 1) (x-4) (x-5)
+ (x=1) (x=2) (x=5) 3 4+ (xwl)(x-2)(x~4) 6
(@-I) (3-2) (4-57 ° - B=I) (5- ’

odakle se posle sredjivanja dobija

\

(2) F(x) = i%xB-ls 2+§%x %2.

Na taj nadin, funkciju y=£f(x) &ije su vrednosti y=y°=-1 za
_x=x°=1, yzylno za x=xl=2, yny2z3 za x=x2=4 i y=y3=6 za xax3=5
zamenjujemo interpolacionim polinomom (2). Iz dobijenog inter=-
polacionog polinoma moZemo nadi njegove vrednosti izvan datih
.&vorova, Tako, na primer, za x=3 iz (2) dobijamo F(3)=1,16667 pa
‘Ju ovom slu&aju za funkciju £(x) uzimamo £(3) = F(3)=1,16667.

Ocena gre3k e, Ako je posmatrana funkcija y=f(x)
diferencijabilna n+l puta i ako stavimo

MG = (x=x ) (x=%)) o o0 (x=X_)

tada za razliku

R(x) = £(x) = F(x)
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koja predstavlja grelku 1nterpolacije u intervalu f{a,b] vaZi

ocena
(3) |R(x>|<'i;§IT,|n(x)|
gde je M = max |£ D,

a<x<b

'z adatak ., U sledefo] tablici dati su logaritmi brojeva
100,105 i 110, Pomocu Lagranfovog interpolacionog polinoma
naéi logloOz, :

| * ,\yinlogxi
100 2,00000
105 |2,02119
110 2,04139

N~ Of -

Re$enije. Prema (1) u ovom sluaju za F(x) se dobija

N

(x=105) (x-110) - (x=100) (x-110)
~75 - HE «2p 02119 +

(4) F(x) =

(x-lOO)S(()x-].OS) ‘2' 04139.

Za x=102 iz (4) dobijamo F(102)=2,008595, tj. logl02=2,008595.

rana vrednost logl02 na Sest decimala iznosi 2,008600.
J -
Ocena gre 8 ke.U na§em slufaju posmatrana funkcija

je £(x) = logx, za koju je £ (x) = lloge, £ x)--—?loge,

f(3)(x) = ~§loge gde je n+l = 2+1 = 3 1 gde Jje
x

MN(x) = (x=100).(x=105) (x~110). Za 100<x<110 Jje

M = max|£3) (x)| = max-2y . 0,43429 = —2. . 0,43429<0,00001.
X

100
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palje je |[}1(102)| = 48, pa prema obrascu (3) imamo

IR(102) |¢ 2039091 | 48 = 0,00008<0,0001.

- Konadne razlike

Posmatrajmo funkciju ay-f(x) definisanu u intervalu (a,b)
Neka su x ,xl =X +h, X =X +2h,..,xn=xo+nh (n=0,1,2,..) tacke
koje pripadaju intervalu[a,b] koje se nalaze na jednakim
rastojanjima h, Ova veli&ina h naziva se korak,

Neké x 1 x+h predstavljaju dve susedne talke niza

(1) X, = xo+nh (n=0,1,2,...).

: \
Tada se razlika

(2) . Ay = Af(x) = f(x+h) - £(x)

naziva konaéna razlika prvog reda funkcije y = £(x).

Lako se dokazuje da za kona&nu razliku prvog reda vaZe sledeca
svojstva:

1) Ac=0 gde je c konstanta,

2) Akf(x)=kAf(x) gde je k konstanta

3) A(fl(x)tfz(x)) =4 fl(x)tAfz(x)

4) A(klfl(x)+k2f2(x)) = klbfl(x)+k26f2(¥)‘gde su k1 i k2

konstante.

Pomodéu kon&énih razlika prvog reda mogu se definisati i kona&ne
razlike viZeqg reda. Tako se izraz:
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Azf(x)ﬂA(Af(X))-A(f(x+h)—f(#))=Af(x+h)*Af(X) =
= f(x+2h)~f(x+h)—(f(x+h);f(x))=f(x+2h)-2f(x+h)+f(¥),
»tj.'izgaz
(2) .Azf(x)=f(x+2h)-2f‘(x+h)+f(x)
naziva konaénﬁ razlika drugog reda funkcije y=f(x).
Iz konatne razlikg drugog reda, tj. iz (2) dobija se

83£ (x) = (8%£ (x) ) =A (£ (x+2h) ~2f (x+h) +£ (x)=F (x+2h) -

~2AF (x+h} +A€ (x) = (£ (x+3h) ~f (x+2h) ) =2 (£ (x+2h) -
—f£ (x) )+ (£ (x+h) ~£ (x)) = £(x+3h)=3£(x+2h)+3f (x+h) -
- £(x), |

~odnosno
(3)  A3£(x)=£ (x+3h) =3£ (x+2h) +3£ (x+h) -£ (x)
fto predstavlja kona®nu razliku tredeg reda funkcije y=f(x).

S1i¥no, za kona&nu razliku reda k, tj. za hkf(x)=A(Ak°lf(x))
dobija se

8% ¢ (x) =€ (xerkn) k£ fer (k-1)R] +5ETE £ heek-20i] 4oL+ -1 RE G0

Eto se mo¥e napisati u obliku

| D
(4) A% = £ (-1 £ Gee (k-0 8],
1=0
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Kao 5to se vidi iz obrasca (4), kona¢na razlika reda k funk-
cije y=£(x) u talki x izralunava se pomocu njenih vrednosti
u tatkama x,x+h, x+2h,...,xt+kh,

Primer, Izra%unati kona&ne razlike prvog, drugog i -
tredeg reda funkcije yuf(x)=x3.

Re 8enije, Ovde imamo Af(x)ﬂbx3m(x+h)3~x3wx3+3x2h+3xh2+h3«x3,
ti. Ax3 = 3hx%+3h%x+h3,

palje je 82,320 (bx3) =5 (3hx?+3nZxth? )=3hAx2+3h2Ax-3h((x+h) -x?) +

3 2

+ 3n? (Gerh) =x) =3 (x 2 4 2hx+h2-x )+3h =6h x+6h3, t9.

22x3=6hn2x+6h3

odavde je A3x3=A(6h2x+6h3)=6n2Ax=6h2(x+h)x) = 6h° t3.

83x3=31n3,

A}

Za funkciju y==f(;:)==xn je
Anx“znlhn = const,

~ dok je

An+1xh -

Uop§te, za polinom stepena n, tj. za polinom

n -1
P(x)canx +a 1¥ +...+a°
je

AnP(x)=n!anhn = const.
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U praksi je Zesto potrebno izrafunati vrednost funkcije
y=£(x) u ta¥ki x+kh poznavajuéi njene kona&ne razlike u
tatki x polev od reda 0 do reda k., (stavlja se A°f (x)E£(x)).
Pre svega, iz Af(x)=f(x+h)-f(x) Je )

(5) f(x+h)=£f(x)+Af(x).

Iz (5) Je

Af (x+h) =A (£ (x)+0f(x)),

t5.
£ (x+2h) =f (x+h) =Af (x) +A2£ (x)

odakle se, s obzirom na (5), dobija
(6) £ (x+2h) =F (x) +2A£ (x) +b%£ (x) .

Iz RG) je
Af(x+2h)=A@(x)+2A'f(x)+A2f(x»
t3. £ (x+3h) =f (x+2h) =Af (x) +282€ (x) +83£ (x)

odakle se, s obzirom na (6), dobija

(N £ (x+3h) =£ (x) +30£ (x) +342¢ (x) +83£ (x) .

 Imajuéi u vidu (5),(6) 1 (7) nije teXko zaklju¥iti da vaZi
obrazac

f(x+kh)=f(x)+I§Af(x) + El§§£lazf(x)+...+akf(x)

koji se moZe napisati u obliku

.
(8) . f(x+kh)m ¢ (DA'E(x)
4 i=o '
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Tablica razldika, Neka su za neku funkciju
y=£(x) utabliene njene vrednosti yiuf(xi) za tacke

N (1=0,1,2,...) koje su rasporedjene na jednakim rasgqja~
njima h, Sto znali za koje je xi+l—xiah=c0nst.

" Za kona&ne razlike prvdg, drugog, tredeg,..., n-tog reda
. sada imamo: '

By =¥ 41-Yy

2
A%y =Ayy =AYy

3. a2, _x2
o PRl TS Rl £

An gAn-l _An+l

Yi Yie1™® ¥y

Ako u obrascu (8) stavimo X=Xy tada je x+kh===xj+kh==xj_‘,k pa je
£ (x+kh)=£f(x '

AN

34k =¥ 34x°

U ovom slucaju obrazac (8) svodi se na
9 vy, = C)ady, ey, eckay,s —zr—Ak‘k'i’ 2y b0 ea
jek TE () ATYyTYITAY Yybeoothiyye

‘mablice kona¥nih razlika, prema na&inu zapisivanja mogm biti
horizontalne i dijagonalne.

x |y |ay [a% 1ady laty x |y lay 1a%y a3y iy
g N 4 . .
X, | Yo | AYo 8 Yg A3Y° AY, X, | Yo
2
x 142 x v |t Yo 3
2 Y2 AY2 A Y2 2 Yz AYZ 2 A YO 4
RS B R A

X3 | Y3 | 4Y3 ¥3 | ¥3|8Y3 5 |47y,

X4 | Yq X4 | Y4
Horizontalna tablica Dijagonalna tablica

konadnih razlika kona&nih razlika
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Primerxr . Za funkciju y-x3-x2+2x+1 sastaviti horizontalnu
i dijagonalnu tablicu kona&nih razlika uvzimajudéi X,=0, h=1 1
n=5,

Re 8 enj e, ReSenje ovog primera prikazano je u sledeéim
tablicamas

2

%] v | Ay Azy Aay x| yl| Ayl A%y A3y
o] 1| 2| 4 6 of 1| ,
4
1] 3| 6|10 | 6 1l 3| - |6
2| 9116 |16 6 21 91046 10 6
3| 25 |32 |22 3025 |5, |2¢ |6
4| 57 |54 4|57 |5, |%? |
51111 5 111 L |

Neka je za funkciju yﬂf(x) kod njene vrednosti y, napravljena
greska koju €emo ozna&iti sa €, Tada tablica kona¢nih razlika
posle unofenja greske € glasi -

x y | by _ .Azy_ . .A3y ,
*a-2 | Yn-2 |
by _
*n-1 | Yne1 n-2 Azyn_2+e 3 5
' Ay, ,=-3€]
) Y. 1Y€ 2 - n-2
X yn+e A n 1 A Yp-1 2€ | 5
x Ayn-e' Azyn+ e. |8 ¥p1*3E
n+l | Yn+1 »
. Ayn+2
*n+2 Ynez

Ako su, na primer, druge konalne razlike pribliZno konstantne
(imaju pribliZno istu vrednost), sem onih koje se odnose na
Yot Yp-1 i Ype2" U tom slucaju za Adyn_l uzimamo
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1oy a%y =3 [(Azyn“2+e)+(Azyn_l—26)+(A2yn+e)]~

2 2 2
A yn_2+A yn_l+A Yn
3 L)

Za gredku € vrednosti Yn uzimamo pri tome

1,2 2
(11) e =g Wy -8y ).

Greska (l11) se uzima sa onoliko decimala kao i sve ostale
veli&ine date u tablici. ,‘

Primer .U sledefoj tablici prikazane su koli&ine razlike
jedne funkcije y=f(x). '

x| y | Ay AZY
10

0 5 )
1|15 ;
2 | 22 3

10 5 | .
3 | 32 -

8 8 -

4 | 40.

16 1
5 | 56 -
6 | 71 15 2
7 | 88 17
8 (107 19 2

21
9 {128 .

U ovbj tablici konadne razlike drugog reda su medjusobno prib-
li¥no jednake, sem razlika A2y3,_A2y4 i,Azys.

zZato, prema (10), uzimamo sada
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Prema (11) dobijamo e= %(A2y4-A2y4) 3'%(8-2) = 3,

gada nova popravljena tablica kona&nih razlika glasi

x| y | Ay a3y
0| 10| )
1] 15
7 3
2| 22 .
10 1
3| 32
4| 43 - 3
13 )
5 | 56
6| 71 15 2
\ 17 5
71 88
8 |107 19 2
21
9 |128

Kod ove tablice kona&ne razlike drugog reda su pribliZno jednake
medjusobno (pribli¥no konstantne).

Njutnov interpolacioni polinom

Neka su za funkciju y=£f(x) date njene vrednosti

yozf(xo), ylsf(xl), yzéf(xz),.}., yn=f(xn) za podjednako uda-
‘1ljene vrednosti x_, xl=x°+h, x28x6+2h,...,xn=xo+nh nezavisne
promenljive x. Kao %to smo ranije napomenuli, postoji jedin-
stven interpolacioni polinom F{(x) stepena ne vileg od n takav
da je F(xi)=f(xi) = Yi(i=0,1,2,.,.,n). Jedan takav polinom

je LagranZov interpolacioni polinom &iji smo oblik zapisivanja
Yideli ranijé. Njutnov interpolacioni polinom je polinom F(x)
takodje stepena ne viZeg od n napisan u drugom obliku i za
koji Je takodje F(xi) = f(xi) = yi(iﬂo,l,z,...,n),
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‘Njuthov interpolacioni polinom je polinom oblika

(12) F(x) = ao+a1(x-xo)+a2(x-xo)(x—x1)+a3(x—x°)(x-&l)(i“x2)+ e

+an(x“x°) (x"'xl) (X-xz) s e e (x_xn_l)
gde se koeficijenti 8,803,000 B, odredjuju iz uslova

F(xi)zf(xi)syi (1=0,1,2,...,0) uz koriSéenje konadnih raz-
lika funkcije y=£(x).

Za x=X, poito je F(xo) = Yo iz (12) se dobija

=
ao YO.

Za X=Xy, AV, posto je.F(x1)=yl, iz (12) se dobija y1=y0+a1h,
¥3Y, |
odakle je a, = —g— tj..
. . Ay
o)
\ . al = ~h
,Ayo
Dalje, za X=XKyp 3,=Yor 8, = ITH. posto Jje F(xz) = Yoo iz (12)

se dobija y, = y_+2y_+2a,h?, odakle je

2a,h% = yomy <28y = y,-y =2(y,-Y,) = ¥,m2¥ )ty =A%y,

tj. 2a2h2 ?Azyo.'Iz,poslednje jednaéine nalazimo

a2y
a = ""-g‘o
2 Jin

tStavljajuéi dalje redom X=X xmx4,...,xﬁxn, iz (12) se dobija

= a = “"’"“"T' LI I O a
23 3lh3 ! 4 41h n ntnh"
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zamenjujuéi ovako nadjene vrednosti koeficijenata a_,a,,a,,

Bireeerd U jednaéini (12) dobija se polinom
(13)  F(x) + Mo ( )+ By" ( ) ( YHauot Any°(' ) ( )
X £ y L — WK me X H=X = e o K= K=
"% 1in ol" m? © 1 nlh ° 1

coe (x'xn_l)c
ovaj polindm naziva se prva Njutnova interpolaciona formula.

Lagranfov interpolacioni polinom sastoji se od (n+l) sabiraka.
Svaki od tih sabiraka je jedan polinom stepena n i u prakti-
&nom radunu ni jedan od njih se ne moZe zanemariti.

Njutnov interpolacioni polinom (13) sastoji se od (n+l) sabi-
raka, pri emu je prvi sabirak polinom stepena 0, drugi sabirak
polinom stepena 1, treéi sabirak polinom stepena 2,444y pPOsle-
dnji sabirak polinom stepena n. Koeficijenti uz ove polinome
sabifke sadr?e kao mno%itelje kona&ne razlike odgovarajuceg
reda, Sa porastom reda konalne razlike se naglo smanjuju. Tako
smo u moguénosti da &lanove u formuli (l3)yizostavimo kada su
oni dovoljno mali, 3to je od velikog prakti&nog znalaja.

Ako se uvede smena

X=X : : :
—E“"" = t' tjo x=xo+th'

tada je
X=X x=xX _=h X=X :
R b R 1 =t-l
,x.--xz-= x—xoqzh _ xfxo g e ted
h h "h

X=X x=x_-(n-1)h  x-x
n-1 . © = —2 ~(n-1) ‘= t-n+l
‘h h. h
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U ovom slufaju formula (13) svodi se na

t(t"l)Azy ...+ t(t“l) . e (t"n+l) Any

o nl o

(14) F(x_+th) = y_+ 1rAv+

i predstavlja konani oblik prve Njutnove interpolacione formule.
" Formula (14) naziva se jo3 i Njutnova interpolaciona formula
~za interpolovanje unazad.

Primer, U sledeéoj tablici dati su logéritmi brojeva
100,105,110,115,120 i 125 u kojoj su izra&unate i konaZne
razlike do tredeg reda, Nacéi 1logl08.

x =logx Ay ,Azy A3y
100 2,00000 2119 -99 10
105 2,02119 2020 -89 6
110 2,04139 1931 | =83 8

115 | 2,06070 1848 | =75
120 | 2,07918 1773
125 | 2,09691

Re $en3je. Prema tablici jé h=5; Stavimo x°=105, x=108,
Kako je x=xo+th, £j. 108=105+5t, to odavde dobijamo

-t ﬂ»g = 0,6, Ako ove vrednosti zamenimo u formulu (14) do-'

"biéemo

1ogl08 = F(108) = 2,02119+40,6,0,02020 + QLE%ZQLil . (-0,00089)

{‘0,6(-2,4)(-1i4) . 0,00006 = 2,03342,

Prilikom nalaiénja vrednosti 1ogl08 pomoéu formule (l4) koris-
tili smo kona&ne razlike prvog, drugog i tfeéeg reda, Ako bismo
hteli da nadjemo na primer logl22, onda primenom formule (14)
mogli bismo uzeti u obzir samo konadnu razliku prvog reda,

Eto je odigledno nedovoljno. Za ovakve slufajeve, tj. za odre-
djivanje vrednosti funkcije za medjuvrednosti nezavisne promen-
ljive koje se nalaze pri dnu utabli&enih vrednosti sluZi drugi‘
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Njutnov interpolacioni polinom za 1nterpolovanje'unaprea.
Ovaj polinom je oblika '

(15) F(x)ia©+a1(x-xn)+a2(x-xn)(x-xn_1)+;,,+am(xqgn)(x-xn_l)...

‘x’xl) -

Njegovi koeficijenti a_,2,,a8,,...03) odredjuju se iz uslova

F(xi) = f(xi) = yi‘(i”"n' n=l, N=2,.044 lpo)n
Za x=x, poito je’F(xn)=yn, iz (15) se dobija
8o = ¥pe

Za K=K Ly a,=Yy po¥to je F(xn_1)=yn_1, iz (15) sa dobija

LYY |
yﬁ'lmyn-alh' odakle je al = —B-BE~£, Sto moiemo napisati u
chliku ,
_Ayn_l
&y *1TR
by Ay -y
- ey . _In-1 _ "*“n “n-1 :

Za X=X, _or 8,%Yp0 3) =TTR T T h posto je

. = v\ = - ' 2
Fx, o) = Y20 iz (15) se dobija vy _,=y, 2(¥h-yn—l)+232h’

yn’zyﬁ—1+yn-2 "
odakle Je a, = > , ¥to moZemo napisati u obliku
7 2h _ _

2
A yn-2

a, =
2 oh?

Na sli¥an na&in dalje se dobija

4 n
3 & Y4 A Yo

) Y-\ »‘a el S 00 8 a = .
83 ~ g ! 4 41nt " pm®

3th
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gzamenjujuéi ovako nadjene vrednosti koeficijenata
.ao,al,az,...,an u jednadini (15) dobija se polinom

2

AYy 1 (x- A ¥n. |
n=l (=X )+ T2 (e ) (xmx, M Heaot

(16) F(x) =y_+
n 21h 1

n

AY,
= (x=x ) (=% _

<4
nlh n | n-1

) . ‘lo (X"xl)

koji se naziva druga Njutnova interpolaciona formula. e e b ]
Ako se uvede smena

X=X
‘E‘B = t 111 x=x_+th,

x—(xn-h) x-xn+h X=X

F "k -~ "k ~h S+ 1= el

X=X 5 x=(x_=2h) Cx=x +2h X=X

R~ 2 T h s SR

é-x x-(x -{n-1)) x=x_+(n=1)h X=X
h * = —Tg = —% = - + n-1 = tn-l.

U ovom slu¥aju formula (16) svodi se na

' - t t(t+l),2 St(t+]) .. brn-1) "
(17)  Flxptth) = ybypd¥yy * ——7"""A Yp-gtee? —=2 Yo

" nl

i'predstavlja kona®ni oblik druge Njutnove interpolacione formule
za interpolovanje unazad,
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Prime r, Koristeél prethodnu tablicu naéi logl22,

Re 5enije, Prema prethodnoj tablici je h=5. Stavimo
xn=125, x=122, Kako je x=xn+th, t3y, 122=125+45t, to odavde

dobijamo 3
. t B e S=’0'6.

Ako ove vrednosti zamenimo u formuli (17) dobicemo

logl22=F (122)=2,09691+(~0,6),0,01773 + “ofg"°'4.(-o,ocovs)

+ ("'0'6) 00,4;1\'4
6

. 0,00008 = 2,08636.

Napomena, 32a izradunavanje vrednosti funkcije F{x)
za one vrednosti nezavisne promenljive x koje se nalaze iz-
mediju Xy i Xy4q O prvoj Njutnovoj interpolacionoj formuli
(14) za x, se uzima Xy iz tablice koje prethodi velilini x,
dok se u drugoj Njutnovoj interpolacionoj formull (17) =za X
uzima x, ., iz tablice koje sledi iza veli&ine x, kao 5to je
to uradjenoc u prethodna dva primera. '
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NUMERISKA INTEGRACIJA

Ako je F(x) primitivna funkcija neprekidne funkcije £(x),
tj. ako je

SE(x)dx = F(x),

. . ) b
tada se vrednost odredjenog integrala gf(x)dx dobija pomodéu
formule

b
J£(x)dx = F(b) = F(a)
a

koja se naziva Njutn-Lajbnicova formula.

Oovo zna¥i da se izradunavanje odredjenog integrala svodi na
nala¥enje primitivne funkcije. Medjutim, u praksi se deZava
da primitivna funkcija F(x) nije elementarna funkcija, a
nekada kada ona to 1 jeste njeno odredjivanje moZe biti komé
plikovano, U ovakvim sludajevima pristupa se numeri&tom iz-
ra&unavanju vrednosti odredjénog integrala pomoéu raznih
formula koje obezbedjuju odredjen stepen tadnosti.

Mi demo se ovde zadrZati na dvema formulama za pribliZno iz-
radunavanje vrednosti odredjenog integrala,
Trapezno pravilo

Pretpostavimo da je £(x)>0 za xc§x5xl.

Trépezno pravilo sastoji se u tome da se povr3ina ogranilena
jukom krive y=y(x), x osom 1 pravama X=X 1 x=x, koja je

data sa

. %

(1) s = f y(x)dx
X0

zamenl povriinom trapeza ¢ije su strane: deo x ose izmedju

 tadaka x=x, i x=%, ordinate 'y=y°=y(xo) i y=y1=y§xl) i
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tetiva krive izmedju njenih tafaka koje odgovaraju apscisama
X i X, (videti sliku).

Y o y=yix)

Povr$ina navedenog trépeza je

(2) P, = 37 *y,)

A

gde je h = x;-x, yo=y(xo)' YIEY(Xl)o

X
1
Razlika R izmedju integrala / y(x)dx i povriSine trapeza je
. xo )

X
(3) R = [fy(x)dx = »(y +y,).

X

o

Nekayje funkcija y(x) dvé puta diferencijabilna u intervalu
{a,b] koji sadrii talke X ix. '

Razliku R y(3) posmatrademo kao funkciju od h, pri &emu je
R=R(h) . MoZemo staviti ' '

X _<+h

(4)  R(h) = yy(x)dx - g[?(xo)+y(xo+hi].

Xo
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Prvi i drugi izvod funkcije R(h) po h iz (4) bide

R°(h) = y(x +h) - 3[y(x ) +y(x +n)]- By (x_+n) =

Uy xgtn) =y (x )] - B y (e 4n),

(5)  R"(h) = 3 y“(x_+h)= 3y “(x +h)= § y"(x_+n) =

-/~‘§kyf(xo+h),

o

pri &emu je R(0) = o 1 R7(0) = o

Integraleéi (5) po h i primenjujuéi pri tome teoremu o srednjoj
vrednosti odredjenog integrala dobija se

. b L h n2
(6) R7(h) = R7(0)~7 Jty"(x +t)dt = -sy" (c) [tdt = -z y"(c)
\ o . .

gde je xo<c<xo+h.

- Integraleéi sada (6) po h i ponovo primenjujuéi teoremu o
- srednjoj vrednosti odredjenog integrala dobija se dalje

lh h 3

(1) R = R(0)-}/t2y" (c)at = - Ly*(c))reat = - Boym(e))
‘ » - T . : o

l<x°+ho

gde:je X <c

Ako je M, = max|y" (x)|, tada je prema (7)
X € X<X +h » i

' 3
(8) IR(hike]5 ¥, .
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Op&te trapesno pravilo

Za izralunavanije odredjénog integrala

b
fy(x)d
a . |

interval [a,b} podelimo na n Jjednakih delova [xo,xﬂ,[xl,xﬂ yoos
[xn_l, xﬁl i na svakom od njih primenimo trapeznu formulu (2)

Stavljajuéi

“ b~ f’g |
h o= 22 = xgmxgy (=le2e.e.m) 1oy=yOxg)

(inofl' 2' ve - 'n) 1ma.éem°

_h ho., .h |

\

. hy ' B
(9) 2 = 5[y +2 (¥ +Yobes oty VY] -

%a odgovarajudéu razliku R u ovom sluaju imacemo

>

, - ¥In h
Qo) ®r=fy (x)dx-z—[yoﬂ(yl*"yzh..+yn_13+yn]=

3 s
= % [y" (o)) +y " (Ty)+ae 4y ("’n’]
gde je x;_,<cy<xy (1=1,2)c0e M)

ako je M=max |y"(x)|, tada je prema (10)
X EXEX ,

. o3
(11) IRl € 1z ~1nM.

Iz h = E%E Jje n H-Egi. Zamenom Ove vrednosti za m w (11)

dobijamo
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. C ‘ 2
12)  |rl2 B2l oy,

égo predstavlja gornju granicu gredke kada se odredjeni integral
X

n .
Jy(x)dx = fy(x)dx zameni sa (9). Zato moZemo staviti
a X,
X
p h h .
(13) iy(x)axav? [vo*2 (v +ypte s oty g )4y, ]
o

Formula (13) predstavlija Opéte‘trapezno pravilo za izraluna-
vanje pribliZne vrednosti qd}edjenog integrala, pri &emu je

Xy = x°+ih, X, =a, xn=b, hééﬁi, yi=y(xi) (1=0,1,2,...,0).

Primer, PriménOm opiteg trapeznog pravila (13) izra&u-
nati pribliZnu vrednost odredjenog integrala

1'1
Iﬂfmdx
(o]
b-a _ 1-0

Re Sen3je, Stavimo h = = ==

i uzmimo n = 10,

Sl

Imademo h = 0,1, Prema formuli (13)- je

1 .
_t1 .01 1,1 1,17,
A i B EAE v g6 v *ootpyg)¥z]= 04693771,

Ocena grebidk e. 2za funkciju y(x) = I%; je

| 2 ' ’ . 2
y" (x) = ———, pri emu je max [y"(x){ = max —S—y = 2 = M,
. (14+x) , os$x<l osxgl  (14x)

| | 2 :
Prema obrascull2) Je IRIsgL%ELl.z = Qégi <0,002,

Napomenimo da ta¥na vrednost za Ije 1= 0,693147..
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Simpeonovo pravilo

Kada se u odredjenom integralu.

- %
(14) I =/ y(x)dx

*o

luk krive y=y(x) koja prolazi kroz talke M (xo,y ),’ 1(xl,yl),
(xzyz), gde je X =X +h, X=X +2h, zameni lukom parabole

y = F(x) = ax2+bx+c koja takodje prolazi kroz tacke M ,M1 i Mz
tada se umesto integrala (14) dobija integral

) X2
I1 = f F(x)dx = [ (ax2+bx+c)dx
x x

(o] (o]

¢ija vrednost iznosi
(15) I, = Fy_+dy +y,)
A 1 .3 o 1l 27°

Na ovaj na¥in umesto integrala I uzima se njegova pribliZna
vrednost I,. Formula (15) naziva se Simpsonova formula za
pribliZ¥no izra¥unavanje odredjenog integrala (14),
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GreZka Simpﬁonove formule (15) znosi
x ' _

2 h

R =/ y(x)dx - 5(y +4y,+y,),

xo )

koju moZemo napisati u obliku
%, +h ‘
(16) R(h) = J y(x)dx - Sy (x -h)+ay (x) )4y (x +n)]
x.~h
1l

Kada je funkcija y=y(x) &etiri puta diferencijabilna u inter-
valu [?o,xo+2hﬂ, tada se, sli¢no kao kod trapeznog pravila,
polazeéi od (16) dokazuje da je )

; .
a1 R = - By® e

gde je xo<c1<xo+2h. Ako je M, = max |y(4)(x)|
: xosxSx°+2h

tada se iz (17) dobija
: . hs
(18) |[R(h) | < 35 ¢ My

Op&te Simps?Povo pravilo za pribliZfno izradunavanje ovdredjenog

" integrala J y(x)dx, gde je
& |

: ' b-a
a=x_, b=x2m, xi=x0+ih (1=0,1,2,.04p2m) 1 hgiﬁ"

glasi
? () dx=D (y +dy. 4y, ) +h(y +dy by, )+ oot +4 +v_ )
Y (x)Ax 3y +4y 4y o) Hy (Yo ray gty 1+ e o F 3 Y o 2" Y o1 Y 2m

a

5to se moZe napisati u obliku

B
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3

b
h
(19) iy(x)dng[(yo+y2m)+4(y1+y3+...+y2m~l)+2(y2+y4+..fy2m_2i]
7a greSku kod op3teg Simpsonovog pravila (19) se dobija
WO
lR(h)Is%‘U 1M

gde je M = max ‘y(4)(x)L
asxgb

Ako se uzme prethodni primer, onda primenom opite Simpsonove
formule (19) se dobija ’

1 S |
1 0,1 1 ! 1 1 1 1 1 1 1 1
Irmdx = LA A Ly TS LT LY P LT L e

= 0,69315, pri'Eemukje a=x_=0, b=x, =x, =1,

. b=a _ 1-0 _
h=m =1 -

A

Simpsonovo pravilo daje vedu tafnost od trapeznog pravila,

 Napomen a. Ukoliko je korak h manji, tj. ukoliko je
interval [a,b] podeljen na veci broj jednakih podintervala,
tagnost je veda kako kod trapeznog pravila tako i kod '
Simpsonovog pravila, |




IZRADA NOMOGRAMA

Nomogrami su crteZi pomoéu kojih se izra¥ava odredjena zavis-
‘nost izmedju posmatranih veliina. Oni omogudavaju da se brzo
i na jednostavan nadin odredi vrednost jedne veliéine kada

su poznate vrednosti ostalih veli¢ina. Pri tome svaki nomo-
gram ima svoju namenu.

Vrednost jedne funkcije f moZemo predstaviti na jednoj liniji
L na taj nadin 5to izmedju vrednosti funkcije f i tafaka
Iinije L uspostavljamo odredjeni obostrano jednozntni odnos.
Linija L na kojoj su predstavljene vrednosti jedne funkcije
naziva se funkcijska skala. Na funkcijskoj skali pored tacke
kojoj odgovara vrednost funkcije £ stavlja se vrednost njenog
arqumenta, (Uporediti skale na slikama a i b za funkciju
£(x) = x3). | o

ottt 1@

Fi T T l|. T T T T '9 ! ! | | ! 16
(o)

e e+

0 1 2 3 4

Funkcijska skala posmatrane funkcije f obifno se cbeleZava
istim slovom kojim se obelefava 1 njen argument. DuZina fun- -
kcijske skale odredjuje se u zavisnosti od varijacije posma-
trane funkcije f£ dok njen argument uzima vrednosti iz odre-
djenog intervala [a,b]. Pri tome funkcija f treba da je
strogo monotona (strogo rastuca i1i strogo opadajuda) u

" {ntervalu (a,b}"
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Pod nomogramom se podrazﬁmeva odredjena veza najlelce izmedju
tri 111 visZe funkcijskih skala. Kada su tri ili viSe datih
funkcija vezane odredjenom jednaéinom, tada cdgovarajuci no-
mogram sluZfi za odredjivanje argumenta jedne posmatrane fun-—
- kcije pomodu poznatih vrednosti argumenata ostalih funkcija.

Mi éemo ovde posmatrati tri funkcije fltu), fziv) i f3(w)
izmedju kojih postoji veza oblika

(1) | £, (W) +£, (v) = £ (w) . ih__f' e

ili oblika
‘ |
(2) fl(u) = fz(v)f3(w). |

ZadrZimo se prvo na zavisnosti izmedju funkcija fl(u),fz(v) i
£3(w) koja je izraZena jednadinom (1).

Neka su prave u,v i w funkcijske skale za funkcije fl(u)'
fz(v) i f3(w) i neka su one postavljene paralelnc u jednoi
ravni, Neka je p rastojanje skale v od skale u, a g ras-
tojanje skale w od skale u. Neka je my jedinic¢na duZina za
skalu u, m, jedna&ina duZina za skalu v, a my jedini&na

- duZina za skalu w,

Neka su U, Vo' wO poletne tadke na skalama u,v,w. Tada odre-
djenim vrednostima argumenata u,v,w funkcija fl(u7,f2(v) i
f3(w) odgovaraju na skalama u,v,w tacke A,B,C (slika 1) &ija
su rastojanja od poletnih tacaka Uo’vo’wc redom

(3) oy = mE ), vy = mpE v, vy =ty
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Iz slidnosti

Pz (¥,=y,) = q:(yy-y,)

odakle se dobija veza

\

: p\r Wo VO
81,1
trouglova AQB i APC (slika 1) je

Y, (P=q)+y,q = y,p

koja se, s obzirom na (3), moZe napisati u obliku

ml (P"CI)

Posle deljen}

f;(u)+m2qf2(v) = mapf,(w),
a sa myp poslednja jednatina glasi

-q) m.q

(4) m, (p 2
T 0 s ) =

" Da bi jednaZi
biti '

na (4) bila identi¥na sa jedna&inom (1), mora

‘ml(p-Q) m,q
. m . = 1' *n-"“-" = 1'
3P 3p\
tj. w
(5) m) (p-q) = m3p, m,q = m,p,
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odakle proizilazi veza

koju mo¥emo napisati u obliku
(6) | qe (P"Q) ‘?mlzmz.

Iz odnosa (6) vidi se na&in na koji se odredjuje poleoZaj skale
W u odnosu na dato rastojanje p izmedju skala u i v i iza-
branih jedini&nih duii m, i m, za ove skale.

s

Ako prvu jedna&inu iz (5) pomnoZimo sa m,, a drugu sa m, i
tako dobijene jednadine saberemo, dobiéemo jednaZinu

m,m,p = (m1+m2)m3p,

odakle nalazimo

AN

S m.m
172
(7) m4

ml-fmz

pPomo€u obrasca (7) odredjuje se jedinina duZ za skalu w
~u odnosu na izabrane jedinifne duii m, im,za skale u 1 v.

Imajuéi'u vidu (7), sada se jednaline (3) mogu napisati u
- obliku

' : )

pomodu kojih odredjujemo ordinate yi,yz,y3 za funkcijske

skale u,v,w.

Funkcijske skale u,v,w &iji je poloZaj cdredjen na osnovu
relacije (6) i na kojima su ordinate yl,yz,y3 dobijene pomocu
jedna&ina (8) predstavlja jedan nomogram za funkcije fl(U)'
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fQ(V), f3(w) vezane jednadinom (1l). Pomodu ovoga nomograma,
poznavajuci arqumente bilo kojih dveju posmatranih funkcija,
moZemo odrediti odgovarajudéi argument trede funkcije u jed-
na&ini (1), Ovo postiZemo na taj na&in %to kroz dve tadke
na dvema funkcijskim skalama koje odgovaraju datim vrednos-
tima argumenata povla¢imo pravu liniju. U preseku ove prave
i treée funkcijske skale nalazimo traZeni argument trede
funkcije,

Primerxr 1, Konstruiimo nomogram za funkciju

L3

(9) 2u + v2 = w

ako se zna da se promenljiva u menja u granicama Ogugl2,
a promenljiva v u granicama 0gvs7, ‘

Re 5en3j e, Funkcija (9) je oblika - (1) gde je

. £,(u) = 2u, £,(v) = v?, £4(w) = w,

Ordinate (8) u ovom slu€aju imaju vrednosti

) 2 - mym, /
(10) Y, = m.2u, y, = m,.v5, y, SEI¢EE . W, . ,

Ako se uzme m, = Smm,'m2 = 2mm, tada e duZina skale u biti

~5.2u = 10u = 10,12 = 120mm. poSto promenljiva u wuzima broj 12
kao najvecu vrednost, a duZina skale v bice 2v? = 2,7% = 98mm
posto promenljiva v uzima broj 7 kao najvedu vrednost,

Rastojanja izmedju skala, prema.(6), uzimaju se sada u odnosu

q: (p-q) = 5.: 2'

dok za Jedini&nu duZinu m, za skalu w, prema (7), imamo

m. = 52 , 10
3 5¥2° 77
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 Jednadine (10) moZfemo sada napisati u obliku

2

10

Yy, = 10u, Y, = 2v~, Yj ’.~7W-

Vrednosti datih argumenata (promenljivih) u,v,w upisujemo

pofed ta¥aka na odgovarajuéim skalama &ije poloZaje odredju-

jemo ordinatama y,,Y,,¥, na skalama u,v,w ratunatim od
1742043
- po&etnih taclaka UgrVgrWy tih skala a na osnovu sledeéih

tablica
u y1=10u
0 0
1 .10
2 20
3 30
4 40
5 50
6. 60
7 | 70
8 80
9 90
10 100
11 110
12 120

<

NGO LY A B WWNNKMDO

g .
W

-
(%}

-
w

-
192}

18
24,5
32
40,5
50
60,5
72
84,5
98

2 y3= l%w
0 0
5 7,1
10 14,3
15 21,4
20 28,6
25 35,7
30 42,8
35 50,0
.40 57,1
45 64,3
50 71,1
55 78,6
60 85,7
65 92,8
70 | 100,0
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. V.
7 W
Mt
71 , 170 +9
S 65
460  lés
87 155
7 {0 16
o s
1l -1 15
_6 o 140 3
5t S
31 120 "4‘ ‘
2 415 ”25
+10
1 - "‘S L2
L4
o+ 10 ¥o

81.2

»

Tra¥eni nomogram prikazan je na slici 2. Pomodu njega moZeno
odrediti argument trede funkcije ako znamo argumente bilo
.koje dve funkcije iz jedna&ine (9). Tako, na primer, za u=10,
v=5 nalazimo w=45, Ako je u=8, w=25, dobicemo v=3,

Posmatrajmo sada funkciju oblika (2), koju mo¥emo napisati u
obliku ' ' ) '

Sy " 00, (50,

Ako su funkciije fl(u). fz(v), f3(w) pozitivne, tada 1ogarit-
movanjem jednaZine (2) dobijamo jedna&inu '

log fl(u) = log fz(v)+1og f31w),
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koja'je oblika jednatine (1), pos3to je jedna funkcija pred-
stavljena kao zbir drugih dveju funkcija, pa za ove funkcije
mofemo konstruisati nomogram na veé opisani nain, ‘

Medjutim, za funkciju oblika (2), odnosno oblika (11), moZe
se konstruisati nomogram tako da se za skale u i v uzmu
dve paralelne i suprotno orijentisane poluprave, a za skalu
w uzme prava koja prolazi kroz poletne tatke A i B skala

u 1 v (slika 3). ‘

Neka je rastojanje AB=a, Na osnovu sli¥nosti trouglova
AEC i BDE (slika 3) imamo

-

Y13Y2 = Y33 (a'Y3) ’

%
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tj. imamo vezu

ayl”le3 = YZY3!

koja se moZe naﬁisati u obliku

Y3 (Y1+Y2) = Yla"

odakle se dobija

¥
« &,

(12) Yy =
Y Y,

Kako je, prema (3), vy, = m £, (), vy, = m,£,(v), to se (12)
moZe napisati u obliku '

| mlfl(u)+m2f2(v)
Ako brojilac i imenilac poslednje jedna&ine podelimo sa

mlﬁz(v), dobicemo vezu

_.fl(u)
.levj 7
= a
.y3 fllui m, *
f2(V’+ﬁI

koja se, s obzirom na (ll) moZe napisati u obliku

f§w) _

(13). Yy = ——f—f—jag .a.
f3(w)+EI

Ppmoéu obrasca (13) izradunavaju se ordina;e Y4 na skali w.

Prema tome, za odredjivanje ordinata Y rY,eYy 22 funkcijske
skale, kada se radi o funkciji oblika (11), sluZe jednaline

’ f3(w)

(14) y, = m £, (), vy, = mE,(v), vy = s a.
£, (w)+-=

3 I,
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Primer 2. Konstruisati nomogram za funkeciju N o

(15) | % - w

ako se zna da se promenljiva u menja u granicama 0£u<600,
a promenljiva v u granicama 0<v<1S.

Re 3en3je, Za dufinu skale w uzmimo a=100mm. Za jédi-‘
ni¢nu dufZinu za skalu u uzmimo mlmo,zs mm, a za skalu v
uznimo jedini&nu duZinu mzwlomm. U ov@m sludaju je

™2 10

1 | .
f3(v) = w, to jedna&ine (14) za odredjivanje ordinata PR E
u ovom sludaju glase ' ‘

- (16) y, = 0,25u, ¥, = 10v, Y3 5;l%9§v.

Vrednosti ordinata Y, ,¥,.¥, iz (16) u zavisnosti od argumenéta
(promenljivih) u,v,w date su u sledeéoj tabeli:

u y,=0,25 u v y,=10 v w Y,= é2%¥ﬁ
0 0 0 0 0 0

40 10 1 10 1 2,4
80 20 2 20 2 4,8
120 30 3 30 3 7,0
160 40 4 40 4 9,1
200 50 5 50 5 11,1
240 | 60 6 60 6 13,0
280 70 7 70 7 14,9
320 80 8 80 8 16,7
360 90 9 90 9 18,4
400 100 10 100 10 20,0
440 110 11 110 15 27,3
480 120 ’ 12 120 20 33,3
520 130 13 130 30 42,9
560 140 ‘14 140 40 56,0
600 150 15 1590 50 55,6
60 60,0
70 63,6
90 69,2
100 71,4
200 83,3
500 92,6
1000 66,2

n = 0,75 = 40, Kako je, prema (15), fl(u)_= u,\fz(y) =v,
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Ove ordinate ucrtane su na odgovarajuéim funkcijskim skalama
u,v,w- (slika 4) i to ordinate y, na skali u pofev od talke A,
ordinate y, na skali v potev od tatke B i ordinate yy na skali
w pofev od ta¥ke A, Pored ovih ordinata ubeleZene su vrednosti
argumenata u,v,w funkcija fl(u)=u, fz(v)av, fj(w)zw, ¢ime Je
konstruisan nomogram za funkciju (15).

520
4801
4hot
4oot

360+

320+

Pomodu ovoga nomograma (slika 4), na primer, za u=260, w=60
dobija se v=4,3, l
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METODA NAJMANJIH KVADRATA

Uolimo jedan predmet nepoznate teZine x, Neka su merenja nepo-
znate teZine x datog predmeta dala n rezultata: XyoXopeearXpe
Za jednu nepoznatu x dobili smo dakle n vrednosti koie ne mo-
raju biti medjusobno jednake, Razliiti rezultati pri tome po-
’javili su se usled nesavrienosti nasih merenja. Pri svakom
merenju mogﬁ se uc¢initi gre§ke koje mogu biti grube, sistemat-
ske i slu¥ajne., Grube i sistematske greSke mogu se uglavnom.
otkloniti, ali ostaju slﬁéajne greﬁke; Zbog toga izmedju prave
Itei;ne x datog predmeta i rezultata merenja Xy9Xop 000 ¥, naB-
taju ddstupanja, Ako ova odstupanja oznafimo redom SAE, yE peae sy
imademo n jednacina

X=X, =E

1 1

‘ ¥=¥n “fn

7a izrafunavanje prave tefine x koristidemo Princip najmanjih

kvadrata. Ovaj princip‘postavlja uslov da zbir kvadrata odstu-
panja bude najmanji. U nasSem slutaju treba da bude

ez +€2 +ouat 62‘ ., - mihimum,

1 2 n

gto znadi treba da bude

| | . |
£(x) = (xmxp) 2 (x-xp) 2oyt (emx )2 = T eexp) 2 = man,

i=]
Funkcija £(x) u ovom sluaju ima minimum za Onu vrednost x za
koju je prvi izvod funkcije f(x) jednak nuli, sSto znali x treba
odrediti iz uslova

n
£ (x) = 2 b (xa—xi) = 0,
i=1
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odakle se dobija

n .
T (x-x,) =0,
i=1
ti.
x-x1+x-x2+¢oo+x-xn = 0'
a odavde
ny = x1+x2+...+xn'
- odakle je
X = x1+x2+,..+xn
n ®

Dakle, prema principu najmanjih kvadrata za pravu vrednost
teZine uolenog predmeta treba uzeti aritmeti¥ku sredinu svih
merenjima dobijenih vrednosti,

Jedanvod problema koji se re3ava metodom najmanjih kvadrata
(korisc€enjem principa najmanjih kvadrata) sastoji se u sle-

decen,
Dato je n jednaéina .
fi(X,y,z,...) =0 (1 1,2,..4yn)

‘sa m nepoznatih x,y,z,;..,'pri gemu je n>m, Naéi one vrednosti
a)r850 0009y nepoznatih x,y,z,... tako da vrednosti funkcija

(l) fi(al'azfoo;'an) = Ei ) (1 = ltzll;.'n)

najmanje odstupaju od nule, tj. da prema principu najmanjih
kvadrata bude '

2 9 2
ei+ ez+...+cn = min,
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Prema jednadinama (1) treba dakle odrediti vrednosti al,az,...,a
nepoznatih x,y,Z,... za koje funkcija

n

r £2

(2) F(alpazpoco'am) ﬂizl i(al'az,.-o'am)

ima minimum.

Vrednosti.al,az,...,am za koje funkcija F data sa (2) ima
vminimum odredicdemo iz jednadina ’

aF IF AF .

(3) ga; = 0' g“- = o'o.-' YE = 0}
. m

Kako je prema (2)

9F = 2 £, (a,,a a )afi = 0
va; Lty (o A O
% N
LEv zialfi(al'az""'a )E‘“ =0,

9f

JF th oo
53; = 2§=1fi(al’a2'c¢0’am)55; O'

. to se jedna&ine (3) svode na sistem jedna&ina

oy
iglfi(al,az,;..,ém)ssz =0,
I | I
(4) §=1fi(a1'a2"'°r3m)ggz = 0
3fi
§,=1f (al'az'“'ra ),5__ = 0.

Sistem jednac&ina (3), odnosno“(4), predstavlja jedan sistem
od m jednafina sa m nepoznatih R LSRR L, i naziva se normalni

sistem jednalina,
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Mi ¢emo se ovde zadrZatli na jednom posebnom sluZaju primene
metode najmanjih kvadrata,

'_Neka izmedju dveju velic¢ina x i y postoji izvesna zavisnost
i neka je na bilo koji na&in ustanovljeno da vrednostima v
XyrXgreearXy veliZine x odgovaraju redom vrednosti YyeYoreoes
Yn velidine y.

Neka je dalje data funkcija odredjenog coblika

(5) . f(x,y; al'aZ"‘."am) = 0’

.gde su al,az,..,,ah parametri, Pargmetre af,dz,...,am odredimo
pri tome tako da jedna¢ina (5) bude u smislu principa najmanjih
kvadrata najbolje moguce zadovoljena vrednostima svih parova
(xlayl), (xz,yz),...,(xn,yn), tj. da veliline

f(inYj.;all"Ovam) =ei (121,2,...,1'1)
najmanje odstupaju od nule, odnosnc da bude

2, 2 2_
el+ez+...+en— min,

U ovom slucaju treba dakle da je

2

” 2 2
(6) F(al,az,...,a ) wY f ‘xi'yiaal’aZ'""am)=€1+€2+"ﬂ*en“min'

i=1

-pa bi funkcija F data sa (6) imala minimum, parametre PR
a, treba odrediti iz jednadina

oF oF -0

(7) ?a"; o' T—'O'QOQ'F—

Kako je prema (6)

" aP of

n-
. 82 f LI e
FEI iﬂl (xilyi¥alvazf e )3

1
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2o 2%
as i=1

D S SR S0 A XA N SIS SN W S5 E

oF

n
| \3f
’ra—— = 2% f(xi,yi’al'az;' .»nu;"amj)ﬁ-f
m i=1 m

yof
f(xi'Y1’a1'a2' .80 'a,m)Ta;'

to se jednaline (7) svode na-sistem jedna®ina

. g f(x . a.,a a )af =
v 1'Y1‘ 1¢8oreeerdy ga;

i=1

(8) ; n 5 3f  _
inlf(xi,yigai,az,...,am?gzz = 0.
g £(x a,, ,a a )af = 0
=1 i'yi; ;r reserdy 33;

koji predstavlja normalni sistem jedna&ina za nalaZenje para-
metara a,,a,, .08, ' '
Kakvu funkcionalnu vezu izmedjﬁ velidina x i y treba uzeti za-v
visi od vrednosti yl,yz,...,yﬁ promenljive y koje odgovaraju
vrednostima XyeXoreeerXy, promenljive x. U praksi se najleiCe

- uzimaju funkcije oblika

- 1) y = ax+b (linearna funkéija ¢iji grafik je prava)

2) yuax2+bx+c'(kvadratna‘funkcija - poiinom drugog
) stepena &iji grafik je parabola)

3) y = a+§ (8131 grafik je hiperbola)

4) y = axP (opiti stepen)

5) y = aebx (eksponehcijalna funkcija)

6) y = a+b coswx + csinwx; gde je w poznato,

Kada su nam poznate vrednosti YyeYoreeat¥, proménljive y koje
odgovaraju vrednostima Xy rXgpeeesX, promenljive x, prvo treba u
koordinatnoj ravni OXY predstaviti tadke Mi(xi’yi)' i=1,2,...4N
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koje odgovaraju parovima (xi,yi) i zatim u zavisnosti od
poloZaja tacaka My izabrati oblik funkcije. Ako se tacke

My oMoy eoe oMy rasporedjuju priblifno oko neke prave, tada
‘za funkcionalnu vezu izmedju promenljivih x i y treba uzeti
linearnu funkciju, tj. funkciju :

y =ax + b

pri &emu parametre a 1 b treba odrediti metodom najmanjih
kvadrata, ‘

Ako poloZaj tactaka M, u ravni odgovara viSe nekoj hiperboli

onda za vezu izmedju promenljivih 'x 1 y treba uzeti funkciju
, b
y=a+

i tako dalje.,

-

ba 1i je nadjéna fﬁnkcionalna veza izmedju promenljivih x i y
dobra, tj. da 1li se ona moZe prihvatiti, utvrdjuje se na sle-
deéi nadin, |

Neka je

(9) f(x,y) = 0
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nadjena funkcionalna veza izmedju promenljivih x i y. Ako u
levoj strani jedna&ine (9) umesto x,y stavimo redom

Xy 0¥19 Xpe¥qdeeesX, ¥, dobidemo

£(x),¥,) = €
f(x2'Y2) &= ez

f(xnoyn) en

gde 8uU E € p000pCp odstupanja od nule leve strane jednaZine (9).

Stavimo

2 2 2
E,+E t,..+€
n

s =\|-1 2

n

i oznatimo sa e .  najveci od brojeva Iell,lezl,...,|€n|. Ako
je pri tome

AY

(10) emax<as'

nadjena funkcionalna veza (9) izmedju x i y prihvata se kao
dobra, a ako Je '

\emax)3s'

nadjena funkcionalna veza izmedju x i y se odbacuje. U ovom
" poslednjem slu¢aju treba traéiti'i drugu funkcionalnu vezu.

Navedeni kriterijum za ocenjivanje nadjene funkcionalne veze
jzmedju promenljivih x i y moZe se koristitl buduéi da su od-
stupanja €10E50a0ev€ mala i pri &emu su neka od njih pozi- .
tivna a neka negativna, da ona podleZu zakonu normalne raspo-
dele i da je njihova aritmetilka sredina pribliZno jednéka
‘nuli kada se radi o vedem broju podataka, Njegova upotreba do~-
“lazi u obzir u slufaju kada raspolaZemo sa veéim brojem poda-
taka za x 1 y 1 ne moZfe se koristiti kada je n<l0.
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_Kada je n<10, nadjena veza izmedju x 1 y ocenjuje se na
osnovu jaéeg ili slabijeg slaganja datih podataka YieYoreees
Y, i teorijski dobijenih podataka y(xl), y(xz),...,y(xh)

iz dobijene veze y = y(x).

0d dve funkcionalne veze za x i y koje smo odredili metodom
najmanjih kvadrata, bolja je ona za koju je zbir kvadrata -
odstupanja od dat1h podataka manji.

Primer 1l, U odredjenom prévcu potev od tatke 0 ispi-
tivan je sadr?aj jedne korisne komponente ¥ u zavisnosti od
rastojanja x. Rezultati tih ispitivanja prikazani su u
slgdeéoj tabeli,

Rastojanje u sadrZaj odredjene

cormerrina | XTI T
. xi yi |
1 7
2 9
3 10
4 13
5 12
6 15
1 18
8" . 19
9 23
10 24
11 26
12 29
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+

Ako u koordinatnoj ravni OXY ucrtamo tacke Mi koje odgovaraiju
parovima (xi,yi), tj. tacke Mi(xi'yi)’ tada vidimo da se one
rasporedjuju oko jedne prave. Zato mo¥emo uzeti da izmedju
promenljivih x i y postoji linearna zavisnost oblika

(11) : y = ax+b,
~gde €emo patametre a i b odrediti metodom najmanjih kvadrata.
U tom smislu jedna&inu (11) napi¥imo u obliku
(12) - ax+b-y = 0,
tj. u obliku
f(x,y;a,b) = ax+b-y =0
i parametre a i b odredimo, prema (6), tako da bude

2

_ n
~F(a,b) =T (ax = min,

+b-y.)
i=1 1

i

U ovom sluXaju, prema (8) normalni sistem jeédna&ina za nala-

¥enje parametara a i b glasi
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n .
T (ax +b-y,)x, =0
e TN
(13) g .
' (ax +b~y,) = 0
1wy + 74 '

" koji se mofe napisati u obliku

g n n
af x+bl x, =L X,¥
T U T
(14) ' n ~ n
al x1+nb = L Yy
1f1 im)

‘Bistem (14) nam nala%e da obrazujemo radnu tabelu oblika

2 : . 2
*y Yo oo o Xp o XYy o ¥y
1 7 1 9 49
2 9 4 18 81
Co3 10 9 30 100
4 13 16 52 169
5 12 25 60 144 .
6 15 36 90 225
7 18 49 126 324
8 19 64 152 361
9 23 81 207 529
10 24 100 240 576
11 26 121 286 676
12 26 144 348 B4l
£:78 205 650 1616 4075

Xako je broj podataka n=12 i kako je

12 v 22 e, B s 22
 x, = 78, I %" = 6f £ Yy, = 20 r Xy, = 1616
=11 =l bt T '

to se sistem (14) svodi ha

" §50a + 78b = 1616
¥8a + 12b = 205
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odakle se dobija
'a=1,98, b= 4,19,

>Zamenom,nadjehih vrednosti za a i b u (11) dobijamo traZenu
linearnu vezu

(15) y =1,98x + 4,19
izmedju prdmenljivih x1ivy.
Grqfik funkcije (15) prikazan je na prethodnoj slici.

Da bismo na3li odstupanja datih podataka od nadjene funkcio-
nalne zavisnosti, jednadinu (15) napi3imo u obliku

1,98x% + 4,19 - y =0

i u\njenoj levoj strani uvrstimo redom parove datih podataka
(xioyi) .

Imamo >

X 0¥y 1,98x1+4,19-yi =€, ei
1l 7 : -0,83 0,6889
2 9 -~ =0,85 0,7225

-3 10 ' 0,13 0,0169
4 13 : -0,89 0,7921
5 12 ' v 2,09 4,3681
6 15 ' 1,07 1,1449
7 18 ' 0,05 0,0025
8 19 1,03 1,0609
9 23 -0,99 0,9801
10 24 : - «~0,01 0,0001

11 26 -0,03 0,0009
12 29 . =1,05 1,1025

o~
o

-0,28 10,8804
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Iz prethodne tabele vidimo da je aritmetilka sredina odstu-
panja ;
12 ' 12 2
I € ' I ¢
i=m] 1 i=1 i
——"I'z—-— L "0'023, da. je Emaxg 2'09’ S = "—‘I'sz—‘—' = 0'95

'35 = 2,85, 5to znadi da je €nax 35+ Pa na osnovu (10) sledi

da se nadjena funkcionalna veza (15) izmedju promenljivih xiy

moZe prihvatiti kao dobra. . R

Nadjena zavisnost (15) izmedju velilina x i y omoguéava nam
da 6dredimo iznos posmatrane komponente na nekom rastojanju
od tafke 0 koje nije navedeno u datoj tabeli, Tako, na primer,
za x=3,5 iz (15) dobijamo y=11,12,

U prethodnoj tabell e predstavljaju odstupanja izradunatih
vrednosti y(xi) pomoéu jednadine (15) i vrednosti Y4 ustanov-
ljenih merenjem, Ona nam govore da izmedju podataka xh promen=
ljive x 4 podataka yi promenljive y ne postoji potpuna linearna
zavisnost, veé linearna zavisnost do odredjene mere koja je ’
izraZena jedna&inom (15).

.U kojoj meri postoji linearna zavisnost izmedju podataka X i Yy
ustanovljava se pomoéu koeficijenta linearne korelacije.

Posmatrajmo medjuzavisne podatke Xy i Yy (i=1,2,...,n).

Sa X odnosno sa ¥ ozna¥imo aritmetilke sredine za podatke x,
odnosno za podatke yy, Sto znaci

(16) x"% i' Y""!:'r Yi

Z
i=]1 i=]

2 | | .
Sa g, odnosno 0’3 ozna&imo varijanse za podatke x; odnosno za

podatke Yo Eto znacli
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— 2 2 1
(xi-x) ' 6Y = ;l.

ENEE: 2
a7 o, -ﬁi (yy-y)

-3

=] =)

Posle razvijanja desnih strana y (17), varijanse<yi i Ui mogu

se napisati u obliku

n
s2a1% 232 o = Lz
(18) x TRyt X Ty Mg

Najzad, sa W,; ozna¥imo kovarijansu za podatke Xy i Yyr 8to

znadti

n

Sl

(19)

1=1

Posle razvijanja desne strane y (19), kovarijansa }lllimoﬁe
se napisati u obliku '

. : .q D -
200wy =y
Veli&ina

H

(21) y = ik

F TG 6y

'vnaziva se koeficijent linearne korelacije za podatke Xy i Yy
(1=1,2,...,n), za koji vaii ogranidenje '

-1grgl

Ako izmedju podataka xi.i yi postoji potpuna lihearna zavisnost
jzra%ena linearnom jednafinom '

(22) y=ax +b

tada je r = -1 ako je a<0 i r =1 ako je a>0. Va%i i obrnuto.
tj. ako za podatke x, iy, koeficijent linearne korelacije
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izra¥unat pomoéu obrasca (21) iznosi 1 111 -1, tada izmediju
njih postoji potpuna linearna zavisnost izraXena u obliku
jedna&ine (22), pri Cemu je u njoj a>0 kada je r=1l i a<0
kada je r=-1, | ‘

U sluXaju kada je

-l<r«l,

tada se ka¥e da izmedju podataka Xy i Yio odnosno izmedju
velidina x i1 y postoji linearna zavisnost u odredjenoj meri.
Pri tome je linearna zavisnost: ‘

wo&ljiva kada je O;Ger!<0,7;

dovoljno uo¥ljiva kada je 0,7¢|r|<0,8;
jaka kada je 0,8¢|x|<0,9;

vrlo jaka kada je 0594!:[(0,95;

\ veoma jaka kada je 0,95¢|r|<l.

za r=-1 114 r=1 izmedju podataka x, i y, postoji strogo line-
arna zavisnost, odnosno potpuna linearna zavisnost., Kada je
r<0 zavisnost je protivsmerna, a kada je r»>0 zavisnost je

" istosmerna. ,

U nadem primeru 1, prema (16) je
% =gk . 78 = 6,5, ¥ =yz + 205 = 17,08, Prema (18) je

¢ . 650-6,52 = 11,9167 odakle je ¢, = 3,45;

&

o Me
dt—' :jlﬁ-‘

. 4075-17,082 = 47,8569 odakle je & = 6,91.
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Dalje, prema (20) je éi% . 1616-6,5 .17,08 = 23,6467,

Prema obrascu (21) za koeficijent linearne korelacije r
‘sada dobijamo

23,6467

’ vy

r = 0,992,

pobijena vrednost za koeficijent linearne korelacije r=0,992

‘govori nam da izmedju sadr¥aja odredjene komponente Y (grama

po toni rude) i rastojanja x u odredjenom pravcu od tatke 0

izra¥enog u dekametrima postoji veoma jaka linearna zavisnost
data jedna&inom (13). Ova zavisnost je istosmerna,

Primer 2, Posle obavlijenih izvesnih radova nahjednom
terenu do%lo je do postepenog sleganja zemljidta. Merenja
 relativne visine u cm odredjene talke dala su sledefe rezul-
tate: |

Godina Xy 1966 1967 1968 1969 1970 1971 1972 1973 1974

Visina y, 100 70 50 42 37 35 33 32 31
'Na osnovu ovih podataka odrediti\izmedju velidina x 1 y vezu
oblika

b

- (23) 'y =a *'i'

a zatim pomoéu dobijene veze izralunati kolika se relativna
visina te tadke moZe odekivati u 1978, godini.

Re 5en j e, Jedna¥inu (23) napi3imo u obliku

ax + b - xy =0,
tj. u obliku

f(x,y;a,b) = ax +b - xy = 0
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‘4 odredimo parametre a i b tako da bude

n L
2 .
F(a,b) = iﬂl(axi+b—xiyi) = min

Prema (8), normalni sistem»jednaéina za nala¥enje parametara
aibuovom slutaju glasi

n ,
I (ax,+b-x,y,)x, =0
PR e S A

n .
I (ax,+b-x,y.,) =70,
1=1 i 17

koji se moZe napisati u obliku
2, % % 2
i+b I x, =1 X3Yy

n
al x
i=1 & i=1

i=1

(24) n n
N al x,fnb=1I xX.,V..
g=1 1 g=) 171

Godinu 1966. ozna¥imo sa 1, 1967 sa 2,000p 1974 sa 9, Imamo
sledeéu tabelu: ' '

2

2 .
X4 Yy X XYy XYy
1 1100 1 100 100
2 70 4 - 140 280
3 50 9 150 450
4 42 16 168 672
5 37 25 185 925
6 35 36 210 1260
7 33 49 231 1617
8 32 64 256 2048
9 31 .81 279 2511
£:45 430 285 1719 9863

Sistem (24) sada glasi

285a + 45b = 9863
45a + 9b = 1719,
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tije je relenje
a= 21,13, b = 85,33,

ngénom nadjenih vrednosti za a i b u (23) dobijamo traZfenu
funkcionalnu vezu izmedju veli¥ina x iy, tJ.
(25) y = 21,13 + 22233,
Kolika se relativna visina posmatrane tatke moZe ofekivati
u 1978, godini dobidfemo kada u (25) stavimo x=13, Imamo
85,33
13

= 21,13 + = 27,69 cm.

Y13
ﬁednaéinom (25) data je jedna krivolinijska zavisnost izmediu
vremena x i relativne visine y uofene tafke. U kojoj meri se
eksperimentalni podaci Yy slaZu sa podacima,y(xi) izratunatim
iz jednaline (25) za x'---'xi ustanovljava se pomodu indeksa krivo-

linijske zavisnosti.

Neka jedhaéina y = £(x) koju femo napisati u obliku

(26) y = v{x)

'predstavlja usﬁanovljenu krivolinijsku zavisnost'izmedju Pro=-
menljivih x { y dobijenu na osnovu eksperimentalnih podataka

x, 4 yi (4=1,2,...,n). Tada se velifina

I (.( ) A )2
S 02 & I R 4

(27) = \|* "= —
N L (ys-y)
i=1 '

naziva indeks krivolinijske zavisnosti. Na osnovu. veliline
indeksa o utvrdjujemo u kojoj meri izmedju podataka xy iy,
postoji krivolinijska zavisnost izra¥ena jednafinom {(26).
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Za indeks krivolinijske zavisnosti 9 va¥%l ogranidenie 05951.

Kod primera 2 je ¥ = % . 430 = 47,78, Nadjena krivolinijska
zavisnost izmedju x i y, prema (25) je ‘

y(x) = 21,13 + §§§33

Dalje dobijamo:

Xy | ¥y Y(x;>“y(xi’“yi(Y(Xi)'31)2,Yif?.f‘}yi"y)z
1 1100 | 106,46| 6,46 | 41,7316 | 52,22 |2726,9284
> | "70 | 63.80| 6,20 | 38,4400 | 22,22 | 439,7284
3| s0 | 49.57| -0,43 | 0,1849 2,22 4.9284
4| a2 | 42.46| 0,46 | 0,2116 | -5,78 33,4084
5 | 37 | 3s,20| 1,20 | 1,4400 |-10,78 | 116,2084
6 35 | 35.35| 0,35 | 0,1225 |-12,78 | 163,3284
7 | 33 | 33.32| 0,32 | 0,1024 |-14,78 | 218,4484
¢ | 32 | 31.80| -0,20 | 0,0400 |-15,78 | 249,0084
9 | 31 | 30061|~0,39 .| 0,1521 |-16,78 | 281,5684
T f §77425T 17875556

Prema (27), sada je

o 82,4251 _
e‘ = \ll" ?ﬁm = 0,990.

" pobijena vrednost za § tkazuje da izmedju podataka xy 1
Yy (1=1,2,...,9) navedenih u primeru 2 postoji veoma jaka

zavisnost izra¥ena jedna&inom (25).

Funkcija y = y(x) kojom je izra¥ena zavisnost izmedju promen-
1jivih x 1 y dobijena na osnovu eksperimentalnih podataka

x, Ly, (i=1,2,...,n) naziva se regresija.
i i _

Ako se izmed3ju promenljivih x iy tra¥i funkcionalna veza

 oblika

y = axb'

tada ovu jednadinu treba logaritmovati. Pri tome se dobija
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loga +blogx = logy.

Normalni sistem jednalina za nalaZenje parametara a i b, prema
(8) u ovom slufaju glasi

n n
nloga + b L loqxi = I logyi
. i=] i=1

, : n n 5, N
(28) (loga) £ ~1ogxi.+b T (logxi) = I
i=1 i=1 i=}

1ogxilogyi.
Sli&no se postupa kada se izmedju promenljivih x i y traZi
funkcionalna veza oblika

‘y = aebx.

Tada se logaritmovanjem dobija

loga + (bloge)x = logy

AN

1 normalni sistem jednadina za nalaZenje parametara a i b, prema
(8), u ovom slucaju glasi '

-

n n
nloga + bloge I Xy = I logyi
i=1 i=1 .
n . n 5 n
(29) (loga) I xi+bloge I Xj = z xilogy1
' o 4=1 i=1 i=1

Ako se u sistemima (28) 1 (29) stavi loga = A, tada oni postaju
linearni po A 1 b, ‘

Ako normalni sistem jedna&ina (4), odnosno (8), nije linearan

po parametrima a,,a,,...,a_, tada se za njegcvo resavanje moZe
primeniti neka od metoda za pribliZno re3avanje jedna&ina, na
primer Njutnova metoda za pribli¥no refavanje nelinearnih sistema
algebarskih i transcendentnih jednalira.




104

Metoda najmanjih kvadrata mofe se primeniti za nalaZenje fun-
Xcionalne veze izmedju vife promenljivih veli¥ina, na primer
'izmedju promenlijivih x,y,z.

Kada znamo da vrednostima Xy promenljive x 1 vrednostima Yy
promenljiye y odgovaraju vrednosti zy promenljive z tada meto-
dom najmanjih kvadrata moZemo, kao i ranije, odrediti funkciju
odredjenog oblika

(30) f(x,y,z;al,az,.;,,am) = 0

kbjomkse izra¥ava zavisnost izmedju promenljive z sa jedne
strane 1 promenljivih x i y sa druge strane, gde su ayrdypeccr
a, parametri koji se odredjuju tako da bude

n ‘ .
2 y
F(al,az,...,am) =F f (xi,yi,zi;al,az,...,am) = min.

i=1
¥to dovodi do normalnog sistema jednalina
oF F - 9F
(31) -53;=0,—g—5-2-=0,...,-g?=0
) m

Kada se parametri al,az,...;am odrede iz jednafina (31) i zamene
u jedna&ini (30) dobiée se traZena zavisnost izmedju velilina
x,y 1 z,

zavisnost izmedju promenljive z sa jedne strane i promenliivih
x 1 y sa druge strane zakdaté podatke Xy 0¥y 02y (i=1,2,...,n) u
praksi se uzima najée3ce u obliku polinoma.

Tako, na primer, zavisnost u obliku polinoma trefeg stepena
glasi: '

x+a2y#a3x2+a4xy+a5y2

= a +
z = a ta,

3, .2 2, .3
.+Va6x +a7x y+aaxy +agy
gde se koeflicijenti ao,al,.;.,ag odredjuju metodom najmanijih
kvadrata, 5to dovodi do rejgvanja sistema od 10 linearnih jed-

na%ina sa 10 nepoznatih ao,al,f..,ag.
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NUMERICKO RESZAVANJE DIFERENCIJALNIH JEDNACINA

Neka je data diferencijalna jednaiina prvog reda

L
¥

(1) y* = £(x,y) | i

cou

za k6ju treba naéi reSenje y=f(x) u intervalu [xo,aé}?sa
po&etnim uslovom Y=Y, Za X=X, pri Zemu je ¢ (x) neprekidna
funkcija. Kriva y=Y(x) predstavlja Jednu integralnu krivu
jednadine (1) koja prolazi kroz talku Mo(xo,yo) U mnogim
‘8luZajevima ¥ (x) se ne moZe izraziti u obliku elementarnih
funkeija, a Zesto kada je to 1 moguce, njenc odredjivanje
vezand je za mnoge tefkode. Zato se u ovakvim sludajevima
keristé numerilke metode za pribli¥no re¥avanje diferenci-
jalnih jednadina. Mi femo se ovde zadrZati na 0jlerovoj
fnetodi i metodi Runge = Kuta,

\

0fjtlerova metoda poligonalnihk linija

Kod ove metode koristi se jednalina (1) tako $to se u talki
M (x y ) povude tangenta ha integralnu krivu. Jedna¥ina ove
tangente glasi

@ yEy, = ygleexg).

Prema (1) je yg =f(x ,yc) pa se jednalina (2) moZe napisati
u obliku " '

(2a) — f(xo,yo)(xuxo).

Za x = 3 htxawh qde Je h korak, iz jedna¥ine {(2a) me dobija
ordinata na tangenti &ija je vrednost

)

Yy = Y +hf(x

o'Yo
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koju €emo oznalitl sa Y, pa imamo
Yy = Yo * hE(x5e¥,).

Za mali korak h a pod pretpostavkom da je integralna kriva

kroz tacfku M, (x Yo ) neprekidna, njena ordinata za X=X, =X +h

malo e se razlikovati od ordinate Y, tangente (3). Na ovaj

naéin Yy se moZe uzeti kao pribliZno numerifko reSenje jedna-~
&ine (1) u tacki x, = X th. Drugim refima, taZka M, (x,,y,)
prib;iino le#{ na integralnoj krivoj. Novu tatku M,{x,,y,) T
koja pribliZno leZi na integralnoj krivoj dobiéemo ako u

taéki Ml(xl'yi) povufemo novu tangentu. Jednafina ove tan-

gente glasi

oYY, = y{(x—xl),
\

t].

(3) Coyey, = £0xg,y)) (x-X))

A

gde smo stavili y{ = f(x ). Za x = X, = x;+h, iz {(3) se

1Y)
dobija y = yl+hf(xl,y1) Sto €emo oznafiti sa y2 pa imamo

Na ovaj na&in dobili smo pribli¥no numeriZko re¥enje Y, jedna~-
&ine (1) za x = x, = x,+h = xo+2h. Nastavljajuéi ovaj proces

1
dobijamo

(4) Y41 = yi+hf(x{'yi) (1=0,1,2,...,n-1)

gde pribliZna reZenja YyeYoresse Yy odgovaraju tatkama

X, = X +h, X, = x°+2h,...,xn = X, +nh
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13

Primer . Naéi pribli¥na numerilka reSenja Yi+1 diferen-
‘cijalne jednacine '

(b) oy = xty
u intervalu [0;0,5] uz uslov da je y = Yo = lzax=x=20

(e}
uzimajuéi pri tome za korak h = 0,1,

Re $enije. 0§de imamo jedna&inu y "= f£(x,y), gde je

£(x,y) = x+y. Za x=x, =0, vy =y, = 1, i=041h=20,114z (4)
se dobija yq= yo+hf(xo,yo), ty. vy, = 140,1(0+1)= 1,1. Zajedno
sa Y, i Yy dalje imamo (Tabela 1)

Ta¥no reSenje jedna&ine (b) je

y = 2e¥-x-1

i xy Yy : hf(xi,yi) i Xy Yy
o {0,0 {1,00000 0,10000 0 0,0 | 1,00000
i 0,1 |1,10000 0,12000 1 0,1 | 1,11034
2 | 0,2 |1,22000 0,14200 2 0,2 |1,24281
3 0,3 |1,36200 0,16620 3 0,3 |1,39972
4 | 0,4 |1,52820 0,19282 4 0,4 |1,58365
5 10,5 |1,72102 5 0,5 |1,79744
Tabela 1 Pabela 2
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a tadne vrednosti na pet decimala za Yy (1=0,1,2,...,5)
dobijene odavde upisane su u tabeli 2, Razlike A1 izmediju
ta¥nih i pribliZnih vrednosti za y, iz tabele 1 i tabele 2
date su u tabeli 3.

i - YRR Ay

0 0,00000 | 3 | 0,03772

1 0,01034 | 4 | 0,05545

2 | 0,02281 | 5 | 0,07642
Tabela 3

Metoda Runge-Kuta. Neka je refenje jedna&ine (1) u tadki
x = Xy dato Tajlorovim redom

X=X, .(xQxi)2 v.{x~xi)s (s)

= L4 "
Yy yi + —IT_Yi + 5T yi +...% ——ET——f yi +. ..
koja se za x = Xq41? zbog Xy .4 = Xy = h, svodi na

(5) = PR SUVY h% . PP (s)+
ST e v £ T3 AN T f SR

A,Métoda Runge~Kuta zasniva se na nalaienjﬁ takvog izraza
X ='% (ki+2(£2+k3)+k4),
gde fe

k, = hf(x,,yy)

hf (x h +§l)
2 gt Yit3

»
[

' h k,
hE(x 45, ¥q+s)

ta
w
]

k4 = hf(x1 +h, ¥y +k3)
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da se formula
Yigy = ¥y * ko
‘t3s formula
o 1l ..
(6) Yiep = ¥g * g(k1+2(k2+k3)+k4)
poklapa sa‘Tajlorovim redom (5) do &lana h4 zaklju&no. (Stoga
j6 potrebno da funkcija f(x,y) ima parcijalne izvode do Zet-

¥rt6g reda u intervalu [xi,xi+h].

Metoda Runge-Kuta daje veliku ta&nost, ali zahteva viSe radu-
nanja. .

U tabeli 6 date su vrednosti pribliZnih re¥enja jednaline (3)

tabele 2 i tabele 6 date su u tabeli 7,

izratunatih po formuli (6), sa poletnim uslovom x, = 0, y, = 1.
6 |0,0 |1,00000| 0,10000 | 0,11000| 0,11050| 0,12105| 0,11034 .
10,1 j1,11034 .0,12103}0,13209| 0,13264| 0,14430| 0,13246
2 10,2 11,24280| 0,14428 0,15649 | 0,15710| 0,16999 | 0,15691
30,3 (1,39971| 0,16997 | 0,18347 | 0,18414| 0,19838| 0,18393
4 0,4 |1,58364 | 0,19836 | 0,21328 | 0,21403| 0,22977 | 0,21379
65 |0,5 |1,79743 o -

Tabela 6
Razlike Ai izmedju ta&nih i pribli¥nih vrednosti za y, iz

| Y | 1 Ay
0 ]0,00000 3 | 0,00001
1 |0,00001 4 | 0,00001
2 |0,00001 5 | 0,00001
Tabela 7

Iz tabele 7 vidimo da sepribli¥na reSenja jednaline (3) dobijena
metodom Runge-Kuta neznatno razlikuju od njenih taénih relenja.

i
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Iy

0jlerova metoda poligonalnih linija t metoda Runge—xﬁta
mogu se primeniti i na sistem diferencijalnih jedna&ina,

Neka je'dat sistem diferencijalnih jednadina

7 . '%% = £,(x,¥,2)
%; = fz(x;y,z).

» .

Treba naéi pribli¥no reSenje sistema (7) u intervalu

£xL = - = &
x05x\xn a,, uz uslove da je ¥ Yor Z z, za x X

Poligonalna linija sistema (7) glasi
(8) y=yy = £ (x50y402y) (xmxg)
mmzy = Bk ey 2y (emxg ),
xi€xsxi+l (izo '1' o'o'gn-l)
Koordina#e tataka Mi€l(xi+1'yi+l'zi+l) kroz koje prolazi
poligonalna linija (8), prema (2), imaju vrednosti
(9) y1+1 = Y1+hf1(xi'yi'zi)
Zg41 = FgthEp(xg0Yy07y)

i one predstavlijaju pribliZna regenja sistema (7) u tatkama
Xj41 © xo+(i+1)h, (1=0,1,+..,n-1) odredjena Ojlerovom metodom
poligonalnih linija,

Zza slulaj sistema (7), uz poletne uslove y = Vyr 2= 2y za

x = %y = x_+ih, (i=0,1,...,n-1), analogno formuli (6) moZe

‘se primeniti metoda Runge-Kuta. Prvo se izra&anavaju veliline
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k1 = hfl(xi'yi'zi)

1) = hf,(x;,y,+%))

k. = hf. (x, 0 ) ‘+11)
2 1 Xy ¥z Yyb—pr 24ty
1. = hf. (x,+2 o 2 411)
| 2 2(Xytme Yytr—e Z4¥5
(10)
| ~ . k. 1
- hno X 2
ky = by (g4 vyt 2yty)
k 1

- h T2

13 hfz(xi+§, yi+§—, zi+§—)
.k4 = hfl(xi+h' yi+k3, zi+13)
1, = hfz(xi+h; Yi+k3' zi+l3)

a zatim se vrednosti Y41 i zi+1>odredjuju iz formula

AN

1 RE
(11) +z [k1+2(k2+k3)fk4]

Yy ™ ¥4

. 1 :
2, 2% t % [11+2(12+13)+14]

(i=0,1,...,n-1).

Vrednosti Yis1r Zi41 odredjene formulama (1l1) predstavljaju
priblizna refenja sistema (7) u tadkama Xj41 = xo+ih dobidiena
metodom Runge - Kuta,

Prilikom re§avanja gsistema (7) za pofetne uslove uzima se
X=X, ¥ =Y, 2 =2, 4 zatim se redom izracunavaju veli-

Eine (10) i vrednosti (1l1).




Napomen a, Diferencijalna jednafina drugog reda, tj.
jednacina ' ‘

(12) . y' = £(x,y,¥")

smenom
vy =z, y"=12"

svodi se na sistem diferencijalnih jednaéina

L

(13) v’ =z

z” = f(x,y,2).

Na sistem (13), uz po¥etne uslove y = Yor vy o= Yé =z, za

x =X, primenom Ojlerove metode poligonalnih linija 111 metode
Runge-Kuta moZfe se naéi pribliZno reZenje Yi¢1 © talki Xi41 =
= %°+(i+l)h, (1=0,1,...,n-1).

Primedbd a.‘Metode za pribliZno reéavanﬁe diferencijalnih

jedna&ina mogu se primeniti u sludaju da postoji reZenje date

diferencijalne jedna&ine, odnosno datog sistema diferencijalnih

jednadina u posmatranom intervalu x <$x<a .

~ Napred izloZene metode spadaju u numerilke metode za pribliZno

reSavanje diferencijalnih jednadina.

Primer . Naéi pribli¥no reSenje sistema diferencijalnih
jednadina

dy . .
ax x+y+z

‘dz

(14) _
& - 143y-2

u intervalu 0<x<0,2
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a) primenom Ojlerove metode poligonalnih linija,

b) primenom metode Rute~Kuta, a uz poletne uslove
Y =Y, = 2, 2 =12 = 1zax=x = 0 uzimajuci
za korak h=20,1,

Re $eniea)Usistemu (14) je fl(x,y,z) = ?x+y+z,

£,(x,y,2) = 1+3y-z. Za 1=0 1 x=x,=0, ¥ = ¥, = 2,

Z =z, =1, h = 0,1 prema (9) imamo

Yy = yo*hfl(xo,yo,zo) = 240,1(2+1) = 2,30009

gy = B thf, (X ,¥,,2,) = 140,1(1+6-1) = 1,60000.
Dalje je

yz = y1+hf1(x1,y1,zl) ='2,68000 .

Ove vrednosti prikazane su u tabeli- 8,

Radi uporedjenja, u tabeli 9 data su ta¥na reSenja za y i 2
_gistema (14). U tabeli 10 date su razlike AYi i Azi izmedju

ta¥nih i pribli¥nih reZenja sistema (14).

| =y | v = Lolxg |y ] %
o | 0,0 2,00000 |1,00000 o | 0,0 |2,00000 | 1,00000
1 | 0,1 |2,30000 |1,60000 1 | 001 |2,34197 | 1,61856
2| 0,2 |2,68000 |2,23000 2 | 0,2 |2,77693 | 2,28903
Tabela 8 Tabela 9
1| x|y | A

0 0,0| 0,00000|0,00000

1 0,1 0,04197(0,01855

2 0'2| 0,09693/0,05903

Tabela 10
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Re¥enje b), Zai=01x=x =0, y = Yo = 2,
= 0,1 prema (10) Jje:

oy

z =z =1,

k, = hE (X,,¥,r%,) = 0,1(2+1) = 0,30000

1, = he, (x,¥,,%,) = 0,1(1+6-1) = 0,60000
. ' h . : .

k = hf (x +2' Yy +i~' Zo+§") = 0,?4000 ; o

h k, = 1
1, = hE, (X +3s Yobgor Zoty—) = 0,61500

k3 hfl(x°+§' Yo+§~' Zo+i~) 0'34000

"h 2 .
13 = hfz(xo+7, YO+7—' Z°+§w) = 0'6?025

k, = hf (x +h, y +ky, z +13) = 0,38630

1, = hf,(x *h, y +ky, Z+13) = 0,64080,

Prema formulama (1ll) imamo sada
¥, = Yt [k +2 (ky+kq) +k,] = 0,34197
2y = 2k [1)+2(1,+15)41,] = 1,61855,

balje, za x = X, = xo+H = 0,1; y =y, = 2,34197, z = z, = 1,61855
iz (10) se dobiija

k, = 0,38605, 1, = 0,64074
k, = 0,43239, 1, = 0,66661
k, = 0,43600, 1, = 0,67226

k, = 0,48688, 1, = 0,70431
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pa 1z formula (11) u ovom sludaju nalazimo

Ove vrednosti prikazane su u tabeli 11,

AP ]y A k) by | Ay
o |0,0 |2,00000]|1,00000 O 0,0 o,ooooo{ 0,00000
;. 0,1 2,34197 1,61855 1 0,1{0,00000 0,00001
2 lo,2 |2,77692 | 2,28902 2 0,2|0,00001 10,00901
rabela 11 Tabeala 12

U tabeli 12 prikazane su razlike Ay, i Azi izmedju ta¥nih
i pribliZnih refenja dobijenih metodom Runge-Kuta koja se
pandse na sistem (14). '

Iz tabele 12 vidimo da se pribli%na re%enja gistema (14) do-

bijena metodom Runge-Kuta heznatno razlikuju od njegevih tad-
hih re3Senja,

Napominjemo da

y @ _3(27e X 5072%) 4 %x [

- = _,_f k x_ - 2){ . 3 . :1
z i3(27e -15e ) #* I + Y

predstavlja refenje sistema (14) sa poZetnim uslovima

y=y, =2 z=2,=1z x=x_=0.

Zadatak . Data je diferencijalna jednzfina
(15)  (xP#2x)y"+(x+h)y” -y = 0,
Uz date polfetne uslove x = %, = 1, v = Y, = 6, yv= yg =0,

primenom metode Runge-Kuta naéi pribli%no xe§enje Y =

. ¥%¥ina (15) koje odgovara nezavisnoj promenljivoj x = xl
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uzimajuéi za korak h = 0,2,

Re 3en3je., Jedna¥inu (15) napilimo u obliku

sy yn o= yfxHlye

x2+2x
_ Uvodjenjem smene y° =2z, y" = 2° Jjednafina (16) svodi se na
sistem

17) v = 2

z° = yd(x+4)z.

v x§+2x

;Zaﬁo se re§avanje jedna&ine (16) svodi na relavanje sistema
(17), sa pofetnim uslovima x =x =1,y =y, =6, z = z.=0.

Primenom formula (10), gde je fl(x,y,z) = z,

fz(x,y,z) = z:éﬁgﬁlf, za x = 1, Yo = 6, z, = 0, h=20,2
x X .
'dobijamo:
‘ k, = 0, 1, = 0,4
k2 = 0,04, 12 = 0,29208
k3 =.0,02921, 13 = 0,30940
k4 ='0,06188, 14 = 0,30553,

odakle se, prema formulama (11) dobija traZeno pribliZno re3enje

y, = 6,03338, (z, = 0,30553).

1

Ako bismo hteli da nadjeﬁo pribliino reSenije Y,e tada demo
ponovo koristiti formule (10) i (11), uzimajuéi Xy = 1,2;

y, = 6,03338; z, = 0,30553, h = 0,2,

Napomen a, PribliZna re3enja dobijena primenom Ojlerove
metode 111 metode Runge-Kuta biée utoliko tacnija ukoliko je
korak h manji.
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METODA KONACNIH RAZLIKA

Ovde ¢emo ukratko izloZiti primenu kona&nih razlika za odre-
djivanje pribliZnih reSenja nekih tipova linearnih parcijal-
nih diferencijalnih jedhaéina drugog reda sa datim granicnim
uslovima,

Metoda kOnaénih razlika sastoji se u zamenjivanju date par-
cijalne jedna&ine u &vorovima mreZfe odgovarajufom jedna-
&inom sa kona&nim razlikéma. Na osnovu datih grani¢nih uslova
. prvo se odredjuju reSenja u graninim &vorovima a zatim se
f-re§éva dobijéni sistem linearnih algebarskih jednacina sa

- velikim brojem nepoznatih.

Jednaina s
Y I 32y
ax 3y

AN

_"+a(x,y)%§ + b(x,y)%% + c(x,y)u = F(x,y),
gde su A,B,C,a,b;c 1 F. date funkcije definisane u oblasti w,
naziva se linearna parcijalna diferencijalna jedna&ina
" drugog reda.

Stavimo

D = Ac-B2. .

U zavisnosti od znaka funkcije D u oblasti W jednadina (1) je:

eliptidkog tipa ako je D>0,

parabolidkog tipa ako je D = 0,
hiperbolidkog tipa ako je D < 0,
me3ovitog tipa ako D menja znak.
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Posmatrajmo prvo Laplasovu jednalinu

- 9x oy

Unjoj jeA=1,B=0,C=1, a=0,b= 0, c ='d,‘F =0,
pri Cemu je AC-B2 = 1> 0 3to zna’i da ona spada u jednatine
‘eliptickog tipa.

U talki M(x,y) Jje

'33% :‘u(x+h,y)—2ﬁ(x,y)+u(x—hjy)
2

39X ~ h
(3) 2 UV PP .
: 3w _ u(x,y+h)=2u(x,y)+ulx,y-h)
- a 2 2 L)
4 h
v 22w, 2%
Ako se u jedna¥ini (2) veliline — i — zamene desnim
- 9x oy

stranama iz (3) dobiée se pribliZna Laplasova jedna&ina

(4)\ u(x,y) = %[u(xfh;y)+u(x+h;y)+u(x,y-h)+u(x,y+h)].

Na sledecoj slici prikazane su £ééke M, My, M,, N,, N,
koordinatama (x,y), (x-h,y), (x+h,y), (x,y-h), (x,y+h).

sa

Nz(x,y+h)

M,(x-h,y) Mix,y) - .Mz(x+h,y)

N‘(X,y-h)
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Neka se tra¥i reSenje Laplasove jedna&ine (2) u oblasti G
&ija je kontura linija L, uz uslov da su vrednosti funkciije
u(x,y) poznate na konturi L, tj. da je u(P) = £(x,y) gde je
f(x,y) data funkcija i gde Jje P tatka na konturi L, |

U tu svrhu konstrui%imo takvu kvadratnu mreZu Shz

xi = x°+ih‘

_ (1,3=+1,+42,...)
Yj”Y"'jh . ‘

da évorovi (xi,yi) mreZe Sh i1i pripadaju oblasti G 111 su
udaljeni od konture L za rasto:anje manje od h. Pri tome se

. za &vorove ka¥e da su susedni ako su udaljeni jedan od drugog
u pravcu ose Ox 1li u pravcu ose Oy za rastojanje h.

Da}je, za &vor Ah se ka¥e da je unutrasnji ako se nalazi u
oblasti G a sva fetiri njemu susedna &vora pripadaju mreZi Sh‘
Ako ovo nije ispunjeno, &vor se naziva grani&nim. Takav je
" &vor By (videti sledeu sliku). Granilni &vor mreZe S, je
graniéni évor prve vrste ako ima susedni unutra3nji &cvor,

\

Za svaki unutra¥nji &vor, prema (4), uzima se jedna&ina

1
ugy = 7lugy 44,470,510, 940

By
pdN
“ AR
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U grani’nim &vorovima prve vrste kao Zto je tadka Bh stavlja
se u(Bh) = u(B) = £(B) = £(x,y) gde je B tactka na liniji L

a koja je najbli%a talki B, . Na ovaj nalin se debija neho-
mogen linearni sistem od onoliko jednacina koliko ima i
nepoznatih, Na sledeéoj slici prikazana je jedna ovakva mreZa,

Veli&ine sa crtom predstavljaju poznate vrednosti. To su vred-

nosti £(B) koje smo uzeli ume3t0~u(Bh) gde su Bh grani&ni
¢vorovi prve vrste, U navedenom sluaju broj jednalina i nepo-
znatih je 6, To su jednaline:

LG 4w, 4T e o
uy =g (U tuy gty ) | ) =7 (Mg tu, oty +uy 5)
u "l(u +u I+G U, a) u ==1(u U, AU, UL L)
21 4711 731 “20 22 22 4 Y127 9327 7217 23
u =1(uA ¥G l+G +Q' ) B él(u ¥G +u. +U.,.,)
31 4'721 T41 “30 327 324 722 7427731733

U (£ U Ug %
Ug2 I// Upp|  uzg]  Usg] - U2
ug; ™ up| Uy Uy
Ugo Uiot u20 33’0‘ ULn
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Metoda mreie sa jednadinu parabolidkog tipa

Posmatrajmo jednadinu provodjenja toplote i pojednostav- -
ljenom obliku

(5) ' ' 3u B‘ﬂzu
T g2

gde je u = u(x,t) temperatura, a t vreme. Neka je

(6) u(x,0) = £(x)
u(o,t) = £, (t) .
u(l,t) = £,(t)

gde su f(x), fl(t) i fz(t) unapred date funkcije. Uzecemo
mreZu: : ;

1
n’

xi = ih(i:o'l'z'..\.'n)' tj 3( jk (j=0,1'2'00)' h= kzéhz-

- 1, 2
Sada je Xy = ih, Fj;Eh ’ uij=u(xi,yi) i1 jednalina (5) postaje

BRI T e SR o VS ke S e S U5
3
1,2 h
In

odakle se dobija

’

+4u

' ' . -
(M vy e = §1004, 3™y e )

U krajnjim gvorovima, polazeéi od t=0 dobijamo
(8) ulx;,0) = £(x,), ul0,ty) = £ (t5), ull,ty) = £,(ty).

Za 3 =0 1z (7) se dobija

1, :
(9) Y1 ® F(ui+l,o+4uio+u1-1,o)‘




Stavljajuéi u (9) i=1,2,.,, dobija se

1
W1 = 5y

+4ulp+uoo)

1
u,, = E(u30+4u20+u10) itd.

Zatim se u (7) stavi j=1 i1 dobija se

| 1
(10) gy =W

+4u

11%94.1,1)
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‘U (10) se stavlja i = 1,2,... i dobija se

1
Uy, = gluy+auy,+u )

. 1 N .
Uy, = glugy+du, +u,,) itd,

\ .

U ovom sluXaju se refenja izradunavaju

dobijenih re§enja,

na osnovu prethodno

Uo3 513 u23 Uy us3 Us3
Ugy Upp U22 Us2 U2 Us2
Ugy Uy U, Uy Uy Usy
Ugo| U109 U20 U3p U L0 Usg

Na osnovu uslova (6) ©dnosno uslova (8) vrednosti u

00’10’20

u3o,u4°(uol,u02,u°3'041ru42:043 Su poznate,




Metoda mre3e zsa jedna®inu hiperbolidkog tipa

Posmatrajmo. jednalinu Zice koja treperi

2

2

a1y 2P =a? 2y
ot ox

pri uslovima

2u hgug
u(x,0) = £(x), FE(X'O) = F(x) C0SxlJ1
(12) - ' .

u(0,t) = £ (t), u(l,t) = £,(¢) 0<t<e

ks
-

“Uzmimo mreZu

= ih, tj = al'g'ﬁ i, =0,1,2,...; h =

=1

x4
Dobiéemo

k2 ‘ h2

»

(13)

Ako uzmemo k =

f-1k=2

iz (13) dobijamo

(14) Uy ,941 T Uge1,9 Y Y1,y 7 Y,9-10

- 3u oY 1™
Ako stavimo FE(xi'Q) = ——f:E———— = F(xi) dobicemo

~ui,-l'n U, "~ kF(xi), tj.

- h
Iz (15) za 1 = 0 je

Uy,-1 = Yo F(x,) = £(0 - % F(0)

I
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posto je, prema (12), sada u__ = £(0). Iz (15) za i = 1 je

o0

Uy T Wt 3 Flxy) = £0x)) - 2 FO)

posto je, prema (12), sada u, = f(xl).
Iz (14) za i =141 j =0 je

+ u

U1 = Y0 T Yoo T Y1,-1¢

tjo

u = f(x2) + f(0) - f(xl) +‘% F(xl) ita.

11
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