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PREDGOVOR

Prirudnik je sastavljen prema Programu za pola=
ganje prijemnog ispitae i sadr¥il najvaZnije stavove iz sred-
njoskolskog gradiva, propradene primerima i zadacima. lzla~
ganje je uskladenc uzrastu kandidata i slufi kso repetito-
raj, & ne kao udZbenik u kome se gradivo izlaZe aksiomat-
ski i drukdijim redom nego. Eto Je izlo¥eno u ovom Prirudni-
ku.

Relativno kratak rok za izradu Prirutniks zahte=
vao je saradnju vife autora. Autori ovog Prirudnika su:

I DEO4i II DEO - GLAVE 1-6 ....... C.Cepinac
II DEO - GLAVE 7=10 i III Deo s.s.00 VoPopovid
IV DEO 4 V DEO coocccocesocccscccsnse D.Simeunovié
Slike su obele¥eme rednim brojevima, i to poseb-
no za svaki deo, a ponegde gde nije potrebno one nisu ni
numerisane, Eventualna neujednalenost stila i eventualne

slabosti ovog Prirudnike mogle bi se otklomiti u narednom
izdanju, ako do njega dode.

Autori
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I GLAVS

BROJ

1, Radunske radnje celim brojevims

1.1. Sebirsnje i oduzimanie

Rezultat sabiranja i oduzimenja celih brojeva u-
vek je ceo broj. Sabiranje viSecifrenih brojeva obavlja se
najlakSe ako se brojevi potpisuju, pazedi pri tome da se
jedinice potpiSu ispod jedinica, desetice ispod desetica
itd, '

Ako Jjednovremeno nekoliko brojeva i sabiramo i
oduzimamo, odvojeno se saberu brojevi sa znakom + (plus), &
odvojeno sa zmakom - (minus), pa se sa rezultatima odvoje =
nih zbirova obavi radnja oduzimanja kao sa dva broja.

Radi préglednog rafunanja viSecifreni brojevi
pisu se sa malim razmakom izmedju grupa od po tri cifre,ta-
ko da je stavlijanje talaka i zareza, radi odvajanja tih
grupa, nepotrebno,

Na primer: 53 010 219 (pedeset tri miliona de=
set hil jada dve stotine devetnaest), ili 30 000 000 (tride=-
set miliona).

1.2, MnoZenje

Rezultat mnoZenja celih brojeva uvek je ceo
broj. Radunsks radnja mnoZenja obeleZava se tadkom u visi-
ni sredine cifre, npr. 5.7, 5to je praktidnije od znaka x
(puta), koji u algebri moZe da predstavlja i slovo "iks",

Broj koji mnoZimo zove se mnoZenik, a broj ko~
jim nnoZenik mnoZimo zove se mnoZilac, S obzirom na osobi-
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nu komutativnosti mnoZenja, svejedno je koji ce od dva bro=
ja biti mnoZenik, a koji mnoZilac., Ipak, radi pregleduijeg
ratusanja, za mno¥enik uzima se broj koji ima vife cifers.’

linofenje vifecifrenih brojeva obavlja se najlak-
Se na nacline izloZene u primeru:

4257 « 357 i1i 4257 « 357
12771, , 29799
21285, 21285,

29799 12771,
1519749 1519749

Prvim nadinom mnoZili smo broj 4 257 redom broje-~
vima 3,5,7, i rezultate potpisivali pomerene po Jedno me sto
udesno; drugim nadinom mnoZili smo isti broj redom brojevi-
ma 7,5,3 i rezultate potpisivali pomerene po jeduno nesto u-
levo, Bilo jednim, bilo drugim nacinom, dobija se isti re-
zultat: 1 519 T49.

Postoje jo¥ neki nadini mnoZenja, no ovde ne mo-
Yemo da se upuStamo u to izlazanje. '

InoZenje celog broja sa 10,100,1000 itd. izvodi
se dopisivanjem mnoZeniku jedne, dve, tri nule itd. Ipr.

35 « 100 = 3 500,

Ako se unutar skupa cifri mnoZioca nalazi 0O (nu~
la), onda se naredni rezultat pomeri, ne za jedno nesto,ne-~
go za dva mesta udesno (odnosno ulevo); ako se nalaze, Jjed-
na do druge, dve nule - pomeri se za dva nmesta itd.

Na primer:

4257 = 3507 ili 4257 - 3507
12771, 29799
21285.. 21285..
29799 12771,
14929299 14929299
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42507 - 30057 ili 42507 - 30057

127521... 297549
212535, 212535,
297549 12752105,

1277632899 1277632899

Ako mnoZzilac ima na podetku (ili na zavrSetku)
cifru 1 mno¥enik se ne podvladi, ved se njegove cifre pri-
druzuju potpisanim ciframs. Npre.:

256 » 12

512
3072

1.3, Deljenie

Podeliti dva broja znadi nadi tredi broj (kolid-
nik) Xxoji pomnoZen drugim (deliocem) daje prvi droj (de-
1jenik), .
Rezultat deljenja dva cela broja bide ceo broj
samo onda kad je deljenik sadrZilac delioca, tj. kad se de-
lilac sadr#i u deljeniku bez ostatka, Ako deljenik nije sa-
drzilac delioca, kolidnik je ili pravi razlomak (ako je de-
ljenik manji od delioca) 1li meSoviti broj (ako je delje-
nik vedi od delioca).

tifre kolidnika dobijaju se procenjivanjen, &
provera procene mno¥enjem i izvodjenjem (oduziman jem) ostat-
ka koji mora da bude uvek manji od delioca.

a primer:

858384 : 432 = 1987
-4%2
-3888
7758
~-3456
5024
-3024
[¢]
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Kad se ostatku dopiSe naredna cifra deljenika,do-
bijeni broj moZe da bude manji od delioca. U tom sludaju u
kolitniku se upisuje 0, a ostatku se dopiSe jo¥ jedna, na-
redna cifra deljenika, i tako redom sve dok dobijeni broj
ne postane vedi od delioca,

Na primexr:

1087629 ¢ 543 = 2003
-1086 .
1629

=1629
Navedimo neka pravila za deljivost brojeva bez
ostatka. Deljivi sus

sa 2 = gvi parni brojevi;

sa 4 = svi parni brojevi &ije poslednje dve ci=
fre padinjavaju broj deljiv sa 4;

sa 8 = svi parni brojevi &ije poslednje tri ci-
fre sadinjavaju broj deljiv sa 8;

sa 3 = svi brojevi &iji je zbir cifara deljiv sa
33

sa 9 =~ svi brojevi 8iji je zbir cifara deljiv sa
9

sa 6 = svi parni brojevi koji su deljivi i sa 3;

sa 5 = svi brojevi &ija je poslednja cifra O i=
11 5%

sa 7 = svi brojevi 8iji je zbir svih desetica i
upe tostrudenih jedinica deljiv sa 7 (npr.,
broj 203 deljiv je sa 7 jer Jje zbir 20 +
+5 ¢ 3 =20+ 15 = 35 deljiv sa 7).

Primedba: Za deljivost brojeva sa 3,9 1 T, ako
posle prvog koraka (zbira) ne moZe da se odredi deljivost,
postupak se ponavlja sa dobijenim brojem.
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1.4, Prosti i sloZeni brojevi

. Brojevi koji su deljivi bez ostatka samo sa 1l i=
13 @ga samim sobom zovu se prosti, a svi ostali brojevi su
slo¥eni, Jedino broj 1 ne spada ni u proste, ni u sloZene
brojeve.

PronglaZenje prostih brojeva nije jednostevan po=
sao, ali mo¥e da se olak3a tako Sto se brojevi, podevidi od
broja 2, upisuju redom po kolonama u tabelu sa Sest vrsta
(I - VI):

102 14 20 26 32 38 44 50 56 62 68 T4 ...
IT 3 9 15 21 27 33 39 45 51 57 63 69 T5 .es
IIT 4 10 16 22 28 34 40 46 52 58 64 T0 16 ..s
v 5 11 17 23 29 35 41 47 33 39 65 I1 TT e
v 6 12 18 24 30 36 42 48 54 60 66 T2 T8 ..o
VI 7 13 19 25 3L 37 43 49 55 61 61 I3 12 ..o

Prosti brojevi su podvuleni. ZapaZamo da su u I,
IT i V vrsti svi brojevi parni, dakle, deljivi sa 2, a u II
vrsti da su deljivi sa 3. Prema tome, sa izuzetkom brojeva
2 i 3, prosti brojevi mogu da se nadju samo u IV i VI vrsti.

Rastaviti dati broj na proste Sinioce (proste
faktore) znadi pronadi sve proste brojeve ¢iji je proizvod
jednak’ datom broju. Npr., 12 =2 ¢ 2 0 35 102=2° 3 « 17
itde

: Zajednidki delilac za dva 11i viSe brojeva je

svaki prost ili sloZen broﬂ' sa kojim su dati brojevi delji-
vi (bez ostatka). Ako brojevi nemaju za jednilkog delioca,
npr,, brojevi 14( = 2 . 7) 1 51( = 3 « 17), zovu se medju-
gobno (relativno) prosti brojevi,

Za brojeve 12 i 102 su zajednidki delioci broje-
vi 2,3 16( =25+ 3)s Najveéd zajedni8ki delilac im je broj
6 ili, krade, NZD = 6,
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4B brojeve:

24 =20 2023
54 =2 .33 3
66:ga2'll

84 =25 243 7
90 = 2+ 3 ¢ 3 5

su brojevi 2 1 3, kao i njihov proizvod
ujedsnio 1 NZD

Te=2e22¢3.3
162 = 2 s 3033+ 3
198 = 2 » 3+ 3 o 11
252 = 2+ 23 ¢ 37
270 = 25 33 +325
= 2 3 . 3= 18,

hrojeve 3,4 105 zajednildki sadriioci brojevi

5Y, 120( = 2 » 60), 180( = 3 » 60) itd, 04

broja zajednidkih sardriilacs jedan je najma=-

nafen primerun  NZS = 60,

%a proste i medjusobno progte brojeve NZS  Je-
m prolzvodu, Za ostale brojeve izvodi se po-

shupno : datih brojsva njilhovin Siniocima, od

mandih Im ve sve dok se ne dobijaju kao kolidnici Je=-

dinice, Ako se NZD  trafi po uobilajsnoj prilofZenoj she-

ml, brojevi koji nisu deljivi nekim Siniocem samo se pot-

-

piguju,

Primer; Odrediti NZS za brojeve 24, 54, 66,
84 1 90,



243 B54; 6563 B4 890 2
12 27 33 42 45 2
6 27 33 21 45 2
3 27 33 21 45 3
1 g 11 7 15 3
3 11 7 5 3
1 11 7 5 5
T 7 7
11 1 11

1

NZS =2 ¢ 2 ¢ 23«33 5«7 1), tj. jednak je
proizvodu &inilaca sa kojima smo delili (desneo od linijel.

Primedba: Ovej postupak mofe da s i skrati, all
u sudtini ne menja se.

1.5. Stepenovanie

Ako je neki broj jednak proizvedu dvaju 113 vis

jednaldh &inilaca, onda se za takav broj kaZe da je st
(potencija) enog broja koji Jje uzet kao &inilas 1 onog e~ -
da koliko puta se taj dinilac javlja u proizvodu..

_ Na primer, 256 = 2 ¢« 2 ¢+ 2 ¢ 2 6 2 ¢ 2 0 2 ¢ 2,
odnomo 256 = 4 « 4 ¢ 4 o 4, odnosno 256 = 16 « 16, Prema
tome, broj 256 je osmi stepen broja 2, odnosno etvrti ste-
pen broja 4, cdnomo drugi stepen (ili: kvadrast) broja 16.
Isto tako, za broj 64 redi demo da Je Sesti stepen broja 2,
odnosno tredéi stepen (ili: kub) broja 4, odnosno drugl ste-
pen (kvadrat) broja 8. Ili, krade: 256 = 2® . 44 = 162;
64 = 2° = 43 = 8°,

Izrasz 28 zove gse stepen; broj 2 je cmova (baza)
stepena, a broj 8 je izlo¥ilae (eksponent).

3 ey .y X 1 Yooy Sy AT T
2OVEN 18 VISeCLX DTG g8 vE

nevanje bro a izgloficcen vedim od 2, iz
J 3 ¥

vanjem, Shoga dewrc s na ovome mestu zadrZati




a) - stepenima sa osnovom 10j

b} - gtepenovanju brojeve izloZiocem 2 - dizanjem
brojeva na kvadrat;

¢) - stepenovenju dvocifrenih brojeva izlo¥iocem
3 = dizanjem na kub,

Primedba: Kvedrati i kubovi dvocifrenih, pa Ces~
to i trocifrenih brojeva mogu da se nadu u svim Skolskim
tablicama,

a) = Prema definiciji stepena, brojevi 100( = 1O¢
o 10), 1000( = 10 ¢ 10 ¢ 10 = 10), 10 000( = 10°1010+10)
itd. mogu da se piSu u obliku stépena omaove 10, redom:loa,
10°, 10% 1td. Broj nula koji sadrZe brojevi 100, 1000,

10 000 itd. podudara se sa izloZiocem odgovarajudeg stepena.
Hilion je, dakle, isto Sto i 106. Stepen 109 je isto 8to i
milijarda itd.

256 miliona moZe da se predstavi proizvodom bro-
ja 256 i stepena 10°, tj. 256 000 000 = 256 - 10°. T1i, na
primer, 183 « 10° = 18 300 000, Kilometar ims milion ili
10° milimetara, 24 kilometara imaju 24 - 106 milimetara itd.

b) - Dizanje na kvadrat viSecifrenog broja moZe
da se izvede mno¥enjem broja samim sobom, ali moZe da poslu-
73 i ovaj postupak, po vrstama:

= u prvoj vreti ispisSu se redom, s leva na desno,
kvadrati za sve cifre datog broja; pri tome demo pisati
12 = 01, 22 = 04, 3° = 09, a umesto 0° pisademo 00;

= u drugu vrstu upisujemo udvostrucene proizvode
prve desne cifre datog broja sa prethodnim po redu s des-
na u levo, upisujuéi pri tome samo broj/jedinica, dok se
broj desetica dodaje narednom udvostruéenom proizvodus

= u tredu vrstu upisujemo udvostrucene proizvode
druge desne cifre datog broja sa prethodnim, keo i u drupgoj
vratis

- Setvrtu vrstu obrazujemo mnoZfenjem treée desne
cifre datog broja, petu vrstu = Setvrte cifre itd.;
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= drugu vrstu potpisujemo pod prvu, ali pomerenu
za jedno mesto ulevo, a sveku narednu vrstu ispod prethodne,
ali pomerenu za dva mesta ulevo (sko je cifra 0, pomera se
za 4 mesta);

= konadno, rezultat jJe zbir brojeva u svim vrs-
tama,

Primer 1. Izradunati 7 296 0432,

729604 3°
49048136001609
4377624,
583680,
87485000
1296..
28, ¢
Rezultat: 53232243457849

U prvu vretu upisivall smo, zdesna ylevo: 3°4¢2=
=(2)4, 3000242 = 2, 3+6:2=(3)6, 329¢2¢3 = (5)7, 3¢27245 =
=(1)7, 3¢7.2+1 = 43, Sliéno smo obrazovali i ostale vrste i
najzed ih sabrali.

Primex 2. Izralunati 2172.

2172
40149
294,
&l‘

Rezultat: 47089

Primer 3. Izracunati 862.
8 62
6436 . . . ( = 8% 69)
)

Rezultat: 7396

Brojevi koji se zavrSavaju cifrom 5 mogu da se
"podignu" na kvadrat tako Sto se proizvodu broja svih dese-
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tica i narednog broja dopiSe 25,

152 = 1 » 2 (25) 225

252 = 2 . 3 (25) = 625

352 = 3 . 4 (25) = 1225
452 = 4 o 5 (25) = 2025
552 = 5 « 6 (25) = 3025
652 = 6 » T (25) = 4225
752 = 7 « 8 (25) = 5625
852 = 8 ¢ § (25) = 7225
952 = 9 «10 (25) = 9025

105° =10 11 (25) =11025 4itd.

(Broj 75, na primer, ims 7 desetiéa, paredni broj iza 7 Je
8, dakle proizvodu 7.8 dopiSemo 25.)

¢) = Dizanje na kub dvocifrenog broja moZe da se
izvede na ovaj nadins

= 1 prvu vrstu upiSu se jedasn do diugog kubovi
broja desetica i broja Jjedinica;

= u drugu vretu upiSe se utroatruéep proizvod

broja desetica, broja jedinica i datog dvocifremog brojas
pri tome se druga vreta pomeri za jedno mesto ulevo od

prves .

) - rezultat se dobije sabiranjem ovih dveju vr-~

sta. )

Primer: Izradunati 87°.
373
512343 . . . (= 85 71°)
14616 , o o « ( = 8eT:8723)
Rezultat: 658503
Dodatak: Kubovi brojeva 1 = 9.
13- 1 43 = 64 72 = 343
22 . 8 53 - 125 83 = 512
33 = 27 63 = 216 9 = 729



1.6, Korenovanie

Korenovanje je radunske radnja obrnute (inverzna)
stepenovanju.

Izradunavenje bilo kog korena nekog broja izvodi
se logaritmovanjem., Stoga Semo se na ovom mestu zadriati sa-
mo na izradunavanju drugog = kvadratnog korena, kod kojeg se
korenov izloZilac u pisanju izostevlja. Postupak je ovaj:

e) Ako je broj pod znakom Y (radikand) viBeci =
fren, prvo se podeli u grupe po dve cifre, zdesna ulevoy ako
Je broj cifara neparan, poslednja leva grupa sadrzi samo je-

dnu cifru., Npr.s
\/62 72 64 = ili V9 98 56 =

b) Zatim se s desne sitrane zpaka Jjednakosti upiSe
broj &iji je kvadrat menji (ili najviSe jednak) od brojeva ko=
ji ssdinjewaju cifre prve leve grupe. Npr.:

f62 72 64 =7 3li \/9 98 56 = 3

¢) Kvadrat tog upisanog broja potpiSe se ispod
brojs prve grupe, oduzme se, rezultatu oduzimenja dopisu se
cifre naredne grupe, i tako dobijeni broj podeli se udvostru-
genom vredno¥du broja upisanog s desne strene znaka jednako-
gti. Npr.: '

Y62 72 64 = 7 411 Y9 98 56 = 3

42 =2

1372 s 14 0 98 s 6

4) Delioccu 14, odn, 6, koji predstavlja broj de-

setica, treba da se dopie cifra Jedinica (j), ali tako da
proizvod 14jeJ, odn. 6jeJ, bude Sto veéi, ali manji (ili
najvile jednak) od deljenika 1372, odn. 98; traZena cifra
jedinica (j) procenjuje se tako Zto se samo broj svih dese-
tica deljenika deli deliocem, tako da je u prvom primeru
(137 : 14 = 9) trafena cifra jedinica j¥9, a u drugom prime=
T2 (9 3 6 = 1) ona je j=lj proizvod 149:9 = 1341, odnosno
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6le1 = 61, potpiZe se pod deljenik i oduzme od njegs; ovom
ostatku dopisu se ("spuste se") cifre naredne grupe, & vred-
nost za j dopise se prvoj cifri rezultata. Npr.:

Y62 72 64 = 79 ili V998756 = 3

-4 -2
13 72 : 149.9 098 : 611
=13 41 =61
3164 37 56

ako bi rezultat oduzimanja bio negativan, znadi da cifras je-
dinica nije dobro procenjena, te se umanji za jedinicu i po-
novi postupak.

e) Novi deljenik (3164, odn. 3756) deli se udvo~
strudenim brojem u rezultatu (792 = 158, odn., 312 = 62)g
do udvostrucene vrednosti rezultata (79¢2, odn. 31°2) moZe
se do¢i i kada se u proizvodu 149¢9, odn., 61°l, znak mnoZe=-
nje . zameni znakom sabiranja +, tj. 149 + 9 = 158, odnosno
61 + 1 = 62,

f) Zatim se postupak nastavlja kao pod d.
U celini, raCun izgleda ovako:

Y62 72 64 = 792 V9 98 56 = 316

-4 -2
1372 : 1499 0 98 : 3lel
-13 41 -_61
31 64 :1582.2 37 56 26266
=31 64 -37_56
0 0

Cetvrti koren (V—) nekog broja raduna se tako
£to se prvo izraluna kvadratni koren, pa se iz rezultata po-

novo izraluna kvadraini koren,
lpr.: V614656 = |f614556 = V784 = 28.

Primedbs: Kvaedratni i kubni koreni brojeva 1-100,
a Sesto 1 1-1000, dati su u svim $kolskim tablicama.
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2. Ralunske radnie razlomcima

Razlomkom je odreden broj izvesnih jednakih de-
lova neke Jjedinice, Npr.:é su tri peta dels jedinice = tri
petine, ili % su osam treéih delova jedinice = osam treéina.
Broj iznad razlomacke linije zove se brojilac (brojnik), a
ispod linije - imenilac (nazivnik). Ako je brojilac manji
od imenioca, razlomak se zove pravi, npr. é, a ako je vedi
od imenioca, razlomak se zove nepravi, npr. e Kako nepra-
vi razlomak sadrZi i celih jedinica, npr. 7= 2 + %, moze
da se piSe i u obliku meSovitog broja, npr..23.

Vrednost razlomka se uveda kad se uveda broji-
lac ili umanji imenilac, a vrednost razlomka se umanji kad
se umanji brojilac ili uveda imenilac.

2.1. Uporedivanje razlomaka

Razlomeci mogu da se uporeduju ako imaju jednake
ili brojioce 1ili imenioce, Na primer, za razlomke I% i
utvrdujemo da je vrednost razlomka veéa od w5, ili
I%:> 2%’ jer je imenilac drugog razlomka vedéi od imenioca
prvog.

0

I1i, na prlmer, vrednost razlomka 7 ania Jje od
vrednosti razlomkse 7, ili 7 g, jer je brojilac prvog raz-
lomka manji od brojioca drugog.

Razlomke razliditih brojilaca i imenilaca moramo
prethodno da profirimo (da pomnoZimo i brojilac i imenilac
istim brojem) da bismo ih sveli ili na zajednilki brojilac
ili na zajednidki imenilac, pa tek tada da ih uporedimo. U
tom sludaju =zajednidki brojilac (imenilac) treba da bude
zajednidki sadrZilac brojilaca (imenilaca) razlomaka koje
uporedujemo , najpraktidnije najmanji zajednilki sadrZilac
( NZS ) .

Ha primer, za razlomke %, %, I%’ %% NZsS ime=
nilaca je broj 60. Profirenjem datih razlomaka svesScéemo ih
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na zajednitki imenilac i{%,' %, 1%—:%, %H, te éemo upo-

rediti njihove brojioce, koji su redom: 45, 48, 35, 44.Ke-
ko je 35<44<45<48, to i za date razlomke utvrdujemo ovu

relacijus
Bed<i<t.

Do istog rezultata doSli bismo i svodenjem raz-
lomaka na zajednidki brojilac.

2,2, Sabiranie i oduzimanije

Razlomei jednakih imenilaca sabiraju se i oduzi-
maju tako $to im se saberu i oduzmu brojioci, a imenilac o=
staje nepromenjen. NWa primer‘,.n + 97 - & + 1-% - 1-% =
_2+8=3+ 41" 10
= 11 I b

Razlomke razliitih imenilace moramc prethodno
da svedemo (proSirivanjem) na zajednicki imenilac, pa tek
tada da ih sabiramo i oduzimamo. Od bezbroj zajednilkih i=-
menilaca izabrademo najmanji NZI , u stvari NZS svih
imenilaca, Na primewr:

é_ % + % - 1% = /‘1‘1-12 - 3'120-4- 114 = Te5 _ 48_42844-35 ='3%

Ako brojilac i imenilac sadr¥e neke zajednidke
éinioce, onda se razlomak skrati (podele se i brojilac i i=-
menilac istim brojem).

Tako, na primer, rezultat u prethodnom primeru
mo%e da se napiSe

8 2 o % 2
m = = = IS- 9
gde smo i brojilac i imenilac razlomka -6185 podelili zajednic=
kim &iniocem, brojem 4.
Za razlomke koji nemaju zajednilkih cir:.laca u

bro;iocu i imeniocu kaZe se da su nesvodliivi. Razlomak EU
je svodljiv, ali razlomsk Ib' je nesvodljiv.,
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Za sabiranje i oduzimanje razlomaks i celih bro=
jeva potrebno je da se celi brojevi prethodno prosire zajed=
nidkim imeniocem datih razlomaka, Na primer:

el 2.1 _92-=1.
o 1-%-% §-i1;-l-
B F-d+1-1 iﬂ—g—ﬂwo" .4
11 L 45+48+44+35-120 _ 52 _
%+é+:s+r% Z—Mé“i——o -%- %
Nefoviti brojevi sabiraju se i oduzimaju tako Zto
se posebno saberu ili oduzmu celi brojevi, a posebno §gzlom-
ljeni (posebno rafunanje mofe da se naznali i stavljanjem za~

grada), pa se na kraju posebni rezultati saberu ili oduzmu.
Npr.:

2%—._.2{.+%-103- 5-5+ 2-25— (10-5+2)+(%

+ 2%)=

1

.

ilis

s

9—6%=(8+1)-6-%=8+(1-3%)=

2.3, MnoZenjie

Razlomak i ceo broj mno%e se tako 3to me brojilac

pomnoZi celim brojem. Npr.:

3.2 6
AR bR X _
No, eko ceo broj i imenilac datog razlomka imaju

za jednickih ginilaca, pre radnje mnofenja korisno je izvrSi-
ti prethodno skraéivanje. Npr.: i% <24 = E% 23.8 = % 3 = %,

2004 = '
$to moZe da se izvede i ovako: y§°24 16 15?5— %

Razlomei se uzajamno mno%Ze tako 3to se pomnoie
posebno brojioci, a posebno imenioci. Npr.:

509 0- -

Ako ma koji brojilac ims zajedniékih dinilaca ma
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sa kojim imeniocem, korisno je i ovde izvr3iti prethodno
skradivanje. Npr.:

ENN R Y

§to mo¥e da se izvede i ovako:

, 8 3 25 ¢ ° 4
R R e e an B &

Proizvod razlomka i njegove reciprofne vrednosti
uvek je jednak 1 :

R Y

MeSoviti broj mnoZi se celim brojem lakie ako se
posebno izvrsi mnoZenje celog broja, a posebno razlomljenog
celim brojem. Npr.:

82 . 5-23% . 5= (23+85-235+8 . 52115«

1%

50 9.6

2.4, Deljenie

Deljenje ma kog broja (celog ili razlomljenog)
datim razlomkom svodi se na mno¥enje broja reciproénom vred-
noséu datog razlomka, lipr.:

ili, npr.:
7:§=7-§=%—=u§.

Deljenje meSovitim brojem izvodi se na isti na-
¢in, podto se prethodno mefoviti broj izrazi nepravim raz=
lomkom, Iipr,:

2:5%=2=%=2~I§=%36-.

Razlomak se deli celim brojem tako Sto se broji-
lac podeli celim brojem = ako je deljiv, a eko nije, imeni-
lac se pomnoZi celim brojem.

24



Nea primer:

O R T L

Medutim, uvek je moguée postupiti slidno kao i
kod deljenja razlomkom: umesto da delimo celim brojem,
mnozino njegovom reciprodnom vrednofdéu. Npr.:

8 . _ .18 1 _ . P T
Mr:6=T7"&-1fr §:2-8 3-8,
jer broj 6, odn. 2, mogu da se prika¥u kao prividni razlom-

cis 6 = T odn, 2 = ']2_'.

Ako su brojilac ili imenilac 1ili oba, vedé i sa=-
mi razlomci, onda se takav izraz zove sloZeni razlomak. Ilpr.:

2
L 3
31
treba da se pazi na to koja je tzv. glavna razlomadka linija.
SloZeni razlomak pojednostavi se tako $t0 se prodSiri najma -

njim zajednifkim sadrZiocem imenilaca svih razlomaka, i onih
iznad, i onih ispod -glavne razlomalke linije, Npr.:

2
e 5 e5017
2 s 12 o317 51
g - d-n go— -8R
3° et
(N1 =5) ( NzI = 3) ( Nz =5 - 17)
I u sludaju sloZenijih izraza postupak je isti.
Npr.s

4L 2
3-3 3:5:1 393:5:7- 352357 5.0 - a3 _ o9
% + é e %'3-5-7 + % .305.7  3°3°5 F &e3°7 I?% 3
( NZI = 3:5°7);
§ - i 2,304 = $4304
1+ 1°H=L—§I__ %=&5(NZI=3.4),
3°17

1304t 5370304
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2,5, Stepenovanie i korenovanie

Razlomak se stepenuje ili korenuje tako Sto se
posebno stepenuje ili korenuje brojilac, a posebno imenilac.
Hipres

3 3
(%)=f3-=§%;
Bt
L R - 5
iz

V%%= Eerc i % -

Stepenovanje i korenovanje meSovitih brojeva iz-
vodi se na isti nalin, po3to se prethodno meSoviti broj
izrazi nepravim razlomkom., Hpr.:

- - -1

3. Radungke radnie decimalnim brojevims

Decimalni broj je svaki razlomak &iji je imeni=
lac ma koji stepen broja 10. Npr.: I%ﬁ = 0,07; 3I% = 3,73

25=2+%=2+52=2+y3= 203 = 25,

Cesto je potrebno da se obidni razlomak izrazi
decimalnim i obrnuto. Korisno je upamtiti da Jje:

$=0,5 %= 0,2 $=0,3333 ceonnen
3= 0,25 3-0,75 §-=o,6666
3=0,125 £ = 0,375 £-70,166 6 ...uen

Broj nula napisan iza poslednje vrednosne ci=
fre u decimalama ne utide na ralunanje, pa se i ne pide.
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pre.s 73,200 = 73,2.

Deljenjem brojioca imeniocem dobijamo decimalni
broj. Taj broj moZe da ima beskonalno mnogo decimala samo
ako se medju diniocima imenioca nalazi ma i jedan dinilac
razlilit od brojeva 2 i 5., Npr.:

75 = Tog = 0,033 3 eueenn

U protivaom, broj decimala je konalan. Npr.:

o = ;%; 0,045 T = -2-71; = 0,062 5; %5 = 21—1-5—5 =0,002 5.

Ako se deljenjem dva cela broja dobija neograni-
$eni decimalni broj (sa beskonadno mnogo decimala), taj de=
cimalni broj je periodidnis; naime, cifra ili skup nekoliko
cifera, pri deljenju stalno se ponavlija, Npr.: 1 : 3 =
= 0,3333,0000 = 0y 5 s ovde se trojka stalno ponavlja, te se
obelefava tadkom iznad 01fre. I1i, npre.: 2 ¢ T = 0,285T7L4
285714 285714 .... = O, 285714 ovde se skup cifera 28514 stal-
no ponavlja, te se obeleZe tadkom iznad prve i poslednje ci-
fre periodilnog skups.

111, na primer, 3 s 14 0,2142857 142857 142857..
vso = 0,2 142857, ovde se, posle 0,2, periodino ponavlja
gkup 142857, fto je 1 oznadeno ta¥kom iznad prve i poslednje
cifre periodilnog skupa.

Svaki periodiéni decimalni razlomak moZe da se
predstavi kao obidni (vidi primer 20. u poglavlju: ReZavanje
linearnih jednadina s jednom nepoznatom).

3.1, Sabiranje i cduzimanje

7a ove dve radunske radnje vaino je da se cifre
ispravno potpisu, jedinice ispod jedinica, desetice ispod
desetica itd., deseti delovi ispod desetih, stoti delovi
ispod stotih itd. Dekle, bitno je da se decimalni zarezi
nalaze jedan ispod drugog.
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Na primer:

12g,75 i1i 43,701
+ 4,012 = 2,15
135,762 41,551
Pogresno bi, na primer, bilo ovakvo potpisivanje:
123,73 ili 43,701
+__ 40,12 - 215

3.2, lnoZenje

MnoZenje decimalnog broja obavlja se kao i mnoZe~
nje celih brojeva, samo u proizvodu mora. da se nalazi onoli-
ko decimala koliko ih ima ukupno u &iniocima., Npr.:

34,72 -« 2,3 ili 623,75 « 23
9 44 1247 50
10 416 : 187 125
79,856 14346,25

U prvom sludaju jedan Sinilac sadr¥i dve decima=
le, a drugi jednu, ukupno ih je tri decimale; stoga i proiz-
vod sadrZi tri decimale. U drugom primeru samo je jedan 3Ji-
nilac decimalni broj, i to sa dve decimsle; stoga i proiz =
vod ima samo dve decimale.

MnoZenjem decimalnog broja sa 10, 100, 1000 itd.
samo se smanjuje broj decimalnih, odnosno povedava broj de-
kadnih mesta, i to za jedno mesto, dva, tri itd. Hpr.:

34,271 - 10 = 342,71
34,271 o 100 = 3427,1
34,271 - 1000 = 34271
34,271 » 10000 = 342710

3.3, Deljenje

Ako kolicnik dva cela broja nije ceo broj, delje-
nje se nastavlja kao da su iza cifre jedinice deljenika do-
pisane nule, ali se u kolidniku stavlja decimslni zarez &im
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se dovrii deljenje jedinica, to jest Cim se “spusti" prva,
prividno dopisana nula. Npr.:

472 3 5 = 94,4
_-_4_5_

22
=2

20

=20

0

Ako je deljenik decimalni broj, postupak je isti
kao prethodni, tj. &im zavrSimo deljenje jedinica, odnosno
gim "spustimo® prvu decimalu, u kolidniku stavljamo decimal-
ni zarez, te nastavljamo deljenje. Npr.:

1243,51 : T2 = 17,27097 csoesasos LEde
=72
523
=504
19 5
-14 4
511
=5 04
700
=648
520
=504
160
esocas 1tds

Ako je delilac decimalni broj, tada se najpre i
deljenik i delilac proSire sa 10, ili 100, ili 1000 itd.,
veé prema tome da li delilac ima jednu decimalu ili dve i-
1i tri itd. Bitno je, dakle, da se podesi da delilac bude
ceo broj, bez obzira na to da 1i je to i deljenik, Tek tada
se pristupa radnji deljenja. Npr.:

23 : 1,57 {proSiriéemo sa 100)

2300 : 157
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ili, na primer,
34,72 : 0,531  (pro¥iridemo sa 1 000)
34720 ¢ 531 3 )
ili, na primer,
37,2125 ¢ 2,32 (proSiridemo sa 100)
3721,25 232,

3.4, Stepenovanie

Prilikom stepenovanja decimalnog broje izloZio-
cem 2 (kvadriranje), dati broj se stepenuje, a broj decimal-
nih mesta se udvostrudi, Npr.:

2,5° 6,25 3 3,752 = 14,0625
0,12 0,01 50,22 = 0,0 435 0,4°=0,16
0,012 = 0,000l 0,002% = 0,0000045 0,09°=0,0081

Prilikom stepenovanja decimalnog broja izloZiocem
3 (kubiranje), dati broj se stepenuje, & broj decimalnih me-
sta se utrostruéi. Npr.:

2,13 = 9,261 ;3  5,24° = 143,877 824

0,12 = 0,000 ; 0,57 = 0,125

0,013 = 0,000 001; 0,04 = 0,000 064
0,007> = 0,000 000 343

3.5. Korenovenje

- Pre nego 3to se zapodne korenovanje, izvrSi se
podela cifara ne grupe, i to na levo i na desno od decimel-
nog zareza. )

Za kvadratni koren odvajaju se grupe po dve ci-
fre, za kubni koren po tri cifre itd.; no, zaustavicemo se
samo na kvadratnom korenu. Npr.:

V47 35,62 1 ili VS 11 27,35 42

Zatim se radnja korenovanja obavlja kao da korenujemo ceo
broj pazedi na to da se u rezultatu zapife decimalni zarez
éim se "spusti" grupa neposredno iza decimalnog zareza. A~
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ko poslednja grupavna~desnoj gtrani sadrzi jednu cifru, do-
piSe se nula., Po3to se iscrpu gve cifre u radikandu, ostaci=
ma dopisujemo po dve nule, Npr.:

V47 35,62 10 6388158 cesosss itdo

=36
11 35 ;3 128 - 8
=10 24
11162 : <1368 8
=1 09 44
21810 : 13761 ¢ 1
=1 37 61
80 49 00 3 137625 + 5- _
-68 81 25 ’
11 67 7500: 1376308 « 8
. =11 01 0464

66 7036 itd.

Bez ikakvog postupka lako je izralunati da je,na

primer:s .
Vi =1 ' =1
0,01 = 0,1 30,001 = 0,1
¥0,000 1 = 0,01 yﬁjﬁﬁﬁ‘ﬁﬁi = 0,01
/0,000 001 = 0,001 ;000 000 001 = 0,001
m = 0,2 ’m = 0,2
¥0,000 9 = 0,03 70,064 = 0,4 -
V6,25 = 2,5 30,000 027 = 0,03
¥0,122 5 = 0,35 0,125 =0,5
12,25 = 3,5 46,000 343 = 0,07,

%o je lako proveriti obrnutom radunskom radnjom, tj., ste=
penovanjem rezultata., Cesto kandidati greSe u korenovanju.
Stoga navedimo nekoliko takvih primera:

Vo,1 £ 0,1 10,1 £ 0,1

0,025 # 0,5 /0,01 £ 0,1
3

0,001 # 0,1 0,8 4 0,2

2,5 # 0,5 0,27 £ 0,3
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Vo, 81 £ 0,09 :V1,25 # 0,5
6,4 £ 0,8 6.4 £ 0,4

Proverom, utvrdidemo lako gresku, ako uzmemo u
obzir da se kvadriranjem broj decimala udvostruéi , a kubi-
ranjen = utrostrudi.

4. Brojna 1inida

Na polupravoj obeleZimo niz tataka na proiszvelj-
nom, ali medusobno jednakom rastojanju i podetnoj talki pri-
druzimo broj nulu (0), narednoj desnoj tadki broj 1, nared=-
noj tadki broj 2, zatim opet narednoj = broj 3 itd.

5 5, 2. 5, 2
= 4 i ¥ L} v v

0123456’}

Na taj nalin uredena poluprava predstavlja nam
brojnu liniju.

Brojevi 1,2,3,4,50000000(celi, pozitivni) pripa-
daju skupu prirodnih brojeva.

Svakom prirodnom broju odgovara jedna odredena
tatka na brojnoj liniji. Ukoliko je broj vedijutoliko mu je
odgovérajuéa tadka viSe udaljena od podetne taCke.

' Prema tome, za dva razlidita broja: vedlem od njih
pripada talka desno od one koja pripada manjem broju, i obr-
nuto,” manjem broju pripada talka levo od one koja pripada
veden broju. Isto tako, za dve talke: levoj tadki pridruZen
je manji broj, a desnoj - vedi.

B Razlomcima takode mogu da se odrede odgovaraju-
ée talke na brojnoj liniji. Npr.: razlomku % odredidemo od=
govarajuéu talku tako 5to demo du¥ izmedu tadaka sa pridru-
Zenim brojevima O i 1 podeliti na 3 jednaka dela (tredine) i
od podetne talke odbrojati dva takva dela (dve treéine).

Razlomku éé = 6% odredidemo odgovarajuéu tadku ta-
ko 3to demo du¥ lzmedu tadaka pridru¥enih brojevima 6 i 7 po-
deliti na & jednakih delova (osmine) i od talke pridruZene
broju 6 odbrojati 5 takvih delova (pet osmina).
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Decimalnom broju odreduje se odgovarajuda talka
na brojnoj liniji tako S5to se duZ izmedu dve talke koje su.
pridruliene uzastopnim celim brojevima podeli na 10, 100,
1000 itd. jednakih delova, vel prema tome koliko dati broj
ima decimzlnih mesta., Npr. broju 2,77 odgovara talka izmedu
talaka pridrufenih brojevima 2 i 3, i %o udaljena od talke
pridruﬁené broju 2 za 77 stotih delova udesmno.

Beskonadni periodiéni decimalni brojevi uvek mo-
gu da se izraze obidnim razlomkom, odnosno medovitim brojem,
te, prema tome, i ovi brojevi mogu da se predstave na broj-
noj liniji,

Svi brojevi:. celi, razlomljeni, meSoviti, konal-
ni decimalni i beskonadni periodicéni decimalni - pripadaju
skupu takozvanih recionalnib brojeva. Medutim, beskonadni
decimalni brojevi koji nisu periodidni, kao Sto su, na pri-
mer, /§‘= 1,414.000, {3.= 1,732,400, pripadaju skupu ira-
cionglnih brojevag. Postoji. bezbroj beskonalnih decimalnih
brojeva koji ne predstavljaju rezultat nijedne algebarske o-
peracije (deljenja ili korenovenja), kao ¥to je Arhimedov
broj A = 3,14159......, koji pripadaju skupu transcendentnih
brojeva.

Razlika izmedu iracionalnih i transcendentnih bro-
jeva je u tome $to se na brojnoj liniji, konstruktivanim pu-
tem, mogu predstaviti: prvi - tadéno, a drugi - samo pribliz-
no. Svi racionalni, iracionalni i transcendentni brojevi pri-
padaju skupu realnih brojeva. Prema fome, svaki realni broj
noYe da =e predstavi na brojnoj liniji i,obrnuto, svakoj
ta8ki brojne linije pridruZen je neki realan broj.
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I GLAVA

HERENJE I HXERE

1. Osnovne i izvedene Jedinice merenja

Izmeriti neku velidinu znadi uporediti je sa dru-
gom velifinom koja je izabrana za jedinicu merenja, Ako Je
velidina veda od jedinice kojom se meri, merni broj velidi-
ne veél je od 1, a ako je manja, merni broj je pravi razlo=-
nak.

Izvedene jedinice su umnoSci i podeoci osnovaih
Jedinica. Za izvedene jedinice, vede od osnovne, umnoSci su:

deka da = 101 jedinica
hekto h = 10° "
Kilo k = 10° "
nega I o= lO6 b
giga G = 109 w
tera T = 1012 w

Za izvedene jedinice, manje od osnovne, podeoci (delovi) su:

deci da = I% deo jedinice
cenli c = E%E " "
mili m o= .1 " "
105
. 1
mikro M o=—= »
10
1
nane n = =5 " "
10
pico p = 3%15 ® "
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2, Jedinice za merenije duZine

Osnovna jedinica za merenje dufine je metar ( 1 m ).
letar je definisan prototipom 3ipke od legure platine i iri-
dijuma koja se duva u liedunarodnom birou za mere i teZine.

Navedimo neke izvedene Jedinice:

a) vede od 1 m - dekametar (1 dam = 10 n), hek-
tometar (1 hm = 100 m), kilometar (1 km = 1 000 m);

b) manje od 1 m - decimetar (1 dm = 0,1 m, odnosno
1m= 10 dm), centimetar (1 cm = 0,01 m, odn. 1 m = 100 cm),
pilimetar (1 mm = 0,001 m, odn, 1 m = 1 000 mm),

Pretvaranje jednih jedinica u druge izvodi se
mnoZen jems

a) ga 10, 100, 1 000 itd. ako vedu jedinicu
treba da izrazimo pomodu manjes

v) sa 0,1; 0,01; 0,001 itd. ako manju jedini-
cu treba da izrazimo pomodu vele.

Na primexr:

8,32 m = 8,32 » 10 dm = 83,2 dm
8,32 m = 8,32 « 100 cm = 832 cm
8,32 m = 8,32 ¢ 1 000 mm = 8320 mm
83mm = 83 e« 0,1l cm= 8,3 cm

83mm = 83 s 0,01 dm = 0,83 dm
83mm = 83 ¢ 0,001m=0,083n

B n = 33 + 10 dm = 330 dn

2320 m = 2320 ¢ 0,001 km = 2,32 km.

3, Jedinice zs merenie povrSing

Poyriina se meri takozvanim kvedratnim jedinica-
pa, Hezivi jedinica su isti kso 1 2za duZinun, sSano 58 dgiatn
kom Vkvadratni' i obsleZavaju se kvadratnim sizbolom m,

2
cm LI-IR-4
Kvedratna jedinica predstavlja kvadrat Tija Je
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stranica jednaka duZini jedinice kojom se merl. Tako, npr.,
povrSina od 1 m“ predstavljena je kvadratom cxaa je strani-
ca duZine 1 m,

Kvadrat d&ija je du¥ina stranice 5 m imade povr=
Sinu 5 ¢ 5 n® = 52 n® = 25 m?. UopSte, merni broj povrSine
kvadrata dobije se kad se podigne na kvadrat merni broj du-
Zine stranice.

Pretvaranje jednih jedinica u druge izvodi se
mnozenjems:

a) sa 102 1002, 1 000° itd. ako vedu Jedlnlcu
treba da izrazimo pomocu manae,

b) sa 0,1%; 0,01%; 0,001% itd. ako manju jedini-
cu treba da izrazimo pomodu vede.

Na primer:

14 n° = 14 « 10% dn® = 1400 dm®

14 m% = 14 + 100° cn® = 140 000 cm®

53 em® = 53 « 10° mn® = 5 300 mn?
35 625 m° = 35 625 « 0,0012 km? = 0,035 625 km
37 930 mm2 37 930 « 0,12 cm? = 379,30 cm®
37 930 mm® = 37 930 + 0,012 dn? = 3,793 O dm?

2

n

U poljoprivredi i Sumarstvu u upotrebi su jos i
ove jedinice: ar (1 a = 100 mz) i hektar (1 ha = lO4 mz).

Na primer:

40 & = 40 ¢ 0,000 1 ha = 0,004 ha

0,35 ha = 0,35 » 100 & = 35 a,
ili:
796 m° = 796 » 0,01 a = 7,9 a
796 m? = 796 « 0,000 1 ha = 0,079 6 ha.

4. Jedinice za merenje zapremine

Zapremina se meri takozvanim kubnim Jedinicana.
Nezivi jedinica su isti kao za dufinu, samo se obeleZavaju
kubnim sinbolom m3, cm3 aea

Kubna jedinica predetavlja kocku (na latinskonm:
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cubus) ¢ija je ivica jednmaka duZini jedinice kojom se meri.
Tako, npr.,zapremina od 1 m3 predstavijena je kockom ¢&ija
je ivica duZine 1 m,

Kocka, Cija je duZina ivice 5 m imade zapreminu
595 5 n’ = 57 m” = 125 m”. UopSte, merni broj zapremi-
ne kocke dobije se kad se podigne na kub merni broj duZine
ivice.

Pretvaranje jednih Jedinica u druge izvodi se
mnoZenjems

a) sa 107, 100°, 1 000° itd. ako veéu jedinicu
treba da izrazimo pomodu manje;

b) sa 0,1%; 0,01%; 0,0017 itd. ako manju jedini-
cu treba da izrazimo pomodéu vede.

Na primer:

122 = 12 « 103 dan’ = 12 000 dn’

12 m> = 12 » 100% em® = 12 000 000 cm’

0,135 m° = 0,135 » 10> dn’ = 135 dm’

25 o = 25 « 0,17 dm° = 0,025 dm’

335 720 m> = 335 720 ¢ 0,001 km® = 0,000 335 72 ku’
27 500 mm’> = 27 500 ¢ 0,1° cm’ = 27,5 cm’
27 500 mm° = 27 500 - 0,01° dw’ = 0,027 5 am’

5. Jedinice za merenje teZine

Herenje teZina svodi se na uporedivanje masa,
Osnovna jedinica za merenje mase je kilogram (1 kg). Kilo-
gram je definisan prototipom koji se, kao i prototip metra,
duva u lledunarodnom birou za mere 1 teZine,

Navedimo neke izvedene Jjedinice:

a) vede od 1 kg : metridka cents ( 1 q = 100 kg),
tona (1 t = 1 000 kg); megatona (1 Mt = 1 000 000 %)

b} manje od 1 kg : gram (1 g = 0,001 kg, odnosno
1 kg = 1 000 g), dekagram (1 dkg = 10 g = 0,0L kg), mili-
gram ( 1 mg = 0,001 g, odnosno 1 g =1 000 mg ).

Pretvaranje jednih jedinica u druge izvodi se
mnoZenjems
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a) za 10, 100, 1 000 itd. ako veéu jedinicu tre-
ba da izrazimo pomodu manje;

b) sa 0,13 0,013 0,001 itd, ako manju jedinicu
treba da izrazimo pomodu vede.

Na primer:

250 kg = 250 ¢ 0,00l t = 0,25 t
250 kg 250 - 0,01 ¢ = 2,5 g
0,35t = 0,35 ¢ 1 000 kg = 350 kg
0,35 t = 0,35 - 10 q = 3,5 ¢g
27,5 q = 27,5 ¢ 100 kg = 2 750 kg
27,5 q = 27,5 ¢ 0,1 t.= 2,75 ¢
3,5 kg'= 3,5 ¢« 1000 g =3 500¢
3,5 kg = 3,5 ° 100 dkg = 350 dkg
750 g = 750 * 0,001 kg = 0,75 kg
750 g = 750 » 0.1 dkg = 75 dkg

6, Jedinice gza merenis koliline telfnosti

Osnovna jadinics za merenje kolidine tefnosti Je
litar (l:e)s Litar telnosti zauzime prostor koji se neznat-
no razlikuje od zaspremins 1 de,taénije, 14 - 1,000 028
dmg. Stoga se jedinicom za merenje tefnosti = litrom iszra-
fYavaju i zapremine sudova (bojleri, loneci, kazaniy, burad
itd.) o

Havedime neke izvedene jedinice:

14 = 10 aly, centilitar (1 ¢f = 0,00 4, odn. 14 = 100 ).
Pretvaranje jednih Jedinica u druge dzvodl se
mnoken]ems
2) sa 10, 100 - ako veds jedinica treba da se iz~
razl pomodu manje;
%) sa 0,13 0,01 = ako manja jedinica treba da se
izrazi pemodu vele,



Na primers

3,85 nd = 3,45 « 1 000 £ = 3 4504

4 71128 - 4 712 « 0,01 nl=47,12 ud
3,254 = 3,25 . 10 ad = 32,5 al
3,25& = 3,25 » 100 of = 325 cf

5 ad=17 - 0,14 = 7,54

3170 ¢ = 3 170 « 0,004 = 31,74

T. Jedinice za merenje uglova

Ugao je deo ravni koji obrazuju dve poluprave po-
vucene iz zajednidke talke, Te poluprave zovu se kraci,a za-
jednifka tafka - teme ugla. Ako opiBemo kru¥nicu i podelimo
je na 360 jednakih delova, onda mera ugla <&ije je teme u
srediftu kruZnice i &iji kraci prolaze kroz dve uzastopne
podeone tafke na krufnici - iznosi 1 stepen (1°).

Dve poluprave sa zajednidkom polaznom taikom ob-
razuju u ravni dva ugla : manji, ispupden (konveksan) i vedi,
udubl jen (konkavan), Stosa dve uzajamno normalune poluprave
obrazuju dva ugla, jedan od 90° (pravi ugao) i drugi od 270°.
Ako_kraci ugla obrazuju pravu liniju, oba ugla koji oni obra=
zuju iznose po 180° (opruleni ugao).

i 60 puta manja jedinica od stepena je minuta (1° =
= 3% ?, odnosno 1° = 60°), a 60 puta man ja jedinica od minu-
te je sekunda (1% = E% ‘s odnosmo 17 = 60%),

Pretvaranje jednih jedinica u druge izvodi se mno-=
Zenjems

a) sa 60, odn. sa 60° ( = 3 600) ako veda jedini=-
ca treba da se izrizi pomodu minje; 1

b) sa g, odn. sa ES? ( = ?355) ako manja jedini

ca treba da se izrazi pomodu vede.
Na primer:
2% = 2 2 60° = 120°
2% = 2 ¢ 60 » 60" = 7 200"
6'=6%-'6°=O°’1
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'%__=O'

127 = 12
[+3 °
15" = 15 » 6—15 0°,004 16
0

1
p2 = g

O

Primeri radunskih radnji uglovima:

Priner 1, Primer 2.
37°%12°43" 37%12743"
+ 5% gr12n - 5% 67am
42018°55" 320 6°31v
Primer 3. Primer 4.
24°17 739" 47%12° 5n
+305°49 723" - 33%40716" ili
32096 62om = 46°T71L°65n
= 329%7° 2 = ‘ - 33%0°16"
= 330° 77 a® 13%31749n
Primer 5.

(12°43°15") « 3 = 36°129°45" = 38°9745",
Primer 6. ,
(43°%17726%) : 4,
Prvo delimo stepené sa 4, ostatku, pretvorenom u ninute, do=
damo broj minuts i taj zbir delimo sa 4, zatim ostatku, pret-

vorenom u sekunde, dodamo broj sekundi i taj zbir delimo sa
4.

43° & 4 = 10° 3° - 180° 17 = 60"
2 + 21 + 26
3 1977 : 4 = 49° 86"34=2115
~16 -8
37 06
-36 -4
R 20

Prema tome, (43°17°26") : 4 = 10049521",5-
Primer 7. Naéi ugeo /3 komplementan ( dopunski do 90°)uglu
o = 32° 16°42",
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ﬁ=90°-af.

90° ili 899597600

/3 = 573 18"
Primer 8, Wadi ugao { suplementan (dopunski do 1809) uglu
/= 93%25°14n.

$=180° - d
180° ili 179°59°60n
- 23025'19" - 93025'1411

¢ = 86°34746"

Ako kruZnicu podelimo na 400 jednakih delova, on-
da mera ugla &ije je teme u srediltu kruZnice i &iji kraci
prolaze kroz dve uzastopne podeone tadke na kruznici - iz-
nosi 1 gradus (1 &) (francuska mera). Pravi ugao, prema to-
me, iznosi 1008,

Ako opiSemo kru¥nicu i na kruZnici odaberemo luk
koji je po du¥ini jednak polupredniku te kruZnice, onda me-
ra ugla &ije je teme u sredi¥tu kruZnice i ¢iji kraci pro-
laze kroz krajnje tadke odredenog luka - iznosi 1 radijan
(1 rad = 57°). Uglu od 180° odgovara ugao od J radijana
(fT = Arhimedov broj).

Pretvaranje radijana u stepene izvodi se mnoie =
njjz_em sa %31(-)2 , a pretvaranje stepena u radijane mnoZen jem

. Na primer:
10 15° = 15 - I‘%— rad
O

% rad

3o°=3o~1%o-rad=7§rad
o _ . St K
457 = 45 I%rad—zrad
o _ . X 74
60” = 60 ngrad_zrad
90°=9o-1-’8‘3rad—§rad
o
120° = 120 * v rad = g;f-rad

14—50 = 145 o 186 rad = e rad
180° = 180 - {8% rad =  rad
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o x
2707 = 270 - ng rad = % rad
360° = 360 « 75 rad = 2 ST rad;
obrnuto:
7 A 180°- o
E rad = E = 15
7 & 180° [

8., Jedinice za merenje vremena

Osnovna jedinica za merenje vremena je tropska
godina 1900.0. Izvedene jedinice su: sekunda ( 1 & =
= 1/31556925,975 pomenute godine), minuta (1 min = 60 8),%3as
(1 h = 60 min), dan (1 d = 24 h), sedmica (7 dana), godina
(1 a = 365,242 198 78 d), vek ili stolede (100 godina); me=
sec (12 meseci = 1 godina) ima ili 30, ili 31 dan, a febru-
ar 28, ili,u prestupnoj godini, 29 dama; u radunanju godina,
meseci i dana (npr.,za radni staZ) uzima se da mesec ima 30
dana (1 mes = 30 d),
Pretvaranje ¢asova u minute i minuta i sekunde
izvodi se mnoZenjem sa 60,
Npr.: 3 h =3 ° 60 min = 180 min
3h=3:60.608=1080Ss
15 min = 15 « 60 8 = 900 s

Pretvaranje sekundi u delove minute i minuta u
delove Casa izvodi se deljenjem sa 60,

Npr.: 1
15min=15:60=1-h
45 8 = 45 ¢ 60 = % min
30 8 = 30 : (60 * 60) = Th5 b

Pretvaranje dana u dasove izvodi se mnoZenjem sag
24.
Npres 2% dana iznosi % © 24 h = 60 h.

Pretvaranje dasova u delove dana izvodi se delje-
njem sa 24, Npr.: 20 h iznosi 20 : 24 = % dana.
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Primeri radunskih rednji mera za vreme:

Primer 1,
13 d 6h
+ 18 4 22 b
31 4 28h = 324d 4h=1mes 2d 4nh
Primer 2, '
i2 4 Th ili 11 4 31 h
-94d 9h -94d 9 h
2d 22 h
Primer 3.

(54 11 h)s 6 =30d 66 h= 304 +(2:24+18) h =
=32d 18h=1mes 2d18h

Primer 4,
@16h) : 6= [(12+3) al6h]:6
=[12a(-24+16)n]:6=(12a8n) :6-=
= (12:6)a(88 : 6)a=2d 14§51 = 2d 14 1 40 nin

Primer 5.
5h 12 min 43 s
+12 h 49 min 28 8
17 h 61 min 71 8 =
= 17T h 62 min 11 8 =
=18 h 2 min 11 s
Primer 6.
3h Omin l2 s ili 2h 59 min 72 s
- 7T min 43 8 = min =]

2 h 42 min 29 s
Primer T. Obrafunati radni sta¥ za lice koje je bilo u rad-
nom odnosu od 12, marta 1949. do 18, jula 1963.

1962 god, 6 mes, 18 do ... (18,VII 1963)
- 1948 igod, 2 meS. 12 ds .oo (12.III 1949)
Badni staZ: 14 gode 4 mes. 6 d.

43




11T GLA VA

RAZMERE I PROPORCIJE

1. Uporedivanje velidina

Dve i1i viZe velidina mogu medusobno da se upore-
de samo ako su iste vrste, ili sve neimenovani brojevi. Npr.,
mogu da se uporede predmeti ili samo prema $eZini, ili samo
prema visini, ili samo prema zapremini. Ne mogu da se upore=
duju predmeti ako se za jedan uzme u obzir njegova teZina, za
drugi - visina, za treéi - zapremina.

Uporedenje moZe da bude dvojako:

a) na pitanje za koliko je jedna veliGina veda,
odnosno manja od druge velidine - obrazuje se razlika tih ve-
lidina i odgovor je rezultat odugimanijas manje velidine od ver
des ako su veliline imenovane, i vezultat je imenovana veli-
dina, a ako su neimenovane, i rezultat Je neimenovani broj;

b) na pitanje koliko puta je jedna velilina veda,
odnosno manja od druge velidine - obrazuje se kolifnik tih
veliding i odgovor je neimenoven broj koji predstavlja kolié
nik mernih brojeva tih velilina., Taj kolicnik zove se razme-
ra.

Npr., u jednom preduzedu ima TO kvalifikovanih i
20 nekvalifikovanih radnikae., Na pitanje za koliko ima kvali-
fikovanilh radnika viSe nego nekvalifikovanih - radunamo 70 =
-« 20 = 50 i odgovor je: za 50 radnika. Isti se radun obavi i
isti se odgovor dobija i na pitanje ga koliko ima nelvalifi
kovanih radnika manje od kvalifikovanih. Medqutim, na pitanje
koliko puta ima kvallflkovanlh radnlka vise nego nerallflxo
vanlh = padunamo 70 : 20 = 3? i odgovor je: ima ih ? ild
32 puta viSe., Isti se radun obav1 i isti se odgovor dobija m
pitanje koliko puta ima nekvalifikovanih manje nego kvalifi=-
kovanih radnika,
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Pogredno je redi za koliko puta Jje neka velidina
veda ili manja od druge. Ili: za koliko (oduzimanje), ili:
koliko puta (deljenje), a nikako: za koliko putal

2. Razmera

Kao $to je redeno, broj koji kazuje koliko Je pu-
ta jedna velidina sadrZana u drugoj, zove se razmera. Razme-
ra ima sve osobine kolidnika, tj. moZe i da se profiri i da
ge skrati. Npr.,razmera 10 : 2 skradena sa 2 glasgi 5 : 1, i-
1i prodirena sa 50 glasi 500 : 100; ili, npr., razmera 3 : 1
proSirena sa 5 glasi 15 : 5 itd. N

Ragmera moZe da se piSe i u obliku razlomaka: —%,

T’ ._5[8%, 15, 2 1td,

3. Proporcija

Ako su vrednosti dveju razmera jednake, npr.,vred-
nosti razmera 10 i %%% onda se izraz l% = %gg, odnosno
10 ¢ 2 = 500 : lOO, zove proporcija; &itamo:1l0 prema 2 odno-
si se kao 500 prema 100, Brojevi 10, 2, 500 i 100 su redom,
prvi, drugi, tredi i etvrti &lan proporcije. Prvi i cetvril
$lan su spoljsinji, & drugi i tredéi su unutrasnji Elanovi
proporcije.

Navedimo neka osnovna pravila koja vaZe za propor-—
cijes

Proizvod spoljasnjih &lanova jednak je proizvodu
unutradnjih &lanova (10 ° 100 = 2 « 500).

Me koji spolja®nji &lan jednak je proizvoduy unu-
trafnjih podeljenom drugim spoljasnjim Elanom (10 = 25290 $
100 = "2'%0_0')0

Ma kojli unutradnji ¢lan jednak Jje proizvodu sSpo-

1ja¥njih podeljenom drugim unutrasnjim glanom (2 = l—é%%g H

500 = .1_0.2,.1.92),
Ako spoljadnjim (unutradnjim) -élanovima promeni-
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mo mesta, dobija se opet proporcija (100 : 2 = 500 : 10 §
10 : 500 = 2 : 100},

Ako unutraSnje &lanove zamenimo spoljaSnjim, a
spoljasnje unutraSnjim, dobija se opet proporcija (2 : 10 =
= 100 : 500). (

Zbir prvog i drugog Elana prems njihovoj razlici
odnosi se kao zbir tredeg i Eetvriog prema njihovoj raszlici
(10 + 2 500 + 100)

=72 = 556 ="100 °

Odvojene proporcije 10 : 2 =5 : 1 i 500 s 100 =
5 s 1 mogu da se sloZe u jednu, produfenu, 10 : 2 = 500 :
100 = 5 ¢ 1, 31i u obliku produ¥ene razmere, 10 : 500 3 5=
2 ¢ 100 s 1,

1}
o8

4. Proporcionalne veliline

» Ma koje dve vrednosti neke velidine i dve odgova-
rajuée vrednosti druge velidine mogu da obrazuju proporci ju.
Za odnose "koliko puta viSe - toliko puta viSe® 1 ¥koliko
puta manje = toliko puta manje" obrazuje se upravna (direki-
na)proporcija.

Npr., ze 12 sanduka neke robe plada se prevoz 30
dinara, a za 20 sanduka 50 dinara. Za brojeve 12, 20, 30 i
50 obrazujemo proporcijus
12 sanduka : 20 sanduke = 30 dinara : 50 dinara,
odnosnoz 12's 20 = 30 : 50,

Proporcija je upravns (direktna), jer je cens pre-
voza vecés ukoliko ima viSe sanduka,

Za odnose "koliko puta viSe - toliko puta manje®
i ®"koliko puta manje = toliko puta viSe® obrazuje se obrnuts
(indirektna) proporcija.

Npr., 3 traktora preoru zadruine njive za 8 dana.
Sa 6 traktora posaoc bi bic zavrSen za 4 dana. Za brojeve 3,
"6, 8 i 4 obrazujemo proporcijus
3 traktora : 6 traktora = 4 dsne : 8 dans,
odnosno: 3:6=4:8
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Proporcija je obrnuta (indirekina), jer sa viSe
trakitora posao se obavi za manje dana.

Ima problema za koje nemsz smisla da se obrazuje
proporcija. Npr., jedan Casovnicar opravi neki odredeni kvar
na rudnom Easovniku za 2 dasa. Cetiri Sasovnidara, prema o=
branuto] proporciji, provela bi na istoj opravei % dasa, ali
ralun nems smisla ni zapodinjati, jer nad jednim rudnim 3da-
sovnikom nema mesta ni za d&vojicu, a kamoli za Zeétvoricu.

5. Prosto pravilo trojno

0d Cetiri &lana neke proporcije jedan mo¥e da bu~
de nepoznat (x). Prema pravilima o izradunavanju ma kog spo-
ljafnjeg ili unutradnjeg Slana proporcije, nepoznati Slan
mofe da se izraduna pomodu ostala tri poznates &lana. Stoga
se pravilo za izralunavanje nepoznatog ¢lana proporcije i zo-
ve pravilo trojno,

Npr., iz proporcije =X 3 2= 3 : 5 sledi x = gél,
ili iz proporcije 5 : 3 =x ¢ 7 sledi x = 23t itd.

6. Procent

U razlomku, ¢iji je imenilac 100, brojilac izra-
Zava vrednost tog razlomka u stotim delovima, dakle u pro =
centima, koji se obeleZavaju znakom %, Znaéi,186' ili 0,09

isto je $to i 9%. Ili, npr., Iﬁ'gaﬁ = gt%% isto je sto i

0,09%. Obrnuto, 15%_isto je 8to i %%5 = E%' I1i, npr., 3%% =

Z% isto je 5to iysp = 2%5; 50% = %; 25% = %5 75% = %3

@ (]
= 33,36 =~33%; § = 66,64 ~67%.

Ako treba da izradunamo vrednost datog procenta
neke velifine, onda tu velifinu pomnoZimo razlomkom 3iji je
brojilac jednak datom grocentu, a imenilac je 100, lipr., 6%
od 1 700 je 1 700 ¢ y35 = 102, Ili, npr., 97% nekih proiz- ...

Wi #
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voda je ispravno,znali, na 73 200 zavrSenih primeraka tog
proizvoda ima 73 200 « 2k = 732 97 = T1 004 ispravna,od-
nosno ima 3% neispravnih, $to iznosi 73 200 - I%5 =T32 « 3
= 2 196 primeraka.

T. Prost interesni radun

Novéani ulozi u bankama (3tednja) povedaju se za
interes. Isto tako, i zajmovi koje daju banke (krediti) vra-
daju se bankama sa interesom. Banke posluju po sloZenom in-
teresnom radunu: jednogodisnje kamate dodaju se ulogu, odnosno
oduzimaju se od kredita, na kraju svake godine, U naSim pri-
merimna, medutim, pretpostavidemo da posluju po- prostom inte-
resnom radunu,

Interes je, u stvari, odredeni procent uloZene
sune za izvesno vreme, najieSce za godinu dana.

Na primer, neko uloZi svotu od 300 000 dinara sa
interesom od 7% godi¥nje. 7% od 300 000 iznosi 300 000-1fg =
= 21 000. 2Zna%i da se ulog za godinu deana poveéa za
21 000 dinara, tj. ulagad posle godinu dana raspolaZe svo =
tom od 321 000 dinara. Za 6 godina interes se poveda 6 puta,
tj. za 6 * 21 000 = 126 000 dinara. Znadi, posle 6 godina
ulagal ima ukupno 426 000 dinara.

I1i, na primer, neko dobije kredit u iznosu od
250 000 dinara, na tri godine, sa 8% godi3njeg interesa. Da-
kle, zajmodavcu treba da se vrati posle tri godine ukupno
250 000 + 250 000 * yos « 3 = 250 000 + 60 000 = 310 000 di-
nara.

U zadacima -interesnog raduna moZe da bude pozna-
to:z

1) Ulog, procent i vreme - traZi se interes.

Interes se dobija kad se proizvod uloga, procen=
te i vremena podeli sa 100,

Npr., izradunati interes na uloZenu svotu od
43 000 din. uz 8% interesa godiZnje, na 6 godina,

Odgovor: interes i = 23000 ° 8 ¢ & _ 55 640 din.
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2) Ulog, interes i vyeme = traZi se procent.,
Procent se dobija kad se interes pomnozi sa 100,
a zatinm podeli proizvodom uloga i vremena.
Npr., na ulog od 43 000 din. ulagal je posle 6
goding dobio interes u iznosu od 20 640 din, izralunati pro-
cent interesa za godinu dans,

Qdgovor: procent p = g%§§%%6lflgg = 8,

3) Procent, interes i vreme - trazl se ulog.
Ulog se dobija kead se inferes pomnoZi sa 100, &
zatim podeli proizvodom procenta 1 vremensa.
Npr., na ulo¥enu svotu, uz 8% interesa godisnje,
interes je posle 6 godina iznosio 20 640 din. izradunati u-
logs

Odgovors uwlog u = == - = 43 000 din.

4) Ulog, procent 1 interes - trazi se vrene.

Vreme se dobijs kad se interes pomnozi ma 100, a
zatim podeli proizvodom uloga i procenta.

Npr., ne wlog od 43 000 din, uz 8% initeresa go-
disnje, interes Je iznosio 20 640 din, izraCunslti vreme na
koje je sums bila uloZena,

Odgovor: vrems t =

20 640 = 100
004C U

000 o

Sve $to je vefeno o procentu,odnosi se i na pro-
mil,samo je razlika u tome 5to se procent deli sa 100,a pro=-
mil se 1 000, Promil se obeleiaeva znakom %o, Na primer, 1%
isto je Sto i 10%o, ili, na primer, 1,5% isto je Zto i 15%0,
11i 0,35% isto je 3to i 3,5%0 itd.

Jzradunavanje odrsdenog promila neke svote svodi
se na mnofenje svote i razlomks Ciji Je imenilac 1 000, @&
brojilac broj promila,.

Na primer, 7%0 od 10 800 je 10 800 -° 11355 =
= 10,8 o T = 75,6¢
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I GLAVA

POZITIVNI I NEGATIVNI (RELATIVNI)-
BROJEVI

Ako brojou liniju (I Dec, Glava I) neogranidenc
produfimo na drugu, levu stranu, dobijamo brojnu osu. Svako]
tadki produfetka mo¥emo da pridrufimo broj na isti pain nas
koji se pridruZuju brojevi na brojnoj liniji, i to levo od
tadke kojoj smo pridruZili broj O. Za razliku od brojeva na
desnoj strani brojne ose, koji su oznateni znakom + (koji se,
medutim, najéesée u pisanju izostavlja), brojevi na levoj
strani oznaSeni su znakom =,

; 1 : 4 —b ¢ + : 4 3
=5 =4 =3 =2 =1 0 +1 +2 +3 4 45
UopSte, dvema talkama simetridnim preme nuli (0)
pridrufeni su brojevi koji se razlikuju samo po zZnaku. Za
takve dva broja, koji se zovu guprotni brojevi, kaZe se da

gu jednaki po apsolutnoj vrednosti, Sto se oznateva vertikal-

nim zagradama. Npr., [-3[] = |+3] = 3, Bto znali da se tatke
kojima su pridru¥eni brojevi =3 i +3 nalaze na jednakom ras-
tojenju (3 jedinice) od poletne tacke (0). -

Stoga se brojna osa deli na dve poluoses desnu =
pozitivau 1 levu = negativnu. Zajednitki naziv za pozitivan
i negativan broj je: relativan brol.

Ma koja dve relativna broja odredena su na bro j=
noj osi dvema tadkama. Vedem broju pripada te¥ks koja se na-
1azi desno od one tadke koja pripada manjem broju,ednosno me-
njem broju pripada tacka koja se nalszi leve 9<_1 qme koje
pripada vedem broju. I obrmuto, za dve tadke na bdrojnoj osi
desnoj je pridwu¥en vedi, a levoj manji broj. (Znak za vectes
>; znak za manje < ) -

Tako je, npre, +8> +3, +15 < +20, +7 >=2,
=TL =23 =T >=12,

Svaki pozitivan broj vedéi je od nule, a svaki ne-
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gativan broj manji je od nule. Na primer, +7 >0, =3<0,

1. Sabirandje i oduzimsn-e

Zbir pozitivnih brojeva je pozitivan, zbir nega-
tivnih =~ negativan, a apsolutna vrednost zbira jednaka je
zbiru apsolutnih vrednosti evih sabirake, Na primer ¢

(+8) + (+2) + (+11) = +213 }+21] = 21
(=8) + (-2) + (~11) = =21; '_21‘ = 21; B+2+11 = 21,

Zbir pozitivnih i negativnih (relativnih) brojeva
jednak je razlici apsolutnih vrednosti zbira pozitivnih i
zbira negativnih eabirska., Rezultat ima znak onog zbira &ija
Jje apsolutna vrednost veda. Npr.:

(+8) + (=2) + (=3) + (+10) + (=22) + (+11) + (=12) =
=[(+8) + (+10) + (+11)] + [(-2) + (=3) + (-22) + (-12):! =
= (+29) + (=39) = -10.
tnak - je stoga Zto je |-39>|e29].

Oduzeti poziftivan broj 1ili sabrati negativen -
svejedno je.Na primer:

+14 = (4+6) = +14 + (=6) = +8

14 had 6 = 8.

Rastojanje medu 4adkame brojne ose, mereno jedi-~
nicama, predstaevlije razliku brojeva koji su pridruleni +im
taCkame. Prema tome, razlike ma koja dva relativna broja mo-
Ze da se predstevi mernim brojem rastojanja odgovarajudih
tadaka na brojnoj osi. No, pri tome moramo da vodimo raduna
o tome da se mernom broju rastojanjas dodeljuje znsk " + ®
ako se manji (®levi®) broj oduzima od vedeg ("desmnog"), &
znak ¥ = ¥ ako se vedi ("desmi®) broj oduzima ed manjeg
(*"levog®). Na primer:

(od vedeg oduzima se manji) (od manjeg oduzima se vedi)

odnosno

(+8) = (+5) = +3 (#6) = (+13) = =T
(+8) = (=2) = +10 (=2) = (+7) = =9
(=5) = (=8) = +3 (=8) = (=3) = =5
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(+%)=(+1-§)=+I%% (+%)-(+§)=-
(+5 - -2 =+3% (- 128)~(- 43) = - Tgh

2. Mnofenje i deljenie

Proizvod, kao i koliénik, dva relativna broja bi-
ée pozitivan (20) ako su oba broja istog znska. Na primer:
(+4) 2 (+3) = +125(=T)*(=2) = +143(+18):(+6) = +33(=21)2(=3) =47,

Ako su u proizvedu, kao i u kolidniku,dva rela-
tivna broja brojevi razliditog zneke, rezultat je negativan
(<0).Npro: (+4)¢(=3) = = 12; (=7):(+8) = =56; (+44):(=11) =
=z =43 (=24):(+3) = =84

Prema tome, ako proizvod viSe relativnih brojevs
sadrZi paran broj negativnih &inilaca, rezultat je pozitivanm,
2 ako sadr’i neparan broj negativmih 3inilaca, rezultat je
negativan. yga primer:

(=7)o(+2)o(=3) = +425 (+2)o(=3)+(+4)+(=5)*(+6)*(=T) = =5 040;
o (e e 2 = 2 @l o VO'-2 2
R i e u s

3. Stepenovanie

1
fi

1

Ma koai stepen pozitivnog brojs uvek je poziti~
van. Npr.s (+2) = +43 (+2) = 8¢ (+3) = +243,
' Svaki parni stepen negativnog broja takode je u-
vek pozitivan (jer odgovara juéi proizvod sadrzi paran broj
negativnih cinilaca) Npr.: (-3) = +9y (-3)% = +81;
(=2)2 = +45 (-2)% = 416,

Medutim, peparni stepen negativmog broja uvek je
negativan (jer odgovarajudi proizvod padrzi neparan broj ne-
gativnih 8inilaca). Npr.y (- 2)3 = =83 (- 2) = =323 (- 3)

= -27.
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4, Korenovangje

Ako jJe korenov izloZilac paran broj, potkorena ve=-
1li8ina - radikand, mora da bude pozitivaen broj (iii 0) da bi
rezultat bio realan /jer ma koji reletivan broj, stepénoven
parpim igloZiocem,daje pozitivan regultat/. Parni koren iz
nekog broja (obavezno pozitivnog) moZe da bude i pozibivenm i
pegativan, Npre: V& = 2 111 V& = -2, ¥to se pife krade:
(5 = £2, jer je 1 /+2/° = &, kao to je i (-2)2 = 4, Isto
tako je, mpre, fz?ll- 5, T16=22 I8 «2t3; Yioek =
= t 23 /-IP

g3 ge =5 ita
Apsolutna vrednost reszulteta korenovanja zove se
aritmetilka vrednost korena, & uzeta sa znakom ~ algebarska
vrednost korens.

Prema tome, parnl koren (iz pozitivmog broje) ime
dve algeberske vrednosti, pozitivnu i negativau.

¥e postoji nijedns ‘realna vrednost parmog korena
iz negativnog broja, npr., L’-l&; V—Bl; V-6, gjer je
@ eriey (En*asa(Ea®arers

Eoren neparnog izloZieca, medutim, moZe de se pri-

mepl i pa poszitivne i na negativme brojeve (radikende). Ako
je radikand pozitiven biée i resultat pozitivan, a ake Je

redikend negativan i rezultat je negativen (jer je nepar-
L stepen pozitivnog broje pozitivan, & negativnog - negati-
Va7

3 .
van). Npre: I8 = + 2.2 V-8 = -2;'1‘/2;5 = 24 V=32 -2 =33

3 3
-27 = =34 l/g-;B- Sif-me=-5.
Dodatak, 4 ¢ P .
e Vietialie o=t

3
3ﬁ-$‘1- 71"1' sesce ® 1
ﬁ-‘_l lgv—l -3~1 E  eeone B = 1

V—o-' 3/-—' %'T* coceo = O




II GLAVSA

OPSTI BROJEVI

1., Monomi

Pod opstim brojem podrazumeva se ma kKoji broj. Za
oznake opdtih brojeva uzimaju se najleSie msla slowa latin-
gke azbuke, nekad i velike Stempana, katked i slova grike
azbuke,

Primer. Teka je n ma koji prirodan broj; ma koji paran broj
‘biée tada 2n, a ma koJi neperan: 2n + 1 ili 2n =1,

Izraz 2n predstavlja monom u kome je broj 2 - koe=
ficijent kojim se mnoZi op¥ti broj n - glavaa kolifina. Znak
za mnofenje se izostavlja. Ake opSti broj n zamenjujemo po-
gebnim brojevima 1, 2, 3, 4....., dobijams odgovarajute bfojm
pe 11i numeridke vrednosti wonoma 21 : 2,4,6,8..0

‘fgrezi 2m + 1 1 2n - 1 predstavlijagju algebarske
izraze Jer sadrie,pored monoma,2n jod i sabirke, Zaménguju-
éi u izrazu,apr.,2n - 1 opfti broj n posebnim brojevima 1,2,
Z,4000, dobijamo cdgovarajube brojme ili pumerifke vrednosti
algebarskog izraza 2m - 1 : 1,3,5,7.¢0

Brojna wrednost "igraza:

g - 3b + 2¢ - 44 2a a=3 b=z5 e¢=1 i1 d=2
ignosl: 3 - 3°5 ¢ 2°(=1) - 4°(=2) = 3 - 15 -~ 2 + 8 = =6,

Kad se opEti broj zamenjuje posebnim pozitivanim bro-
jem znak pred monomom ostaje mepromenjen, a kad se zamsnjuje
negabivnim posebnim brojem. - znak pred mopomom ¢ menja.

1.1, Ssbiranje i oduzimanje

Monomi 2m, 5n, -8n, koji'se nedusobno razlikuju sa-
mo po koeficijemtu, zovu se slifnl monomi.
Sebirati 1 oduzimati mogu se sanmo slidni monomi.Pri
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tome se sabiraju i oduzimaju koeficijenti, a rezultat se mno-
#i glavoom koliinom, .

NpTe: 58 + 78 = 48 + 38 = a =(5 +7 =4 + 3 = 1) ax
= 10a. ,

Mopomi koji nisu slilni, npr.,5x, 7x2, 5y ©ne mo-
gu da se saberu ili oduzmu.

Op3ti broj moZe da sadrZi kako pozitivan, tako i ne
gativen znsk, te se sabiranje i oduzimanje opitih brojeva 20-
ve zajednidkim imenom: algebarsko sabiranﬁe ili algebarski
Zbir,

l.2. MnoZenje i deljenjé

Mno¥enje, odn. deljenje monoma izvodi se tako Zto
se proilzvod, odn. kolicnik njihovih koeficijenata pomnoZi
proizvodom, odn. koliénikom njihovih glavnih koliéina. Npr.,
7a ¢ 3b = 2laby 3x ¢ (=5y) ¢ 7z = - 105xyz; 3 ¢ = 6V}
(-1)-zt=-3t; 15a ; 5b =3+ & 111 B 140:21&-

© Q 2
i 3 3 ili 5d B

Koliénik dva sli&na monoma uvek je poseban broj ko-
Ji je jednak kolidmiku njihovih koeficijenata.

Npro, 158 :3a=5; a:Sa=k; 7a:3a=%=2

l4a ;: & = 14 8 : 8= 13 52:82=1;

"’f“

O

1.3. Stepenovanje

MnoZenjem slidpih monoma dobija se monom &ija je
glavna kolilina stepen opiteg broje. NpTe, 2X o 3X ¢ 4x = 24
4g o 33 e« 2 = 2432. Proizvod koeficijepata se tada pomnoZi
stepenom opsteg broja 8iji izloZilac pokazuje koliko se puba
opSti broj sadrii keo &inilac.

Stepenovanje monoma izvodi se tako Sto se stepen
koeficijenta pomno¥i stepenom glavne kolidine. Npr., (3x)
= 9x° § (3a)’ = -27a%, Va¥no je da se monom zagradi, Jjer
3x2 # 05x)2. '

Parni stepen ma kog broja uvek Jje pozitivan (GLA-
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va I). gtoga e, npriz

(3a)°>05  (-52)*>0; (69)%> 05  (-7a)%> 0.
Jzugetno, za a = 0, ovi izrazi ne bi bili pozitivmi, nego 0.
Stoga se pored tih izraza stavlja kao primedba u zagradi

(a # 0).

l.4s NZS mornoma

Zajednicki sadrZilac za dva ili viSe datih monoma
jednak je proizvodu zajednifkog sadrZioca koeficijepata i
glavnih velilina. ZajedniCkih sadrZfilaca ima beskonadno mmo-
go, no jedan je najmanji.

Primerig Naéi NzS za monome ;

1/ 5a, 3b, 15 i 2ab NZS§ = 308b
2/ 3x°, Sxy i 30y° NZS = 30x°y°
3/ 2a, 2%, 3y i2b NZS = 30abxy
4/ a, 8%, & iat Nzs = ot

5/ 2x, 2y, 2x° i 2y° ; Nzs = 2xy®

1.5. Korenovanje

Naglaseno je (GLAVA I,t.4) da vrednost korena par-

nog lzloZioca postoji samo ako radikand nije negativanm., Stoga
. 4 é 2n :

se uz lizraze, kao Sto su: 8, 3a, /gl;g, f; (n = pri-
rodni broj), s}:avl,ja kao primedba, u zagradi a=0 ., Npr.:
Izradunati |/8la ; (a=o0).

festo, da bi se izbegle nesuglasice ili da bi se
izbeglo pisanje primedbe (a==0), u radikandu se piSe kvadrat
opSteg broja koJji je uvek pozitivan /ili nula ako je taj
broj nula/. NpT., 863 § "a o

Ze korene neparnog izloZioca radikandu se ne isklju-
¢uje negativna vrednost. Stoga je (n ; prirodni broj):

2n+
a> 0. za a> 0,
2n+l ‘
odnosno \/_a< 0 za a <0,

59




2n+ )
dok je a- >0 za 8vako ° a # O

Monom se koremuje tako $to se koren iz njegovog ko-
eficijenta pomnoZi korenom iz njegove glavne koliéine,

Parnli koren monoma ima dve algebarske vredmosti,
npre: p
6a = & 2 ﬁg (a > 0y, dok neparni ima samo jednu,
BPT.:
/328 = 2 Ve 5‘/-32s . _QV_Z.

Koreni jednakih izloZilaca mogu da se saberu i odu-
zmu Samo sko su im i radikendi jedmaki. Npr., 2\/_2 + Eﬁ -
-3z wlz s i ooy - an 39a3 .

+ 20 Yo - 9!/;3_a14/?191.
Ne mogu da se saberu i oduzmu koreni razlilitih
izlozilaca ili potkorenih veliina, kao £to su npr.,g/— - [,/—

V=y 11 2fat2fv isl,

Froizvod i kolignik korenuju se tako Sto se pomno-

%Ze koreni pojedinih &inilaca, odn. podele koreni deljenika i
deliocca: 7 o 2 - . n
\/:_ng/;»ﬁ odn. sa:b=/;:ﬁ
111 ’V% -

nﬁ- @
I obrnuto ¢

7
nﬁ ‘n‘[_= V;B odnosno nl/a H ="ﬁ n/;

ili —%:Vﬂ_.

Korenovenje zbira 1ili razlike izvedi se tek po iz~
vrienoj radnji sabiranja ili oduzimanja; npr.d

16 + 9 # ‘/I;+ [;
aiv ¢ fativ
’ya:b # 3/:1% itd.

Jjer &%to vafi za &inmioce, u ovom sludaju, ne vafi za sabirke.
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2. Polinomi

Algebarski zbir monoma ill monoma i posebnih bro-
jeva zove se polinom (dva sebirka: bimom tri: grinom).
Binomi su,na primer, izrazi: a + b; 3a - 4bs
Sa + 35 =6+ 58; a -1, &+ & aa-a?‘s 82+15
a2 - 14 gx-y; Za.+gb itd,
Trinomi su, na primer, lzrazi: 32 +a + 1g
a + b + ¢y % a2 - % b + ¢ itd.

Algebarski sabirci polinoma zovu se jos i élaﬁovi
golinoma.

2.1, Neke osobine sabiranja i mnoZfen;ja

a) Zbir je nezavissn od rasporeda sabiraka - osobina
romubativnosti sabiranja: a + D + ¢ =a + ¢ + b =D + & + Coos

b) Weki biroj moZeé da se doda zbiru brojeva tako Eto
moZe da se deda bilo kojem sabirku - osobina asocijativnosti
gbira : {a + D) + e =(a+¢) +D=a+(b+c)=a+Db+c

¢) Proizvod ne zavisi od rasgporeda ¢inilaca - osobina
komutatiynosti mnoZenja: sbc = ach = bea oo

d) Neki broj mofe da se pomno%i proizvodom tako Sto
mo¥e da se pomnoZi bile kojim &iniocem - osobina asocija-
tivnosti mno¥enja : (abc)d = (ad) be = a (bd) ¢ = ab (cd) =
= gbed-

N e) 7Zbir mo¥e da se pommoZi nekim brojem tako da se
svaki &lan zbiras pomnoZi tim brojem i proizvodi saberu - 080-
bina distributivnosti mnoZenja: {a + b) ¢ = ac + bec.

2,2, Algebarsko sabiranje

Da bi se izvriilo algebarsko sabiranje polinoma,od
kojih je svaki za sebe zagradem, trebs prvo da se izvrsi rad-
nja oslobadanja zagrada, pa tek onda da se ¢lanovi sebiraju,
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ukoliko su sli¢ni monomi. Npr.,sasbrati polinome :

BGx + 57 = 72 ¢+ 11) + (2x = 32 + 1) = (57 + 3) = (-62 + a)
Pred svakim polinomom stoji znak + ili -, izuzev

8te Jje pred prvim znak + izostavlijen. Ako se.usvoji da znak

+ zamenjuje &imilac +1 & znak ~ &inilac =1 (jedinica se

kao Cinilac inale ne pile isto kao 5to se O ne pife kao sa-

birak); onda se na osnovu osobine distributivnosti mnofenja

dati izraz moZe shvatiti kao zbir ‘polinoma: -

(1°3x + 1°5y = 1°72 + 1°11) + (1¢2x = 1°3z + 1°1) +

4+ (~1°5y = 1°3) + (1°6g - 1-a),

tako da moZemo da uklonimo zagradu:

3 + 5y =72 + 11 + 22 - 32 + L -5y - 3 + 62 - & =
= 5% + 102 - & + 9.

Konstatujemo da smo &lanove onih polinoma pred ko-
jime je bio znak - sabrali sa promenjenim znakome

Ako je algebarski zbir sloZen, tj. sastavlijen od
sabiraka koji 'svaki ponsosob predstavljaju algebarski zbir.
upotrebljavaju se pored male ( )y jo8 i srednja [ ] i
velika zegrada « Oslobadamo se prvo male, pa srednje a

na kraju i velike zagrade., HNa primer:

2x -{3y + 2+ [~28+3

(x+y + 32+ lﬂ}

= 2x -'{By +24+ [-22+3-X=-7 -2~ 1]}
= 2% o {3? +2+ [-32+2~-x~ y]}
=2x -{3y +2-32+2-x-~ v} -

2x - {2y + 4 - 32 - x}
2 2% = 2F =4 4+ 3% + X = 3X - 27 + 32 = 4,

2.3, MnoZenje polinoma monomom

Na osnovu osobine komutativmosti mnoZenja izrasz
5x (22 + 3b - c¢) isto je Eto i izraz (2a + 3b - c )« 5x. Pro-
izvod polinome i menom&;pa OSROVR osobine distributivmosti
mnoZenja, jednak je zbiru proizvoda monoma i svakog ¢lapa po-
linoma. Kpr.:
(28 + 3b = ¢) * 5% = l0ax + 15bX = 5ex.
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2.4, MnoZenje polinoma polinomom

Proizvod dva polinoma jednak je zbiru proiszvoda
gvekog ¢lana mnoZenika sa svekim &lanom mnoZioca. Npre.:
(a+2b-c) (3a-a) =3 + 6ab - 3ac - ad - 2bd + cd .

Ukoliko medu sabircima ima s1iénibh monoma, oni se
gaberu. NpT.: )
(8 + 2b - ¢) (2a = 3b +'c) = 22+ 4ab - 2ac - 38b - 6b° +
+ 3bc + ac + 2b¢ = ¢ = 28" - 6b2 - 02 + ab = ac + 5be,

Wavedimo jod nekoliko primera:

(a + b) (a =1b) = a° - b2 /t2zv, razlika kvadrata/
{(a + b) (32 - &b + 1) = a0 + b7 /tzv. zZbir kubova/
(a = b) (a2 + &b - b2) = a2 - B’ /tzv. razliks kubova/

2.5. Deljenje polinoma monomom

Deliti nekim brojem ili mpnoZiti njegovom reciprod=-
nom vrednoSéu - isto je. Frema tome, lzraz:
- (15x° + 35° - 12x3) : 3xy
isto je 8to i izraz

asx? + 35° - 12xy) - 3 -

dalje je, prema osobini distributivnosti mnoZenja:

1% 34 _laxy 5%, 3 _ 4,

3xy >xy 3xy ¥y x

Fa deljenju polinoma monomom zasnovano je izdvaja=-
nje zajednilkih &Einilaca ispred ili iza zagrade. Naime,dati
polinom uvek moZe da se profiri (jednovremeno da se pomnoZi
i podeli) istom velidimom. Ta velidina treba da je zajednid-
ki $inilec svih &lapova polinoma. Npr.: za ¢lanove polinoma

2x3 4 4x%y - 8xy + 16x
zajednidki Sinilac je 2x; pomnoZimo 1i polinom sa 2%, tj.:
ox (2x5 + 4x°y - 8xy + 16x),

moramo i da ga podelimo sa 2x,




2x [(2x3 4 4x%y - Bxy + 16x) : 2x],-
da se vrednost polinoma ne bi promenila; znaéi da je

2x3+‘+x2y—8:q+16x=2x('x2+2xy..4y+8),
Primeris:

1) 8%b + ab® = ab [(aab + abe) : abJ'= ab (a + b)

2) aBb + ab5 = i% . (33b + aba) = @b o Eéh_:gahé = ab (82+ b%

3) ax-x:xoi‘.xx'—x=x(a-l)
4) -2a° - 3ab = -a (2a + 3b)
5) =x =3 = «{x + y).

U ovom poslednjem primeru binom smo proSirili sa -1,

Obiéno se deljenje ne naznali, nego, podto se za-
Jjednidki &inilac izdvoji, polinom se upisuje veé podeljen tim
zajednilkim &iniocem. Testovima je utvrdeno da se Sesto gredi
pri "izdvajanju" zajednilkih ¢inilaca van zagrade bad zbog
toga 5%o se izostavlja radnja deljenja polinoma monomom koji
je izdvojen.

2,6, Deljenje polinoma polinomom

Postupak deljenja dva polinoma istovq&gn Jje pPo=
stupku deljenja dva posebna broja. :
Primer 1. Podeliti binom a’ - b?  binomom & - b,

Rezultat deljenja bile opet polinom, a njegov prvi
¢lan bile koliZnik prvih &lanova deljenika i delioca, tj.S

a5 8= 8a o

Dakle,

(a” - b5) : (a = D) = at
zatim se 34 pomnozi deliocem i taj proizvod se potpiSe pod
deljenik, cduzme od deljenika a sa ostatkom se postupak iz
vodi kao na poéetku.

Evo postupke u celini



(8 - 1%) : (a-1b)=a®+addsa®? s e’ 4 n?

§5 7 &% ca*bia) :
——at‘; - b5 (‘aaﬁa:a)
5_14b < a’p? (a21;5:a)
o220 (ab*:a)
55‘02 < a2b3
a%v? - v’
52b3 - a‘bq'
= ¥
ab* - v?
ab™* - b°
= 3
0
Primer 2.
> +b2); (a +Db) = a° - ab + b°
e 1 &%
-ab + b’
:azb I &\b2
av® + b2
sb® 4 b7
0

Primer 3.

(£2 1) : (x+1) =x -1

X2+X

- X - 1
A

+4
+
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Primer 4.
(B -4 (P e 1) ex s B xS
3 b | x“+1
X

+ %
=5x .

Primedba: Ovde je ostatak 5x, a keko je delilac vi.
feg stepena, deljenje se gzavr3ava, Slifnoc imamo i u narednom

primeru.
Primer 5,

(x3 - 4} (x2 +1) =x ¢ ’2’4 =x ¢ SEE oy 55&-
3 x 41 x"+1 x +1
X7 4+ X
- X = 4

Ako se u algebarskom zbiru javljaju kao sabirci
proizvodi i1i kolinici, onda se prvo izvrSe radnje mnoZenja
i deljenja,pa tek onda se pristupe sabiranju 1 oduzimanju.
Npres

23a - 38°5 = 10b : 5 + 4b + 2¢ - 3¢°7 + 11 =

= 2%8 - 158 = 2b + 4b + 2¢ = 21¢c + 11 =

= 8a + &b - 19¢ + 1l.

2.7. Stepenovsnje

Primer 1,
(a +1)2 = (a +b) (a+D) =a° +ab+8b + b
dakle, (a + b)z « a2 ; 2ab 4+ b°

Primer 2.
(a =Y =(a-b) (a-b)=a’-eb-ab+bd’
dskle, (a - )2 e« 8% - 2ab + b2

Primer 3
(ca =22 =(-a-b) (-2a-D) =a’+ab+abs+b
dakle, (-a-b)2«a?s28b+b°=(a+ b
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Primer 4.

(-2+Db)2=(-a+D) (=a+b)= a® - @b - ab + b°
2
dakle, (- a + b)2 = a® - 2ab + b° = (a = b)o
Primer 5.

(3x + 5y)2 = 9x% + 30xy + 2572 8

rezultat je izveden po pravilu kvadratiranja zbira dva broja,
tj. ako u prvom primeru uvedemo smene a = 3x 1 b = 5y,

Primer 6.
(4x = T9)2 = 16x® - Sexy + 49y° 4

rezulbat je izveden po pravilu kvadratiranja razlike dva bro-

ja,’tjn ako u drugom primerp uvedepo smene a =4x 1 b = 7y.
- Primer 7. ’ .

(a+b)3n(a+b) (a+Db) (a+b)= (a2+2ab+b2)' (a + b) =

@ 35 + 2a2b + ab2 + 32b + 2ab2 + BB

dakle, {(a + b)3 = 35 + 3a2b + 3ab2 . B o

Primer 8. )
(a=-1> =(a=D) (a=1) (a=-1b) =(a~0)2(a=1b) =
.(32 = 2ab + bz)o(a = b) = a3 - 232b + ab2 = 82b + 2ab2 - b5

dakle, (a8 = b)> = 8> - 3a°b_s+ 3ab° - b ,

Primer 9.
(2% + 3y)3~ = 8x3 + 36x2y + 54xy2 + 2‘7:y5 3

rezultat je izveden po pravilu kubiranjé zbira dva broja, tj.
gko u sedmi primer uvedemo smene & =2x 1 b = 3.

Primer 10. .
(3z - 273 = 277 - sy 4 36® - 8y 4

rezultat je izveden po pravilu kubiranja razlike dva broja,
tj. ako u osmi primer uvedemo smene & = 3x 1 b = 2y,
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Primer 1l.

(a+ b + c)2 = (a+b+c)(at+tb+c)= a2 + ab + ac + ab +
+ b2 + bc + ac + bc + 02 3

2

dakle, (a + b + )2 = 82 + b2 + ¢© + 2ab + 2ac + 2 be,

Primer 12.

(& = b + 0)2 =(a=Db+¢) (a=Db+c)= 2% - ab + ac - ab +

+ b2 - bc + ac = be + 02 $

2

dakle, (a -~ b + c)2 = a° + b° + c© - 28b + 2ac - 2bc.

2,8, Korenovanje

Polinom moZe da se korenuje samo 8ko je radikand

" stepen nekog drugog polinome,i to ako je izloZilac stepena
gsadr¥ilac izloZioca korena, Navedimo samo nekoliko jednostav-
nih primera.

1/ /32 + 2ab + b2 = Vza + b)2 = t(a. + b)

2/ Va2 _2ab 412 =V(a-1)°=%a-01

5/ W ox® + s0xy + 2552 =l (3x + 59)2 = ¥(3x + 5)
4/ ¢16X - S6xy + 49y° = (4x - 72 = T4z - Ty)

5/ VVB + 3a b + Bab b3 J/(a + b) a+ b
6/ I’a 3ab+3ab -b5=f(a—b)3=a-b
7/ 132 + b2 + c? + 2ab + 2ac + 2 be = /(a + b+ 0)2 =

= t(a + b+ 6)e

Primedba;

a® + b Fa+Dd
2 -vfa-b
3+b3,4a

82 -b> fa-b.

+
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%, Rastavljanje algebarskih izraza na Sinioce

Restaviti algebarski iszraz na dinioce znali rasta-
viti ga na nove izraze keo finioce, medu kojima moze da bude
i monoma, Neke primere(vidi: GLAVA 1I,t.2.5.), Medutim, kan-
didati vrlo Zesto rastavljaju na &inioce monome koje sadrii
algebarski izraz, umesto da rastave sam izraz. Npr.,ako se
napife da je 16a° - 9b° = 2:2:2:2+a°a - 3°3+beb, to ne znadi
da je binom l6a2 - 9b2 rastavljen na &inioce; rastavljeni su
gamo mopomi., A pomenuti binom rastavlja se na izraze kao raz-
lika kvadrata (vidi: GLAVA II, t.2.4.):

1682 - 9b2 = (42)2 - (30)° = (4a + 3b) (42 - 3b),

Slidno je i sa rastavljenjem na &inioce zbira i
razlike kubova:
833 + 2'71)3 =(2a)3 + (Bb)3 = (2a + 3b) (4:32 - 6ab +- 9b2)
ga® - 2707 = (2a)? - (3p)2 = (2a - 3b) (48 + 6ab + 9b7),
a ne:
gad * 2707 = 202:2.mea°a ¥ 303:3ebobob |

Frimeri rastavljanja na ¢inioce razlike kvadratva i
zbira i razlike kubova:
1/ %2 -9 = (x+3) (x-3) ili (x=3) (x+ 3) (svejedno

je, 8 obzirom na osobinu komutativnosti mnoZenja) .

2/ 16 - x° = (4 + x) (4 = x)
2 2.2

3/ 4a° - 81x“y° = (2a + 9xy) (2a = 9xy)
4 256x*y? - 225a%% = (16x%y + 158b2) (16x%y = 15ab°)
5/ at - b* = (82 +12) (a2 -1?2) = (a2 + b2 (a + b) (a = D)

6/ a8 - 18 = (at + ph) (a% - b4 = (a? + b4 (a2 + b?) (&° -
-2 = (a* + v4) (62 + b?) (a + ) (8 -1)
7/ (a+b)2=(x+y)2= [(a+b)+\x+y)] [(a+b)-
-(x+yﬂ= (a+b+x+y)s(a+h=x=y)

69




8/ 4-(a-x)2=[2+(a—x)_][27-(3—:)]:
=(2+a=x)(2~2+x)

9/ g%ue - 9v° = (éu + 3v) (%u = 3v)

10/ 0,25 - 0,16x° = (0,5 + 0y4x) (0,5 - 0,4x)

11/ Izradunati 1482 - 442 i 378‘2 - 5772. Rastavljanjem razli-
- ke kvadrata na &inioce ralun je kraéi nego kvadratiranjem
i oduzimenjem:

482 - 442 < (48 + 44) (48 - 44) = 92°4 = 368

3782 - 377° = (378 + 377) (378 - 377) = 755
12/ x> - 64 =(x-4)(x + 4x + 16)
13/ 125 + x7 = (5 + x) (25 = 5z + x°)
14/ 8a3 v 27750 = (e ¢ 3xy) (4a - 6axy + 9x°72)
15/ o8 = (a2 & 2)° = (a2 + b2) (a* - a2 4 b4
16/ 36 - bs = (l'aZ}ika kubgva brojeva 8% i 'b2)

= (a2 - (62 = (a2 = b?) (at + a2 4 h) =

(2 +b) (a = b) (at + a%2 + vy
= (razlike kvadrata brojeva a> i b3)
s @ - e (@) (7)) -
= (a+b) (a2 - ab + b2) (a - b) (a° + ab + b2),

Rezultati dobijeni rastavljanjem, bilo kao razlike kubo-
va, bilo kao razlike kvadrata, keo izrazi ekvivalentni
su Jer je:

6 _ 46

(e = &b + b%) (a2 + ab + b?) = et + 2?2 4 vt

17/ 0,001 + 0,343e> = (0,1 + 0,78) (0,01 = 0,07Ta + 0,49a2)

© 18/ 0,064x7 - 0,000 027 = (0,4x - 0,03) (0,16x2 + 0,012 x +
+ 0,000 9)

3 3

19 H+% =G )('!— 5
7 8

20/ ﬁ?’ﬁ?‘(’g-gﬂz’s‘*éwﬂ

70

AC I |



3.3 2
2/ 8-BLa (2= (443 + 5L
Medutim, zbir kvedrata ne moZe da se rastavi na

(reaine Zinioce:

2
a2 + b2; 4&2 + 9'b2 = {28) +2(3'b)2; ].61:2 + 25y2 = (41)2 +
s 5% 1+ Iy = & + s 0,009 %2 + 2,257° =

= (0,032 + (1,572 1 sl.
7a sloZenije izraze trafe se, pored monoms, zajed-
nidki binomi i trinoml. Nevedimo neke primere:

22/ a+b+a®-b2=(a+b)+ (a®-1b2) =(a+h)+

+ (a + b)e(a =b) = (a + D) EL+ (a-b‘ﬂ=
= (a+b)(l+a-b ;

23/ a-b+a2-b2=(a=b)+ (a-1b%) = (a=-b)+
+ (a +Db) (a=0b)= (a-b)[1‘+1(a+b)]= (a = b) (1 +
+ & ¢+ b)

2/ a-b-a2sble(a-b)= (=2 = (a=D) - (a+
+D) (a-b)=(a=-v)[1-(a+®)]=
n(a—b)(l'-a-b)

25/ a+b-8+b2=(a+b)~(a2=12) = (a+th) - (a+

b) (a-b)a(a+b)[1-(a-b)_]=

(a +b)(1=8+Db)

L

26/ a+b+a’+b>=(a+b)+ (as+b)=(a+hb)+
(a + b) (az-ab+b2) =y{a + b) [:1+ (az-ab+b2)_]=
(8 + b) (1 + a2 = ab + b2)
27/ a-b+a =1l =(a=1b)+ (a®-13) = (a=-0)+

+ (a - b) (a2+ab+b2)=(a-b)-[i+(a2+ab+b2)]=
(a = b) (1+32+ab+b2)

£
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28/ 1+a+32+a3=(1+a)+(a2+a3)=
(1 +8) +a%(L+a) =(1+a)(a+a)

1

29/ 1-=-a-~ e’ + a’ = (1 =~ a) + ( -a% + 53) +(1l=28) =

(a?-a)-(1-a)-a%(1-a)=(1-2a)(1-a)-=

(1-2) (1+8) (1-28)=(1=2a)?(1+a)

30/ %3 + 2ax° + 8% = x (x2 + 28x + az) =x (x + a)2

30/ (a-0f--0’=[a-0+@-0] [e-n-
-(b-x)]:[_a—x-)-b—x]@-x-b+x]=
=(a+b=-2x) (a-=-0)

32/ 4+ 2= (x=92= [(x+3) + (x - 3] (x+m -
—(x-y)]:Ec+y+x-ﬂ Ez+y-x+y:|=2x-2y=

= 4%y,

i

4, Algebarski razlomci

Ako razlomak, pored posebnih brojeva, sadrZi i op-
Ste brojeve, razlomak se zove algebarski,

Vaino je da se uoli da imenilac razlomka ne moZe dé
bude ¢ Jer nulom ne moZe da se deli 1ili, kako se to joS ka-
Ze, operacija deljenjs nulom nije definisana. Stoga uz alge—k
barske razlomke, kao primedba, u zagradi, naglasSeno Jje da je

imenilac razlidit od nule. Npr., % (& # 0)3 %% (bc £ 0) 3

g’ﬂ (x-y 40 111 x4y); 8428 (vfo, df0

ili bd # 0) itd. Za razlomke &iji je imenilac zbir kvadrata
Qa? + b2) 111 zbir &etvrtih, Sestih, uopSte parnih stepena
(xzn + yZn) nije potrebns nikaekva primedba te vrste, jer su
takvi izrazi uvek pozitivni /ako su brojevi a,b,x,Y,.. realni
i razliéiti od nule/.

Algebarskil razlomak moZe da se proZiri ili skrati
kako posebnim, tako i op3tim brojevima ili algebarskim izra-
zima,
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Ne primer:

2a . 2C . 6ac
1/ g35% "% " %= + b)

2 a” - b a+b) (a-b) a-b
/ 3c(a + D) L3c (& + b) 3c

3 FEpTg -1
s B22--1 GZHez--D
7 == ShE

4,1, Algebarsko sabiranje

Da bi se algebarski razlomeci algebarski sabrali,
neophodno je da se kao i obiéni razlomeci dovedu na zajed-
pidki imenlilac, NZI koji je NZS8 imenilaca svih razlo-
meka algebarskog zbira.

Imenioci algebarskih razlomeka mogu u opStem slu~
gaju da budu algebarski izrazi koje prethodno treba rasta-
viti na $inioce,pa tek tada pristupiti iznalaZenju NzT.

Ne primer: _
2 3a c 2
¥ +

T 2 a - b a

+ 3a - [
b 7a + v/ /a = b/ a =0

a

2 2

NZI = (a + b) (& = b) i1i @ - b7, no bolje je
ostaviti zajednilki imenilac u obliku rastavlijenom na Einio-
ce.

Svaki razlomak u zbiru treba da se prodiri kolid-
nikom zajednidkog imenioca i imenioca odgovarajuéeg razlom-
ka, Tako éemo razlomak a—%—s prodiriti kolidnikom

a + b
8 +

profirujemo, jer je njegov imenilac 1 uzet za zajednitki,

8~5b) = a-b; drugi razlomak T b?g(a =%y 2

treéi razlomak Efg'ﬁ prodiriéemo kolidnikom (8 + 2)_(2 =b) =

= @ + b; zneke ispred razlomadkih linija ne menjamo ali ib
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dodeljujemo prosSirenim brojevima.

2(g = b) + 38 = c(a + b

Dakle, dobilemo razlomek T EIRCER)

koji dalje sredujemo
2a — 2b + 3a - 8¢ _~ bc _ 5a -~ 2b - ac - be

a_ba d_b
Navodimo joS neke primere:

3a 4 5¢ . o8 4B 5¢ ]

1/ 773 FoF-%* = . yz X35 " F -2t AETI//E -3

U ovor primeru prvi razlomek proSiridemo koliéni-
kom {ZXt.3¥) (X =73) - x -y, drugi kolidnikom

x4+ y) (x=1v) _ . X - .
¥ = x = - (x +¥), Jer je y—:“% + = 1, & treci

ne prosSirujemo.
Prema tome, rezultat je:

Ja(x = y) + 4b{x + y) + 5S¢

(x+7y) (z-y) °
2 2
a~ + ab + b a + b 1
2/ 28b il gl wus S

_ (a + ab + b )(a = b}%a b;-ia + b)e2abl(a + b)+2ab(a =
- b(a & + D)

(a3 = 12) (a+b)—2ab (5+b)2+23b (8 = b)
2ab (a - b )

Sredivanjem brojioca rezultat mofe da se pojednosti
vi, a ako ne moZfe, ostavlja se u ovakvom obliku.

4,2, MnoZenje i deljenje

7a ove dve radunske radnje algebarskih razlomaka
treba prethodno algebarske izraze u brojiocima i imeniocima
rastaviti na Ginioce radi eventualnog skraéivanja pre mnoZe-
nja. Deljenje razlomkom izvodimo, kao i kod obidnih razloma-
ka, mnoZenjem reciproénom vrednosSéu razlomka - delioca. Npr.

3 3 2
2(g” = b°)  x° = 52 _ 2(a = b)(a’ + ab + h;)
B 3 (x+y a=->b 3z + y)

L x v) (% =) _ ;a +V§g + b2 (x - 3)




3
3 (x +£2 x+y) 3(x+y)(x —xv+v1 2( +x§
at = pt —§§ 2) z

(b2 a+ b
2(1 + x)é =XV + 3 2 a + b gg = XV + ¥ 2
(a“ + b°) (a“ = b<) 2(x + ¥) - 1)

4,3, SloZeni razlomak

Ako su brojilac 1ili imenilac ili jednovremeno i
brojilac i imenilac nekog razlomka takode razlomeci, onda se
takav razlomak zove sloZeni. Svodenje sloZenih razlomaka na
obidne postife se profirivanjem sloZfenog razlomks brojem ko=
ji je NZI =za sve razlomke koji se javljaju u sloZenom raz-
lomku.

Primeri. /U zagradi dati su brojevi kojima se slo-
Yeni razlomak prosiruje./

1 b
VAR v i S

X + 2
a a
5) —& "B o (NzI =ab) . pt2
& T 7%
2’?—%{’ .12 +2x _ 2(6 + x
&/ - _2_ =(NZI=2~3=6)=m= —=
5 - 6-3_ 5
5/ T = ( FHZI = 304 = 12) = R = 3F
3 4
2 + % 4

2bcd + 2acd = 4abecd _

6/ T ( NzI = abcd) = BT = Sabe 3 2abed

0

OI
D:l
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- cd (b + 3a = 4ab
a = 5¢ + 2¢

1
7 X Ee [ Wi = (x-8)(y+b)] = ’2%——7

¥+ b
'—2‘; +5+1 2 y2+n2+22y2
8/ Sy = (w1 = x%%) = I
g e+ 1 + X y + x° y
T h g

xi..&z_u_x;).
= ®

2 (L+y7+7¥57)

4.4, Stepemovenje i koremovanje

I algebarski razlomei stepenuju se i korenuju kao
i obiéni rezlomei: posebno se vrie radnje sa brojiocima, po-
sebno sea imeniocima.
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III GL AV A

F U N KC I J 4

1. Pojem funkcije jedne nezavisno promenliive

Primer 1. Rezultati Zetve, mereni kolidinom Zita-
prica, zavise od razmih uticaje: od klimatskih uslova, od bro-
ja oranja ili okopavanja, od kvaliteta zemljisSta, od vrste
zasejanog semena, 0d koli¥ine i kvaliteta @ubriva itd. Mate-
matidki formulissnme rezultat Zetve je funkcija (zavisno pro-
menljive veliina) mekoliko srgumenata (Bezavisno promenlji-
vib velifina), Pretpostaviso da su na jednom poljoprivrednonm
imanju poljoprivrednici pod Jednekim uslovima obradili dve
susedne njive, samo Zto su ih zasejali pEenicom razlicitog
kvaliteta. Prinos u tom slu€aju zavisi samo od kvaliteta
semens., Dakle, tada je rezultat Zetve funkcija samo jedne ne-
zavisno promenljive veliine - kvaliteta semena,

Primer 2, U zekonime kretanja tela, preden put (s)
jzrafen je kao funkcijes vremena (t) 3 s = £(t). Oblik fupnkci-
je = £ zavisi od vrste kretanja : jednakog, jednako ubrzanog
ili usporenog, nejednakog, nejednako ubrzanog ili usporenog,
harmonijskog itd.

7akon puta za Jednako kretanje (konstantne brzine ¢)
glasi: 8 = cet . Nezavisno promenljiva + Javlja se u ovej
fupkeiji na prvom stepenu; stoga se za jednako kretanje ka-
%e da je put linearna funkcija vremena.

Zakon puta za slobodno padanje tela glasi: 8 = %s °
« 42, keko je velidina g konstantna (ubrzanje sile teie) to
je put funkcija semo jedne nezavisno promenljive velidine -
vremeps . S obzirom da se velifina ¢ javljs u funkeciji na
drugom sbepenu, kaZe se da je put kvadratna funkcija vremena.

Primer 3, Povriina sobe pravougaonog oblika jedna-
ke je prolzvodu dufime i Birine. Ako se za konstantou povrdi-
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nu gobe P menjaju dimenzije dufine (a) i 3irine (b), onda
promena, recimo, duZine (a) moZe da se izrazi kao funkcija
Sirine {b). Oblik funkcije a = % zove se funkeijs obrnute
proporcionainostis naime, koliko je pute smoba uZa, toliko
Jje puta duza i obrnuto koliko je puta 3ira, toliko je pu-
ta kraca.

2, IzraZavandie funkeidie

Funkcija moZe da se izrazi: Analitiéki, tablino
i gr;fiéki. Analitidki izrazi su, npr.s = cet, 8 = 58t°,
a=-5.

U na$im primerima argumentu - vremenu t, odnosno &l
rini sobe b, moZemo da dodelimo proizvoljan broj razlidlitih
vrednostiy za svaku proizvoljnu vrednost argumenta izraduna-
éemo vrednost funkeije = puta s, odn. dufine sobe a., Proiz=
voljne vrednosti (argument) 1 vrednosti izvedens iz analitid-
kog izraza (funkcija) mogu da se utablile:

-

® odnosno b
- B & ‘

U tablici dati su parovi brojnih vrednosti.

Da bi funkcija mogla da se predstavi i grafidid
treba da se odredi tzv. sistem referencije, odn, koordinat-
ni sistem: da mu se zna podetak i orijentacija.

U matematici, tehnici, statistici i drugim naud-
nim disciplinama koje koriste dijagrame, primenjuju se razni
slistemi grafickog predstavljenja pojava i zakona.

U matematici najde8ée se primenjuje tzv. Dekartov
pravougli koordinstni sistem. Ovaj sistem salinjavaju koox-
dinatna ravan i u njoj dve uzajamno normalne, orijentisane
koordinatne ose: apscisna i ordinatns osa. Presek ovih osa

zove se koordinatni poletak (Q = slovo).
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1
o kv.adrang) ? §a I kvadrant
(x< 03 y> 93 (x>0; y>O)
)
!
BEE Y
X opsecsna osa &

(o]

-5 -4 -3 -2 -4
-4

i 2 3 4 5

I1I kvadrant

(x<0; y<0) -3 IV kvadrant

(x>0; y<0)

U matematici nezavisno promenljiva velidina obe=
lefava se slovem X, & zavisno promenljiva - slovem y. Stoga
ge koordinatne ose nazivaju krade: osa Ox i osa Oy. Odgova-
rajuéi anelitidki izraz fumkcije y = £(x) zavisi od obli-
ke funkeije £,

Talkama na koordinatnim osams pridruZeni su real=
ni brojevi, keo i na brojnoj osi, 1 to: pofetnoj tadki O pri-
drufen je broj 0, na osi Ox - desno od tadke O pogltivmi, le=
vo = negativni brojevi, a na osi Oy = iznad tedke O pozitiv=
pi, ispod = negativni brojevi. Strelice pokazuju smer raiée~
nje brojeva pridruZenih tatkama koordinatnih osa.

Svakom baru vrednosti argumenta x i funkcije y,iz
tablidnog izraza date funkeije, moZe da se odredi odgovara-
juée tatka koordinatne ravni, koju koordinatne ose dele u de=
tiri kvedranta. I obrnuto, svakej taSki koordinatne ravni
pridrufen je odreden par vrednosti. PoloZa] talke odreden Je
koordinatama: apscisom (x) i ordinatom (y). Npr.;ozneka 4
(5,3), koja se dita: taka A sa koordinatama 5 i 3, znali da
tadka A ims koordinate: apscisu x = 5 i ordinatu y = 3. Prvi
broj u zagredi pripada apscisi, a drugl ordinati izvesne tad-
ke, Izbor jedinice je proizvoljan i jednak za obe ose {mada
ovo poslednje nije obavezno).

Sve tadke desno od ose Oy imaju pozitivne, a levo
- negativne apscise, Za talke na osi Oy je apscisa x = O
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( jedneCina ose Oy). Sve tafke izned ose Ox imaju pozitivne,
& ispod - negativne ordinate. 2a tatke ne osi Ox je ordina-
ta ¥ = 0 (jednalina ose 0x).

Po3to je koordinatni sistem odreden, ucrtavaju
se take koje odgovaraju parovims vrednosti iz tablifnog iz
raza date funkeije. Povezivanjem tadaka izvodi se pribliZne
dijagram - geometrijska interpretacije analitilkog izraza
date funkecije.

Cesto je u preksi put obrnut. Na osnovu merenje
obrazuje se teblica vrednosti, zatim se skicira odgovaraju-
éi dijagram kome se tada prilagodava 840 jednostavniji a-
nalitidki izraz,

3. Linearns funkecide
Najjednostavniji oblik linearne funkeije dat jJe
analitifkim izrazom:

Yy = X.
Sastaevimo tablicu:

(argument ) xEOIlIZI%'“.I-lI-ZI-;-I.u

(£unkei ja 3) ygolllzlu...l-ll-al-%l

U koordinetnom sistemu obeleZimd-talke &ije su
koordinates (0,0)3 (1,1); (-1,=1)s (2,2)3 (=2,=2)5 ('}. ;”
(= %,‘ = ; coe 1 poveZimo ih, Sve se one nalaze na PrEvo]
koja prolazi kroz koordinatni poletsk i koja predstavlja gi=
metralu I 1 III kvedrante.Jednafins simetrale I i IIT kvae~
dranta je dekle: y = X. ) -

Za funkeiju y = -x lako demo utvrditi da pred-
stavija jednalinu simetrale II i IV kvedranta.

Predstavimo sadas tabliSno i grafidki fumkeije Ci
Ji su analitidki izraszi

yex-=3 i F=x+ 2.
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Tablice 3

x| 0] 1] 2] 3|4 [5f.cexfo]=2]=2]=3]..c
yu'Bl- |-1|0|1|2]...yﬂ2| 1 | o|-1|...
Dijagram :
)

2

2-4J04 273
-4

Uveravemo se da sum dovoljna dve pare vrednosti za
gveku funkeiju, jer linearna funkeija geometrijskl predstav=
1je pravu liniju (prave je odredens dvems talkama), Prava
y==x=38ele osuldx u takl x = 3, a pravea y=x+ 2 u
t88ki x = =2, dok prave y = £ 4 ¥ = =x seku osu Ox u tadkd
z = 0. Ako u tablicams potra¥imo vrednosti odgovarajudih
fumkeijs za navedene vrednosti arguments x, uotidemo da jo za
sve njih y = O, Ako vrednost srgumenta x, za koju se vrednost
funkeije y poni¥ti (y = 0), nazovemo pulom funkcije, onda mo-
Yemo reéi: vrednost 3 je nule funkcije y = x = 3, vrednos:
=2 je nule funkeije y = X + 2, a vrednost O je nula funkei ja
y=% 1 ¥ = =x., UopSte, mofe se reéi da Je nula funkelje
brojno jednaka apscisi presefne tafke dijagrema ocdgovarajue
linije sa osom Ox.

Ucrtajmo u zajednidki koordinstni sistem dija-
grame fumkeija :

::'=%-x. y=%x, y=%ia y=x, y=2x1y= 3x
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S, &/
3 o U4
\ Ay
% \¥ ¥ %
" ¥y
Ay
N
\I..
Fo %
4 %‘f
=~ L
Y
e x
%

Nula svih ovih funkcija jJe x = 0, Bto znaefi de sve prolaze
Iroz koordinatni pofetek samo pod rezlilitim negibnim ug-
lovima prema fmzitivnom smeru ose Ox; manjem koeficijentu
uz x odgovare prave sa manjim, & vedem - sa vedéim nagibnim
uglbm.'

Dijegrami funkeija: y = = %-x.v == é‘. y=-= %xo
Y==X, y==2x 1 y = =3z predstavljaju tekode prave ko=
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je proleze krog koordinatni poletak kao i prethodnme, ali
za razliku od nJjih grade +upe uglove sa pozitivnim smerom
ose 0Ze

Funkeije = koje se medusobno razlikuju samo po
gneku koeficijenta uz x - predstavljaju prave linije ¢iji
gu nagibni uglovi prema pozitivnom emeru ose 0x suplemenini
tdopunjuju se do 180°).

%Za prave sa o3trim nagibnim uglovims prema pozi-
+ivnon smeywu ose Ox ordinate tafeks, posmatreno sleva udes-
no, _pmieéavaju se, & z& preve ss tupim nagibnim uglovimg -
ordinate se smenjuju., Stoga se funkcija:

y= eax

za a>0 szove rastude, a za a<0 gpadsjuda,

Dijegrami funkcija keje ne zavise od x, na primer,
y=31li y = =2 predstavlijaju preve paraleine sa osom 0x,
e osu Oy seku v talkame y = 3, odn, y = =2, Ordinate talaka
ne menjaju se, te funkeije nisu ni rastude nil opadajuce ne-
go konstenine. v

Linearna funkcije u kojo] ne figurile linearni
$len ax nego samo slobodni &lan b, tj.o

y=1b

grafiZki predstevlje pravu peralelnu osl O0x na rasiojanju
od nje za b jedinica, 1 to iznad ose Ox ako jo b>0, & is-
" pod - sko je b<.0. ‘

Ako lineerna funkcija sadri i linearni i slobod~
nt &len, t3j. sko je dete svojim potpunim oblikom ¢

Yy = 8 + b
parsmetrd a i b szadrisvaeju svakl svoje geomeirijsko tu-
madenjes
parametrom & - koeficijentom uz z odreden je na-~
gibni ugao prave prema pozitivnom smeru ose 0x; stoga se o—

ve) paramstar zove: koeficijent praevce praves

parametrom b = slebodnim 3lanom odredena Jje or=
dinata presefne tatke prave sa osom Oy; naime, za x = 0O

83




vrednost funkcije y = ax + b svoedi se na vrednost slobodnog
&lana y = b,

Preme tome, skup funkeija se zajednikim koefici-
jentom uz x a razliitim slobodnim Slanovime geometrijski
predstavlja skup medusobno paralelnih pravih, dok skup funk-
cija sa zajednidkim elobodnim Elanom a razliiitim koeflci-
jentima uz x, geometrijski predstavlje pramen pravih sa za~
jednidkom tatkom na ordinatnoj osi.

Ako funkcijs ima beskonefno mnogo vrednosti za
odredenu vrednost argumenta, onda je tekav analitifki izrez
oblike:

x=C
gde je C data konstantna vrednost, a geometrijski predstav-
1ja pravu normalnu na osu Ox" koju eefe u talki apscise date
vrednosti C, Npr.:

X=-2

N

-4Jo1 2 [>

Primeri: Grafifki predstaviti funkei je:
yegx+ 4y Fe4x-5 y=m-T y=-3 3
y==08x+8 y=13 y=-3 x=13 x=-6,5

(u istom koordinatnom sistemu).
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4. Evadretns funkeija

Najjednostavniji oblik kvadratne funkeije dat jJe

analitilkim izrazom:

y=x2.

Sagtavimo tablicu:

|-%
2]

2.

rkotger ylolalalol...l 1l al o %%

argument: XXJO| 1] 2 3[ese|=L|=2|=3[ces

**o

H MH

U koordinatnom sistemu obeleZimo talke &ije su
koordinate date parovima vrednosti u tablici, tj.: (0,0)%
(1,1); (2,4) ceo. i gpojimo ih, Sve se one naleze na krivo]
liniji koja se zove parasbols sa temenom u koordinainom po=
Zetku, a 8ija je osa simetrije prava x = O {o=a 0y).

Predstavimo sada tsblilno i grafidki funkeije &i-
Ji su analitifki izrazi:

nr:=(=:-4)2 i ::7*=(JC+3)2

'618

1
q

Tablica :

x =1{ 0] 1y 2] 3] 4| 5| 6| 7| 8] 9




°1 723 4 56

Uporedimo 11 dijasgrame datih funkclja sa di jagre-
mom funkcije y = x2, uotidemo da su parabole istog obliks,
da su im ose simetrije paralelne i da im temena leZe na osl
0x, 5to znadi da dijagrami datih funkeija mogu da se dobiju
{ranslatornim pomeranjem perabols y = xa ;s z&8 4 jedinice w
desno - za funkciju y = (x - 4)2, odn. za 3 jedinice ulevo
= gg funkciju~-y = (X + 3)2.

Dijagram funkcije:

Ty = (x-a)?
istog je oblika kao i funkcija ¥y = x2, no translatorno po—:

meren za K jedinica: desno od ose Oy ako jeo(> 0, odn. le=

vo od ose Oy ako jJeat < O.
Predstavimo sada tablilno i grafifki funkeije :
2 2

y=2"+ 2 i yex =4,
Tablica 3
x| -3|-2|-1|0]1|2|3 x| =3|=2|=1|0]1[2]3
vl nlselslzlslela v sl ol-3l-zl3lols
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=

R

Uporedimo 1i dijsgrame datih funkeija sa dijagra=
mom funkcije y = x2, uoSidemo da su pareabole istog oblika
i da im je osa simetrlje zajednilka, Sto znaCi da dijagrami
datih funkeija mogu da se dobiju translatornim pomeranjem
parabole y = x2 : z& 2 jedinice nagore - za funkeiju y =
= x2 + 2, odn. za 4 Jjedinice nadole ~ za funkciju y = x2— 4o

Dijegram fumkeije :

y=x°4+p
istog je oblika kao i funkcije y = xa, no translatorno po-
mneren za ﬂ Jjedinicas iznad ose Ox = ako je/3>> 0, odn, isg-
pod ose Ox = ako je ﬂ< 0.
’ Slaganjem translatornih kretanja parabole y = X

prax?cima osa Ox i Oy dobija se parabola jedredine (analitid-
kog izraza):

2

ye=(x-)2 4 fp
u kojoj parametri o¢ i 3 geometrijski predstavljaju koor=
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ginate temema T(¢,3) parabole.

Uertajmo sad uzza;]edniéki koordinatni sistenm
dijagrame funkcljas y = %x sy ¥ = %x s T = xz, ¥y = 21:2,
2, 12 12 2 _ 2
y=3x"3zatimys=§x , =5, ==X y= = 2%,
g = = 3%° = podto ih_ prethodno izzasimo teblilno, Primevile-
po da su izreszi (=-x)2 i --x2 jednaki samo po apsolutnoj vred-
posti, 21l po znaku razlififis (-'x)2 = x2>0, dok je -x2< Os
apres (=2 = 49, =32 = -9, -(-3%= -9,

INEAEN,
o o
SR e
i S '\
N|
~* 3 éd X
.
W
L \
L ,‘ W ;4;?
wy e v
RLALSEEN
M
d
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Funkeije sa pozitivnim koeficijentom uz x2 pred-
stavljaju parabole sa granama usmerenim nagore, & Sa DOge~
tivnim = nadole. Zaetim, ukoliko je apsclutna vrednost tog
koeficijenta veda, utoliko je otvor medu granama parabole
ufi, @ ukoliko je manja — otvor je Eiri.

Dakle, u jednalini perebole:

y = ax?
koeficijent uz %2 - parametar A = utiSe na orijentaciju 3
oblik parabole.

Predstavimo,najzad, tablilno i grafilki funkelju

y = 2(! - 3.)2. °

x| -ajof1l2|314]5]6]7
vy | 32/18|8| 2o 2]8l18]32
1
o
X o
N ®y
n 4
~  Q
N
L]
~3 M
o 3
7
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Uporedimo 1i je sa dijagramom funkcije y = 2x2,
uotidemo da su istog obliks, iste orijentacije, sa peralel-
pim osems simetrije i da im temena lefe na osi Ox §to zns~=
%1 da dijagram date funkeije mo¥e da se dobije translatoar-
pim pomeranjem parabole y = 2:2 zg 3 jedinice udesno.

Ako je kvedratna funkeija date u potpunom oblikus

= A(x—o(.)2+/3

koji =e maziva kanonski oblik, parametri 4, ol i ﬁ zadr fa=
vaju sveki svoje geometrijsko tunacdenje:

parametrom A odreden je oblik parabole i njena
orijentacijas

parametar of predstevlja apscisu temena parabole;

perametar ﬂ, predstavlja ordinatu temena parabolis.

Dijagrami’ kvaedratnih funkcija pokezuju da ordina-
te taZaka odgovarsjuéih parebola, posmatrajuél sleva udesnos

za A>0 - opadaju, u temenu dostifu pminimum, a
zatim rastug

za ALO - rastu, u temenu dostifu mekeimum, & zZa~
tim opadaju.

Za minimum i mekeimum zajednilki je naziv gkstremum,

a z&8 minimalnu i mekeimalnu vrednost fumkeije zajednidki
je naziv gkstremns vrednost funkcije.

Fkstremna vrednost kvadratne funkeije brojno jJe
jednak= ordinati temena parabole koja tu funkelju grafidki
predstavija. Naime, u enalitidlkom izrazu:

= Alx - of )2 + ﬁ
ze vrednost argumenta X = o , vrednost funkeije svodi se na
=/3 ., Priroda ekstremuma odredens je znakom parametra A (za
A>O - minimum, za A<O = makeimum),

Ako u kenonskom obliku kvadratne funkeije y = Alx =
-o(.)2 + 5 1zvyiimo paznadenu radnju stepencvanje binoma:

v = A(x% = 2¢tx +o(®) +/5

i dobijeni izraz sredimo po opada;)uéim gtepenime argumente x:

y=Ax - 2a(x + A0CP +/5
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te koeficijent uz x 1 slobodui Slan zemenimo novim parametri-
ma B i C: |

- 240 = B a2+ fec
dobidemo kvadratnu funkelju u tzv. opftem oblilku:
. 2

¥y = Ax + Bx + C.

Parametar A ime isto geometrijsko znalenje kmo i
u kanonskom obliku. Veza izmedu parametaracl i 4 , s jedne,
i parametara A,B i C, s druze strane, date je izrazima:

- mo
oL == B A= T .
koji proizilaze iz navedenih zamens. Stoga pomoéu ovih iz=
raze kvadratna funkcija mo¥e da se prevede iz opiteg u ka-
nonski oblik.
Primer. Funkeiju y = 2x° - 3x + 5 prevesti u ka-
nonski oblik.
Za datu funkeiju 4 =2, B==3, C=5, te je

R L = = e B
y=2(x-%)2+%.

Nule kvadratne funkcije, kaso i svake druge funk-
eije, to su one vrednosti argumenta za koje se funkcija po~
nisti. Ako uspostavimo vezu izmedu analitikog izraza kvad-
ratne funkcije i njenog dijagrama, moZfemo redi da su nule
kvadratne funkecije brojno jednake apscisams zajednillkih ta=
¢ska odgoverajuée parabole i ose Ox. Pri tome mogu da nas=
tupe ova tri sludaja:

a) parabola sele osu Oz u dve tafke - funkcije i-
ma dve realne nule (razlilite); tada je A-ﬂ( 03

b) parabola dodiruje osu Ox = funkcija ima jednu
realnu uulu (dvostruku); tada je ﬂ = Og

¢) parabola nema zajednidkih tedaka sa osom Ox =
funkcije nema realnih nula; teda je A 'ﬂ >0

dal je ¢

Dakle ¥
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Ao
\F \7
(<0 :
\=°/ /i i x
i/b A<o A ¥/b
#7° p=0 A
p=e
Primeri: Grafidki predstaviti funkcije:
l)y=3x2+12x+9 4)y=2x2-12x+21
2) y=-x2+6x-'? 5)y=éx2+lox+42
%) y=-2x2—4x—6 6) yg-zltx2+6x-21+
p 2
R N (R
.0 . 2
ol -2 AeE2=AT s,
T=3(x+ 2)2 - 3
2
6 o =1) °( = - 6
2) UL”T'(:I')"a' ﬂ = (4.)(£1Z) = 23
ys-(x-5)2+2; -
. 2
- Go(2)o (= (-4
3) = -27—%:27"1* /3= ( i.((ﬁ;( e
7 = -2 (x + 1)° 45
2
A L ﬂ= - 31.-d(-12) = 33
y=2'(x-3)2+5c
2
fozelt2 - 10
5)“:____]:8_—3_10’ A- 2 = e
23 ez
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b o(- 3)(-24)- 6°
4 o (- 7)

-1z

(~10;-8)

5, Funkcija obrnute proporcionslnosti

Najjednostavniji oblik funkcije obrnute proporcio-
palpnosti dat je snalitiCkim izrazom ’

ye1.

Q4




Sastavime tablicu:

argument: xl 2l 3

4 I 1oo|... lé I%' l |-R15 Thohe-
E

|

funkeija: yE % % l% I ul...llo 100t ..

Ako vredmostima argumenta promenimo gnak, promenide
ge i zmak vrednosti funkeije.

U koordinatnom sistemu obeleZimeo tatke Sije sum koor-
dinate: (1,1); (2,%) esce 1 spojimo ih. Sve se one nalaze na
krivoj liniji koja se zove hiperbola i koja se sastoji od dve
pdvojene grane,

Uinimo 13 to isto i sa funkeijama: I - - i 54

&4 1 f 1 L3
T J=2gg=% F=~3~ " "% dijagremi ovih funk-
¢ije prikazate pam izvesne zajednidke osobime.

95




Dijagram funkcije obrnute proporcionalnosti, diji

je analitifki izrasz

v-%
gde je k koeficijent proporcionalnosti, pripada hiperbola
sa granama:

za k>0 - wu I i III kvadrantu i sa osom simetri-
je - pravom y = X 3

za- k<0 - u IT i IV kvadrantu i sa osom simetri-
“je - pravom ¥y = -X.

’ Dijagrami fumkcija, €iji se koeficijenti proporcio-
nalnosti razlikuju samo svojim znakom, dovode se do podudara-
nja rotacijom za pravi ugao oko koordinatnog poéetka,

Argumentu x moZe da se dodeli svaki broj, sem nule
/deljenje nulom nije definisano/. Sem toga, ni funkcija ne
mofe da se ponisti, 3to znadi da funkcija nema nula j da di-
jagram nema zajednidkih tafaka ni sa jednom koordinatnom o=
som, Za veoma male, kao i za veoma velike vrednosti argumen
ta, grane hiperbole ssmo se pribliZsvaju osame Ox i Oy kao
svojim asimptotama.

Sto je apsolutna vrednost koeficijenta k veta, %o
je vele i rastojanje medu temenime hiperbole, a 8to je ma-
nja, to je i rastojasnje krade. Temena hiperbole su presecene
tadke krive sa njenom osom simetrije.

Sa raiéenjem argumenta, posmatrano sleva udesno,
funkcija je: za k>0 opadajuéa, a za k<0 rastuéa, u oba
sludaja prekinuta za vrednost  x = Q.

U udZbeniku fizike nailazimo na dijagram funkcije
obrnute proporcionalnosti u geometrijskoj interpretaciji
Bojl-Mariotovog zakona: P°V = C - proizvod pritiska 1 zapre-
mine gasa je konstantan. iziaZen oznakama x, y 1 k, umesto
P, V i C, Bojl-kariotov zakon glasi x°y = k, odakle je
T =z Dijagramom je data samo jedna grana hiperbole /u I
kvadrantu/, jer se pritisak i zapremina gasa uzimaju samo
kao pozitivne velidine,
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1.

1/
-
3/
4/
5/
o
7/

Iv GLATVA

LINEARNE JEDFACINE I NEJEDNAGINE

Jednaline prvog stepena s jednom nepoznatom

1.1, Identilnost, jednadina, ekvivalentna jednadina

Jedpakosti algebarskih 1zraza,‘kao 5to su:
28 + 5a = 7a
15x3 : 3% = 5x2
"/ 3
2787 = 3a

(B2 = 2™

(x-y)3-x3—3x2y+31y2-y3
(a +b)(a-b) =a° b2
{a + x)2 -8 20x + x° 4 8l,

koje su zadovoljene kad se opSti brojevi zamene bilo kojim
brojem - zovu se identidnosti.

Medutim, Jjednakosti algebarskih izraza, koje su za-

dovoljene samo za izvesne odredene vrednosti opsteg broja,
zovu se jednaCine., Npr.:

1/
2/
3/
4/
5/

&/
7

x=-3=0; (x=23)
T+as=s03 (7=-a)
212-04 (2=-5)
x=7=k;3 (x=k+7)
40

3 : 5=83 (7= —%)
; + % + § =1l; (x= gg)
32 = 7 = 2 + 55 (2 = 6)
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8/ Yx-3=7; (x = 52%
3

9/ VY =m; (v = 5)
X

lo/ %=0; (x = 0)

Opéti broj kome se odreduje vrednost zove se nepo
znata velidina ili kraée: nepoznsta. Ako se nepoznata jav
lja u jednadini na prvom stepenu, jednaCina se zove linearn
na drugom - kvadratna, na tredem - kubna, na Cetvrtom - jed
nadina &etvrtog stepena itd. Vrednost nepoznate zove se re-
Senje ili koren date jednaline.

Razlikujemo numerilke i algebarske jednaline: u n
meridkim - vrednosti nmepoznate su posebni brojevi, a u alge
barskim - nepoznata je funkcija opStih brojeva koji se zov
parametri (u primerima 2, 4 1 9 - parametri su redom a, k,

Za dve ili viSe jednalina, koje imaju Jednaka res
nja, kaZe se da su ekvivalentne. Take su, npr., ekvivalent
ne jednaline:

1/ 2x -8 =0 i X-4=0 (x = 4)
2/ Z . .1 1 2x-lox =35 (x = 37
3/ yx + 7 =9 i X + 7 =81 s (x =
4/ 4x - 8a = 10b 1 2x - 4a = 5b (x =
5/ §'+ =2 i (a +b)x = 2ab (x =

l1.2. Osobine jednskosti

1/ Svaka veliina jednaka je ssmoj sebi - osobina rel
leksivnosti.

II/ Ako je izraz na levoj strani znaks jednakosti (L
jednak izrazu na desnoj strani (D), tj. ako je L = D, onds
je 1 D = L - osobina simetriénosti.

III/ Ako su dve veliline ponaosob Jjednake treloj, on
da su i medusobno jednake; tj. ako je A = C i B = C, ond
je i A = B - osobina tranzitivmosti.
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IV/ sko se igrazima na obems stranama znaska jednakos-
ti jednovremeno dodaju 1li oduzmu jednake velidine, znak
jednakosti se ne menja. NDPT., ako je L = D, bi¢e i L + & =
=D + a,odnosno L ="a=D=-a. )

V/ Ako se izrazi na obema stranama znska jednakosti
jednovremeno pomnofe ili podele jednakim brojem, znak jedna-
kosti se ne menja. Npr., ako je I =D biée i L°a = D°a odnosne

. a=1D: i L.2
L :a=D:a ili z 3 -

VI/ Ako su dve veliine jednake, one ostaju jednake i
kad im se jednovremeno promeni predznak, tj. ako je L = D,
onda je i <L = =D (%to sledi iz osobine V ako se obe stra-
ne jednakosti pomnoZe ili podele brojem =1),

VII/ Ako su dve velifine jednake, jednake su im 1 reci-
prodne vrednosti, tj. ako je L = D, onda je i 7= % °

1.%. Osnovno pravilo refavanja jednalina

Jednadine se redavaju primenom navedenih osoblna.
Nprs:

1/ x - 3 = a., Dodajmo broj 3 i levoj i desnoj strani‘
date jeénaéine(IV osobina): x - 3 + 3 = a + 3. Poito se na
levoj strani suprotni brojevi 43 i -3 poniste (potiru), Te-
Senje je X = a + 3,

2/ x + 3 = a, Oduzmimo broj 3 i levoj i desnoj -strani
date jednééine (IV osobina): X + 3 = 3 = a = 3. Po3to se na
levoj strani suprowni brojevi -3 i +3 ponidte /potiru/, reSe-
nje je x = a -~ 3.

3/ x 3 3 =8 ili % = a, PomnoZimo i levu i desnu

stranu ‘date jednadine deliocem 3 (V osobina): (¥ ¢ 3)3 =
ca . 3 ili § « 3 =g ¢ 3, Podto se kolidnik na levoj
strani skrati, redenje je X = 3a.

4/ 3x = a, Podelimo i levu i desnu stranu date Jedna-
%ine mnoZiocem 3 (V osobine): 3% : 3 =12 : 3 ili é% = %.
Posto se kolidnik na levoj strani skrati, refenje Je

a
Xx=a ;3 1ili x = 3
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U navedenim primerima uolavamo; broj 3 koji u da-
tim jednadinama figuriSe na levoj strani, u resSenjima fi-
gurise pa desnoj strani znaka jednakosti, no sa oznakom su-
protne ralunske radnje. Prema tome, ospnovno pravilo za reSa-
vanje jednalina glasi: ]

Velidine -se prenosé s jedne strane jednadine na
drugu stranu teko 3to im se menja ralunska radnja: ako se na
jednoj strani sabiraju, na drugoj se oduzimaju, ako se
na jednoj njima mno¥i, na drugoj se s njima deli i
obroute.

1.4, ReSavenje linearnih jednaéina

Formalna primena ovog osnovnog pravila za relava-
nje jednafina suviSna je u posebnim primerima, kao 3to su:

7x=0; dax =0, (af0) 3-0 1l x:.3=o,2-’§‘=o
111 2x : 5 = 0.

Naime, prostim zekljudivanjem da je vrednost pro-
izvoda jednaka nuli, kad je bar jedsm od &inilaca jednak nu-
li, a da je vrednost koliénika (razlomka)‘jednaka nuli samo
onda ako je deljenik (projilac), jednak puli, dolazimo do re-
~Benja X = Q. ‘

Jednalina oblika, npr.?

=X + 3 = @, =X = 3 = = @, _%c.:a, --:35_%

mogu, primenom VI osobine, prethodno da se svedu na ekviva-
lentne JednaCine x - 3= - a, %X + 3 = a, % = é, koje da-
lje reSavamo po pravilu.

ReSenja Jjednalina, keo Eto su npr.:

1 2 _ 3 4 1 3
§=%% =% g—g=% xr3c-yzv 1sl

dobijamo primenmom VII osobine ili direktno X = % ili

pofito ih svedemo na ekvivalentne jednadine: g‘- %,
X - a 1

T 50 2x + 3 = 5—%—2 itd., tako 4a je formalna prime-
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na osnovnog pravila u ovakvim primerima - suvisSna,
Jednaline u kojima je nepozmata x data na desnoj

-gtrani, npr.:

a = X - 3, 2 +b=x 4+ a, a = %

5
primepom II osobine dovode se na uobilajen poredsk [(nepozna~
ta 8 leve strane): x - 3 = g,x + a = % + b, % = a, te je i
u ovakvim primerima suvisna primena osnovnog pravila,
Osnovno previlo za reSavanje jednadina primenjuje

" ge u sloZenim oblicime datih jednadina.

Primer l. Refiti jednalinus

2 (x+3)-7(x+1)=3 (x+2) - 20x.
Podto se izvrii naznaleno mnoZenje?

2X + 6 - 77X = 7 = 3x + 6 - 20x

i poSto se premesu &lanovi sa nepoznetom x na jednu stranu
(obi%no na levu, mada ne mora) a slobodni &lanovi na drugu
stranu jednadines

2 = X =« 3% + 20X =2 6 = 6 + 7
dobije se ekvivalentna jednadina

8x = 7
odakle je

X = e=p

- Primer 2. ReSiti linearnu jednadinu (prividno kva-
dratou):
2 2
(2x = 3)% = 4 (x° - 3) + 1,

Podto se izvril stepenovanje binoma (na levoj stra-

" ni) i mnoZenje (na desnoj strani):

452 _12%x + 9 = 4x2 - 12 + 1

i poSto se &lanovi sa nepoznatom x preneéu na levu, a slo-
bodni ¢lanovi na desnu stranu?

4x° . 12x - 4x° e - 1241 -9

dobije se ekvivalentna Jjednalina
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- 12x = - 20

odnosno, na osnovu osobine VI
12x = 20,
odakle je

x =29, 11 x-%. 111 x=1§.
Primer 3., ReSiti jednadinu:

E—E—Z = E—;—é 11i wu drukdijem obliku (x = 7) : 2 =(x +3): 7
Jednadine date u obliku proporcije svodimo na ekvi-
valentne prema pravilu da je proizvod spoljainjih &lanova pre-
porcije (x - 7 1 7) Jjednak proizvodu unutrasnjih &lanova
(2 1ix+ 3y
7(x=-7)=2(x+ 3)

Podto se izvrii mnoZenje:
7% - 49 = 2x + 6
i prenesu odgovarajuéi ¢lanovi na odgovarajute strane

7X - 22X = 6 + 49

dobije se ekvivalenbtna Jednalina

5x = 55
odakle je
x = 11,

Primer 4. Refiti jednacdinu:

(a =bx)ec = (a2 + bx) d.

Toito se izvrdi naznadeno mnofenje:
ac - bex = ad + bdx

i po8to se {lanovi sa nepoznatom X prenésu na jednu, a slo-
bodni &lesnovi na drugu stranut

- bex - bdx = ad - ac
primenom VI osobine dobije se ekvivalentna jednalina

bex + bdx = ac - ad
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jer je - {(ad - ac) = ac - ad, u kojoj se i jedna i druga
strana, kad god je to moguée, rastave na &inioce:

b(c+d) x=a(c-4d),
odakle Jje

a (¢ - d
X = = N

Primer 5. ReSiti jednadinu:
X5 _X+a
e

= (x - a) : 4. (Vidi: primer 3)

4 (x - 5) = a2 (x + &)

4x - 20 = ax + 32

4x - ax = a2 + 20

4 -a)x = N 20

2
a“ + 20
X = —z

Primer 6., ReBiti jednadinu?
X + 3 = S X
<
(vidi : primer3)
3(x +3) =cf(c+x
2x + 9 = c2 + CX
X - ¢xX = 02 -9

(3 - ¢) (¢ = 3) (c + 3)

% = {(c = 3) (c + 3)
5-3
X =~ (¢ + 3)

M
[]

jer je %—E—% = -1,

Primer 7. ReS$iti jednadinu:

ax - b _a + b
cx-d ¢+xa°

(Vidi: primer 3)

ili u drukdijem obliku (x - 5): a =
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(c +4d) (ax - D) = (a +b) (cx - @)
acx + 8dx - b¢ - bd = acx - bex - ad - bde

I levoj i desnoj strani oduzmimo velilinu acx a dodajmo ve=
1i¢inu bd (IV osobina), te je dalje:

gdx - bex = bec - ad

(sd - be) x = bec - ad

be - ad

X = s~ bc

X = =1,

Jednadine date u obliku razlomska prethodno se svo-
de na ekvivalentne jednséine bez razlomaka. Osloboditi se raz
lomaka znadi pomnoZiti obe strame jednadine (V osobina) naj
menjim zajednidkim imeniocem svih razlomaka koji figuridu u
datoj jednadini.

Suvisno je dovoditi date razlomke na zajednilki i-
menilac da bi ga se tek tada oslobodili kad to moZe da se
postigne veé u prvom koraku.

Warodito treba da se pazi na ome razlomke koji se
u datoj jedna¥ipi oduzimaju {ispred kojih je znak =) jer naj
SeSée se gredi bas na tom mestu. Stoga, pri svodenju date jed
padine sa razlomcima na ekvivalentnu jednalinu bez razlomka,
preporuéuje'se upotreba zagrade.

Primer 8. Pojednostaviti jedna&inu

X = X + 2X « 1 X -
27,222 ol 2G=D o

NzI = 60, MnoZimo i levu i desnu stranu sa 60
8to se, kako je uobilajeno, nazna¥i pored jednadine odvoje-
no kosom ili uspravnom linijom., Radunamo 60 : 2 = 30, piSemo
30 (x -?), + , raunamo 60 : 3 = 20, pifemo 20 (x + 3); -
radunamo 60 : 4 = 15, piSemo 15 (2x - 1) = , raCunamo
60 : 5 = 12, piSemo 123 (x = 1), + , 60°2, tj.*

30 (X = 7Y+ 20 (x +3)-15 (2x = 1) = 36 (x = 1) + 120.
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Primer 9. Pojednostaviti jednadinu @
X=3 2%+ 1 + 3 2 =X

2 8 &

NZI = 8, MonoZimo 1 levu i despnu stranu sa 8. Ra-
fupemo B : 2 = 4, piSemo 4 (x - 3), - , radunamo 8 : 8 = 1,
%ipilac 1 ne piSemo, ali zato piSemo (2x + 1) u zagradi {11),
+ 5 8°3, = , radunamo 8 : 4 = 2, pifemo 2 (2 - x), tj.:

4 (x =3) - (2x + 1) ¢+ 26 = 2 {2 - x).

Primer 10, Pojednostaviti jednsdinu ¢
4 o x x -2

3 5

NZI =15, ¥noZimo levu strapu sa 15, a na des-
noj strani je i tako 0, pa je i proizvod 15°0 = 0 ( ne :
15°0 = 15, Sesta omadkal). Radunamo 15 : 3 = 5, pifemo
5 {4 - x), = , ralunamo 15 : 5 = 3, piZemo 3 (x - 2)y +
1568, = 5 0y %o

54 = %) =3 {x-2) + 60 =0,

Primer 1ll. Rediti jednadinu

+ 4 =0

1 1. 1
F+tE=3%° (apx # 0)

NZI = apx. MnoZimo i levu i desnu stranu sa apx.
Redunemo apx : & = pX, piSemo px, + , radunamo apx : X = &p,
pisemo ap, = , rafunamo apx : p = ax, piSemo ax, $j.:
PX + 8p = &X.
Dalje je:
PX - &x = - ap
(p-a)xs=-ep
a
x = - 2B 411

a
a-p

X =

jer je - (p - a) =a-np.
Primer 12, ReSiti jednalimu

:—:4,%4,.?.% -—%‘-b;é-{-—éo (a'bcx;lO)
a c

105




NZI = aebzczxz. Mno%imo, dakle, obe strane sa

32b202x. Radunamo azbgcex s CX = aabac . ab, piSemo aab c

+ , radunsmo aabzczx : bx = agbe?, azbc2 > ac, piSemo

83b03,7+ , itd., te dobijamo ekvivalentnu jednadinu :

aabac + aabcz’ + ab}c3 = bzch + aaczx + aabzx ’
ties
abce (ag'b2 + 822 4 b2c2) = (b202 + a%c? + aebz) Xo

Tosle deobe obeju strana trinomom u zagradi (V osobina), do
bijamo ¢
abc = X

a odavde, na osnovu II osobine (simetritnosti), redenje Je

x = abCe.
primer 13. Rediti jednadinu ¢

%-%saz»f\az. (a-b # 03 a+b # 0)

NzI = (a - D) (a + 1) = 82 - B,

(o +b) ax - (8 - D) bx = (a2 + ) (a2 - b9

82x + abx - abx + b2x = (82 + 'b2) (a2 - 'b2)

8% + ¥ox = (32 + b2) (a2 - b‘?)

(82 + b2) X = (32 + b2) (a2 - b2)
podelimo obe strane binoma (a2 + b2) , te je rede-
nje:

X = 32 - b2.
Primer 14. Refiti linearuu (prividno kvadratnu)
Jjednalinu:

2 2 2 2
2ax + & 4p° - 6eb + & 2a”b .
SE L2 - 3 - 28 + = (x+b#0; x-bFO

" nzz = %2 - VP

{(x - D) (28x+a2) -(x + b) (4b2—6ab +52) -

28 (x2 - v + 28
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2 2

2ax? - 28bx + 8°x - a%b - 4b°x - 4b7 4 Gabx + 6ab° - ax -

2 2

- ab = 2ax2 - 2ab~ + 2a2b.

I levoj i desnoj strani jednaline odugzmimo velili-
nu 2ax2, dok se &lanovi aex i- an na levoj strani potiru.

palje je:
_ 2abX - 4b%x + Gabx = - 28b2 + 2a°b + aSb + 4b° - 6abS +
+ azb

4abx - 4b%x = - 8ab> + 4ab + 4b7,

Podelimo obe strane sa 4 (b ¢ 0)
ax - bxX = = 2a8b + ae + b

(a-b) x = (a-0b)°.

2

podelimo obe strame sa & ~ b (a - Db #0) :
X = 8 = be
Primer 15. ReSiti jednadinu:

'é(7x+}-%)=% (5x+1-§->.

NZI = T2,

9<7x-lg)= 8(5x+.1.%)

63x + 30 = 40X + l%é

63x - 40x = 5%9 - 30
o3x . 126- 90
3
46
2 = [t
3x 3
46
- M6 414
YT
x = 2
3
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Primer 16. ReSiti jednadinu:

;[1 X424 ] -
5 ( 3 +4) +6 + 8 1

Prvo sredimo izraz u maloj zaegradi :

a zatim u

%{%[%.LL%LB+6]+B .1
1 1 x + 14 )

srednjoj:
1)1, x2+1%+90 gL,
91 7 15 *
1) x+ 104
= .t Y2 8 =
5 105 + i
1, x + 104 + 840 _
9 105
1, x + 944 =1
9 105
X + 944 Y
945

x = 1,

Medutim, reSenje sme lakSe izraduna uszastopnim mno-

Zenjem obeju strans jednadine, prvo brojem 9, zatim 7, pa 5

i, najzad,

zagrade:

108

brojem 3%

1J 101 (x+2 .
-9— 7[-5- (-——5——4'4) +6]+8}1.

¥noZimo sa 9 i jednovremeno se oslobadamo velike

%[% E£2 .4 +6]+8 = 9



odmosno: 1 |1 (x +2 4 ],

,7 ['5 (—3-—- + ) + 6 1

gatim mnoZimo sa 7 1 oslobadamo se srednje zagrade:
1 (% +4) +6 = 7

6dnosno:

1 X + 2
= (2= . 8) = 1
5(3 + 4)

gada mnoZimo sa 5 i oslobademo se male zagrade:

X2 .4 - 5

3
odnosno:
X +2 1
3
odnosno:
X +2 = 3
odakle je

x = 1l
Primer 17. Pojednostaviti jedmadinu @

3x + 1 52 - 1 7x + &4
=15 * &X-I5 T Itx - 25

Pre svega, rastavimo imenioce na &inioce, a medo-
viti broj predstavimo nepravim razlomkom:

4 - 10 = 2 (2x - 5)
6x - 15 = 3 (2x - 5)
lox - 25 = 5 (2x - 5)
NZI = 2°3¢5 (2x - 5).
M¥ooZenjem dobijemo ekvivalentmu jednalinu ¢
15 (3x + 1) + 10 (5x = 1) - 6 (7x + 4) = 140 (2x - 5).

2
=45.
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Prin.r 18. Pojednostaviti jednadinu !

§+4 §+2

’8[-4-7 §+6

va slofeni razlomak na levoj strani NZ2I =8, &
pa desnoj strani - NZI = 6. ProSirimo 1i sloZene razlomke
- na levoj strani sa 8 a na desnoj sa 6, dobiéemo pojedno-
stavljenu ekvivalenvnu jednalinu :

2x + 32 2x + 12
X + Jb X + 50

Primer 19, Refiti jednadinu:

3x - 68 X - 9a - 7x 7a

T -7 . 4y " X . _2a
X 28 ¢ 2 2
¥-2a ~ X+ 28 x+-4%

Prenesimo razlomak - delilec na desnu stranu, te
dobijamo ekvivalentnu jednaCinu ;

x - 68 X - 9a ‘?x_Zg
L3 - 5 . 28 Ta X
X 2a 5 4

¥ 8 57 28 x+l-':;—

u kojoj profirujemo sloZene razlomke, na levoj strani sa
WI = 12 {x - 238) (x + 2a) = 12 (x - 452) s @& na desnoj
sa NZI1 = 4ax:

3 (52 - 4a2) (3x - 68) = 2 (x° - 482) (x - 9a)
12% (x + 2a) - 2ha (X - 2a)

2 2

28 | 7x” - 28a
4ax” + lba

rastavljanjem na &inioce brojilaca i imenilaca :

(x° - 432)B {3x - 68) - 2 (x - 9ai|_ 2a . 7 (=2 - 48°)
lZ[x(x+2aY-2a(x-Za)] 3 4a (2 | 42)

+ 4a
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i deljenjem obeju strana sa (x2 - 4a2), uz usputno srediva-
pje, dobijamo ekvivalentnu jednadinu:

9% - 18a - 2x + 18a -
12 [xz + 28X - 28X + 4&23 [2) (x2 + 432)

odnosno:
7

m _—r———r
) T 6 (x° + 4a%)

3)

12 (x€ + 4a

mnoZenjem obeju strana sa 6 (2 + 4a
bijemo da je:

i deljenjem sa 7 do~

g
[
-

odakle Je:
x = 2.

Primer 20. Periodiini decimalni razlomak 0,315 iz-
raziti obiénim razlomkom.

0,515 = 0,315 315 315 .eececooons
stEVimO: ) X = 00515 315 515 2000@000008
PomnoZimo obe strane jednskosti sa 103 :

1 000x = 3151 315 315 cc0@0e500

1 000X = 315 + 0,315 315 sevecceocs
1000x = 315 + x
©999x = 315
L < 315
-CCN

ili, posto skratimo sa 9¢

p.4 =

35
IIT
Dakle, 0,315 = I%%'
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2. Skup linearnib jednalina sa dve nepoznate

Ako analitidki izraz linearne fumkcije

y=a8ax + b
posmatramo kao jédnaéinu sa dve nepoznate veliline, x i ¥y,
uofavamo da postoji beskonadno mnogo parova vrednosti sa x 1
N kbje zadovoljavaju dati izraz. Stoga je jednalina sa dve
nepoznate neodredena.

Dijagrami dveju linearnih funkcije mogu da imaju
jednu zajednidku talku (prhve se seku), ili da imaju besko-
nadno mnogo zajednikih tafska (prave se podudaraju), ili da
pemaju zajednidku taiku ¥p ve su paralelne),

Kako skup dvaju analitifkih izraza moZe da se pos-
matra kao skup dveju jednalina sa dve ‘nepoznate, skup se zo-
ve:

odreden - sko postoji jedan par reSenja za x 1 y
(geometrijske tumacenje: prave se seku)g

neodreden - ako postoji beskonaino mnogo parova re
genja koja zadovoljavaju jednaline (geometrijsko tumaéenje:
prave se podudareju)j

pemogué - ako ne postoji nijedan par resenja za x
i y (geometrijsko tumadenje: prave su paralelne).

Primer za odredeni skup. Jednaline:

Y=§X+5
i
y = 3x-8

geometrijski predstavljsju skup dve prave koje se seku u tal-
ki M (5,?). 1 obrnuto, vrednmosti x =5 i y = 7 zadovolja-
vaju obe jednadine, i to su jedine vrednmosti koje ih jedno-
vremeno zadovoljavaju.

Primer za neodreden skup. Jednaline :

y = 6&x 15

%Z = 4x - 10
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geometrigjski predstavlijaju jednu te istu pravu, u stvari dve
xoje se podudaraju, te su im sve talke zajednidke, a ima ih
peskonadno mnogo; i obrauto, za beskonadno mnogo vrednosti
pepoznate X postoji beskonadno mmogo odgovarajuéih vrednosti
za y koje jednovremeno zadovoljavaju obe jednaline, a koje

gu ekvivalentne (mnoZenjem prve jednadine sa 3 dobija se dru-
g&)o

Primer za memogué skup. Jednadine: -

¥y =3x+5
T =3x -7

geometrijski predstavlijaju dve paralelne prave, bez ijedne
zajednilke talke; i obrmuto, ne postoji nijedan par vrednos-
ti koji bi jednovremeno zadovoljio obe jednadine; sem toga,
skup ovekva dve izraza u suprotnosti je sa III osobinom jed-
nakosti, jer im desne strane odigledno nisu jednake,

Na medusobnoj vezl izmedu analitilkog i geometrij-
gkog izraZavanja funkcija zasnovana je grafidka metoda reSa-
vanja skupa dve jednaline sa dve nepoznate, Metoda se sasto-
Ji u tome $to se date jednadine, svaka za sebe, rele po ¥;
dobijenim anelitilkim izrazima, y = £ (X), ucrtaju se u za-
jedni€ki koordinatni sistem odgovarajuéi dijagrami: koor-
dinate zajednilke taCke za ta dva dijagrama ujedno su i za-
jednicka reSenja datog skupa jednadina.,

Taénost ofitovanja koordinata zajednidke talke za-
visi od ragmere samog dijagrsma, kso i od preciznosti kon-
strukcije. No, 1 u najpovoljnijim okolnostima, olitovanja
su samo pribliZno tadna, te stoga grafidka metoda pripada
metodama odredivanja pribliZnibh resenja skupa jednalina.

Primer, Grafidki refiti skup jednadina

X = 4y = 12
2x + 5y = 10,

Redimo obe Jednadine po y:

T=gx-0
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y=-§x+2.

Dobijene izraze 1linearne funkcije predstavimo
grafickis

-5 -4

o%itane koordinate presedne tadke ove dve prave, odnosno pros
cenjena reSenjes datog skupa jesu: X 24%, I= g (Taéne
vrednosti resenja su: X = 42% y = 2-65).

Primeri: Grafidki resiti skupove jednalina sa dve
nepoznate:

1/ 7 -4y =0 5/ 3 +y =2l
x + 2y = 18 3 -y = 27
2/ x -3y +12=0 6/ 3x +y =21
XxX-y+8 =0 xX-7%9=-7=0
3/ x=-3y+12=0 7/ x + 8y =72
X + 2y = 18 x+8=0
4/ 7x - 4y =0 8 XxX-P77+7=0
y+7 =0 XePy-7=0
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1/

2/

3/

4/

Resengja:

J=gX

y=-%x+9

x =4

y=7
y=%x+4

y=x+8

X = =06

2y
"
o0

5/

6/

7/

8/

Y= - 3x + 21
¥ = 3x - 27
x = 8
y=-3
¥y =~ 3x +21
yz,]?x-l
X =7
y=0
Y=-QX+9
X = =8
X=-8
y = 10
y=,]7‘x+1
y:%x-l

(skup nema re3enja ~

prave su paralelne)
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Skup dve linearne jednadine oblika:
Alx + Bly = Cl
AoX + BoY = Cs

gde su Al’ A2, Bl’ By Cl’ 02 posebni ili opsti brojevi
pgrametri, refava se svodenjem na jednu jedpadinu s jednom
npepoznatom, ili sa x, 111 sa y.

Svodenje na jednu jednafinu postiZe se:

metodom zamene - jedna nepeznata(ili x ili y) iz-
razi se u funkciji pomodu druge u jednoj jednalini, te
ge tim izrazom smenjuje u drugoj jednadini; ili,

metodom jednakih 1li suprotnibh koeficijenata - mno-
zenjem 1li deljenjem leve i desne strane jedne jednalinme iz-
vespom velidinom dobija se ekvivalentna jedmalina u kojoj se
jedan od koeficijenats izjednai sa odgovarajuéim koeficijen-
tom druge jednadine sa istim ili sa suprotnim znakom; prime-
pom TI i IV osobine jednakosti algebarski zbir levih strana
dveju jednaSina jednsk je zbiru desnib strama jednakosti; u
algebarskom ssbiranju se &lanovi ga nepoznatom X ili sa nepo-
znatom y potiru.

Formalne primens ovih metoda suvisna je ako su obe
date jednaline u eksplicitnom obliku, reSenme ili po x ili po

J-

Npr., jednadine su date eksplicitmo redepme po y:

y=3x=-1
Y = =X + 23
uporedenjem levih i desnih strana zakljudujemo da mora da bu-
de:
2% - 1 = =X + 2
o2
4x = 3
odakle je-
X-z:n

Zemenom ove vredmosti za x, bilo u prvoj bilo wu
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drugoj Jjednalini, dobije se vrednost druge nepoznate: y =

Ili, na primer, jednafine su date eksplicitno =
gene po x ¢

x=3y+5

X =27 « 7.
S obzirom da su im leve strane jednake, to mora da budu i
deshe:

3 + 5«2y - 7
odnosno:

¥ = = 12.

Zamenom ove vredmosti za y, bilo u kojoj od datih
jednalina, dobija se vrednost druge nepozmate: x = - 31,

Metoda zamene podesna je sko je neki od koefici}
nata uz x ili y u datim jednaSinama jednak jedinici (da bi
se, eventualno, izbegli razlomei).

Metoda jedmekih ili suprotnih koeficijenata efik
na Jje, pogotovu za refavenje algebarskih jednadina. Za mnoi
oce datih jednaéina, radi primene metode jednakih ili supre
nih koeficijenata, uzimaju se &inioci €iji je proizvod naj
nji zajednidki sadrZilac za dva koeficijenta ug nepoznatu X
odnosno uz nepoznatu y.

Primer 1. ReSiti skup jednalina
3 =y =7
2x + 3y = 5.
a/ Metodom zamene: iz prve jedneline je :
-F =7 - 3%

odnosno:
Yy =3x -7

dobijeni izraz za y zemenimo u drugoj jednalinmi:
2x + 3 (3x = 7) = 54

dalje Jje:
2x + 9% =21 = 5

odnesno:
1lx = 26
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yrednost druge nepozmate (¥y) nalazimo zamenom vrednosti x =
= %% u bilo kojoj od datih jednadima ili, najpodesnije, u
jgrazu eksplicitmom po ¥:
Yy =3x -7
y=3:-2_79
5 = 28 =77
—ir
;o e oL
tjee 3 II‘

b/ metodom jednakih ili suprotnih koeficijenata: za
koeficijente uz x najmenji zajedniéki sadrZilac - NZS =
s 2.3 = 6, Prvu jednadinu pomnoZimo sa 6 : 3 = 2, drugu sa
6: 2 = 3, pa imamo

6x - 2y = 14

6x + 9y = 15;
oduzmimo 1ili domju od gormje ili gornju od donjé; dlanovi
ga x potiru se, a sa y algebarski sabirsju:

lly:l
7 = o3
zamenom y = I% u bilo kojoj od datih jednalina dobije se
vrednost nepoznate
Me@utim, metoda moZe da se ponovi, samo sada za e-
liminisanje nepoznate y; pomnoZimo prvu jednaéinu sa 9, dru-
gu sa 2 (N2S = 18), te dobijemo eckvivalentne jednacdine :

S4x - 18y = 126
12x + 18y = 30

iz kojih proizilazi algebarskim sabiranjem ¢
66x = 156
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odnosﬁo:
Primer 2, Re3iti jednaline®
% X + % ¥y =17

2 X + % y = 19.

Frethodno se oslobadamo razlomska, mnoZenjem prve
jednadine sa 15, druge sa 12:

10x + 9y = 255
9x + 8y = 228,

a/ Metodom zamene: iz prve jednadine

- 255 - 10x
V=

zamenim¢ u drugod :
9% + 8 o 222_5.195 = 228;

mnoZenjem sa 9 dobijemo ekvivalentnu jednadinu

8lx + 8 (255 -~ 10x) = 2 052
8lx + 2040 - 80x = 2 052

x = 123
zamenimo 1i ove vrednosti u izrazus
¥y = 255 ; 10x
dobijamo
255 -
y = 55 = 120

y = l%é ili  y = 15.

b/ Metodom jednskih ili suprotnih koeficijenata: prvu
pomnoZimo sa 9, drugu sa 10 :

90x + 8ly = 2 295
90x. + B0y = 2 280

i oduzmimo donju od gornje:
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y = 15

imenimo pomnovo ovu metodu, same na drugu nepoznatu: pPrvu
pri 9 $
jednaéinu pomnoZimo sa 8, drugu sa 9 @

80x + 72y = 2 040
8lx + 72y = 2 052

i oduzmimo' gormju od donje:
x = 12,
Frimer 3, ResSiti skup jednadina

.
F OI9
2% - 3y = 10

metodom jednakih ili suprotnih koeficijenata.
Frethodno sredimo prvu jednadinu:

19x = 11y
odnosno:
19% - 11y = ©

i potpiSemo drugu 2x - 3y = 10;
mnoZenjem gornje sa 3, donje sa 11 dobijamo

57 - 33y = ©
22x = 33y = 10;

oduzmimo donju od gornje:
35x = - 10

_ 10 193 _ 2 .
X = - 35 ili X = = i itd.

Primer 4. Svesti na jednu jednadinu sa jednom nepo-
znatom skup jednadina s

a'x:'5+a+5=2a

ax by _ .2 2
TrE tEop - ¢
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Prvo se oslobadamo razlomska mnofenjem prve jedn
¢ine sa a (a - b), a druge sa (a + D) :

ax+————-5——za(§:b) =2a2(a-b)

ax+3—(-§-:—-;—+13)—z- (a2+b2)(a+b).

oduzimanjem, recimo, donje od gornje dobijamo jednu Jjedna
nu 8 nepoznatom ¥y :

a(::%)y_b(::%)}' e 282 (a_b)_(a2+b2)(a

Trimer 5. Fojednostaviti skup jednacina
gﬁ + .5_3. = 15

77T
36 9
-5 = >

Smenama % = U, % = v dati skup svodi se na ekt

valentni®

24u + 33v = 15
3%6u - 9v = 3,

3. Skup linearnih jednadina sa tri nepoznate

Da bi se odredile tri nepoznate skup mora da 8-
drZi tri jednadine kojre se redavaju, kao i jednadine sa é
nepoznate, metodom zamene i metodom jednakih ili suprotnit
koeficijenata. ﬂ

Izrazimo 1i u jednoj jednadini jednu od nepoznal’
pomoéu druge dve, i te izrsze zamenimo u drugim dvema jedn
Sinamu, skup se svodi na skup od dve jednaline sa dve nepo
znate. Npr.,od skupa jednalina :
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X +3 +8 =136
X+y ~-28¢= 4
Z -3y + 2= 56

jgaberemo jednu, recimo prvu, i igrazimo nepeznatu X pPOmO-
éu nepoznatlh y i 3z :

X = 136 = F - 2
pa je zamenimo u druge dve jednaline:

136 = § = 8 +3 - 2 = &
126 =y - 2 -3 + % = 56

iz kojih odredujemoc vrednosti za y 1 1z, 2 zatim pomodu
Zamens .

X = 1356 - § - 2
odredimo i vrednost nepoznate x.

Medubtim, moZe jedna od nepozmatih, recimo z, da se
pridruZi sloboduom &lanu kao parsmetar, i to u dve jednali-
ne, pa pofto se x i y iaraze pomoéu 2z te izraze zameni-
mo u treéoj jednedini s jednom nepoznatom z.

Npre,u skupu jednelinas

2x - 3y + 42 = 16

6x + 3y + 2z = 16

X + 8y - 62 = 43
odeberimo prvu i drugu:

2% - 3y = 16 - 42

6x + 39 = 16 - 22 ,

Sabiranjem dobijamo:!

8x = 32 - 6%
odnosno:
% = 16 ; 3%

a mnoZenjem gornje sa 3 i oduzimanjem od donje dobijamo:

12y = 10z - 32
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~ bife i Lep>Dep, odn, L ¢ p>D : p, 41ii %>% , & ako Je

J

b
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‘zove = linearne nejednadins. Re3iti nejednadinu znali  odre

Zamenom ovih izraza u tredoj jednadini dati skup svodi se
na jednacinu s jednom nepoznatoms

&-z—-lﬁ+a.2?—g--1i5,-sz=43.

4. Hejednaline prvog stepena s jednom negozn‘atom

Uporedivanjem velidina utvrduje se da su one jedna
ke (=) 411 razlidite (), odnosno da je jedna veda (>) i-
1i manja (<) od druge. Uporedivanjem brojeva ili numerickih
i algebarskih izraza utvrduju se iste relacije, tj. njihova
medusobna Jjednakost ili nejednakost.

Ako u nejednakosti dva algebarska izraza figuriSe
jedna promenljiva velidina na prvom stepenu, nejednakost se

diti skup vrednosti koje bi, zemenjujuéi ih umesto nepoznate
zadovoljavale datu nejednadinu,

4.1, Ogobine nejednakosti

1/ Ako je L>D, onda je i D<L.

11/ Ako se izrezima na obeme siranama znaks nejednakos
ti jednovremenc dodaju ili oduzmu jednake veliCine, znak ne-
jednakosti se ne menja. Npr., ako je L>D, bide i L + a>
+a, odn, L ~-8>D -a, =aako je L<D, bidei L+ a<k
+8a, odn, L = a<D -~ a,

ITII/ Ako se izrazi na obema stranama znaka nejednakosti

pomnoZe 114 podele pozitivnim brojem, znek nejednakostl pne
menis se. Npr., ako je broj p pozitiven (p>0) i ako je L>D

L<D, bie 1 L.p< Dep, odn. L : p< D s p, ili %<% .

o I¥/ Ako se izrezi na obemz straname znake ne jednakostl
pomnoZe 1ili pedels negativoim brojem, znak jednakosti menjs
Be. Npr., sko je broj n negativan (n<0) i ako je L>D, bide
Len < Den, edn. L : n <D :n, 114 ;Li-<% s, a ako je LLD,



b}
n

biée Len > Den, odn, L : n>D : n, u1%>

V/ 4ko se izrazima na cbema strename znaka jednakos=
ti jednovremeno promeni predznsk, menja se i znak nejedna =
xosti, tj. ako je I1>D, onda je = L< = D, a sko je L< D,
onda je - L> = D (Sto sledi iz IV osobine, ako se obe stra-
ne nejednakosti pomnoZe ili podele brojem = 1),

VI/ Ako se izrazi u nejednakosti zamene njihovim reci-
proénim vrednostima, znak nejednakosti se menja, tj. ako je
1>D, Dbide %<%, a ako je L<D, bide %>% .

4,2, ReSavanje linearniby nejednadina

; Nejednadine se reSavaju primenom navedenih osobina
nejednakosti, a po istom pravilu po kome se reSavaju i Jjedna-
gine (vidi: Glava 4.t.13) no sa dodatkom:

Ako su mnoZilac (broiilac) ili delilac (imenilac),
koji se enose 8 jedne strane nejednaline na drugu, negativ-
ne veliline, menja se snak nejednakosti (IV osobina nejedna-
kosti) .

NejednaSina, na primer, £ >3, moZe da ima dva re-
Senja: jedno za a >0, x >3 i drugo za a< 0, x < 3a.
Prema tome, mnoZenje ili deljenje nejednadine opStim brojem
ili izrazom izvodljivo jé samo uz pretpostavku da je taj
broj, odnosno izraz 1ili pozitivan ili negativan. Stosg ne-
jednadine festo mnoZimo ili delimo kvadratima opStih brojeva
ili izraza, jer je kvadrat svakog (realnog) broja (sem O)
pozitivan. Npr.,nejednakost §=$-§'> 0, gde je ¢ + 4 ¢ 0O, mo-
Femo da pommoZimo sa (¢ + d)2, bez obzira na to da 1i Je
¢ + d pozitivne 111 negativna velidina, jer je (c + d)°> O,
te dobijamo umesto date novu nejednakost: (a + b) (¢ + d)> 0.

Primexr 1, ReSiti nejednadinu:

2>x =3,
Primenimo najpre I osobinu :
Xx=3<2
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e zatim je, po pravilu ¢
<2+ 3
et
x< 5, .
ReSenju, dakle, pripada skup svih vrednosti manj
od 5, $to moZe da se prikaZe i grafilki ne brojnoj osi:

i za,
5

Primer 2. Re$iti nejednadinu :

3 = 4x<5x ¢+ 11,

Prenesemoc 1i 5x sa desne na levu stranu & 3 28
ve na desnu stranu nejednadine :

-4-5x<11-3

-9z <,
podelimo 1i obe strane sa =9 (IV oscbins), reSehje je !

8
x> g

t3j. skup vrednosti veéih od = -g-; grafilki:
777777 7 s

-8

Primer 3. ReSiti nejednadinu
x=3< £= 2,
Prema II osobini (oduzima se x) dobijamo:
-3<2
Kako je poslednja relacijs ispravna, reSenje date nejednadi-
ne je: skup svih realnih vrednosti.

Primer 4. ReZiti nejednafinu
5= 22 >11 = 2%, ‘
Prema II osobini (dodaje se 2x) dobijamo ?
5 >l
-Ksko je ova relacija neispravna, data nejednading nema rede
nja.
Primer 5, Re3itl nejednalinu @
x 2z, 3x
I-F <2
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NZI = 30. PomnoZimo obe strane date nejednadine
ga 30 (III osobina)!
10x - 12x + 9% < 60

Tz < 60,
ReSenje je:
x £ 69
=
41i grefiéki °
777 2,
60
7
Primer 6., Re$itl linearnu (prividno kvadratnu) ne-

Jednadinu : :
(2x + 32> 4x (x - 5).

IzvrSimo naznadene radnje stepenovanja na levoj 1
mno¥enja na desnoj strani:

4x2 + 12x + 9 > 43 - 20x
i primenimo II osobinu (oduzimanjem élans 4x2) H
12x + 9> = 20x,

odnosno:
. 32x> =9

odakle je reSenje

x> 3%
Wweefi¥d .y

g
3z
Primer 7. ReSitli nejednalinu?
ax + 4 <2x-D
ax = 2x < =b = 4
(e = 2)x< =(b + 4)
11i (V osobina) 3
(2 = 8)x>b + 4.

a/ Ako je 2 =& >0, tj. 2> a,-o0dn. (I osobinag)
a< 2, refenje date nejednaline je:

b+ 4
Rl U
b/ Ako je 2 - & <0, tJ, 2<a 1li &> 2, resenje
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date nejednadine je:

b+ 4
x< G
Primer 8. ReZiti nejednalinu
X 3 2 b4
+ <—§' = _'2' °
32 + b? 32b2 a b

NzI = ab? (e + b3), NZI > 0, jer eu mu ¥i=
nioci kvadrati brojeva a 1 b i zbir njihovib kvadrata, te mo-
Zemo datu nejednadinu da mno¥imo se NZI bez promene znsks
nejednakosti. S ‘
azbzx + 3 (a2 + b2) £ 2b2 (a2 + b2) = 82 (s.2 + b2)
8%b%x + a (a® + b¥)x < 2b2 (a2 + b2) = 3 (a2 + b))
' 32[52 + (82 + b2)] x < (52 + b2) (r2b2 = 3)

a2(8% 2v%)x<(a? + b2) (262 - 3).

ReSenje je: 0 » »
a + b°) (2b€ = 3)
x< (& - )
a“ (a° + 2b°)

4.3. Skup lipnearpih nejednacdina s Jjednom nepoznato

Skup linearnih nejednadina najlakie se reSava gra-
£iélkd pomodu brojnih osa. Za svaku nejednalinu posebno ns
brojnoj osi naznafi se skup vrednosti koje je zadovoljavaju,
8 zatim na posebnoj zajednilkoj brojnoj osi naznali se
skup vrednosti koje jednovremeno zadow oljavaju sve nejednatl
ne datog skupa. B

Primer 1., ReZiti skup nejednadina :
%x + 5 >0

2x = 7T< 0.
ResSenja datih nejednadina su: 2za prvu x > = = ¢
za drugu x < g.
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Prema tome, zajednilkim reSenjime datih nejednadi-

pa pripade skup vrednosti izmedu - }g i %, Sto moZe da se

napise:
x ¢ (-l%, b 114 - Bexc]
(€ - pripada).
Primer 2, ReSiti skup nejedunalina
2x - £< 0
3 b §>00
Refenja nejednadine su: za prvu x < 0,3, za drugu x < 6,

VI,

03
i /. /e 7
6
A
gz

Za jednidko reSenje je skup vrednosti manjih od 03, tje2
x< 0,3,

Primer 3, ReSiti skup nejednadina ;
2z = 1< 0
3x = 8>0,

ReSenja datib nejednalina su: za prvu x <L %, za drugu

8
x>-3-.
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Wi é

Dakle, skup datih nejednaSina nema zajednilkog reSenja.

Primer 4. ReSiti nejednadinu S

Z 4+
E =

Nejednadine je data u obliku razlomka, & kako raz
lomek ims pozitivnu vrednost samo sko su 1 brojilac i imeni
lac jednakog znaka (ili oba pozitivna ili oba negativna),
na posebpim brojnim ogama nsznae se oblasti u kojima su
brojilac i imenilsc pozitivni i negativmi.

Izraz u brojiccu pozitivan je (x + 5> 0) za

x> =5, 8 pegativan (x + 5<0) za z< = 5; izraz u imeni
ocu pozitivan je (x - 7 >0) za x> 7, & negativan (x = 7<
za <L Ts

> 0.

Vi

— e — 4 e A S e A e o 4 A

(znak za x + 5): -5

(znak za x = T)s 7
i, %

Refenja date neigdnaéine su sku7povi vrednosti !

< = 5 i z>7

Primedba: Pogresno bi bilo da se refenje napils u
obliku - 5> x>7 jer je =5 manje od 7 & ne vede.

oc¢

Primer 5, Re3iti nejednadinu @

2 =X
T+ 3

Prethodno prenesemo broj 2 s desne na levu stranu |

>2 . /

253 -2>o0

a za'blm dovedeno na zajednlcka. imenilac:

T 2-x-2(x+3)
X + 3
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4131 na osnovu ¥V oscbine ¢

X 4
= < 0.

Vrednost razlomka negativna jJe ako su brojilac 1

(mak za 3% + 4): “"[z}f‘

— — — — 4 4 o 4 A A A A

(znek za x + 3): _x

NN 777/ AN IOAY,

-3 -4
3
Prems tome, reSenje nejednadine dato je skupom
yrednosti dzmedu - 3 1 s S5to moZe da se napiSe:

= -3, -% 11 - -3< z<- 4,
Primer 6, Re3iti nejednadinu

(x+5) (x=1T)>0.

Proizvod dve Cinioca pozitivan je ako su oba Cini-
oca istog znaka (1li oba pozitivna 111 oba negativna).

Prema tome, dalji postupak kao i resSenje nejedna-
¢ine dato je u primeru 4.
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¥ GLAVA

STEFPENOVANJE I KORENOVANJE

_Ako se broj g u nekom proizvedu javlja kao ¢ :;g;ug
a puta, 8-g-a coee a.a, taj proizvod pife se krade: &, Iz=

n cinilaca
raz a® zove se stepen, & je osnova (baza) a g je izlo¥ilac
(eksponent). Ovakve definicija stepena ima smisla dogod je
izloZilac ceo pozitivan, dakle, prirodan broj.

i

1. Sgbirenije i oduzimenie

Stepeni mogu da se sabiraju i oduzimaju samo eko
su jednakih oenovae i izlo¥ilace, dskle, samc ako predstavlje
ju slifne mopoms. Np¥.:

5T + 4a’ = 97 411 208 - l4a 5

5=63.

Ne mogu da se sabiraju ili oduzimeju monomi koji
nisu slitni,; npr.: ’

9&5 + 334 113 11&4 - 5&2 niti mofemc da sab
ramo (oduzimemo) stepens razlifitih osnova, makar bili i Jef
nakih izloZilsca, keo npr.:

s + b 111 8% - b2,
2, MnoZenje
Primer:
7 &ipilaca
o’ o a =fa acacacscasa. acacata, = all

4 Einiocs

dakle, a’ - a* = a’**

Pravilo: stepeni jednakih osnova mpofe se tako g
se osnova stepenuje zbirom izloZilaca.

a111 . an = a1'.'(]+Il
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3. Deljenje

Primer:
a7 . a4 - a7 _ 8c8°gededcaca _ 85
¢ e BeBod-a - ?
7. 4 _ al _ 74
dakle, a‘ : a o a

Pravilo: Stepeni jednakih osnova dele se tako 3to
se osnova stepenuje razlikom izloZilaca:

a® ;&  i1i L
at
4, Stepenovanje
Primer:
4
(&7 = aleaealea? = W77 L T 26
& .
dakle, (37) = alth

Pravilo: Stepen se stepenuje tako Sto se osnova
stepenuje proizvodom izloZilaca:

(am:n - ghn
5. Korenovangje

Zapazimo prethodnc: kad se stepeni mnoZe i dele
izlo¥icci im se sabiraju i oduzimaju., Dakle, sa izloZiocima
se izvodi radunske radnja niZfeg reda (ranga) od one koja se
izvodi sa stepenima. Zatim, suprotna radnje mnoZenju je de=
ljenje, suprotna sabiranju - oduzimanju. .

Isto teko, muoZfenje je radunska radnja niZeg reda
(renga) u odnosu na stepenovanje, stoga stepenovanju stepe-
na odgovara mno¥enje izloZilaca.

Suprotna radnja stepemovanju je korenovanje, su-
protns mno¥enju je deljenje. Prema tome, bides

l‘ .
Jal = a'*%  am a%

Pravilo: Stepen se korenuje tako Sto se omova ste-
penuje kolidnikom, pri Semu je deljenik (ili brojilac) ste~
penov izloZilac, a delilac ili imenilsc korenov izloZilac.
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6. Posledice previle za deljenje stepena jednskih osnova

I/ = Podelimo as ea 85 po pravilu e deljenju stepena
jednakih osmova:
a’:a’ = a7 =g
S druge strane, deliti 8 sa &’ znadi deliti broj samim so=
bom, a to znedi da je kolilnik

a’ : a° = 1.

Prema tome, stepenovanje nulem, u stvari je delje-
nje broja semim sobom,

|
Stoga je wek 20 = 1 ma kakvo bilo g (izuzev 0),

Ovo pravilo vaZi i sko je osnova nasjkomplikovani-
Ji izraz. Npr.:

a+b-c‘ ’zx-xﬁo=
(4}82— %% o2 * a%c¥ ) .

jer svaki izrez podeljen samiim sobom daje za kolidnik jedi-
nicu.,

11/ - Podelimo a3 5 87 po pravilu za deljenje stepena
Jjednakih osnova:

8’ s al = &7 = a4,

S druge strane je:
3 7 al a:@.8

o
e" s & = o = #ecmcactiaa ot

Dakle, at = -%
Posledica: Stepen sa negativnim izloZiocem jednak
Jje reciproinoj vrednosti stepens sa pozitivnim izloZiocen:

- 1

a L
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I ovo previlo vaZi za svalu omaovu (izuzev 0), pa
i kad je osnove viSe ili manje komplikovan izraz. Za razlom-
1jenu osnovu jes

-n n
(%) - >

VaZi i obrnute: svaki stepen pozitivnog izloZicca
mo¥e da se predstavi sa reciprolnom osnovoem i sa negativnim
izlofiecen,

Lo, .
an 2
n =T
111 () = (2 .

Ako je n = 1, umesto, npr.,razlomka %, mo%e da se
napise 3'1. Gesto, da bi se izbeglo pisanje razlomalke lini=
je, koristi se negativan izloZilac. Npr., pri nabrajanju je=

dinice za merenje (I Deo = G1l.2) umesto -13 i1i 0,001 moZe
10
da se stavi 10 3, 11i umesto 0,035 1 mo%Ze de se napiSe

351.10"% itd., Take je:

Im = 1072 km
1mm= 107t cm
lmm= 1072 dm
1mm= 107 m

1o = 120°%m 1itd

(VeZbanje: U primerima pretvaranja manjih jedini-
ca u vede primeniti stepen osnove 10 sa negativnim izloZio-
cem, )

Primer: U datom razlomku:
a.7ob-300-10d033

f:I 2 52 ® h‘4 ® 1-5. j

135




stepene predstavitl samo sa pozitivnim izloZiocima.

4 5 3
(Reéenje: f7° h = - 3' d - e ).
a' «+ g7 ¢ b7 o6 o J
=3 =3 2 2
. - b a® =9 - v -
Primedbas = - Jer 3fo vazi za &ini-
AL LA 18 a2 - p-2 e - b3’

oce u ovom sluaju ne vaZi za sabirke. U ovom primeru mo-
gli bismo da postupimo ovako:

11
=3 _ -3 R
2 b . &b . dobijeni slofeni raz
Y - T 1
a - b 5= 5
a b

lomak proSirimo sa a3b3, pa dobijamo:

a3 -3 p3 - g3 . {b-3a (b2 + ba + 8?) _ 2% ab +
a2 - b2  pe - al = a)(b + a) = a

T. Posledice pravils zg korenovanije

razes

[« -V L&
3\/;-1_ =b’

1

=

a8 = b= (a2 - b

1
(-2

+]

i obrnuto, 1

35 = J:— itd.

Primenimo joS i stepene sa negativpim izloZiocem
ne izraze:
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a
I |
3——— = —T = b
b b3
-3
1 - 1 - (52 - b2)
;az - b< %
(8% - v?)
1
1 - —k = (=29 3
5/a 1 - a ®
S (E-) g
13
i obrnuto :
- % 1 1
a = - itd.
a,z '/;

Pogledica: Znak za korenovanje (m\/ )} moZfe da se
zameni razlomljenim izloZiocem (%) i,obrnuto, razlomljen
izlo¥ilac moZe da se zameni znekom ze korenovanje.

11/ - Odgovoriti na pitanja:

3
da 1i je Va2 1sto sto1 (Y a)? 1
4 y
de 1i je Ve? istoztoi (( a3,
Odgovor na prvo pitanje glasi: jeste. Naime, pri-

menom pravila o stepenovanju i korenovanju stepena i prime-
nom razlomljenog izloZioca, dolazimo do istog rezultata:

3 3 1 2
E = (32)3 = 8.2' = B.’

| 1, 2
Far- 2 - & . 3

a H

Jer su proizvodi 2-% i %--2, na osnovu osobine komutativ-

nosti mnoZenje jednaki.
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Odgovor na drugo pitanje glasli: jeste, ali pod us
lovom da je a = 0 (parni koren iz negativnog broja ne post
ji u skupu realnih brojeva).

Pogledica: Ako radikand parnog korena nije negati
van, svejedno je da 1i se prvo izvr3i radnje stepenovanja
pe onda korenovanjae, ili obrnuio.

Medutim, pri izradunavanju brojnih primera lakse
se dode do rezultata ako se izvrSi prvo radnja korencvanje
a zatim stepenovanja. Npr., bez te3koda izradunamo :

8%' = T =27 = 128

37

ali, obrnuto, bilo bi nesrazmernc teZe: 8% = 87, Jer b
trebalo prvo izraduneti sedmi stepen brojs 8, & zatim kubni
koren iz dobijenog velikog broja, mada bi rezultat bio isti
t3. 128,

III/ = Unogobrojni zadaci iz oblasti korenovanja, kao
3to je, npr.: uprostiti izraz:

primenom razlomljenog izlo¥ioca i pravila za stepencvanje 8
pens lsko se relavajus

1
L]s 111 1 5
[(x—f“] e A S LLSRVERE S

Ako ne bismo ovako postupili, mogli bismo da kori
timo pravilo ze korenovanje korena: Koren se korenuje tako
%to se potkorena velidina (radikand) korenuje korenom &iji
je izloZilac jednak proizvedu izloZilaca naznadenih korena.

U naSem primeru imali bismo:

-’T— -§:2
5|/|/x-y=7 X =y =7°x-y.

Primeri: Uprostiti date izraze:
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1/ = = . e
SRL/AN R

& °

a
1
= ag§=6°‘/algo (2 >0)
3‘/:—;7: E=x%:x%=x%-%= %“’%”(%ﬂ%}
SR e
1-%-3+% BHs2rE g -3

Z X = X = X =

e

1 1
3/ E-SX+312=x—5x+3x2_?-3' 1- 3
5 g

1 3-2  3-1 6=1 1 2 %

2o
+ 3x 3=::._B—--5-—3—+3x = X = 5% + 3x° =

=§[x—- 5 \3/;2_+ 33 %2 o (x> 0)

IV/ - Ako je razlomljeni izloZilac nepravi razlomek,
onde moZe da se predstavi kao proizved dva stepena: jednog
sa celim izloZiocem i drugog se razlomljenim, Npr.®
7 1 i

. 3
x§= x° . xj (jer je%-: 2%: 2+ %-), odnosnos 22 Xo

V/ = Ako izloZioci stepena i korena imaju zajednid=-
kin 8inilaca, mofemo da ih skretimo.
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Na primer:

42’”— 24"'—

18 = 14
42 8 24

gde smo 42 1 8 skratili sa 2. Naime, ¥ z° = BTE = xﬁ =V &

8. Racionslisanie imenilac_a

Da bi se izbeglo deljenje iracionalnim brojem, ko=
1i8nik se transformiSe tako da umesto deljenja izvodimo
mnoZenje iracionalnim brojem. U stvari, kolilnik se proSiri
iracionalnim brojem koji se nalazi u imeniocu 1ili njegovim
stepenom. Npr.:

V2 o V52 Y
T R W a8

2

Transformacija, kojom smo postigli da se iracio-
nglni broj "premesti' iz imenioca u brojilac, zove se racio
nalisanje imenioca.

Primedba: Na isti nadin moZfe da se racionaliSe
brojilac. Npr.:

1/ 8 =a-l/_b arl;

2/ a=_i£=a/;,__/:

3/ 5(z + y) _ 5(x + oV x 5(x + V)V x
/-3 fresleo. -y

v, as_a/_./_=afﬁ
b3 -3 3b
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5/

1
V= x
3
o g g b
3
a

8/ 3x _ X e x=x3x=3rx_

3 3
of —ho ol y 22 /
Ve T
Primedbas; U pr. 6 - 9 primenjenc je pravilo:
2 3=
( ?/;1) = n2 B
Racionalisanje imenilaca {algebarskih izraza), uko=
liko je izvodljivo, izvodi se profirenjem rezlomaka takvim

.‘%iniocem da u imeniocu ostane racionalan izraz (bez znska ko=
renovanja). Pri tome koriste se identinosti:

Wa-Vp) (fa- V1) = & - b... razlika kvad:r.'a.’ct:;:(p/E.)z-(y/-’EJ)2
3 3 -
(V= + ¥ (Va2 -Veb +Vb%)= a + b ... 2biT kuﬂmvaﬂ(1/3)5+(3\r‘5)3

(,/-a—— ﬁ) (/—— y/—a;+/—)=a-b...razllka kubovas
V=2 - (¥’

Primeri:

10/ 1 _ae(fa-m)  _fa-Vv

ya+/bv (e +/D-tfa -/ a-b
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11/

13/

14/

15/

16/

17/
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1. (Vaelp)  _(e4lp

1
Je-Yb (a-Vb)eta+Vb) a+b
3 .30y _3@-ln
2 +/x 2elm(2=-Vx)  4-x
8% + b2y (aZX + D Y) (VX + bfy
alz = bly (afx - by7)- (aY§+b{§>
- gaax + bzxzegaf—g L brz[
a*x = by
h :, h(Yz+h + x)
[x+h-yz (x+b-/DGxth /m)
h(Vx+h+/—_)_ h(Vx+h+l/;:)
{(x+h) =-x
=9x+h+l—x—
3 3
| 1 e ya—a- ab + /b—2 -
Ve+iv  (fa +¥0)a" - Yab +¥ %)
3 2 3
e Ve Va2
at+h
3 3 3 3 3 3o
1 - 1°/9?+ ab+[;‘-2 =l/:§+ ab+l/1?
Ja -¥v (y—-‘,‘/;)-(sa +/ab + Yo &=Db
1 _ 1 -23/;3/;_2‘ =4-2|3/;+"?/;§
2+3,/_ (2 + x4 = 2] x « =5 8 — %




Pp— . 1 (Vx-
W T T o752 T2 T + I = T o
Ey

=7

l o +rb -
19/; Z -,/-ab+-,,7b2 (?a.E b+Jb2)(V£+Jb)

o JaaV

a+b

3 3 3
20/ h - h \/?+h2+t/x+hx+l/;é
?/x + h -z,fx_ Jx+n =¥ Yz + n)c s 3,/(;:«;-t- n)x+ Jx°)

) [y(x-i-h)z—bsf(;-r h)x+3/;£]=

(x +h) - x
3, 3 J
=h(éx+h)2+$[(x+h)x+[;2____

, 3
=3/Tx+ h)2+f/(x+h)x+/—x?

d d oy 2 av2
21/ Pl = (stranica kvadrata izra=

Zena omoéu dijagonale kvadrata)

éa/ a= L. _Il_",__L = 26 (ivica kocke izraZena pomo-
/3 V3./3 3

éu dijagonale xocke)

H»I'i—l BB, « (/B +VB)) H(fla_flJJB_l)
/318, B~ f13—1)(/_+f_) B = B

(Visina dopune zarubljene piramide 1li kupe izra~-
fena pomodu njene visine i njenih osmova.)

23/ X =
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VI GLAVA

KOMPLEKSNI BROJ

1. Imgginarne jedinica

Ranije je veé redeno (u t. 1.5. IT GLAVA = II deo)
da vrednost korena parnog izloZicca a negativnog radikanda
ne pripada skupu realnih brojeva. Takvi brojevi zovu se jme-
ginarni.Ako uvedemo oznaku ’ ‘

i2

==1,

onda e biti, npr., V-25 =V 2542 = ¥ 5i, gde je i tav.
imaginarna jedinica, data izrazom:

i = =1,
R i

Stepeni imaginarne jedinice:

° = 1 it < 1 18 - 1.,
1t oo g 1° - 4 12 = 1.
LI 18 - ereeeen o
13 - -1 T ceverene o

Posle svakog Setvrtog prirodnog broja, kao izlo~
Zioca stepena imaginarne Jedinice - vrednost stepena se po”
nevlja. UopSteno:

¥ - 1% -
gHel |1
i4k+2 e 12 -1
1453 0 43 5 (ke 0,1,2,30..0)

Primer, Nadi i139. Podelimo 139 : 4 (dovoljno je
da se podeli samo 39 - bez stotica). Ostatek je 3 (kolid-
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nik nije vaZan), Dakle,
1139 = i3 = =i

2, Imagineyni broj

Proizvod realnog broje i imaginarme jedinice zove
se imaginarmi broj, mpr.s 51, -8, al, §1 itd,

Inaginarni brojevi sabiraju se 1 oduzimaju kao
g1i8ni monomi, Npr., 71 + 21 = 94, 31 - 21 = 4, ai + bi =
= (a+b)d, 31=3i = 0 itd, :

Imaginerni brojevi se mnoZe kao i slidni monomi,

s tim Sto se stepen imaginarne jedinice zameni odgovaraju-
éon vrednoSdu, Proizvod parnog broja imaginernih &inilaca
je realan broj, a neparnog - imaginaran.

Primeriz
1/ 21 o 51 = 1082 = -10
2/ 24 - 3 - 41 = 2413 = w204
3/ 21« 31 - 41 o 54 = 1204% = 120
4/ 21 - (=31) = -6i% = 6.

Koliénik dva imaginarna broja, je realni broj,
jednak koliéniku realnih koeficijenata uz i. Npr..

8l a

o ¢ %

Kako imaginarnim brojevims ne mofe da se pridru-
%1 nijedns tafka realne brojne ose, za njihovo grafidko pred-
gtavljanje uvedena je imsginarne osa. Imaginarna ose (J)
stoji normalno na realnoj osi (R) 1 sede je u talkl kojoj
je pridruZen broj O, & orijentisana je "nagore®, dakle kao
i ordinatnag osa Dekartovog pravouglog sisgtems,
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- nid dalovi.

o

-4 -5 -2 -4 ° 4 2 B 4

3. Kompleksni broj

Algebarski zbiz reslnog i imaginarnog broja zove
s¢ kompleksnd brodj. Npr.,
3421, =4+ i, 5=, 2+ a2, =V3-1, a+ i,
x - yi i @&l.

Reelni sebirek zove se realni deo, realnl koefi-
cijent uz imeginarnu jedinicu -~ jimaginerni deo komplelsnog
brojas v kompleksnewm broju & + bl g Je realui, b je ime
ginarni deo.
1d hrojevi koji se meduscbmo raszlikujl
gamo po snaky imaginernog ﬁ@la ZOVL B@
ani brojevi. Hpr.,

’ki

3. komy

3+ 21 i 3 = 2ig -4 + i i =f = ig
a + bi i e = bi 4td,

Kompleksi brojevi se sabiraju i oduzimaju tako
3to me seberu 1li oduszmu posebns realni, = posebno imagin
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Primeri:s

L,2r 3 _3-1 L5+ 4 L A-2i
4 - 53 4 ¢ 24 3 = 43 =4 + 4
6 = 21 =1 = 341 8 - i

Dakle, sabirsnjem i1li oduzimenjem kompleksmih bro-
jeva dobije se 1li kompleksnl, 11i realni, ill imaginarni
broje

Medutim, zbir konjugoveno kompleksnlb brojeva wek
je realnl broj, a razlika - wek imaginarni broj:

2+ bl 8 + bi
* @ - pi “ a- bi
2a 2bi

Kompleksni brojevi mnoZe se kso 1 binonmi,
¥a primer:

1 (2 + 31)e(5 = 2i) = 10 + 154 - 41 = 63% = 16 + 111

5/ (L+3) (=2 + 31)= =2 =24 + 31+ 312 = =5 + 1

3/ (2+4) (44 8i) = B+ 41 + 16i + 8i% 201

4 (& + bi)e(c + i) = ac + bed + add + bdi®s (ac + bd) +
+ {be + ad}i

(Primedba: i° = =1.)

Proizvod kompleksuih brojeve Je opet kompleksan
proj {41l imaginavan = kade je realni dec proisvods Jednak
i),

ﬁ@&uéimg peoizved konjusoveno komplekanih broje-
va wyek 3 “ﬁgzne brod. i 4o fdedusk zbisu kvedvsls resinoz

im,+ bile(s = i) = 8’ & B

Proma tome, zbir kvadrata dva zealoa brojs ~ 2z2
koji je menije veleno da ns moZe ds me rastevi na {realne)
dinioce (II deo, II GL., .3}~ polto =2 wieds pojen imagi~
narne jedinics, mofe da se rastavi ne Siniccs, all: konju-
goveno kompleksne:

2% + % = (2 + bi)(a = bi),
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Na primer:
482 + 9b° = (2a + 3i)(2a - 31) ;
16x° + 25y° = (4x + Syl)(4x - Syi) 4 sl.

Primeri:
1/ (3+20)o(3 =2i) =32 +2° =9+ 4 =13
2/ (5 + 1)e(5 =4) = 5%+ 1% =25+ 1 = 26
3/ (x + yi)e(x = yi) = =2+ 32
4t Wz e 3)e2-30) = (22432249211
5/ 3+ Goyef3-V50 = (H2-0/5H%=3+5-
6/ (-1 + 24)e(-1=-21) =212+ 22214+4=5
7/ (=p + gi)e(=p = qi) = p? + o2
8/ - (e + 31)e(a - 31) = a® + 9
9/ (%u)-(%-i)=(%>2+12=%;+1=§
10/ (-g+dne-2-20) - (%)2 + (%)2= o+ =

Deljenjem kompleksnog broja realnim brojem dobija
se opet kompleksni broj = &iji su realni i imaginarni dec
koliSnici realnmog i imaginarnog dela kompleksnog deljenika i
realnog delioca, Wa primer:

(4 +8i) : 2=(4 s 2+ 8Lz 2)=2+ 413

_ij‘_ﬁi-,_a_.l.g.;;i; '2—;"2#‘”'%‘;1 i sl.

Deljenje imeginarnim 111 kompleksnim brojem svodi

~8ena prodirivenje kolidnika tekvim brojem da se delilac
transformile u realni broj (s1idno postupku racionalisanja
imenilaca).

Primexi:
2 2. 4 21 _20_.2,, 2 _ _
1/ il e Sy it R el (1 1
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' : = _§3:_$_ - -2i_ 3L _24 ., 4
2 = = = = = i it =1
12/ T4 74 i 7% T 7 ¢ )

13/ irg -2

xZ+ yi (x + i-a-bi_gx-b%i!-g = bi) .
14/ a + T (a+ ola = = a’ + ba = 3

. 2

i i (2 =13 24 = 1 2L = 1

15/ P ¢ D ¢ ) Ml e il -mal
z‘%""%i
5.(2-13  _5(2-1i)_

16/

5 -
2+ 3y3 (f2+ 1V3)(f2 - 1/3) 24+ 3

)
=24£;iﬁh=ﬁxiﬁ
17/ 8 _ a(-x+ yi) _2f-x+ yi)

-x-yi’(-x'yi)°(—1+yi) x° + ¥

114 _a(x - vi
x“ + ¥y

(Primedba: U primerima 14-17 proSirivanje smo iz=-
vr3ili kompleksnim brojevima koji su konjugovani imeniocima
datih razlomaka,)

Kompleksnom broju mofe da se made odgovarajuéa
tadks u komplekanoj ravni, odredenoj realnom i imaginarnom
osom, kao koordinatnim osama. Apsciss taéke odgovara real-
dom, a ordinata - imaginarnom delu kompleksnog broja. Npr.,
tadka M(2,5) pridrufena je kompleksnmom broju zy = 2 + 5i,
talka N(=2, ~1) = broju 2z, = =2 =1 i sl. I obrnuto, svaki
komplekani broj obliks

Z2 = X + yi .
predstavljen je talkom u kompleksnbj ravai, 8ija je apscisa
X, & ordinata y.

Dok za dva realna broja uvek moZe da se utvrdi ko=
ji je veéi, a koji manji, dotle za kompleksne brojeve ovak-
vo poredenje nema smisla. Stoga realni brojevi predstavlja=
ju ureden skup,e kompleksni =~ neureden skup. ’
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Vii GLAVA
JEDNASINE DRUGOG STEPEFA S4 JEDNOM NEPOZNATOM

Jednadine w kojoj se nepoznate javlja najvise na
drugom stepenu zove se jednadina drugog stepenz ea jednom
nepoznatom ili krade kvadratpa jednatine. Takve su jednadi=
nes

A2 + BE + C = 0 covvocsococeccsssss (1)
x4+ Bx =0 SN ¢
x> +C=0 vosesessseaasccsane (3)
x? =0 veeossecsescasassos (4)

Jednadina (1) se zove potpuna kvedratne jednadina 1 ona ims
kvadratni $len (Ax®), linearni (Bx) i slobodni 8lan (C),
Jednadine (2), (3) i (4) zovu se mepotpune kvedraine jedna-
&ine. )

X s = %9 & odavde se korenovanjem dobija

/ f g
z:i &%, x1=+ "%9 zzmﬂ = R

Ako su koeficijenti A i € suprotnog znaka tade €@
izraz pod zZnskom kvadratnog korena (- %) biti pozitiven, D8
ée oba redenja biti realma; sko smspakgk@@ficijemti £41C
istog znska izrez pod kvedrstnim koremom ée bitl negativan,
pa ¢e u tom sludaju relenja bitl imaginewne.
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1, primer: Re¥iti jednadinu 2x° - 8 = O.
222 = 8= 0
ox?
2% = 4

= 8

xgt\lz, tj.xls+2, 128"2o

proveridemo oba refenjas

2.2°-8=0 20 («2)2-8=0

2°4=-8=0 2 (#4) - 8= 0

8§=-8=0 8=8s=s0
0=0 0=0

Dakle, oba reSenja zadowoljavaju datu jednalinu.
o, primer; ReSiti jednaZimu 3x° + 27 = 0.
3x2 + 27 = O
3% = = 27 / 23
2" = = 9
%
Ey2 = =Y=9
% g = £31, 3. x; =31, x,=-3i

Redenje ove jednadine su imaginsrne.

b) Refavanie jednaline oblike £x° + Bx = 0

é:zg + Bz = 0, izvliefenjen zajednilkog dinioca pred

zegradu dobljamo

x {4z + B} = 0

Proizvoed m{AX + B) bide jednak muli =ko je jedan
od Zinilaca jednak muli, tJ.

z=0 4 Ax+ B= 0, Prema tome, data kvadraine
jedna¥ing so svedi na refevenje dve lineayne Jjednadine. Iz
poslednjih jednadins dobijamo

=0 1 sx=-3, tJ
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B
x2=-x’

Kao $to se vidi, relenja kvadratne jednadine oblika sz +

+ Bx = 0 su realna i jedno redenje je x = O.
l, primer: Re3iti jednalinu 3x2 = 5% = 0.
3%% = 5z = 0
x(3x = 5) = 0, tJo
x =0, 3x=5= 0,
Xy =0, 3x= 5

% - 3.

2, primer; Re3iti jednaéinu: m? + 2x = O,
mx2 +2x =0
x(mx + 2) = 0
x = 0 mx + 2 = 0, tJ.
x =0, x2=-%, (m £ 0).

¢) ReSavanije jednafine oblika Ax2 = 0

2

AX" = O

%% = 0, tj.

p:d =0
1,2
: 2

Znadi, oba relenja jednaline obliks AX =

X = O¢
1. primer: Re3iti jednadinu 512 = 0,
5x2 = 0

x2=0

b4 =;/—0-, tJe

xl=12=0.
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2. Re3avenis potpunih kvadratnih jednaling

Ako je trinom na levoj stranl jednadine (1) pot—
pun kvedrat,onda Je njgno reSavanje jednostavno. Na primsz,
refidemo jednadinu: x° = 6x + 9 = 0. Kako je 2 - 6x + 9 =
. (x - 3)2, imamo

(x = 3)2 = 0, ili korenovanjem:

T(x-3) =0, ti

Xy = Xy = 3e

Dakle, oba reSenja su realna i jednakea.

Ako kvadratni trinom nije poipum kvadrat, onda
jevoj strani jednaline treba dodati i oduzeti po kvadrat
polovine koeficijenta linearnog €lana i veSavanje je slid-
o prevhodnom sludeju. Na primer, reSidemo jednadinus
32 - 82 + 15 = 0, Ako levoj strani jednaline dodamo i1 oduz=
memo po (g-)2 odnosno po 16, jednadina se nede promeniti,pa
imamos
16 + 15 = 0, Prvae tri &lana Cine
8 + 16 = (x - 4)2 i prethodna

x° = 8x + 16
potpun kvadrat, tJ. x2
jedvalina postaje ’

(x-8%-1=o0,

(x - 4»)2 = 1, & odevde se korenmovanjem leve i de=
spe strane dobija = = 4 = S 1, tj.

x-4=z1 1 x=-4=-=1 ili

xy = 5 1 z= 3.

Na sliden nadin se reSava i op3ti oblik kvadrat-
ne (potpune) jednadine:

Ax? + Bx+ C=0 /: A
2 c

X +§Z+I=
x2+§x+(-§%)2-(§%)2+%=0
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B, 2 B C
e+ -7 ti=0
44
By2 _ B2 = #AC
(x + ?Z) = s & korenovanjem cbeju stra=
ng imamo: 44 .

J 2
z + E% = VB = 4Ac, 114

B+ VB2 - aac
B G

Y » $3e

cooBEVE® - aac Lo
= 7y
- B+ VB2 - asc

Xy = 5% i Xy = N o

™
i

Primenom poslednjih obrazace moZe se reSiti sva-
ka kvadratns jednaline.

1. primer:; ReSiti jednadinu 3x2 =4x + 1 = 0,

Ovde Je A = 3, B==4 i C = l. Primenjujuéi
prethodne obrasce za reSenje dobijamo:

. =(=8) ?-2‘/%-4)2 = 4o31

1,2
g o 2EV16 - 12
1,2
s +
: Ly, t2
x1'2=i-g—isi-s—-’ tjo
+ 2 6
5 =4iEEa2en,
-2 2_1
x2=LE>_'=F"F‘
2. primer; Re3iti jednadimu =4 = x + L.

Posle mnoZenja obeju sirana dete jednadine sa
x = 2 ¢ 0, dobijamo

x=3=(x+ L(x~-2)
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jamos )

Xe 3= xZ{ 2z + £ = 2, posle uredivanjs dobi=-

2 <22+1=0,

2t /g -4 2%dpg 2%

0
31'2 = 3 = = = B, 8 odavdg 88

yidi da su obe reSenja jednaka, %J.

3, primer; Re3iti jednaldinu

x1=x2=l.
12+2_
x - o

posle mmoZenja date jednaline se x # O, dobijame:

t/og 2t z
etloa 2l 2020 g5y, 4

x1=l+'i, 12='1‘10

3. Prirods reSenis kvadratme jednaline

Iz prethodns tri primera videli smo dz priroda re-

Senja kvadratne jednaline zavial od vrednosti potkoremog iz
raze koji se javlja u obrescu ze reSavanje kvadratne jedna=-
tine 1 zove se diskriminanta kvedratne jednadine, a obeleZa-
vyademo je sa D, tj. D = B = 4AC. Prema tome,postoje tri

slude ja:
1)

2)

3

Ako je D>0, tj. BZ - 4AC> 0, koreni (rede-
nja) kvadratne jednadine su reelni i razliciti.
Ako Je D=0, tJj. 32 = 4AC = 0, koreni su re-
alni 1 jednaki.

Ako je D< 0, tJ. B® = 44C< O, koreni su ima-
ginerni, odnosno kompleksno konjugovani brojevi.
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1. primexr: Prirodu korena kvadratne jednsaline 2x2 - 5% + 4
= 0 ispitademo pomoéu iznalafenja vrednosti za diskriminan
tu date jednaline: D = B2 - 4AC = 25 = 32 = = T< 0, Sio
znati da su koreni kompleksno konjugovani brojevi.

2, primer: Ispitati prirodu korena jednadine x2 - 6x +.9

= 0, Kako je D= 36 - 36 = 0, szakljulujemo da su reSenjs
realna i jednaka,

3. primer: Ispitati prirodu korena jednafine 5z% - 10x + 1
= 0, Kako je D = 100 = 4¢5¢1 = 100 = 20 = 80 >0, znall
da su koreni realni i razliliti,

4, primer: U jednadini 22 ~2(m-1)x + 2m + 1 = 0 odrediti
parameter m tako da koreni budu realni i jednaki,

Uslov de koreni kvadratne  jednaine budu realni
jednslki je da je diskriminanta jednaka nuli, tJj.

D=0

B2 - 4AC = 0, odnosno,kako je A = 1, B = =2(m-l
iC=2m+ 1, dobijamo:

[-2(m-1)] 2 = 4e1e(2n + 1) = 0
4w’ - 2m+ 1) =8m=4=0
4 - Bm+ 4-8n-4=0, tI.
4% - 16m= 0 /: 4
n? - 4m = O,
m{m - 4) = 0
m=0, mn=4=0
n, = 0, oy = 4o
Posle zamenjivanja dobijenih vrednosti za m u datoj jedna®

gini i posle uredivanja dobijeju se sledede kvadratne jed”
nadine 8iji su koreni jednskis '

0 dobijamo x>+ 2x + 1= 0 Siji su koveni x,=xpM

-

zZa m

zam=4 dobijame x° = 6x + 9 = 0 §iji su koremi zy=x,")
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4, Yege izmedu korena i koeficijensts kvedraine
Jjednedine (Vietovs pravils)

Videli smo da su koreni kvadratne jednaline Ax2 +
£ Bx <+ c = 0 POPOCOOCOOO00OOR0VOCQO0CTDCTOYOOOG GO0 (l)

- (B2 - -B-VB2 ~
x1=——B—+-—§—-J§' i 122—’3—?%&'0009 (2)

Sgbiranjem jednadina (2) dobijamos
Vu2 _ - n o |/ 2 _
pxy e =Bt B - 4GB B o 4G

%3

xl L xz = K 0000000800000 000RC000C0GC000006C0C GO (3)

4j. zbir kovena kvadratne jednafine jednak je koli€niku ko=
eficijents linearnog &lana sa promenjenim znakom i koefici-

_ jenta kvadratnog Slana.

MnoZenjem jednafina (2) dobijamo:

=-B+¢2£2-45§.-B-7132-44g,
i

B% - (B2 -

4a

@

X X

AC) |
Xy ° Xy = e 111

c .
xl @ 22 = I 0O BO 00000000000 COIDDEVOCOCO00G0000000 (4)

tjs proizvod korena kvadratne jednadine jednsk je kolidniku
slobodnog &lana i koeficljenta kvadratnog &lana,

Jednadine (3) i (4) izrafevaju veszu izmedu korena
4 koeficijenata kvadratne jednacine.

Koristeéi jednadine (3) i (4) mofemo sasteviti kve-
dratnu jednalinu ako su nam deti koreni jednatine., Iz Jedna-
Eine (3) i (4) imamo:

Bs = A(xl +* xz) i © = ax;x,; zamenom ovih vred=

nosti ze B 1 C u jednadini (1) dobljamos
ax? - A(x._l + X)X + AXyXp = O /A
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x2 - (xl % xa)x + 2122 = 0 o'oooocnsataor‘cs)

Iz jedmaline (5) se vidi kako se sastavlja kvadratna jedna~
éina ¢1ji su koreni x4 iz, deti-

1 primer: Ne reavajuéi jednadinu odrediti korene kvadrat=
ne jednadine z° - 52 + 6 = 0, ;

Prems vezama izmedu korena i koeficijenata kvadrab-
ne jednedine je X+ X = 5 1 xx, = 6, Sto zmali da su
koreni x; i x, takva dva broja 81331 je zbir 5 a proizved 6,
To su ofigledno brojevi 2 1 3, pa jJe X3 = 2 & X, =23,

2. primer: Sastaviti kvadratnu jednafinu &ija su reSenja
=T i x,=1.

Prema jednafini (5) imamos

2= (T+1x+Tl=0, ti

-8+ 7=0

3. _primsr: U jednadini xz = Tx = m= 0 odrediti parametar
m ako je jedan korem za 3 vedi od drugogs.
Prems Vietovim previlima imamo:

B
Il+x2=-z

Xy o Xy = =m
Kako je prema uslovu zadatka Xy = 3+ X5, imamo
3+x2+ Z, = T
(3 + x2)x2 = =m

Iz prve od poslednjih jednalina dobijemo x, = 2 1 zame=
nom te vrednosti u drugoj jednadini dobijame

(3+2)2e=mn, %3 R = = 10,

4, primer: U jednadini 3y° - 10y + m = O odrediti parame~
tar m eko se zna de je jedan koren jednak reciprodmoj vred
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B

.

nosti drugoga. .

Prems uslovu zadatka je y, = 532'—, a prems (4)
71°72 = %, tde ¥y°9p = %’?. Ako u poslednjo]j jednadini stavi-
po Iy = -i-:;- s dobidemos

'Sr—i--yzzjn-, a odevde m = 3,

prems tome, trafena jednalina glael 3y2 = 10y + 3 = 0, Nje=
ni koreni su 3 i %-

5, Rastavljanie kvadratnog tripoms pa linearne diniocce

Trinom sz + Bx + C se zove kvadratni trinom, Re-
gtaviti kvadratni trinom na linearne Ziniocce znafi napisati
ga u obliku proizveda dva &inioca prvog stepenas

Ako su xy i x, nule datog trinoma (reSenja odgova-
rajuée kvadratne jednaline x>+ Bx+ C = 0), onda je:

B =»-VA(x1 + x2) i ¢ = &xyx,, 18 je

Ax? + Bx + € = Ax% - Alxy + X))z + Axyx,,

Ax° + Bx + C = A(x2 - XXy XXy + 4Xp)
Ai:a + B+ C= A[x(x—xl) - xz(x—zl):l °
Ax2

+ Bx+ C = A(x-xl) (x-xz).

Poslednji izrez pokazuje kako se kvadratni trinom rastavlja
ns linearne Sinioce.

Ako je x4 = X, , tada je

ix° + Bx + C = A(x-xl)z.
1, primer; Rastaviti kvadratni trinom 2x2 - 3x + 1 ns li-
nearne Sinioce.

Iz 2x2 = 3z + 1 = 0 nalazimo nule trinoma x = 1
i x= %, pa je 2x% - 3z + 1 = 2(x=1)(x~ %).
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x2+x-2

2, primer: Skratiti razlomak o
£+ 5z + 6

PoSto se irinomi iz brojioca i imenioce rastave na linear-
ne &inioce,dobide se:

ix-l;-éx+2;_x-l
X + X + =X+ 3°
ZADACT:

Refiti kvadratne jednatine:

2

1. a) 3x2-27=0, b) %:x =1, _¢) £ X + 40 =0
‘ 2

20 a) m{z'cso’ b)-’;———ago, c) %:m_n

3. a) 4x2-x=o, b)kmx2+nx=o,c) ax2+ 2x=bx= 3x

e E-2 =1, 1, Lx

4, B)E x=0, b) 3 +x= )

» .
5. a) B84 L. 72 2, b) x(2m41) = Ix(x=1)+5%°

i5x = 0O, 2mx2(m + 1) = %‘l

6, a) 3x(x + 5)
2 _ 2 . x X 2
7, 8) x°=4x+ 3 =0, b) 2x°= 5x + 2 =0, ¢) 557 =%

8. 8) x>~ Tx +12 =0, b) 3x%- 4x + 1 = 0, ¢) 3x"~4x#2 = 0

9, 8) x2-2x+2=0, b) (x=a)?=2% o) gZF=3x-10

10, a)%-;_]ir=%, ) (x= Hx+ 5) = 8

11, e ¢ =2 : 2
T+ %8 X-2a8

=48° + %

3 ___4 1 _ 2
FT3 " E-I°"x-4°"%-3

13 &) x2- 3ax +2a2 = 0, b) x2-2axta®el = 0, o) x°-dax+ia’el
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. 7328 *5v=-28 ° 0

15. ® Zy+a

R

2
20+x _ 925+ x -2 =3z _ 10 = 4x
17. P = 2 6% = 6 * X+ z +

18'

9. (ax - 52 + (a - vx)2 + 4abx = 2(a® + b2)x

32+b2 a+b2

4 - -
20, 2= =gp— 2+-—-5-——+x—0.

21, Sestaviti kvadratnu jednaiinu &ija su rel3enja data:
1
&)1185112=-7; b)xl=1ix2=2;

c)x1=41x2=—%; d)xl=§-ix2=%;

% e) xy = =31 x5==753 f)11=2+\[§ix2=2-\/§.
§ 22, Sastaviti kvadratnu jednainu ake su relenja data:

? 1 1

é 8) Xy B o= L X, = 3 b) xy= 1+ L 2= 1=ij
g 1ea-y2 2 2442 1 A
! 1, 1 1

% 0)11=aix2=g, d)xls-é—a-ixz_-a;

Oz =1+4y3 1 x,=1-a/3 0 x=2ix,=¢

23, Odrediti usmeno korene kvadratnih jednalinas
a) x2 -3z +2=0
b) x° + 5Xx + 6 = 0

¢) 12—41—5 0.
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24,

25,

26,

27,

28,

29‘

30.

3.

32:”

3Be

34,

35.

162

Ispitati prirodu reSenja me re3avajuéi jednadinu:

8) 22° - 6x - 1 = 03 b) x° - 10z + 25 =
c)3x2+4.x+1=0; d) 5x% - 12z + 5 = 03

o From-3=3 £) (22=3)(3x+1) = 4x° - 9.
U jednadini x° - 2(a - 1)x + 2a + 1 = O odrediti pars

metar g teko da koreni budu realni i jednaki.

U jednadini (m - 3)x° - 2(3m - 4)x + Tm = 6 = O odvedi-
%1 parametar m teko da koremi budu realni i jednaki,

Ispitati prirodu korenas kvadratne jednafine
3mx2 =2(3m~- )z + I(m = 1) = 0 u zevismosti od paw

metra Be

Data je kvadratma jednadine (n - 2):2 - 288 + 20 - 3=0,
Zg koje vrednostli parsmetra p su koreni realni?

U jednadini 8x? - 6z + m% = 0 odrediti perametar g ta-
ko da Je Jedan koren kvadraet drugog.

U jedna¥ini x° + ax + 2 = 0 odrediti parametar a tako

da razliks korene bude 1,

Fadél kvadratnu jednadinu $iji de koremi biti za po 2
vedéi od korens jednadimes 2 -8z +12 =0,

U jednadini x° + kx + 12 = 0 odrediti peremetar k tako
éa rezliks korena bude l.

U jedmafinl (m + l)y +2ny +m¥+ 2= 0 odrediti pm.
meter m tako ds koreni budu jednski.

Za koje ¥rednosti k jednaSina z° + 2kx k2 - 3+ 4= 0
ima jednake korene?

T jednadini px +3px+ 2p+ 1 =0 odrediti p take d8
koreni budu jednaid.
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36, 28 ko;e vrednostl perametra @ su koreni jednafine
m = 4my + 20~ 1= 0 realni?

374, Diskutovatl prirodu korena kvedratne jednaSine
-(1+2p)x+p-1=9
o zavianosti od peremeira p.

38, Zbir dve broje je 75, a zbir njihovih kvadreta je 2925,
Koji su to brojevi?

39, Zbir dva broja je 16, & raszlike njihovih kvadrsta je 32,

Faci te brojeve.

40, Broj % podeli na dve sebirks tsko da njihov proizvod
bude gu

41, Zbir cifars dvocifrenmog broja je 10. Ako cifre promene
mesta,dobija se bdroj koji pommoZen prvim brojem daje
2701, Koji su to brojevi?

42, Obim pravougaonika je 28m, a dijegonala 10m, Fedli sire-
nice pravougeonika.

43. Dve cevi napune bazen za 6 fasova ako ga istovremeneo
pume. Za koje fe vreme svaka of njih same napuniii be-
zen ako se zna da ga samo prva nepuni za 5 fasove pre
nego same druga?

44, Kod koga mnogongla je broj dijagonale za 12 vedi od breo-
Je stranica?
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VIII GLAVA

EXSPONENCIJAINA FUNKCIJA I EXSPONENCIJALNE
JEDNACINE

1, Ekspomencijalna fumkcija i njeno grafiko
predstavljanje

Vrednost stepena zavisi od osnove i izloZioca.
dutim, ako je osnova stalna velilina, a izloZilac promenl
va velidina, tada vrednost stepena zavisi samo od izloZio
Ako sa a ozbalimo osnovu sbepena, sa X izlo%ilac stepens,
sa y vrednost stepena, onda se ova zavisnost izrafava funk
cijom

(1)

7a proudavanje funkcije (1) uvodimo sledeée pretpostavike:

X
F =8 cB 5006800006000 000Q00080CCE0200008C80300

1. Osnove a mora biti razlidita od l, Jjer ako je
a = 1, teda je vrednost stepena a2~ jednaka jed
¢i nezavisno od vrednosti izloZioca x. Na prime
gaa=1 1 x=5 imemo y = a* = 15 = 1, tJ.
=1,

2. Osnova a mora bitl pozitivna, jer ako bi a bilo
negativnoyonda bi postoaale i neke vrednosti X »
koje bi vrednost stepena aX bila imsginarna. NPT/

Za&'-ZS, & x:%‘-, axu(-25)2gv_25-5'\

3, Ako je izloZilac x razlomak, tada se stepen a*

n
n n

%e izmraziti korenom (RPTe, a? / ) iu tom ﬂﬂ

uzimamo samo aritmebidku vrednost korena.

Da bismo ispitali i grafidki predstavili funkei)!
¥y = a5, imajuéi uw vidu prethodme uslove, nscrbademo ne 153
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Erafiku tri eksponencijalme funkcije:

Yy = 21( © 260 0000002080000003800000Q0300008 ~a (2)

x

T = (5T tieieieniieenicessecieeiennss (3)

F = 105 ceececcesccccssosacossssassesss (4)

COsnove svih ovih funkcija su, kao $to se vidi, po-
sitivae. a u funkcijama (2) i (4) su veée i od 1, dok je
u funkeiji (3) osnova manja od 1, tj. a = %.

Da bismo nacrtali grafike funkcija ¥y = * i
y = (%) , za nezavisnu promenljivu velidinu x uzimamo neko-
iiko negativnih i nekoliko pozitivrih vrednosti i za svaku

tako uzetu vrednost izradunavamo y.
Tabela izgleda ovako:

x s =3 -2 -l 0 1 213 4

x 16

P
-
(¥
s
0

- 1 1 1
¥ = 16 F iy

Li= (3% ] 16 8 4 2 |1 %

7a tabelu fumnkcije Y = 10* nezavisno promenljivoj x dajemo
druge vrednosti, jer bi uzimanjem, recimo, vrednosti x = 2
za 3 dobili veliki broj, tj. y = 10° = 100, pa bi crtanje

grafika bilo obeZano. Ako za X uzmemo redom ove vrednosti:

-1, - %, - %, 0, %, é, 1, za y dobijamo,i %o:

1|l
8|16

B

g8 X = =1, J = 10'1 = I%
2 L1
1 = .
28 X = - ¥y = 10 = & e = @ 0,352
20 . '"% /1o 3,162 ?
10
% 1 1 1
1 - 1
zax:_z’ ynlo :——I= 5 = = =
1o io [ﬁg 3,162
1
= ﬂ056
77 7 165



zax =0, ¥=10"=1 itd.
FPrema tome, tabela izgleda ovako:

1 i 1 1
x -1 -z | ~® | °| & z

¥=100 | 0,1 0,32 | 0,56 | 1 |1,78 | 3,16 10

grafici ovih triju funkeija debi su ma sledefo]
glici

-3

iz ove slike vidimo:

1/ éa su sve tri Erive ismed z-ose i da Joj se pribliZfavaju
sve vie Sto Je = vefe po apsclutmoj vredmosti, ali ome
neée niksd dodirmputi z-osu. %z takva pravu, keo Sto Je
ovde gpscisna osa, kafemo ds je ssimptota krive. Dakle,

is6



gko je osmova g pozitivaa, grefik fwmkeije se nalasi iz-
psd x-ose, Eto zmafi da je fumkeija &> pozitiwvma, ti.

7 > 0. Iz slike se takode vidi da sve tri krive selm
y-osu u iste] tefki ¥ = 1;

g/akojea>1/51eda;§ grafik y = 2% i y = 10°/, tada je
ﬁmkcijaa veéaoﬂlux>0,améaodlzax<0.2&
xsob:.cea = 1

x

3/ ako je a< 1 /gledaj grefik y = (3) /, tads je fumkcija
e~ veta od 1 22 XL 0, Benja Je od L 5a x>0 i jedns-
ka 1 28 X = O3

7 funkeija y = &> bide restuta eko je a >1, a cpadajuéa
gko je a<£ l;

/akoaexso,xsa = 1 za sveku vrednost osnpove a.

2. Exspomescijslune jedpafime

Jedneéine u kojime se nepozmata javlja u eksponen-
tu stepena zove se skspomencijalpe jedpaline. Pakve su jedme-

&ine
EZ+L z+L

=16, 0,5° =% 3% (D

Sa refsvanjer ekspememcijelmih Jednaina upoznale-
1o 8¢ nz primerims:

1. primer: Refiti ;;eamém,z? = 16,

x+1

Ksko je 16 = 24, date jednafins se moZe mepisabi

Cal
_ Stepeni Zx3 24 imaju jedmake osmove (2) i ds bi bili jedne- -
ki,potrebno je da sw i njibovi izloZicci jedneski, cdakle za-
kKl jufejemo da je

=& 4
Provera: 2° = 16 za X = 4% imsmo

2* - 16, ti.
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2, primer: ReSiti jednalinu 0,5 =g e

Kako je O,

5, primer:

Kako je %

Provera:

168

16 = 16, #to znadi da je redenje zaista x = 4.
x+1
1

2 .
5= % i %; - (%) , data jednalinu se moZe napisati:
x+)

2
(%)T = (é) , & odavde

x + 1 1
T OF o

x+1=2
X = 1,

Reditl jednadinu:

X+l 1 X+l

3 X . (3) =1,

=314 1 <3° data jednaiina se moZe napisati:

x+1

3% .ol o301

x+1

5% oz Xlozo g

*+1

= -x1

3 = 37, odavde

X + 1

= - X -1 =0 /%

x+l—x2-x=0, ili

x2-1 t x, =1 i X 1
= 1, Je 1-— o = = e

7Za X = 1 imamo:

2 142

5’(;):1
.

9 g 1

1=1




aza X= =1
° - 3 =1

l1.1=1

1 =1, 5to znati da data jednafina ima dva refe-

nja. )
4, primer: ReSiti jednadinu:
a1-3x R 21+x - 21-3x o al+x

peljenjem obeju strana date jednadine sa

21+% , 213X 3op4jamo;

al=3% , ol+x . 2l=3x altx
;1+x R 21-3:? YA+ 2l-jx

posle skraéivanja razlomaka dobijamo:

1-3x l4x
a = & i1i
2I— 3x 2I+X

(g)l-ix = (§)1+x, a odavde

1-3x=14+x, tj.

ZADACTI:

ili

1/ Nacrtati grafike eksponencijalnih funkcija:

o/ 7 =45 by (D% e/y =35

2/ Bacxrtati grafike funkcija:
a/ y = (é)x + 23 b/ 3y = - 3,

ReS8iti ekspomencijalne jednadine:

3/ 4x+1 +3 =19

a/ ‘y = (%)x-
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= e

4/ 32 +5°¢3° =18
X=1 2x+1
5/ 8 2 = 0,25 32

6/ (0’4)3""5 = (%)37-5

x & -5(Zd)

77 &) ==

X2 x+1

8/ 16 3 = 0,25+ 64 7
9/ (0,677t = (T2

10/ 3x+2 - 25.27:4—1 - 7.31:+1 + 5,2x+5
x4l
17 2% o (H*l e
Sxt

12/ a"-(é-)x =1

13/ 8e5%2 4 X2 & 4a5%? 4 5.2%

1w/ o (DT =
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IX GLAVA

LOGARITMOVANJE

1. Pojam logaritma

Do sada smo se upoznall sa operacijama stepenova-
pja i korenovanja. Videli smo da se stepenovanjem izralunava
yrednost stepena ako su poznate osnova i izloZilac stepena.
yeka je, ma primer, b vrednost stepena an, tj. b = a®, Ako
gu osnove & 1 izloZilac n poznati, na primer, a =5 i n = 3’
za vrednost stepena dobijamo:

b= 5 = 5:5:5 = 125,
Ako je poznata vrednost stepema b i izloZilac n, tada za iz~
nalaZenje osnove stepena a primenjujemo korenovanje. Na pri-
mer, ako je b =16 1 n = 2, osnovu a dobijamo korenova-
njem, tj.

P =b, a°=16, a=yl6, a=2=%a

Medutim, kade je poznata osnova stepena g i vrednost stepena
b, za iznalaZenje izloZioca n primenjujemo operaciju logarit-
movanje. Ako je,na primer, osnova stepena a = 2 i vrednost
stepena b = 8, onda 1imamo a? = b, tj. 2% = 8, Ovde je odi-
gledno izloZilac n = 3, jer je 23 = 8. Tada za izloZilac n =
= 3 kafemo da je logaritam broja & za osnovu 2 i piSemo

log, 8 = 3, Poslednja jednekost se Cita: logaritam broja 8

za osnovu 2 jednak je 3. Broj 8 se zove numerus ili logarit-
mend, broj 2 logaritaumska osnova ili baza, a broj 3 je loga-
ritem broja 8 za osnovu 2. Prema tome, mofemo dati sledetu
definiciju: logaritem datog broja N za datu bazu B je takav
broj L kojim treba stepenovati bazu da se dobije numerus, tj.
L

1ogB N=1, ako je BY = Ne
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Wa osnovu date definicije logaritma mogu se za ne
¥e brojeve izradunavati logaritmi. Evo nekoliko primera.

103636 = 2 Jer Je 62 = 36,
105381 = 4 jer Je 34 = 81
2
logy 2% = 2 jer je % = 2%
5

U sloZenijim sludajevime dati logaritam izraZavamo logari-
tamskom Jjednadinom, & ovu transformifiemo u ekspomencijalnu
koju je lako resiti.

1, primer: Izralunati 1log, Ié'

Ako traieni logsritam oznadime sa X, dobiéemo logeritamsku ;
Jjednalinu

.
;é

log, I% = x, a ova se igrafave na osnovy defini- g
cije logaritme slededom eksponencijalnom jednalinom
X I%’ 8ije reSavanje nije telko, tJ.:
1
2* - ¥
21=2"4, X = b 5

Znali, log L 4, a odavde je >* . 1, ili
2 16 %

5%— = I%’ td. Ié = I%’ Bto zneli da je reBenje tafno.

3
2, primer; Izrafunati 1ogag V[I'
Postupajuéi kao u prethodnom zedatku dobijamo:

3
logyg QGE e X
3
B - i
1, %
(25" = ()
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1 1
2 = (=)

22

3

23 = (2-2)
x, .2
3 3
X = =2

2. Logaritamska funkcija

Pod logaritemskom funkeijom podrazumeva se funkci-
ja koja Je definissena jednadinom

T = 108X scsccvsrssocsacnsacccaascasscns (1)

Na osmovu definicije logaritma funkcija (1) se moZe napisati
X = 87 seveoseccscsceveacscocoacocssassse  (2)

Jeanadina (2) predstavlja poznatu ekspenmencijalnu funkeiju
koja je u ovom sluéaju refena eksplicitno po x. Za ispitiva-
nje i grafidko predstavljenje logaritamske funkcije (1) po-
sludiéemo se eksponencijalnom funkcijom (2) u kojoj éemo ¥
smatrati kao mezavisnu promenljivu velilinu a x kso funkci-
Jue

Predstaviéemo grafidki sledele funkcije:

¥y = 10821
g = loglx N &)
e
T = loglox
Najpre Gemo funkciju 3 izrazitl oveke
x=2

X = (%»)y 6 000600000600000380000000660060890'6 (4)
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x = 107

Zatim éemo za nezavisno promenljivu velilinu y daveti proiz-
voljne vrednosti, a x ¢emo izrafunavati iz jednadine (4). Ta
ko,na primer, za funkciju y = log2x iz odgovarajude funkei-

jex = 27 imemo za y = - 4, x=2" = = Ié 3
1
zay=_2’ x=2_2=22=%
za funkcije (3) odnosno (4) tablice su:
y = logzx, ti. x =27
y =4 =3 =2 =1 (o] 1 2 3 4
1 1 1 1
x " TS z m 5 1 2 4 8 16
i . 17
¥ = logyx, tie X = (5)
z
y 4 <3 -2 |[-1 o 1} 2 3 4
x| 8 Ja | 2|2 3li] &2
¥ ; log, X tJ x = 107
10™? °
s [ E[R] o] % [ B]
x 0,1 0,32 0,56 1 1,78 3,16 10

Sva tri grafika nacrbtana su na istom crbtefu:
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T

3 -

s e ﬂ’&%’ I

1 1

R [

o A 8 (o 16 X
-4 - h

I I t

-2 |

1§ I

y= bog 4 x
z

3. Osobine logaritama

Iz grafika logaritamske fumkcije i na osnovu defi-
picije logaritma izveSlemo neke osobine logaritama.

1/ Ako Jje logaritamska osmnova
pozitivnas, negativni bDrojevwi
nemagju logaritama

°

Ova osobina se iz grafika logaritamske fumnkcije
jasno vidi podto se sva tri grafika nalaze u prvom i tretem

' kvadrantu, tj. sve tri funkcije nisu definisane za x < 0 i

x = 0, 5t0 znadi: ako je broj x manji ilj jednak nuli,tada
ne postoji njegov logaritam y. Ovu osobinu moZemo dokazati
i na sledeéi naélin,

Ako sa -x (x > 0) oznadimo negativan numerus, sa
8 logaritamsku ospovu (a > 0) ; pokazatemo da ne postoji ni
pozitivan ni negativan broj n koji bi predstavljao 1oga(-x).

a/ Ako bi postojaso broj n >0, tako da je:
loga(-x) = n, tada bi bilo
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anz-x.

Medubtim, kako su po pretpostavci a i m pozitivai brojevi,
vyrednost stepena a® ne moZe biti negativma. Odavde zakljud
jemo da me postoji broj n >0 koji predstavlija losa(-x).

b/ Ako bi postojeo negativan “brog n=-2a (@>0)
tako da je:

loga(-x) B = M, tada bi bilo

2™ = - x, tJ.
1
8
a = - X 1

Medutim, poSto razlomak aﬁ ne mo¥e biti negativan,jer su &
i m pozitivani, gnadi da ne postoji ni negativan broj n =
e - m (m>0) koji predstavlja logaritam negativnog brojae,
tJ. loga(-x) N

2/Logaxritam brogjea 1 za mna kodu
osnovu Jjednak Je nuli,

Iz grafika logaritamske funkcije se zaista vidi da
gve tri logaritamske krive seku X-osu u tadki &ija je apsci-
sa l, tjo. zax =1 y = O 2za ma koju osnovu &,

Heka Je logal = m, tj. pretpostavili smo da Je
logaritam broja 1 za ma koju osnovu g jednak nekom broju B.
Medutim,iz prethodne jednakosti imamo .

a el 111 .
al = a°, tJ. n = 0,

5to zna¥i da je log 1 = 0, tj. da je logaritem jedinice %
ma koju osnovu jednak nuli. .
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3/ Ako Je logearitamska 0O 8SnNnoOVa
vedas od jedimice (a=x1l), onda
gu logaritmi brojeva vedéih
o 4 1 pozitivni a manjih o 4 1
negativai

Posmetrajmo grafike funkeije ¥ = logyx 1 ¥ = logy,x
¢ije su logaritamske ocsmove vele od 1.Vidimo da su ordinate o-
vih krivih pozitivne za vrednosti x >1,8%t0 znali da su logari-
tni brojeva vetih od 1 pozitivni.Dalje vidimo da su ordinate
ovib Erivih negativmne za 0<x <£l,tj.logaritmi brojeva manjih od

1 & veéih od O su negativni.Ova osobina se mo¥e pokazati i ovake

HWeka je 1ogax =n gde je x>1 i a>1l, tada
je a® = x, & odavde Je jasmo da e vrednost stepena a?
 pitd veéa 04 1 ako Je a =>1 1 igzloZilac n pozitivan. Po-
ito Je po pretpostavei x >1 1 a>1, to p mnora biti
pozitivan broj, &Jj.

logax>0 za x>1 i a=>1.

Neka je sada opet logax =n, & x<1 1 a>1,
mada imemo a® = %, & odavde se lako zakljuduje da je n< O,
jer je samo tada vrednost stepena al< 1, podto su po pret-
postavel x<1 i a> 1, tj.

logax<0 za T <1 i a8 >1l.

Iz grafiks funkclja y = logzx i yg= 1oglox i
je su logaritamske osnove vele od 1, vidi se da vedoj apsci-
sl odgovara vela ordinata, #to znali da za logaritamsku osno-
yu_ & > 1, veéem broju cdgovara veéi logaritam i obratno, ma-
njem broju odgovara manji logaritam.

Medutim, iz grafika funkcije y = loglx, ¢ija Je

logaritamska osnova manja od 1, vidi se da veéog apscisi od-
govara menja ordinate 1 obratmo manjoj apscisi odgovara ve
8a ordinats, 5to znefi da za logaribamsku osnovu a < 1, ve-
f;em broju odgovera menji logeritem i obratno, manjem broju
odgovara veéi logaritam.
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4/ Ako Je numerus stepen ¢ida
j e osnova jednaka logaritsan-
s kol osnovi, on da ée logarie
tam toga broja biti jednsak
izloZioceuw istog 8tepe n‘a'

Neka je logaan = m. Dokazaéemo da je tada m = R

1ogaan =@ imame &% = an, a odavde sledi zakljufak m = n,

ti. logaan = No

Ako je m = 1, tada ée biti log,a = 1, 8to znadi:
logaritem broja koJji je jednak sa logaritamskom osnovom jed
nak je 1. Tako &e, na primer, biti:
1

los55 = 1 jer je 5% = 5

logy 3103 = 1, Jer je 103! = 103 itd.

4, Pravila logeritmovanja

a/ Logaritam proizvoda

Da bismo izredunall logaritem proizvoda MeW za d
tu osnovu a,potrebno je da znamo logaritme éinileaca M i N

istu osnovu.

Weka je: lOSaMSm 6cooP0 0000080080000 000080068808@ (l)
1 1og,N =0 ccecccosccccocoacscoccocscocccs (2)

Iz jednskosti (1) 1 (2) sledi:
n

8 = M ccoccooccencecosoccnceccscos00ncne0e (5)

n

8™ = W voccevcooscossscecccascsccocccansa 4

MnoZenjem poslednjih dveju jednskosti dobijemo

MeN=alo an? tio
Mo N = a th,
Ako sada logaritmujemo levu i desnu stranu poslednje jedna-
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posti vzimejuéi za logaritamsku osnovu broj a,dobiéemo

log, (U°N) = losaamm, a podto je log&amJ’n = m+n

dobijemo loga(m) =m+n 18 obzirom na (1) i (2) ima-

mo
1oga(M-N) = logaM + 10BN cossocscascncss (5)

Qbrazac ( 5 ) predstavlja pravilo za logaritam pro-
izvoda koje glasi: logaritem proizvoda za dabu osmovu jednak
ie zbiru logaritama pojedinih ¢inilaca za istu osnovu. Tako

4e, na primer, biti:

1ogt(P-Q'R°S) = log;P + logyQ + log,R + log,S.

b/ Logaritem kolidnika

Za izralunavanje logaritma koliénika %1. za datu os-
povu & potrebmo je znati logaritam brojioca i logaritam ime-
pioca za istu osnovu.

ZadrZavajuéi prethodne jednakosti (1), (2), (3) i
(#) 1 deleéi levu stranu jednakosti (3) levom stranom jed-
nakosti 4 , kao i deljenjem njihovih desnih strana,dobi-
Jjamo:

M = £
¥ a8 '
% = a1,

iko levu i desnu stranu poslednje Jjednakosti logaritmujemo
za osnovu &, dobiéemo:

logag = 1oga‘am'n, tde

log, % = W e-n, Jjer je losaam'n = B - B
Zamenjujuéi vrednosti za m i n iz (1) i (2),dobijamo:
loga§ = 1ogam—logaN 0ssecvsccsccasass (6)

Obrazac (6 ) predstavlja pravilo za logaritam kolidniks /raz=-
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lomka/ i glasi: logaritem razlomka za datu osnovu jednak fe
razlici logaritma brojioca i logaritma imenioca za istu os
novu. Tako jeyna primer:

log, %% = log, (2a) - log,(3b) = log,2 + log.a -

-(1ogt3 + logyb) = 1ogt2 + logta - logtB - logtbf

Iz ovog primera zakljudujemo: ako se u brojiceu i imeniocu :
razlomks nalaze proizvodi, tada se logaritam takvog razlom-

jioca oduzmu logaritmi svih &inilaca imenioca.

¢/ Logariteam stepena

7a izralunavanje logaritma stepena za datu osnovu
potrebno je znati logaritem osnova toge stepena za istu lo "
garitemsku osnovu. .
Feka je logM = m, tj. ¥ = a® Stepenovanjem D0
slednje jednakosti sa n dobijamo 2 = &%, Potraiimo logari-
tam stepena Mn, t3.

1ogamn = logaa’m, 1 poito je logaa.mn = om,
imamo
lcga}.uml = nm  ili stavlijejuéi m = logM

logaﬁnu nﬂlogam 0600000000000 002000000C0 (7)

Obrazac { 7 ) predstavlija pravilo za logaritem stepemna: loga-
ritam stepena za neku datu logaritamsku osnovu jednsk ,jeAp!B’
izvodu izloZioca toga stepena i logaritme njegove osnove.

3

Na primerzlogax e 5-logax.

Togaritam stepena se moZe mnaéi i pomoéu pravila za logari-
tam proizvoda. Na prethodnom zadatku to izgleda ovako : :

5 = el e = = L
logyx log, (xoxex ) log,x + log.x + loggx 3elog,Xe
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d/ Logaritam korema

Posto se svaki koren moZe izraziti u obliku stepe-
pa,pravilo za logeritam korena izveiéemo koristeéi se tom
osobinom korena.

n 2
gako Jje WP = e za logaritam korena imamo:
9

n 4
P .
log YN~ = losamn = 2. logu, tje
P
N log M
loga\lMP = 121 ® logaM = na ©000600 (8)

cbrazac (8) predstavlja pravilo za logaritam korema: loga-
ritam korena za datu logaritamsku osnovu‘jednak je koliéni-
ku logaritma potkorenog izraza za istu logaritamsku osnovu
i korenovog izloZioca.

Tako je,na primer:

5r“’ log %° é-log x

2 a &

lo X = = °
8a 3 : 3

Nepomen e:

1. Po¥to obrasci (5), (6), (7) 1 (8) vrede za sva-
ku osnovu, ovu osnovu moZeme izostaviti, Tada bi,na primer,
obrazac (5 ) glasio:

log M*N = log M + log N.

2. Logaritem zbira se ne moZe jzraziti pomoéu loga-
ritama pojedinih sabiraka.

3, Logaritem razlike se ne moZe izraziti pomoéu lo-
garitma umanjenika i logaritma umanjioca.

5. Antilogaritmovange. Logaritamske jednaline

Koristell se obrascima (5); (&)s (7) 1 (8) mode-
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mo naéi nepozmati algebarski izraz ako je poznat njegov lo-
garitam. Ovo iznalaZenje algebarskog izraza Eiji Jje logeri-
tam poznat naziva se antilogaritmovanje,

l, primer: Odrediti algebarski izraz &iji je logaritam:

log a + log b + log 5.4ko sa x oznalimo traZeni algebarski
igraz, prema uslovu zadatka imemo:

log x = log a + log b + log 5.

Desnu stranu ove jednakosti moZemo prema obrascu (5) napisea
ti kao log 5ab, pa imamo:

log x = log 5ab, e
X = Sab.

2, primer; Naéi nepoznat algebarski izraz x iz jednadine:
2log x + log a2 = log b - 3log ¢ + log X.
ReSenje: 2°¢log x - log x = log b - 3log ¢ = log &

log x = log b -~ log c3 - log a
log X = log b - (log e 4 log &)
log x = log b - log ac5
b
log x = log — 53
ac ? *
b
X = e .
ac

3. primer: Refiti logeritamsku jednadinu:
log,(x - 3) + logy(x - 5) = 3

Redenje: Primenjujuéi obrazac 5 data jednadina postaje:
losa(x-B)(x-S) = 3 ili prema definiciji logaritmg
(x - 3)(x = 5) = 2%,
x° - 3x - 5% + 15 = 8
x? - 8x + 7 = 0,
VReéenja poslednje kvadratne jednaline su X = 7 1 x, = 1.
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gada treba jo¥ proveritl da 1li ova refenja zadovoljavaju i
gatu logaritamsku jednadinu.
Za x = 7 imamo:

log,(7-3) + logy(7-5)
10524 + log22 = 3

]
W

2+1 =3, (1084
3 =3

7naél, reSenje x = 7 Je relenje date logaritamske jednaline.
prugo reSenje x = 1 odbacujemo,jer omo ne zadovoljava datu
logaritamsku jednalinu (proveril).

L]

2, 1og22 = 1)

6. Logaritamski sistemi. Dekadni logaritamski sistem

Pod logeritamskim sistemom podrazumeva se sistem
projeva koji obrazuju logaritmi svih pozitivnih brojeva za
jednu istu osnovu. Renije smo videli da logaritamska osnova
mora biti pozitivma i razlidita od 1. Prema tome, mogule je
obrazovatl logaritamske sisteme sa raznim pozitivnim osnova-
ma. Od svih logsritemskih sistema najpogodniji je tzv. dekad-
pi ili Brigsov /Briggs/ sistem koji safinjevaju logaritmi
svih pozitivmnih brojeva izralunatih za osnmovu 10, Dekadni
logaritmi brojeva izradunati su i sredeni u tzv. logaritam-

gke tablice odakle se logaritmi brojeva mogu prolitati. Sa
neéinom upotrebe tablica &italac ¢e se detaljno upozmatl 1z
gamih tablica, gde su datas objadnjenja.

Objasniéemo samo neke osobine dekadnib logaritama.

_Najpre éemo izradunatl logaritme dekadnih jedimica,

loglolo = X, 105 = 10, x =1, tJe 1031010 =1,

2

108,200 = X, log,10° = x, 10¥ = 10°, x=2, tJ.108;,100-2.

log, ;1000= X, 1oy (10°= , 105107, x=3, tj.108,,1000=3 itd.

log) (0s1 = X, 10g, 1f = X» 1o, 10~ =x, 2071=10%, x = -1,
t3e logo0sl = -1
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2 =2 _ 44%

1og100,01 = X, loglolo' = x, 10 107, x = <2, tj.

108100,01 = =2,

108, ;05001 = X, 1051010‘3- x, 10~2 = 105, x = -3, tj.

108y ;0,001 = =3 itd.

Prema tome, logaritmi dekadnih jedinica 10, 100, 1000, ..
imaju redom sledeée logasritme 1,2,3... Dakle, logaritam de-
kadne jedinice jednak je broju sule od kojih je ona sastav-
ljena /na primer, 100 ima dve nule, a videli smo da je
10510100 =2/

Ako je dekadna jedinicz manja od 1, tada je,kao
&£to smo videli,njen logaritem negativan i jednak je opet
broju nula radunasjuéi i onu nulu kojas je na mestu celih ak
je broj manji od jedan. Videli smo da je,na primer,log 0,001
= =%, I8t0 tako ée biti log 0,0001 = 4. ‘

Iz prethodnih primera zakljudujemo: logaritmi de
kadnih jedinices su celi pozitivmi ili megativni brojevi, u
zavisnosti od togé\ﬁé 11 je dekadna jedinica veéa ili meanj
od 1,

R Togaritmi brojeva koji se mogu napisati u obliku

10 9, gde su p 1 q celi brojevi, biée racionalni razlomei;
t3.

2 2 2
logloloq =x, 10° s 10%, x = g, tde 1ogloloq'= % .

3 3/ '
Na primer: 10310‘/100 = loglo lo2 = % 1031010 @ %.

Logaritmi svih ostalih pozitivnih brojeva su iracionalmi.
Podte iracionalni brojevi imaju beskonalno mnogo decimala,
u praksi smo pripudeni da ih zaokrufujemo. Tako su u tabli-
cama koje &emo mi‘koristiti svi logaritmi zsokrufeni na petf
decimala, Cifre celih mesta u logaritmu nekog broja Cime .
karakteristiku logaritma, a sve decimsle mantisu., Karakte-
ristiku odredujemo sami,a mantisu nalazimo u logaritamskim
teblicama, Uobilajeno je da se logaritamska osnova 10 izo-
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atavlije. Tako,na primer, umesto logloe pisatemc samo log 6.
Karak'teristika svakog jednocifrenog broja je 0. Ako treba
“aéi,na primer,log 6, karakteristika ée biti 0, jer je

1< 6<10

log 1 < log 6< log 10

0< log 6< 1, a odavde zakljulujemo da je
xarakberistika 0, tj. 1og 6 = O,cce0.yjer se prema posled-
pjoj nejednakosti log 6 nalazi izmedu O i 1.

Koristedi se logaritamskim tablicama nalazimo man-
sisu 77815, pa je log 6 = 0, 77815,

Pokazademo da je karakteristika svakog celog dvo-
cifrenog broja l. Na primer, ako treva naéi log 38, karakte-
pistika &e biti 1, jer je

10< 38 < 100
log 10 < log 38 < log 100
1< log 38< 2, tJj. log 38 = 1,57978 .

¥a sliden nedin moZe se pokazati da je ksrakteristika svakog
celog trocifrenog broja 2, Na osnovu toga moZemo izvesti sle-
E;éi zakljulsk: karakteristika ma kog broja veéeg od 1 za 1
je manja od broja njegovih cifara na mestu celih, Tako ée,na
primer,karakteristika za log 3340,5 biti 3, jer dati broj
ina &4 cifre na mestu <¢elih, znali log 3340,5 = 3,52381.

78 odredivanje karakteristike brojeva manjih od 1
poslufitemo se gledeéim primerima.

PotraZimo logaritme brojeva 0,18, 0,07, 0,003,
ko podemo od nejednakosti

0,1« 0,18 <1
0,01l < 0,07< 0,1
0,001 < 0,003 < 0,01 i sve ih logaritmujemo,do-
bidemo :
‘ log 0,1 < log 0,18 < log 1
log 0,0l < log 0,07 < log 0,1
log 0,001 < log 0,003 < log 0,01, tj.

-~ 1« log 0,18<£ 0
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- 2< log 0,07 < = 1

= 3L log 0,003< =2 ili
108 0,18 = =1 + 0 cecee

1og 0,07 = =2 + 0y sevee

log 0,003= =3 + Oy cceee

Odavde vidimo da se logaeritmi brojeva menjih od 1 sastoje
od negativne karakteristike i pozitivne mantise.
Poslednje logeritme pifemo kraée ovako:

log 0,18 = 1,25527

log 0,07 = 2,84510

log 0,003 = 3,47712
Prema tome, moZemo izvesti slededi zakljudak: karakberisbi-
ka logaritms broja menjeg od 1 negativna je i ima onoliko k
jedinica koliko uzastopnih nula ime dati broj polev sleva
nadesno racunajuéi i nulu ispred zareza.

Na primer: log 0,00025 = 4,39794 = -4 + 0,39794 = -3,60206

7. Primena logaritama

Logaritmi imaju mnogobrojne praktine primene. Mi
¢emo ovde pokazati kako se oni koriste za izradunavanje vzf,ed
nosti brojnih izragza Cije je izradunavanje primenom os:;ovnihi
radunskih operacija priliémo sporo i oteZamno, :

3
l. primer: Naéi vrednost izraza x = Y 528,3

Logaritmovanjem datog izraza dobijemo
log x = % log 5283 ,
PoSto usmeno odredimo karekteristiku (2) za log 528,3, a
mantigu proditemo iz tablica, imamo
log x = .3;, . 2,72288 = 0,9076%.
Posto je karakteristikas log x jednaks 0O, zakljudujemo da ;]e‘;,
traZeni broj x manji od 10 a veéi od 1. Znaéi,traieni vroj
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pa mestu celih ima samo jednu cifru, PoSto se iz tablica od-
pedi pumerus dija je mantisa 90765,odvojiéemo u njo] szarezom
gamo prvu cifru,. Take dobljsme x = 8,084,

. 2

; : 785,2° 0,8
2, primer: Izradunatl vrednost izraza x = -—-2-7:-_==-L— o

35 ¥15,1

log X = 3 10g 785,2 + 2 log 0,8 ~ 1og 35 - 5 1og 15,1

podto je karakteristika 6, zakljudujemo da traZeni dbroj x i-
ma sedam cifara na mestu celih, Primenom tablica cdredujemo
pumerus $ija je mantisa 35756 i dobijamo x = 2278100

log X = 3 ° 2,89498 + 2 * 1,90309 - 1,54407 - & + 1,17898
% 10g X = 8,68494 + 2 o {=140,90309) = 1,54407 = 0,58949
é ‘105 x =  8,68498 -2 + 1,80618 = 1,54407 - 0,58949
i}; log £ =  6,35756 .

ZADACT :

1/ Odrediti vrednosti sledeéih logaritama:
8/ 1og,8, b/ logs25, - ¢/ log,Ek, &/ log, &

2/ Odrediti vrednosti sledeéih logaritama
s/ logg %, b/ logs Y5, o/ logg?7

3
a/ 1039 2,]7', e/ log% ‘/—1;

3/ Iszradunati logaritamsku osnovu iz glededih jednaCina:

a/ log, 64 = 3, b/ 1ogx 36 = 2
c/ log, %2 = 5, a/ 1ogy7 = 1
o/ log, 12 = 1, £/ log27 = - 2
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ny

5/
&/
7/
8/
9/

1o/
11/

12/

b/

13/

14/

15/
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Izradunati numerus iz jednadéina:
a/ log2 X = 5 b/ 1¢:>g1 y =1
Z
c/ 108642 = = %, a/ 1og20 x =2
Refiti sledele logaritamské jednadinme:
logz (x - 3) = 2
log, (% - 9) =2
7
log (2x = 3) - log 3 = log (X = 2)
log (=° - 15 =0
log (2x2 - 5x + 4) = 0
log (8 = x2) _ 3
Iog (2 = )
1052[1083 (logqy)_] = Q
Bez upotrsbe tablica izradunati vrednost izraza
a/ 101--1c.»g 5 + J_0.2--1v:;g 20 _ 103-log 500
-%logi %log2—10g6
1000 2100
Nacrtati grafike sledeéih funkecija:
a/y = long; b/ ¥ = loglx; ¢/ ¥ = log(x+4)
3
Nacrtati grafike sledelih funkcija:
g8/ y ° 1032x + 23 b/ T = logex -3
Iogaritmovati sledeée izraze:
4
3 38" 1287 x

a/ 25 a’; b/ e c/

Sax y’ 4x” ab




16/

17/

18/

19/

o/

Togaritmovati sledele izraze:

1 3
2 : [on 3o 2 .

a/ 8(§i ) 5 b/ BX 2'48 -?:Z; C/ Sa b
¥ Sab f3ay 2va Jo

odrediti izraz x €iji je logaritam dat:
e/ log x = log m + log ng
b/ log x =2 log a = 3 log b;

1 2

e/ logx = 5 log ¢ = 3 log d;

d/ logx = % (log p - log ) = % (log a - 2 log b).
Waéi iz logaritamskih tablica logaritme sledeéih brojeva:

a/ 255 b/ 354,63 c/ 0,565 a4/ 0,035543;
e/ 0,0000 383543 £/ 13 g/ 100.

Naéi pomodu logaritamskih tablica brojeve &iji su logarite
mi dati: g

a/ 143545 b/ 0,2405; ¢/ 0,260685 4/ 2,357

e/ - 0,8347; b/ - 1,35406; g/ 1,35406; h/ -3,00053728.

Roristedi se logaritamskim tablicama odrediti vrednost
izraza:

6
a/ 528,543 L-VARRY, 52V 04353593

o) Qa324 ° 0,0068 - 3254

7
2354 ¢ /23,15
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X GLAVA
ARITMETICKE I GEOMETRIJSKE PROGRESIJE
ARTTMETICKE PROGRESIJE

1. Definicijs aritmetilke progresiie s41 &

Niz brojeve u kome je¢ rezlike izmedu ma koga Cla-
na i njegovog prethodnog $lana stalna pezivae se sriimetidka
progresijs.

Takve su progresi je:

5; 8, 11, 14, 17, e6B0C00C000D00000000000000020000 (1)
20, 24" 28, 32' 000 QeBOEOOOCBCCPOPOEOOOOEOOOEO TR (2)
18, 13, B, 3, "2, "7, 20 C0000C0CEB00000000 SO0 0668 (3)

l%, 1, %, 0’ i %, "1, 0000000 000000000000006000 000 (4)

Brojevi keji obrazuju progresiju zovu se flanovi progresije
Progresije kod kojih je evaki slededi &lan veli od prethod-
nog zovu s¢e r a 8t u é e, Takve su progresije (1) 1 (2},
Progresije su opada judé e ake je svaki njen Slan me
nji od prethodnog. Takve su progresije (3) i (4). Ako je

progresijs rastuéa,ta.da je pomenuta stalns razlika ili di-
ferencija pozitivna, a ako je opadajua,onda je diferenciie
negativna, Na primer, u progresiji (1) raszliks je 8 = 5 = 3
dakle, pozitivna, dok je u progresiji (3) razliks 13 - 18 =
= = 5, dskle, negativna. -

Niz brojeva

al’ 82, ‘53,-0090, a’n—l’ an 60 0RB0660066000000800000 (5)

predstavljade aritmetillu progresiju ake je
1%0




a5 -8, = a3 =8y = a4 - 9.3 B eoe B &) ~8, 4 = d, gde je raz-
1ika ili diferencije 4 stalna. Broj 8, Je prvi élan te pro-
gresije, ay njen drugli Elan, a; - tredi itd. Glan a, se na-
ziva opSti Slsn, a broj n predstavlja rang Clana (pokazuje
xoji je po redu polev od prvog &lana).

Na osnovu definicije aritmetiCke progreslje imamos

a; = 8y

a2=al+d
a.3=aa+d=al+d+d=al+2d
a4=a3+d=al+2d+d=al+3d

Na osnovu poslednjih jednakosti za op3ti ¢lan 8, imamo:

an=81+ (n'l)d 630000000000 860000000 800 (6)

obrazac (6) upotrebljavamo ake treba napisati bilo koji Clan
neke progresije 8iji su prvi &lan 1 diferencija poznati.

1. primer: Nepisati dvadeset peti élan progresije 2,5,8,11,...
Kako je 84 = 2 1 d-= 8y~ = 5=2 = 3, primenom obrasca
(6) dobijamo: ays = 2 + (25-1)3 = 74,

2, primer; Napisati nekoliko &lanova aritmetilke progresije
ako je 8; = 4 1 ag = 44.
Iz 39=al+8d imamo

44 = 4 + 84 114
84 = 40, t3.
d=5.
TraZene progresije glasi: 4, 9, 14, 19, cco.

3, primer: Napisati nekoliko &lanova progresije ako je zbir
drugog 1 petog £lama 35, & zbir tredeg 1 osmog &lama 15.
Prema uslovu zadatke je &, + a5 = 35 i

8 + &g = 15, 4Ako ap, 84, 85 i ag izrazimo pomodu a; i d,
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poslednje dve jednaline postajus
(al + d) + (a; + 4d) = 35
(a1 + 2d)+ (a1 + 74) = 15 i posle uredivanjs

ovog sistema o0d dve jedneline sa dve nepoznate dobijamo si-
stem k

2&1 + 5d = 34

2a, + 9d = 15,
¢ija su reSenja a; = 30 i d =~ 5. Prema tome, progresi]
je opadajuéa i glasi: 30, 25, 20, 15, 10, 5, 0, =5, =10,.,
odakle se vidi de je zbir a, + &5 = 25 + 10 = % 1
8y + ag = 20 +(=5) = 15,

2. Osobine aritmetilke progresije

bix sveakas dv/a simetriidne

lansg axritmetidke progresdil

ednalk 4ie zbizxu kradiniih k
lanova

a)

¢ pa. fO< DA

Neks je data progresija
5’ 7’ 9’ ll, 13’ 15, 17, 19 60V 00RO OLOREGAICODOR (7)

Zbirovi simetridnih Slanova su: T+17 = 24, 9 + 15 = 24,
11 + 13 = 24, a isto toliko je i zbir krajnjih Clanova
5+ 19 = 24,

Uopéte, u progresiji

al, 82, 539 soeog B, _z,an_l,an ceecovoece (8)

simetrini su Elenovi 8y i &, &y 1 &, 3, 83 1 8 _5sccce

i B (k=1) ° Ove poslednje moZemo izraziti ovakos

8y
ak=a1+ (k"l)d,

an_(k_l) = @y +(n = k)do
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_gpbirenjem ovib ¥lemove dobija se:
5t 8 (1-1) = 2a, +(k=1+n-k)d = 28, +(n-1)d = a; + &, +
w1 = oy + oAy,

£ 5o
B * Bpa(k-1) = 8y + 8.

p) Svaki lan

g
gresdije jed

e

g

koj sredini Elanova koijil su
od m»ise a8 podiednakeo udalijend

Ako u progresiji (7) uodimo Zetvrti &lan (11) i
drugd (7) 1 Sesti (15) koji su od njega podjednako udaljeni,
tada je zaistas

ll=%e

UopSte, ako u progresiji (8) oznaimo sa 8, ma ko=
ji njen &lan, onda de Elanovi g, _. i & . biti podjednako u-
daljeni od Elana a,.

Kako Je:

Bppm = 2y + rd i

By = 8y = rd, tada se sabiranjem ovih Jednakos-
ti dobija:

Bras ¥ B =_2ak, tJ.

frypp ¥ By |

8k=

Ako je ¥ = 1, bides

2 + &
8, = _Eil.z__k:l, 8to znafi: od tri uzastopns

tlana (ak-l' 8y ak+1) srednji &lamn 8, Jednak je aritmetil~
koj eredini susednih &lenova.
lako je dokazatli i slededu osobinu aritmeticke
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ti8kod sredini kT
Y 8

3.3 s & n

iz I» lo fo¢

3, Zbir Slanove aritmetidke progresiie

Ako sa Sn oznadime zbir svih n Elanova progresi;je\
819 89y Bg9 cccee Bpne By gs By dobi jamo:

+ ahonooa» (9)

S =al+e,2+a.3+.m,.+an_2+a

n =1

Poito se zbir ne menjs akeo sabivci promene mesta, za gornjl

zbir se mo%e napisatis

Sn = E,n + &n_l + an_2 ¥ soee T 83 4 &2 % .1 eeesve (10)

Sabiranjem jednekosti (9) 1 (10) dobijamos
28n = (al-é-an) %+ (a2+3n_1) + (33 + an_z) + ecoece T

+ (e,3+an_2) + (az-e-an_l) + (al + an).
Ne desnoj strani poslednje jednekosti dobili emo n parovad k
je emo stavili u zagrede. Kake je svaki od ovih parova jed
nak sa zbirom (a;ta,) (proverit), poslednja Jednaekost se 1O
%e napisatis

25, = (ayta,) + (apte )+(ay+a )+ .ot(agra )e(ayra,) Hay eyl

t3e 25 = n-(al + an), ili

S 5%(31"’8) 8P C0OCOBROOCOLONO VO ORI FLCRD (11

Poslednjas jednakost predstavljas obrazac za izrefunsvanje b
ra n Slenova aritmetifke progresije. Ovaj obrazac kor:ﬁ.stiée
mo onda kada su dati 8y i 8,0

Ako se u obrascu (11) stavi &, = 8 * (n =14
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jobijemos
Sn=%[al+al+(n~1)cﬂ, %o
S, = % [231 # (0= 1] errrenrnerneeranens (12)

ovej obrazac upotrebljavademo kada izradunmavamo zbir n &la-
nove aritmetifke progresije ako gu dati 8q 1 d.

Mm: Izradunaj zbir prvih 20 Elanove progresije 5,11,
17:235000 U ovonm sludaju je: 8y = 5, d = 11 = 5 = 6, Prime-
non cbrasca (12) dobijamos

S,0 = 23 [205 +(20=1)5 | = 10(10+19¢5) = 10 « 105 = 1050 .

2. primers Izradunatl 336 gko je 8y = 2 i By = 142.

primenom obrasce (11l) dobijamos

Ss¢ = é% (2 + 142) = 18(144) = 2592.

Ako izmedu dva broja a8y i a, treba umedouti iz=
vestan broj Slanova tako da ovi sa datims obrazuju sritme-
ti8ku progresijun, tada se ovo umetanje élenova naziva inter-
polacija aritmetilke progresije.

Neka » predstsvlja broj umetnubih &lanova, 8y i an
dve uzastopna &lena neke aritmetiike progreslje Zija Jje di-
ferencija 4 = 85 = 840 Pade nove progresije ims r+2 Slama i
gko njenu difersmciju oznalimo se 4., prema obrascu za opiti
¢lan imamos

8, = 89 {r ¢+ 2 = 1):11, iii
8, = 8 = (r+1)dl, 413

d= (:41)d,,

a
d1= m» ©0080000000QB0C0 600080006020 (13)
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1. primer: Tzmedu brojeve 8 i 26 umetnuti 5 Slanova tako da
oni sa datima obrazuju progresiju.
Keko je d =26 -8=18 1 r =5, primenom o=
brasca (13) zs d, dobijamo:
4, = 8. 18 18 o
1°F3+I°%5+T° "%

Clanovi progresije sus

8.1=8,
82=al+d1=8+3=ll,
83=32+d1=11+3=l4.

]

34 33 + dl =14 + 3 = 17 itd.

Prema tome,progresija glasi:-8, 11, 14, 1T, 20, 23, 26.

ZADACT :
1/ Deta je aritmetiSka progresija B, 11, 14, ... Nadi
njen dvadesetl 3lam i zbir prvih dvadeset &lanova.

2/ VNapisati nekoliko ¥lanova aritmetifke progresije ako
je a; =101id= 4, ;
3/ THNaéi zbir prvih dvansest Slanove sritmetidke progresi-
Je 45, 39, 33, 27, coee
4/ Dato je a) = 50 % 8g = 26:
a) napisati tu progresiju;
b) nadi 8203
¢) koliko &lanove trebe sabrati pa da se dobije 7987

5/ HNapisati prvih nekoliko Slanova aritmetilke progresije
ako je njen op3ti Elan dat izrezom a, = 2n = 3

6/ Da 1i je 1361. 8lan aritmetidke progresije 1, 5, 9,
135 .0.? Ako jJeste, koji je po redu, a ako nije, izme~
du kojih se ¢lanova nalazi?
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7/

8/
9/

10/

11/

12/

%
%
i

13/

14/
15/
16/

17/

18/

19/

20/

Zbir prvog i drugog Clena aritmetilke progresije je 36,
& zbir drugog i trefeg je 44. Nadi zbir od 15 Slanova
te progresije.

Naéi zbir svih parnih dvocifrenih brojeva.

Razlika prvog i tredeg {lena aritmetidke progresije Je
10, & zbir petog 1 sedmog 150. Napisati tu progresiju
i nedi njen dvadeseti &lam.

Neéi zbir svih neparnih brojeva koji se nalaze izmedu
0 i 100,

Zbir pxvog, Cetvrtog i jedanmestog Elana ariimetidke
progresije Je 35, s zbir tredeg i Sestog je 20. Napisa-
i prvih osam &lanova te progresije.

Ako brojevi e+x, b+x i ¢+x Eine tri uzastopna ¢lana ari-

tmeticke progresije, dokazati da su i brojevi a, b i ¢
tri uzastopne Slanag aritmetifke progresije.

Zbir prva dva Slana aritmetiCke progresije iznosi 15, a
zblir njihovih reciprolnih vrednosti %%. Nadéi prvi &len
i diferenciju progresi je.

Nadi zbir svih dvocifrenih brojeva.

Neéi zbir svih dvocifrenih brojeva deljivih sa 6.

2

Dokazati da izrazi (a+x)2. a“ + x2, (a - x)2 &ine arit-

metidku progresiju.
Nadi zbir prva Setiri lena progresije 2 + ﬁ, 4,6 = \/3.
Stranice pravouglog trougla éine tri uzastopna Slana

aritmetidke progresije sa diferencijom 4 = 1, Naéi obim
trougla,

Izmedun brojevae 3 1 47 umetnuti deset drugih brojeva, ta-
ko da svi zejedno Gine avitmetilku progresiju.

Izmedu brojeva 5 i 23 umetnuii pet drugih brojeva tgko
da svi zajedno ¥ine aritmetilku progresiju.
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21/ Xoliko brojeva treba umetnuti izmedu 20 i 40 pa da se
dobije aritmetifka progresija sa diferencijom 4?

22/ Sumu od 56700 dinara treba podeliti na 6 delova iako
de je najvedi deo 10700 din., a svaki gledeéi deo za
isti broj dinara manji od prethodnog. Naéi te delove
ako je najmanji deo 8200 dinara.

23/ Jedna fabriks planirala je da proizvede ove godine
15000 komada neke robe, a svake sledede godine da pove
éa proizvodnju za 500 komada., Posle koliko godina de
modi da proizvede u toku jedne godine 20000 komeda?

24/ Koliko e se platiti za kopanje bunara dubokog 16 n, &=
ko se za prvi meter kopanja plades 2500 dinara, & za
sveki slededi meter po 800 dimsra viSe?

25/ Koju sumu novce treba podeliti na 10 lica take da prvo
dobije 95800, & svako sledede po 5000 dinsra manje?

GEOMETRIJSKE PROGRESIJE

1. Definicija peomeitriiske progresije 8ti &1

Niz brojeve u kome je kolidnik ma koga Slana i nje
govog prethodnog &lana stalan naziva se geometrijeka progre”
sija. Takve su progresije:

2, 6, 18’ 54, 162, PP OCOBODOOEOCS OO RLR0 68 OO (1)
40, 20, 10, 5, By seoecerecocsscssosonsrocs (2)
3, "‘6, 12, "24, 48, 000620 QCOO0 Q0 QOBS 0000 OO (3)

Brojevi koji obrazuju geometrijsku progresiju zovu ge &lano-
vi te progresije. Ako sa q oznalimo sialen koli€nik, onda Ja
za progresiju (1) q = -% = 3, za progresiju (2) q= 55 ga
a za progresiju (3) g = %% = =2, Vidimo da u progresiji
(1) u kojoj je g >1 3lanovi rastu, a tekva progresije pazi~
vaese rastuda geometrijeska pro -
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gres ijas Ako je q <1, progresija(2),llanovi progre-
gije opadaju, pa takvu progresiju nazivamo opadsa ju-=
4 o m. Progresija (3) ¢iji su Clanovi naizmenilno pozitivni
ima g < 0 1 one nije ni rastuda ni opadajude,

Niz brojevas

bl, bzg b3, R bnal’ bn 20006000 P0R 00 00DOC0O0CCGRD GOQQ O (4)

predstavljaée geometrijsku progresiju ako je:

b b b b
2 n . .
= = = esoeo = q, gde g predstavlja stalni
By Sg 5% bper
kolidnik, by = prvi ¢lan, b, = drugi &len itd., b, = opSti

(n=t1) Elan.
Na osnovu definicije geometrijske progresije, ima-
mo

= g, tJ. b2 blq

by
Y
b . 2
5% = g, tj. b3 = bygq = blq
b 3
Jﬁ;= a, tde by = byq = byq

b
n - - n=1
b " Qs 3o by = by_qa = bya 7

Izxraz bn = blqn-l POEOCOO0OGB0000EDE00BO00E0 (5)

predstavlja obrazac za opSti 8lan geometrijske progresije.
1, primer: Hepisati dvanaesti ¢lan progresije
4, 12, 36, 108,4..
Kako je ovde by = 4, & q =l% = 3, primenom obrasca (5) imamo ;
byp = byatt = 4 ¢ 31 = 4« 177247 = 708588,
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2, primer: Napisati geometrijsku progresiju ako je bl = 16
i b7 =3

6
b7 blq
%:16'q6
Fr-
6 _ _1
¢ ==
6 1
q:

2
[
1
q:
V28
q’=%

Progresija glasi: 16, 8, 4, 2, 1, %, %_-, %,...‘

2. Osobine geometrijske progresiie

8) Proizvoed simetridnih
geometri jske progresd.]
palk je prolizvodu Dprvo
glednjee ¢lans,

U progresiji
Dys Doy By Bys ese Broge Dpoos bygs Py
simetriini &lanovi mu
by i b, By d by, by by osece By i bn-(k-l)'f
Prema obrascu (5) imamo: k
by = blqk-l
Ppe(k-1) = blqn-(k-l)-l = blqn-k, a odavde

mnoZenjem ovih jednakosti imamo 3
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2 keltn=k
* bpo(k-1) = P19

- R =1
by ¢ Ppo(x-1) = P1 ° P19 111

by = by(r=3) = P1 ° by

p) Ha Xodi &Elemn geometzriiske
progresiie Je mgeometrdjska
sred:.na élg_novg: kodii su_ o4d
n e g a odijednalko udesl end,

Neka je by ma koji ¢len, tada mu Elenovi b
nako udaljeni od njega.

xsr + Py podjed-

RKako Je
T
Byp = Do’ 1
=2 bk
b = by, q = , maoZenjem ovih dlanova do-
K= k q.:l.‘
bijemos
bkq-r * byop = By 3 3.
bk =‘/ bk+r ® by.y v $to je i trebalo dokamzii.
7a tri uzastopna &lena bk-l’ bk 1By ée prenms
tome biti ‘ .
by =y Py ° Pred

Recimo,kod progresije 2, 6, 18, 54, ... je

6=12- 18, 18-y 6 - 54,

3, Zbir &lancova konaSne geometriiske progresiie

Ako sa S, oznaSime zbir n &lanova geometrijske pro-
gresije, tj. ' N

8, = by + by + b3+..... +by o + bn—l + by i sko
sve &lsnove israzimo pomoéu by i q,dobijamos
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n=3

2 . =2 n=1
S, = bl + byq + byq +....+blq + blq + bya Teee (6)

MnoZenjem jednakosti (6) sa q dobijamo
5,4 = blq+b1q2+b1q3+.... blqn_2+blqn-1+b1qn essesosce (T)
Oduziman jem jednakosti (6) od Jednakosti (7) dobijamo

Sy = Sp = bya” - by, Sp(a-1) = by(g"- 1),  te
n
S, = bl(q 1 (8)
n —‘a—:‘T—- 00060000 C0OC00OCORREOPO0GO00E000DO00E
ili
by (1 - ")

n= 1_ q 2CCEPOCCOEE0OOO00S0CO0DOE0000OLEB O (9’

Obrazac (9) me dobije iz cbrasca (8) profirivenjem razlom-
ka ne desnoj sireni sa -1. Prvi obrazec se upotrebljeve ako
je progresije rastuda,tj. q >1,8 drugi sko je progresije
opadajuéa, tj. g« 1.

1. primers Izralunati gbir prvih 12 Elanove geometrijske
progresije 1, 3, 9, 27, 8l...

2. primer: Koliko &lancva progresije treba ssbrati da szbir
bude 6138, sko je bl =6 1 q= 27

by(q" = 1) 5 ‘
Sn = —lq_:'I—_ BeSenje 1, primeras
Keko je b1= i, q:%: 3’)

6 o (2% = n
6138 = __.(:_1__.}). /36 b (q® = 1) 12 _
2 P | =m?:.ill‘

B Q=1

1023 = 2% = 1 5, = 223441 =1 . 265720,

2B - 1024
o 510 TR
n = 10

3. primer: Zbir drugog i Zetvrtog Slana geomstrijske progk?
sije je 50, e zbir tredeg i petog 25. Napisati nekolike prY
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 #lanova te progresije.
Prema uslovu zedatka je:
b2 + b4 = 50
vbé + ‘DE = 25 ili
b q + b q3 = 50
- 1 1

b1q2 + blq4 = 25

blq (1 4+ q2) = 50 60 0060000G0R00C0COC0D COAS (10>

b1q2 (1 4+ qa) = 25 @000¢0Q0REC0CB0CCE 0D DD D (11)

a odavde se deljenjem jednaGina (10) 1 (11) dcbija

2
byq (12q°)

1 0 .
—— —3-5- i1i posie skradivanje
bya®(1+0%)

i
3= 2 s tde
q= %—; iz jednadine (10) dobijamo
b = 50 = = 50 -
g (1) 5. (v P

Progresija je 80, 40, 20, 10, 5, By eeees

4. Interpoleciia kod zeometriiske progresiie

Ako izmedu dve broja bl i bg treba umetnuti izve-
stan broj Clanova tako da ovi zajedno sa datima &ine gecme-
trijsku progresiju, tada se ovo umetanje Slaunova zove inter—
poleaei ja,

Heka r predstavlje broj umetnutih ¢lanova, 'b1 i b2
dva uzastopna Slana neke geometrijske progresije 3iji je ko=
lidnik g, Tada nove progresije ime » + 2 &lana 1 ako njen
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xolidnik oznalimo sa a3 prema obrascu-ze opiti &lan geome=
trijske progresije imamo:

by = byt a1
b b
2 %
EI = qlr 1§ xako je 5% = g

Q= Q1r+1v 3.

4+
ql =v q P OB CCO06060CCOO00CDOCOPEOESODOE (12)

. primex: Izmedu brojeva 3 1 243 umetnuti tri broja take
da ovli ss datims obrazuju geometrijsku progresi;iu. Prema
obrascu (12) imamo Pz

3¢4 . : '
4 = /81, gde je stavijens T =3 i q-= %2‘

= 8l. Za gy dalje dobijemo
r— Y 5
q‘l = 81 = 34 = 3,

Prema tome, trafena progresija je 3, 9, 27, 8L, 243¢

5. Zbir beskoneine opsdaijuée geometrijske progresie

Beskona®na opadajuée geometrijeke progresija je
takva geometrijska progresija $1ji se &lanovi stelno gman]
ju tako da se za neki njen Clan &1ji je rang dovoljne veli
ki mo¥e reéi de je manji od nekog me koliko malog pozitive
nog brojs. ‘

Pakva je, ne primer, progresija:

1, %‘, %, _2}” g%.‘ esco tjo progresije
W 1’ —29 1’ 1’ 'l.....'0'...0'00..0.......0. (13)
Keko je za opadajuéu geometrijsku progreal;;u zbﬁ'
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S, = by ‘11%?- i kako je 0 £ g €1, tads izrez qn teZi
puli kade p neogranilenc raste. Stoga za gbir beskonsfne o=
padajuée geome trijske progresije imamos
bl )
S, = TS5 ccecccecceccccoscscossssonan (14)

rimers: Izraduneti zbir progresije (13). Kako je u dato]
progresiji by =1 1 g = %, primenjujuéi obrazac (14) dobi-
jamo

1 1
Sﬁ;‘_‘t"r’%'
5 3

2, primexrs izra&’:unati zbir progresije

1’ .];" 1’ l’ 1’ ®o® _];
2’ 22 2 24 22

b
ovde je blzl, q‘==%, Snsl-_—:-s-]-.—]-'—gz—;r-=2.

 ZADACI:

1/ Peti $lan geometrijske progresije Jje 80 a koliénik 2.
Hepieati nekolike Elanova te progresije.

2/ Drugl &lan geometrijske progresije Je 48 kolicnik %
Heéi njen peti &lan. .

3/ Prvi &len geometrijeke progresije je 8l a koliénik %’-.
Da 11 je broj 1 8laen te progresije? Ako jeste, koji Je
po redu?

‘ 4/ IzraSunati zbir 12 Slanovae geometrijske progresije 2,

4’ 8 16'00‘

5/ U gecmetrijske] progresiji Je bl =1 4 q= 5, Bafi
P10 * Syoe
6/ U geometrijeko] progresiji je Sg = @2% iqgs= 3. Faéi by,
bg 1 Sge
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T/

8/

9/

10/

i1/

12/

13/
14/

15/

16/

1/

18/
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Zbir prvog i tredeg &lema geometrijske progresije je
17, a zbir drugog i petog 260. Napisati nekoliko prvih
¢lanova te progresije.

Prvi &lan geomstrijske progresije je 1, & szhir tredeg
i petog &lana je 90. Napisati nekoliko prvih Elenwwa
te progresije.

Fadi Eetiri broja koji &ine geomefrijsku progresiju g-
ko je zbir prveg i Cetvrtog 27, a zbir drugog i treleg
18,

Izmedu brojeve 3 1 ?]f umetnuti tri druge brojs tako da
ovi sa datima obrazuju geometrijsku progresi ju.

Kolikeo brojeve treba umetnuti izmedu 1 i 243 pa da se
dobije geometrijska progresija se kolilnikom 37 Koji su
41 brojevi?

Naéi zbir beskonai’:ne opedajuée geomeirijske progresije

l’ Zl I, 'g’ Ig’ sece

Nadi zbir \/; ‘/ 5 + 3 3+ csovo

Nedéi zbir beskonalne opadajuée geomeirijske progresi e
€iji je prvi &lam 4, & razliks tredeg 1 petog &lana
Pretvoriti u razlomke brojeve:

a) 0,2727270 0000 b) 1,4666666..00

U krug poluprefniks r upisan je kvadrat, w kvadrat louwg

u taj krug kvedrat 41td. Hadi zbir povr3ina svih kve- i
drata i svih lougova. §

U kvadrat stranice a upisan je drugl kvedrat teko da o
mu temena na sredinams stranice prvog. U ove] drugi kve
drat upisan je na isti nedin tredi kvaedrat itd. Nadi
zbir povriinag svih kvadrata.

Godine 1960. bilo je u jednom mestu 30 000 stancvniks.
Koliko de to mesto imati stemovnike 1970. godine ako Je
stopa godilnjeg porasta stanovniSive 3%?



19/

20/

21/

22/

23/

24/

25/

Dug od 416 000 4 treba isplatiti u tri rate teko da

svakae rata bude tri puts veda od prethodne. Kolike su
rate? '

Iznos od 182 000 4 treba podeliti na tri lica teko das

sveko sledede lice dobije 20% viSe od prethodnog. Ko=
liko ¢e primiti svako lice?

Aritmetitka i geometrijeka progresija imeju prve dla=-
nove 3 1 jednake trede ¢lanove. Naéi te progresije a~
ko je drugi &len aritmetilke progresije za 6 vedi od
drugog &lana geometrijske progresije.

Pri broja 3iji je zbir 93 cbraszuju geometrijsku pro-
gresiju. Oni mogu biti i prvi, drugi i sedmi Slam ari-
tmetilke progresije. Waéi te brojeve,
1 1 1+ v .

kezati das 4 > U W N A1
Dokaza 8 izraz -1—-—‘;-2-9 = 1+zcinet1'1
uzastopna Elsme geometrljske progresije.
Naéi zbir prvih pet Elanove geometrijske progresije
8131 su prvi, drugi i treéi &lan dati izrazinma

1 1 l1+x K

z’ e e

1= 1l=-x 1l=2x '
Ako su brojevi &, b 1 ¢ tri uzastopna Clana geometrij=

ske progresije,dokazati da je

(2+b+e)(a=Db+6) =a®+ b2+ e,
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I GLAVA

OSNOVNI GEOMETRIJSKI OBLICI

1. Telo, povrSina, linija i $alks

Razne predmete kao 3to su: sto,stolica,peé, olov-
ka, Imjiga, sveska itd. nazivamo telima. Tela imaju mnogo=
brojne osobine. Neke od ovih osobine su 2zajednidke za sva
tela. Tako, na primer, sva tela imaju tefinu, oblik i veli-
¢inu, svako telo zauzima odreden ploZaj u prostoru (polo~
Zaj), neka su +topllja, druge hladnija (temperatura) itd.
0d svih oscbina geomstrija proufave samo ob 1l ik, v e~
1ié¢inu 414 polo#Zaj. Ove tri osobine se zovu
geonmnetrl jeske csobine t e 1a, Medgutim,
ne postoji nijedno telo koje ima sumo ove tri osobine. Tak-
vo telo se moZe samo zamisliti, Tako zamifljeno telo, od=
nosno deo prostora ogrenifen sa svih strana, zove se g e-
onetrijsko t e 1 o, Dakle, geometrijeks tela ne
postoje nege se samo mogu zamisliti, U geometriji se za pro-
ulavanje geometrijskih tels slufimo t2v. mod el ima
geome trijskih tela koji su najéeScée napravljeni od kartona,
drvete, lima 11i Zice. Geometrijsko telo moZemo predstavi-
ti i crteZom,

Wajjednostavnlija geometrijska tels su kocka, kva-
dar, piramida, valjek, kupa i lopta. Telc je odvojeno od
ostalog prostora granicom koju nezivamo poyrs tela, Povrsi
mogu biti ravmne i krive. Ravnu povr3 zovemo ravan, Za mo=
del ravni moZe nam posluZiti nesavijen list hartije ili
kartona, tanak i ravan komad lima i dr. Inade, ravan je
neogranic¢ena & predstavlijamo je kao na sl. 1. Ravnl obele-
favamo grdkim slovime azbuke o (alfa),/6 (veta), J*'(gama),
d (delta) itd.
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Sve geometrijska tela koja su
ogranidens same revnim povrSima zovu
se rogljasta geome-=
tri jaska t o1 a. Kocka,kva=
dar i piramida spadeju u rogljaste
geometrijska tela (sl. 2). Geometrij-
ska tela koja su ograniSens ravnim i

Slika 1 krivim povrfime ili samo krivim po=
1
| ”
! ]
| I

e A

e - e
Kocks Evadax Piranida

Slika 2

vriima zovu =36 obla geometrijska te-.
1 a., Valjak, kupa i lopte spadaju u obla geomeirijska tela
(sl. 3).

D

Valjak Kupa Lopta
Slike 3
Yaljak je ogranifen ss dva jednaka kruga (delovi
ravnih povrSi) i jednom krivem (valjkastom) povr3i. Kupe
212 :



je ogranidena jednim krugom i jednom krivom (kupastom) povr-
4i, Lopta je ograenidena samo jednom krivom (sfernom) povrii,
pelovi povr3i koji ogranilavaju telo zovu se strane iela.Tla~
ko Jje,na primer, kocka ogranifena ea Sest strana. Ona strana
xocke na kojoj je ona postavljena i ona odozgo zovu se
osnovne strane (osnove ili baze), & strane koje ogranilava-
ju kocku s boka su boéne strane. Osnove 1li baze valjka su
dve jednska kruga, a kupe ima za osnovu samo jedan krug.
Granica dveju povr3i je linija, tj. dve povrSi se
seku po liniji. Linijs moZe biti prava, kriva ili izlomlje=-
na. Granicu dveju susednih strana kocke (kvadra, piramide)
odreduje prava 1iniJja 11i krade prave. U siva~
ri, ovo je samo deo prave limije, jer je uopste uzev prave
neogranidena sa obe strane, Granica osnove kupe (valjka) i
botne povrdi je krivas linija koja se zove kruZnica, Na sl.
4 predstavljene su prava, kriva i izlomljena linija.

Prava Kriva Izlomljena
Slike 4

Delovi pravih linija koje omeduju pojedine strane
rogljastog tela zovu se ivice tela. ‘Ivice koje ogranidavaju
osnovu tela zovu se osnovne ivice, a ivice duf kojih se sa-
steju po dve bodne strane zovu se bofne ivice.

Videli smo da se dve povr3i mogu seéi i da je
njihov presek linija. Isto tako se 1 dve linije mogu sedi.
Zajednidko mesto dveju linija koje se seku je njihov presek
1 zove se tadka, Take obeleiavamo velikim slovima latinice
(s1. 5). ‘

Svako telo ime tri dimenzije: dufinu, Sirinu i vi-
sinu,; PovrSi imaju samo dve dimenzije: duZinu i Sirinu, a
linija samo jedou: duZinu. Tatke nems dimenzija.
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Slika 5

2, Preve, polupravs i du?

3

Rekli smo da se prava linija krace zove prava,.Pra
va se obeleZave pomodu malog slove latinice ili pomodéu dva-
Ju velikih slove latinice koja oznalavaju dve tafke prave.
Ne slici 6 nacrtane:su prava D i prave MN.

Uo¥imo talku Aiprave g (sl,

P 7). Svake talke A prave g od
reduje dve poluprave posma~
trane prave, Poluprave ge 0=
> i s beleZavaju, kao i prave, ma-

& N 1lim slovime latinice i pofet
nem talkom (sl. 8).
Sliks 6,
A A b b
- ' - ’ e
Slika 7 Slika 8

Deo prave izmedu dve utvrdene tadke te prave
zove se duf. Dui obeleZavamo jednim melim slovom latinice
111 sa dva velika slova koja oznalavaju krajeve duzi. Na 51';,;;'1
9 nacrtane su i obelefens tri du¥i. Za svaku du¥ se mere=
njem moZe nadéi duZina duZi. Uporedivanje dveju datih duzi
vrii se tako 3to se jedna du¥ postavi na druvgu da im se pO
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jedna krajnje tadka poklopi. Ako se
pri tom poklope i druge dve lxrajnje
tacke,onda su te dve duZi jednake
(sl. 9, duZi PQ i RS), dok su inade
nejednake (AB i RS, sl. 9).

U prvom sludaju zapisujemo: PQ = RS
111 b = ¢, 3to me Zita "duZ PQ jed-
naks je duZi RS" 1li "g jednako je
b". U drugom sluCaju zapisujemo

i8> RS 111 g > ¢, 5to se &lta "duZ AB vefa Je od duZi RSY,
411 "a Jje vede od ¢¥, Ovo se moZe izraziti i ovako: RS AB
314 o< g, 5to se Cita "duZ RS manja je od dufi AB"™ ili
't Je manje od a".

Slika 9

3. Grafilko sabiranie i oduzimanie duii

Da bismo sabrali dve date duii AB i CD (sl, 10),
potrebno je najpre da prenesemo jednu duf na proizvoljno na=
¢rtanu polupravu. Ovo prenoSenje se vrSi take Sto se,na

primer,duf AB (sl, 10) obuhvati Ze~

;———'—_—"5 starom i ne menjajuéi otvor Sestara
zabodemo vrh u poletak poluprave O,

— pa opifemo luk do presetne talke E

ga polupravom. Teda je OE = AB pa

g“f ;; ;: ®  je izvr¥eno prenoSenje du¥i AB., Da

bi se dobio zbir duZi AB 1 CD po=
trebno je da joS duZ CD prenesemo
u istom smeru polev od taike E., Na taj nadin se dobijas tat-
ka P tako da je EF = CD, Ovako konstruisana duZ OF predstav-
lja zbir duZi AB 1 CD, Sto zapisujemo:

OF = OE + EP i1i OF = AB + CD.
Razliks dveju duZi AB i CD dobija se tako Sto se najpre na
polupravu prenese veéa dui AB = OK
(sl. 11), pa se od tadke K, no sada u
suprotnom emeru, prenese duZ CD = K.
Slika 11 Dui OL je trafena razlika duZi AB i CD.
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Slika 10
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ZADACTI:

1/ Nacrtaj dve proizvoljne dufi a2 i b (a >b), a poton
konstrui3i duZi: e+ b, @ =1b, 2b, 2a - b,

2/ Neacrtaj tri proizvoljne du¥i g, big¢ (a>b >c¢), a
potom konstruili duZi: a+ b+ ¢; a+ b - c3
2a + 3b = 2c.
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IT gLAVA

POLOZAJ PRAVIH I RAVNI U PROSTORU

Revan koja ims poloZaj mirme vods zove se h o -
rizontalna ili vodoravnea ravan. Taksv
poloZaj imaju ravan poda i iavanice u scbi, ravan stols 1
dr. Horizontelnost rsvni se ispituje pomoéu 1 i b e 1 e
Kroz jednu tadku se moZe postaviti beskonalno mnogo ravni
8li samo jedna od njih je horizontalna, ‘Znali, kv o z
jednu +tadku prolazi samo Jjedns
horizontalna =Tavan (ravan ofne sl. 12).

Ako je ravan horizontalna teda
je svaks pravae, koje je u toj
ravnl, horizontalna prave.XKroz
jednu telku moZe me povuci bes~
konatno mnogo horizomitalni:.
pravih,

Pogledaj kansep viska koji miru~
je. 28 tekav kanap kafemo da se
nelazi u vertikalomom poloZaju. Preve koja se nalazi u verti-
kalnem poloZaju zove ss vertikslna prava. Kroz jednu tadku
moZe se povuéi samo jedna vertikelne prava.

Sve ravanl koje prolaze kroz jedmu vertikalunu pra-
vu su vertikelne ravnl (sl, 14). Za ravan koja nije ni ver-
tikelna ni horizontalna kaZemo da je kosa. Isto teko, prave
je kosa ako nije nl vertikslna ni horizontalna.

Sliks 12

217




Slika 13 Slika 14

2. Uzajamnl polofed dveiu pravih, prave i xawni 3
uzaismnd poloZed dveiju vavnd

da se sekw, da gu paraleine, da s@
1

apaju 11i da sn mimoilszne. Ako se dve prave seku, onda
je presedna talka zajednifks ze che prave 1 obe prave leZe
2




i sve ostale tafke prave zajednifke 1 za ravan 1 kafemo da
preve pripada revni. ¥a gl, 15 predsiavljens su svg tri po-
jo¥aje prave prema ravnl: prave g prodire ravan ¢ u talki
A, prava b je paralelna sa ravnl o< (b 1 &£}, prava ¢ leZli
u ravnil o .

Sliks 15 Sliks 15a

Ako pomodn 1libele dovedemo ravan ot u hovizonta~
lan poloZaj (sl. 15a) i sizned vevpl umirimo vissk fako da
on dodiruje ravan, tads preves viska odveduje jednu pravu »
za koju kafemo da je normelne ne ravan ¢f i pifemo p Lot (3i-
ta se:n mormalno naol),

Ako kroz dodirnu tef-

a y; ka P {podno¥je visks) \
£ povuiemo prave u rav-
¢ nlof , tada ée prava
p bi%l normalna na
gvekoj od povuSenih

pravih (o L a, nd b,
Siika 15b Siika 15¢ nl o). Jamo je 48

preve mofe bitl pofmalng 1 ne revan koja nije horizontalna,
Na primer, kol kocke svaka ivica jey normalna na dve strane
(revni) kocke ma keko kocku okrenuli.
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Na sl. 15b 1 15¢c nacrtane su po dve uzsajamno nor=
malne prave.
Dve ravni mogu biti pareslelne i u tom gluéaju ne- |
meju zajednidkih talaka (sl. 16). :’
Dve ravni se mogu seéi i tada imsju zajednillku pra—
vu preseka. Za dve ravni koje se seku, od kojih je jedns ho-

S1lika 16 7 : Siika 1T

rigontalna a druge vertikelne, kelemo de su normalne ili w
pravne ili da su uzajamo normalnes Tekav poloZaj imaju, re-
¢imo, ravan pode i raven zida u udionici. Medutim, dve rev=
ni mogu biti uzajamno normeline & da jedns nije horizombalns 1
a druge vertikelna. Potrsbne je samo da ome imaju medusobnl
polo¥ej keo izmedu horizontalne i vertikalne ravni, Na pri-
mer, ravni dvaju susednib zidova u ulionici su uzajamno ner-
malne. Zatim, dve strane kocke se zajednilkom ivicom su uv ek
uzajamno normeine ma kako kocku mamestimo.

3. Critenie parslelnih i norms Tay
pomodu lepiive i trougla

Neka jo date prave g i talka M van ove prave. De
bismo kroz telku M nacrtali paralelnu pravu datoj pravoj,Po
stupamo oveko: najpre se postevi trougao svojom jednom stre”
picom po datoj pravoj, & potom se uz drugu stranicu trougle
prisloni lenjir (111 drugi trougeo) koji se sade dr¥s Gvre”
to, & trougao pomeramo dok ‘x;e, dode u poloZaj IT tako de Y
ista strenica prode kvoz tadku ¥, Najzed se povuie prave b
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koja e biti paraleina se datom pravem g (=1, 18).

|
Slika 18 Slike 19

} Neks je data prava ¢ i tatka N van ove prave. Da
; pismo kroz tadku N nacrtali normalou pravu na datu pravua g
postupamo ovako: postavi se trougao gvojom najdufom strani-
com (hipotenuzom) po datoj pravo] (poloZaj IL na sl. 19), a
uz drugu kraéu stranicu trougle (katetu) dvreto prisgl oni le-
pjir. Zatim se trougao okreme u poloZaj II i klizi uz pri-
tvridenl lenjir dok mu hipotenuze ne prode kroz tadku N. Naj=
sed se povule prava & koja e bitl normalna na datu pravu C-

ZADACTI:

1/ Poka¥ite horizontalne i vertikelne ravnl u svojoj udio=
nici 11i sobi.

2/ Poka¥ite gde se u vaSoj okolini mogu videti horizontal=-
ne, vertikeilne i kome prave? Koje su od njih paralelne,
koje normslne & koje mimoilazne?

3/ Data je prava g i tatka A 1zvén nje. Nacriati pravu ko~
ja prolazi kroz datu 4$adku a paralelna je date] pravoj.

4/ Data je preve &, na njoj taedka A i van nje tatka Be. Kros
tadke A 1 B nacrtati po jednu pravu, teke ds su obs nor-
palne na datu pravu g.
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IITI GL ATV A

KRUZNICA I KRUG

Kru¥nica je zatvorena krive 1linija &ije su sve
talke podjednako udaljene od jedne utvrdene tacke kdja. se
nazive sredifte ili center kru¥nice. Krufnica se crta pomo=
éu festara, Deo ravni ogreniden kru¥nicom naziva se krug
(sl. 20},

Ako ®e bilo koja talka kruZnice
epoji sa centrom dobije se duf ko~
ja se zove poluprednik kruZnice.i
cbeleZava se obilno sa z.

Du¥ koja spaja bilo koje dve tat-
ke ne kruZnici naziva se tetiva,
Ukoliko je tetiva bli¥a centru,"
toliko je ona veda. Hajvelas tebi-
va krufnice je one tetiva koja
prolazi kroz center i pazive  se
prefnik, a obelefsvamo je obilno
Ba 2r. Na slicl 20 nacrtane je kruZnics, jedsan poluprelnik
OA = v, tri tetive B0, BS i DE i preCnlik MN = 2r,

~ Deo krufnice izmedu dveju talaka krufnice Jje kruf
ni luk, Na primer, deo kruinice (s]’._.\ 20) izmedu tadaks C i
N je kru¥ni luk i cbelefava se sa CH, a 3ita se "luk CN",
P)Exekad gse kru¥ni luk chbelefave pomobu tri slove, na primer
CEN. Ovo se &ini stoga jer je kruinics uvek dvema talkama
podeljena na dva kruine luka, Na pr;_msr, talke ¢ 1 N dele
kruinicu na dve kru¥ne luka: CEN i GMN. Na slici 20 vidimo
de vedoj tetivi odgovare vedi kruZni luk i obratmo: veden
luku u isfom krugu (111 krugovims jJednakih poluprednika) od
govara vedéa tetiva, Jednakim tetivama u istom krugn odgové”
raju Jednake tetive i obratmo. ,
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Deo kruge ogranifen sa dva poluprednika (04 i OB,
gls 21) 1 odgoverajuéim lukom (4B na sl, 21) naziva se kru-
¥ni iselsk, Ovaj luk Alg naziva se lukom lruZnog iselka.

KruZni odselak je deo kruga ogranilen tetivom (CD)
i odgovarajuéim lukom (6§) sl, 21,

Ha sl, 22 nacrtane su dve loruZnice sa zajednii-
¥im centrom O, Krufnice koje imaju zajednilkl centar nazive-
ju se koncentrine krufnice. Deo vedeg kruga izmedu dveju
koncentridnih kruZnica nasziva se kruZfni prsten (sgl. 22).

Sliks 21 Slika 22

olofed tafke 1 prave prems kruinicd

s

i)
a
il

ke se mofe nalszlitl ne krufaici, u kruinieci 1
gen krufnice {sl. 23). Rastojanje talke od cemtra kyruinice
1ne {srsdidne) zasiojanje. Ako Jjs taikas u
njeno centralne rastojanje manje od polu=-
v}, Centralne rastojanje talks koje Jje na

g 51 edniku (0B = z). Ako je taltka van

tadke, dodiri-
¥i, @ mo¥s biti 1 ilsven krufnice {sl.
24, koje ssde kvulnicu w dve talke
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Slika 23 Slike 24

A i B zove se seBica, g prava 1 koja dodiruje kruinicu u teo
ki ¥ naziva se dirka ili tengenta kru¥nice. Prave p koja :je
‘izven kru¥nice nems’ss njom zajednidkih tadaka.

' Na' sliei 24 prave m, p i p su paralelne. Ako se
iz centra O povude zajednifks normala pravih m, n i p, onde
su OM, ON i OP centralna rastojanje ovih previh. Iz slike
se mo¥e videti da Je OML ¥, ON = 1 OF >¥. Dirka ke
nice uvek je normelne na poluprefnik koji prolazi kroz do-
dirnu talku.

3. Uzajemni polofaj dve kruZnice

Restojanje od centra jedne kruinice do cemire dru
ge kruZnice zove se centralno ili sredidno rastojanje.

Dve krufnice mogu biti jed~
na izven druge, Tada one né”
meju zajednifkih taleks 1

/ ‘njihovo centralno rastoje”
nje Je vede od zbira polu-

prednika, tj. OO;> R + 7
Sliks 25 (8le 25).

Dve kru¥nice se mogu dodirivati spolje. Tads oné
imeju jednu zsjedni¥ku tefku i centralno rastojanje ;ied.na“‘
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¥o zbiru poluprednika, tj. 00, = R + x {(8l. 25a).

Slika 25a Sliks 25b

Dve se kruZnice mogu sedi, Tada one imaju dve za-
jednifke taftke i centralno rastojanje je manje od zbira po-
luprednika, a vede od njihove razlike, tj. R - ¥ < 001<:R+r
(sl. 25b)

Dve se kruZnice mogu dodirivati iznutra. Tada® one
jmaju jednu zajednidku tatku a centralno rastojdnje je jed=
nako razlici poluprednika, tj. 00y = R = r (s8l, 26)+

Slika 26 Slike 27 Slika 28

Dve kru¥nice mogu biti jedna u drugoj sa razlili-
tim centrimae, %a takve kruinice kaZemo da su ekscentriine.
Fkscentridne kruinice nemaju zejednifkih tadake i njihovo
centralno rastojanje je manje od razlike polupretnika, tj.
001< R =1 (8l. 27)

Dve kruZnice mogu biti jedns u drugoj i sa zajed-
nidkim centrom, Za takve krufmice kaZemo da su koncentric-
ne. Koncentriéne kru¥nicé nemaju zajednilkih telaka i nji-
hovo centrelno rastojanje je nule (sl. 28).
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Z7ADACT ¢

1/ Xakva je razlike izmedu kruZnice i kruga?

2/ Dati su polupreinici dveju krudnice R= 3 cm i ¥ = 2 on,
Kakav je njihov medusobni poloZaj ako je njihovo cen=
tralno rastojanje: a) 1 cm, b) 4 cm, ¢) 7 om, d) 5 cm,
6) 0,8 cm i £) O,
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IV GLAVA
UG 4O

1. Pojam la

Geometrijska figura koju obrazuju dve poluprave sa
zajednickom potetnom talkom naziva se ugag. Ta zajednilka ta-
tka se naziva teme ugla, a poluprave kraci ugla (sl., 29).Kra-
ci ugla dele ravan u kojoj je ugao nacrian pa dva dela - dve
oblasti, Jedna oblast‘jé unutradnije a druges speljaSnia. Ake
ne kracima ugla uzmemo dve proizvoljne tadke D i E (sl. 30)

i spojimo ih dobijamo-duZ DE. Onu oblast u kojoj lefi du¥ DE
nazivamo unutradnjom, & ons druga je spoljadnja.

B
E . N
0 A S D 0

Slika 29 Slika 30 Slikae 31

Uglove obeleZavamo ne nekoliko nadina., Jedna od
oznake za ugao je "9V, Ovaj znak stavljamo ispred slova ko=
je oznalava teme ugla. Tako, na primer, za ugao na sl., 29
piSemo 4~ 0, i &itamo: ugao 0. Uglove obslefavamo i pomodu
tri slova. Ovo &inimo onda kada je jedna talkse zajednidko te-
me za viSe uglova., U ovom sludaju slovo koje oznalava teme
stavljamo u sredinu,a s kraja slova kojima je obeleZena po
Jedna talke na kracime.I u ovom sludaju sluiimo se istim
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znakom z& ugec. Tako demo, na’ primer, obeleZiti uglove na sl,

31: 4 COB, <L BOA i - COA. Uglove obeleZavamo jo§ i pomodu “

grikih slova koja se zapisuju izmedu ‘krakova ugla, na primgr,

fr 4 iﬁ ne sl. 31. U ovom sludaju obidno ne stavljamo znak

Za Ugao.

Postanak ugla moZemo zamigliti tako 5to se jedna

poluprava obrde oko svoje pocetne talke. Tako je,na primer,
<. AOB ne sl. 32 nastao obrtanjem
poluprave OA oko temena O u smeru

2 naznatenom strelicom do novog polo-
Zaja OB.
Ako poluprava OA naéini u smeru stre=
0 A lice pun obrt i dode pONOVO U VO] ‘
podetni poloZaj dobijs se pun ugeo
Siliks 32

(sl. 338). Ako poluprave nadini po=
lovinu punog obrtaja, tako da su talke O, A i B ns isto]
pravoj 1liniji, dobije se opruZeni ugso (sl. 33b). Ako,psk,
polupreva OA dode u poloZaj OC tako da stoji normalno na
svoj podetni polofaj dobijemo pravi ugao (sl. 33c).

) o R [e] A

a) Pun ugao ) OpruZeni ugao ¢) Pravi ug#

Slike 33

Pomodu ove tri vrste uglova defini¥emo i ostale
vrste uglova:

- Ugao koji je manji od pravog ugls naziva se [
texr ugao {sl. 32},

- Ugao koji je vedl od pravog ugla a manji od
oprufencg nazive se tup ugao {sl. 34a )s
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- Ugao koji je vedi od oprufenog ugla a manji od
punog ugla naziva se ispupleni ugso (sl. 34b).

E

. a) Tup ugao b) Ispupden ugao

Sliks 34

2, Merenie uglova gtepenima

Ugao koga obrazuju ma koja dva polupreinika kruga
naziva se centralni ugao kruga (sl, 35). Zamislimo sada da
smo puni ugao Sije je teme centar kruga

8 (sl. 35) podelili na 360 jednakih cen-
tralnih uglova. Svaki takev centralni u=-
% gao (tridesetSesti deo punog ugla) uzi=
A ma 8e za jedinicu merenja uglova i nazi-

ve se ugaoni stepen. Stepen se oznaava
malim lkruiidem koji se zapisuje desno
iznad broja koji oznaCavsa broj stepeni.
Slika 35 Na osnovu izloZenog zekljudujemo da puni
ugao ima 360°,opruéeni 180°, a prav 90°, Postoje i manje je=
dinice od stepena: minuti i sekunde. Minuta je Sezdeseti deo
_stepena i obeleZava se jednom crticom desmo iznad broja. Se~
kunda je Sezdeseti deo minute i obeleZava se sa dve criice
desno iznad broja. Na primer, 30° 25° 36 ¥itamo: 30 stepe-
ni, 25 minuta i 36 sekundi. )
Uglovi se mere uglomerom (8l. 36). -
Pri merenju nekog ugla uglomer postavljamo tako da
mu centar koji je oznsden padne u teme ugle (sl. 36), a ivi-
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S1lika 36

cg OA poklopi jedan lxrak. Drugl krak OB pokazuje ns uglomeru
broj stepeni. Wa slici 36 nacrtani ugeo ima 50°,

ZADACTI:
1/ Nacrtati po jedan ugao od svake vrste,pa ih potom izme-
- riti uglomerom, ‘
2/ Pretvoriti u minute: 2%, 35°, 145°,
3/ Pretvoriti u sekunde: 3°, 2°35°.

4/ U koju vrstu uglova spadaju slededi uglovi: o =856 ’84-':"”";';
/3 = 38568° = 854618

3. Graficko sabiranie i oduzimenie uglovs

Ako je dat 11i nacrten ugeo mi mofemo konstruisa~
ti koliko god hodemo uglove koji su njemu jednaki \pouudar-
ni), Na sl. 37 dat je ugao 0. Da bi konstruisasli ugao 01’ k

- koji je Jednak ss datim uglom postupasmo ovakos ;

Iz tatke 04 povule se poluprava, pe se proizvoljs
nim otvorom Sestara opiSu lukovi jednakih poluprefnika oko
temeng 0 i 01. Luk opisen oko temena O sele krake ugle C U
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tadkama A 1 B, Sads uszmemo u oivor Sestara .velidinu tetive
_ jB i iz tafke A, opiSemo luk do preseka By sa ranije opisa-
nim lukom oko te;nqna 01. Najzad treba povuéi polupravu OlB1
_ koje de predstavljati drugi krak ugla ss temenom u 01, a ko-
3i je jednsk sa uglom O. Ova konstrukelja je izvrSena na os-

Slike 3T

novu toge Sto u jednakim kyugovima jednakim tetivama (4B =
= A.lBl) odgovaraju jednaki ’lukovi, odnogno jednaki odgovara-
juéi centralnl uglovi,
Neka su sada dati uglovied i 4 (o¢>f) sl. 38,
konstruisademo njihov zbir o¢ + A 1 njihovu razliku & -4
7a konstrukciju zbira datih uglova treba na proiz-
voljno nacrtanoj polupravo] OX preneti jedan od datih uglo-
va, recimo o, Ovom uglu odgovara luk AB., Sada podev od tad-

¢ ®
o e <t
0 A

Slika 38

ke B, u istom smeru, nanesemo luk BC drugog ugla ﬂ koji je
opisan istim poluprednikom, Poluprave OC predstavlijs drugi
krak traZenog ugla o +ﬂ + Po3to je mnoZenje u stvari sabi-

renje jednakih sabiraka, lako moZemo pomnoZiti neki ugaso ce-
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lim brojem. ~
Da bismo konstruisali razlilm detih uglova ¢ i g
(sl. 39), treba ne proizvoljnu polupravu najpre preneti ve
¢éi ugao x: Tako dobijamo luk AyB;. Sada poiev od tadke Bl,ali

u suprotnom smeru, nanesemo luk

B4 €, B,C, manjeg datog ugle /A o Polu
prava 0101 predstavlja drugl krak
0 A4 trafenog vgla of -ﬂ (sl. 39).
Siike 39

ZADACT s

1/ Nacrtaj tri proizvoljns oStra ugla of , Al & (01>/3>3"),
i konstruili ugloves
el + B+ T, b)oé+/$-c'f", c) 20(+2/& -3 .
2/ Nacrtaj jedan oStar ugec of i jedan tup ugaoﬁ , & potom
konstruisSi vglove:

a)oé+ﬁ b) o = ﬂ e) 3.
3/ Nacrtej dve oStra ugla of i/& (o(dﬁ ), a potom konstruisi
uglove:

&) 2M+/5, b) 4ﬂ -3 .

4/ Dati su ugloviol = 85°52° i [ = 34°26°36” . Izrabunati
kv fh, K=, 34,

5/ Dati su uglovi o = 83° 45° 1 ﬂ= 259 32°47°° . Izradu-
nati6C+ 24, 20 =34 , o35, EHE

56 mplement suplemen uglovi., Uporedn

; unakrsni uglovi, Trensverzalni uglovi

Komplementni uglovi. Za dvs ugla &iji je zbir 90°
kaZemo de su komplementni. Tako su, na primer, uglovi ed 35

i 55° komplementni. o
Suplementni uglovi. Ze dva ugla ¢4ji ge zbir 180
ka¥emo da su suplementni. Tako su uglovi ol = 120° iﬁ 60°
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suplementni.
Uporedni uglovi. Dva uglas koji imaju zajednidko
tems i jedan zajedniflki krak, a drugi kreci su poluprave is-
te prave, nazivaju se uporedni

8 uglovi (sl. 40). Oligledne je
da su uporedni uglovi suplemen»
4 o tni, jer je o +ﬁ = 180° (=1,
¢ 0 A 42),
S1lika 40

Unskreni uglovi. Dve prave koje se seku obrasuju
dvepara unakrsnih uglove. ¥asl. 4l Je
dan par unakrsnih uglova je ol i

(b/ F'gadrugipax/@idb.

/J’ Dokazademo sede da su unakysni
uglovi jednaki. Uglovi o 1/3
su dve uporedna ugla, pa su 1

Slike 41 supismentni 3. of + /4 = 180%

S druge sirane su i uglovi 3’-1 dva uporedna ugla, pa 1

suplementni,tJ. %-/5 = 180°, Iz ovih dveju relacija zaklju-~

cujemo da su i uglovi oli fjednald.. Na slidan nedéin Bse no-

%e pokazati i da je B = J .

Trengy erzalnl uglovi. Ako se dve prave preseky ire-

éom, tada dobijamo tri vrste transverzalnih uglove: saglasmi,
naizmenidni i suprotni., Za nas
su od interese uglovi kojli se

dobijeju presecanjem dveju pe~
o o\L B ralelnih pravih tredom preavom
T\¢ (transverzalom). Na sl. 42 na~
crtane su dve paralelne prave g
b \ _ 1 b i transverzala g. Uglovie(, /5

r«\& ¥ 1 J imaju zajednifko teme
M, auglovi ofy, A, & 4

(}' zajednilko teme N. Uglovi

Slika 42 fe & [14 {, nalaze se sa
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jedne sitrene transverzals,a ostala éetiri sa druge strane
transverzale, Uglovi ¢, pBs fy i o nelaze se izmedu pe=
ralelnih pravih i nazivamo ih unutradnjim uglovims. Uglove,
pak,koji su izvan ovih paralelnih nazivamo spoljasnjim.

Saglasni uglovi su jedan gpolja3nji i jedan umu~
trainji ugso se iste strane iransverzale i sa raznim teme-
nima (& 1 oy, AL By, T2 P 4 VEN AR

Pravu g mo¥emo translatorno pomeriti (paraleinu
samoj sebi) tako da talka M padne u talku N Tada ée se 1
prave g’i‘g poklopiti, a kako su drugi kraci uglova 6 i 0&1
na istoj pravoj ¢, to znalli da smo mogli i ceo ugao & tran-
slatornim pomeranjem dovesti do poklapenja sa uglomo{-l. Ne
ovaj nadin smo pokazali da su saglasni uglovi &1 0(1 jed=
neki, tj.o(:a(l. Isto tako su i ostali saglasni uglovi jed-
naki,

Naizmenilni uglovi su dva unutradnja ili dva spo-
lja3nja ugla sa raznih strans transverzale i s raznim {eme-
nima ( J4 /51, §i oly, 1 J’i i A4 0'/1). Naizmenidni
uglovi su jednaki. Oveo éemo dokazetl za uglove (}Ji /}l:

= kao unskrsni uglovi
/3: ﬂl keo saglasni uglovi.
Keko su leve sirane gornjih jednakosti jednake, to 1 desne
strane moraju bitli jednake,tj. = 1e .

Suprotni uglovi su dve spoljadnja ili dva unutrad=
nje ugla sa iste sirane ¢rangverzale i sa raznim temenims.
(/Ji}’l,ecid“liiio(l). |

Suprotni uglovi su suplementni,tj. p+ J’i = 180°%
o + ) =180°% T+ fy = 180° 1 &+ ofy = 180° Doka=
zademo prvu od ovih relacija: kako su uglovi /3 i & ava upo-
redna ugla (sl. 42),%0 je:

/5 +3w= 180°, dalje Jje

= 3"1 (ka0 saglasni uglovi). .
Ako sad u prvoj jednakosti stavimo Tl umnesto f, dobi jemo

ﬁ-l- J’ul=180°.
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ZADACI:

1/ Dat je ugeo® = 83° 25°42°°, Nadi njegov komplementan i
njegov suplementan ugao,

2/ Dat je ugmo o= 54° 25°°, Naéi njegov komplementan i nje=-
gov suplementan ugeo.

3/ Da_1i se za svalki dati o3ter ugso moZe izralunati njegov
komplementan i suplementan ugeoc? A za tup ugao? Zasto?

4/ Jedan ugao izmedu dve prave koje se seku je 40°, Iz~
radunati ostale uglove.
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V GLAVA

SIMETRIJA

1, Pojen simetrije

Postoje tri vrste simetrije: simetrija u odnosu na
reven, simetrija u odnosu na pravu (osu) i simetrijae u odno=
su na tacku,

Ng slici 43, nscrtah je kvadar koji je ravnl o( po=~
del;jen na dva jednaks dels. Svako] tadki sa jedne strane o=
ve ravni odgovars po jedna tadks sa druge strane ravni (tel-

ki A odgovara B, a tadki C tad-
ka D itd.). Za kvadar u ovom

!
A I' B slutaju kafemo da je simetri-
S )l“_—‘ B Zan u odnosu na ravan simetri-
/ 4/ je o¢ . Medutim, ova ravan s8i=

metrije nije jedina za kvadar
na sl. 43 (koje su druge?).

Slika 43 Za valjak je svaka ravan koja
prolazi kroz osu valjke raven simetrije, & svaka ravan koje
prolezi kroz centar lopte je ravan simetrije zea loptu itd.

Razne figure mogu biti simetrifne u odnosu na osu.
Na sl. 44, nacrtan je kvadrat 1 jedna njegova osa simetrije
4 (on ih ima ukupne 4). Akeo
4 bi se ovaj kvadret prese-
vio po osl simetrije,nje~
gova leva strana bi se po-
. A N klopila sa desnom (talls
) % 4 bi se poklopila se B, &
talka D 8a C).

Sliks 44. Slike 45 Uopkte, za tefke M i N ke-
2%6




Ze se da su simetrifne u odnosu na osu g (sl. 45) agko su po-
djednako udaljene od ose i ako je du? koje ih spaja normal-
ne na osi (MNL g).

Sade moZemo re3iti slededi zadatak: konstruisati
simetridnu tafku ze datu tefku A u odnosu na datu osu 8.

Najpre treba nacrtati normalu AP (sl. 46) iz date
tatke na datu osu 1 produZiti Je sa druge strane ose za du-
ginu PA¢ = AP, Tako dobijera talks 4y je simetrilna sa tal-
kom A u odnosu ne osu 8. Na slifan nedin se crtaju i sime-
triCne duZi ili bilo kakve figure u odnosu na osu (8l. 47).

4 ® 4
R N,
' D
A P A ‘
A nq
Slike 46 Slika 47

Ako bismo crisie sa sl. 47 presavili po osama tada bi se
gimetridne dufi i 8itave figure poklopile. Odavde se izvodi
zakljudek da su simetrifne dufi jednake,

Za dve tadke P i Q kaZemo da su simetriéne u odno-
su na centar simetrije 0 (sl, 48) ako sve tri talke leZe na
istoj pravoj i ako je PO = OQ,

Slika 48 Slika 49

Ne 81, 49 nacrtane su simetrifne duZi i bilo kak-
ve figure u odnosu na centar simetrije 0.
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2, Simetrala duZi

Konstruisati simetralu date du¥i znac¢i u stvari
konstruisati osu simetrije za datu duZ., Konstrukcija sime-
trale duZi se izvodi ovako: Otvorem Sestara (vedim od polo-

vine date duzi) opisu se kruZni lu-
P xovi iz obeju krajnjih tacaka date
4 duzi, Prava koja prolazi kroz prese-
ke (M i N) ovih lukova je simetrala
du®i AB (sl. 50).

A ) B Pored toga 5to simetrala duZi polovi
duZ i stoji normalno na njoj, ona i-
A ma jo¥ jednu vaZnu osobinu: svekas
N

tadke na simetrali duZi podjednako
Je udaliena od krajeva duii. Npr. ta-
Slika 50 Ska P je podjednako udaljena od tata-
ka A 1 B (sl. 50). Ova &injenica je

posledica toge Sto su du#i AP i BP (koje radi preglednosti
slike nisu izvu&ene) simetri&ne u odnosu na osu simetrije &

Pomodu simetrale du¥i re3idemo nekoliko vaZnib
zadataka:

1. Datu du¥ podeliti na 2, 4, 8, 16 itd. jednakih
delova. Ako za datu du¥ AB (el. 50) konstruiSemo simetralu,
tada je talkom O duZ AB podeljena na dva jednsks dela (40 =
= 0B). Ako ssda za duii A0 i BO konstruilemo simetrale, ta-
da ¢e duZ AB ovim simetralama i tadkams O biti podeljena ne
4 jednaka dela itd.

2, Iz date taSke M konstruisati normalu ne datu pra-
vu g. Iz date tadke M treba Zestarom opisati luk tako da da~
tu pravu sefe u dvema talkame A 1 B (sl. 51). Zatim ze
duf AB treba konstruisati simetrelu i to samo pomofu tacke
N, jer drugu talku i veé imamo, Prava MN je traZena norma=~
la. ’

3, Iz date tadke (P) nea datoj pravo] (a) konstruise”
t1i normalu.

Na pravoj & nacriamo istim proizvoljnim otvorom
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A~ B R e;

N Xa

Slika 51 Slika 52
&

Sesptara, levo i desno od tafke P, tafke A i B, Zatim kon-
struiSemo simetralu duzi AB 1 to samo pomodu jedne tadke
(@), jer drugu tadlku (P) veé imamo. Simetrals PQ je traje-
na normala (sl. 52),

3. Simetralas ugla

Ako od hartije 11l kartona isedemo model ugla AOB
(81.53) 1 presavijemo ga tako da se kraci OA i OB poklope,
teda poluprava OC duZ koje smo ga presavili, deli ugao na

dva jednaka ugla. Poluprava OC se zove gimetrals ugls.
14
s
? S T
C
|
e AN - 0 o) ir A
Slike 53 Slikae 54

Simetrala ugla se konstruile ovako: pPoizvoljnim
otvorom Sestara opiSe se luk oko temene O (sl. 54). Neka on
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sede krake u R 1 S, sa kracime ugla OA i1 OB, Zatim se u ob=
lasti ugla istim (ili drugim) otvorom Sestara opiSu lukovi
iz talaka R 1 S. Pressk ovih lukove (T) i teme O odreduju
simetralu ugla (OT).

Pored toge 3to simetralas ugle deli ugao na dva
jednake dela,ona ima jo¥ jednu vainu osobinu: svaks talke

gime trgll 1 odiednako je udaliens od lorekov

U ispravnost ovog tvrdenja moZemo se za sada uveriti mexe-
njem duZina normale MN i MP na sl. 53.

4. Konstrukciie uglova od 90°, 45°. 135°, 60° i 30°

~

Ugac ol 90° mo¥e se konstruisati tako Sto se kon-
struife simetrala proizvoljne duzi (sl. 55). Tada je <L MOB =
=<F MOA = 90°,

’ N Ugao od 45° se moZe komstruiseti
' tako 3to se za prav ugac konstru=
i3e simetrala ON (sl. 55). Tade
5 je < NOB = << NOM = 45°,

A ‘:0 B Kako je 135° = 180° - 45°, ugao
| r od 135° se mofe konstruisati ta-
\ ko S5to se od opruZenocg uglas AOB
(sl. 55) oduzme < BON = 45%,Pre-
Slike 55

ma tome konstrukcije je ista kao
na sl, 55, tJj. 9 AON = 135°%,

Na 8l. 56 nacrtan je opruZenl ugao sa temenom u
tadkl 0. Prolzvoljnim otvorom Sestara oko tafke O opisans
je polukruZnice koja sede krake ravnog ugle u tefkama A 1 B.
Ako sada otvorom Sestara duZine OA premesemo redom lukove
A?I, eh 1 ﬁia, videdemo da j& ne taj nalin polukruZnica pode =
ljena na tri jednake luka, Prema tome je i centralni ugeo od
180° podeljen na tri jednaks ugla od po 60°. Zna3i, ugao od
60° mo¥emo ovako kraée konstruisati: oko tadke M proizvoljne
poluprave (MX) opiZe se luk koji seSe ovu polupravu u talki
N. Sade se oko N opiSe luk (istim otvorom Sestars MN) do
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\\/ o :
PN Ap
Y n _
M N X
Slika 56 Siika 57

do preseka P sa prvim lukom (sl. 57). Teda je & PNX = 60°,
Na sl, 57 je konstruisana simetrala za PMX = 60°
i tako je dobijen ugao od 30°, tj. L. PMS = L SMX = 30°,

ZADACT
1/ Nacrtaj proizvoljnu duZz g 1 potom konstruili duZi: %,
i ga-
2/ Date su dve prave & i b koje se seku i talka L ven ovih
pravih, Konstruisati normale iz tatke M na obe prave,

3/ Date su dve prave m i n koje se seku u tatki N. U talki
N konstruisi normale na obe prave.

4/ Konstruisati uglove od: 15°, 7° 307, 22° 30°, 75°%, 150°
3 225°, ‘
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VI GLAVA

TROUGADO

1. Pojam, elementi i vrste trouglova

Na sl. 2. nacriana je piramide. Tada smo videli
da piramida ima jednu osnovnu i viSe bodnih strama. Geome-
trijska figure (slika) koja ima oblik jedne bodne strane pi:
ramide naziva se frougeo. Tri duZi koje obrazuju trougao zo
vu se gtranice trougla, & talke u kojima se sastaju po dve
stranice su temena trougla. Stranice trougls obrazuju tri

ugla trougla. Na sl. 58 nacrtan je

[ jedan trougeo. Trougao obeleZavamo
tako 83to njegova temena obeleZimo
€ & velikim slovima,

Stranice trougla obeleZavamo malim

a Z 8 slovima latinice, i to tako da stra-
nicu koje je naspram temena A obele-
favemo sa @,naspram temena B sa b i
stranicu naspram temena C sa ¢. Ugao kod temena A obeleZa~
vmom«,um}ﬁ%mmBnﬁ,ademmC%f.

Stranice i uglovi trougles su glementi trougla.

Trouglove delimo prems stranicama i prems uglovi-
me. Prema stranicama trouglovi mogu biti:

= jednakostraninl (ravnostrani) keda su sve tri
stranice jednake ( g1, 59a);

- Jjednakolkraki (ravnokraki) kada su dve siranice
Jjednake. Ove dve stranice nazivaju se kracima trougla,s tre
éa stranica je osnovica (sl. 59b);

- raznostrani®ni (reznostrani) keda su sve txi
stranice razlidite (sl. 59c).

Sliks 58
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a) b) c)

AN

Prema uglovima trouglovi mogu biti:

- oStrougli, kada su sva tri uglae odtra (sl.60a),

- pravougli, kada je jedan ugao prav (sl, 60b).
Stranice koje grade prav ugao zovu se katete, a stranica ko=

Slika 59

Je je naspram pravog ugla-hipotenuza;
- tupougli, kada je jeden ugeo tup (sl. 60c).

a) b) c)
Slika 60-

2. Unutradnii i spoliasnii uglovi trougls

e/ Zbir unutrasniih uglova t2xo-

?
|
} ugla iznosi 180°,

Da bismo ovo dokazeli povucimo

2y ; 75 = kroz teme C pravu m paralelnu
sa stranicom AB (sl. 61). Pra-
X % va @ gradl ugeo o, sa strani-
4 8 com AC, a sa stranicom BC ugso
, Aq. Uglovi O(l/, Ji /3 ¢ine ©O=

Slika 61

pruZeni ugso, tj.:
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oLy +J*+/7;l = 180°,
Ako u ovoj jednakosti stavimo o€ umesto °<1 i /A unmesto /31,
jer je of = o¢q i f= /3y kao neizmeniéni uglovi (m Il AB),
dobijamo;

A+ B+ & = 180°

b/ 2bir BpoliasSniih uplova %=z o
ugla iznosi 360°

Ako se stranice trougla ABC (sl. 62) produZe, tads
se uglovi o(y, A, 1 'Y—l nazivaju spoljadnjim uglovima
trougla. Uglovi o{ i ofy su uporegd=
ni. Isto tako su uporedni i uglovi
¢ ﬂiﬂl,kaoitri &1 pa Je:
[~ 0/1 = 180°
o
/3 + 3 = 180
4 _ o
/Q/ ] &+ ¥ = 180°%
: Prema tome,zbir svih spoljadnjih i
. svih unutrasnjih uglova iznosi
Slika 62 3 . 180°%, t£3. oL +ol) + A+ /31 +
+§+ ¥ =3 . 180°, Medutim, kako je o + B + §= 180°, to je
oy + fhy v §7 =2 180° = 360°%

e/ S vak nii wvugeao +txro-=
ngilea e zbirw dvsasg unl
tra3nijis wugla ‘koiji sa niim 1ne
u ko ) 8,

mea

Ako produZime stranicu trougla
AB preko B (sl. 63), onde je

& MBC =/3l jedan spoljasnji W
gao trougla.

Kako je: /B + B = 180° i

Slika 63
2u4



oy A+ § = 180°
Imamo: ﬂl = +d
za druga dva spoljasnja ugla i bide:
0(1 = A + J)-
J’“l = OC + ﬂ °

3. Qdnos izmedju stranica 1 uglova trougla i odnos
stranics trougla

gstranice u tr o=

e/ Naspram e
di ugao,

v
uglu je v

e ; Neka je u trouglu ABC (sl. 64)
AB> AC, treba dokazati da je
£ ACB > & ABC.

Prenesimo AD = AC na vedu strani-
A D ®  cu,pa e biti L ACD = xADC i
4 ADC > - ABC (ugso ADC je spo-
l1jasnji ugao trougla BCD). Kako
je X ACB > )Y ACD, to je i &£ ACB> 4:_ABC.

Slika 64

b/ Svaka stranica trougla manijsa
je od =zbira, a veca od xazli-
ke drupge dve stranice

v

Neka je,na primer, ad>b>c¢ (sl,
D - 65). Prenesimo AD = AB na produ-=
/4/ zetak stranice CA. Tada jJe

/ FCDB > 4ABD a J CBD> JABD,

/ pa je i CBD>YCDB, Ne omo=
| vu prethodne teoreme u trouglu
B BCD de naspram manjeg ugla CDB
biti manja strenica nego nas-

Slike 65 pram vedeg ugla CBD, tj. a<b +

+ ¢, Oduzimanjem b ill ¢ od obe
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strane ove nejednakosti dobija se:
a - b<c, a8 = ¢c<b,

4. Osnovne komstrukcije trougla

Konstruisatli trougao inaéi ngertatl trougao pomo-
éu pribora za crtanje (Sestar, trougso i1 lenjir), Trougao
se mo%e uvek komstruisati sko su data tri njegova elementa
(ima ih svega Sest: tri stranice i tri ugls), izuzimajuéi
sludej kad su data sva tri ugle jer je tada trougao neodre-
den. Residemo tri osnovna konstruktivne zadatka:

(1) Konstruisati trougaso kad je poznata jedna strani-

ca 1 na njoj dve nalegia ugla.
Neka je data stranica ¢ i uglovi o¢ i 4 (sl. 66),

Na jednu polupravu, podev od njenog poletka A, prenesemo
datu stranicu ¢ = AB, Zetim kod temena A prenesemc dati u-
gao of , & kod temena B drugi dati ugso ﬁ , kako je ulinje-
no na sil. 66, Drugl kraci ovih uglova seku se u talki C ko-
je predstavlja trede tems ftrougla ABC.

(/]
<
S L V2
::j 4 < é
Slika 66
(2) Konstrulsati trougso sko ®© Z e dve siranice

i nijims zahvadeni ugao.
Neka je dat ugao o< i stranice b i ¢ (sl. 67).Na

proizvoljno mesto prenesemo dati ugao o¢ i na jedan njegov
krak, poéev od temena A, prenesemo stranicu b = AC, & na
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drugi stranicu ¢ = AB. Najzad spojimo B 4 0 i tako dobije-
mo traZeni trougao ABC.

) %

_—4_
/\ <
4 < 8
Slika 67

(3) Konstruisati trougso sko su date sve tri stranice.

Neka su date stranice a, b i ¢ (stranice treba na=-
crtati tako da je zbir bilo koje dve uvek vedi od trede ili
razlika bilo koje dve uvek manja od trede).

Ne jednu polupravu m prenese se jedna od datih
stranica,na primer,AB = ¢ (sl. 68), Zatim oko tadke A opiZe
se kruZni luk poluprednika druge date stranice b, a oko tad-
ke B kruZni luk polupreinika trede stranice a. Presek ovih
lukova odreduje trede teme C trafenog trougla ABC,

'1 c
a lé |°
é
L
4 < 8 ”
Slika 68

(4) Konstruisati trougao ako su date dve stranice i
ugeo naspram vede od njih.

Neka su date stranice a i b 1 ugao o( naspram vede
stranice. Da bi se konstruisao traZenl trougac treba nacr-
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tati ugao ®¢ , zatim podev od temena A (sl. 69) na jedan
krak preneti stranicu b = AC. Najzad se iz tadke C kao cen=
tra opife kru¥ni luk 3iji je polupreinik data stranica a

u preseku ovog luka sa drugim krakom ugla o dobija se tre-
de teme B traZenog trougla ABG.

a

Slika 69

5. Podudarnost trouglova

Za dva trougla ABC i AyB,C; (sl. 70) kaZemo da su
podudarni ako se pomeranjem mogu dovesti do poklapanja. U
tom sludaju su sva tri ugla jednog trouzla jJednaka odgova-
rajuéim uglovima drugog trougla i sve tri gtranice jednoge
jednake su odgovarajudim stranicama drugog trougla:

a=ap, b=by, c=oy Aeoy, Aafy 1

r= ¥

Slika 70
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Podudarnost trouglova obeleZavamo ovako:

O ABC 22 AAlBlCl. Medutim, na utvrdivanje podudarnosti
dve trougla dovoljno je da utvrdimo jednakost triju eleme=
__nata od kojih nisu eva tri uglovi, Postoje fetiri pravila
(stava) o podudarnosti trouglova:

a)Dva gu trouglas podudarna ako
imaju Jjednsku po Jednu sgtrag-
picu i po dva nasleglas uglasa.

Neka je u trouglima ABC i
e c 41B1Cy5 AB = A;B,, o= 0(;

/\>\ 1 /8= A, (81, T1). Ako iz~
L s By vrSimo pomeranje trougla
4 & 4 & 44B,C, tako da poklopimo
stranice A]_B1 i AB tenme
Ay ée pasti na teme A, a8
teme Bl na teme B jer Je
AB = AlBl. No kako je ugeo o(l Jednak sa uglom ¢ , kraci
A1°1 i1 AC ée se poklopiti. Isto tako ée se poklopiti i kva-
ci BIC1 i BC jer je ﬂl =,ﬂ . Prema, tome ,moraju se poklopiti
i treda temena €, i C. Dakle, sva tri temena trougla 4B,C,
poklapaju se sa temenims trougla ABC, Odavde sledi zakljudak:
AN AlBlCl = AABC,

Slika T1

b) Dya su trougle podudarmns ako

imeju Jednake po dve strani-=
ce 3 niima zahvacdene uglove,

Neka je u trouglima ABC i AlBlcl s AB = AlBl, AC =
= 40y 1 oL = (8l, 71). Trougao AlBlcl moZemo pomeriti
tako da se teme Al poklopi sa temenom A i de se kraci uglova
%y 1 o poklope jer su uglovi of 4 oy jednaki, Kako je
4B, = AB,poklopicée se i temens B; 1 B. Isto tako ce se po-
klopiti i temena C 1 Cy jJer 4;C; = AC. Po3to se sva tri te-
neng trougla A]_Blclzpoklapaau 88 odgovarajuéim temenime twro=
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ugla ABC,to je:
oD
YaN A].Blcl"" A ABC
NavesSdemo joS dva stave podudarnosti:

¢) Dva su trougla podudarne sakeo
imaju po dve strenice i Jed-
nake uvuglove naspram vedih
s tranice.

d) Dva su txrougld podudarna ako
gu sve +tri stranice jednoges
trougla jednake odgovarasaigu-=
dim straniceaen drugopg trougl

Za podudarnost pravouglih trouglova doveljna su po
dva podatks iz ovih stavowa, jer Jje treéi podatek u stvari
unapred dat (svi pravougli trouglovi imaju po jedan ugao od
90%) ., Za podudernost jednokrakih trouglove isto tako su do=
voljna dva podatke, a za podudarncst jednakostranicnih $ro=
uglova dovoljna je jednakost po jedne stranice.

Pravile podudarnosti trouglove imaju veliku prime-
nu u reiavanju raznih zadataka i dokazivenju raznih pravila
u geometriji.

Primenocm podudarnosti itrouglova dokazademo da 8U
uglovw i neg osnovici jednakokra-
kog trougla jednalkg d.

c Neka je dat jednakokraki trougad
ABC sa osnovicom AB i kracima

AC = BC (sl. T72), Povucimo mime”

¥ triju ugla . Ona sede osnovi-
5% cu AB u tadki D. Dobili smo dva
trougla: /) ADC 1 /A BCD. Ova

/. » dve trougla imaju jedneka slede”

4 B B ¢a tri elementa:

Slika 72 AC = BC (kraci trougla ABC).
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CD = CD (zajednitke stranice),
X ACD = . BCD = & .
Dakle, prema drugom stavu podudarnosti trouglova,
ova dva trougla su podudarna, tj.:
Aapce2 LS BCD.
PoSto su trouglovi podudarni,jednali su i odgovarajudi uglovi
(naspram. zajednidke stranice CD), tj.: )

oL =L

6. Znalajine tafke trougls

Znade jne tadke trougle su: center opisans kruZni-
ce, centar upisane kruinice, teZiSte i ortocentar.

(1) Centar opisane kruZnice trougls

Centazr opisane kruinice
trougla Jje tadka u kojoj se seku sve tri simetrale
trouglovih stranica. Na sl. 73 to je tadka O. Dokazademo
da su duZi A0, BO i GO jed~
nake, odnosno. dea predstav-
ljaju poluprednike opisane
kruZnice.

A 40D == ACOD, jer je:

0D = 0D (zajednidka ka-
teta)

AD = CD (jer simetrale
polove strani=-
cu AC)

X ADO = 2 CDO = 90° (jer
je simetrala normalng na
) stranicu AC). Prema tome su
i trede stranice trouglova AOD i COD jednake, tJj. AO = CO.
Na slidan nalin se iz podudarnosti trouglova BOE i COE za-
kljuduje da je BO = €O, a iz A0 = CO 1 BO = CO sleduje:
A0 = BO = CO.

Slika 73
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(2) Center upisene kruinice trougl

Centeaxr upisane kruinice
e talka u kodloi se seku sve
tri simetrale uglove trougle. Na
gl. 74 to je tafka O,

Neke krug ss cenirom u tadki

0 dodiruje stranice trougla
ABC u talkama D, E i P. Dokaze:
¢emo da su duzi OE, OF i 0D
jednake, odnosno da predstav-
ljaju poluprednike upisane
kruZnice,

Trouglovi ADO i AFO imaju zaje
niéku stranicu A0, zatim je u-
gao DAQ jedmak uglu FAO jer

Slika 74 je AO simetrala ugla A. Osim
toga to su prevouglitrouglovi jer poluprefnik i tangenta sto
je normalno u dodirnoj talki,tj. ODL AB i OPLAC. Stoga Je
N ADO €2 A AFO, a odavde sleduje: OD = OF.

S1i%no, posmatrajuéi ABOD i 4 BOBE imamo:

BO = BO, 0BD = JOBE i - ODB = X OEB = 90°,tj.

£ BOD 22 ABOE pa je OD = OE.

Iz OD = OF 1 OD = OF zakljwlujemo:

0D = OF = O

&

(3) TeZilte trougla

Te%i5ne 1inija troupgle jedu
koja spajs teme sa sredinom suprotne strane. Frougeo ims i
te¥ifne linije. Tadke u kojoj se seku sve tri teZilne linije
zove se teiilte, Na sl. 75 to je tatka T. Svaka od teZisnid
linija je teZiltem T podeljena ne dva dela koji stoje u od~
nosu 2:1 radunajuéi od temena. To zna¥i da je,ne primer:

AP { TE =2 ¢ 1.
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Znali, odstojanje od temena do
teZista iznosi-% odgovarajude
teZidne linije, a od teZilta
do sredine suproine stranice %
iste teZisne linije, tj.

AT:%-AE:I.TE:%AE

BT=-§BF1TF=%-BF

Slika 75 , oT = §- CD i TD = % CD.

(4) Oxtocenter

Vieina trougla je normala spuStena od temena tro-
ugla na suprotnu stranicu. Svaki trougao, prema tome, img
tri visine, Sve tri visine trougla seku se u jednoj talki
koja se zove ortocentar.

Na sl. 76. nacrtan je trougao ABC i povulene su
njegove visine AA’, BB’ i CC’°. Zatim se kroz temena troug-

‘ ' la ABC povulene prave

’ \\ m, n i p paralelne na-

B4 e r A spramnim strenicams i
tako se dobije trougao
AlBlcl. Dokazacemo naj-
pre da su visine troug-
lg ABC simetrale stra-
nica trougls A131°1'Na
primer, za visinu AA’
imgmo: AA1. BC a kako

je m Il BC, %o je
ALl m, Getvorougli
Acch i ABCB1 su para=-

lelogrami {za%to?), ps
je‘Agl = BC1 i AB, = BC, & odavde imamo: ACq = 4By . Na os=
bovus ACy = AB; 1 AA°Llm zakljuBujemo da je visina AA®
‘trougla ABC simetrals siranice ByC; trougla 4;B;C,. Na sli-
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dan natin se moZe ovo dokazati i za druge dve visine BB’ 4
CC’. Prema tome, visine datog trougla su simetrale strani-
ca drugog trougla i kao takve seku se u jednoj talfki,

7. Tangente lougza, Odnos centraslnog 1 periferijskog
ugla

Odsetak tangente kruga od spoljaSnje talke do do-
dirne tafke zove me tangentna duZ. Dokazademo da su tangen-
tne du¥i povulene iz spoljaSnje talke do kruga jednake. Na
sl., 77T povulene su tangentme duii M'rl i MT na krug sa cen~
trom n tadki O, Trouglovi MOT i MOTy su podudarni (doka#i),
pa je otuda

MT = MTl.
T -
- ”
% ) 8
Slika 77 Slika 78

" Ugao 8iji su kraci dve polupreinike a teme centar

kruga zove se centralni ugao (sl, 78). Ovom uglu odgovara
luk Afﬁ. Ugao Cije se teme nalazi na kruZnici a kraci su mu
dve tetive zove se periferijski ugao. Tako je ugao APB peri-
ferijeki ugao nad lukom AB koji odgovare centralnom uglu AOB
(=1, 78),°

Dokazademo sads slededu teoremu: p___e__r__i_.__f;_e_};ii'
ski ugsao jednak 4e polovimni cel
tralnog ugle nad istin luk om,

Na slici 79a nacrtan je centralni ugao DC i perife-
rijski ugao /} tako da je jedan krak periferijskog ugle preé‘
nik PB.
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Siiks 79

Trougao AOP je jednakokraki (40 = PO su polupred-
nici), pa je i 4 OAP =/’7 (uglovi na osmovici jednakokrakog
trougla). Kako je ugao o spoljaSnji ugaso trougla OAP;to je
A = 2/5 311 ﬂ = —0-‘7-. Ovim je teorema dokazana., Ako
periferijski ugao obubvata ill ne obuivata centar lauga, ta=
kode je teorema u vaZnosti. Na primer, na sl. 79b najpre
treba povuéi prednik PC koji deli periferijski ugao APB na
dva druga periferijska uglae APC i BPC za koje vaZi navede-
e osobina, jer oba odgoveraju prvom sludaju, tj.

JAOC = 2 L APB 1 x BOC =2 4 BEC. Sabiranjem
poslednjih jednakosti dobijamo:

X MOB =2 X APB 411 o =25 ili A= %-.

Keo posledicu ove teoreme imamo: periferijski uglo=
vi konstruisani nad prednikom su pravi, jer svakom od njih
odgovara centralni ugao od 180° (sl. 80).

Ne osnovu ove osobine moguée je rediti i slededi
zedateks iz tadke van kruga konstruiseti tangentu na dati
krug, Neke je dat loug se centrom u tadki O i tafka M iz ko=
je treba konstruiseti tamgentu (sl. 81).

Dodirne take T i T, dobijamo u preseku date krug=
nice i krufnice &¢iji jé centar tadks 0, = sredina rastojanja
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Slike 80 Slika 81

Oll, Tada su uglovi MTO i IuTol pravi kao periferijski uglovi
nad prednikom OM,

8., Delienie duZi nea jednske delove !

Neka je data duZ AB (sl. 82) koju treba podeliti,
ng primer, na 5 jednakih delova,

Polev od jedne krajnje tacs
ke date duZi povucimo polu-
pravu p pod proizvoljnim
uglom i prenesimo na nju
5 puta jednu proizvoljno
odabranu duz (AM = MN =
= NP = PQ = QR). Spojimo
zatim R sa B i povucimo
MCH NDI) EP IfQF([RB 1
CD, ll DE, [l BR[| FB, || AR. 0
vako dobijeni etvorougli
Slika 82 CDyNM, DE,PN, EF,QP i FB;M
su paralelogremi. Trouglovi
ACl, CDDy, DEE,, EFF, i FBB; su podudarni jer je AM = CDy *
= DE; = EFy = FB, 1 odgovarajuéi nalegli uglovi na ovil
straniceme su jednaki,tj.jednaki su medu sobom uglovi sa te
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menime u talkema A, C, D, E, P 1 B, a jednaki su medu sobom
3 uglovi ea temenima u talkama M, Dy, Bys Fy 1 By (zadto?),
po¥to su ovih pet trouglova podudarni, jednske su medu so=

. pom i pet njihovih homolognih stranica: AC = CD = DE = EF =

= FB, Prema tome,dui AB podsljena je na pet jednakih delova,

9, Proporcionalne (srazmerns) duzj

Oznatimo sa AM = m i AC = n (sl. 82), Tada je Al =
=Mi=NPe PQe QR =m 1 AC = CD. = DE = EF = FB = n. Raz~
mere dveju duZi AP i PO na jednom kralku ugla A& Jes

% = % = % , o srazmera dufi AE i AF na drugom kraku Jje:

%; %’-; = %.Poéto su ove dve razmere jednake moZemo napisati:

%=% 114 AP : AQ = AB s AF . Ovaj izraz se zove

geometrijska proporciia (sraz-
mezxra), & za ove Setiri duZi kaZemo da su p T 0O D O I~
cionalne (srazmexrne).

Ako Je geometrijska proporcija neprekidna  tj. ako
je za. du¥i 8, b i X vaZeda proporcija

asx=%X2b 113 x:a=bsx, tala se dud

z= fab zove sreinja geometrijska proporcionala ili geo-
petrijsks sredina za duZi a i b,

Ako na sl. 82 produZimo CD; preko Dy, DE; preko
‘El i E_Fl preko El dobidemo presek G na pravo] PE i preseke
K, H 1 L na pravoj RB (sl. 83).

e kraku BR ugla ABR javljaju se medu scbom jedna-
ke duZi BBy = BjL = IH = HK = KR = { . Razmera dufi BH i BK

jo 5§ = i‘ll,"% . Kako je BH = EP 1 BK = FQ (zato?), to
je 1. % = % ,. Ove razmera jednake je sa ranije posmatranim
razmerena, pe se mofe napisati: % = % - -]Q% .- Poslednja

proporeija predstevlja t2v. ralesovu teocxrerx

nu koju moZemo ovako definigati: s ko se kracid
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Slika 83

nekog ugla presekmn paralelnin
pravama tada sBu_ odsedcid na_j__g__d;
nom krakau proporcionalni od go-
varajudim odsedcime ns drugold
kraku 4 ovi proporcionsalni od-
govarajudim odsedcima kodle kra
c 3 codsecsju na paralelnim DIra-
vemsg.,

10, Slicnost trouglova

Za dva trougla kaZemo da su slilna ako je redol
svaki ugao u jednom trouglu jednak sa po jednim uglom u dru
gom trouglu i ako su im homologne stranice proporcionalnee

Posmatrajmo trouglove AFQ i AEP(gl.84).0ni se mo-
gu dobiti iz slike 83 sko se zadrie dusi AE, AF, AP, AQ, B

@
p ) &

N

A 3 F 4, &,

Slika 84
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i FQ & sve ostalo izostavi. Kako je PEI FQ,onda je 4 E =

= X Fi 2P =xQ, Osim toga X A je zajednidki za oba
posmatrane trougle, dakle ovi trouglovi imaju jednake uglove.
Medutim, utvrdeno je (prema sl. 83) da je: f—CS = = %-‘E,
tj. stranice ovih trouglova su proporcionaline. Prema tome,
trouglovi AEP i AFQ su sliéni,3to zepisujemo na sledeéi na-
gins A AEP 2 AAFQ.

Ako posmatramc trouglove A1E1P1 i AEP koji imaju
po jednu stranicu jednaku (AlEl_ = AE) i jednake uglove
(£h =24, XE =X By, xP= 4:_Pl),vidimo da su oni
podudarni i da se prema tome trougao AyE;P, noze dovesti do
poklapanja sa trouglom AEP. Na osnovu ovoga zakljudujemo da
je i trougao AlElPl glien sa trouglom A E P.

Da bi dva trougls sa razliditim stranicame bile
slidna dovoljno je da imaju po dva ugla jedneka (Jer su im
u tom-sludaju i tredéi uglovi svakeko jednaki). Prema tome,
imamo slededi stav:; dve su trougla glidna ako imsju po dva
ugla jednaka 1 tada su im homologne stranice proporcionslne.
0d ostalih stavove slidnosti pomenudemo slededi: dva su iro-
ugla slidna ako je jedan ugaoc u jednom trouglu jednak sa
jednim uglom u drugom trouglu i ako su homologne stranice
koje obrazuju ove uglove proporcionalne.

Napomena: Za dva mnogougla sa istim brojem stra=-
nica ka%emo da su sliéni ako je svaki ugao u jednom mnogo=
uglu ,jedmik sa po jednim uglom u drugom, iduéi istim redom,
i ako su im homologne etranice proporcionalne.

11, Odmos visina, obima i povrSins sli€nih trouglova

Neka su trouglcvi ABC i AlBlcl slidni (sl. 85), do-
kazademo da sus
1) njihove homologne visine proporcionalne homolog =
nim stranicama;
2) njihovi obimi proporeionalni njihovim homolognim
stranicema;
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3) :njihove povriine proporcionalne kvadratima ho-
molognih stranica,

Cy

1 4 a

4 c D B Ry & Dy &

Slike 85

1) Iz slidnosti posmatranih ‘treuglova imamos

b e
AS, A i _B_- - e o
< Ay a; " by "oy

Keko je 1 A ACDes A A,lcl‘Dl. onda je i

= %Z pa je ;s cbzirom ne prethednu proporciju

HD"D‘ Hb‘lb'

sa—-:':%—-a-c—.
8y 5 &

: a b G
. 2) Kako je AABC:OAL]_BICI 1za-£ssi-sqsk
imamos R
a = a]_k, bi= blk, = clk, 8 odav;de se. sabira=
njem dobijas RS
a+b+ece=ka +b ¢ ~c1), t3. ‘stavliajuéi

a+b+ecs0 4 a1+\b1+c1-01 dobijemo 0 = kO; i1s

8;- = k, odnosno?

0 a b )
B e W ® oemmmn g
0 8 "
131) Povriine trouglove na sl, 85 8u P = 5!9- i
¢
By = _%__1_" a odavde me dechom dcbija %I = %1—:rh 414 ‘keko J°

c. L A o? , gde P i P, predstevljaju povriine
S Fl’ ‘.PI -2 1

-

1
posmatranih trouglova.
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I_T@anen'gz Kod slidnih mnogouglova stavovi 2) 1 3)
su takode u vainosti. Re3idemo nekoliko primera:

1, primer: Izradunati visinu dalekovodnog stuba ije je sen~-
ks dugas 45 m, ako istovremeno vertikalen Step duZine 2 m ba-
ca senku od 2,5 m.

[+
R
~ ~
~ e
BN
~ N
N ~
g & A &
Slika 86

i Nekas je AC visina stuba, a AB njegova senka, z&-

tim neka 4,0y predstavlje visinu vertikalnog Staps, & AlBl
duZinu njegove senke (sl. 86). Stub i njegova senka cbrazu-

ju prav ugao. Isto tako i Etap 1 njegova senka obrazuju prav
ugao. Sunievi zraci CB 1 C;B; su paralelni,pa su uglovi ABC

i A:‘_B]_c:l jedneki. Dakle, pravougli trougac ABC i AlBlcl 8y
s1idni, Podto su trouglovi sli¥ni, stranice su im proporcional-
ne, tj.:

AC -~ 2 2
- I]-.GI iii %‘g‘ - m tj. 4C = -2:-5' 45 s 36,
Zna§i, visina dalekov odnog stuba je 36 m.

" 2, primer: Date su tri duii a, b i ¢. Konstruieatl njihovu
‘Eetvriu propoi'cionalu.
Na krake proizvoljno macrienog ugla (sl. 87) na-
nesimo OA =-a, O0B=b 1 0C = ¢, Zatim gpojimo A'sa C i
kroz B povuSemo BD]| AC. Tako dobijena duZ OD = x Jje trafe=-
na duf, jer je OA : OB = OC : OD.
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a.
S
4
<

(P’\

Slika 87

3, primer: Date su stranice trougla a = 3 cm, b= 5cm i

¢ = 7 cn. Izradunaj druge dve stranice drugog trougla koji

je slian sa datim ako je njegova najveéa stranica °1=21 o
Posto su prema uslovu zadatka ova dva trougle glid=

na,onda su njihove odgovarajuée stranice proporcionalne, tJet
a

b [ 3 . T
S = = 113 = = »
ay "By T & 8y EI 21

Iz proporcije = %I ldobijamo: 8y = 9 cm, a iz %— = %T
1

o

[
H
Ul
°

=]

s

dobijamo bl

ZADACTI: ¢

1/ HNacrtaj od svake vrete {rouglova po jedan.

2/ Izradunati treéi ugeo trougla ako su data dva druga:
a) 28° 1 59%, ) 35%25748°" 1 859307,

3/ Jedan oStar ugao pravouglog trougla iznosi 63%127 .
Koliki je drugi oStar ugao?

4/ Ako su dva ugla trougla of = /3 = 60°, koliki je treéi
ugao? U koju vrstu trouglova spada ova]j trougao?

5/ Ugao pri vrhu jednakbkrakog trougla iznosi 38°, Koliki
su uglovi na osnovici? Izredunaj i spoljainje uglove
ovog trougla.
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6/

1/

8/

9/

10/

11/

12/

13/

14/

15/
16/

MoZe 1i se konstruisati trougec od slededih stranicas

a) 3emg Semilemg b)) 3emy 5emi2cem; ¢) 3 cm,

5c¢cmdi 4em; d) 8cm, 4,5 cm i 3,9 em. A

Konstruidi trougao ako je dato:

a) sve tri stranice; b) dve stranice i njima zahvaden

ugao; ¢) jedne stranice i dva ugle od kojih je jedan

nalegli na njoj.

Konstruisi pravougli trougao ako je datos

a) obe katete; b) jedna kateta i jedan o3tar ugao;

¢) kateta i hipotenuza.

Dokazati stav: U jednakokrakom trouglu visins spusStena

iz vrha polovi osnovicu,

Konstruwidi jednakokraki trougso ako je dato:

@) osnovica 1 ugao na njoj; b) osnovica i ugao pri

vrhu; c¢) krak i ugao pri vrhu.

Konstruisi jednakostranifan trougao &ija je stranica

4 cm, '

Nacrta] jedan tupougli i jedan pravougli trougao, a po=

tom konstruisi za svaki sve Zetiri znadajne tadke tro-

ugla, Gde se nalazi svaka od konstruisanih tafaka za

oba trougla? -

Nacrtaj proizvoljnu duZ pa je podeli na:

a) 3 jednaka dela; b) 7 jednakih delova; c¢) 8 jedna~-

kih delova. .

Date su tri dufi: a = 2c¢cm, b=5¢m i ¢ = 8 cm, ‘Na=

éi Cetvrtu duZ koja dée biti proporcionalnas sa datim du=

Zima.

Re$i prethodnl zsdatak za proizvoljne tri duZi,

Date su stranice jednoga trougla & = 5cm, b = 7 cm,
= 3 cm i najkrada stranica drugog trougla ¢y = 6 cm,

Izradunaj druge dve stranice drugog trougla ako se zna

da je on sliden prvome,
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VII' GL AV A

CETYOROUGAD

1. Pojem, elementd i yrate Setvorouglovae.

Geometrijske slika koju &ini zatvorena izlomljena
linija od Zetiri duZi szove se fetvorouszap. Te Setiri duii
su stranice Setvorougla, Stranice Setvorougla: obrazuju deti~

ri ugla'éetvcn'ougls (8l, 88)., Stra-

& nice i uglovi Setvorougle su els =

b menti Setvorougla. Cetvorougeo ima

Zetiri temenas. Cetvorougso koji i-
ma dva para paralelnih stranice
zove se paralelogram. Cetvorougeo

4 koji ima jedan par pareleluih stra

nica je trapez, & Setwarougao koji

nema paralelnih stranica je trape”

S1ika 88 zodd.

Ako povudemo dijagonalu (dui koje spaje dva su=

protna temena) Setvorougla, ona ge deli na dva: trougla ABD
i BCD (sl. 89). PoSto je zbir

¢ uglove trougla 180°, zbir uglo-
/) ve u fetvorouglu iznosi 360°%.

Ne: sl. 89.. je nacrian spoljesnil
ugeo EAD, Po¥to je zbir jednog
€ 4 spoljadnjeg 1 jednog ( susednos)
unutrednjeg ugla 180°, zbir
Slike 89

264



svih spolja¥njih i svih unutradnjih je 4 - 180°, odnosno
720°. Ako od tog zbira oduzmemo 360°% (zbir unutradnjih ug=
lova), proizlazl da je gzbir spoljadnjib uglova 602

3. Peralelogrami i niihove osobine

Paralelograme delimo na pravougle i kosougle. Pra-
vougli paralelogrami su oni koji imaju sva detiri ugls pra=-
ve, & to su kvadrat 1 pravougaonik, a kosougli su romb i
romboid (sl. 90).

a a a a
a “ 6 z %% 74
a a a a
Kvadrat Pravougaonik Romb Romboid
Slika 90

Paralelograml ¢ije su sve stranice jednske zovu
se jednakostraniéni. To su kvedrat i romb. Pravougaonik i
romboid su raznostraniéni.

DuZ koja predstavlja rastojanje izmedu paralelnih
_strana zove se visina. Osnovicom peralelograma nazivamo onu

stranicu na kojoj on leZi. Osno-
o c vicae moZe biti ma koja stranica.

Na sl. 91 povucene su obe visi-
! ne paralelograma., Visina CE pred-

AN a_—lb?— stavlja rastojanje izmedu para-
~o S lelnih stranica AB i CD, e druga

e visina AP je rastojanje izmedu

drugih dveju stranica AD i BC.
Slika 91 Kod svakog paralelogramas su; na-

spramne siranice jednake, suproi-
ni uglovi jednski i dijagonale Ze uzajamno polove.
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Dijagonala BD (sl. 92) deli paralelogram na dva
trougla: ABD i BCD. Ovi trouglovi imaju zajednidku siranicu
BD. Osim toga oni imaju jednake i-po dva nalegla ugla na za
jednidkoj stranicis 4 ADB = 4-CDB (ABll CD, a BD je transver
zala) i ADB =.4 CBD (ADI| BC, a BD Je opet transverzala),
Prema prvom stavu podudarnosti ovi trouglovi su podudarni,t]
I\ ABDE2 ABCD, a posto su podudarhi,onda su ostali odgova-
rajuéi elementi jednakl: AB = CD (le¥e naspram jednakih ug-
lova ADB i BCD), AD = BC (le¥e nasprem jednakih uglova ABD
i BDC). Nagpram zajednifke stranice BD leZe jednaki uglovi:
X BAD = X BCD., Dakle, nagpramne stranice su jednake (AB =
= CD i AD = BC) i suprotni uglovi su jednaki ( 2-BAD = XBCD
Isto tako je: 4. ABC = Jg ADC.
Na sl., 92 povuSene su obe dijage
nale AC i BD, Presek dijagonala
je tadka O.Trouglovi ABO i CDO s8u
podudarni jer imaju jednaku po je
dnu stranicu (AB = CD)_ i na njims
jednake nalegle uglove ( XL OAB =
= 4 0CD - neizmenidni uglovi 1
- 0BA = X ODC ~ isto naizmenit”
ni izmedqu paralels AB[{CD). Premd
tome su i1 odgovarajude stranice (naspram jednakih uglova) ‘
OB=0D i OA= 0C. Znadi, dijagonale se polove.

Pored navedenih zajednidkih osobina pojedini paré
lelogrami imaju i svoje posebne osobine.

Slikae 92.

Kvadrat - Dijagonale kvadrata AC 1 BD su jednake
(sl. 93),polove se, stoje normalno jedna na drugoj i u njt
hovom preseku nalazi se centar opisane i upisane kruén
Da su dijagonale jednske dokazuje se iz podudarnosti jeds®
kokrako pravouglih trouglovaﬁ A ABDEE A BAC (AB je zajed'“iéy
ke strenice, AD = BC, XA = XB = 90°). Iz ove podudarnof”
+i sledi AC = BD, tj. dijagonale su jednake. PoSto s daijer
gonale svakog paralelograma polove,to je 40 = OC = 0B = oD
Kvadrat je osno simetridna slika (dve ose su dijagonales
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druge dve prolaze kwoz O i pa-

ralelne su stranicama). Otuda
[ | zakljutujemo da su dijagonale
| normalne, Prefnik opisane

| kruznice jednak je sa dijago-

——— s nalom, a prednik upisane kruiz-
| niece jednak je stranici kva-

! drata (vidi esl. 93).
[

Pravougaonik (sl. 94) ima ta~
kodle jednake dijagonale , ali
one ne stoje normalno jedna
Slika 93 na drugoj. Trouglovi ABC i} ABD
su podudarni jer Jje BC = AD i
AB je zajednilke stranica pa za-
kljudujemos AC = BD,tj. dijagona-
le su jednsake.

Posto se dijagonale polove, a
jednake su, njihov presek (0) Je
4 pod jednako udaljen od svih teme-
p) ey 4] na pravougaonika, znalis oko pra~
vougaonika se moZe opisati kruZ-
nica (8l. 94).

U pravougaonik se ne moZe upisa-
Slika 94 ti kvu¥nica (za3to?).

Romb je osno simetrifna slike, Njegove ose simet-
rije su dijagomale (sl, 95). Na primer, dijagonala AC deli
romb na dva podudsrna jedanokrake trougla (A ABCe= A ACD
jer je AC zajednilkas stranica a kraci su im jednaki posto
su stranice romba jednake). Zunaii, obrtenjem trougla ABC o=
ko dijagonale AC za 180° ovaj se moze i poklopiti sa troug-
lom ACD. Sve se ovo moZe zekljuditi i za drugu dijagonalu.
Prema tome;ramb je osno gsimetriien paralelogram pa su nje
gove dijagonale uzajamno normalne (AC 1 BD). Dijagonale rom-
ba nisu jednske,pa preme toms ni mjihov presek (0) nije pod=-
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jednako udaljen od temena Sto
znadi da se oko romba ne moZe
opisati krug.

Ako se iz preseka dijagonala
romba povuku normale na stra=
nice,tada su ove normale jed-
nake (dokaZil), tj. OE = OF =
= 0G = OH, $to znali da se u
romb mofe upisati krug. Pored
toga iz osne simetrije romba
4zlazi i da su dijagonale si-
metrale suprotnih uglova.

Slika 95

4., Trapez

Getvorougao koji ima jedan par paralelnih stranica
zove se trapez (sl. 96). Ove paralelne straenice su osnovice
trapeza, a ostale dve stranice su kraci. Ako su kraci jedna-
ki, trapez je jednakokraki. Ako jedan krak gtoji normalno 18

P g o4
E@F ./ \
A a 8

@) Trepez  b) Jednakokraki trapez c) Pravougli trepé

Slika 96

osmovicane, trapesz je pravougli. DuZ koja spaje sredine kré
kova zove se srednja linija trapeza. Srednja linija (m) tre
peza paralelna je osnovicama (a i b) 1 jednaka njihovom PO
luzbiru, tJj.

m=3%(a+b), (sl. 96a)F
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Ako se spoje sredine osnovica (M i N) jednakokra-
kog trapeza (sl. 97) i ako deo trapeza AMND obrnemo oko MN
ze 180°, tada de se talka A poklopitl sa tatkom B, a tacks
D sa tadkom C, odnosno poklo=
pide se oba dela trapeza, O=
vim smo pokazali da je MN
osa simetrije trapeza. Kako
se i kraci AD i BC poklape-
ju, zakljudujemo da su i ug-
lovi DAB i ABC jednaki, tj.
uglovi na osmovicl jednako=
krakog trapeza su jednaki.

. Isto tako je 1 . ADC =2 BCD,

s1ika 97 Ne sl., 97 povuene su dije=

gonale AC i BD,Trouglovi ABD

4 ABC su podudarni jer je AD = BC, AB = AB i 4L BAD = 4L ABC,

odavde se izvodi zakljufak da-su i treée stranice ovih tro=-

uglqvajednake(AC=BD),tj.dij,agonale jed-
nekokrakog trapezaea su Jjednake
Na sl. 97 povuene su simetrale krakova AB i BC
jednakokrakog trapeza. Ove simetrale seku se u tatki S na

osi simetrije s. Talka S je podjednako udeljena od svih te~

mena trapezs jer se nalazi u preseku simetrals krakova i si-
metrale osnovica. Zbog toga je SA = SB = SC = SD,Sto znaci

de je tatka S center opisanog kruga
jednakokrakog trapezaéo.

5. Irapezoid

Veé je refeno da je trapezoid Cetvorougao koji ne-
ma paralelnih siranica. 0d svih trapezoida izdvaja se jedan
koji ima dve susedne stranice jednake. To je deltoid (51.98).

Na sl. 98 je AD = AB i CD = CB. Kako je jos AC
zajednidka strenica za trouglove ADC i ABC,to su oni podudar-
ni,tj. AADCEZZA ABC. Stoga je: X ADC = - ABC i X DCA =
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Slika 98

= X BCA i X DAC = J BAC. Znais
l.uglovi koje obrazuju po dve nejed=
nake stranice deltoida su jednalki
(4D =4B); 2, dijagonala koja spa=_
ja zajednicke temens jednakih stre-
nica (AC) simetrala je uglova &ija
temensa spaja. Osim toge ona je i si-
metrala drugoj dijegonali pa i ce=
lom deltoidu. Odavde se moZe zaklju=
6iti de su dijagonale uzgjamno nor-
malne (AG.LBD).

Ako se povuku simetrale jednakih ug-
lova deltoida,one ¢e se sedi u tad-

ki 0 na dijagoneli koja je siméfrala deltoide., Stoge je tal-
ka 0 podjednako udaljena od svih stranica deltoida, a to
znati da se u deltoid moZe upisati lkrug i da mu je centar u
preseku simetrala jednakih uglova. )

6. Kongtrukciije éetvd;buglovg

(1) Konstruisati kvadrat sko je data dijagonala. Neka

je data duZ D koja predstavlje dijagonelu kvadrsta. Na pro-
izvoljnu polupravu prenese se data dijasgonala 4 = MP 1
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konstruise njena simetre=-
la g, (sl. 99). Sada od

preseka 0 prenosimo s& je-
dne i druge strane ove gi-
metrale po polovinu dije~

Slika 99

P - gonale. Na osnovu oscbing

kvadrata Setvorougao MNEQ
je kvadrat.



(2) Konstruisati pravougaonik ako je poznata jedna
stranica i ugeao koji dijagonala gradi sa tom stranicom.

;

Slika 100

Neka je data stranica g 1
ugao o (8l, 100). Da bl se
konstruisao pravougaonik,
najpre se konstruile pravo~
ugli trougao ¢ija je pozna-
te stranica AB 1 ugao oL .
Sada su nam poznata tri te-
mena pravougaonika (A, B,
¢). Getvrto teme (D) dobi-

jamo u preseku luka opisanog oko tadke A polupredénika BC i
iuka opisanog oko C poluprelnika AB,
(3) Konstruisati romb ako je data stranica i jedan o-

gtar ugao romba.

a
'__——-_—'-‘_q
o \C
Y ] a
Slika 101

Na jpre se prenese dati ugao,
pe se na jednom i drugom
kreku prenese dats stranica
{sl. 101). Tako se dobiju
¢ri temens tomba (4, B 1 D).
Cetvrto teme (C) dobijamo u
preseku lukove kruZnica opi=
sanih iz tadeka B 1 D kao
centare &iji su polupreéni=
c¢i jedmaki datoj stranici,

(4) Konstrulsati jednakokra-
ki trapez ako je poznata ve-
éa osnovice a, ugao 18 njoj
of i krak c.

Na proizvoljnu polupravu
prenese se data osnovica i

u njenim krajevima (A i B) konstruife dati ugao kako je ubi-

njeno na sl. 102, Zatim se na drugim kracima ovih uglova

DPrenesu duzine datog kraka., Spajanjem ¢adaka C i D dobije
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Slika 102

se traZeni trapez.

Iz navedenih primera se vidi da je za& konstrukciju
kvadrata potreban jedan elemenat, za konstrukciju pravougao
nika ili romba dva elementa, a za konstrukciju jednakokrakog
trapeza tri elementa. Za konstrukciju trapeze u op3tem slula-
ju potrebna su Eetiri elementa.

ZADACT:
1/ Tri ugla 8etvorougla sus 0 = 50°, ﬂ= 35°31 = 82%,
Izradunati Cetvrtli ugeo d.

2/ 1z proizvoljne tafke ugla & = 30° spustene su normale
na krake ugla, Izradunati ugao izmedu ovih normala.

3/ Xakvi su ostali uglovi paralelograma koji ima jedan u~
geo: a) oltar, D) prav, c¢) tup.

4/ Jedan ugeo paralelograma je: a) 45°, b) 38%25°
¢) 54°25°36°% Izradunati ostale uglove paralelogramé.

5/ Koji paralelogrami imaju jednake dijegonale?
6/ ¥oji paralelogrami imaju normalne dijegonale?

7/ Konstruisi kvadrat strenice 4,8 cm, pa mu opiZi i upisi
krug., Koliki je poluprednik upisanog kruga?

8/ Konstrui3i pravougaonik ako je data dijagonela i ugeo izz
medu dijagonala., OpiSi lrug oko tog pravougacnika.
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%a konstrukeiju pravilnog Sestougla treba kruZni-
cu podeliti ne 6 jednakih lukova, kojima odgovaraju 6 Jed-
naldh centralnih uglove. Kako svaki taj centralni ugao ims
po 60° (360° : 6 = 60). Za komstrukciju previlmog Sestougla
(sl. 107) treba po kruZnici pofev od jedne tadke A prenosi=
ti poluprednik kao tetivu unackolo dok se ne dode u podetnu
tadku A. Tako se dobijaju take A, B, C, D, E, P koje pred-
gtavljaju temena pravilnog $estougla, Trouglovi AGB, BOC,COD,
DOE, EOF i FOA su jednakostraniéni(zaéto?).PravilniéeStOUQEO
ima 6 osa simetrija (koje su?).

U svakom pravilnom mnogouglu se mo%e opisati i u-
pisati krufnica. Centar opisane i upisane kruZnice je ista
tadka koja se zove centar mnogougla.

Z2ADACT:

1/ Izradunaj broj dijsgonala 15-tougla, 18-tougla i 20=to=
ugla.

2/ Xoliki je zbir uglova u 15=-tougiu? -

3/ Koliki je jedan ugaso pravilnog petougla, a koliki pravil-
nog Sestougla?

4/ Konstrui¥i pravilan petougao &ija je stranica 4 cm.

5/ Konstrui3i pravilan Sestougao &ija je Ftranica 3 cm.
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IX GLAVA

TZRACUNAVANJE OBIMA I POVRSINA RAVNIH
GEOMETRIJSKIH FIGURA

1. Pojam obims i povriine geometrijske figure

Obim ravne geometrijske figure doblja se ako se sa-
beru dufine stranica te figure, Po¥to je obim duZina,on se
meri duZinskim merama (m, cm, dm, km itd.),

PovrEina ravne geometrijske figure je velidina de-
la ravane povr3i ogranilena stranicama. Povr&inu merimo povr-
3inskim merama (mmz, cmz, dmz, m2, a, hs, km2).

2. Obim i povrSins pravougaonika

Ako sa 8 i b oznalimo duZinu stranica pravougaoni-

ka (sl, 108),onda se obim (0) izradunava PO obrascus 0=
- = 2a + 2b ili 0O = 2(a + b) jer

pravougaonik ima dva para jedna=
kih stranicée,

é Axo su duZina i Sirina izraZene
recimo centimetrima, tada, pre-
ma sl. 108, u prvom redu pravo:
ugaonike ima g em”, a poste ime

S1iks 108 b takvih redova ukupna povriing

(P) pravougaonike ée biti a - b cmz, dakle:

T P=asb,

Napomensa:; U daljem izlaganju obim éemo obelesavati

y L

a

sa 0, a povr3inu sa P.
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3, Obim i povrSina kvadrats

Kako su kod kvadrata sve Cetiri stranice jednake
i ako oznadimo du¥inu jedne sa a, obim se izralunava po o-
brascu
0= 4a,

PoSto su duZina i Sirina jednake i iz-
nose, recimo, po a cm tada se u prvom
redu (sl. 109) nalazi a cm2, & kako ima
8 takvih redova ukupna povr&ina kvadra-
ta iznosi a ¢ a cm, dakle:

2
Slika 109 P=a-8a=3a.

4, Obim i povrSine romboida i romba

Ako sa a i b oznadimo duZine stranice romboida
{sl, 110),tada se obim izralunava po obrascu 0 = 2a + 2b ili
0= 2(a + b)., Ako se iz temena
C i D spuste normale na osnovi-

2 ¢ cu tada se romboid ABCD pretva-
lA 14 ra u pravougaonik EFCD iste po=-
: 4 : vrSine jer su trouglovi AED i BFC
i 4 podudarni (zasto?). Ako duZinu

4 E a 8 F

visine DE oznalimo sa h tada je
povriines pravougaonika P = ash.
Kako je povr3ina romboida jed-

neka sa povriinom pravougeonika, za povrSinu romboida imamo

obrazac:

Slika 110

P=23g- ha,

gde je ha duZina visine romboida koja odgovara stranici a.
Ako sa hb oznadimo duZinu visine stranice b, za povrsinu
dobijamo:
P=2D - hb'
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Poito romb ime sve Setiri stranice jednake obim
gse izradunava po obrascu:

0 = 4a, a povr3ina

P=-a.h, gde je h duzina visine
romba.

5., Obim i povrSine trougls

Ako sa g, b i ¢ oznadimo duiine stranica trougla, t

da se obim izradunava po obrascu:
O=a+b+c.

Ako je trougao jednakokraki, onda se obim izralu-
nava po obrascu:
0= a+ 2b,

gde je @ dufina osnovice a b dufina kraka.
Ako je trougao jednakostranifen,onda se obim izra-
Sunava po obrascu:
0 = 3a,

gde je a du¥ina stranice jednakostraniénog trougla.

Ako se kroz teme A trougle ABC
(sl., 111) povude poluprava P&
ralelna sa ospovicom BC &
kroz teme C paralelna sa strée
nicom AB dobije se paralelo”
gram ABCD. Stranica b = AC J€
u stvari dijagonala paralelo”
grama i keko smo ranije vide-
1i deli peralelogram na dvé
podudarna trougla. Prema tome;
poveSina trougla ABC iznosi
polovinu povriine paralelogf®
ma ABCD koji sa njim ima istu osnovicu (a) i visinu (ha)’ b

Siike 111

-1,
P"?a ha.
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9/

10/

11/

12/

13/

Konstruidi romb ako je poznata stranica i jedna dije-
gonala. Upidi krug u taj romb.

Konstruidi romboid ako je dat jedan ugao i stranice
romboida,

Konstruidi trapez ako su date sve Cetiri njegove stra-
nice,’

Konstruili jednakokraki trapez ako je date jedna osno-
vica, krak i dijagonala i opi3i krug oko njega.

Konstrui%i deltoid ako su date dve stranice i ugao iz-
medu njih, a potom upisi krug.
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VIII GLAVA

MHNOGOUGAO

1. Pojem, elementi i vrste mmogouelova

Zatvorena izlomljena linija u rasvnli zove se mnogos
ugao. Tadke A, B, C .o.. (8l. 103) su temena mnogougla, duzi
AB, BC, CD, ... su stranice mnogougla, & uglovi: 4, A, & By

& C, ... 8u uglovi mnogougla.
E £ Du?i AC, AD, AE,... 8u dija=
gonale mnogougla, One spajeju
temena koja ne pripadsju is=
toj stranici.

Moogougao moZe biti ispupien,

4 udubljen 11i sloZen (sl. 104).
U daljem izlaganju proudavace

Slika 103 mo samo ispuplene mnogoug}ove-

=7 AN

Ispup3en mnogougao Udubljen mnogougao SloZen mnogougao
Slika 104

Prema broju uglova, temena ili stranica mnogousadd
se zove: trougao, Setvorougao, petougao, Sestougao itd.AkO
mnogougao ima sve stranice i sve uglove jednake,onda je 0B
pravilan. Mnogougeo koji nije pravilan zove se nepravilan.
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2. Zbir uglova muogougla 1 broi dijasonala
mnogougla

Svaki se mnogougao povlafenjem dijagonala iz jed-
nog temena mo¥e podeliti ne trouglove (sl. 103). Ovih trouglo-
va ima uvek za dva manje od broja temena mnogougla. Ako ima-
mo petougao (sl. 105),on se povladenjem dijagonala iz jed =

nog temena razlafe na tri (5 = 2 = 3)
D trougla, Sestougac na detiri (6 = 2 =
= 4) trougls itd., n-tougac na (n - 2)
£ trouglae. Zbir unutrasSnjih uglova peto-
ugla, poSto je on razloZfen na 3 trou-
gla, iznoside (5 = 2) - 180° = 3 . 180°%
= 540° (jer je zbir uglova jednog tro-
ugla 180°), Zbir unutrasnjih uglova Se-
stougla iznoside (6 = 2) - 180° =
Slika 105 = 4:180% 720% itd. Zbir unutradnjih
uglova n-tougla iznosiée (n - 2) o 1800, gde n predstavlja
broj temena, uglova ili stranica. Na primer, za dvanasesto
_ugao zbir uglova radunamo ovako: poSto je m = 12,to Je zbir
uglova (12 - 2)  180° = 10 » 180° = 1800°.
Ako je jo3 mnogougao pravilan)onda jedan njegov
ugao se izradunava po cbrascu '

_(n=2) ° 180°
o = L .

Na primer, zs dvansestougac smo izraduneli dea je
zbir svih unutradnjih uglova 1800°, Ako je joi sada dvana-
estougao pravilan,tada jedan njegov ugao ima

1800° | 1500,

Iz jednog temena petougla mogu se povudéi 2 dija-
gonale (sl. 105), a iz jednog temena sedmougla (sl. 103) mo=
gu se povuéi 4 dijegonale, Dakle, broj dijagonmala koje se
mogu povuéi iz jednog temena mnogougle je za 3 manji od bro-
ja stranica. Ako mnogougao ime n stranica,isz gvakog njegovog
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temena e se modéi da povule po (n = 3) dijagonale. Iz evih
n temena moguée je, znadi, povuél n(n = 3) dijegonala. Me=
dutim, poSto je u tom gludaju svalm dijagonsle dve puta Ta-
funata, broj dijagonala je

o{n - 3) .

Na primer, broj dijegonala dvanaestougla Jjes
n{n - 3) _ 12(12 - 3) =32 °2 _ s4.

3. Konstrukcija praviinib mogouglovs

Pravilen trougeo i pravilan Zetvorougao smo veé
upoznali i znamo keko ge oni konstruisu, To su u stvard jedn:
kxostranidan trougao i kvadrat. Za konstrukeiju pravilnog
petougla 3iji je poluprednik opisanog kruga dat (s1.106)
treba najpre izradunati centralni ugao koji odgovera jedno]
stranici. On iznosi petinu punog ugla, tj. 360° : 5 = 72°,Por
§to se nacria krug,onda ge uglomerom nacrte centralni ugao
0d 72°, Kraci ovog ugla seku kruZnicu u tatkama A i B. Tetl
va AB je stranica traZenog petougla. Ostaje jos da se Beste
rom dus AB prenese po krufnici jo3 4 puta. Pravilni petougs!
ima 5 osa simetrija. Na sl. 106, je povucena samo jedns.

Slike 106 Slika 107
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Ako =9 za ognovieu uzme sitranica b,odnosno ¢
o B o
povrdinu istog trougla imamo:

za

P = % b ¢ hb odnosmo P = % [ hcm

Znali, da bisme izraluneli povrEinu nekog irougla treba da
znamo jednu gtranicu i visinu kojs odgovara istoj stranici,

Kod nejednskostranidnog trougle sve +1i visine su
razliéite, kod jednakokrekog dve visine su jednake {(one koje
odgovaraju kracima a trefa Js razlifita), a kod jednakostra-
niénog ftrougla sve tri visine su jednake,

PovrEina trougla se mofe izradumati i kada su de-
te sve trl stranice trougla. Neka su g, b i ¢ du¥ine etrani-
ca trougla a&:

g = &% b+ o

poluobim trougle. Ne upuliejuéi se u izvodenje naveddemo tzv.
Heronov obrazac ze izralunevanje povriine irvougla:

P= Vs(s-a)s=D)(s~c).
ReSicemo nskoliko zadaiaks:
1) Izradunati povrdinu trougla &8ija je siranica ¢ = 8 cm i
njena visina hc = 50 mm,

Poito se visine izrazi centimetirima ¢ = 5 cm, zs povriinu
dobijamos ’

Pegcoeoh, =%.8.5=4.5=20, ti

P = 20 en®.

@

2) IzraCunati obim i povr3inu pravouglog trougla $ije mu ka-
tete @ = 6 cu, b = 8 cm 4 hipotenuza ¢ = 10 cm.
Za obim imamos

1]

0O a+ b+ ¢, tj.
0 =64+ 84+ 10,

0 = 24 em,

]

Kako je dati trougao pravougli, jedna kateta je visina za
drugu kateitn pa zs povriinu imamos

P=2%ab=2.60 8224, tj. 2= 24 cn.

S
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3)

Za

4)

5)

Tzradunati obim jednakokrakog trapeze ako Je njegove po-
yri3ina 12 cm2, krak b = 5 cm i visina koja odgovara osno~
vici h, = 4 cm. )

Osnovicu g izrafunavamo iz date povrdine primenoa obrascé

P = % a-ha. Ako u ovom obrascu zamenimo vrednost za P 1

ha dobicemo:

!

12=5 - a4 1l

12 = 28, *%j. @& =6 cm.
obim imamos
a + 2b
b+ 2¢°5
6 + 10
16 cn.

o o o O
g 0 on

#

Tzradunati povrinu trougls &ije su gtranice a = 9 cm,
b=12cmi ¢ = 15 cm.
Primenom Heroncovog obrasca imamo:

[18(18-9) (18-12) (16-15) = | 18:9:63 = [ 2:9:9:2¢3:3

V22 92 .52 o 2.9.3=54, ti. B=54cn’

n

P

L
L]

Izradwnati povriinu trougla i visinu ha ako su stranice
date: a=8em, b=12c¢cm i ¢ = 16 cm.

Kako je poluobim 8 = u—%z—*'—lé = 18, primenom Herono=
vog obrasca za povr¥inu dobijamos

p = {18(18-9) (18-12) (18-16) = | 181062 =

/(6~6)(2-2)(3-5) = /62.22.3-5 = 602 {IE = 12/1 £
12 +3,8730 = 46,476 t3. P = 46,476 cn?.

1]

]

u

Iz obrasca P = % a ha gzamenom vrednosti za P 1 a dobija”

mo: 46,476 = % +8+°h,, a odavde je hy = 11,619 cm.
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6, Obim 3 vpovr3ins trapeza

Ako sa &, b, ¢ i 4 oznadimo duZine stranica frape-
za (sl, 112), tada se obim izralunave po obrascu :

O=8+b+c+ d.
Ako je trapez jednakokraki (c = d) zz obim imamo (sl. 113):
0O=a8+b+ 2¢.

Ako produZimo osnovicu AB = a za duZinu BE = DC = b i spoji-
mo E i D dobijamo trougao AED. Osnovica ovog trougla je AE =
= AB + BE = at+b, tj. jednaka je zbiru osmovica trapeza., Vi~

sina h je zajednilka za trapez i trougao AED.

4
</ \<C
a
Sliks 112 Siika 113

Trouglovi BEF i CDF su podudarni jer je BE = DC,
X FBE = ) DCF (naizmeniCni) i 4 BEF = CDF (naizmenini).

Ako se trapezoidu ABFD ( iscrbtani deo slike) doda
trougao FOC dobija se trapez ABCD, a ako se istom delu doda
trougao BEF dobija se trougao ABD. Kako su povrEine trouglo-
ve FCD i BEF jednske jer su poduderni, tc je povriina trape-
za ABCD jednake sa povrSinom trougla AED, jer u oba sludaje
jstom (iscrtanom delu) dodajemo jednake povrSine podudar-
nih trouglova FCD i BEF. Prems tome,;povriina trapeza ABCD
jednake je sa povrdinom trougla AED &ija je osmovica jedna-
ks zbiru osnovica trapeza a visina im je zajedﬁiéka, tje:
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P (atb)eh |

- z
Wa primer, izradunati obim i povrSinu jednakokrakog trapeza
Eije su omovice g = 16 em i b =4 cm, krak g = 10 cm i
vigine h = 8 cm.

#
u

Q atb+2¢

O 4G cn.
Za povrSinu dobijamo:

» _ {atbjeh - (164438 - 20°8

=7 2 K 2

16+4+2 o 10 = 40, tj.

%

= 80, *ti.

P = 80 cm%

T. Obin i povrEina pravilnoog mmogougla

2
w

ke ga g oznsdimo dwZinu stranice pravilnog mnogo-
ugla 2 a2 g broj njegovih stranica, teda se obim izradune=

ve po obragen:

Na s1. 114. nacrian je pre-
vilan ogsmougac. On ge sag-

B
ffyggzﬁfzgza\x toji od osem podudernih
1 Ny ednakokrakib trouglov
7%?y , }QXS jednakokrak rouglovea.
A AN '\ -
V4 i \ Povriins jednog tekvog
4 N\ l 4 Q\ / er

trougla j@ éﬁmg gde je &
sgnevica trougle (stranica
osmougla), & ¥ visine koje
joj cdgovara (polupreduik
upisanog kruga u oamouglul.
Povrdins osnougla Jje P =

= 8 ¢ =5 jer ims osam
jednakih trouglova.

Ako imamo pravilan mnogo=
ugaso od n stranica dufine
a, njegova povriina de bi-
tis

Slika

o
ot
g
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P=n. 88 413

kako je nea = 0 za povrSinu dobijamo:
P = 0 o1

9

gde je O obim mnogougla & r poluprelnik upisanog kruga.Fre=-
ma tome, povrSina pravilnog mnogougls dobijes se kad se pro-
izvod obima i poluprednika podeli sa dva,

Pravilan mnogougao je odreden svojom stranicom (a)
11i poluprednikom upisane kruZnice (R). U priloZenoj tablici
naleze se zavienosti izmedu tih elemenata:

R—p91u- rP=polu=

Ime mnogo- pretnik|predni a P
ugla opisane|upisan stranica povrsina
krufni-|kruini-
ce ce

frougac 0,5772|0,289a |1, 732R| 3,4637|0,433a°|1,299R7
kvadrat 0,7072|0,5008 |1, 414R| 2,0007| 1,000a%| 2,000R"
petougao 0,8518|0,695a |1,176R| 1,4537|1,7212° 2,3781%2
Zestougao 1,000 0,866a |1, 000 1,155z 2,598a% 2,598
oBmOUZA0 1,307a|1,2082 [0,7658| 0, 828x| 4, 82627 2,828R"
dvansestougas | 1,9202]1,866a]0,518R| 0,536x 11,19Oa2 3,000R

Izradunati, na primer, obim i povr3inu pravilnog
csmougle ¢ija je stxanica & = 2 cm.

Zs cbim imamo: 0 = Bea = 822 = 16 cm,

Ze povriinu iz tablica nalazimo:

P - 4,8288% = 4,828:2% = 4,828:4 = 19,312 om’,

1z iste tablice se mogu naél i poluprefnici opise~
pe i upisane kruZnice:

R = 1,307°a = 1,307¢2 = 2,614 cm,
1,208¢8 = 1,208¢2 = 2,416 cm,

K

i

U tebliceme su vedinom date pribliZne vrednosti,
ali zm prakiiine potrebe talnost Je doveljna,
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8. Izratunavenie obima i povrSine nepravilnog

mnogougla

Na slici 115 dat je nepravilan mnogougao ¢ije su

du¥ine stranica g, b, &, 4, & 1 £. Za obim imamos
O=a+b+c+t+d+e+ L,

Ako povudemo njegovu najveéu dijagonalu FC i iz o=
stalih temena spustimo na nju normale AK, BL, DM i EN, mno-
gougso je podeljen na trougle AKF, BCL, CDM, EFN i trapeze
ABIK i EDMN, Povr$ina mnogougla je jednaka zbiru povrSina o=
vih figura, tj.:

P=%AR-FK+%-BL-CL+-]§'DM'CM+%EN-FN+%(AK+bL)'

~1&L+%(EN+DM) o MN.

Mnogougao se moZe razloZitli na trouglove povladenjen
gvih dijagonala iz jednog temens (sl. 116).

Slike 116

Slika 115

Neka su dy i d, dijegonale povudene iz ‘temena A P
tougla ABCDE., Neke je dalje BK = hl vigina trougla ABC, DL =
= h, visina trougla AED. PovrZina petougla jednaka Je zbiru
povrSina ovih triju trouglove, tj.:

1 1
P=g5dy ohy +5dy - hy
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9, IgraCunsvanie povriine Eetvorouglova
sa normalnim dijeconalama

Kvadrat, romb i deltoid su detvorouglovi sa normal-
nim dijagonalama.

Ako se kroz temena A 1 C deltoida povuku paralel-
ne sa dijagonalom BD = dl’ a kroz temensg B 1 D paralelne sa
drugom dijagonaleom AC = d2 dobija se pravougaonik KLKN (sl.
117) 8ije su stranice KN = ML =
dy 1 KL « MN = dy. Prema tome,
povriina pravougaonika je:

d; d,, & kako je povriing

deltoida polovina povr3ine

pravougaor ..&8 (jer su trouglovi

1411°, 242, 313" i4i

4° jednaki), za povrdinu del-

toida imamo:
o
Sliks 117 L e

Ako sa dl i d2 oznatimo duZine dijagonala romba ,
tada pored ranije datog obrasca (P = a-h) za povrSinu romba
vazl isti obrazac, tj.: -

dydy

P =
5to se moZe dokazati na isti nadin kao i na’deltoidu.

Kako su kod kvadrata obe dijagonale jednake, pored
ranije datog obrasca (P = a“) za povriinu imamo slededéi obra=
zacs

O a2

10. Izradungvanije obima krugs (duZine kruznice)
i_povrSine kruga

Ako uzmemo neki kotur ili kakav valjkasti predmet
(lonac, Serpu, sulundar itd.) i izmerimo centimetarskom pan=
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t1jikom duZinu kru¥nice na tom predmetu, broj dobijenih cm
predstavija obim toga krugs. 7

Neke je,na primer, dcbijen obim od 66 cm, Ako iz-
merimo prednik isteg predmeta dobidemo pribliZno 21 cm. Ako
uporedimo ove dufine uzimajuéi dufinu prednika za mernu je=
dinicu dobijamos

66 cm: 2lem= 66 : 21 = 3 4y = 3 % = 3,14 ...

Preme tome, prenik ovog predmeta se sadrii u obi=
mu ¢

3, % 114 3,14 ... puta.

Ako ovaj eksperiment ponovimo na razlifitim velj=
kagtin predmetima, videdemo da demo za odnos obima i predni-
ka kruga dobijati uvek broj pribliZnc oko 3,14... (proveril)

Dakle, kolidnik obima i prelniks kruga je uvek is=
ti konstantan (stalan) broj. Ovaj stalan broj obeleZavamo
83 malim grékim slovem { (pi). Broj & je decimalsn broj ko=
Ji ima beskonalno mnogoe decimela koje se ne ponavljaju pe=
riodino, Ovakvi brojevi se zovu iracionalni brojevi., Na pri
ner, !’21 ﬁ itd, su irscionalni brojevi.

Znali, utvrdeno je da je :

Obim kruga
“Precuik krmga ~= 3ol14  ili

-%-1-,—- =/, gde je O - obim, 2r - prednik

i ff = 3,14 (znak "==n §ita se:pribli¥no jednako), Iz pos=
lednjeg izraza dobijamo obrazac za obim kruga:
0=204

Ako oko kruge poluprefnika r opiSemo kvadral a upk
Semo pravilan Sestougao (sl, 118) vidimo dz je obim kruga Ng
nji od obime kvadrata a vedi od ocbima Zestougla, tj.:

6r< 0 < 8r ili
(2r) » 3L 0L (2x) ¢ 4.

Iz poslednje nejednakosti proizilazi da se broj k0
Jim treba pomnoZiti prednik (2r), da bi se izralunac obim kZ¥
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ga,nalazi izmedu 3 i 4. Ovo potvrdu=
Je rezultate do kojih smo doZli me~
renjem,

Videli smo da se povr3ina pravilnog

< mnogougla izra¥ava cbrascem P = Qéﬁ,
b4 gde smo sa 0 oznedili obim mnogougla
- = a2 sa ¢ poluprednik upisanog kruga.Na
8l., 119 upissn je u krugu Sestougao
i dvanaestougao, a zatim zamislimo i
Sliks 118

mpogougao s8 24 stranice itd. Prime~
dujemo da =6 povrSine tako u~
pisanih mnogouglova sve manje
razlikuju od povrdine kruga,

a2 da se poluprednici Tys Tpoeos
njihovih upisanih krugove sve
manje razlikuju od polupredni=
ka kruga ¥,

Aks zemisiilmo 48 se ovo upi-
sivanje mmogouglove neograni-
Zeno nastavlja (pri stalnom
udvajanju broja stranics mng-
gougla), tada se povrSina upi-
sanog mnogougle sve vise pri=-
bliZave povrSini krugs a obim
mnogougle cbimu krugs.,

. Drugim redima, povrSina kruge se moie dobiti kada
se u obrascu za povriinu pravilnog mnogouglas stavi O = 2r.ﬁ:
ti. 2

Slike 119

P= 31‘—{2"-—_’- ili
P = ng(v
Inasci, povrSins kruga jednsaska

le proizvodu broias A i k vadrata
polupreddnika,




11. DuZine luks louZnice

Neka je [, = AB luk koji odgovara centralnom ug-
lu od 1° (sl, 120). Tada je luk A 360-ti deo duZine kruini:
ce, tj.:

Q. i,

1° 350 ° 180

Luk [2 koji odgovara centralnom
uglu od 2° vide:
/. - o X, 2.

2~ 180

Za luk ,[’3 %1ji je centralni ugs
3% dobijamo:

Y, o 7

3= 186 ° 3 idd..

Za luk ,(= AC &1iji je centralni
ugao % imemo:

-
Siika 120 A- I %

12. Povriine kruinog isecks

Povriina krufnog isedka 3iji je centralni ugeo 1°
(g1, 120) je 360=-ti deo povr3ine krugs, tJj. 2l Povrdi-

e x o =2f7 :
na iseSka 3iji je cerntralni ugao 2~ bide %5 2 itd, Premd
tome, povr¥ina kruZnog iselka Ciji Jje centralni ugao o0 pié
_ rzﬁ%.

-
e
Ovaj se obrazac mo¥e ovako transformisati P = Em

a podto Je 5‘1%‘“ = [ (luk 3iji je centralni ugao ¢ )y
za povriinu isefka imamo:
p= 4.5 i1

P = ._4;._,_2
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1/

2/

3/

4/

5/

6/

13, PovrSins Jvuinoz pretens

Neksa je R poluprelnik vedeg, a I
poluprelnik manjeg od dva koncen-
triéna kruga (sl. 121). PovrZina
kruZnog prstena (osendeni deo gl,
121) se dobija kao razliks povrdi-
ne vedeg lruga 1 povriine manjeg
kruga, tj.:

P = R°% = o 114
P =T (R® - 29,

Slika 121

ZADAGTI 3 ¢}

Pretvoriti u émzz )

a) 2m2, b) 3 m2 12 dm2 5 cmz, c) 85 mmz.
Pretvariti u dm?, a potom u m°:

2) 2a, b) 3a 15 m%, ¢) Ba 2 m° 3 dm?, &) 85 dm°,
e) 8 dn® 5 cm?, £) 18 dm? 4 mm.

Pretvoriti u are:

a) 3 km%, . b) 18 ha 84 a, ¢) 108 m2, d) 84 am>,
Pretvoriti u has

a) 3km®, b) 2 km® 3 ha 81 a, c¢) 1256 m°,
Izradunaj obim i1 povr3inu prav ougaoniks £ije su strani=-
ce g i b:
a) a=2¢m, b=5cm b) a=8cm, b= 15 mmg
c) a=3,5dm, b= 14,8 cm ,

Se 750 komada plofica dufine 2 dm i $irine 8 cm poplo-
¢an je pod kuhinje., Koliko bi komada ploSica kvadratnog
oblika du¥fine 1 dm bilo potrebno za poplodavanje iste
kuhinje?
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7/ Izradunaj obim i povr3inu kvadrata ¢ija Je stranica a:
a) &8 =6 cm, b) &8 = 4,2 dm, ¢) a:‘j%dm, d) a =
=2m5 cm,

8/ Izradunej povrSinu romboida sko su date stranice i nje-

gova visinag
a) a =5 dm h,

1

3dm, b) a=4,24m b, = 25 cm,
¢} b=13 embhy = 0,8 cm, d) b = 0,5 dm hy = 5,4 om.

9/ Izredunaj obim i povriinu rombe szko je data stranica g
i vigiune hs
a) a=2,52 h=14dm, b)a=3dm h=0,8m,
¢) a= 0,005 km B = 0,02 km,

10/ Izyadunati cbim trougla 3ije su stranice g, b 1 g
a) a=8m, bs=0,4dm, ¢= 58dm,
b) &= 0,002 km, b=0,02bm ¢ = 0,2 dm, Kakav je
ta] trougeo?

13/ Tzrabunalti povedinm tvougls sko je date stranica i od-
gowerajude visinas
a)y a=5m h%:«‘- 0,4 dka, b} b = 4,8 dm hb:395 dm 4
5 1
e} aw= 0,05 dmk, = 120 mm, 4) 6 = ZHn b, = 21%&@9
12/ Izrvadunati povrdinu trougla ako su date siranice |
a) &= 1¢ cm b= 13 cm i 2= 5om,
b) &= 15 om b= 16 cm i s = 17 em .

7

Izraduneti povrdinu frougle i sve tri njegove visine 8=

[
bed
ony

ko su date stvanice:
a=13 cm b= 14 cn i ¢ = 15 om.

14/ ZIzrafunetl povzdinu itrepesza ake su mu peralelins strani~
ce: &= 1o dm, b= 2,5 dm 1 viaine k = 40 on.

15/ Izrafupneti povrdiamu i obim jednekokrekog trapesze ako
gu peralelne stranice's = lo ocm, b = 4 om, ¥pak ¢ =
= 5 em i visina h = 4 om.

16/ Obim jednakokrakog irapeza je O = 52 om, vela paralelsd
gtrana & = 22 cm i krek ¢ = 10 cm. Izvadusatl njegovu
poerdinu,
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17/

18/

27/

28/

Obim jednakokrekog trapeza jJje 0 = 28 cm, a visinu h =

= 3 cm, Izraduneti njegovu povrsinu ake se zna da je
veda paralelna strana s = 13 cm i da je menja paralel-
na strana b jednaka sa krakom g,

Primenom tablice (t.7, glave 9) izradunaj povrSine pra=
vilnog petougle, Sestougla i osmougla eako su im stra=
nice jednakes

a8} a=4dmn, b) a=5cm, ¢)a= 0,08 km,

Izradungj 1 njihove obime.

Necrtaj jedan nepravilen mnogougac pa mu (merenjem) iz=
raiunaj obim i povrSinu.

Izradunaj povreSinu deltoide £ilje su dijagonalss
dl = 6 cm 1 d, = 10 cm,

Izraunaj obim romba sko su date njegove dijagonale i
vigina: 4; = 8 om d,=6cm i h=4%°

Izrafunaj povriinu i1 obim kvaedrata éijs je dijagonels
2,82 cm,

U kvedratu &ija je stranica a = 4 cm upisan je kruge
Izradunati obim i povrdinu kvadrata i kruga.

04 xwedratnog komsde lima stranice 6 dm trebs napreviti
makeimelon kru¥ou plodu. Koliko de biti otpadaka?
Izrefunaj du¥inu krudnog luka kruinice 31ji Je polupred-
nik 7 = 3 dn & centralni ugso of = 45°,

Centimeterskon pantljikom izmeren Je obim stabla bukve
0 = 18,84 dm. Koliki je prelnik bukve?

Izraduna] povr3inu kru¥nog isedka ako je poluprednik
¥ruge r = 8 cm & centralni ugao & = 60°%,

Izradunaj povedinu krufnog isefka ako je prednmik kruga
4 dm 2 odgoverajuél centralni ugao 75°%,

04 kru¥ne plofe preinika 20 cm treba naliniti krudfni
praten debljine 4 cm, Koliks je teZina otpadekas, a ko=
like teZins pretena ako 1 cm2 limg teZi 0,8 g7
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X GLAVA

PITAGORINA TEOREMA

Ako konstruiSemo trougao Eije su katete a = 3 cm
i b= 4 cmi izmerimo hipotenuzu ¢ videdemo da je ona duga
5 om.
KonstruiSimo sade kvadrate nad
” katetama @ 1 b i nad hipotenu~
zom ¢ (sl. 122). Povriina kva~
dreta nad hipotenuzom je 25 cmz,

a kvadratli nad katetama ima-
- f ) ju powiréine od 9 cm2 i16 cnh2

c ‘

5 Vidimo de se povriina kvedrata
nad hipotenuzom ¢ dobija kada
se saberu povriine kvadrats nad
katetama g 1 b (25 cm? = 9 cn®s

Slika 122 + 16 cmz) 114 zapisano opStim

brojevima:

02=82+b2‘

Ovo je Pitagorine teorema ili pravilo koje jzraftavamo ovako:
Kvedret mnad hipotenuzon jednalk
je zbiru kvaedrata nad katedtamns.
Odavde neposredno sleduje:

Kvadrat nad jednom katetobl
jednak Je ragzlici kvedratsa nad
hipotenuzom i kvaedrats ned d r u=
gom katetonmn.

Pokazademo sada da Pitagorine pravilo vaZl za sve~
ki praveugli trougeso 8 ne samo za trouvgeo gije su stranice
3cm, 4 cm i 5 cm,
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Ako 1z temena pravog ugle (C)

pravouglog trougla ABC (sl.123)

gpustimo visinu, dobijsmo druga

dva pravougla trougla : A ADC
/ i A BDC.

|
i 2 Trouglovi ADC i ABC su slidni jer
4 D < ) su to dva pravougla trougla, a
jedan oStar ugso (X A) im je za-
jednicki pa su im drugi oStri
uglovi jednakl (za3to?). Iz sli-
Slika 123 Snosti ta dva trougla sleduje
¢ - . proporcionalnost stranica:

. b:c=pasb, & odavde
‘b2=cop....‘.....f.....(l)
Trouglovi BDC i ABC su (iz istih razloga) sliZni pa imemo:

as c=0q: 8, tj.

8 =€ ¢ 0 o 06 0 ¢ 0606 06 0000 o o (2)
Sebiranjem jednakosti (1) 1 (2) dobijamo:
a2+b2=cq+cp, $je
82+b2=c(q+p) 111 kako je q + p = G
82+b2=c-c, t3.
2 2

a +b2=0o

Poslednji obrazac predstavlja Pitagorino pravilo koje, dak-
le, vaZi za svaki pravougli trougao.
Iz slidnosti trouglova ACD 1 BCD imamo:

hip=gq:h 11 b2 = pg, tj. b = PO,

5to znafi da je hipotenuzina visine geometrijska sredina od-
gseéaka (p 1 q) na koje ona deli hipotenuzu.

Primeridi:

(1) Katete pravouglog trougla sua = 6 cm i b = 8 cm,

Izradunsti hipotenuzu ¢,
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Prems Pitagorinoc] teoremi imemo:

02 = a2 + b2
c? =62+ 8%
c? = 36 + 64
¢? = 100
= 1100
= 10 cnm,

(2) Jedna kateta pravouglog trougls je 12 cm, & hipo-
tenuza 13 cm., Odrediti drugu katetu.
Ako drugu katétu oznalimo sa x, prema Pitagorinoj
teoremi imamo:

132 - 12°
169 - 144

25

Vo5, 43

X =5 cm.

4
ft

]
1

]
W

]
]

(3) Hipotenuza pravouglog trougla iznosi 12,5 dm, &
jedne kateta 8,5 dm, Izradunaj obim i povrSinu trougla 1
obim 4 povr¥inu kruga opisanog oko

trougla.

Ako drugu katetu oznalimo sa b (sl.
124), teda je:

b2 = 12,52 - 8,5°

7 b2 = 156,25 = 72,25
b2 = 84
Slike 124 b =y 84
b = 9,16 du.

Za povr3inu i obim trougla dobijamo:

= 825 ° 9116 = 38'93, tj, P = 38,93 dmao
a+b+c=8,5+ 9'16 + 12,5 = 30,16, tj. O = 30916 @

e
F=3

o
]
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Pos3to je poluprednik opisanog kruge ‘prevouglog tro-
ugla jednak polovini hipotenuze, tj. =T = l%'f- = 6,25 za o
bim i povrSinu krugs imamo:

0=2r% =2 ¢ 6,25 * 3,14 = 39,25 dnm
P = %= 6,252 < 3,14 = 39,0625 o 3,14 = 122,66 dm?,

(4) Konstruisati geometrijsku sredinu za date dufi g i
b. Neke su date duZi g i b (sl. 125), Ako na duZ OB = OA +
+ AB = & + b konstrulSemo polukrug i iz tafke & povulemo nor-
malu AC.LOB, teda je duf AC tra¥ena geometxijska sredina za
date dufi a 1 b, jer je trougao OBC pravougli i njegova vi-
#gina koja odgovara hipotenuzi je geometri jska sredina hipo-
tenuzinih odsedeks, tj.: AC = i ab,

Slika 125

1. Primens Pitagorine teoreme

a) Primena ns kvadraty

Dijagonala 4 deli kvadrat ABCD na dva jednakokraks
pravougla trougla i predstavlje hipotenuzu za oba trougls
(sl, 126). Primenom Pitagorine teoreme, recimo na trougao
ABC, dobijamos
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dz = 32 +* 32

= 2&2

@ = 28
d = aJE" {pribli¥na vrednost y2=1,41)
Prema tome, dijegonelu kvadrata dobijamo ako datu
stranicu kvadrata pomnoZimo sa ME; Ne primer: naéi dijagona=
iu kvedrata &ija Je stranica & = 8 cm..

D a c d= a\fg

) ad=8¢°/2
a a 4 = 8 1,41
d == 11,28,
Y a 8
Slike 126

b} Primens na prevougacniky

it

Podto dijasonele (d4) pravougsoniks ABCD deli pre~
vougacnik na dva pedudarne prevougla trougla, primencm Pite~
gorine teoreme za dijagonelu dobijame (sl. 127):

dz = &2 + b%

o C
Na primer: neka su stranics pre~
4 4 vougaonike & = 6 cm i b = 4 ome
Izrafunati dijagonalu:
R a 8
deﬁaz‘%bz
dg = 62 + 42
Sliks 127 5
a” = 36 + 16
d2 = 52
a =ys52 { J?E nalazimo iz tablica)
4 = 17,2111
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c) Primena na jednokrakom trouglu

Neka je dat jednakolweki trougso ABC ma osnovicom
AB = & i kracime AC = BC = b (sl, 128}, Visina h koja odgo-
vara osnovici moZe se izraziti prime-
nom Pitagorine teorame na pravouglom
trouglu BCD, gde je poznate hipotenu~
za b 1 kateta %:

n? - % - (§°

2
n=v?-(®

Na primer;izreCunati povriinu jednako~
krekog trougla €ije je osmovicea & =8 cm
Siika 128 i krak b = 5 em,

Primencm gornjeg obrascs za visinu b imamos

2
n? = b = (§

=9

/5

h =3 cme

=2~ - S = 3
oon
n
ul
B
&

Prema tome, za povrSinu trougla dobijamo:

P88 po852. 43- 12, 4,

P = 12 cm?,

da) Priméﬁa na jednakostraniénom trouglu

Neka je dat jednakostranidam trougac ABC (s1.129)
¢ija je stranica g data, Primenom Pitagorine teoreme na pra-
vouglom btrouglu BCD za visinu h dobijamo:

n? = a? - (§
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Slika 129

ili

h =J¥, t3.
35
%_/E

( 3 =~ 1,73.

Prema tome, visina jednakostraniénog trougla se
moZe izralunavati eko je poznate strenica.
Za povrdinu jednakostranidnog trougle imemo:

P=%amn, P

: 2

Na primer, izrefuneti visinu i povrSinu jednako-
stranicnog trougla &ija je stranice a = 10 cm.
Primenom lizvedenih obrazaca dobijamo:

e 200 100LAD 1D 4,2

¢) Primens na pravilnom Sestouglu

Pravilan Sestougao (s1.107) Je dijegonalams pode=
ljen ne Sest jednakostrani¥nih irouglova. Visina bilo kog od
ovih trouglove je u stveri polupredmik (r) upisanog kruga,
tjo h = p = & gie je g stranica 3estougla. Povr3ina Sesto-
ugla se dobija ako se povrSina jednog jedneskostranicénog tro~

ugla pomnoZi sa 6, tj.:

P=2
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iy

2/

3/

4/

5/

-2ADACT

IzraCunati dijegonalu kvedrata 3ija je stranica a =15 cm.

Izrafunati obim i povrSinu pravougaonika &ijea je dija-
gonela d = 13 cm & jedna stranica b = 5 cm.

Obim jednakokrakog trougle Je 32 cm, & krsgk 10 cm., Izra-
éunati njegovu povrSinu.

Osnovica jednakokrakog trougla je a = 18 cmy & njena vi-
sina h = 12 cm, Izradunati obim i povriinu trougla.

Izraunati obim, visinu i povrSinu jednskostranidnog tro=-
ugle stranice a = 12 dm,

6/ Date je stranica & = 4 cm pravilnog Sestougles IzrseSunati

1/

8/

1/

2/

3/

njegov obim i povrSinu, & zatim izradunati obim i povrSi-
nu opisanog i wpisanog kruge toga Sestougla.

U krugu polupreénikaw r = 2,5 cm povuden je preinik AB
i tetiva BC = 3 cm. Izradunati duZinu tetive AC i izra-

“gunati povrSinu trougla ABC.

Nacrta] prolzvoljno dve duZi m i n,a potom konstruisi
njihovu aritmetilku i'g.eomg'trijsku sredinu,

2. MeSoviti zadaci

Data je duz g.

a) konstrui¥i simetralu date dufi;

b) konstruidi duf koja je fetiri puta manja od date duZi ;
¢) konstruifi duZ % a.

DuZ AB podeljena je talkom C u odnosu 5 s T, & tafkom D
u odnosu 5 3 11, Odrediti duZinu duZi AB ako je rastoja-
nje izmedun € 1 D 10 cm,

Dati su oftri uglovi o 1/ (et>/). Konstruisi uglove
2 + A, 2c-p, F+h, 4L-24.
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4/ Dati su ugloviof = 62° 38° 45°° 1 /3 38° 287 56°°

5/

6/

T/

8/

9/

10/

1/

12/

13/

14/

15/
302

Izradunati: of +h4, o= -fs 3, T .
Konstrui$i uglove od: 600, 120°, 750, 2250, 135°, 27’7°3(

Neéi komplementan i suplementan ugao datom uglu
o = 48° 287 28°°,

DuZina jedne stranice jedﬁakokrakog trougla iznosi 25 mm,
a druge 10 mm. Koja od njih mo¥e biti osnovica jedna-
kokrakog trougla?

Uglovi na osnovici jednakokrakog trougla su jednald,
Dokazati.

Krek jednakokrakog trougla je 5 cm. Iz proizvoljne tad=
ke na osnovici povuéene su dve prave paralelne kracims
trougla, Izralunati obim dobijenog paralelograma.

Na datoj pravoj nadi tadku koja je podjednako udaljena
od dveju datih tafeka izven date prave.

Konstruisati Jednakostra.nicni trougao ako je dats vi-
Slna.

‘Kongtruisati jednakokrald trougao ako je dato:

a) osnovice i ugao pri vrhu ;
b) kvak i ugao na osnovici -
¢} osnoviea i ugao na njoj ,

Konstruisati pravougli trougao ako Je dato:
a) szbir kateta i hipotenuza :

b) razlika kateta i hipotenuza

¢} jedna katets i jedan o3tar ugao .

Konstruisati trougao ako je dato:

a) dve stranice i zahvadeni ugao ;

b) jedna strenice i dva ugla ;

¢) sve tri stranice ;

d) dve strenice i ugso naspram vede stranice ,

Konstruisati trougaeo kad je data jedna stranicas,ugac na



16/

17/

18/

19/

20/
21/

22/

23/

24/

25/

26/

27/

29/

njoj i teZisna linija koja odgovara datoj stranici.

Konstruisati trougeo kad su date dve stranice i teZil=
na linije trede stranice.

Konstruisati pravougasonik kad je date dijagonala i zbir
duZine i $irine pravougaoniks.

Konstruidi kvadrat ked je dato:
a) dijagonala;

b) zbir dijagonale i straniceg

¢) razlika dijagonsle i stranice.

Konstruisi romb g2ko je datos

a) visina i dijagonals ;

b) obim i jedna dijagonals ;

¢) stranice 1 zbir ili razliks dijagonala,

Kongtrulsati trapez ako su date osmovice i dijagonale.

Konstruisati jednakokrali trspez ABCD pomodu omovica
AB i CD i dijagonale AC,

Konstruisati kruZnicu koja prolszi kroz dve date tadke
A 1B acentar joj je na datoj pravoj a.

Kongtruiseti krug koji dodivuje krake datog ugle a po-
luprednik mu je data duf,

Kenstruisati kruZnicu detog poluprednika koja dodiruje
datu pravu 1 prolazi kroz datu tadku.

Izraéuﬁéfﬁ obim i povrSinu pravouglog trougia ako jJe
hipotenuze za 2 om veda od jedne katete, a druga kate=-
ta je 6 Cilg

U kvadratu je upisan drugi kvadrat tako da su mu teme~
na u sredinama stranica prvoga. Kako se cdnose povisSi=
ne ovih kvedrata?

Paralelne siranice trapeza su 18 ¢cm i 4 cm, & nepara-
lelne 13 cm i 15 om. Izradunati povrSinu trapeza.

Na kom rastojanju od vrha jednakokrakog trougla treba
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30/

31/

32/

33/

34/

35/
36/

37/

38/

presedi trougaso prevom paralelno osnovici, teko da odnos
povrSina dobijenog jednekokrakog trougla i jednakokra-
kog trapezs bude 1 : 52

Odrediti strenice trougla slifnog trouglu sa siranicama
20, 15 1 10 cm.

U Jednakokrakom trouglu ugac pri vrhu Je 45°, & osnovi=
ca 3 cm, Konstruisati trougao slifan datom trouglu sa
osnovicom 3 /Z—cm.

Izradunati katete pravouglog trougla kad su dati odsed-
ci 2 cmi 18 cmy, na koje hipotenuzina visina deli hipo=
tenuzu,

U jednakostranidnom trouglu ¢ija je stramica 10 cm, upi-
san je maksimalan kvadrat. Izradunati povriinu kvadrata.
Stranica pravilmog Zestougla je 2 cm. Naéi razlikn po=
vrSina opisenog i upisanog kruga datog Sestougls.
Konstruisati pravilan osmogao &ija je siranica 2 cm.
Date su dufi a i b. Konstruidi duf:

x=5.p+%.h

Date su dufi a i b. Konstrulsi dui:

a) =V ab;

l/ 2 2
¢) z= 32+b2 + Yab,

Konstrui¥i duwsd: {3; 23 {5 - /3.
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XTI GLAVA

IZRACUNAVANJE POVRSINE I ZAPREMINE

GEOMETRIJSKIH TELA

1. Pojam povr3ine i zapremine geometriiskos tels

PovrS§ina tela se izraSuneva tako $to se najpre iz=
radunaju povriine avih povrsi kojime je telo ogranifeno pa
se dobijene povrSine saberu. Tako, na primer, povrSina koc~
ke se dobija kmo zbir povrSina Sest jednakih kvadrate koji-
me je kocka ogranidena.

Izralunati zepreminu nekog tela znadi odrediti
koliko se puts neke druga zapremina koja je izsbram za jJe-
dinicu sadr?i u telu Siju zapreminu merimo.

2. Kvadar

Inogi predmeti koji nas okruiuju imaju oblik kve-
dra (kutija za 3ibice, razni semduci, Mnjige, ormari i dr.).
Kvadar ili pravougli paralelepiped, ogranilen je sa Sest

Slike 130

pravougaonika, od kojih su po dva na-
spramna podudarna. Kvadar ima dve os-
novne strane (ABCD i EFGH), a ostale

getiri su bo¥ne (sl. 130)., Kvadar ims
8 temena i 12 ivica (8 osnovnih i de-
tiri bofne). Tri ivice koje polaze iz
Jednog temens predstavljaju dimenszi-

je kvadra (dvuZine, Sirins i visina),

ng primer AD = 8, AB =D i AE = ¢c. 0=
ve ivice su medusobno normalne.

MreZe kvadra predstavljens je ne sl.
131. Ako ovu mreZu nacrtamo na kavio-
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nu ili krudoj hartiji i sastevimo Je savijanjem po duZimg
koje su izvulene criicema, dobidemo model kvadra. Ako dimen-
zije kvadra obeleZimo s8 g, b i ¢, & njegovu poveSinu se P,
imamos

P = 28b + 2ac + 2be ili

P = 2(ab + ac + be),

jer su po dve pravougeonikas podudarna, a povr3ing jednog jed
naks je proizvedu ajegovih dimenzija.

Zepremina (V) kvedra jednake Je proizvodu njegovik
dimenzija, tJ. ‘

YV = abc.

Da je ovaej obrazac talan pokazademo sledeéim pri-
merom: neka suga =6 my b=5m 1 ¢c=4m dimenzije jed
ne sobe, Treba naé¢i zspreminu sobe.

Uz ivicu a sobe’ (sl. 132) moZe se postaviti 6 koc-
ki zapremine 1 m5, a ditav pod bi se pokrioc sa 5 ovakvih re-
dova, tj. 6 - 5 = 30 m5. 04 poda do tavanice bi imalo svega
4 ovalkva sloja, t§. 6 + 5 « 4 = 120 m. Dakle, merni broj 28
premine sobe dobija se kada se pomnoZe merni brojevi dimenzi
ja sobe. Znadl, zapremina kvadra jednska je proizvodu njego-
vih dimenzija.

el
a //
< .
,C —
| Lo
1 A Y
| I { <
‘ | L 2
-
< £
a
Siike 131. Slike 132

Iz pravouglog trougla HDB koji se nalezi u ai jege
nelpom preseku kvadra za dijegonalu D imamos
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2 2 2

= b2 + a2, 1 posto je a2 = &2 + ¢2, dobijamo

= b2+ a2 + &2, t3.

D = 82 + b2 + 02.

D

p2

Primer: IzraCunati povrSinu i zapreminu kvadra &i-
je su dimenzije a = 0,5dm, b =18c¢m i ¢ = 15 cm.

Reéenje: Najpre treba sve dimenzije izraziti istim
jedinicama, na primer, centimetrima. U tu svrhu dovoljno je
gamo prvu dimenziju pretvoriti w em, tj. a = 0,5 dm = 5 e¢m,
Druge dve dimenzije vedé su date centimetrima.

P=2(ab+ac+bc) =2(5°18+5 15+ 18 ¢ 15) =
= 870, tJj.

P = 870 cn®

V=abc=5¢°18 » 15 = 1350, tj.

¥V = 1350 cmB.

3. Kocka

Kocka je geometrijesko telo koje je ogranilieno sa
6 podudarnih kvadrata (sl. 133). MreZs kocke je predstavlje-
na na 8l. 134,

Slika 133 Sliks 134
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Poito je kocka ogreniena sa 6 jednakih kvadrata,
njena povrina je P = 6a°, gde g predstavlja ivicu kocke.
PoSto su sve tri dimenzije kocke jednake, njena zapremina
se izradunava po obrascu:

V=8¢°8°8a=a

Za dijagonglu kocke D imemos D2 = e.2 + d2,
22 - a2+ 202 (jer j0 a2 =82+ a?), D2=3a%, D=2 i3

U

4. Prizme

Na sl. 135 predstavlijene su tri prizme. Prva od
njih ima za osnovu trougac i zove se trostrana prizma; dru-
ga img za osnovu éetvorougao i zove se detvorostrana prizma,
a treds ima za osnovu Sestougeo pa Be zove Cestostrana.

|
i
|
|
N RN
7

Slike 135

Znadi, prema broju stranica mnogougla osnove priz=
me mogu biti trostrane, detvorostrane, petostrans itd.

Ako su bodne ivice prizme normalne na ravni osnove
prizma je prava. Ako,pak;bofne ivice nisu normalne na ravni
osnove,prizme je kosa, Prava prizma koja za ommovu ima pra~
vilen mnogougeo zove e pravilma prizma.

Na el. 136 predstavljena je mreZa prave trostrane
prizme, Ona se sestoji od tri pravougaonika razliitih osno~
vica i jednakih visine i od dva podudarna trougla 3ije su
308



stranice jednake osnovicema pravougaonika. Ove dva irougla
su osnove ili baze prizme a sva tri pravougaoniks Cine omo=
taé prizme.

Ako pwriinu osmmove prizme obeleZimo sa B, a povr-
finu omotala sa M,za povrSinu prizme imemo P = 2B + M.
’ Prems tome, povrSina svake prizme jednska je zbi-
ru povrSine dveju njenih baza i omotada.

Ako kroz dijagonsle BD i HF kvadra ABCDEFGH (sl.
137) postavimo jednu ravam, tada ona deli kvadar ns dve jed-
nake trostrane prizme.

Slika 136 Slika 137

Kako je & ¢ b » ¢ zapremina kvadre Cije su ivice
a, b 1 ¢, zapremina jedne ove trosirene prizme jJednaka je po-
lovini zespremine kvadra, tJj. _a_%g. Vrednost %Q predstavlje
povr3inu pravouglog trougla ABD ili BCD & ¢ visinu prizme,
Preme tome, zapremina prizme jednalka je proizvodu p povrsi-
ne osnove (%—12) i visina (e¢).

Ako sa B oznadimo povriinu osnove bilo koje prizme,
a sa H njenu vieinu, op$ti obraszac za zapreminu prizme izra-
%fava se ovako:

V=B+H

Ovaj obrazac se mo¥e primeniti za izradunavanje ze-
premine sveke prizme, samo treba voditi raduna o tcome da Jje
vigina kose prizme razlifita od bodre ivice (visina je lkra-
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éa). Inade, kod pravih prizmi visina je jednaka sa bofnom i=-
vicom,

Primer l. Izralunati povrSinu i zapreminu prave
trostrane prizme &ije su osnovne ivice a = 40 cm, b = 13 cm,
¢ =37 cmivigina H = 50 conm,

Reéenje: Primenom Heronovog obrasca za povrSinu os=

nove B dobijamo: 8 = 1—-"’—;3—*'——‘2 = 45

/s(s—a)(s—-b)(a-c)

{45+ (45-40) (45-13) (45=3T)

[45:5.32:8 = [[905:5.408.8 = / 32.52.2%.8°
325°2:8 = 240, tj.

240 cn®.

1]

n

W W W W W
Ll

Omotad M se sastoji od tri pravougeoniks pa je nje~
gove povxSina:
M=2aH+ bH + cH
M = 4050 % 1350 + 3750 = 2000 + 650 + 1850, %j.
M = 4500 cm?,
Z& povriinu prizme imemo:
P=2B+ M= 2,240 + 4500 = 4980, tJ.
P = 4980 cm? = 49,8 dn?,
Za zagpreminu prizme imamo:
V=B-°H
V = 240 50
V = 12000 en® = 12 dm’

n

fl

Primer 2, Izradunati te¥inu gvozdene Sipke duZine
H=1,2 m #iji popredni presek ima oblik pravilnog Sestougle
stranice a = 1,2 cm (specifidna te¥ina gvoida je s = 7,8).

 Relenje; Te¥ina tela (T) izralunava se po obrascu

T=V e+ s, gle je V zapremina tela & g specifitna teZina ma-
terijala, —

"Ova Sipka ima oblik pravilne Sestostrane prizme.
Njena zapremina je:

2 2
V:B'H:G'a—xﬁoﬁ‘gsoha_T:—/i.l-Z(:):
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=6 ¢ 1,44 . 1,75 - 30, ©J.
V = 448,416 en’
Za teZinu imamo: T = 448,416 - 7,8 = 3497,6448 ili
Tea= 3,5 kg.

5. Plramida

Prema broju stranice osnove piramide mogu biti
trogtrane, Setvorostrane, petostrane itd,

Na 81, 138 nsacrtane su jedna trostrana, jedna &e-
tvorosirana 1 jedna Sestostrana piramida,

A
Slike 138

Ako su bodne ivice piramide jednake, njen omotad
salinjave ju jednakokreki trouglovi, a osnova je tzv. tetivni
mnogougao (mnogougao oko koga se mo¥e opisati krug)., U tom
slutaju podnofje visine se nalazi u centru toga kruga.

Piramide Sije su sve bofne ivice jednake a osmova
Joj je pravilan mnogougao zove se pravilna piramida, Omotad
svake pravilne piremide sastojli se od podudarnih jednakokra-
kih trouglovae., Visina jednog od ovih trouglova se zove apo~
tema, ‘

Na sl. 139 predstavljene su mreZe pravilne trostra=
ne i pravilne detvorostrane piramide,

PovrSina sveke piramide jednaka je zbiru povriine
osnove i1 povr3ine omotada, tj.

P=B+ M 311



Slika 139

Da bismo odredili zapreminu piramide,posluZidemo
se ovim eksperimentom. Uzmemo model ma kaekve prizme i mcdel
piramide koja sa prizmom ima jednaku osnovu i visinu. Pira-
midu napunimo peskom ili vodom i prespemo u prizmu. Videdemo
da ée biti potrebno da to isto tri puta udinimo da bismo na-
punili prizmu. Iz ovoga zakljuSujemo da je zapremina pirami=
de jednake tredini zspremine prizme koja sa njom ime jednaku
oemovu i visinu, tj. ‘

V= % B * H,
gde je B povrSina cmmove, & H visine piramide,

Primer 1, Izradunati povrSinu pravilne Cetvorostre~
ne piramide dija je osnovna ivica a = 6 cm i bofna ivica b =
= 5 cm.

ReSenje: Ommova piramide je kvadrat stranice g, &8
omoted zbir detirl podudarna jednakokraks trougla sa osnovi-
com g i krakom b. Prema tome jes

P=a’+4 8-0a%+2a0=6%+2:6+n, gle
je h apotema piramide. Merenjem moZemo naél da je h = 4 cm
(b se moZe izradunati primenom Pitagorine teoreme}, pa je

P=364+12¢ 4=84, tj.
P =84 cmz.
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Primer 2. Osnova irostrane piramide je pravougli
trougao sa katetame a = T cm i b= 10 em., Izradunati zZapre=
minu piramide ake je njena visina H = 15 cm,

ReSenje: Kako je osnova pravougli trougsao sa kate~
tama g i b ,mjegova povriina je B = %E,

Za zapreminu piremide imamo:

=3B mE=%.8.8 1

V=3- 17-—-15-175. £3e

= 175 cm’ .

Primer 3. Izrafunati povrd¥inu i zaepreminu pravil-
ne irostrane piramide &ija je osnovna ivica a = 12 cm, a bod=-
ng ivica b = 10 cm,

ReSenje: Osnova piramide Je jednakostranifan tro-
ugao stranice a. Za povrSinu osnove imamo:

3-2205. 12003 105 5 /5. 56 .+ 1,73 = 62,08, 43,
B

= 62,28 cn®,

a) 5 b) 5
A A
A B A % 8

Slike 140

Omotaé piramide &ine tri jednakokraka trougla sa
. omovicom g 1 krakom b, Apotemu h piramide izraiunavamo iz
| Jjednog od ovih jednakokrakih trouglova (sl. 140b).

.

h2=b2-(-3-)
n? = 102 - 62
2_ ¢
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h= 64

h = 8 cm,

Ze povrSinu omotafa imamo:
M:B'%:B'Q—%—B'Bl44, tJ.
¥ = 144 cm?,

Povr¥ina piramide e biti:

P=3B+M= 62,28+ 144,
P = 206,28 cn’,

Primenom Pitagorine teoreme na trougac SOB (sl.
140a) imeamo:

H2 = b2 - x2.
Po¥to je BD = 52'-/i visina i ujednote¥iZna linija jednakostra

ninog trougla ABC,to je X = %BD,tj. X = 3?--22‘@, Pa imamo:
2

B =2 - (. 31/__2)2 e 102 - (Ey'/l-) = 100 - (4 3)? =

100 = 48 = 52

52, H =|/ 52, 3. H=17,21
Za zapreminu V dobijamo:

far]
L

V= %‘B ° H
V= %- .« 62,28 ¢ 7,21, t3.
V = 149,68 en’,

Primer 4, Izradunati povrSinu i zapreminu pravilr
ne Setvorostrane piramide ¥ija je osnovna ivica a = 12 cm i
visina HB = 8 cm. :
ReSenje: Primenom Pitagorine teorems ne pravougli
trougao SOE (sl. 141) za apozemu b imamos '

h2 = H2 + (%)
nl = 82 + 62
B® = 100

h = 10 cm,
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Ze povrSinu imamo:

P=B+M=2a"+40 8.2,

+ 2ah = 122

= 144 + 240, tj.

P = 384 cm2.

Zs zapreminu imemos

%B'H=%32-H=%'12

+ 2012 2 10 =

° 8

<
!

=%' 144 - 8, %],
Slika 141 Vv = 384 cm3.

6. Parelelni preseci piramide, Zarubliens
piramide

Ako se piramida (sl. 142) presee jednom ravni pa-
ralelno osnovi, tads se dobljeni presek naziva paralelnim
presekom piramide. Dokézademo
slededu teoremus

Paralelan presek
piramide Jje mnog-=
gonun o ko ji Je
sl n_88s mnogo-
uEe o 8nov e, a
o ne ovil
nn glova odno-
8 e keao kvadra-
1 hovih ras-=
a od vrhes

t o
p i d a,

o (< j=
@ Py M jo 0 IR

=

L

hute

N

B s o lo jnclg lp o
’J-

Lo N
o o |
eto

|

Slika 142

Prema sl. 142. imamo:
& A =.J:.A1, ZB= ,4;131, &£ C = 401, 2D =4D1 itde
(uglovi sa paralelnim kracima). Dalje je prema Talesovoj teo-

remi
k¥ 515
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SAl SB:L S(}'1 SFl

L "S5 TF "ot TFF

SAl AlBl B]_C'1 _ AlFl K 2)
WW—FE-:‘..'_TG e e o e © © 0 @

¥a osmovu (1) i (2) mnogouglovi ABCDEF i A4B,0,D;E\F; su sli-
éni,

Neka su Pl i P povrSine paralelnog preseka i osuc-
ve piramide. Iz sliénosti trouglova SAlBl i SAB, kao i iz
slidénosti trouglova S4;0, i SAO sledi

AlBl SAl SOl 3)

-m-=gr'=%_ooooanaooooo 3
Posto se posmatrani mnogounglovi slidni,njihove povrsine se
odnose kso kvadrati njihovih homolognih stranica, tJj.

Pi  A44B.2
1 171
T =5 11i prema (3) dobijamos
ABy
P, 50,°
o= o=, to je i trebalo dokazati.

S0

Ako se piramida SABCDEF (sl. 142) presee ravni pa~
ralelno osnovi i sko se odbsci tako dobijena menja piramida
SA,B,C D E  Fy (dopuna prvobitne piramide), dobija se zarubljen

piramida AlBlclblElFlABCDEF. Prema broju strenica osnove zary

ljene piramide mogu biti trostrane, Setvorostrane, petostra~
ne itd, Zarubljens piramide ima dve osnove (donju i gornjul.
Omotal zarubljene piramide se sastoji od trepeza, & osnove
(baze) su dva slidna mnogougls., Ako su osmove zarubljene pi~
ranide pravilni mnogouglovi, zarubljena piremida je pravilna.
U tom sluéaju se omotad sastoji od jednakokrakih trapeza.

Ako sa B 1 Bl oznaéimo povrdine donje i gornje os-
nove, & sa M povréinu omotata zarubljene piramide, njena po=
vriina P data je obrascem:

P=B+B +M o ccoooososocos (4
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Ako sa V oznadimo zepreminu zarubljene piramide
AlBlclIQlElFlABCDEF ;88 H ‘n;\enu visionu (H = 00;) {el. 142),
88 VZ zapreminu-piramide SABCDEF, sa Vl zapreminu dopune
(piramide SAlBlclblElFl) i njenu visinu ss X = sol, teda je:

V::Va-vl

Bex
voREED L 5

gde B 1 Bl predstavljaju povrSine osnova zaruvbljene pirami-
de. PoSto se povrSine osnovae odnose kao kvadrati rastojenja
od vrha,immno:

2
g.., ﬁ%&l_ 114

=z

=)

:! ; X. , a cdavde se za x dobija

P

I=Hﬁ—1 ....'..'?V..‘.‘ (6)
75- 75

Zamenom (6) u (5) za zapreminu zarubljene piramide dobijame
SN
veB(en +ym) .. o (D

Primer 1, Izradunati povrSinu i zapreminu pravil=-
ne Setvorosirane zarubljeme piramide ako su date siranice o-
gnove & = 8 dm, b=5dn 4 visinae H = 10 dnm.

ReSenje: Osnove su kvaedrati, pa imamo:

B=82=82=64, Bl=b?'52=25.

Onota® se sastoji od Setiri podudarna jednakokra-
ka trepeza 8ije su osnovice a=8dm 1 b= 5 dm, Visina h
jednog od ovih trapeza je (sl. 143):

w2 o B2 4 1,52
12 = 100 + 2,25
p? = 102,25

h = ‘/ 102,25 317
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h:= 10,11, a njegova povrSina

§_‘£_E.h=.8+§.10,11=

- -1-% e 10,11 = 65,715,

PovrSing ove piramide je:

P=B+ Bl + M
P 64 + 25 + 4 - 65,715
P = 351,86 dm®

Slika 143

Zapremina je:
V=%(B+Bl+ JBBI)
V=19 64+ 25+ [fo4e25)

v

B a+254805,

V=329 129 - 430 an’,

. Primer 2, PovrSina osnove piramide je 150 cmz, e
povrSina paralelnog preseka 54 cxn2. Njihovo rastojanje je
14 cm. Nadéi visinu piraemide,

PovrSina preseka i povrSina osnove piramide pro-

porcionalni su kvadratima njihovog restojanja od vrha, tj.
2

géﬁ = "L—E’ gde Jje x rastojanje od preseka do

(14+x)
vrha piramide. ReSavajuéi poslednju jedna¥inu dobijamo x =

= 21 cm, Visina piramide je 14 + x = 35 cm.

Primer 3. Visina pravilne etvorostrane zarubljene

piramide je 7 cm a osnovne ivice 10 c¢m i 2 cm, Nadéi boSnu i-
vicu piramide.

‘ U di;jagonalnom preseku ove piramide imamo pravoug=
1i trougao AFAy (vidi sl. 143) sa pravim uglom u temenu F.
~ Katets FAl Jednale je sa visinom zarubljene piramide, tj.
PAy = H = 7 om. Bruga kateta FA = OA = OF = 0A = 044, jer
je OF = 044; . Medutim, OA je polovina dijagonale vede osno~
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ve piramide, s 01}\,1 polovina dijagonale manje osnove. Kako
su ove osnove kvadrati,njihove dijagonale su 10 E i Z_J?,
pa je

0A=l°s2’—/-?=5/5 i 01A1=0F=%f—5=f2_
0A - 054, =5vV2-V2=12y2

Primenom Pitagorine teoreme na trougao AFAl dobijamos

2 _ .2 2
AA S = AFS + AT

FA

aa% = 422+ 72
2

AA% = 16 ¢ 2 + 49
80% = 32 + 49
A1A=/_8—1
A1A=9cm.

Znali, bodna ivica AA, zarubljene piramide je 9 cm.

7. Yaljak

Val jak je geometrijsko telc ogranidenc sa dva kru-
ga (dve osnove) i jednom valjkastom povyr$i (omotad). Prava
koja prolazi kroz centre obeju osnova zove se osa (osovina)
valjke (sl. 144). Ako osa valjka stoji normalno na ravni os-
nove,valjak je prav (sl. 144a), a sko je osa kosa prema rav-—
ni osnove, valjak je kos (sl., 144b).

lMreZa pravog valjka je data na sl. 145. Ona se sa~
stoji od dva kruga (osnove) i jednog pravougaonika (omotata)
8ije su dimenzije obim osnove (2rS¥) i vieina valjks H.

PovrSina val jka se izradunava po obrascu

td
]

2B + X, gde je B povrSina osmove a M povr-
Sina omotada, tj.
2.1 + 205 . H

2 f{(z + H), gde je r poluprenik osnove a H vi-
sina valjka. 319



M = 24lH

Slika 144 Slika 145

Na slici 146 nacriten je valjak u kome je upisana
pravilna Sestostrana prizma,

Ako sada zamislimo da su u istom valj-
1 , ku upisane pravilne prizme sa 12,24,
48 straps itd., tada broj stranicae
'j\lpieanog mnogougla u krugu nepresta~
~ no raste i pribliZava se obimu lru=
ga, & povriina mnogougla sve se vi-
Se pribli¥ave povrSini kruga. Zbog
B ) toge de se i zgpremina upisane pri-
zme sve vile priblifaveti zapremini
valjka u kome je upisana.

Na osnovu toga vidimo da se zapremi-
na valjks moZe izradunati keo i sz~
premina prizme tako da se povr¥ina osnove pomnoZi visinom,
t3.

Slika 146

-

=B e« H 411
= reﬁ' imamo
rzﬁ- e H

Primer: Izrefunati povriinu i zapreminu valjke ako

< w
1]
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Je prelnik osnove 2r = 15 cm i visina H = 12 em,

ReSenjes
= 20 T (r + H) Ve om
P=16+ 3,14 (8 +12) V=28°.3,14 12
P=16 ¢ 3,14 ¢ 20 V= 640 3,14 ¢ 12
B = 1004,8 cm® V = 2411,52 cm’
8. Kupa

Kupa je geometrijekc telo koje je ogranileno jed-
nim krugom (osnova) i jednom kupastom povrdi (omotad ). Pra-
va kojs prolazi kroz vrh kupe i centar osnove zove ss osma
kupef{sl. 147). Ako je osa kupe normalna na ravoi omove, ku=
pa je prava (sl. 147a), a ako je osa kosa prema ravni osno-
ve,kupa je kosa (sl. 147b). Kod prave kupe visine je deo
ose izmedu vrha kupe i ravni osnove. Duf koje spaja vrh ku=
pe sa bilo kojom talkom na kruZnici u osnovi zove se izvod-
nica, Na primer SD = s,

Slika 147 Slika 148

Na 81, 148. nacriana je mreZa prave kupe., Ons se
sastoji 1z jednog kruga ( osnova B ) i jednog kru¥nog isedka
(omotad M) ¥iji je polupreSnik jednak izvodnici kupe 8, a luk
toge isedka jednak je obimu kruga osnove 2 ¥ 7.

PovrSine kupe se izradunava po obrascu:
221



P=3B+H, gde je B povr§ina osnove i M povrSi-

ne omotada. Kako je B = rz./l i ¥= 2 /L "y 8, 2%8&
povrSinu imamo:

P= 1'2.77 + r/'{-s, i1i

P=xf e« (x+8) gde je 2 poluprednik osnove

a g izvodnica kupe.

%a izrefunevenje zapremine kupe posluZidemo se ovil
eksperimentom. Uzmemo model jednog pravog valjka i model je
dne kupe koja sa valjkom img jednaku osnovu i visinu, Kupu
napunimo peskom ili vodom i prespemc u valjek. Videdemo da é
biti potrebno ds to isto udinimo tri puta da bismo napunili
valjek. Iz ovoga zakl juéunjemo: zapremina kupe jednaks je tre
éini zapremine valjka kojm sa njom ime jedfaku osnovu i visgi
nu, tje

%- B e H, gde je B povr3ina osmove a H
visina kupe, 1ili
¥ = %- 2% - 1 gde je r poluprefnik osnove, &

H visina kupe.

Primer: Izradunati povriinu i zepreminu prave kupe
$iji je poluprednik osnove ¥ = 6 cm i visina kupe H = 8 cme
Refenje: MnoZenjem nalazimo da je & = 10 cm (ili

primenom Pitagorine teoreme 62 = H? + r2, 62 = 82 + 62 1td.
pa imamo
P=xfl(x+ 8) V=%-r2/7-ﬂ
P=6 ¢ 3,14 (6 + 10) vet6?.314 8
P=6e+ 3,14 16 3
E ¥ = 151 em
Po= 151,44 em? o1, 44

9. Preseci kupe, Zsrubljens kupa

0d preseka kupe pomenudemo osni 1 paralelan presel
Osni presek se dobije ako se kupe presede revni koje pro
lazi kroz osu kupe. Osni presek prave kupe je jednelkokrakl
trougaoacija je osnovica prednik kruge osnove & kraci su D¢
jednaki sa izvodnicom kupe (sl. 149). Pod paralelnim prese”
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kom podraZumevamo presek kupe ravni koja je parslelns sa
ravni osmove. Ako je kupa preve, za paralelan presek se do=
' bija krug (sl. 149), Kada se kups
preseie Jjednom  yevni paraleino os-
novi i ako se odbaci tako dobijena
menje kupa (dopnna)?preostalo geome=
trijeko telo naziva se zarubljena ku~
pa. Zarubljena kups je ogranilens
jednim veéim i jednim manjim krugom
(osnove) 1 jednim iselkom kruinog prs-
tena (omotal). DuZ 00, (el. 149) je
vigina zarubljene kups., U stvari +to
je ujedno i visina jednakokrakog tra=-
peza ABCD kojl predstavlja osni pre~
-gek zarubljene kupe. Kvak AC = BD = 8
predstavlija lzvodnicu zarubljene kupe.

Ako sa B 1 Bl oznadimo povrsSine donje i gornje osno-
ve zarubljeme kupe a sa M povriinu omotala, za povrSinu P za-
rubljene kupe imamo

- P=3B+ Bl + M

Slika 149

Posto su osnove krugovi 8ije Semo poluprednike oznalitl sa
R i », povrS3ine osmova sus

B:Rz,if i 3131'2.’[0

PovrSinu omoteda zarubljene kupe M moZemo izraziti kao raz-
1iku povrSine omotada cele kupe i povrSine omotata dopune.
Ako sa g oznalimo izvodnicu zarubljene kupe, i sa ¥ izvod=
nicu dopune, izvodnica cele kupe je (s + y). Za omotal M i-
mamos

M=RA(s+y) -2Fy

M=Rfs+RAy-2fy

M=RFs +fy (R~ 1)

Iz slidnosti trouglova A0S i 0,8 imamos

% = %l, e odavde se za y dobija
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re

ye=g=s

Zamenjujuéi ovu vrednost y za M dobijamos:

¥=RAs + 0o Rr-e_! (R - ¥), a odavde se posle

r
skradivanja dobija
M =RAs + Ars, tje

M=%s (R + 1)

Za povrdinu zarubljene kupe imamos

P=B+Bl+m=32ﬁ+raﬁ+f{s(n+r), tje

P=f[[R2+1-2+s(R+r):| .

Zapreminu zarubljene kupe moZemo izralunati kao
razliku zapremina celes kupe i dopune. Ako Ba X cbeleZimo vi=
ginu dopune,tj. SO1 = x (8l. 149), ss H visinu zarubljene
kupe, teda je visina cele kupe H + Z. Tada Je

V=V,-= Vys gde je V zapremina zarubljens kupe,

¥V, 1 Vl zapremine pravih kupa .

2
V= %Raﬁ(ﬂ+’x) -%rzf[x
Medutim, iz slidnosti trouglove 408 i CO Si imamo
%—: H—-—n; L =& odavde X = R——"‘E = °
iko se ova vrednost x zemeni u gormjoj jednakosti,dobijamo
obrazac za zapreminu zarubljene kupe:

V= %}-I-(R2+Rr+r2).

Primer 1. Izradunati povriinu. i zepreminu zarublje
ne kupe ako su polupreSnici osmova R = 9 cm ir=6em, ais
vodnice 8 = 5 cm.

Re3enje:
P=d 1-2+R2+s:(r+R_)]
Pef [36+81+5 (15)]
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P=192% cm?

Visinu zarubljene kupe izracunavamo iz pravouglog trougla
BDE (sl., 149), gde je BE= R = =x.

DE® = BD? - BE® V=-7g§-(32+nx+z-2)
H2 =32—(R-r)2 ~
12 . 25 -9 v = &% (81 + 54 + 36)
2
B® =16 ¥ = 228 M om’
H= 4

10. Lopte

Lopta Je geomstrijsko telo ogramilemo jednom sfer-
nom (loptastom) povre3i (sl. 150). Sferu moZemo definisati
kao ukupnost tefska podjednako udaljenih od jedne utvrdens
talke - centra,

Povriina lopte se izradunava po obrascus
P= 4R2f, gde je R poluprelnik lopte.-

Z& izradunsvenje szapremins lopte poslu-
Ziéemo se ovim eksperimentam.

Nadiniéemo Suplju poluloptu i Suplju ku=
pu &ija je osmova jednaks osnovi polulop~
te, & visina polupreSniku lopie. Ako ku=
pu napunimo peskom ili vodem i prespemo je u poluloptu, vi=
dedemo da je potrebno da jo3 jednom to isto ufinimo ako Ze=
1imo da poluloptu napunimo. Znali, zepremina polulopte Je
dva pute veéa od zapremine ove kups, a zapremina lopte Jjes
prems tome, 4 puta veéa od zapremine iste kupe.

Slika 150,

_ Zapremina ove kupe je: V, = %’- cREF *R=
= % RB.;(" , a zapremina lopte k

Ve 233/7..

'_“"'Primerz Izradunati povriinu i zapreminu lopte &i-



i ;]; poluprednik R = 10 cm.

ReSenje:
P= 4R = 4 o 10°F = 400 H cm

V=%r3ﬁ=§°lo3ﬁ=52_%ﬁ em.

2

ZADACTI:

1/
2/
-3/
v
5/
6/

7/

8/
9/
10/
11/

12/
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Izradunati povrdinu i zapreminu kvadra Sije su dimenzi-
je 5cm, 4 cm i 8 cm,

Izradunati povrSinu i zapreminu kocke ¢ija je ivica 8 cm.

Osnova prave prizme je pravougli trougao dije su lmtete
6 cm 1 8 cm, Izradunati pevrEinu i zapreminu ove prizme
ako je njena visina 10 cm.

Visina pravilne detvorostrane piramide je 7 cm & gtrani-
ca osnove 8 cm. Odrediti bofnu ivicu.

Izradunati povrdinu i zapreminu pravilne Sestostreane pi-
ramide 3ija je osnovna ivica 5 cm a visina 12 cm.

Izradunati povr¥inu omotafa pravilne trostrane piramide
gko je njena visina 4 cm a apotema 8 cm.

Osnovne ivice pravilne éetvou.'ost.rane zarubljene pirami-
de su 56 cm i 24 em, Izradunati povrEinu 1 zepreminu ove
piramide ako je njema visina 63 cm.

Izrefunati povriimu pravilne trostrane zarubljene piveni
de $ije su osnovme ivice 12 cm i 6 cm & vigina 1 cme

Izratunati povrSinu i te¥inu gvozdenog veljka &iji je pC
luprednik 12 mm a visina 15 mm.

Izrafunati povrSinu i zepreminu prave kupe &ija je izved
nica 13 cm e visina 12 cm.

Izradunati povrBinu i zepreminu zarubljene kupe gija Je
visina 4 dm a poluprednici osnmove 5 dm 1 2 dm.

0d drvene lopte poluprednika 5 dm treba istesati makel =



13/

14/

15/

16/

17/
ls/

19/

20/

21/

22/

malnu kocku, Kolika je teZina otpadaks ako je specifid-
ne teZinas drvets 0,38.

Osnova prave Setvorostrane prizme je pravougsonik sa
strenicema 4 cm i 6 cm, Naéi povr3inu i zapreminu pri-
zme ako je visina 10 cm i izralunati dijagonafu\ prizme.

Nadéi povr¥inu i zepreminu pravilne trostrane jednakei-
vidne prizme ako je ivica 8 cm.

Prava prizma ime za osmovu jednakokraki {rapez sa osno-
vicama 8 = 10.cm 1 b = 4 cm 1 kvakom ¢ = 5 cm. Naél po~
vr3inu i zepreminu prizme ako je visina prizme tri puta
vedéa od visine trapeza.

Povréina osnove prave trostrane prizme je 4 dxnz, a po=
vr3ine boSnih strana su 9 dm2, 10 dm® 1 17 dn®, Izradu—
nati zapreminu prizme,

Zapremina kocke je 125 dm’ . Izradunati povrSinu kocke.

Izradunati povriinu i zepreminu pravilne detvorostrane
piramide Eija je visine 4 cm, & spotema je za 1 em ma-
nja od osnovne ivice.

Izradunati povrSinu i zapreminu pravilne Cetvorostrane
jednakoiviéne piramide &ija je ivica g,

Osnovna ivica pravilne Setvorostrane piramide je 12 cm

a visina 8 cm,

a) Izredunati povriinu i zapreminu piramide.

b) Na kom rastojenju od vrha treba presedi piramidu pa~ .
ralelno osnovi da bi povrSina preseka bila 4 puta ma-
nja od povrSine osnove.

Visina pravilne zarubljene Setvorostrene plramide je 3
cm, 8 osnovne ivice a = 10 em 1 b = 2 cm. IzraCunati po~-

- yrSinu i zaspreminu ove piramide.

Povriina pravilne Setvorostrane zarubljene piramide je
168 cm2, veéa osnovna ivice 8 em i apotema 5 cm, Izratu=
nati zapreminu ove piramide.
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23/

24/

25/

26/

27/

28/

29/

30/

31/

32/

33/

34/

35/
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Ivice pravilnog tetraedra je 6 cm. Izraunatl njegovu
povrSinu i zapreminu.

Izradunati povrdinu i zapreminu pravog valjka ako Je
poluprednik osnove R = 20 cm, a visina je H = £ R.

Izradunati povrdinu i zapreminu obrinog tela koje na-
staje obrtanjem pravougaonike sa stranicama & = 5 cm i
b = 8 cm oko vede stranice.

Izradunati povriinu i zepreminu prave kupe sko je polu=
prednik osnove R = 6 cm & vislng H = 8 cm.

Izra$unati povriinu i zapreminu prave kupe &ija je vi=
ging za 1 cm kraéa od izvodnice a poluprecnik osnove
r= 3 cm

Izradunati povrdinu i zapreminu obrinog tela koje nas-
taje obrtanjem jednakostraniénog trougla stranice 28 o=
ko ose koja prolezi kroz jedno teme trougla a normelng
je na stranici trougla.

U pravoj kupi upisati kocku. Naéi zapreminu kocke ako
je polupreinik osnove kupe 10 cm a visina 12 cm,

Izradunati povrdinu i zapreminu zaruvbljene kupe ako Jje
njena visina za 1 cm krada od izvodnice, a poluprednici
osnovag 5 cm i 2 cm.

Koliko se lopti poluprednika 1 cm moZe izliti od olov=
ne lopte Ciji je poluprednik 5 cm?

PovrSine osnova prave zarubljene kupe su 4 cm2 i3 cma.

Visina je podeljene na tri jednska dela ravnima paralel-
nim osnovama. Nadéi povrSine preseksa.

Nedéi visinu prave zarubljenme kupe ako je njena povriine
572 & cmz,_ a poluprednici osnova 6 cm i 14 ocm.

Ako se svaka ivica kocke povede se 2 cm, onda se njena
zaprenina poveda za 98 cm3. Neéi ivicu kocke.

Povriine osnove zarubljene piramiae su 245 cm® 1 80 cmzs

e visina 35 cm. Naéi zapreminu piramide.



36/

31/

38/

39/

Oko lopte poluprelniks Z opisana je pravilna trostrana
prizma, Naéi povrSinu i zapreminu prizme,

Kvadrat stranice g obrée se oko normale povudene na
njegovu dijagonalu kroz krajnju tadku dijagonale. Na =
¢4 povrSinu i zapreminu dobijenog obrtnog tela.

U pravilnu trosiranu prizmu upisana je lopta polupred=-
niks R. Izracunati odnos povrdina lopte i prizme.

Na kom rastojenju od centra treba presedi loptu polu=
prefnike 5 cm pa da povrSina dobijenog preseka bude
9 cmz?
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I GLAVA

TRIGONOMETRIJSKE FUNKCIJE

1. Definicija trigonometrijskih funkeciijs ng
pravouglom irouglu

Odnosi ili ‘ra.zmere strana pravouglog trougla ABC

(gl. 1) Jesu funkcije ma kog o¥trog ugle posmatranog troug-
la i,obrnuto, mogu se uglovi smatrati kao funkcije tih raz-
mera., Izmedu strana pravouglog trougla ABC mogude su ove

a8

%, g—, g 1 reciprodéne:

c ¢c b
a3 b &
Ove razmere zavise samo od ug~
lova, pa se zato mogu upotrebi=-

t1i kao njihove mere i zovu se

trigonometrijske funkecije uglo~
va. Za trigonometrijske funkci=
je o3trog ugla u pravouglom tro-

Slika 1

uglu imamo sledede definicije:

1/ sinus je odnos suprotne katete prema hipotenuzi,
a b
i to: sino(:z, sinﬁ=a-.
2/ Kosinus je odnos nalegle katete premes hipotenuzi,
b a
1 to: cosol =g cosﬂ =2

3/ Tangens je odnos suprotne katete prema nalegloj
kstetl,i to: tgol = §, tgf = 2.
4/ Kotanges je odnos nalegle katete prema suprotnoj
kateti,i to: cotgel = g-, cotgf} = & .
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5/ Sekans je odnos hipotenuze prema nalegloj kate-
tisi tos sec ol = %, secf = -:-.

6/ Kosekans je odnos hipotenuze prema suprotnoj ka-
tetl, 1 to: cosec = %,‘ cosecﬂ = %.

Odnosi strana pravouglog trougle ne menjaju se a=
ko se ugao ne menja, & strane se menjaju. Sve ove posmatra-
ne funkcije su neimenovani brojevi., Katete su uvek manje od
hipotenuze, pa sinus i cosinus ne mogu biti brojevi vedi od
jedan, sekans i kosekans nisu manji od jedan, a tangens i
kotangens mogu biti vedi, manji ili jednald jedinici.

U pravouglom trouglu ABC ugao /3 = 90° =, Iz
toga sledi:

sin (90°-0C)=;2-=cosac, cos (90°—0()=%= sinel
tg (90°-°‘)=%=cotgx, cotg (90°—a<)=§.—_ tg o

sec (90° = &) =§; cosec & , cosec (90° = 0C) = € = secK

Ked se dva ugla dopunjuju do 90°, onda su funkei-
Jo jednoga (sinus, tangens, sekens) jednska kofunkcijame (ko
sinus, kotangens, kosekans) drugoge.

Primer:

1/ Dat je pravougli trougeo &ije su katetea a = 3 cnm,

b = 4 cm., Izradunati vrednosti svih trigonometrijekih funk-
cije uglova o i 4 .

Po Pitagorinoj teoremi:

c=Va?+ 12« 9+ 16=5cnm.

Iz definicije trigonometrijskih funkeija:
sinel = g— gin ﬂ = ?
cos o = -g- cos ﬂ & -g

e} wped
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cotgx:%, cotgﬁ:%
secx=%, secﬂ:%

cogecsl = g- o cosecf = % s

Sto je jasno sa slike br., 2,

Sliks 2
2, Irigonometriiske funkeije uglova od 20°, &20

i 60°

Radi izraSunavenja funkcijas ugls od 30°, kao 4
funkeija ugla od 60° treba posmatrati jednakostraniini tro-
ugao ABC (sl. 3). Spustimo jednu njegovu visinu. Tako dobi-
Jamo dva pravougla +trougla ACD i BCD. Iz trougla ADC imamo:

a) sin60°-£s gé‘é—’-‘g;

8
0 zZ _a 1
coe 60 =T=2—a-=z

‘ a¥3
’ tg 60°==--22 f3

2
3 /3
otg60° = &, L. _ V3,
A a5 = 8 oore a3 " VITT
z z 2
seeSO°=-:—-=2;
Slika 3 5

cosec 60° = =8 = %’lz.

Y
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2 /3

b} sin 30 --E-:%; c0830~ = =
a J'
z 1_ V3 .=

tg 30° = 3 === == cotg 307 = wzm = V,_
S E

. 2 _2f3 a _
sec 30 ar ﬁ = —3—{ cosec 30 —-g— = 2.

Posmatranjem funkcija uglova,tj. njihovib vrednos-
ti vidimo da je:

sin 60° = cos 30°, cos 60° = sin 30°, tg 60° = cotg 30°,
cotg 60°= tg 50°, sec 60° = cosec 50°, cosec 60° = sec 30°.

Za izradunavanje funkcije ugla od 45° konstriBemo
jednakokraki pravougli trougaseo ABC, kod koga su oftri uglovi
po 45°, Iz trougla ABC (8l. 4) sledi:

1 2
2
cos45°=;;—§=—}5.=§i
@ 2 tg 45% = £ =14
/ cotg45°-§=1;
@ g sec45°-5-al-§= /2,
Slika 4

cosec 45° e-‘é—5 = E ®

3. Trigonometrijski krug

Kod trigonometrijskog kruga centar ose poklapa se
sa koordinatnim poletkom pravouglog koordinatnog sistema, a

336



poluprednik r mu je jednak jedan. Koordinete ma koje taclke
na periferiji kruga i njen poluprednik grade pravougli tro-
ugao. Ugao izmedu polupredmika i apscisne osovine je ugaoel.
Iz toga sledi:

AP _ AP _
Sin¢=m—1— AP;

cosﬁé=g§=%§=o}’.

Iz slidnosti trouglova (=a =1, 5)
OAP, OEC i OFQ imamo:

AP EC OA _OE . OP _ QF
TE-“08 ¢ OF - o0 115-8‘@ i

OA _ OF : i.
Slika 5 5 oa° Iz ovih odnosa sledi:

1/ tgu=g=g%=E_lngcs

2/ cotgd=%§=§%=g=%‘s
5/ sec%=8%l:8g=%coE i

4/ COBGC“=%=%=Q¥=OF°

Ordinata tadke na krufno] periferiji sa polupredni-
kom 1 je sinus,a apscisa je kosinus uglae¢ koji grade polu-
prednik i apscisna osa. Tangens je ona tangenta koja je po-
vudena iz talke C do preseka sa produfenim poluprednikom ko-
Jdi gradi ugao ¢l . Kotangens je tangenta povudena iz talke Q
do preseka sa istim poluprednikom. Sekans je odsedak polupred-
nika od koordinatnog podetka do preseka sa tangenton. Kose-
kans je odsefak poluprednika od koordinatnog poSetka do pre-
seka sa kotangentom.

Trigonometrijske funkcije mogu se definisati kso
funkcije tupog ugla /3 u drugom kvedrantu keo funkeije tupo.
ispupéenog ugla j‘" u tredéem kvadrantu i najzad keso funkeija
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odtroispuplenog ugla (f u 3etvrtom kvadrantu. Te su duii
date na slici 6.

q

e

s

Slika &

4/

sin(r =
cos&r =
tgrf =
cotg«’fa
sec(flz
cosecd

- 43P
OP5
- CE5
- QFB
OE3

R—OFB

1/ sind= AP 2/ sinfi= 4P

3/

cos& = OP
tgel = CE
cotgtl= QF
secel = OE
cosecel= OF

sind’= -A5P,
cosf= - 0Py
tgf"= CE,
cotg = QF,
secd’= QF,
cosecJ'= —OF2

cosfd = -0Py
tg 4= CE,
cotgﬂ = OF,
secﬁ = OEy
cosecﬁ = OFy

4, Svodenje trigonometrijskih funkcija na oftar ugao

Posmatrajmo sl. 7. U drugom kvadrantu je tup uged
/Ae Njegove se trigonometrijske funkcije mogu izraziti pomo

éu odtrog ugla & iz prvog kvadranta. Fosmatramo trouglove

OBC i 0AP. Oni su poduvdarni jer je CA =

OB = 1y

" uglovi sa normalnim kracima. Iz toga sledi:

BC
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Y sing = sin(90%+ &) = BC = 0P =
® = cos@l 4
2 cosﬂ = c0s{90°%+ o£) = ~0C = AP =
5 9+ - SanC $
¢ © F ) sin{9c®sa)
og B = t8(90°+ ) = FHEgreiEy -
cos e
= T5Tmer © - ootE X s

K cotgﬁ cotg (90°'+ o) =

- cos{90°+ of) L - sin¢
sin(90V + ¢2) cos o

Slika 7
= = tg of .

Pomoéu ovih obrazaca funkcije tupih uglova pretva-
ramo u funkcije oStrih uglova.
Primeri;
1/ sin 125° = sin (90° + 35°) = cos 350

2/ cos 155° = cos (90% + 65°) = - sin 65°

3/ tg 157° = tg (90° + 47°) = - cotg 47°

4/ cotg 128° 17° 36 = cotg (90° + 38° 17° 36%°) =
= - tg 38° 170 36%.

No slidan nadin moZe se pokazati da kada od 180°
oduzmemo oStar ugao &/ dobijamo za tupe uglove iste obrasce.

Na slici 8 su dva podudarna trougla OBC i OAP. Iz
podudarnosti sledi: BC = AP i1 OC = OP. Stoga Je:

sin /b = sin (180° -&¢) = BC = AP = sine ;
cosﬁ cos (180° ~&) = ~0C = -OP = ~ cos ¢

tg /b

cotg/S = cotg (180° -o¢) 85% = - cotg & .

+g (180° -¢) = %%.Z = - tgel }
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-

b ‘Primeri:

1) ein 140° = 8in(180%=40°) =
) = sin 400;

2) cos 157°30°= cos(180°=22930°
s rd » = = GOS8 22°30';

3) tg 150° = tg (180%-30°) =
= = g 300',
4) cotg 175° = cotg(180°—5°) =
= = cotg 5°,

Uglovi koji me naleze u tredem
kvadrantu su tupoispupleni. 0=
ni se mogu prikazati kso zbir
ugla od 180° i jednog odtrog
ugla. To prikazuje slike 9. Iz podudarnosti trouglova OBC 1
OAP izlazi da je BCO = AP 1 0C = OP, pa Jes

Sliks 8

4 sin B =sin(180%&() = = BC = = AP =

= = gined ;
k \ coshecos (180%+ &) = = 06 = = OP =

x]c o = = cose{ ;
Pl tgﬁ = tg(180% &) = si_ng_:!_._a_(%-f_(_)_ =

coa(180°+&{)
) = Eﬁ%‘;—% = tgols
o _ cos(180%e¢)
54 cotgfh= cotg(180°+al) = ein(160%.00)
Sliks 9 = :‘fo—a—:-g = cotgdlo

Pomoéu ovih obrazacs funkcije tupoispupdenih ugle
va pretvaramoc u funkeije oStrih uglova.
Primeri:
1) sin 210° = sin(180° + 30°)

%

- sin 309
2) cos 245° = cos(180° + 65°) = = cos 65°;
3) tg 235° = tg (180° + 55°) = tg 55°;

4) cotg 193° = cotg (180° + 13°) = cotg 13°.



Isti obrasci se mogu dobitil sko tupoispuplene ug=
love predstavimo keso razliku ugla od 270° 1 odgoverajudeg o=
trog ugladl,

MoYe se pokazatl odnos funkeija dva ugla koji se
dopunjuju do 360°, Iz podudarnosti trouglova OAP i OBP (sl.
10) izlazi da je BP = AP, pa je 3

! sinf= sin(360%-&) = ~BP = ~AP =
A = = sing(}
ﬁ cosfh= c08(360%-0() = =0P = cos el
- ) ( - ol °
* Q Z 5> tGﬂ"‘ t8(350°‘0¢) = cgisnoc = =tg %
- 6_ _~ cog ©¢
cotg = cotg(360 o) = Ssinec =
= = cotgole
4 Pomodu ovih obrazaca funkcije oS-~

troispupenih uglova pretvaramo u

Slika 10 funkecije o3trih uglova.
Primexris

1) sin 350° = sin (360° = 10°) = - ein 10°

2) cos 280° = cos (360° - 80%) = cos 80°

3) tg 320° = tg (360° = 40°) = - tg 40°
4) cotg 326° = cotg(360° - 34°) = - cotg 34°
O3troispupdene uglove moZemo prikazati kao zbir ug-

la od 270° i oStrog uglaof . Obrasci tako dobijeni istl su sa
prethodnim obrascima.

5, Trigonometriiske funkeije negativnog ugls

Tadks se krede po kruZnoj periferiji u pozitivnom
smigslu ako je njeno kretanje suprotno kretanju kazaljke na
satu, a2 u negativnom smislu gko je mjenoc kretanje zajedno sg
kretanjem kazaljke na satu. Na isti naéin kretanjem utvrdenog
zraka u jednoj tadki postaju pozitivni i negativni uglovi.Po-
smatrajmo sliku 11, Iz podudarnosti trouglova OAP i OBP je:
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Slika 11

BP = AP. Stoga Je :
gin (=) = = BP = = AP = -~ ginef,

cos (-X) = OP = cosel ,

- _ sin(-0¢ =ginet _
tg (-&¢) = Z55(=5) = Gosac
cos(~0C) cos &

cotg (—0() = Ein("«,) = -s:Lnx =

= = cotg 6L »

Primeri:

1) sin (- 40°) = - sin 40°
2) cos (- 50%) = cos 50°

3) tg (= 32°) = - tg 32°
4) cotg (- 56°) = = cotg 56°,

6, IzraZevenie ostelih trigonometrijskih funkecija

Slika 12

Iz ove veze jJe:

pomodu ‘jedne od njih

Iz pravouglog trougla ABC (sl. 12)
sledi:

sinél =

olo’ ol®

cog gl =

Podignemo 1i na kvadrat leve 1 des~
ne strane i ssberemo dobijamo:

2 2
sin® + cos? = 5——%-9— .

c
Po Pitagorinoj teoremi je c2 = a.2 +
+ b2 pa se dobija:

}
sinX +cos?‘OC=22==1.
¢

sinod = 2 Y1 - cos%x

cospl= &
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1z istog pravouglog trougla ABC Je:

tgel= % cotgtl = 2— °
R . a . b .
Veze singl= g i socol= s dajus

a=c8gintl 1 b=c cose, pa je posle smene

_Cc sinel  sinel |

tg c cosel cosol
T ¢ cosel T cospe °

¢ singld  Sinod

a cotgel=

Lako se nalazi da je tgel = @— ili cotg&L= %'él?c_

. tg OC 1
ginaof = 7&1—-_ ili sinol =
1+ tg"et ,/1+cotg§
cos gl = i ili cosol = LOtEeC
Jl+tg§ 1 + cotg®l

sino _ gin &€

tgod = ili  tgel =
cos & 71 - siniot‘. cosel
,/ - 2
cotgel = 1 = sin"eC 111 cotgel = cog &< —
gin ol 1= cos

T Trigonometriiske funkciije zbira i razlike
dva ugla

Neka su uglovied i 4 oStri i neka ispunjavaju us-
lov da je njihov zbir manji od 90°. Posmatramo sliku 13,
BSLOA, SMLOx i SEfox. Onda je:
AP = sine{ 4 OP = cose{ , BS =
= sinfj i 0S5 =cosf . )
BC = min (o + 4 V300 = cos(oC +/F)e
Iz ovoga sledi:

1) sin (et +f5)

= ¥S + BE;

X 2) coe (ot+/3)
= OM - ES.

BC = CE + BE

0C = OM - CM

"
]
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Za odredivanje sin (s¢+/4) i cos (ec+p ) treba ne-
éi vrednosti kolidina: MS, BE, OM i ES.
Iz trouglova OMS i BES imamo:

a) B8 - sinoc , MS = sina¢ . OS = sini cosg

b) 8%: cosl , OM = cosol . OS = cosol cosjl

c) %}g = cost{, BE = coset . BS = cosol sinf

i

d) BE§= sin0(, ES = sine¢ . BS = singl sing ,

Zamenom ovih vrednosti u jednadinama 1) i 2) dobijamos

gin (6L + /) = sinelcos b + cosel sing

cos (cb+p) coaxcbsﬂ ~ singC einf .
Obrasce za tg (&£+4) 1 cotg (p(+/5) dobijemo na sledeéi na-
dins

%

tg (o£+) = sin (®X+/) _ gin ¢ cos/fB + coset sinfd .
cos (et+f) cosel cosf - sine sing

Ako podelimo brojilac i imenilac ovog razlomka 58
cos 6 cosf} dobijamo:

tg (6t+ B) = _tgel = tgh
1 - tgel tgf

cotg (°‘"+/3) . cos (ec+fB) _ coset cos B~ sinel sink
sin (ol +/)) sinel cosf+ cosl sinf

Ako podelimo i brojilac i imenilac ovog razlomka
sa sin of sinﬂ, dobi jamo

o0

cotg (£+/8) = cotg ol cotg/d - 1 R
cotg ol + cotgﬂ

Obrasci za funkeije zbira dva ugla vaZe za ma kak=
ve uglove, & ne samo za uslov oc+ﬁ £ 90°. Trigonometri jske
funkecije razlike dva ugla lako se dobijaju iz obrazaca za
zbir dva ugla, ako se svuda ugao + ﬂ zameni uglom —/5 . Na
taj nafin dobijemo:

gin (¥ -/A) = sinef cos/ff - cos & sin/;
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cos (6t =) = cospd cosf + sing sing

e (e - A

coig (d-ﬁ) - COtgl’( cotgé + 1

- cotgﬁ = cotgeg
Primeri:
1) Naéi sin 75° i cos 75°, kad se zna da je 75° =
= 45° + 30°,

gin 75°% = sin (45° + 30%) 5° cos 30° + cos 45° sin 30°%=

= sin 4
_IE,[%- 2 1_1e, v’- v’—
i A B A R Rl o
2) Ked je sin 30° = § i sin 18° = % (V5 = 1), naéi
sin12°:

sin 12° - sin(30° - 18°) = % cos 18° ~ cos 30° sin 18° =

=3 _—TM'%'%(E“D=—B—“EM“'@%:JA

jor jo cos 18° = 1 - s1n?18° = {1 - 36 - 1% J1- “‘Ef"f’“‘@ =

=‘/16-5-{62/§-1=/10+2F§ =’/10\»2{'5

Iz priloZenih primera se vidi kako se sve trigono-
metrijeke funkcije mogu lako izradunati, ako Se uglovi podes=
no rasteve na zbir ili razliku uglova &iji su sin, cos, tg i
cotg poznati.

8, Trigonometriiske funkcije dvostrukog uglsas i
polovine ugla

U prethodnim obrascima smo videli kako se izradu-
navaju sin, cos, tg 1 cotg zbira i rezlike dve ugla., Ponovi-
mo te obrasce:
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sin (ef+) = sin cosf + cosol sin/3 .
cos (e£+4) = cosel cosfh - sineL sing ,

eC-cotgl -
tg (o£+4) = EEEE gf 1 cote (+A) = ggtsﬁ + cote,
Eada se u ovim obrascima stavi da Jeﬁ=x dobija se;

sin (e{+ol) = gin 26 = sined coBx¢ + cosoc-sine = 2 sin«

2 2

cos (eC+{)= cos 20L= cosstcosel— sinéésinst= cos“el- gine

ol 4 tgeoc 2 tgel |
tg (el +el) = tg 20(= £ = = i
tgeCtar " 4 | 4%

_ _cotgo(-cotgg-l_cotzl’(- =31,
cotg (6l+ol) = cotg 26 = cotzel + cotge = —125—%——00 Tod

Iz ovih obrazaca mogu se nacéi funkecije dvostrukog ugla, kat
su poznate funkeije prostog ugla.
Primer:
1) Naéi funkciju ugla 2& kada je sinek %, & ugao '
oStar, '
Upotrebom osnovnih obrazsca najpre nalazimo:

coeoc=/l' sina =/1'%§=F_2;§_2=§

. x .
tgo(:-g%;:—;:% i cOth(:—'ré—x—=§. Zamenom ovi

vrednosti u obrascima za funkcije dvostrukog ugla dobijamo:
sin 20 = 2 sinal coso(,=2-g-.§=§§

cos 200 = cosl0l = sin2o(, = (§)2 - '(‘é)e = -]E'g - %; = Z‘:’ $

ot 2%
tho(-l_tzzo‘ 1-%-331

5 16 _ 1
cotg 2¢€ = cot x =1 = —g = ﬁ e
2 cotges 5 . %
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Po prvom osnovnom obrascu imsmo:

1= sine-;—-l-cosz-"é—;
a prema drugom obrascu iz funkcija dvostrukih uglova imamos
2 o sin2 e .

Sabiranjem ovih dveju jednalina dobijamo:

cos® = cos

1+ cosel= 20032%(—, & odavde cos%—=

-+ /1 % cosoX
= /—-_é__._

dok oduzimanjem druge od prve daje:
1-cosed = 2 sin® %—, a odavde sin -°-2<—- = X /-1-—7—%’&2‘— 5

tada je¢
=i/l-cos‘< i
cos 1 + coser
o
cote 2 - .t [ L+ cosx
& g = — = I = cosec °

Pred korenom uzimamo ili samo pozitivan ili samc
negativan znak, To jedino zavisi od ugla fé-. Ako je 9—%— u
I kvadrantu, onda uzimamo samo pozitivne znakove; ake je
ugao %— u II kvadrantu, tada je sin %‘— pozitiva_n a za
ostale funkcije znak je negativan; ako je %‘— u III kvae-
drantu onda se zg sin - i cos _ozc_ uzima negativan a za
tg -%9- i cotg —%"- pozitivan znak; ako je ugeo -%‘— u IV
kvadrantu, onda se uzima za cos =%= pozitivan a za ostale
funkcije negativan znak,

Primeri:

1) Kad je cos6( = 0,4,.naéi tg 5~ sa 3 decimale.

Ugao o je o3tar,

ol l = cos® 1= -4 -
£ =% Jji ____,_J cope _ 1=0,4_
& =2 /11— cosel 1+ cose¢ * JI + 5,* -
0,6 _
=/1-:-4-- 0,428 » a7

R

sin

4
thz

bt

o
fuf
B




2) Kad je sin 30° = 45- naéi sin 15° i cos 15°,

oL -
Znamo da je cos 30° = —{23- o Iz obrasca gin —5— = t 1_...22&‘

l = -
lako racunamo sin15°=+’ 2_?=j2—46 = 226$
o _ /1+cosBO°_‘/1+'"g_‘/?+r3_._/2+f3.
cos 157 = + % = ) = . 2
2
Prema uslovu zadatka cos 30°=\/l— 8in®30° = 1 - (%) =
[[ -1 3
= 1-1 =J§=—%,

9. Pretveranje zbire i razlilke trigonomet sk

funkeija u proizqu

Pretpostavimo da je & a + L b =of i
L a=4Ly =/§ . Sabiranjem i oduzimanjem ovih dveju jed-
nadina dobijamo:

a=£€—3~'§- i b-ﬁ-}@; tada je:

1) sinel + sinﬁ: gin (a + b) + gin (a = b) =

= gin a-cos b + cos arsin b + sin asco8 b = cos &.sin b =

ef ef .
= 2 gin a.co8 b = 2 gin -%A»cos—zé-

Eriner: gin 60° + sin 10° = 2 sin 35° cos 25°%

2) sinoc-sin/s=sin(a+b)-am (a - 1) =

= gin a.cos b + cos a-sin b = gin a-cog b + cos g-sin b=
Y- of - /b .
2 2

Primer: gin 70° - sin 40° = 2 cos 55° sin 15°.

= 2 cos a-8in b = 2 cos . g8in

3) cosel + cos/h = cos (a + b) + cos (a = b) =

= €08 8.CO8 b - gin a-sin b + cos a-cos b + sin g-gin b =

= 2 co8 a.¢c08 b = 2 cos °‘—}é--cos o%é .
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Primer: cos 80° + cos 20° = 2 cos 50%o0s 30°.
4) cosef = cosfb = cos (8 + b) = cos (a = Db) =
= ¢08 a°c08 b - gin g.8in b - cos g-cos b - gin a.sin b =
o4 /o ol-fo
2 2 °

= = 2 gin a.gin b = = 2 gin o8in

Primer: cos 80° = cos 120° = - 2 sin 100° sin (- 40°%) =
2 cos 10% sin 40° zato 3to je sin 100° = sin (90%+10°) =

cos 10‘3 a sin (- 40%) = = sin 40°,

5) tg® ¥ tgfh = SBE & sinfd _

coBel cos/g "
- gin®?cosft cosginf _ sin (4) .
cosél cosﬁ cosel o cosﬁ

Primeri:

. AC
1) tg 30° + tg 20° = —SIRLOO

cos 30% cos 20°

o
2) tg 47° - tg 17° = 2330 .
cos 47 cos 17

5) cotgot ¥ cotgfh = SO & cos /b _
sinof Sin/j

_pinf cost t cos /) sind _ §in (@tip)

- sin oL sin/fb gin of sinlg

Primeri:

[¢]
1) cotg 20° + cotg 42° = 8in 62

sin 20°% sin 42°

gin 35°
sin 40°. sin 75°

2) cotg 40° - cotg 75° =

10, Graficko predstavlianie trigonometrijskih funkci ja

Pre nego 3t0 grafidki predstavimo trigonometrij=
ske funkcije podsetimo se brojnih vrednosti trigonometrijskih
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funkeija uglova od 0°, 90%, 180°, 270° 1 360°, Te vrednosti
date su u tabeli 1, a lako se dobijaju sa trigonometri jskog
kruga (sl. 6).

Pabela 1. (u zagradi su uglovi izrafeni u radijanima)

oc | 0°%0) | 90°( | 180°(®) | 270°&E) | 360°C27)
sin& 0 1 0 =1 0
cosef 1 0 =1 0 1
tg & 0 t o= 0 + O o
cotger | & o= 0 t e=s o i o=

Trigonometrijske funkcije y = sin x, y = cos x,
Yy=1tgx i y= cotg x, graficki su predstavljene na slede=
éi nadin u pravpugiom koordinatnom sistemu, Za funkeiju y =
= 8in X, perifeiiju trigonometrijskog krugae prenosimo kao
pravu liniju na apscisnu osu, a ordinate koje odgovaraju tad=-
kama 0990°,180° itd. dobijamo keo brojne vrednosti funkeije
¥y = sin, za odgovarajuée vrednosii uglova iz tabele 1.

/. £ \7 ¥& ox

A

Slike 14

Kako se periferija trigonometrijskog krugae moZe
prenositi na apscisnu osu u pozitivaom i u négativnom smeru
koliko se puta hode, to je krive linija funkecije y = sin x
neogranifena, Kafemo da me periodidno ponavlja sa periodom
od 360°,

Na isti nefin se grafiki predstavlja funkeija
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¥ = cos X, Grafik funkcije je isti keo i funkeijea y = sin x, |
samo $to je pomeren u levo za 90 stepeni. Perioda funkeije

¥y =cosx je 360

Y

gtepeni, Vidi sl. 15.

-

E =z g§>”";;z

-4

Sliks 15

Uzimejuéi u obzir vrednosii trigonometrijskih funk=-
cijey=1tgx i y=cotg x iz tabele 1 za uglove od O°,*
90°, 180°, 270° 1 360° dobijamo grafike na slikama 16 1 17.
Periodic¢no ponavljanje kod funkeije y = tg x 1 y = cotg x

Je 180°,

IS

Slika 16

Slika 17
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11. Re3avenje prostijib trigonometriiskih jednslina

Jednaline u kojims se nalaze trigonometrijske fun
keije nepoznatih uglove zovu se trigonometrijske jednadine,
Ako se u jednalini nalazi samo jedan nepoznati ugao, onda
treba jednalinu tako transformisati da se u njoj nalazi sa-
mo jedna funkcija tog ugla. Ako u jednalini ima viSe nepozna
tih uglova,onda je treba tako trapsformisati da se u njoj ne
zi samo jedna funkcije svakog nepoznatog ugla d4ili njihovog
zbira ili razlike.

Primeri:

1) 2 cos x = cotg X » Kad zamenimo

cotg x = %‘E—; dobijamo ;

COB X
S5 ili
co8 X
nx - ©

2cosx--—s-{——-_
cosx(z-a%[-)-_-o pa je :

2 o8B X =

cos x = 0 ili 2'§leTi'=°' sinx=%, 2 time je

ugao £ odreden. Iz sin x = % izlazi x = 30°.

U drugom kvadrantu ugso od 150° ims isto sin jed=
nak %, pa je i to vrednost ugle x, Isto tako se iz cos x = 0
dobijaju reSenja x = 90%1 270°. Ako se pojam o uglu proSiri
i ne uglove vede od 360° i na negativne uglove, onda x ima ¥
Se reSenja, odnosnc bezbrojno mnogo vrednosti.

2) Re8iti jednafinuta sin x + bcos x = €.,
Podelimo jednadinu sa a i dobijemo:

sinx+§cosx=

wio

Sada uwvedimo pomoéni ugaool tako da je tgel = %»
onda je:

sin x + tgel cosx:-‘é 111

gin x cosed + co8 X sined = -g- cogel ,
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gin (x +&¢) = §- cosel o

Kako je e poznat ugso, iz ove jednaline moZe se
odrvediti vrednost x +ef , & tako 1 ugeo =,

3) Date su dve jednadine:

I sinzx + coazy = 8

11 coszx - sinzy =Dbo

Ako u drugoj jednadini coszx zamenimo sa 1 = sinzx,
a sin?‘y = 1 = cos"y dobija se ovaj sistem:

I singx + coszy =8

II 1 - sin®x =1+ cos?y="b .
Kada I i II saberemo i oduzmemo, dobijamos
I 2 coszy =a+b

II 2 sinzx

a=">,

ReSenja sus iz I i II:

cosy=i‘/%(a+b); ainx:i‘/%(a-b).

353



IT GLAVA

PRIMENA U GEOMETRIJI

l. Prirodne vrednosti trigonometyrijskih fumkcids

Za Cetiri osnovne trigonometrijske funkeije: sin,
cos; tg i cotg, izrafunate su i utablifene vrednosti za ugleo~
ve 0° - 450, za svakih 10’ (u nekim tablicams i za svaku mi-
nutu).

Skupom utsblifenih vrednosti sadrZane su ujedno i
funkeije uglova veéih od 45°, naime:

za funkcije komplementnih uglova vafe relacije

sinel = cos (90°-e), coseC= sin (90°-&), tged= cotg(90°=04)
cotgel = tg(90%(), (mpr.,cos 53° = sin 37°);

funkcije uglova vedih od 90° uvek mogu da se sve=
du na funkcije oStrih uglova (npr.}‘ tg 160° = = tg 20°%;

cos 200° = = cos 20°),
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(U originelu su neke cifre poslednje decimale podvulene, no
o tome ne treba da vodimo raluna.)

Argumentima leve kolone (stepenima - G. i minutim:
- M,)odgovaraju funkecije navedene u gornjem zaglavlju, a argu-
mentime desne kolome - u donjem zaglavlju. U kolonama pod
D1’ date su minutne promene za& svaku funkciju posebno, u je=
dinicams poslednje decimale, radi interpolacije za uglove i
funkcije unutar desetminutnog razmaka.

Primeri:z

1) Odrediti sin 27°20°. - Argumentu 27°20° u levo;

koloni i funkeciji Sinus u gornjem zaglavlju pripade broj
0,45 917. Dakle,

gin 27° 20° = 0,45 917 == 0,46,

2) Odrediti cos 62°40°. = Argumentu 62°40° u desnoj
koloni i funkciji Cosin u donjem zaglavlju pripada broj
0,45 917, Dakle, ™ _
cos 62° 40° = 0,45 917 = 0,46,
tj. ista vrednost kao i u prethodnom primeru, jer su dati u-
glovi komplementni: 27°20° + 62°40° = 90%

3) Odrediti tg 27°24°17% . = Prvo podelimo 17° s 60
2 07,28, Minutna promens funkcije Tang u razmaku izmedu
27°20° 1 27°30° iznosi: D,1° = 36,9. Za 4,28 promena iznosi
4,28 » 36,9 =158 jedinica poslednje decimale. Kako je 1ig
27%20° < tg 27°30°, to za tg 27°24°, 28 va¥i relacija
tg 27°20° < tg 27%24°,28 < tg 27°30°.
Dakle,
0551 688 socecoscessss ( = tg 27°207)
+ 158 cocovoscossss ( = 4,28 ¢ D17)
tg 27°24°17°°= 0,51 846 7= 0,52 ,
4) Odrediti cotg 60°37°27°°, ~ Prvo podelimo 27°360%
&= 07,45, Minutna promena funkcije Cotg u razmaku izmedu
60°30° i 60°40° iznosi: D,1° = 38,3. Za T°,45 promena iznosi
7,45 = 38,3 #= 285 jedinice poslednje decimale. Kako je cotg
60°30° = cotg 60°40°, to za cotz 60°37°,45 va¥i relacija:
cotg 60°30°> cotg 60°37°,45 = cotg 60°407;

#
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Dekle,
0,56 57T coesoso000es {
- 285, 0000000008 (
cotg 60°37°27°= 0,56 292 == 0,56 ,

Mequtim, kako je 37,45 bli%e ka 40° nego ka 30°
(40° = 377,45 = 2°,55), radun mo¥e da se izvede i ovako:

0,56 194 :500cc000000 ( = cotg 60040’)

+ aatoacoocoo-'o ( = 2,55 @ D-l’)
cotg 60%37°27°" = 0,56 292,

5) Odrediti cotg 25°8°46°°, = Prvo podelimo 46°% 60 ==
= 0177. Minutne promena funkeije Cotg u razmeku izmedu 25°0°
1 25°10° iznosi: D.1° = 16,2, Za 8°,77 promena iznosi 8,77 »
° 16,2 =¥ 142 jedinice poslednje decimale. Kako je coteg
25%0° > cotg 25°10°, to za cotg 25°8°,77 va¥i relacija

cotg 25%0° > cotg 25°8°,77 > cotg 25°10°.
Dakle,
2,1445 .se0csccescse ( = cotg 25°07%)
= 142 coceccescaces ( = 8, 77 ° D.1°)
cotg 25°e'4e" = 2,1303 = 2,13,

cotg 60°30°)
7545 ° D,17)

Medubim, kako je 87,77 bliZe ka 10” nego ka 0°
(107 = 8°,77 = 1°,23), radun moZe da se izvede i ovako:
2,1283 secesccsssses ( = cotg 25°107)
+ 20 cs0000s0c0sse ( = 1,23 °° D,1°%)
cotg 25°8°46°° = 2,1303,

6) Odrediti ugao ¢ ako je sinet = 0,45 917 (zadatak
obrnut primeru 1). = U koloni funkecije Sinus nalazimo vred=
nost 0,45 917. Keko se oznaka kolone Sinus nalazi u gornjiem
zaglavlju, funkeiji pripada argument leve kolone : 27%0°,
Dakle,

o = 27° 20°,

7) Odrediti ugao A4 ako je cos /4 = 0,45 917 (zada~
tak obrnut primeru 2), - U koloni funkcije Cosin nalazimo
vrednost 0,45 917. Kako se ozneka kolome Cosin nalezi w do-
bjem zaglavlju, funkciji pripads argument desne kolone 3
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62°40°, Dekle,
£ = 62%0°,

8) Odrediti ugao & ako je tgd = 0,51 846 (zadatak
obrnut primeru 3). = U koloni Tang nalazimo da je vrednost
0,51 846 interpolovana izmedu vrednosti 0,51 688, kojoj pri-
pada argument 27°20', i vrednogti 0,52 057, kojoj pripada
argument 27°30'. Minutna promene u tom razmaku iznosi:

D.1” = 36,9,
Relaciji medu funkcijama
0,51 688 < 0,51 846 < 0,52 057
odgovara relacija pripadajuéih argumenata:
27° 200 < ¥ < 27° 30°.
Razlici date vrednosti funkeije i one susedne u=
tabliCene koja je bli¥a datojs
0,51 846
=-0.51 688
4= 158
odgovara promens argumenta (kolidnik rezlike i minutne pro~
mene, A s Ds1°):
158 ¢ 36,9 =% 4,28,
Dakle,
27° 20°
4°,28
¥ = 27° 247,28
odnosno, kad delove minute izrazimo sekundama,
0°,28 = 60 = 1678 = 1T7"°,
r’___ 270 24° 17° .

2, Logaritmi trigonometrijiskih funkeija

Kao i za prirodne vrednosti trigonometrijsldih
funkeija, izradunati su i utablideni logaritmi tih vrednos=-
ti, i to za svaku minutu. Stoga su u kolonamas sa oznskom D.1
date sekundne promene, i to za fumkcije log sin i log cos po
sebne, a za funkcije log tang i log cotg zajednicke.
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Uteblienim vrednosgtinmasa
logaxritama trigonometzriiskih
funke i'jvELV treba da se oduzme 10,
Na primer,

log sin 37%32°

9,78 478 = 10 odnosno
0,78 478 - 1, ili
1,78 478,

W

ili, na primer:
log cotg 37°32%= 10,11 450 = 10, odnosmo
0,78 478,

fl

ili, na primer:
log tg 0%12° = 7,54 291 - 10, odnosno
= 0,54 291 = 3, 111
= 3,54 291,
Inale, nadin upotrebe ovih tsblica istovetan je
sa nadinom izloZenim u primerima upotrebe tablica prirednih
vrednogti.

Primeri:
9) Odrediti log tg 27°24°17", ~ Sekundna promena u
razmaku izmedu 27°24° 1 27°25° iznosi: D.1" = 0,52, Za 17%
promena izmosi 17 » 0,52 = 9 jedinica poslednje decimale,
Kako je log tg 27°24°< log tg 27°25°, to za funkeiju log tg
27°24°17" va¥i relacija
log tg 27°24° < log tg 27°24°17° <. log tg 27°25°.
Dakle,
T,71 462 soecoesvcsccss

+ 9 ©@e¢ope0co00 BB O (

log tg 27%24°17" = 1,71 471 .

10) Odrediti ugao ¢ ako je log sin & = 1,90 334, ili
9,90 334 - 10, = U koloni log sin (donje zaglavlje) nalazimo
da je vrednost 9,90 334 (~10) interpolovana izmedu vrednosti
9,90 330 (=10), kojoj pripada argument (desne kolone) 53010',
i vrednosti 9,90 339 (=10), kojoj pripada argument 53°11°, Se-
kundna promena u tom razmeku iznosi:z D.1" = 0,16,
Relaciji medu funkceijama

log tg 27°24°)
17 ¢ p.1%)
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9,90 330 < 9,90 334 £ 9,90 339
odgovara relacija pripadajuéih argumenata:

53°10°< J < 53°11°,

Razlici date vrednosti funkcije i one susedne u-
tabliCene koja je bliZas datojs

9,90 334
= 9,90 330
- A= s

odgovara promena argumenta (kolifnik razlike i sekundne
promene, A : D.1%):
4 5 0,16 = 25
Dakle,
53°10°
+ 25"
J = 53%10725",

3. ReSavanje trougla

Da bi trougao bio odreden, potrebno je da su po=
znata tri elementa, od kojih bar jedne stwanica (III DEO,
VI GLAVA).Ostala tri elementa mogu da se odrede ili konmstrul
cijom ili radunom.

ReSavanje trougla, to jest izraCunavanje nepo~
znatih elemenata trougla pomodéu podataka o datim elementima,
izvodi se primenom trigonometrijskih funkcija i teblica.

a) Pravougli trougao

Termin "pravougli® sadr#i ved jedan poznati ele~
ment = pravi ugao. Prema tome, za reSavanje pravouglog tro-
ugla treba da su zadana'joé gamo dva elementa: stranica i
ugao, ili dve stranice,
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Primeri:

Skica pravouglog trougla za primere 1 - Q. B

a
A é ¢

1) Resiti pravougli trougao kad su mu poznate katete
a=40 1 b= 120.
Hipotenuzu izrafunavemo pomodéu Pitagorine teoreme:

c = 32 + b2 o

V402 + 1202 = {1 600 + 14 400 = Y16 000 = {1 60010 =
40410,

U +tablici kvadratnih korena brojeva 1=-100 nalazimo da jJe
456 = 3,16 228, Prema tome,

c = 126,49 °

Dskle,

[

L]

Ugao 6¢ odredidemo pomodéu trigonometrijske funk=
cije

tg“=%.
Dakle,
tgx=rg%=%-= 0,33 333,

U tablici prirodnih vrednosti trigonometrijskih funkcija na-
lazimo da datoj vrednosti funkeije odgovara argument

ol= 18926°6" = 18°26°,
Ugao ﬁ komplementan je uglu & (/3= 90° =el)s

= 71933°54" == 71%32°,
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2) ReSiti pravougli trougao ako su poznate kateta
a = 40 1 hipotenuza ¢ = 126,49,
Ugao ¢ odredidemo pomodu trigonometrijske funk=-
cije
gin o

l
ol

Dakle,
gined = I?é%g = 0,31 623.
U tablici prirodnih vrednosti trigonometrijskih funkcija na-
lazimo da datoj funkeciji odgovara argument
ol = 18%26°7 = 18°26°,
Ugao /5 komplementan je uglu of 3
A = 71°33°53" = T1°34°.
Katetu b mogli bismo da odredimo»pomoéu Pitagori-
ne teoreme '
b=ye?-a?,
ali s obzirom da je hipotenuza data viSecifrenim brojem, k
tetu b odredidemo porodu trigonometrijske funkeije:

b
5= cotg & ,

odakle je
b=a-° cotgtl o
U tablici nalazimo da je

cotg 18%26°7" = cotg 18°26°,117 = 3,00 000 = 3.
Dakle,
b
b

a ¢ 3,
40 « 3 = 120,

3) Re3iti pravougli trougao ako je poznata hipotenw
za ¢ = 126,49 i jedan oStar ugao, recimo ¢ = 18%26°7%,
Ugao /3 = 90° = o¢ = 90°-18%26°7" = 71°33-53".
Katetu a odredidemo pomodu trigonometrijske funk
cije
a
T = sined
odakle je,
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a=c¢° sinel,
Kako je sino¢ = sin 18%26°7" = sin 18°267,117 = 0,31 623,
to je

a = 126,49 ° 0,31623,
%3.

a = 40,

Katetu b mofemo da odredimo pomodu ugla &¢ i iz-

radunate katete a, Naime,

b

5= cotgd »
odakle je
b =ac° cotged &

Kako je cotg el= 3, to je kateta
b= 40 ¢ 3 = 120
4) Re3iti pravougli trougao ako je poznata jednes ka=-
teta, recimo b = 120, i jedan oBtar ugeo, recimo &« = 18%26°67,
Drugu katetu odredidemo pomodu trigonometrijske
funkcije

% = tgoC ,
odekle je
a=>be¢ tg ,
Kako je tg o = 0,33 333, to je
a= 120 - 0,33 333 = 40,
Hipotenuzu ¢ odredidemo pomoéu Pitagorine teoreme

¢ = 1202 + 402 = 126,49.

5) Vertikalni Stap (a) duZine 40 cm baca senku {b)
dugu 120 cm, Odrediti visinu Sunce (e{ = ugao pod kojim Sunde-
vi zraci padaju na horizontsku ravan),

Odgovors ol = 1892676" (vidi primer 1).

(veprel)s

6) Kretanjem po strmoj ravni (c) du¥ine 126,49 m, te-;
lo dostigne visinu (a) 40 m iznad osnove (AC) strme ravni, O-
drediti ugao nagiba (&) strme ravni,
odgover: ¢¢ = 18°26°7" (v.pr.2).
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7) Nagibni ugao strme ravni oC = 18°26°7", Dulina
strme ravni (c) iznosi 1264,9 m. Za krajnju talku (B) uspo-
ne odrediti visinu (a) nad osnovom (AC) strme ravni.

Odgovor: a = 400 m (v.pr. 3).

8) Avion (B) osmotren je iz mesta A pod elevacionim
uglom (merenim od horizoniske ravni posmairada navife)
o = 18°2676", a u trenutku kad se avion nalazio vertikalno
iznad mesta C, udaljenog od mesta A za 12 km, Odrediti visi-
nu (a) na kojoj leti avion.
Odgovor: a = 4 000 m (v.pr. 4).

9) Iz aviona (B) koji leti vertikalno iznad mesta C,
osmotren je, sa visine (a) od 4 000 m, aerodrom A pod depres
sionim uglom (merenim od horisonteke ravni posmatrada nani-

%e) o¢ = 18926°", Odrediti udaljenost (b) aerodroma A od me
gta C,

Odgovor:' b=ac°cotgel = 12 km. Na skici, ugao:
komplementan je uglu 4 . (v.pr. 4,1 3).
Skica za primere 10-11,

10) Za Zetvorostranu piramidu visine H = 24 i jedna~=
kih bodnih ivica, &ija je osnova pravougaonik stranice & =
= 14 i dijagonele d = 20, odrediti: a) nagibni ugac (&)
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bobne strane (osnovne ivice b), i b) nagibni ugao (4) bod-
ne ivice (s) - prema ravni osnove piramide.
ReSenje: >

(a) tg ol

-
3
tg g = f%

MoZemo da primenimo i logaritameki raduns

log tgel = log 48 - log 14

log 48 = 1,68 124
_log 14 =_1,14 613

log tg of 0,53 511,

odnosmo,
log tg &« 10,53 511 (~10).
e = T73%44°23n,
(NajbliZa tablidna vrednost funkciji log tg ol Je 10,53 493,
razlika 18 3 0,78 = 23,)

®  wp-f-F
Z
tg/} =§§
log tg ﬁ = log 48 - log 20
log 48 = 1,68 124

_log 20 =_1,30 103
log tg /5 = 0,38 021,

odnosno
log tg A = 10,38 021 (=10)
A = 67°22°48",
11) Za Cetvorostranu piramidu jednakih bolnih ivies,
8 = 26, nagnutih prema Travni osnove pod uglom f = 67%22°,8,
odrediti visinu H.
Re3enjes

L]
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H
< =sinf,

H =8° sin/f, s

H = 26 « sin 67°22°,8

(sin 67°%20° = 0,92 276 3 2,8 ° 19,7 &=55 3
26 ° sin 67°22°,8 = 24,00 606)

He= 24,

12) Odrediti oStar ugao pod kojim se seku dijagonale
kocke,

7=

|

=

=

\
N\

Dijagonalni presek kocke je pravougaonik osuove
d=ga ﬁ (dijagonale kvadrata) i visine a (ivica kocke).

Polovinu ugla preseks odredidemo pomoéu trigono=
metrijske funkeije

1
tgé( = -] = —a-— = ewmmm g
1.k V32
log tgef =logl = log 2 = logl-%logz
log 1 = (1) 0,00 000 {=10)
$10g2= 0,15 052
log tg of = 9,84 948 (=10)
o« = 35°15°51n

20¢ = 70°931°42%,
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Dakle, dijegonale kocke seku se pod uglom ]
70°31742"% (a ne pod pravim uglom, - kao &to se Sesto, u te-
stovima, pogredno odgovara).

13) Odrediti nagibni ugao di jagonale kocke prems ra-

vnl osnove.
Odgover: of = 35°15°51"  (v.pr.12),

14) Izvesti trigonometrijské obrasce za povrSine rom-
boida i trougla.

Povr$ina romboida jednska je proizvodu osnovice i

visine:

P = ah @
Kako je, prema skdci,

%: Sinr Y
odnosno h=Dboe sin}"' N
to je P=sgb sind N

tjo povrsina Tomboida Jednaka je
proizvodu dveiju susednih strani-
ca i sinusa ugla medwu nijima,

Ako je zahvaleni ugao tup (suplementan oStrom ug=
lu), obrazac P = ab sin/_’) ekvivalentan je prethodnom obras=
cu, jer su sinusi suplementnih uglova jednaki,

Kako je romboid dijagonalom podeljen na dva jednsa=

ka trougla, to je

PA =%absinr,
tjo povrSine trougla jednaka je
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poluproizvodu mea X oje dve s tra-

nice i sinusa ugla medu nJjima.
(Obrazac za povriinu P razlike iselka i odselka
kruga polupredniks r i zajednikog centralnog ugla &

P=%2‘281n06.)

b) Kosougli frougao

Kosougli trougeo reSava se primemom trigonometrij-
skih teorema: sinusne, ili kosinusne, 1li tangensne, u zavis
nosti od elemenate koji su poznati.

Skice kosouglog trougla,

(1) Sinusna teorems

Iz trigonometrijskog obrasca za povriinu trougla
(vopr. 14) primenjencg na sve tri ugla, tj.

P=%abeind ,
'P=%acsin/5 .
P=%bcsino( 9

izvodimo relacije:
%ab sinr =-]2'ac sin/5 s

%ab _sinr =%bc gin ol

%ac sin/b =%bc gingl ,
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iz kojih se, posle skradivanja, izvode proporcije

.=,
sind  sind

a_ ..o,
sinel sin

8 _...Db
sine. sinf

koje mogu da se napiSu u obliku produZene proporcije ..

JUE- W - L -

sin.  sing " sind”

koja predstavlja sinusnu teoremu. ‘
Sinusna teorems moZe da se izrazi i odnosom

a:b:c:sinet:sin/&:sin{l

tjos g tramnice trougla odnose. 8¢
kao sinusi nespremnihb uglod¥ s

Pt = =

(2) Kosinuesna teorema

Visina trougle, koja odgovara osmovici, obrazuje
sa datim trouglom (vidi skicu) dva pravougla trougla. Prime-
nom Pitagorine teoreme, visinu h moZemo da izrazimo

h2=a2-(c-—x)2

i h2=b2—x2
odakle je
32-(c-x)2—b2—x2;
dalje je
e.?=b2—xz+(c-x)2
32=b2-12+c2-20x+x2
32=b2+c2-2cx.
Kako je
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odnosno
x =b cogel ,
dobidemo

a2=b2+02-2bc cosd |

tj. kosinusnu teoremu kojom se jedna stramica izraZeve po=
nodu dveju drugih i ugle medu njima.

S1i¥nim postupkom dobijamo jod dva odgovarajuésa
izrazas

b2=32+02-2acco/5
2

c a2 + b2 - 2ab cosd |

U sludaju kad je ugao medu stranicama tup (kosi-
nus tupog ugla je negativan), proizvod 2be cos & (2ac cos B
28b cos ) ne cduzima se, veé se dodaje zbiru kvedrats stra-
nica,

Prema tome, kosinusna teorema moZe da se izrazi

recimas

Kvedrast ma koije stranice
trougla jednsk je zbiru kvadzxa
ta drugih dveju stranica alge =
barsgski umangjenomn zg nijihotv pxr o
izvod sa udvostrutenon yredno 5
éu kosinuss ugla medu nijilmns.

Primedba: Ako je ugso medu dvema stranicema prav,
recimo ugao § = 90°, ® obzirom da je cos 90° = 0, kosinusme
teorema poistoveduje se sa Pitagorinom teoremom

02=a2+b2;

dakle, Pitagorina teorema predstavlja poseban sluda] opStije
kosinusne teoreme.

(3) Tangensna teoreme

Ako ne sinuenn teoremu (za dva para elemenata}
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g _sine
%= sin’,g
primenimo stay o proporcijams

2 +h ginet + sinf
e = b sine. = sing °

i ako zbir i razliku sinusa uglovs ot i /3 transformidemo u

proizvod,
L -
a=Db 2cos 5—'5-& sin %&

dobidemo proporciju

e+
a + b tg ==

a-1b tg S

kojom je izraZena tangensna teorema i koja moZe da se iska~
zes

Z7hbir ma koje dve 8trasnices
trougla odnosi se prema niihbo-
veoi vazlicdl kao tangens polugzbi-
re neaspramnihb uglova prema % an-
censu nijihove poluxazlike.

Primenas

Koginuspme teorems primenjuje se ako su date dve
stranice i ugao medu njime, ili ako su dete tri stranice (ni-
je podesna za logaritamski radun).

Tangenena teovema primenjuje se uglavnom umesto
kosinusne ako su podaci o stranicama dati viSecifrenim bro=
jevime (podesna za logaritemski radun).

U svim ostelim sludajevima primenjuje se sinusna
teorema,

Primeris

15) Red$iti trougae ako su mu poznate ave stranice,
a =17, b =10 i ugaso medu njima, F = 25%3727%,
U kosinusnoj teoremi
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¢? = 82 + b2 = 2ab cos

zamenimo date vrednosti

¢2 21724102 -2 ¢ 17 o 10 ¢ cos 25°3°27w

cosy‘=0,90589; 2~17'10'coa?"=308;

¢Z = 289 + 100 - 308 = 81
[+3

= 9.
Ugao, recimo ﬁ » odredicemo pomodéu sinusne teore
ne
¢ :b= gind s sinf
iz ove proporcije bide
b sin &
sin/b = S

ili, logeritamski,
log sinﬁ = log b + log sind - log ¢ ,
odnosno .
log sinf} = log 10 = log sin 25%3727% - log
log 10 = 1
Jlog sin F = 9,62 688 =10
(zbir) & =10,62 688 -10
-dog 9 =_0,95 424
log sin f = 9,67 264 =10
fH = 28%721n
Ugao o¢ = 180° = (A+d) 3
o = 126%52°12%,
Hedutim, podto je izrsfunate stranica ¢, ugeo, T

cimo 13 o mogli smo de odredimo ponovo primepom kosinusne te
remes

b2=9,2+c2-230 cos/@,

odekle je

2, 2
cos f} = &2 + o2 - v
288
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odnosgno

2 2 2
+ =10 27
cos = U—frist™ - 3 -
Pomodéu tablica prirodnih vrednosti trigonometrijskih funkeil-

ja, 111 pomodu logaritama dobili bismo ved nadenu vrednost,

16) Date su dve strenice trougla, a =13, ¢ = 4 i w
gao medu njime A = 112°37°12°, Odrediti tredu stranicu.
ReSenje:

% = a2 + ¢ = 2ac cos/}

52 =132 + 42 = 2 ¢ 13 * 4  cos 112°37°12m,
cos 112%37°12% = ~ cos 67%22° 48" = = 0,38 462,

22169+ 16 + 40 = 225

b = 15.

17) ReSiti trougao ako su mu poznate &ve sitranice,
=289, b=2500 1ugso medu njime ¢ = 17°35°40",
Primeniéemo tangensnu teoremu:

ote
a® b e
82 . == N
a=D> te

zbir ot+f§ = 180° =9, a poluzbir %‘-ﬁ = 90° = -?;- .

i}é = 81°12°10"
a+bs=5 39
a = b = 390.

é - 4 é
tg a b ts + .
Logaritmovanjem,

log tg—-EA=1og (a = b) + log tg7é-log {(a + b)

i zamenom detih vrednosti dobijame

log tg“‘ = 9,66 982 =10 ,

oL
"‘Z‘é= 25937290

373



ot - A = 50% 58"
ol 4 B = 162°24°20"
2 el = 212930*78"
o= 106°15°39"

A= 56°8741n
Stranicu ¢ odredidemo pomodu sinusne teoreme
¢ _ gin ¥
5% sn 4
¢ = b sin ¢
CTEE

odnosno

log ¢ = log b + log sind’ - log sinﬁ o

log ¢ = 2,95 904,

c = 91‘0 N
18) Osmatradi iz dve mesta, udaljena jedno od drugog

{(c = } 17 km, osmotrili su neki objekt na horizontu pod ug-
lovima © = 73%44°23" 4 ﬂ = 67922°48", merenim prema pravoj
liniji koja spaja mesta osmatrada. Odreditis 1)za koliko Je

osmotreni objekt bli¥i jednom ommatradu i 2) udaljenost ob=
jekta od linije koja spaja osmatrale.

1) 8. gin & . b _ min
¢~ sny * ¢~ sin

ol
8‘=cs:i.n . b_csin

sﬁy ’ T osin g

"= 38952749"

log a = 1,41 497; log b = 1,39 794
a = 26 km b = 25 kn

Objekt je za 1 km bliZi onom osmatracu koji je
izmerio vedi ugao (prema vedem uglu leZi duZa stirasna, a pre~
ma manjem kraéa).

2) Visina trougla (v.skicu)

hsas=sinf
h=aga°* s:l.n/5 .
Udaljenost objekta od date linije iznosi:
h = 24 lm,
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I GLAVA

TACEA I PRAVA

1, Raestojenje dveju tafaks

Neks su date dve tadke Ml(xl' yl) i Mé(xz,ryz)
(s1o 1) Eije demo rastojanje oznaliti sa d, Sa slike vidimo
da jes

PM, = y55 QU, = ¥
4 . Halte ) 1% 9 2 2
4 MIR=PQ=2:2-I1
A = -
wp . Ry =¥ =7y
' Primenom Pitagorine teoreme
na pravougli trougso MlRM2
dobidemos
X 2 2 2
o] P Q M1M2 = M1R + RM2 s 3o
d2 = (xz = xl)z + (yg = y1)2
Slika 1 odak;e Je:
d= ,/(12 - xl)2 + (yp = yl)z. (1)

Obrazac (1) sluZi zs izralunavanje rastojanja ta~
daka Ml(xl, yl) i Mz(xz, yz).

Primer 1.

Naéi rastojanje taSake. M,(2,3) 1 M5(5,7).

Ovde je x; = 2, ¥yyp = 35 X, = 5, ¥, = T, pa prema
obrascu (1) imamo da je:

a-f-22+7-3n2-V2+ 2 ->5-5.
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Primer 2,
Nadi rastojanje tadaka A(-=1,0) 1 B(1l,5).
Ovde je X, = =1, ¥y =05 %, = 11, 35, = 5. Ere-

ma obrascu (1) sada je:

d= ﬁl - =12 4 (5 - 0)2 = V122 + 52 = V169-13,
Primer 3.

Nadi duZine strana trougle dJija su temena A(1,3),
B(-lyl) i C(Byl)o
Ovde imamo prema obrascu (1) da je:

/(—1-1)2+(1-3)2=/4+4=|/_a

AB =
BC = !/[3 - (-1)]2 + (=1~ 1‘)2 = /42 + 2% - /;5
CA = JQB - 1)2 + (=1 = 3)2 = /4 + 16 = /;B

2, Koordinate sredine date duZi

Neka je data duf d 8ije su kxajnje talke Al(xl,ylj
i Az(ngyz). Cdredimo koordinate sredine dui AjAy. Neka je
S(xs;ys) tadka koja polovi duZ oMy (sl. 2),

1
a A‘f\m\k"\
9
éf“ma
N
‘:\AQ/J ‘\\% A
M
0 P Q R X
Slika 2

Sa slike 2 jes
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oPp

= g9 0Q =z OR = x,, PAy = Qi = Yy»
QS = RN = y, A1M=xs-x1, S = yg = ¥q»
SN = x5y = x5y Niy =3, = ¥y,

Iz podudarnosti trougleva 44MS i SNA, je:
AJM = SN; MS = NA, , %3
Eg =X =X = Xg Vg T V) =TT T

odakle dobijamo koordinate sredine duZi A4y

X, + X ¥ * ¥
IE = —17—-2- ] ys = -i—f-—z- s (2)
Primer 1.

Nadi koordinate sredine duZi &ije su krajnje tad-

Prema obrascima (2) imademos

2 + 1 + 8 R
eredina dufi A,B, talka 5(8, 4).
Primer 2.
Neéi du¥inu teZiZne linije trougla A(l,=1) B(0,3)
1 ¢(4,1) koje odgovara njegovo] strani BC.
Ako eredinu strane BC obeleZimo s=a Ays teZisna 1lie
pija diju dufinu trafimo bide dui AA,. Koordinate talke A

gnamo, a koordinate tadke B nadi demo kao koordinate sredine
du¥i BC premes obrascima (2). U nadem sluaju bide:

xs=-—z—io+ =2y Ys=2"§“+1=2°

Sada smo zadatak sveli ne odredivanje rastojanja
tadaka A(1l,-1) i A1(2,2). Prems obrascu (1) imamos

ay = V(2-1)2+ 2-(-1)J2=\/1+9= /10,
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3. Jednadins prave

a) Eksplicitni oblik jedneline prave

PoloZaj prave u koordinatnom sistemu XOY odreden
Je odselkom ON = b koji ona cdseca me osi OY i uglom o koji
prava gradi sa pozitivaim smerom OX ose (sl. 3).

]
X
oL X
= 0 Q

Slika 3

Neka je M{x,y) ma koja talka prave; tada se iz tro
ugle NPM dobijas
ON=QF = Db
PM=y=Db,
P = 0Q = x, pa je
tgel = .I_'_;_E 9

odakle
Yy = % tget + b, ili

ako stavimo tgo¢ = k, gde je k koeficijent pravea prave,
imademo ocdavde:
¥y =kt + b, (4)

Jednafina (4) predstavlja eksplicitni oblik jedna=
¢ine prave. Ona se Sesto naziva i glavni oblik jednadine pra-
Ve,

Primer 1.

Jednadina y = ﬁ % + 2 predstavlja pravu koje
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8& pozitivnim smerom ose OX obrazuje ugao od 60° (k = tg 60%
= /5), & na osl OY gradi ¢dsedak koji iznosi 2.

Primer 2.

Jednadina y = = x = 3 predstavlja pravu liniju ko=
Jja sa pozitivnim smerom ose 0X gradi ugao od 135° (k =
tg 135° = =1) a prolezi kvoz tadku (0,-3) na osi OY.

Jednaéina

y=D>
" predstavlja pravu pa-
ralelnu osi OX na ra-
stojanju b {sl. 4),
5 Ako je b = 0, prava
se poklapa sa osom
0X, 5to znadi da je
Jjednadina OX ose
Sliks 4 ¥y = 0.

Jednadina

predstavlja pravu para -
lelnu osi OY na rastoja=
nju a (sl, 5). Ako je

a = 0, onda se prava po=
klapa e&d osom OY, 3to
znadi da je jednaCina OY
088

Slika 5 x=0.

b) OpSti oblik jednafine prave
Jednadina oblika:
L + By +C =0 (5)

predstavlja pravu., Uz pretpostavku da je B ¢ 0, jednadins
(5) reSena po y daje:
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y=-$x-§ . (6)
Ako se stavi = %: k, = % =-b , dobide se-iz (6)

jednadinas
y=¥ + b,
a to je, kao Sto smo videli, jednalina prave.
Ako je u jednadini (5) A = O, prava je paralelns
osi OX, a eko je B = O, prava je paralelna osi 0Y. Ako je
C = 0, prava prolazi kroz koordinatni pocetak.

Primer,

Jednadinu prave 2x - 3y = 5 = O datu u opStem ob-
liku napiSi u glavnom obliku. ‘

Iz jednadine prave 2z = 3y = 5 = 0 date u opStem
obliku, reSavanjem po y dobijamo njemu jednadinu u glavnom
oblikus

'y=%x+§-.

¢) Jednelina prave kroz jednu tadlku

Neka je datas talke M,(x;,y;) i prava &ija je jed-
nadinas
y=k+b, (7

Da bi prava ¢ija je jednafina (T) prolazila kroz
tadku Ml(xl,yl),koordinate ove tadke moraju da zadovolje jed:
nadinu (7), pe demo dobiti

- ¥y = kxl + be
Oduzimanjem ove poslednje jednaine od jednadine
(7),dobiéemos:
- ¥y = Kx=x). (8)
. Jednedina (B) predstavlja pramen previh kwroz talk
Ml(xl,yl), poito se u njoj jevlja koeficijent k koji moZe u
zimeti razne vrednosti. Ovo je jasno jer se, kao Sto znamo,
kroz datu talku moZe povuéi bezbroj pravih,
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NapiSi jednalinu prave koja prolazi kroz tadku
M1(2,5) a sa pozitivnim smerom ose 0X gradi ugaoc od 30°.

U ovom slucaju je k = tg 30° = .QZ, pa prema (8)

imamo traZenu jednadinug

y‘s-’-'-‘/;—z(x"a)o

d) Jednadline prave kroz dve tadke

Jednadina prave-ioja prolazi kroz tafku Ml(xl’yl)’
“kao ¥to amo videli,ima oblik: -
Y=y =k(z=2x), (8)
Da bi ova prava prolazila i kroz tadku Mz(xz,yz),
koordinate ove tadke moraju da zadovolje jednadinus :
yg“yl=k(x2‘x1)’
odakle je
Jo = ¥y

k =
I |

ra jednatina (8) postajes

o = ¥
y-y].:é':—x—i'(x-xl)' (9)

Poslednja jednadine je jednalina prave kroz dve
tadke,

Primer 1.

Naéi jednalinu prave koja prolazi kroz tacke
Ml(l,S) i M2(3f9).

Prema (9) traZena jednadina glasi:

y-b‘=8—§-§-(x-1), tJ.

¥~-5=2(x~-1) ili
¥= 22 + 3.
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Primer 2.

Jednadina prave koja prolazi kroz talke (2,0) i
{(1,-1) glasi:

y= ks (x-2),  ti.

X = 2,

e) Ugao izmedu dve prave

Neka su date prave ll i 172 8ije su jednaCine:

1]

v klx + bl

¥

kyx + b, (8l. 6),

Iz trougla F;F,5 u-

gao izmedu pravih
F=0oly =y

odakle je:

tg &= tg @, -o,) =

tgo(2 - th(l

1+ tgoly, + tgoly

Kako je tgol, = ky,
tgo{l kl’ to je:

tg f = I_T‘E"+ o5 (9,

Ako su prave 1 i

" [2 paralelne, ugeo

izmedu njih je jednak nuli, tj. J’v= 0, pa je i tg}*’: O U
tom sludaju iz (9) se dobijas »

| k, = ki,

$to predstavlja uslov paralelnosti pravih 11 i fg.

Slika 6

(10)

Primer 1.
Prave &ije su jednadine y = 2x + 3 iy = 2Xx + 2
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gu paralelne, jer imaju jednake koeficijente pravea (kl = 2,
ky, = 2).
Primer 2,
U jednedini prave y = (2 + ®m)x - 5, odredi m ta-
ko da ove prava bude paralelns pravej y = 6x = 1,
Ovde je ky = 6, k, = 2 + m, pa prema uslovu (10)
imamo da jes
2+ m= 6, odakle
m= 4,
Kada su prave ll i [2 upravne, ugeo izmedu njih
iznogi 90% tg 90° =ew.,
Prema obrascu (9) ovo ée biti ispunjeno ako je

1+ k2k1= 0, tj. ako Je

k2 = = %1 s (11)
§to predstavlja uslov upravnostl pravih [1 i [2'
Primer.

Napi3i jednaSinu prave koja prolazi kroz tadku
A(1,-2) a upravna je na pravoj y = 3x + 4.
Jednadina prave kroz tacku A glasi:

v+ 2=kix-=1),

Da bi prave predstavljena poslednjom jednadinom
bila upravna na pomenutoj pravoj,treba da bude prema (11)
k== %_,, pa trafena jednaling ima oblik:

y+2=-§'-(x-1), 3.
2+ 37y +5 = 0.

£) Segmentni oblik jednaCine prave

Prava je odredena odsedcima koje gradi na koordi-
pnatnim ogsams, Ove odsefke obeleZavamo sa a, odnosno sa b (sl.
T)s Sa glike se vidi de je:

OP = QM = x, PM=0Q=1y
PA

OA=-QP =a~x
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QB.—.OB-OQ=b-yl
\{( Iz sliénosti trouglo~
\ va PAM 1 QMB je:
-8 ___ X
z b -3 °
odakle bx + ay = ab,
ito posle podele sa
ab daje:

M(X\Z)

0 p N -§-+§.1. (12)

- Jednadina (12) pred-
stavlja segmentni ob—
Slika 7 1ik jednaline prave.
Primer 1.

NapiSi jednadinu prave koja odsece na osi 0X od=-
cedak 3, & na osi OY odsedek 5.
Prema (12) imemo:

% + § = 1,
Primer 2.

Jedpaéinu prave Ax 'y By + C = O date u opStem ob=
lilu napi3i u segmentnom oblilku,

Ovde éemo datu jednafinu napisati u obliku Ax +
+ By = = C 1 podeliti je sa = €, (C # 0), posle Sega. dobija~
mos »

gxefe1 11

gdejeprema(lz) Ba-%, bg-% ®

Ne taj nadin jednadina preve 2x = 3y = 5 = O napi-
sana u segmentnom oblilu bile bi:
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§-+:1§=1.

g) Jednagine prave u normalnom oblilku

PoloZaj prave u koordinatnom sistemu XOY odreden
Jje njenim normalnim restojanjem p od koordinaitmog poletka i
uglonm & 3to ovo rastojanje gradi sa pozitivnim smerom apsci-
ene ose (s1. 8).

Sa slike (8) je:

% OP=p, OC=x, Cli = y
: QP = RM, OP = 0Q + QP =

= 0Q + RM, tj.

P = 0C cosef + CH singl,

i1i

p=xcosd+ y sined,

38to se obifmo pile u

obliku
X co8¢f + y sinal =
= Py (13)

8to predstavlja jedna-

¢inu prave u normalnom
Sliks 8 obliku,

Primer. .

Napi8i jednalinu prave ako njeno normalno rastoje~
nje od koordinatmog pofetka iznosi 5,& ugeo 3to ga ovo rasto-
Janje obrazuje sa pozitivnim smerom ose OX 60°,

Prema (13) imamos
z cos 60° + y sin 60° = 5, odnosno
z % 3 y= 10,

, h) Rastojanie tg_qA gke od gi-avg
Data jeo tafka Hl(xl,"yl) i prave 1 (sl. 9) &ija je
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Jednalinas
x cos®+ y sin&~ p = 0.

Jednaline preve [1 kroz
tatku H, a koja je pa =
\x ralelna prevej ¢ glasi:

X coset +y 8ined = phd
™4 odakle se dobija:
d=x coset+ ¥ sinel = p,

gde je d rastojanje pre~
(o 9 ~ x ve l.l. od prave 2.

0 Ny Q Po¥to prava [1 prolazi

' kroz tafku lﬁl(xlyl.) bi=

ées :

= xlcout-l- ylaino(.- '

- p (14}

ako se talks M; i koordinetni potetak nslaze sa raznih sire~
na prave £. axo se tadka ¥y i koordinatni pofetek nelaze sa
lste strane prave 1 , onda me rastojanje tefke El od prave
dobija po obrascus

d=p=-(x, cosel+ysin&) (15)

¥a osnovu (1{) 4 (15) vidi me da se rastojanje tal
ke Ml(xl,yl) od prave x cosu + y sine{ = p debija po obrascu

Slikas S.

4= |11 co8 & + ¥y einel = pf|, (16)

Da bismo odredili raatojnn:)e tacke Hl(xl,yl) od
prave &ija je jednadina date u opitem obliku:

Ax + By + C = 0 o an
Prvo se mora ova jednefins nepiseti w normalnom oblikus
Zcos® + yaindl -p= 0 o . €18)

Da bi ;jcdnaéine (17 1 (18) predstnv].jale ;jednn
pravu,potrebno je da budes-

388



cosel = AA, sinoL=B)s, -p=CJL, {19)

gde je l koeficijent proporcionalnosti.
Kvadriranjem 1 sabiranjem prvih dveju jednalina
od (19) dobicemos

1= A2(a% + 3%) odakle dobijamo

Ao —deee (20)
a2+ B2
U (20) se uzima od dva znaks omaj kojl je suproten znaku ko~
eficijenta C iz jednaline (17) da bi p dato u (19) bilo pozi-
tivno.
Ako se cos@, sin® i - p dato n (19) i vodedi ra-
&ung o (20) zamene w (18), dobife se jednsfina:

‘—’7“=£’1-_.1_—°=0 - (21)
12+I!2 h

koja predstevlja trafeni normelni oblik jednafine (17).
Rastojanje tatke ll(xl,yl) od prave cija je jedna-
&ina (17) dobije se sesda po obrascu:

4+ By, + C .
Va2 + B2
Primer 1.
Jednadinu preve 3z - 4y - 2 = 0 nepifi u normal-
nom obliku, . e ‘

Prema (21) normalni oblik date jednafine glasi:
ZE-4y -2 .0, odnosno |
132 o(-02

Z-fr-2.0, 1

dx-dr-F-0.

Priper 2,
Nadi rastojanje talke M,(1,2) od preve 5z + 12y =
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= 3 = 0. Prema obrascu (22) je traZeno rastojanje:

5:1¢12-2-3
52-1-122

d=

s+24-31 _26_ o,
J159 i3
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II GLAYA

KRIVE DRUGOG STEPENA

Op3ta jedmafina drugog stepena:
4x? + 2Bxy +Cy° + 2Dx + 2By + P = O (23)

moZe predstavljati krug, elipsu, hipertiolu, parabolu ili
gkup pravih linija. Svaka od ovibh linijes moZe se dobiti kada
se konusna povrS preseca raznim ravnima,

1. Jednsfing lkrugg

Krug je geomeilrijsko mesto tafaks u ravni koje =
podjednako udaljene od jedme sitalne %tadke koju nazivamo cem-

tar krugs.

Proizvoljou tatkn pomenutog geometi'ijakog nesta
obeleZavemo sa M(x,¥), a staluun tadku (centar kruga) =8 C(p,q)
(sl. 10), Ako se sa r oznali rastojanje tataka C i M, na os~

Slika 10

novu obrasca (1) za rastoja~
nje dveju tafaka bide:
(x-p2+ (y= 2= 2% (20)
Sto predstevlije jednaCinu

kruga sa centrom u tatki
€(p,9) 1 polupreénikom ¥,

Ako se centar kruga nalazi u
koordinatnmom poietku, jedne-
€ina krugs (24) postaje:

22 4 32 o 12,

2%



Primer 1,

Napi3i jednaSinu kruga 8iji Je cemtsar tadkae C(3,2)
a poluprednik mu je &

Prema (24) imademos

(- 32+ (y=-272= 64,

Jednadine (24) moZe se napiéati u oblikus

2 2

=+ ¥y -2px—2qy+p2+q2-r2

=0 (25)

Ako jednalinu (25) uporedimo sa (23) dobidemo da je A= C = I

B=0, D==p, E==0q p2+q2-r2=;1?.

Primer 2.
Odredi poluprednik kruga i koordinate njegovog
centra ako je jednaline kruga:

x2+y2-61+2y+6=0.

Ako ovm jednatinu uporedimo sa (25) imademo :

-2p==63 =2q9=2; p2+q2-1'2=6, odakle je ¢

p=3 g==1 9+1-1-2=n6, t;j; 1-2;»4,

2. Jednalina elipse

Elipsa je geometrijsko mesto ¢adaka u ravni kod
kojih je zbir restojanja od sveju datih tataka stelna veli-
¢ina, -

Iz date tafke uzimamo Fy = (=c, 0) 4 Fz(c, 0) a
4 talku elipse obeleZimo sa
M(x,y) (sl. 11). Stalne tad
MlKY) ke Fy i P, nazivamo ZiZe e-
be /N iipse. Sa slike 11 je:
"‘/ . x OP=x, OF =¢, PFy=¢

. bFL(- 0,0) 0 3 F‘(OIO)

~x, PH=y, Fll=Ty

h R F1M = rlc
Sliks 11
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1z pravouglog trougla Fpfil Je:

rg = (¢ % x)2 + yg, {26)
a iz pravouglog trouglae PFlM Je:
1-12_ = (c - x)% + 7%, (27)

Neka je r, + ¥y = 2a, gde je a stalen broj. Na os-

novu (26) 1 (27) dobijamo:
2-22-40x i1

(ry = 79) (zy + 7y) = 4ex, Sto zbog (28)

dajes ‘

28 (r2 - rl) = 4ex, odakle je:

By =Ty = -2% X (29)
Iz (28) i (29) dobijamos

1'2=a+-:-x; r1=a—%x.

Ako nedenu vrednost za T, zamenimo u jednadini (26),
dobicdemos )

2, odakle posle gre-

2
: (a + £x) =(c+x)%+y
divanja imamos 7

(a2 - ¢H)x? + azyz = a2(a? - ¢?). (30}

Stavlijajuéis
a2 - ¢2 = b2 (31)
jednadina (30) postaje:
b2z2 + a2y° = azbz, (32)
koja se posle deljenja sa a2b2 moZe napisati u oblikus
2 2
b=t (33)

Sto predstavlja traZenu jedmalinu elipse.
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Ako se jednadina (32) re3i po y dobide sme:

y=i% al - x° (34)

a ako se resi po x dade:

odakle se vidi da je elipsa simetridna u odnosu na obe koor—
dinatne ose. )

Iz (34) se za X = & dobija y = O, a za X = O, da
jey:'—‘-’b, dok se iz (35) za y = b dobijax = 0, a za y = 0
da je x = ¥ a, Tatke 4,(8,0), Ay(=2,0) i By(O,b), By(0,~b)
nazivaju se temena elipse, dok su 2 i b njene poluose (sl.12).

Y
B
AL( 0 : " 1

Slika 12

Primeri: Napisati jednafinu elipse ako je dates
1) Poluoss & = 3 ; b= 2
ReZenje: %— + %— =1,
2) Poluosa & = 10 i rastojanje medu ¥iZama 2¢ = 12,
ReSenje: Kako jJe a2 - b2 = 02, to je b2 = a2 - ¢ s
odgosno ga.menom datih vrednosti b~ = 100 - 36 = 64 dobijamo:
o + g - 1.
3) Talke M,(6,4) i M,(-8,3) kroz koje prolazi elip-
88,
Re3enje: U jednadini elipse b212 + aey2 = a2b2
koordinate x i y zamenimo jedanput koordinatama talke Ml,“d.ru-
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gi put koordinatama tacke My, te dobijemo dve jednaline sa
dve nepoznate 32 i b2=

36b% + 16a® = a2
642 + 932 = a%?,
Oduzimanjem jedne jednaZine od druge debijamo:
=282 + 782 = 0
odakle je: 32 = 4‘b2’.
Zamgnom u jednoj od dve jednaBine, recimo u drugoj, dobijamo ¢
642 + 3602 = a%b2,

Decbom sa b2 dolazimo do vrednosti velidine aZ:
a2 = 100
e zatim: v2 = 25,

Dakle,‘r,jednaéina traZene elipse je
2 2
o+ B - L.

3., Jednacina hipexbole

Hiperbols je geometrijsko mesto tadal®m u ravai
kod kojih je razlika rastojanja od dveju datih tataka stalna
veliding,

] Ze date talke uzmimo Fl(—c,o)
g i F,(c,0), a talku elipse o-
# bele¥imo ss M{xz,y) (sl., 13).
- /41 «  Stelne tatke P, i F, nazivaju
Rlco [0 Rl P se #i%e hiperbole.
" Sa elike 13 je:

: 0P = x, OFy = C, Bp=x-~
Sliks 13 - ¢, PH = y

FM = x -

S = Tos M= 3.
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Iz pravouglog trougla FQPM Je ¢
rg s (c+x)2 =52 (36)
a iz pravowgloz trougla FlPM Je s
ri = (x-¢)% 4 y2. L (3T)

Neks jJe:

¥, = 2a (38)

T2
gde je a stalan broj,
FNe osnovu (36) 1 (37) oduzimanjem dobijemo
rg - r% = 4ex
i1i
(ry = 2y) (2p 4 ¥,) = dox
8to zbog (38) daje: 2a (rp + ’rl) = fex
odakle Jes Tyt Py o= ép_ x, (39)
Iz (38) i (39) dobijame ¢

[ e _ _
r,=gx+a, DI=gxX-a

Ako nedenu vrednost za ¥, zamenimo u Jjednadini
(36), dobidemo :

€ =z- a)2= (c +x)% + 32
odaklé,‘ posle sredivanjs, imemo
(02 - 32) %2 - a2y2 = 32 (o::2 - a2). (40)
Stavljajuéi s

¢ - a2 -1 (41)
Jednalina (40) postaje :

b2x? - a%y? = a%p? . (42)
koje se posle deljenja sa 82b2 mo¥e napisati u obliku g

2 2 '

b4

- =1 (43)
23
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$to predstavlje trafenmu jednefinmu hiperbole.
Akp se jednaline (42) reBi po y, dobide se:
Y=3-2- x2 = 82 (44)
a ako me refi po x, dade:

xi%!/,ba-l-yz (45)

‘odakle se vidi da je hiperbola simetriéna u odnosu na obe
koordingine ose.

Iz (44) se za x = & . dobije y = 0. Talke .,(a,0);
A,(~2,0) nazivgju se temenima hiperbole, dok su a i D njene
poluese, i %tos & je realna, b je imeginsrna poluosa. Prave
T = Ex i g== %x gu asimptote hiperbole (asimptote - préve
kojima se grene krive priblifevaju da bi se u beskonaénosti
dodirnule) (sl. 14).

Fs. Y
£, 3

% Rp Ay X

i
<)
»

Pad)

g/
Slika 14

Primeris Naepisati jednadinu hiperbole ako je
dato:
1) Poluose a = 2 4 b = {3,

2 2
g ° x o o
Resenje: =y 13- = 1,

2) Poluosa & = 15 i rastojanje medu #iZama 2c = 34.

Redenje: Kako je a2 + b2 = ¢2, to je b? = ¢2 = a2,
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odnosno zamenom datih vrednosti b2 = 172 - 152 = (17 + 15)
(17 = 15) = 32 » 2 = 64, dakle:

3. Tatke My(4,3) i M,(14,~12) kroz koje prolazi hi=-
perbolea.
' ReSenje: U jednadini hiperbole v2x? - aayz = a%b?
koordinate x i y zamenimo Jedanput koordinatama tadke Mi, drv
gi put koordinatama tacke M,, te dobijamo dve jednacine ss
dve nepoznate 32 12 -

16b2 - 982 = a%?

19612 - 14482 = 2?2,
Oduzimanjem jedne jednefine od druge dobijamo

180b% - 135a°

b2=.i%='

Zamenom u jednoj od dve jednadine, recimo u prvoj, dobijamo

1282 ~ 982 = 822,

odakle je:

2 2

Decbom sa a“ dolazimo do vrednosti velidine b :
b2 = 3
& zatim
32=4.
Dakle, jednaina trafene hiperbole je:
2 2
-

4, Jednadins parabole

Parabola je geometrijsko mesto tafake u ravani kod
kojih su rastojanja od date talke i date prave jednaks,

Ze datu tadku uzmimo F(%,O), ze datu pravu X = = g
a taldku parabole obelefimo sa M(x,y) (sl. 15). Stalna tafks F
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nagziva se ¥iZs parebole, a stalna prava direkitriss parsbole,

]
D’f ! ') Mxg)
W oo
x|

- ! .
| ° Ffo) P
I
J&
Slika 15

Se slike 15 Je
OP=x, OF=§ FP=x-5 BI=y
DM:d.

L]

Iz pravouglog trougla FPY je

2
e (x-B +3° (46)
Kako je ¥ = d (prema definiciji parabole) i ka=

ko je:

dsx+§ (47)
smenom n (46) dobija se:

2 = 2px

5to predstavljas itraZenu jednafinu parabole.
Ako se jednaSina- (48) ra3i po y, dobide se

¥ = x 2px

odakle se vidi da je parabola simetridna u ‘odnosu na osu Ox,
& da se nalazl samo s jedne strane Oy (sl. 16). Tadka O nazi-
va se teme parsbole, a velilina p - parametar parabole.
' Primeriy Napisati jednaSinu parabole ako je dato:
to:
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Slike 16

(1) DuZina tetive koja prolazi kroz Zifu parabole i
koja je normalna na osi simetrije parabole, tj. dvostrukas
vrednost parametra parabole: 2p = 6.

2

Refenje: y2 = 2px, dakle; y° = 6%,

(2) Talka M(9,6) kroz’'koju prolazi parsbola.

ReSenje: U jednalini parabole yz = 2px koordina=-
te x i y zamenimo koordinatams talke M, te dobijamo jednali-
nu sa nepoznatom velidinom ps

36 = 9p
odskle je p = 4. Dakle, jednalina traZene parabole je:
yz = 8%,
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