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Fosle GCaussovog dokazs osnovns teoreme algebre da polinom ste-~
peua n ima bar jednu mulu, odludan korak u dsljem razvoju algebre
bio je dokas Abela i Galoisa o nemoguénoati relenja jednadine petog
i videg stepena pomodu radikala, U vesi s tim pojavljuje se nova gra-
na ismedju algedre i matematilke analise koja se bavi odredjivanjem
oblasti u kojima se nalase sve nule datog polinoma 1li samo pojedi-
ne od njih, Ova grana rasvila se u naudnu disciplinu u kojoj pesto-
Ji 3itar niz teorema koje ss Zesto i ne mogu uporediti, ali koje da-
Ju razmek, odnosno a&r:ﬂ;nju oblast u kojime ss nalare nule datog
~ polinoma. Resultati ove oblasti - geometrije nula polinoma - mogu se
primeniti 1 ns funkcijs predstavlijene Taylorovim redom, 5to predsta-
vlja poseban interes u teoriji funkcija.

Ovaj rad sastojli se iz tri da}.n..rrvi deo obuhvata pregled i do-

kas osnovnih nejednakosti koje se koriste za odrsdjivanje oblasti u
kojima ee nalaze nuls dateg polinoma i sa odredjivanje granica modu~

- la nula polinoms. U drugom delu navode se sa dokasom klasidni regul-

tati iz oblasti geometrije nula polinoma koji su vezani za imena Ca-
uchya, Gauss-Lucasa, Rouchéa, Jensena, laguerres, Gracea, Descartesa,
Budan-Fouriera, Sturms, Hurwitss, Landaua, Montels, D. darkovida i

- drugih. U tredem delu ukasuje se na moguénost pro3irenja postupka D.
¥srkovida sa odredjivanje granica modula nuls polinoma i daju se ne-
ke druge grenice za module nuls keko polinoma, tako i funkcija predsts
- Vijenih Taylorovim redom.

Na kraju se daje osnewvnl pregled literature koja jJe u mpoared-
naj va:i sa ovim raden.
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NEJE QNA T 1

Y ispitiveanju lokaliz aeije nula polinoms vaZny ulogu imaju ne-
jednakosti. Jato ovidc prvo dajeno pregled ondn negednakoﬂtl xojc su
nan rotrvmﬂ u toku daljeg ;:.'*Ia,g fzﬁa.
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Definiedifa 1. Ze funkeiju £(x), x ¢[x,3] , koZe
- 8e da jo kenveksna na [a,a] u smislu Jensenwa ako za svako a, b ¢
- [O,) /5] » va¥i nejednakest

[$§! | §(a+6)‘,_ fe)+306)
L . 2 - 2
‘ Teoremna., Ake je funkeija f(x) zaxe}'x,/}] kenveksna u
. smislu Jonsen-a, tada za a,,0;,..., Gune E"n’b] i nejednsakest

(2) f(fé%)é%ff(%)

vy
koja se zove nejednakost Jensen~a. |
Dok &z, Dokaz demo izvesti metodom matematilke indukeijo.
Pretpostavidemo da za n = 2k (k neki prirodni broj) va¥i nejednekost

(3)
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Na osnovu definicije konvcksne fmkcijg i nejednokosti (3) dobijamo
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= 27n - 2n

' Nejednakost (2) je dakle talna za n = e s 8ko je talna za
n = 2%, i keko je ona ta%na za n = 2 (k = 1), zakljudujemo da je
'~ one tadna za svaki prirodni broj n = §2, 2, 23, seel o
| Sada Semo dokazati da iz pretpostavke da je nejednakost (2)
' tana zn neko n, proizilezi da je ona ta¥ne i za n -~ 1. ,
Pretpostavimo ds je nejednakost (2) ta%na za neki prirodni broj

| i.:t;i za svaka’ q‘“ @[{x,ﬂ,} i u (2) semenimo 'an ea ;‘!:T(a,,azn.f a,.-,).



iada 1z (2) dobiiamo
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Yrena tone, iz vretpostavke da je nejeinakost (2) ts"na za neki

? prirodni broj n, proizilazi da je ona ta'na i za n - 1.
“a ovaj na¥in smo dokazali nejednakost (2).

Definicija 2. %a funkelju f(x) definisanu na segientu

oe of o
[, 7] kefe se da je konveksna na [ A ako za svako 8, bel 13

. %21 nejednakost

: Pa+ 26) pflay+£3(¢)
- (3) < p«;-f ?
gdg su p 1 q ae kekvi pozitivai brojevi.

48 konveksne fuukeije f vaXi nejleinsakost

(5) §-(?: tya,) Zz,f(a.,) (x<aven; s, >0, ):z.,w)
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ZEEEL‘=" 1 na osnovu definicije 2 nejeinakost (6) dobije oblik (%).

i“ iko stavimo 1, 2, s+« , n), onda je

,a funkciju/f kola je konveksna v saisiu definicije 2 nofe ge vo-

Jkauati da Je ona konveksua i u saislu Jensen-a.



(vde navodiao i jedan kriterijua za konveksnost.

iko funk cija £(x) i.na dra;ri igvod u intervalu ( x /3’), tads je
uslov f"(x) (x € (¥

» #)) potreben 1 dovoljam dm bi funkeijas £(x)
bila konveksna u (' , B, :

Defindici ja 3. se Punkeiju £(x) definissnu na seguentu
"3] kagafeno da ;le konv@nimea na E’r,ﬁ_j sko je - f(x), x &Ey‘ﬁj .
konveksna funkel ja.
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€T ool dielas) Z«' a,ﬂ,,a.-(z«-av?f»(éacf),
dt ~ |

oly Qo - ve ve)
Me(a, “) vel B '

: ' €
#1ko u nejedngkosti (7) uaesto a"uz;.neanc i » 1z poslednje rela-
od Mel 450t) o

7 B

- %to maﬁi dav je funkei;jé 'ﬁ!’t( Q, d) naop.ada:}uéa‘ £8 -~ oty = .

G

a
Ako brojevi nisu jednski medju soboa, onda je :sit( .

- strogo rastuﬁs funkeija od t.

4a niz (1) uvediao sada Jo3 jednu gredinu reda t

®) C Sea) = (3 @)

Eako Je

-I.‘ 4 | ‘ = Y k
So(a)= MEMe(&, ), au= (¥h2,000m),

odavde 1 iz (5) dobijamo da jJe

bm Sy(ay= Com 7% Me(4,4) = max (&)
> o6 -t 2 =

t3.

3) _ S;.(a.)::fma-x("').
>ada femao pokazati da Je
(10) St,_(a)éSg,(a)) o<t <%z

Ix
14

(3 “)" f “[5 e
(v’1 t’ v-' )? "' i') <

= Z'{ZE‘)“: 4

v

~dobi jano



g§to pretstavlija relaciju (10).

liejednakost lslder—a
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Teoreaa ‘. lHeka Jerp 11 % % 1. "ada va¥l nejedna-
kost ” ‘ P £ ¢
p
{400 godx |« (flf‘*)l ol (flé’“‘” 4’()
(%) | Ve hel

 %0ja se zove nejednakost 18lder-a.

z. iko u mnejednaiosti (7) oararrafa 1.?. staviao
X

1 b= —
( wu”d*) ( Srgeorae)t e
dubifemo |
[$eaff §ix)| et 180" 4 4w

(J %u;w)*(f:m [t T (S 2 (L)

Siakle nosle %ytearacige dobijsao dalje

j J4x)]| § b0 dx 4

————-

= 4.

4
(JGHUK)) dx)ﬁ(fw‘“), Jx)?t r g

yens toae je



-

A a | n 4
- j’}(*)“jl*}la’! < (J“(x)j':la);(cj[3”)‘2@/:()2)

a to jeo ncjednakost lsldores.

A
{ 40 gerdn

‘ap=q=2 iz (4) se dotija nejodnnkost Siehwar:—~

(5)

H
§ 30 gorde
&

A e
< qf [0} §0]dx < (ﬁm)]’:/x)z(ffgmlt/*) ‘

.,

Z



T BT ww g A > £ ¥ 1 . & pes - ] 5 =
QP 3T H TEOUHK BT E G B UL o 4a ¥ O0LIWGOGT A

Uva] deo oubunvata neke op¥te teorene o mﬂma datog polinoaas.
Fored toga ovde se iznoss 1 valnije teoreme © granicama zodula nula
polinoaa.

T

Izraz obliks

\vai #Fo0

~gde su e, (Qé D, 1, 2, «»e 5 ) realni i14 koapleksni 'brcjaﬁ nagsi-
va 8% 8lgebareki p 01 i noa satepena n.

| Eiompleksm 11i realsm broj t za xojl je P(t) = O naziva se n u-

1 a polinocma P(z).

‘ . Xao® 3t0 je poznato, polinom (1) mo¥e se predstaviti u obliku
2) P(#) = an(2-2)(2-21)...(2~2,)

\ giia su Zy3 By eee g B njegove nule. Axo Je %y 2,7 ese 8;;-‘ P
= n, nula zp polinocaa ¥ (z) je njegova nula reda p. :

- Uporedjujuii oblike (1) 1 (2) polinocaa I?(z) dolazi se do veza
iznedju njegovih nula i1 koeficijenata

Q) Gnow _ () ST rady e K= A,2,007,
| | e i)

| gde(&,_i,i..,;‘)azna?sava da se -sabiranje vrsi gb svin koubinaeci jans bes 1o~

nevljanja klase k skupa gl_, 2y con g n} . kelacije (3) nazivaju se
foraule Vidte-a. ' '
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deis UBUOVHE teoyese © nulgag dator nolincaw

Srineilcyp argumen t a ‘eka je ¢ jJedncstavno zatvo-
vena kriva w kdnplek5503 ravni. Ta Gi qzﬂaﬁimo unutrstniu, & sa Ge
grol Jadnlu oblast loanleksue ravel, kejine je o zajedni*ki wub. Ta O
va] ne’in koapleksna ravsen je podeljena oa disjuniktue skupove 5&, Ky

G s
e

ey Je gz, aﬁreﬁjéna,taﬁka kaunlaksnﬁvravui, Tmin ze gvaku dqﬁ;
gu ta¥ku ® koarleksne ravenl rezlike 2z - 2z, Jednsks e vektoru =%,
dok  are(s - z.) pretstevliie ugeo Yto ge vektor 2,z aa&lagadga ol
Ui. Yada z proputujle w nozitivnoa suzeru nekoa jednostavao zatvorsnoca
krivea « v koanleksnod ravui na kojod ne le¥1 teXka Zg oy ta&a RE BYE
{(z - &,) vretl na svoju polagnu vrednost 111 se uvels ze ZJL rens
toae da 1i z, leZil u -z; 1ili wu %:i.
Cosaetrajac polinoa ¥{z) 1 neka jJe "{(u)# U zaz € L Vi, . 7T tos

slutaju ¥ (z) e neki koapleksam broj razli®it od nule. !'sda 2 vrosu-
tufe krivas ¢ po%ev od vexe taftke &' € o, ‘“(z}'awiﬁﬁ neku fednostavng
zatvorenu kriva w‘!a ne obuhvats koordinatnl no® eteii', a arg "{(z2) se

vrati na svoju nn’etnu,vredncst arg ?(z2%).

éremanu srousenta kada z yroputule no krivol] ¢ obelefino sa
N arg #(z).

Teorexa (yrincip arfunenta). ﬁfaj aula polinone v (z) ho—
le sQ nalase t wnutrainiogti neke zstvroenﬂ ¥rive C dovlja se v¥ada se
sa x?t neéeli vovelanje arg ({z) “ada 2 Urcwutnja krivoa © u bﬁzitiv~
- noa saeru. °ri ovome se uzina da e ’(:9qt ¢ us svako z & C.

30k gaz. leks 31 Z;}, e ;»z.k g ﬁ;i i nera jﬂ pﬂlinajﬁ :(z)
y?&tﬁtﬂ?ljeg'u leiku |
(1) PRl = (2-g)(2-0) (el LR,

gde Je y(z). ¥ ¢ ze avaxe & &‘*i. Iz (1) se du ia

w:.?p“) Z wz,j{g z}f-wtjuff}

“ade 2 prosutuie krvivoa O w pozitivmosn paeru, dovife se
() . Ly pr#) = QEK)

- 703tc je nronenam erg (z) nri toae iednaka nuli.
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ise u C

Tz (&) se dobija ds Je

K= AanyPle)
-— 27{ P 2

' %to je 1 trebslo dokazati.

T e oreaa (Koucad). %eka je C jednostawmo zatvorena kriva

v koapleksnoj revni i »(z) 1 @(s) polinoai sa csobincm' (z. < ’ (2

za svako z€ C. Tads polimon
S(e).__P(t)-r-U(%)

N isti broj nula kao 1 g (z).

ok az. 1z ' '
= P(%J]

St= pay+ Gy = Q)| 1+ g

inmno

Py
| ang §(#) = Wy Q) +ery (4 T

cdgkle sse, kadas 2z yrovutu*e krivoa C u vozitivion smeru, dobija
aong SR =Lanrg i)

;m%to Je darg (44 S‘%): 0, Jer kada talka 3z proputuje krivam ¢ od-

govarajula tatka {4 Z“i: opisivafe zbog '?(z1< ‘q(z)l krivu
e ' .

krivu sadrianu u jedini¥nom krugu sa sredi¥tem u 1. ¥ako je pri ovo-
me varijacije srgusenta polincma S(z) jednaka varijsci)i argunenta vo
linona ((z), na osnovu principa argunenta, oOva dva polinona izaju jed

nak broj nula u Ci'

Usnovn a teoreaa 8l e b re. Svaroa algebar-
skom polinoau P (z) sa kompleksnin koeficijentina no¥e se ne®i kounlek
s bro] za koji taj polinom dobija vrednost O. Ta%nije: svaki alge-
barski polinoa stenens v sa kmnleksni\m Imeficijgntima ina n nulse. "x

tcae se svaka vi&estruka nule uzina onoliko puta; koliki je njen red.

Dok az. leka je
Pid) s Ut @ r Ut | GO

Tada je

G) PRI = Gmd (ST R S ),

-

f’i’

Ladal 4 = onda 2z ¢ za svaki prirodni broj k. igto ze u za-
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pradi (3) evaki Xlam ¥ 1 ao%e po apsolutno) vrednosti v initi »roiz-
voljno asliaz, zs dovol jno veliko lzl, %to na*l da %e za dovel jro ve-
1iko r i |2V > r zbir a0duls srvih o Slanova u zssoradi (3) biti aanji
"0d 1, 8 tia »re %e biti

Qg p=7, 1 o ..C i-" < 1

P Gy, + G
odnosno
| Pt2) < 4
tn t”
éoda’kle
{4) P(e)-a«..i"‘< lame“i 2a |el>7.

.8to fe za svaku wrwinu liniju (G, R) za # = r oiti isvunjero (4),
odelkle ne osnovu :“ouché-ove teorene sledi da volinod “(z) = (¥(a) -

‘—'auzn) + anzn i anan iagju u ¢ isti broj nulae, dakle n nula.

?eorema © neprekidnoi zavisnosti
nula po0linome o0d njegovin koefieil]e-
v &t B, ako se koeficijenti nolincaa 7 (2z) 2enjaju ns neoretidan ne-

%in, tada fim se i njegove nule takodje aenjaju na nerrekidan nafitv.

5 0ok 8 z. Jeka je v(g) U 1 neka je ¥ kruina linije sa ceutroan
% 2,, taio da je z, Jjedins nula volirwua “(z) u brugu ¥. Cvekev Lrig
postoi, Jer 7 (z) 1ine kxona’ro mnogo nuls. Nake se koeifici jenti rolino-

‘aa ©(2z) urossne teko da nastane nolinos i (z) ss osobinoa

() @) ~Pa)| <|P)| 2« 2eK.

P

ivekav polinon ((z) nostoji, jer ako Je f):'m“’m{ada je P>(‘- jer
& “(z) #C za z €K. ako suda koeficijente polinona " (2) vrosenino
‘tsko da nastane solivom «{(z) sa osobinon -L-(z) - 7 (z) ‘<E< $ “a
2z €&, tada fe vaiiti i (5). Sada, na oenovu houché-ove teorese funke
cija ((z) = Q(z) - (=) )+ F(z2) 108 u ¥ isti bvroj nula ¥ao i “{a),

iaa dakle jednu jedinu nulev u V.

i e orenza Turwiltz-a Ueka je tn(z) (o :'1, Ze eve )
rhid snalitiXkih f‘amccijs u abJ.ssti R ¥0ji uniformno konvergira ve
‘f(z) #0 u svakoj] gutvorenoj -odoblesti od K. Neka je Sunutreinia
?ﬁts??ka 0od ii. Ako Je Rea'ka nagoailiavenja nula niza In(z), tada je 5

{nila od £(z). «xo Je nula reda m od (z), svaka dovolino 4sle olo~
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'liva £ o6 § cadr¥i tse%no a nula (rafunats svojia redoa) svake funkei-
e fn(z) zan =3(¢).

ok az. Neka je £( I) #FCO. Folto je f(z) analiti®ka funkelia
‘u i, ona no%e ingti samo konsYem broj nula u }. Tzaberiao vozitivem
broj £ teko da buds £{z) O u i na krugu K: |2-T|= €. “eka je
- E= m’*‘”" Zo%t0o %z) ronvergira ka f(z) uniforano uw i na ¥, nofe
‘se izabrati broj § =N(¥), tako da bude na ¥ |£,(2) - £(2) | < ()|
?}ia osnovu ‘ouché-ove tecreae sads zbir funkeija (fn(z) - f(z))+
+ £(z) T2 (z) ioa istl broj nuls u & keo i £(z). Foito Je £ (2) #0
u i za svsko u Z W, tefka 3 za koju Je £(T) #C re aofe biti ta¥ka

jnagcmilavaujs nuls za fn(z).

ik0 se uzne da je Inuia reda a za f(z), aofe se izsbrati pozi-
tiven broj P tako de Je £(z) ¥ na K. Tezonujufi keo i u prethodnon
slu”aju, z#kljulujeno na osuovu “ouché-¢ove teoreme da svaka funkclja
]'i‘n{z), a 20, ise ta%no a nula u .

Y

Ze3s U nulsaa izvoda datog volinoasa

fausma~-lLucas-ova teorema. Meks je #(z) al=-
gebarskl -olinoa sa koavleksnim ¥ceficijentians. Ovaki kouvekswi skup
;’kﬁ;‘ii cbuhvate nule polinoma > (2) obuavata 1 nule njepovih izvoda T'(z)
:?"(‘z), ves o ;}(n-l)(z)’

ok az. lavedena teoreina bLife vosledica 1 e a e 3

- AKD nekes zstvorena noluravan counvats nule 7 (z), obuhvata ona i

- uele "' {(z}.

swaki kouveksan skup 5 koji sadrii sve nule > (z) sadr¥i i aini-
#alni poligon » u kome le¥e nule ! (z). Leto je dovolino da poksfeao
| . 4 ’
da poligon p sedr?i nule volinone F(z}; »olirom p se dobljs kac wre-

&

82z odred jenog broja zatvorenih volurewni ”1, T ) i%fk, tie
P;.: R‘n qu”'n Rﬂ K

, “eta zgtvorensa poluraven ! oretstavljs ~urmiu woluraven o, boazle

[

i8vinh brojeve x + iy, zs kole je y 2 C. !leka su nule »olinoaa 7 (z)

2, T X, +0p, (v=4d,2,..., 7).
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;gde Je

() vy 2 0O (V= ).

- P'tz) _
ko Je »'(z) T v, “(z) F 0, tata je P =9 sotto e

‘4 . : / P A\ - -
v {z) g (z - z,){z 33)"‘(5 &H), to je

\ (e
 {3) P ! = ! + ! 1"-*'-4-—-!--::0'

P(z) i-f,‘ z-1, 2-2n

: sk0 se stgvi , .
L 2T X+ LH
(%)

;taﬁe Le se i% (3) dobiti ‘
) = 2B =0
! vea (=) 4 (=)

:

, zbog (7) ne ao¥%e biti /< Uy Jer bi tsda izraz na lsvo] strani
(5) tio negetivan. Dakle, nora biti /A2 0, %to zne*i da i nule izvo-

da polinoma Y(z), tj. nule #'(2z) le¥e u pornjo] volurawmi Ry s

L iko data poluravem ¥ nije i, veeSd da 4o nude il{s} transforns-
cijoa =z = ku o+ é ona se prevodi u i, . Yri tose nolinoa ' (2) vrelaui

« i {ku +£ 1T (u), sa je

Q'(u):’.k re(z).
[ £ofito nule ('(u) lefe u %k, , zne¥i da 4e nule P*(z) leXati u ojgo-

varajufoj poluravei . via je leas dokazmma.
!

o0s8ledica. :ikonule polinocas "(z) 15%=2 na vravol, tais

'nule ' (z) lete takodie ne isto) nravol.

Teocorems Jensen-a. fveka insgingrna nula izvoeda
polinuna ©(z) sa reelnin koeficijeutiuns le¥i u ili na bar jednou od
lflensen—ovi'%: krugova »olinons {z). '

2od Jensen-ovia krugovima polinoaa ' (z) nodrszunevsno najaanje
krugove od kojih sveki prolazi ¥rog par oujugovano hoaslelsnin tata-

"jka konpleksne ravoi koje pretstavljaju nule dstog nolinoaa =(z).

J 0k a z. sa doxaz teOrane Jensen-a sosastrajnoc

PU_ ¢ 1
‘; P( i_) - vy _2‘?v .
! | 1 4
! A £ 4 W= " . w2= , p
? birdilanove 1 Xt iy-X~<y, i Xy Cf ~Ke+ <Y
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bagmara par nula HsXetey, 1 =Xl *1ji je iaasginarni deo

J(w'+w2) - “23[(-"-1‘)3*J?. Z)J
[(“‘"‘1)2*(3‘1,)]] [(x‘x,)“o'-(y.»y')*] g

: 1 }
fok Xlanu W3=,x,. odgovara nula 33 = x_ nolinoana v{z2) za koji Je

"‘".l 3

‘pasginarni deo

| \ Y e ~7
i J(ws) = (X'fxslhgl

| vvde je ’5j 7("’"”‘)*?2{23 svaku tafku z isvan svih Jensen-ovih
krugova i 333(v3)=-24 Yy za sveku te¥ku s. Druglm re¥ius, izven sve-
kog Jensen-ovog kruge je ‘ S

- P2)7 |
43 9| =5 f 4

v osebno, ako je z te%ke izven svih Jensen-ovih krugova, & ne le-
¥i na realnoj osi, tude je £'(z) # C. “vaj rezultat ustveri i dokazuje
beoreau Jensen-e.
|
t 2e%4. Teopsug Lapuerre~-a
|

veka je "(z) polircu sienenz n # 1 1 neka je & bilo vakav Lou-
plexssn broj tekav da Je |
Plx) ¥ 0, P'(x) %+ 0.

keka ‘je ¥ kruZna linija koapleksne ravni na kojoj le¥e brojevi
- , . {oc

- N )
| ' i) |
Fada cdgwsréjuéi zatvoreni krug zs ¥ sadr?zi bar jednu gﬁgu nolirons
F(z). 4ko sve nule polinoaa ©(z) ne lele na ¥, tada »(z) iua nula 1 v

4

bnutra¥njosti L u spol jainjosti kruga .

' T ok a %. g bimso dokszall teorsau Laguerre-a, dokazafeso wrvo

Bledefe dve teorege.

T e 0orea a Uvaka prava p ¥oja prolazi kroz tatku

1) | =3 %y
F‘. i s |
?edﬁ%i sve nule nolivoaa “(z) 1li in razdvsja (sve pule nolinons gu il

fve ne nrave) v, ill se nalage 1 u jedrnoj i u drugoj otvoreno] poluraw



!
|

!

};sje ogrenitava prava p).
[ .

|

U nrvoa sluX¥aju nule uolinosse su {If ili ome privedaju 1 Jedno]

i druso] polupravo] prave p «ojiae je I graniina tatua.

‘ ‘eka SU 2,4 Z,, .-. 5 2z nule nolinoas ?(z). Taeda je prems forau-
Lo

jana Vidte-a | g

‘ , 2'4'111"-"1"1'!0:"-2:""

Lato (1) daje

| 3-.-__-.".(2,+2,+m+i,.),

ktr:: zng*i da je I teXil¥te skuva {zl, Zoy see s zn_(. “oog toga 3 le~
ti v aininelnon konveksnom skupu ¢ koji obuhvata sve nule polincas P(z)
a ta*ks I ue molle biti na rubu C, sem sko su sve nule od skuva {3},

i ove i tvrdi teorens.

!
| n-1
=3z {an+ 8 _ 1u+ e+ 4+ BuU + au)"zn}? (u). ako je s, *\), tada
fe novi polinow P “(w) stepena u. Fe#ifte njegovih nula je — ,‘7"""'"

i sveka prava p koja prolazi kroz ovu tafku iaas osobine iz prethodne
}.eoreme u odnosu na polinoa Pizu). Pyri transforaaciji 2 '~‘-u‘1 prava
b prelazi u odredjenu kruinu liniju krosz talke O, }"-—-*n-- (zato sa0

-~ -}
~osle uvodjenja smene z =u 1 volinon ¥ (z) postaje 7 (2) = Plu =

Y
i

'[:rﬂtccatwili da jJe a #0). sgda otvorenia volurasvniaa u vezi sg pra-
ycen » odgovaraju imutraﬁnjost i spoljainjost kruge za ¥. Uvim sa0 dola-
hali teorenus

(iko je u polinomu &, + B U+ ... + 8 un, n=1, 8,8 F0, tae
la sveka krufns linijs ¥ kroz talke 0, - u(a : al) sadrfi sve nule po-
lincma P(z) 111 polinom 7 (=) ima nule i u mutrainjosti i u apolja%n;}o-»
b1 hruga X. U srvom slu¥aju nule su (S“'”-'fili nolimxa r(z) iaa nula
k oba otvorema luka krwine linije ¥, kojiza su O, ’77“""' zajedniZici
}'raje'vi.

i Dokaz teoreme Laguerre~-a lekaje?(*#F
B o, p'(X) #0. Teda snena z =u + X daje |

ll{&) 2

| P(%):P(u+5{)=@(‘1}= P(é()+P’(°()44+ 57 U4

Frineson prethodne teoreme na ((u) :dobija se iaguerre-ova teore-

‘8, ©vo3to sade ta¥kana U, "777_,"{ odgovaraju ta¥ke X, X -7 -gi
g My
|
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2.9, Teorenra Grace-sa

“eka konasan niz koapleksnih brojeva

(1) Zes Zye cee v By
leZi u kruZnoj oblastl K . Neka su Bo= 1, 6:1 2y’ s Om eleznenfa?ne

sizetri®ne funkecije niza (1) 1 neka su a,, &y +-o 'y & Foapleksni

brojevl %o0ji zedovol javaju uslov

(2) a0 + 4Gy +-- * U Gop = O
vada polinoa

»n
(3) p(2) = acrl7)a? H(P)ar2 2 sn( T n? "

iaa bar jednu nulu u k.

D ok a . nokas ee izvodi aatematiXkonm indukci jon ug pomot te-
orene lLaguerre-a. Teoreag 0%igledno va¥i za n T 1. Pretpostaviano ds jJe
ons ta%na zen =8 - 1 i doka¥imo je za n s. .

~ Poamatrejac ponoini polinoa
o 3
() 67(2)~a°+(f}(1’? fﬂw*{d}a&a

wdavde Je y
) - -1}, 5 51t
G(2= 45['5"*{519%2* *1'1}("? ],

zbog "ega Je

26?12}~46/(,7)«--5[a,f/‘5 a2+ {;5:'7(“‘? -s-j)

odskle se nosle ﬁeljenja sa 3'(z) dehija
; 4-1 I
‘@) aor (37902 #0 #3102

——— T

< T T 4. ()aest[5)ar ¥

Stevino

4 C?(e)

cem ’

odakle se, s obziroa na (%), dobija polinoa

I R O b (IO L

i

o3l je oblika (3).
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8k0 izzedju zleaentsrnih simetriZXunih funkci ja Go,04,:47 O3 veli-
¥inag 3. 15,..,24 i 6'=1,6/..,64., veliXina 4,4, ..., z,., vaie relaci-
Je |
2‘36‘;‘1 =06y ’ 6; + 2 Gui =6y (¥=1,2,.0.5 4‘- 4) 5

iz (7) se dobija

- ‘- ,0h Sy + 05 =
(‘lcfﬁ;ig)é‘o,f(agf‘?z23)6,’15"»7"(“4-:+a‘3{3)5~5'1-a ° vt “04=0

(po uslovu (2)). :na%i da se ne polinoa (7) preza indukcijskoj hipote-

2l noZe priaeniti tecreaa.

teka Je T =3, . lada iz (6) izlesi q(‘f)‘-‘ ¢y, tj. € K, 1 od-

- govarajuti broj 3y tukodje orivada o« ikO jJe 3¥ 34 tada je prema (6)
()
Z4-3 £0, na iz (6) iumao da je ’3@(

#0.}'a osnovu teoreme Lagu-
3 L Gix)
erre-a sledi sada da krug kroz ta¥ke I=X i "‘“SQ,-M) sadrZi oar Jedinu

nulu polinocaa y(z).

70%t0 je teoreaz ts'na zan =1 1 iz vretnostavie da ona va®l za
n s - 1, dokazali sn0 njenu ta%nost zan s, to je ona ta¥na ga «xva—

-

ki ﬂrlrodn1 brej v =1, &, ... 4, ¥ine je dokag zavrﬁeﬁ.

Pod kruinoa obls¥fu ovde se nodraguneva zuatvoreni deo ravni Tode~

laen kruZnoa 11?11*}011, & kone srinada i kruinag linija.

Zaba :"olinorai s& _realnia koeficijentima

> , .
. i v ' : .

svde %fe10 nosaatrati polinoa p(x)_.vwa.,x “1j1 su svi koefiol fon-

- ti realui brojevi i iznefeno neke njegove op%ite oscbine kole fe maa bi-

ti notrebne u toku daljeg izluganla.

- 480 310 znaao, ako je nula pelinoma P(x) sa realnin koeficijenti-
aa keapleksan bro’j oblika a + bl, njefova nula je tarodje i broj obli-
 ka & - bi. |

ako su svi koeficijenti dstog polinona istogs predznaka, ovaj o%i-
#Fledno ne moZe i;:szati, nositivinih nuls. fedjutia, volinon no¥e iaati DO~
#zitivnih nulse, sko ins koeficijenata razli¥itih oreiznaks. Descartes
je rajao teorecau koja dsje vezu izmeiju brojs noutiwmin nula dstog

p0linona 1 broja vari jaci Ja oredznaksa njegovih Foefici jenata.

U nogufen broju nula nekog nolinoma u inteyvalu fs5, b) sovori to-



DR
- Ve -

oresa oudan - Yourier-a, 4ok se stvarni broj nula dstog polinma u

intervelu (s, b) ouredjuje teoreaca .tura-a.

L@ dati solinoca

(1) PUx) = av+ XXy plmx ™

vosaatrsjno niz

) o, s, 3, s Com

vbrazovan od njegovih koeiicljenats. .a svaki ﬁar susedninh 3lanova
niza () sa suorotnia predznacina refifeno de daje jednu vari taci ju
predznaka u nizu (£}. Bro) svih ovih varijacija nredznaxs «sove se broj
verijscija vredengks nviza (2). Ako su u nigu () neri Xlanovi Jednaki
nuli, tada se pri dobijanju broia vardijaciia ciza (2) ovi KIth?i 1z9~-

stavl jeju.

e Or e s Des cartes -a. Broj pvozitivmih vula poli-

noas (1), svaka rafunata svojin redom, jJednak je broju varijacija nred-
znaka niza (2) 1li je za paren broj zanji od ovoga (bro] negativuih nu
la poliroma (1) jednsk Je broju pozitivnih nula polinous »{-x), ¥oii

nestaje kad se u (1) uaesto x stavi ~x).

Teoreas Yescartes-& jevlja se k8o specijalni sluXa] teoreme Bou-

Jjan - Fourier-g.

i1z obyrazovan od datog polinona 1 njegovih izvoda 40 reds n, ti.
niz | ‘

I in)
(3) Pix), Pux), pYx), s P

(x)

naziva se oudan - fourler-ov niz datoy nolinoma ©(x). Posaatra‘enc
¥gko se uenja broj varijecije V(x) niza (3) kada x prolszi brojnoz 1i-
nijoa. V(x) se menja jeiino keda x prolazl preko nule 2z nekog “lena u

(3).
“"eoreme Houdan-rFourier-a. Za sgleebarski
polinoa ~(x) stepene n u nizu '

Pxy, P, PUUx), ey P

prelaskon od X ~ @& na vefi broj x =% broj varijacija V(x) u tom ni-

z3 ne povefava se, vel ostaje bez peonera 111 se uasnjuje, ti. “(8)‘2
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2V (b). Hazlika V(a) - V(b) je jednska broju s nula nolinona ¢ (x) sa-
dranin u (8, b) il1 le za paran bro) vefa od broja &; ustvard V(a) -
- 7(b) = 8 je pvaran broj = C. '

i ok 8 2 teorene "escartes ~a. i3 dokaz te-
oreae Descartesa orinenino teoreau 3ouden - Fourier-a na interval (G,
9, s x =0 Boudan - ¥ourier-ov uiz polinoaa (1) glasi

PlO)= o, Plo)=a, , Po)=2!dy ». s P ™oy =n!an.

snati, V(C) je jednak broju varijacija voeficijenata u wvizu (2) poli-
vona (1). dedjutia, svi Slsvovi Boudsn - 7ourier-oveg niza za X = oo
izaju isti predznek kso 1 a , Sto zna®i da je V(o9 =0. sato je V(U)-
- 7( % =v(C) =broj vozitivnih nula polinona (1) + narsn broj, a to

je teoreus iescartes-a.

Cégovor na pitemje koliko polinoa (1) ima nula u (a, b) daje te-

oresg Gturn-s.

Fretpostaviao prve de polinon P {x) neaa videstrurin nuls, tako da
su U(x) 1 7'(x) relstivno prosti polinoail. Uzna®iao (x) sa 1%, &

"{”(X) s8 uq .

ko ns Y 1 ¥ primenimo “uklidov algoritea, poslednji delitel]

bife konstentsm. Cvde femo ostatke uzinati ss negativmia predzoakoa.

lieka je , '
l’ot u’z; -'uz

R R e e hnd

Preag pretpoetav_ci,)% je konstante. Na ovs}] na%in dobija se nis poli-

nona
(‘” ‘}‘; lj‘)ﬁi,‘”;u‘;’”)‘,é«-f, L’—s
¥uji se wovu lanac 11i niz Stura-a za8 polinom Vs .

i e orems 2t ura-a 5apolinom »(x) i broj a vcznaXino
sa 7(v; a) broj varijscija predznaks ¥to se ig niza tura-a (4) dobi-

ja za Xx = a. &ko volinoa ? (x) nena vi%estrukih nula, tade je btroj nje-
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govih nula u intervalu (s, b) jednak reslici V(P; a) - V(P; b) vari-
jacija 3to ih nig Stura-a pokazuje na pofetku & i nsg 'kraju b nosaatra-—

nog intervala.
U sluXaju da P(x) ina viZestrukih nula va¥i teoreana:

Jeka su X 1 /3 dva realns broja i X < /A . Tada je broj nula po-
lincaa “(x) koje ‘se nalage izaedju @ i b, svaka ra¥unats kao nrosta nu-
la, jadna}; broju gubitaka vari}acija predzneks niza “tura-a 'gzelina;m
P(x) ori prelazu prozenlj]ive x cd X na 2 .

£s7]. Teoreae © g;;-anicana mgduls nula polinoaa

se Le Cauchy izveo je prsten u kome se nalaze sve nule polinous
i

() P)=2 «, wano.
Teoremna (Cauchy). :vaka nulas polincaa (1) leZi u krugu
|2l €73,

gde je pozitivne nula polinoas

7, (2) = —lad-lajz - RSV F S A ]

Ty

Dok asz. Folinm ,.,‘2

v nule i pokazuje jednu vari jaciju predznakes koefici jenata, 3to preana

(z) ina bar dva koeficijenta rezlifite od

teoreai Descartes—a znafi ds polinom z.a?(z) ina sano jednu nozitivau
nulu r,. Yok szafeao da 1z P(3 )= 0 eledi 1Tl = . 7retnostaviao
da je t}i >77; « Ne mofe biti g, @31)—- 0, jer bi tada &.)(&) iseo dve
pozitivne nule r, 113 . Ne acZe Biti ni < (I3 Y< G, jer je vodefi
koeficijent 0d (::) reczitivan, pa bl za neki dovoljno veliki broj R>
> r, bilo QZ(R)> ¢ i press teoreni Polzano-8 nostojac bi neki real-
ai broj x, izaedju [3 1 &, tako da bi bilo (,(x,)= 0, Sto zue%i da
bi Q{}(z) inao dve pozitivne nule, ¥to je neasogufe. Ne nole, dakle, bi-
ti ol kzdgl Y€ 0. dedjutia, poslednja relacija napisana u obliku

!anust".«.;a,ma.urt*- #loma} 3!

je ispunjena i preiz:{laz:t 1z ¥(3 )= 0. »akle, I3 > r, je ne;aﬁgu&e,v;

Sto zna¥i da jJe 13| = r,, $to je i trebalo dokazati.

g slifan nh??in 86 ﬂok.azujé da sve nule pulinoma} (1) le¥e izvean
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wruga &l< v, gde je x pozitivna nuls polinoma
@fz) =146 +1441 2 to bl 274 1) 27
sdevde proizilazi Csuchy-ev rezultat.
sve nule algébarskog polinoms (1), gﬂe‘ gu 4v ((V=(, 1, ... , 1)

koapleksni ili realni koeficijenti nalaze se u prstenu

(2) RN

fgde su r, i r, pozitivne nule polinocaa Ql(z), odnosno ;;:?(z.).

teorema (Pellet). iko za polinoa
(3) Pf*): ao+a1£+,.’,+aljiﬂ‘*'..+%i”‘ Qp¢0,

polivon
(2)

iaa dve pogitivne nule r i R, r <, tada ?(z) ima ta*no p nula u ili

Qp(2) =la.tla.d i+ v tllpea & = 1ap| 241 Gpod) LAY P FR

na krugu |lz!Sr i nexa nula u kru¥noa prstenu r < kl< x.

7 ok a z. lNeka Je 3 ‘pozitivan broj takav da je r < P< 4. ja
v <z €r je (* (z) 2 ¢, aza & < z €% je ;;”(z)‘}(}, dok 3je za
 dovoljno mald poaitivni vroj € “

(5) @p(f)<o, 2+e<cPeR-E,

5to s obzirom na (4) daje

%) /«p/g* > Zla»l? 1—5_'!&«13“
“ognatrajuo sada polinoae
“» .
1) g(e)r_mzo:?fdg 5 F(e)zapép

1z (7), @& prema (6). {nano na krugu th‘- e

Ijli)]‘- Z_ )P < }a,{y":(Fz‘e)[’

Li ) V;',l

odakle na osmovu teoreme Ronché-a sledl da polinoci=d () + F(2) =

: r(z) i #(s) =apip imaju u krugu ‘gl € jeti broj nula, de-
kle ta??no p nula. ¥Kako jJe \ 4 proizvoljan pozitivem broj takav da Je

r < € g%, to zna*i da ?(z) ina te*no p nula u krugu kl< p, 8 ne-
7 na nula u oblasti r < g1 < %, %ine je teoreas dokazana. |



2+3. Grunice moduls nula polinoms u zavisnosti od njegovih ko-
efici jenata ‘

Teoremna (Cauchy). 5ve nule polinoms

) p(2) = S wi”, am#o

vyav
leZe u krugu

2l 1+ M,
gde Je '

Dok az. Teks je M""‘mﬁl( “" ) i neka je hﬂﬁ‘ 1. Tada Je
GEVE Ny

| L ety 4 (g (G D)
‘Pml%!%l*fl*{?!'(""a':‘lm*_"al'élﬁﬁ* +}am‘}a/“)j‘.3

——
v

2 ||} 2™ A = 4" M )
141{4 Mg” = |an ]2 {"':z?:‘;f

w 12 =-4-M
Rl -1

= | i

iko je |z >1 + 4, tada je |P(s)] > O, ¥to zne’1i da eu nule
polincma P(z2) sadr¥sne u krugu
|2 < 4+ M.

Drugin redins, gormja graniea modula nnla?aliama (1) data jJe
igrason

| | L a
(2) 1+ M, M= max(lZ2]).
P eorena (dontel). Sve nule polinoma (1) leZfe u krugu

(3) e {4+(§’|%!)f e f =1

V=o

28 p =q =2, iz (3) se dobijs



\/-»
(+) 12) < > lay?

Dok asg, lNeka je 2z = ;z;egi, 0 £8< 2%, nila polinone (1),
3to gma®i da Je

) noc (n-1)oc . e |
(3)  an€ [ "rama€ Y, sa el ra=o0,
odakie sledi nejednaiina
aﬂ-v 1
(6) | 1< -'-", ‘ "

7rizenoa ﬁejsdnakosti H8lder-a sa -;13-'& -]&'- =1, p>11i %51, na
desnu stranu (H) dobija se

L, oo 1
fe (315 (L )t e (S1520) (5 ) -

", .4 1
=(S | L&~ ")”( 121 )'2’
( f'—"{' c"ﬁ, li,z-“ )

a odavde

; L)+
2 L{M g: -‘-‘"‘“Zj")"}z

Teoreaa (D. isrkovid). 7Polinca (1) nemsa nula u krugu

:/‘ ' VY% .
7y |3 < :“"t —57 w#0; 12| <t E+ 7 =1, P>,
{_! G| 24-( S i’ )P}Z
. = |
Dok aszg. Iz aedna?‘ine (5) sledi nejednalina
] < Z Javi 2l
vy

koja se no¥e napissti u obliku

2 vy 12y
e 3 1wt () 5 too

vy

Ako na desnu stranu poaslednje nejednaXine prizeniac ne jednakost



Hi8lder—-a sa %-ﬁ 1o i1, p>11i let < t, dobifemo

o] & (i.tﬂl’t")*(“' =) ) (Zla-:"t"ﬂ ('Z('“)i)%:-.-

Ve

241-

S fa)e"™ 2
( o ( ‘L"'—le) .

vt

& odavde

Jaot €

;if«l + gtga-;{ )}

%ine je dokazsna relacijs (7).

121>

Y eoreuna Yakeyas=-a. ako su koeficijenti polinoms
P(A) s Ut 2+ +Gni™

pozitivol realni brojevi koji monotono opedaju (s, > a1> vee an>

G), tada sve njegove nule lefe izvan krues |zl = 1; akc je 0O<

< a, < a < ... < a, taia sve njegove nule le¥e u krugu 1zl € 1.

Dok esz. 7osustrajac prvo sluXaj kade je
Qo> 4y> 11> bm >0,

Tada je

) - E ﬂ-aﬂ en
(4-*)P(¥)=a,-(a,-a,)g..(q,-a,)gz._;..-(a“_, anm) ;

cdakle se za lzl= 1 1 ¥ 1 dovija : .

| (4-5}9(3)’ > Ce -[(a‘.‘-a,p(a,_.a,).,....+(¢2«-1-én)-l-“n] =Q
i polito pri toae svi arguaenti od s, zz, see zm'l nisu aedjusob~-
no jednaki, izlasi odavde da polinom i"{(z) nena nula u krugu lede 1,

%ime je prvi deo teoreme dokazam.

48 dokez drugog dels teoreme, tj.‘ xada je ©< 8, < a1< ceel 8

uvediso sgenu 2 & % ,» Tada polinoca

¢ P( $)= tms Gnmatrod at" ' at"= P (¢),

preaa vrvoa delu teoreme, neaa nula u krugu lt"‘é 1, 51:3 zna®i da sa~-

da sve nhle polincaa ©(z) lefe u krugu 4 1.
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Teorema (Murwitz). iko su koefieciienti polinoma P(s) re~
alni pozitivni brojevi, tada sve njegove .nule lefe u nretenu
me 2l M,
gde m, odnosno I, ognelava najaaji odnosno najvedi 3lan niza

& “1 ‘a‘h-;

a '@ "
4 . As
Dok ag. Uvedino saenu }'T ( 0). Tada Je

d, Gy n
P(’) Uo + ,\ t =<7 Az L‘ + - f_a'n

Izaberino A tako da bude

ax Sern
Poslednji uslovi bife ispvunjeni kada je A = ﬁe:' v 'Pri tone, na

osnovu prethodne teoreae skeye-a, ‘sledi da polinoa () nena n;ula u
krugu lul € 1, ocdnosno da polinon P(2z) neas nule u krugu 121<T, 3to
znasi da sve nule polincme P(z) le¥e u krugu PREE'S

51i%no se dokszuje de polinoca F(gz) neza nula u krugu o | < a, ;
Uva 1 prethodna %injenica dokazuju navedenu teoreau.

2s5s dJedna teorema iontel-a

leka je dat polinom

@) PH) =5 wt', @it

vEo

i neke Je
@ M= (o= jip(@"”) Jr) s e

gs (r) vefe relacije:

(3) M, (P) £ M (P}, o< &t <2y
. .
| = ’ ¥ .
) M.(p)= bim My(P)= exp (5 | GrlPLe<r)lae),
(5) Mo (P) = Com M (P) = max|P(2)),

A o i a?‘:-,f



T e orema 1o tel-a. 3ve nule polinoma (1) 1e§é u

pratenu

18| = = Mé(P)
Ns(P) =l¥= | Gn|

>voju teorenu Aontel je dokazao na ognovu Jedne Jensen-cve teo-

(6)

rene iz teorije fumkei ja kompleksne proaenl Jive, koju ovde navodimo

bez dokaga. Jensen-ova teoreana glasis

keka je f(z) svelitifke funkcijs za k | €. Fretpostavimo da Je

£(0) #0 1 neka su 1y, T,y +ee s Ty +eo a0dull nula od £(2) u kru-

gu k'C i, uredjenih u neapadaju‘i niz. ako Je T, £r £7T a1’ tada
Jje

K .
g, _AiFol 4 f&n[f(?e""}}af?.

,l”tz,.. /'Z'” 23: ~

Iy

(7)

Dok az Jlontelmove teoreme. ia dokaz ‘fontel-ove teoreae (6)
dovoljno Je dokagati da sve nule polinocna (1) le¥e u prstenu

|Go} M. (P)
—_— < ] =
®) VT RPN

zde je % () dato u (4).

?

1
na osnovu (7) inano

g, ol 'uaal f&.)P('ze ?Id ,

= 72K &

Ogna®imo sa r najmanji noduo nule polincma (1). "ada za r, < v

ade jo Il = l2(0)), odakle se dobija

iGe | ‘ * ' {‘F
©) _l-s;-‘- = exp (3’3.-‘.‘! %IP(*Le )}d\“).
~ako Je za. r=1

rf‘ao" }an' _..ex (___..
X, - F

dobi jano odavde

jé" P(e" ),,dqp).—: M. (P),

)z' > ,aol
T M, (P)

b}

¥to za r -1 dajle



(10) N g...‘f’.‘!.’.....
'TTM.G(P)

Da bi se dobila gornja grenica nmodula nula polinona (1), uvediao

gmaenu &= }t— Tada je

(11) ﬁ(f)':fmp(‘s)"’za""t

neka je £ najmanji moduo nule polinoma (11) 1 neka je §<F< 1. re
da, na osnovu (10), u ovom aluﬁajﬁ dobi jemo da je

Nl

| M.(P) 4

pofto Je I (P,) = 1,(2). Fako jei2lT 0 1 § rajuanii meduo nule
polincaa (11), to je E: Xy najvefi moduo nule »olinoaas (1), pa se
iz (12) dobija de je

(12) $ 2>

M. (P)

| ani

(13) _ Ny =
1z nejedng¥ina (10) i (13) sledi (8), s odetle i iontel-ova teo-
reaa (6).

‘48 8= 2, na osnovu fornule Parseval-a, iontel-ov orsien glaai

L 2
< 2] < < .

\!gia'il ) &n |

£s 1C. Postupak D. Merkovifa za odredjivenle granica moduls nu-

(14)

AN

 Za odredjivenje granica modula pula polinoma, D. larkovid u s'{ro-
jia radovima koristi dvostruku nejednakost (2) peragrafa 1.1. Pri to-
me dokasuje vi¥e teoremm o gornjoj i donjoj granici modula nula poli-
noaa, odakle slede i neke poznate teoreme, kso Cauchy-a, Valsh-a, Birk-
hoff-a, Lendad-a 1 drugih.

Ovde Aexo dade iznetl postupak 1 neke rezultate N. ’Aarkeviyia u
vezi odﬂdjivmja granica modula nula polinoma.

Neka je' dat polinom
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(1) pce)—-zv’h!‘ ) dalm¥ O

¥=0

i neka je z = S’egi (0 £ g% 2R) jedna njegova nula. Tada iz jed-
nadine '

(2) S we®p'z o

sledi nejednsXina

jan] ™ 2 i'am-vlf"'”

koja se mofe napisati u obliku
| G| < 4‘; —

Ugaino sada funkeiju

v
vy P

(4) Q=3 o (=i

i ovoa podeliac uejednadinu (3). "ada se na osnovu nejednakosti (2)

psragrafa 1l.1. dobija

-—’-——iéM

G, () ?
odnosno '
Gy Janl< ME&(F),
gde Je
' ; ‘aﬁl-v]
M= max ,
(6) ' 1evey n-v )

ako se u funlrcijl “"1( €) uzae ﬁaprinar da je G = tv (€>0)
(v= 1, 2, ees 4 0}, ig (5) 1mamc ‘
lan} < M{2) z(-.)
vz

5to za > t daje
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Mﬂéhﬂﬂgiﬁﬂi

- odakle se dobija

Mit)
(7). | f < t (4 T
gde Jje ‘
{ | G%m-vj
() M) = mux | —
4-.‘-v4-*n( t )

48 ¢ =1 iz (7) se doblja

—

M M max (’aﬂ-vl)

.lam 1evEN

(9) P< 44+ —

@ to je resultat Csuchy-s gza nodule nula polinoma (1), kojl je izve-
den u psragrefu 2.8.

1z jednaXine (2) sledi i nejednsiina
7
(10) Jaol & 3 e} e”,

V4

“ako najcdnm‘iimx (10) nodelimo funkel joa

| ay G "ZC" » &v>0 (v=12...,m),

V:‘,

preas nejednakosti (2) paragrafa l.l. imafemo sada

| 4qf ~
: Ga(P) - /“
odakle
(12) | Jad € (M @2(F),
gde Je
(13) M= - Max (;a..‘ :
. ’4_“‘

Ugiaajuki, navricer, u funkelji c.,z(f} da je  Cv=

e a i

V(Vz‘
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= 1' 2y ses o n), iz (12) msﬂﬂ

lad < pu(t) ﬁ

"“i

5to za $< t daje
o P
las)< ) 3 (E))

odgkle se dobija

| 4t -
(14) P;,,_QM{“(&) ?‘ /Mf) :f;(la««lt)

8 to 30 rezultat . Lsmdau-e.

Dajufi druge oblike koaparativaim runkcijena %1(9) i g?( P)
mogu se doblti i ragne druge grsnice za module nula datog polinomas,
u Seau se 1 sestoji opSti snaSaj navedenog postupke D. 'larkovifa.



I11 D B O

C WEXIYM GRASICAWA 1O0DULA NULA
OLIXOHXA I PURKCIJA PRYETSTAVILIZNIY

T AYLOEK-OVIA REDCOU

U ovoa delu ukazefemo na moguinost prosirenja postupka . farko-
vifta za otircdjivsnj’e granica aodula nula polinoma. Pored toga izveSfe-
a0 i neke druge granice za module nuls kako polinona, tako 1 funkeija
'pretstavljonih Taylor-cvi:n redon.

3.1. Pro’irenje postupka 1. ‘farkovidas za odredjivamje granica
aodula nuls polinoma o . '

a0 3to swo videli.nu paragrafu 1.1., za izrag

) g e Av

}_'/su\,

vy
realni brojevi, s Pv 1 Av realni i pogitivai brojeiri,
vaZe nejednskosti

gde su Xy

0(\, % i X,
(2) min(ac) «S= Eﬁ’fn(ﬁ’;)

, U plufaju kada koeficijenti Av ( Y=1, 2, ... , n) nonotono
opadaju, granice nejednakosti (2) aogu biti ufe. Da bisao ovo poka-
zali, prisenimno na brojilac i imenilac izraza (1) ibel-ovu tremsfor-
maciyju oblikae '

-1
i Cvdv = ‘&Z"sv(c'}AAV + dh<e)")“)

(3) <
gde Je |
(4) ’ | Ay(e) = E C AN = A= Auer (V=4 2,.--,‘71-»:),
v .

K=t



Yada inano , i’

n-t

Z Ay l‘x)dlv + 4n (q) .Aan

S‘ - V33 - R
i {y(ﬁ)ﬁﬂv + ’S‘n(p) ‘A'" /

VS‘

—

odakle je na osnovu (2) za AAy > (V=1, :2, see o nel)

r 4v(“)) g‘.m 4;;(0())

ol )= S

(5) 1€ ven ’SV(/?’)

Prema (2), 28 Av=1 (Y= 1, 2, «o0e 4 n), je

dv(«) 4vfe) < !
MU makx - :
44:( & ain) A(P)  1exev. ,3.:) (v=1.2 w))

a odavde Je o*igledno

(4v(°()) max (iv_(_:)_)"mu 991)"

. &'
n (-—- ' '4,/('/5) ) jeven ’fw(ﬁ)

<
s v (K ) 1<ven

%to zajedno sa (5) daje

)‘_ (évldi)e S max Av(ef)

< may(2=),
©) 1cvem Avi(A) 1&-#*3 4”]'&) 1EKSY (/3")

.rsxév s

Granice za i uogn biti 1 ufe od (6), u slu¥aju da koeficijenti
My ( V=1, 2, +.. , n) vi3estruko aonotono cpadaju, 5to ovde nefeno
dokasivati.

Yeka je gz = €0 £ 2 ) npla polinona

) o)
(7) PIH =2t | st #0,
t3. |
: n Vel '
(8) Z a““'e ?y".:. Qs
. ¥Ta

Otuda sledi nejedna¥ina (uauc’hy)
o} & Z ta«fP

vei

R 4

koju noZemo napisati u oblliku
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(%) CE §’_|a~|t (-—)
A v=4
4
gde brojevi(-i_—) aonotono opadaju ako je P< .
Qko na desou strsmu nejednaline (9) primenino Abel-ovu transfor-

maciju oblika (3) dobifemo, vodefi rafuna o oznakama (4), da je

(10) lael = :g’ﬁv("‘"*)d(‘éﬁ)v* ’5”(“‘”)({—)?:

3to posle deljenja ge

, : YL L% | e, |
) @ (f)= 6‘ (") ;ﬂ’s" G)A(T) +4nl6) () ,ﬁ&o(*u,»-,;%

v:y

na osnovu (2) 1 (6) daje

o Gy < e
gde je
v (1alt) Jal £F
My = Mex Av(6) 7 ,?Kif, ( boe ) ‘

Tz (12) neposredno izvodino teoremuf

“onjs granice modula nula volinoma (7) vretstavlja pozitivni ko-
ren. ? 1 jednatine |

| Gl Q :
(13) — = W, (P).
My
Jvaj boren zbog (129 rije manjil od vogitiwmog korens j?i: jednatine
TEme— (f :
Ma )

P riseyr 1. akou (9) stavimo W= 1 (V= 1, 2, e , n),
3t0 zna%i da Je sada
n P v
an)=2 (),

na osaovu (12) dobijsmo
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bol . o pylt)apu, (),

2 (&)
odnosno
(14) —ETL'{":L'; i‘/ui (t}éﬂz{{})
V:j(f) |
- gde je
clt
Mle) = max é‘““) ) /“z(f/ ”"“"‘0“‘“‘)
1z (14) dobi jamo
(15) Py NIt __Jaddt
Vol + ity () 7 [l + pha(H)
Izraz ‘
16) [Gol L
laol + M, 08

kso donju gramicu modula aula polinoma (7), dobili su %. Lemdew i D.
farkovif.

" Preaa (15) zakljﬁéﬁjemo da donja granica wodula nula polinona
(7), data sa

la.f€
lauf + Al (€)
nije nanja od donje granice modula njegovih nula date sa (16).

an)

ia odredjivanje gornje granice aodula nula polinoza (7) podji-
@0 od nejedneXine | |

| o R |
(18) | an| < 'zz' "-§-;'~ )

 koja se dobijam iz jedna*ine (8).

e jedna¥inu (18) moZeno nap‘iaati u obliku

o) 'A|\" ) st( IM v M!)(P))
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gde su Av=au_v(v=€3, 1, 2, »+s 5 0=1) i gde je @ > o, pa droje-
vi (%_)v sada monotono onadaju.

iko nejedna¥inu (19) podelimo sa

(@) @ey=3 6 (F)'= & 410aF)r an@F)T 620 (=0y07),

dobifemo
(21) ' ,A ol £ M, M 2
‘o 3 @, (e
gde Je . ‘ .
| lAx]
s () __za:)
— m adX ,
M"‘f:\f‘:ﬂ( 3.(4) ) Ma= st

Iz (21) izvodimo teoremu:

Gomja grsnica nodula nuls polinoma (7) pretstavlja pozitiwi
koren §’1 jednsaZine

| Aol

(22) =@ (¢e).

4
zbog (21) korem 3)1 nije vefi od positivnog korens 92 jedna¥ine

M:@z(?).

M, |
P rim"ar 2. Ako u (20) uzgneaoc bv 1 (V=1, 2, ae¢s o 1),
- ¥to zneZi ds je sada

G =3 (-—-)

vy=y

ga P>a(is (21) dobijmmo pri toae

e g M, (o) & Me (o),
2(%)
odnosno
(23) | .wLA_—L— < My (0(/ < M? {x ))-

(%)

vy
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gle je

(24)

I1Ax|
1A
Na(«)zmg(ivj) My ()= w”(-—a,—'éf)

ibog A, Ta (k =0, 1,2 eos p v-1) 1z (23) se dobija

1 Mg ()
P o (4 laf,ol())é”“(+ 2“)1‘

odakle, nsaprimer, zi X=1 inemo

V(zﬁ)'

M.
aml

”42
lamf

Pé4+ é4+

gde Je sads

(26)

M, = max -zglfflfh h4 ("4“1)

teven _ O‘K‘-n—;

Iz (25) zakljui‘!uieﬂ.o da israz

1+ @r ca..;

k&o gornje granica :aoénla nuls polinocaa (7) nije velfi od 1&?&33

A T fﬂmj | .

koji pretstsvijs klasiZni oblik (Cauchy-a) za gornju granicu zodulsa
nuls polinocaa 1)

Napomenino da se na oval uaﬁin mogu dobiti i razne druge proce~

ne za module nuls polinoma.

s polincme kao 1 ga fupkeije pretstavl jene Taylor-ovia redoa

postoji Zitev niz isresa ko)l pretstavljaju donju i gornju grsnicu
aodula njihovih nula. Te granice su lzrsfene preko koefici jenata po-
liucas, odnosno Taylor-ovog reda. Jedsn od prvih rezultata tskvog
oblika izveo je il. Petrovif. Na probleae tskve vrste kasnije su uk o=
 sali narolito E. Lam!si 1 P. ¥ontel.

Uvde se daje jemm nejedualine i gramica za aodule mzla pelinoae




4 funkcija pretstavl jenih Taylor-oviz redom. Ova granica iua osobinu
da vaZi i u uekin VsluESajavima kada poznate grsmice koje su dgli .
retrovif, £. Landew, 7. dontel i D. darkovi® prestaju da isaju svoj
suisao. |

U paragrafu 2.7. sa0 1zveli pmten Cauchy-a zs nule polinma, a
u parsgrafu 2.9. odpovaraju‘:l rsteu {antel-a.

2lu¥efi se sguo H8lder-ovom nejednsko¥du i formulom Parseval-s

nofeno izveati jJedan preten u kone se nalaze sve nule polinoaa

»n
1) | 'P(z):gmi ) Guollen #O.

eka je f’egi (6 €9 £2 K) nula polinona (1), odakle se dobi~
ja jednefina

4] —-l > a—»e”"'r’ K

vy

koju moZeno nxpisati u obliku
| (8-¥)<
o < Fe|{ (3 e Y(E e )]

Udavde sledi nejedual‘ina g

la.lé-—. j ,Z vm“v,, V(s-‘ﬂigyvldﬂ

gde su )\v na koji realni 111 kompleksni brojevi razliZiti od nule.

Ako na desnu stramu (2) primenino nejednakoat H8lder-a sa i +
1, ’ » 1, ima&mo

<+
ntb-'

o = 1 4
: v(8-¥)¢ f Y
P
o (3 (3= *wtofv)( j |Sae Ty
vyre v
odakle "igledno sledi i nejedna?‘ina ‘

W@ e ( Hz “: v J,a) (;u o



1z (4) se, napriaer, z8 Je=v¥i § < 1 doblja

() (0. < MP(E}F_%TF’ N
e CE, 1V
©  M(R)= (5% ,Qz,%'@mf‘{a :
| %ejednaﬁiﬁa (5) zedovoljena je ss

L fe’ 'zm«\':;i(é,. )

Desna strens (7) pretstavlja jednu od dgniih granica modulas
nuls polinome (1). |

Stavijajufi u (1) 2+ %, éab;éwa
4 .
¢"p(E) =P I= T wt
' - Ve

reka je ré”i (o4& X« 27) vuls polinoma P {t). Premna (7), 28
r<1 je teda -

| | } G |
8y 1> e
©r 20tm| + Mp(R)
gde je sada ‘
| y T, g.
o ([ 13 Greifin)”

-z

- . * a
Hula rg‘i polinoma P (t) vajnanjeg modula jJe nula £ o&1 poli~
. 1

noas (1) najvefeg moduls, ps se gbog == %’- dobija ¢ = Te 5to pre-

na (8) daje ,
} i | '

iia osmovu (7) i (10) dolsszimo do zekljufkas

3ve nule polinoms (1) nslaze se u prastenu

(11) - | ‘a" é’?l é-_ 2IQMI+MP(P£)‘ ‘
| - 2lavog+'Mp(R} taml
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i@ & = ¢, n8 Osuovu Toraule Tarseval-s, preaa {2) varagrafa 2.0,

iontel~ov preten (G) postaje

, ‘7.‘" ja)?
(12) ; Lol e VETM |
S tw)? | |
dok se preas (llfi s cbzircw na (6) 1 (8), zav 2 svodi na
. - lam-v‘
‘2faof+\ STy 1y ]
214 }+\/§LL¢E_L)

lontsl-ov preten (12) mofe se dobiti 13 nejednarosti (3) za p_

- G :_"2 i:a":’.: l (V: 1' 2’ s g n)u

1z nejednakosti (1), odnosmo (4), aogu se dobitl i drupi vrateni
u kojina se nalase sve nule polinocas (1).

sa polinome velikog stepens n, granice prstena (13) mosu bitd
preciznijs od granica prstena (12). Procens (13) naro®ito delazi do
izrefaja nri odredjivenju donje granice uocdula nula funkeils pretsbav

1 jenih ?aylar~6vim redam‘

*onja granica modula nula funielja pretetavl jenih ?ay]anmuvia
redos S{;a z¥ preaa . iatrovi‘u, Yo Landag-u, . fontelwu i S
koviAu Odredjiens je ixrazoa

(1‘;) ’ Ia°, -

P <4

2 lal?

Voo
dok Je u nafen sluwfaju preaa (13) ova granica izrefeus ss

(15) ]
Ztaélf-\/jf(ﬁéi)z

P03to Je {’“f) < 2:;a~1 to (15) iae saislas kad god 1as sal
sla (14). dedjutia, aofe da bu&e! 1ol
( ) < 20, U ZE‘LH = 0o,

3to porazuje prtaer funkel je

S'W*HF

2\1 N
v ﬁw(1+>7 ' | Xvl = 1;

 za koju je
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2, T C T e 3 gty <7

NTe ve i

na za nju izraz (14) nesa suisla, jer postaje nuls, a izraz (15), k&0

donja grenicas acdula njenih oula, razli®it je od nule.
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