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HacmoB mactep paga: Tonosonike meroje y podoTuiiu

Pesume: Ilranupame KpeTama poOOTa je OTBOPEHO IMHUTAHE, KAKO 32 HHIKEIHepe,
TAKO W 33 MeTeMaTh4dape. 3axXTeBa MPOHAJIAXKEme 0/roBapajyher KOHTHHYHPAHOT,
HEMPEeKNIHOT, KpeTama Koje moMepa ypehaj u3 laror moYeTHOTr TM0JI0XKaja y KPajbu
JKeJbeHH 1M0J102kaj. Kubydunm mpobsem jecte cyodaBaimbe ca CHHIYJIapUTETHMA KOjU

IPOY3POKYjY HECTAOMIHOCT KPeTama.

Haxkon Texnudkor paszmarpara pobora, norjegahemo u ojanoc usdmehy rormosio-
IMKAX CBOjCTaBa MPOCTOpa KOH(UTypallfja U KapakTepa HeCTabMIHOCTH, Koja ce
He Moke n36einm HUKAKBUM aJrOPUTMOM ILIaHMpamba KpeTama. [Ipenusnuje, X he
HAM MpPEeICTaB/HATU MPOCTOP CBUX MOryhmx KoHMpUTypaluja MeXaHHIKOT CHCTe-Ma.
X x X hemo npexpuru ca k orBopennx moackynosa, Ui, ..., U,. Ca X! hemo 03-
HAYUTH POCTOP CBUX HENPEKNAHUX MyTamba y X (JOMyCT/bHBUX KpeTama y CHC-
temy) u ca m : X — X x X npeciukapame nyTambe u3 X y IbeHy IIOYeTHY U
Kpajiby Tauky. Ilmanm kperama he Tama OMTH JaT HENPEKUIHUM ITPECTUKABAHEM
s+ X x X — X! koje 3a/0B0/baBa yCJIOB Jla je JIECHU HHBED3 IIPECJUKABAMA
m, ogHocHO 1a je w o s = id. Kopucruhemo meroje anrebapcke ToOmosoruje jaa
OMCMO JIONLIM JI0 MHHHUMAJIHOT Opoja mojckynoBa U;, MOMEHYTOI HpeKpHBada, y

MPOM3BO/FHOM IJIAHY KpeTama IMPeKo mpocTopa X.

Ha kpajy hemo ce ocBpHyTH Ha IIaHUpame KpeTarba Be3aHO 3a PyKy podora.

Kmyane peun: Jlycrepuuk - IlInmpenvanoBa KaTeropuja mpocTopa, CTeeH YBU-

jama, TPOU3BO/I MPOCTOPA.
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2 OIHNUC IIOJIO?KAJA U OPUJEHTALINJE IIIAKE

1 OcHOBHU T10jMOBU

Hajmpe hemo ce ynosnaru ca OCHOBHOM TEPMUHOJIOTHJOM U OCHOBHUM JepHHU-

ujaMa Koje cy morpebHe 3a pasyMeBambe Ja/bel H3/1araba.

PobGoTt je manumyarop Koju MOXKe jga 00aB/ba Pa3IMInTe 3aJaTKe KOjH, Ipe
cBera, odyXBaTajy MaHUIIYJIAIUjy MaTepujaJuMa U IIPeIMeTHMa, PA3JIUIUTHM ajia-
TUMa U CIleNHjaTHUM HamnpaBaMa. OOHYHO je HeroB U3IJIe] BUIIEe WK MaIbe CJAHIAH
Jbyjicko] pynu. Ha 3aBpiierky pyke Hasia3u ce 317100 ca makom. Poboru yrjiaBaom
HA [MUKJIMYaH HAYUH 00aB/bajy HEKY Olleparujy, ajd je BaykKHO HAIOMEHYTH Ja WX
MO>KEMO JIaKO TPUJIaroauT obaBbamy JApyre QpyHKIMje Oe3 mpoMeHe caMor Mexa-

HU3Ma.

Poborckm MexaHm3aM WM MAHUIIYJIATOP je OHAj Jieo poboTa KOjU JIMYH HA
40BeKOBY pyKy. [lokpehy ra ejgekTpudHu, mHEyMaTHIHU WA XUJIPAYIAIHE MOTOPH.

Motopu nokpehy 3171000Be IpeKO MOCEOHUX MPEHOCHUX CHCTEMA.

Poborcko omaxkame omoryhasa mnose3uBame pobora ca okoamHOM. CeHzope
JIeJIUMO Ha nponpuopeyenmushe (TIOCMATPajy yHYTpallmbe cTame pobora u Gase ce
yrioM u 6p3uHOM 3r71000Ba poboTa) u excmepopeyenmushe (CKyIbajy uHMOpMa-

Hje 0 OKPYZKerY, Mepadu Cy CUJe JOJUPA U CHCTEMH BENITAYKOT BUJIA).

Poborcku manumyaTop je cacTtaB/beH W3 JBa Jeda: U3 wWake U GUWe32A00He
pyxe. Illaka je 3ak/byunm cermeHT poborcke pyke. Illake obmunO mMmajy aBa mim
BUIIIEe TIPCTH]Y & MOTY OWUTH W BakKyyMcke Wi MarHerHe. Moxke OUTH U MyJaTH-
dyukimuonaana. OHa Tako IpeICcTaB/ba A0 MPEeKo Kora podoT yTude HAa OKOJIUHY.
Hamena suinesrjioboBHe pyke je ja HOCTaBU TIAKY y Ke/beHy MO3UIMjy U OpH-
jeHTANMjY v pajHOM OKpy:Kemwy. CTpyKTypy BHUIIE3rI00HEe pyKe Ha3WBAMO U KUHE-

MATNUYKY AAHAY,.

2 Omnumc moJiorkaja 1 opujeHTalnje MmIaKe

Ja 6ucmo jjasin MaTeMaTuyKu MOJIEJI KpeTamha podora, MOpaMO OLUCATH 1103U-
IUjy U OPUjEHTAIN]y MOjeIMHUX JI€/I0BA, OLPEJICJIUTH OTPaHuYeha KpeTama podoTa
y3POKOBaHA DPA3WIUTUM THIOBHMA 3IVI000BAa W M3pAdYyHATH (DYHKIUOHATHU OTHOC

uzMebhy crama nmojeluHUX 3171000Ba U A00UjEHOTr 10JI0XKAja U OpHjeHTaIHje.

[Mosunumja u opujeHTanuja (3ajelHHYKH Ha3BaHe 1103a) IMake cy ojpeheHe caBu-

jameM pazandauTux 3r7060Ba poboTcke pyke. IIpermocTaBumo 1a nMamo n 3171000Ba
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OJ1 KOJUX Ce CBaKW CaBHja caMo y jeliHOj paBHU (OBa MPETIIOCTABKA HUje HEOIXOIHA).
MopaMmo na crnenuduxkyjemMo n 6pojeBa jga O6ucMo JepUHUCATA CTAE Yy KOJUM Ce
HaJIaze 3MVI000BH. Y CJIydajy n = 2 MOXKEeMO Jia HAIPTaMO JWjarpaM Ha JIMCTY Ta-
nupa ca o jeJJTHOM OCOM 3a CBaKM 31J100 Tako Jjia Ou Tavka Ha Jujarpamy oJroBapaJia
Moryhem cramy 3ry1000Ba. AKO je n > 3 oHxa OM TakaB amjarpaM Mopao jaa Oyae
n—IUMeH3UOHATAH Ma He OMCMO MOIJVIM Jia Ta HampraMo. be3 o03mpa, jomr yBek
MOZKEMO TEOPHUJCKH JIa PE3OHY]EMO O N—JIUMEH3UOHOM TpOocTopy (HazoBuMO ra X)

y KOMe Ta4yKa PElpe3eHTYje CTaibe pYKe.

Ha yobuuajen nayun norpedbHe cy HaM TpHU KOOPJMUHATE JIa OJIPEIUMO IMO3UIIL]Y.
Hame, Tpedasio 6u ja JepuHUAIIEMO IIpaBall Ha KOjH IOKa3yje IMeHTpaaHa 0ca IIaKe.

3a oBo ¢y HaMm moTpebHa JBa Opoja:
1. yrao mHaruba HaJl XOPU30HTATHOM PaBHU
2. yrao mpojexImje mpasIia.

[Ipumerumo ja oBa HpojeKIirja HaJ XOPU3OHTAJIHOM PABHU U Yrao HPOjeKIuje
npaBiia HUCY HE3aBUCHU W HUCY j100po jedbunucanu. Ha npumep, ako je mpasait
HOpMaJIaH HAa XOPH3OHTAJIHY paBaH, OHJA je yrao IIpojeKiidje Mpasiia Oe3HadvajaH
(mpojeknuja je tauka). Takolje, Gpusnuko 3HAUEHE YA MPOjEKIHje TPABIA je He-
npoMemeHo ako My ce jgoqa 360°. OBo moxemo ja upeBasubemo Tako mrto hemo
MHCHCTHPATH J1a CBU YTJIOBH MOpajy aabdbyay m3mehy 0° m 359°, anm Tajga mmamo
Jpyraduju mpobjeM y TOMe IINTO ce HyMepudKa BPeIHOCT yIJIa H3HEeHaJ a MOZKe
npomenuTr (10K ce pyka kpehe ox 1° 10 359°) 6e3 MKAKBOr HCTHHCKOT JIHCKOH-

TUHYUTeTa Yy Kperamwy pobdora.

[TocToju TOMOIONIKO 0OOjalTmheme OBOT Mpobyema, ako Ou ce mpocTtop moryhux
OpHjeHTali]a IIaKe jeJIHOCTABHO IIapaMeTPU30Ba0 €a JBe IIPOMEHJbUBE, OHJIa OH OH
TOMOJIOMKH Ono paBan, Melhyrum HHje paBan. Ha mMecto Tora, MoxKeMmo ra mocma-
TpaTw Kao MOBPIIHHY cepe 9uju ce MeHTap HAJA3U Y TAYKH MIPECeKa OCa IIaKe.
Axo 6m maka aprkaJia 6ak/by, oHa OM O3HAUYMIA TadyKe Ha cdepn Koje 6 ompeane

opujeHTaIU]y. JONI jeTHA MPOMEH/bUBA KOjy Tpeba y3eTH Y pasMaTpame je
3. yBpTame IakKe OKO CBOje oce.

OBuMm nobmjamo Tpehn yrao Koju je y MHTEPAKIWjU HA KOMIIMKOBAH HAYMH Ca

peocTaJIa JaBa.

Jlakse, poboT ce cacToju m3 TpomaeaHe pyke ca 3raodboBuma 01, Oy u 03 u make

KOju ce Hajasu Ha Kpajy pyke. 11laka ce cactoju ox Tpu 3r100a 0,4, 05, 0 Koju Mory



3 JAUPEKTHO KUHEMATHUYKO I[IPEC/IHKABABE

ouTn KopuitheHn 3a OKpeTame ajgara Ha Kpajy pykKe.

Poboru Mory 6uTH nporpaMupaHnu 3a 00aBbaibe Ioc/Ia ClenupuKaInjoM BpeMeH-
CKO 3aBHCHE IyTame KOjy Tpeba jia mpare y TAKO3BAHOM MIPOCTOPY JI€I0BAA KOJH
mozxke jia 6yae R3 x SO(3): R3 komnonenra cuerudukyje no3unujy ajgara Ha Kpajy
pobora a SO(3) cuenudukyje opujentanujy Tor anara. lVako je 3amarak pobora
cuenudUKOBaH 33aBabeM MYyTambe ¥ MPOCTOPY JeJ0Bambha, OBa IyTamba MOpa OUTH
npahena 3ajiaBambeM KOMaH/ 1 y 31JI00HUM MOTOpUMA J1a Ou U3BpIIWIM 0jiroBapajyhy

MyTamy y MPOCTOPY 3 TJI00OBA.

3 JIMpeKTHO KMHEMAaTU4KO IIPEeCINKAaBambhe

IIpocmop 32406064 MaHUITYIATOPA je IPOU3BOJL, IIPOCTOPA 3IVI000BA CBUX 3IJI000Ba,
pobota. Ilpocmop xonduezypayuja je TOAIPOCTOP ITPOCTOPA 3TI0O0BA KOjU Ce MakK
CacTOju OJI BPEJHOCTH 3r7I000Ba KOje 3a/10BO/baBajy CBa OrpaHuYerma ojpeheHa re-

OMETPHjCKOM PeaJn3alijoM MaHUIYJIaTOPA.

Kao mro cMo Buaenu, moTpeOHO HAM je TIeCT mapaMerapa Ja OHCMO OMUCAIN
HO3WIKjy ¥ OPHUjeHTAIM]y Imake. 300r Tora 0u Tpedasao Aa MOCMATPAMO IIECTO/IN-
MEH3UOHAJAH TPOCTOp Y y KOMe CBaka Tadka ojroBapa ojapehenom cramy rmrake.
MozkeMo aHam3upaTu CTPYKTYpY Y Kopucrtehm meroje ajrebapcke TONOJIOIHje U
HayIUTH MHOTO WHTEDECAHTHUX W HETPHUBHUjAJTHUX CTBApW O m0j. (Baka Tavyka y
HameM rpoctopy X ojrosapa ojpehenom crammy 3r10008a podora. Crarme 3r1000Ba
ojpehyje mo3uIujy u opujeHTanujy make. To 3HaYM Ja CBAKO] TAUYKH I Y IIPOCTOPY
X mpuapyxKyjemo tauky y Y Kojy 6m Tpebaso ma Hazosemo f(x). AKO KeJanMMO
JIa TIOCTUTHEMO ojipeheHy MO3UIU]y U OpHjeHTAlH]y IIaKe TO MOXKEMO YPaJUTH Ha
MHOTO HaunHa. J[pyrum pedmma, MHOTO pa3InIuTUX Tadyaka y X Oumhe mpuapyKeHo

UCTOj TayKu y Y.

Buio 6u Beoma 3rojHo, mITO ce TUYE JM3ajHA W IIPHMeEHe TAaKBUX PoOOTa, /1A
UMaMO TaKO3BAHO ~MHBEP3HO MpecauKaBame’ . 3a CBaKy MO3UIU]Y U OPUjEeHTAIH]Y
make (oaroapajyha rauka y y Y) kesean GuCMO a MOZKEMO 18 H3a0€peMO CTame
3r06oBa (mro oxrosapa tadku ¢(y) y X) Koje ZOBOAM IMIAKY y Taj MOJI0XKaj (Tako
na f(g(y)) = y). WlraBumie, xkejean 6ucmo Ja je g(y) HENPEKUAHA Y Y TaKO Ja
ce CJAUYHU TMOJIOXKAJU IaKe MOCTHXKY CJAMIHUM cTambeM 3rioboBa. MeljyTum, ucmo-
craB/ba ce jga je oo Tomojomku nemoryhe. Crora je HEOIXOIHO CMHUCIUTH KO-
MILIEKCHH]Y CTPaTernjy KOHTPOJIE Y KOjoj Ou ce mcTa Mo3uiHja Make Morjaa mocTruhu

Ha pa3/JIMYnuTe HaYWHE Yy PAIJIUIUTUM BpEMEHUMa.
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Ciauka 1: mecrosrsiobnu poboT KOPUCTH Ce 3a 3aJaTKe I03UIUOHUPatba U OpUjeHTaluje.

[IpBa Tpu MO3UIMOHKMPA]Y PYKY & ApyTra Tpu 317100 Ha KPajy pyKe.

3a po6ora wa Coruru (1) cBu 3r71060BH ¢y POTAIMOHHE TAKO JIa Ce MPOCTOP 31710008

MOZKe TI0CMaTpaTH Kao MecToauMeH3HoHn Topye 1. JacHo je ma nocroju ¢pyHKImja
f:T° = R x SO(3)

HO3HATA KAO QUPEKMHO KUHEMAMUYKO NPECAUKI6atbe KOje ToBe3yje CBaKy Tadky 6
y IPOCTOPY 3IvI000Ba ca oAroBapajyhoM HMO3HIIMJOM U OPHjEHTAIINjOM 3IJI000BA Ka/I

CY My 3IJI000BH y TO3UIHUju 6.
Coimka IUPEeKTHOT KHHEMATHIKOT MTPECINKABaha HA3UBA Ce NPoCcmop 0ea08aHa.

Kao mrro je caydaj Ko MHOMMX KOHBEHIMOHAJTHHUX pobOTa, OBaj poOOT je ompe-
MJbEH Ca MHHHMAJHUM Opojem 3ry1060Ba (Imect) morpebHuX 3a CJI000HO KpeTamhe
y MIECTONMEH3NOHOM TPOCTOPY JieoBarba. OBa eKOHOMUYHOCT y JIM3AjHY U3TJIe/1a
Ha [PBU IOIJIE/I IPUPOJHO, AJIM UMa M HeJocTaraka. AKO poboT paju y mpocTopy
y KOMe je TyKBa, MOTJIO OM ce TOKa3aTW KOPUCHUM Ja UMa JIOJATHH 3[VI00, KOju
HaK HUje HeOolXo/aH, Koju oMoryhasa pyiu Jia ce Kpehe okosi0o u nzberasa nuperpexe
JIOK 3a/Ip:KaBa Kpajiby Tadky pyke (pukcupany. Opu HeoOaBe3nu 3rs1060Bu Takohe
MpyzKajy jOII jeJIHy MOTeHNMUjaJHy IpeTHOCT KOja HHUje TaKO OYHUIJIeTHA Ha TPBHU
nornen. O Mory 6wutu KopwuinheHH Ja 6u ce m3beryia CMHTyJapHa KOHUry-

pamuja 3r,1060Ba, Tj. KO KOjuX Jakobujar npeciurasatsa Hema MAKCUMaLaH PaHe.

4



5 JIOKAJIHU U I'/IOBAJIHU 1IPOBJIEMH

4 CI/IHI‘y.TIapI/ITeTI/I KNMHEMAaTNYIKUX IIpeC/JINKaBaba

Y poborunu ce TePpMUH KUHEMAMUYKUT CUH2YAGPUMEMAE KOPUCTU 33 O3HAYa-
Balbe CMambeha CJa000/1e KpeTama Y HPOCTOPY JiejioBalba KOjU HAacTaje y ojpehenum

KOH(UTypalujama 3rj1000Ba.

CunryrapHa KoHMUTrypalnuja TpOU3BOAN 3aK/bydaBarme oHeMoryhasajyhu kpe-
Tame y oapehennm cmeposnma. OBakBu npuMepn he ce MOjaBUTH Y Ja/beM U3/1ararmby
rJie je ToKa3aHo Ja n3beraBame CUHTYJIapHUX KOH(MUTYpPAIUja JTOBOIN JIO PECTPUK-

I{je MOTEHIIMjaJTHOT IIPOCTOPA JeI0Bamba podoTa caMo ca HeONXOIHUM 3r1000BUMA.

Ca apyre crpane ako Cy JOJaTHH 3171000BU JOCTYIHE, BeNnHA 1MO3UIMja MPOC-
TOpa JIe/I0Bamba MOYKe OUTH JIOCTHTHYTA Y HEIMPEKUIHOM KpeTalby Pa3sHuX 31JI00-
Hux KoHdurypamnuja. MoryhHocT ja ce UCTH HOKPET y HPOCTOPY Jea0Bamba 00aBu
HOKpeTameM 3I71000Ba Ha pa3janduTe HaUnHe, Tpebasio Ou j1a omoryhu sa ce u3bermy

CUHTY-JIapUTETH a Ja Ce He CMalbH IIPOCTOP AeJ/IOBalba.

5 Jlokanuu u rjaobasHuU mpobreMnu

Takpa cTparernja oTBapa YUTaBY KJaCy TEXHUYKUX MPOOIeMa, PeruMo Tpedbasio
O OJIVUHUTHU KOjy 0J1 OeCKOHAYHOT Opoja pa3IUYUTHUX IyTarba 3I171000Ba Tpeda Ko-
PUCTUTH J1a OM ce caeIua IMyTamba y IMPOCTOPY JdeoBama. ErsakTaa dopMmynamnmja
oBor mpobJiema 3aBUCH OJI IIPuUpoje poboToBor 3ajarka. /JIlBe mmupoke KJace Hpo-
Os1eMa, ce jaBshajy 3axTenBajyhn pyHIaAMEHTATHO pa3InduTe METO/Ie pelnicaBama. Ha
OBa J[Ba pa3/JMYHMTa THIA 33JaTaKa MOXKEMO IJIeJaTH Kao Ha 240004He U A0KAAHE

npodeMe.

Ja 6ucvo ux jgedburucann yBoauMo Hotanujy (1) 3a MO3uIHjy y CHCTEMY JeJI0-
Barba Kao DYHKIM]y BpeMena t u Horarujy 0(t) 3a mo3unujy 3ra060Ba.

Laobaaru npobaem je oHaj KO KOTa je TEJTOKYITHA KeJbeHa myTamba =(t) mo3Hara
panuje u mytama 0(t) Mopa 6uTn m3abpana tako ga mpousseae x(t). Oso he 6utn
caydaj Ha IIpuMep ako poboT Tpeba jia M3BO/N BHIIE IIyTa NCTH 3a/1aTak 03 MpoMeHa.

Jloxaanyu npobaemu, ca Apyre cTpaHe, MPETIOCTaB/bajy Ja HEMaMO MPETXOTHO
3Hambe MyTalbe Koja Tpeba jga Oyiae ciaehena. Taksu mpobiieMu HacTajy Kaja cy
poboTn BoljeHu cenzopuMa u myTamba x(l) ce y KOHTHHYUTETY Memba Kao Peakilmja
Ha mux. Tako je camo jgokanna undopmaimja, Kao geqauh myrame z(t), gocrynHa y

TpeHyTKY ojpehuBara 0(t).

[nobastiu mpobaeMu ce MOy PEIIUTH H3BAaH TPEHYTKA Y KOME e KPeTarhe H3BOJIHU,
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KopucTehr OHOJTMKO KOMIIjYTEPCKOT BpEMEHa, 1 MeMOPHje KOJUKO je MpuKaaaHo. /la
Ou ce perno JoKaIHu mpobseM, myTamba 6(t) Mopa Ja ce ofipe/in YIpaBo y TPEHYTKY
KaJla ce KpeTarbe M3BOIM IITO 3HAYH Ja pellerba Mopajy OUTHU JI0BOJBHO jeTHOCTaBHA,

n1a Om ce m3Besa OP30 W y3 MHOTO CKPOMHHje KOMIIjYTePCKe pecypce.

Kana ce pemasajy riobajgHu mpobjaeMu MOpajy ce y3eTH y o03up MHOTra Hpak-
TUYHA OIPAHNYEHHA, KAO CTO Cy XapJBepPCKa OrpaHnuerha Op3uHe KPeTama 3IVI000Ba
u Top3uje 3r71000Ba, TpeTupajyhu ux Kao OrpaHuyeha y BapujaluoOHuM 11podieMuMa,
IJie jeJIaH MOKYIIaBa 13 Ha IMeJOKYIHO] MyTarhl MUHUMHU3UPA HEKY MPOCEYHY BPEI-

HOCT Kao Ha IpuMep KBaJpaT Op3uHe 3rJ100a,

/0 160 |12t 1)

notrTyjyhu joun jeJlHo JIOJATHO OIPAHMYErhe a TO je Jia ce, HPUJIUKOM TOra, Mopa
npatuTy nytama x(t). Tpeba HaOMEHyTH Jja TaKBa CTpaTeruja aIpuopPHO He TapaH-
Tyje n3dberapare CHHI'YJIapUTETa aJld, Kao IITO heMo BUJIeTH, Op3uHa KpeTarba 3r71000Ba
nMa TeHIEeHIIN]y PacTa KaJ ce HpUOJIMzKaBa CHHIYJIAPHUM KOHQUTYpalrjaMa 1 Oll-

TUMATHA TMyTama ((t) OOMYHO OCTaje BaH CHHTYIAPUTETA.

Bapujannonu mpusas riiodagHoM mpobsieMy HCTHYE /18 Pa3anKa n3Meljy JIOKaIHor
1 TI00aJIHOr Hpob/ieMa HECY CAMO KOMILJYTEePCKH PeCypCd Ha OCHOBY KOJHX C€ OHe
sugie. Onruvusanuja waTerpaia (1) Moxke ce YpajuTH jeJIHHO aKO Ce MEeJOKYITHA
nyTama z(t) Beh nosnaje u na uz60p 0(ty), y HEKOM BPEMEHCKOM TPEHYTKY to, ce He
yrude camo ca z(t) y okoaunu to Beh u ca x(t) y KacHHjeM BDEMEHCKOM TPEHYTKY O/
TpeHyTKa BpeMmeHa tg. Ilpema Tome JIOKAJHU M [VIOOAJHHU IIPOOJIEMHA Cy Pa3JIHIUTH

H Ca MaTeMaTHYKOI' U Pa4YyHapPCKOI' CTaHOBHUIITA.

Ha name hemo ce ¢okycuparu na objamimerse jJokaanux. Behuna pesynarara
Koju he OMTH TIpe3eHTOBAHM Cy ce TojaBuan Beh Herme ajim y w3jaaramuMa HaMeH-
jeHHM IIpe cBera HMHxKemepuMa. lcmocraBiba ce jia mMocToje Heka (yHIAMEHTAJIHA
OTPAHWYeha OKO TOTA CTa Ce MOYKe YPAIUTH NPUJINKOM PEIIaBarmba JOKAJTHUX MTPo0-
JieMa U 0Ba OrpaHUYeIba U3BUPY U3 TOHOJIONIKHX pa3MaTparba MpocTopa 3ria000Ba,
IPOCTOPA JE/I0BAhA U JUPEKTHOT KHHEMATHIKOT TpecanKaBarma. OBe YHeHuIe cy

HOKa3aHe KOpHIINemeM TeXHUKA aJrebapcKe TOIOJIOTT]e.

5.1 OcHOBHU pe3yJjTaT!

W eja mpocTopHor jiesioBamba, Tpebasio 0u jga Oyae renepaan3oBaHa HEUYUM H CaJa

fiemo nmornegatu pobora wa Cunu (3) ga 6GucMo 10 MaIo 06jacHIIIN.
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Beh je mamomenyTo ja je mpocTop JiesioBamba podOTa, 3a MU3BPIIEIhe HEKOT 3a-
narka, npocrop R3 x SO(3). Hacynpor osome, Ha IpEMep mocao 6ojerba, He 3a-
XTeBa Ieo TPOCTOP OpHjeHTallje, jep yrao poTaluje cipeja OKO IMoKa3uBada mpaBIia
je HeBaxKaH. JeMHO je OWTAH mpaBall y KOM je ajaT yCMepeH I1a, 3a 110Ca0, IPOCTOP
nesoBama Moze outn R? x S2. Taj mpocTop je TeToInMeH3NOHN TaKo Ja IMecTOo3-

[JI00HU POOOT MMa BHUIIAK (PYHKIIMOHAJTHOCTH KaJa c€ KOPUCTH 3a OBaj MOCAO.

Jpyru npuMepu npocTopa JiejioBatha, KOju HAaC 3aHUMa]y, Cy
e R?, axo ce kperame, 6e3 opHjeHTaIlje, HOCMaTpa y PaBHU

e R3 axo ce kperame, 06e3 opujeHTaIMje, OCMATPA Y TPOJUMEHIHOHOM IIPO-

cTOpY

S?, ykasubarbeM 3171060Ba KOjH HUCY 3aKadeHu 3a 103UIMOHUPAHY PYKY

SO(3), ako KeJMMO JIa pa3MaTpaMo KpeTame 3r1000Ba Koje je OPHjeHTHCAHO

Hapauo, Moryhe je KOpUCTUTH HEKOJHMKO poOOTA KOjU paje 3ajeHO HA U3BPIICIbY
33/IaTKa TAaKO JIa Cy Mpecery OBHUX IPOCTOPa Takohe MOTEHIIMOHAIHO KOPUCHU. Y

Jle1y Koju cjean obesiexkapaheMo mpocTop jiejioBarma ca X.

Taxkohe hemo yBehaTu k1acy pobora Kojy pasMarpamo Tako MITo hemo J103BOJTUTH

Jla, KOpHUCTe OmInTHje mpocTope 3ri0b6oBa. OBO yK/bydyje 3r,1000Be KOjU Cy
® DOTALMOHH, IIAPAMETPU30BAHU yIVIOM Kpyra S,

® TPAHCJATOPHH (IPU3MATHYHH), HAPAMETPU30BAHN TAYKAMa HEKOT 3aTBOPEHOT

uHTEpBaJa [a, b] peasHe mpage.

Mozke ce mecuTn j1a pOTAIUOHN 3T7I000BYH UMAa]y OTPAHUYEHEe YT/Ia TaKO J1a U OHU
MOTY OuTH TapaMerpu3oBanu naTepsaoMm. [Ipocrop 3ryi0b6oBa hemo o3nayaBaTu ca
J", buhe nmpecek mapamMeTpH30BaHUX MPOCTOPA 33 CBAKHX 7. POOOTOBUX MOKPETHUX

3r71000Ba 1 yBeK he UMaTH XOMOTOIHN]Y TOPYCA.

[Tpumernmo 7a UCKJ/bYUyjeMO JOTTacTe 3r71000Be, MO3UINje Koje Cy TapamMeTpu-
30Bane ca S? w3 oor ommca. OBO je 3aTO MITO je BEOMa TEMIKO ITOKPeTaTH JONTACTE
3r71000B€ MOTOPOM HMAaKO OHM MOT'Y OMTH KOPUIINEHH Kao MACUBHH 3IVIOOOBH MeXa-
HU3Ma. Y TaKBUM CJly4dajeBUMa OHM he OrpaHuvYaBaTh KpeTarhe MOTOPU30BAHUX
3r71000Ba orpannyaBajyhu Kperarme 31/1000Ba HA HEKH TOJCKYI IPOCTOPa 3r1000Ba
J". YoumrraBaime pe3ysiTara U3JI0KEHUX OBJIE, Ha OBaj OIIITUjH KOHIEIT, MOpa Ce

MazKJbUBO U3BECTH.
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[Tpernocrauhemo ja ceaka Tauka y J" onpehyje duznukn 10380/beHy KOHPUTY-
paIujy 3171006a poboTa Koja MO3UIMOHUPA POOOTA Ka HEKOj TAYKH Y IIPOCTOPY JeJ0-
Bamba X. OBO 3HAYM Jla MeXaHH3aM HHUje OrpaHUYeH Ha MOAIPOCTOp o J™, Kao IITO
je ommcano rope, u 3aro ce MOKe JAeUHUCATH OUPEKMMHO KUHEMAMUYKO NPECAlU-
Ka8arbe HA NMETOKYMHOM mpocTopy 3riobosa f : J" — X, Kao mTO je OMuCano y
jeJTHOM OJ1 IPeIXOJHUX JeoBa TekcTa. 3agajyhu tpajektopujy x(t) C X, mopamo
nahu nyramy 6(t) C J" ca f(0(t)) = z(t), aa 6u ce poboT Kperao 1o myramn x(t).

Hagermthemo cayia nap npumepa oBaKBUX KOHCTPYKIHja, KOju he GUTH KOpUYeHH

Ha Ja/be.

5.1.1 N- 3ry100Hu paBaHCKH MeXaHH3aM

Mexanuzam je npukaszan va Counyg (2) 1 HEje TENIKO HAIPABUTH HErOB KapTo-

HCKN (mWin rpy0u) MOZEL.

(%, y)

End
Effector

Cauka 2: N- 3r00HM paBaHCKHM MEeXaHW3aM IPHKA3aH 3a n = . MexaHu3aMm ce cacToju
0JI IPABUX JIMHWja MMOBE3AHUX Yy CEPUjH POTAIMOHWM 3rj10060M Ha (DUKCHOj Oazw. Amar

MOHTHDAH HA KPajy MOXKe OUTH O3UITHOHUPAH ¥ PABHYU POTHUPAHEM 3r1000BA MEXAHU3AMA.

Csaku 317100 je poTalOHAIAH U MOKe JIa ce HalpaBH KopHImhemeM Ynoje Koja
JIP2KU KapToHCKe Be3e 3ajeano. Obesrexkapahemo Tauke y npocropy J" =1T" ca 0 =

(01,...,60,), re je B; yrao KOju 9nHHM {-TH KPaK Ca XOPU30HTAJHOM 0COM. MexaHu3am
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MO3HUITMOHNPA, CBOjy Kpajiy Tadky y pasHE Tako ga je X = R2. Qunro momaswm 10

MOHAaBBaKA Kajl je n > 2. /IMpeKTHO KHNHEMAaTHIKO ITPECIUKABabe je 33/1aTO ca

F6) =31,
=1

rje je [; 1yzKuHa j-or Kpaka.

5.1.2 MexaHu3mu ycMepaBamba

Ciauka 3: Jposriobuu ycmepasajyhiu Mmexanusam mMoxke Ouru kopuihen 3a ycmepasajyhe
amare (kao pobortu 3a Gojeme ayromobmia wmiu 3aBprame madosa). Hako ce mexa-
HEA3aM ODMYHO MOHTHPA HA MEXAHUYKY PYKY, TAKO JIa ajJaT MOXKe OUTH MO3UITHOHUPAH
TaKO W YCMEPEH, OBJIe je MOoKa3aH y ojHocy Ha qukcay 6asy. Cdepa mpasara, Ha Koje
oKa3yje, Takohe je mpuKasaHa MO3UIMOHNPAHA CBOJUM TIEHTPOM Y BPXY MEXAHUYIKE CTPeJIE.
[Ipumerure na oce poraruje jipa 3ri06a Takohe mposiaze kpo3 nentap cgepe. Cdepa
TOKa3yje mpaBall KpeTama. KoopauwHaTe 3rj000Ba OBOT MEXAHW3MA Cy MPUKA3AHU TPEKO

obwaHmx chepHUX KOOPAMHATA.

Ha Cuounn (3) je mokazaH ABO3MJIOOHN MeXaHU3aM yCMepaBamba. BUPAbeM pas3ii-
YUTHX MO3UIKja 32 IBa 371008 y MEXaHU3MY MOKe ce YVIMHHUTH JIa MEXaHUIKa CTPeJIa

noKa3zyje y GUJIO KOM »KeJbeHOM IpaBIly. IIpocTop genopama je S?. MexanuszaM je
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0e3 BumKa jejctaBa u yriaosu 01 m Oy cy ycrBapm obmune cpepHe KOOpIAWMHATE HA,

chepr. 3aTO0 IUPEKTHO KMHEMATHIKO MPECJUKABAIbe MOKEMO 3aJaTH Ca,
f(61,02) = (cos by cos Oy, cos Oy sin O, sin O

rje je 0o mupuHa u 0y Iy:KHHA Tadke cdepe.

Cmmka 4: HomaBamem mexanusma ca Cismke (3) ma Tpehm 3r1o6, mexanusam 1ocraje
Tpo3rsI00HN HeobaBe3nn Mexanu3am. lIpuMeTrmo 1a, Kao IITO je CJIydaj KO JTBO3TIO0HOT,
0oce CBHX MEeXaHM3aMa MPOoJia3e KPo3 IMeHTap cdepe Koja MmoKa3yje mpasall Kperama. Kao
pesyarar Helie mMpoMeHNTH MO3WIM]y IOYETKa CTpeJe, KOjU je TaKohe IO3UIUOHHPAH Y

IEHTPY cdepe, aan, KOju UCK/BYINBO Merba Impasall cdepe.
Ha Coaunu (4) npukasan je TPO3TJIOOHH MEXaHU3aM Ca BHITKOM JICjCTBA.

Cerumo ce na ce Tauka § € J" nazusa cuneysapha Konduypayuja axo je Jakoobu-
jau df y 6 6e3 makcumasHor panra. CBaku O TPETXOIHUX MPUMEDA UMa, CHHTYJIAPHY

KOH(UrypaIujy Kojy hemo caja UCIHTATH.

6 Pusmuka nmpe3eHTannja CUHTYJIapuTeTa

1 6e3 BuiKa jiejcTBa M ca BHUIIKOM JI€jCTBa, ycMepaBajyhu MeXaHU3MHU CY Y
CUHTYJIApHO] KOHMUTYPAIMU KaJla ce MeJOKYIIaH MeXaHW3aM HaJla3W y PaBHH. Je-

JIHOCTABHUM PATYHOM J00MjaMo j1a je JakoOmjaH TUPEKTHOT KWHEMATHIKOT TPECTH-

10
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/

Crauka 5: Cunrynapna Koudurypan@ja 3a TPO3IJOOHU PaBaHCKU MexaHu3aM. Hukakpa

poramuja 3ry1060Ba HE MOXKE JOBECTH JI0 MOKPETAha KPAjihe TAYKEe Y CMepPy CTPEJIuIe.

KaBama 33 MexaHu3Me 0e3 BHUIIKa JiejcTBa jeanak cos fy. To 3naunm ma he ce memoxy-
IIAH MEXaHU3aM HAJIA3UTU y PaBHU Kaja je 0o = +m/2 0JHOCHO IpU yCMepaBatby
y TPAaBIly CEBEPHOT WU JYXKHOT TOJa. 3a KOH(MUTYypaIUjy Ca BUIIKOM JejCTBa Ha
Counu (4) umamo na je Jakobmjan mpecsiuKaBamba jeHak cosfzsin (0o — 6), mro
3HAYU Jla CHHTYJIapHa KOHUTYpalldja HacTaje Kajua je 0o = 0 wiu je 0 = 01 + 7,
win 03 = +7/2. Cunryjsapua koHdurypaiuja ca BUIIKOM JejcTBa ycMepasajyher

MexaHu3Ma je nokaszana za Comrm (9).

[Ipumerumo j1a Bapupaibe 01, y 61JI0 K0joj 0 OBUX KOH(PUTY PAIIHja, HE TPOU3BOIH
IPOMEHY y CMepy ycMmepaBamba. Kako meo MexaHm3aM JIe:KH Y paBHH, OHIO KaKBa

poraiuja crpese 0KO 0ce HoOpMaJiHe HA paBaH MexaHu3Ma je Hemoryha.

3a n-31y100HH MeXaHHM3aM CHHIYJapHa KoHduUrypanuja HacTaje Kaja je ¢; = 0;
unn je 0; = 0, + 7 3a cse i u j. Taksa koudurypanmja je npukasana xa Coua (5 ).
[Ipumernre j1a HUKAKBO HOKpeTame 3171002 He MOXKe IPOY3POKOBATH HOKPETAHE Y

pa/injaJTHOM TIPABILY y IIPOCTOPY JAEJ0Bama Kajla je MeXaHu3aM y OBaKBOj] KOH(HUTY-

parnuju.

CunHryrapuTeTu Cy BeoMa HEYTOJTHHU 33 HHKeIepe PoOOTUKe 3aTO ITO OP3WHA

3r71000Ba UMa TEHIeNn]y Op3or pacra y muxopoj Oamsuau. OBo je 3aTo0 1mTo Jako-

11
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x(t)

Comka 6: JIgo3rsiobHu paBaHCKE MEXaHW3aM WMa CHHTYJIADUTET, KaJl TOKa3yje Ha CBOjy
OCHOBY, ak0 cy o0a Kpaka ucre gyx)ube. Pazmmawre kondwuryparumje cy mokasame 3a
TaKaB MEXaHMW3aM, JOK OH IPATH MyT KOjU Mpoja3u OJu3y, aju He KpO3 CUHTYIAPUTET.
[Toxkazamne cy omrosapajyhe mosuruje JJaKTa 3a CKyII JeIHAKO yIAbEHAX TAYAKA HA, Iy TAbH.
Jlok MexaHm3aM POJIa3u TOPe ] CHHIYJIAPUTETa OH je TpuHyheH aa ce mpebaru u3 no3uiimje
JIAKAT-TOPE y JIAKAT-TOPE W, IITO je Mo3uInja OJmKe CHHTYJIAPUTETy, OBa NpedarmBama,
Mopajy 6p:xke ma ce gece. Pesynryjyhe mosehame, y 6ausuan 3r100a, MOXKE € BUIECTH Y
noBehamy aucramie uaMehy MapKupaHuX MecTa Ha TPajeKTOPHjH, KOja IPHUKa3yje KpeTambe

JIaKTa.

oujan df mounme na Oyje CUHTYIapPAH, OMHOC OP3WHE HA MyTAHH

ca df (9) = & MOxKe TexKuTu Oeckonadnoctu. lIpumep oBora je npukazan za Ciauiu
(6) koja mpuKa3yje JBOKPAKHH PABAHCKU MeXaHW3aM, 0e3 BHUIIKA JIEjCTBA, TIe CY
oBe Bese jeanake gyzkuHe. CHHIYJapUTeT Ce jaB/ba Kaja je Kpaj MaHUIIYJIATOpa y
noueTky Gaze manumnyaaropa n Ciuka (6) moka3syje HEKOIMKO KOHQUTYpaIuja J0K

ce ImyTama MeXaHn3Ma OJIMZKH IPaBo)j JUHUAJU Al He IPOJa3d KPO3 MOYeTaK.

Benuku mpocrop usmely o3Haka, rae ce HaJasW JaKaT, MOKasyje na ce Op3uHa
3r100a yBehasa Kajia ce MaHuIyaaTop kKpehe ka moyerky. OBO je 3aT0 IITO je MeXa-
HU3aM TPUCHJBEH J1a Ce U3 MO3WIlKje JAKaT-TOpe, HA JeCHOj CTpanu, Op30 mpebamy y

HO3UIIN]Y JIAKaT-70JIe, HA JIEBO] CTPAHU. IITO MyTaka BUIE TPUOJINZKABA MOYETKY,

12
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Op:ke cy Tpansuiuje udMely mosoxKaja JakaT-rope M JiakaT-J0Jjie U OBO YMHHU JIa

Op3uHa 3171004 1mocTaHe OECKOHATHA.

BannMspnBO, npobJieM ce He jaB/ba KaJa IPATHMO IIPaBy JHHH]Y KOja HPOJIa3n
JIUPEKTHO KPO3 CHHTYJIAPUTET. Y OBOM CIyd9ajy, MAHUMYJIATOP MOZKE j/1a mpohe Kpo3
obe cTpaHe CHHIYJIAPUTETA, Y JIAKAT-TOPe IMO3UIMjH, TAKO JIa BeJUKa Op3uHa 317100

HHUje MoTpeOHA U He JeIiaBa ce.

Benuka 6p3una 3rii00a Takohe je meonxogHa Kajla MeXaHM3aM ycMepaBarba 0e3

BUIIKA JIEjCTBA MPOJIAa3nu OJM3Yy CHHTYJIAPUTETa, CEBEPHOT U jy’KHOT TOJIA.

[TormemajMo mpecek paBHU KOja je TMapaJjieHa OCH CeBep-jyT, aan Koja je He

caJIpxku, ca chepoM.

Cnuka 7: JIBo3ryioOHE MeXaHW3aM YKa3WBalha WMa CHHTYJIADUTETE Kaja ToKasyje y
TMpaBIly ceBepHOT w jy)kHOor moja. Crawmka mokasyje moryien Ha cdepy TOKa3uBamba
rmemajyhu Ha oce Kpo3s mosioBe, Tj ca z-oce. llyrama Ha cdepm je mprukraszaHa Tako I
ujyie 6JIM3y, ajum HE KPO3 CEBEPHM II0JI, M yrao IPBOT 3rJ100a je MOKA3aH y JiBe Pa3jIuduTe
nosuIje Ha myTamu. JIoK ce mexanmzam Kpehe Ka ceBepHOM moJy 0 je mpuMoOpaHa Ia
n3HeHaa ckoun 3a ckopo 7. Illro Gimzke oBa nyrama 6uBa CEBEPHOM 110JIy OBU CKOKOBH

ce Mopajy Op:Ke oIurparTu.
Cumka (7) mokasyje uruujy HEpCIEKTUBY Iy Tarbe, KOjy 10CMAaTPaMo, ruejaajyhu

13
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je ma goge ca cesepror noJia cdepe. Cimka mokasyje ja, kajga ce Mexanusam kpehe
OJ1 CeBEPHOT TI0JIa, MPBHU yrao ¢, je mpuMopaH ja O6pP30 CKOYM JI0 T PajiijaHa U IITO
OJIMKe TMyTama J0Ja3W JI0 CeBEPHOT MOoJIa, CKOKOBU MOpajy Opike Ja ce OIUTPAjy.
Kao y caydajy 1BOKpakKOT paBaHCKOT MeXaHHW3Ma NMPpobJieM ce He jaBjba KOJI IyTama
KOje IpoJia3e JUPEKTHO KPO3 CHHTYJIApUTeT. Y TAKBUM CUTyallMjamMa ycMmepaBajyhu
MeXaHU3aM MOKe J1a 3aJIpyKU yrao ] KOHCTAaHTHHM U Jia ce Kpelie Tako mMTO Bapupa

yrao f, y orpanundeHoj Op3uHHu.

OBe ummbeHHIE TPUMOPABAjy WHKEHmepe J1a KOPUCTEe TaKBe MEeXaHW3Me He CaMO
Jia 0u u3bersim cuHryjapurere Beh m OKOJIMHE CHHTYJIapuUTeTa U Jia O OrpaHUuYdMIH
pasmepy Op3uHe 3r71000Ba U OP3UHE Y MPOCTOPY JeI0Bamba Kajda ce IpaTH MyTarba.
Benuunna pyme Koja Tpeba ga Oyae ncedeHa u3 IpocTopa Jea0Barbha 3aBUCH O TOTa,
KOJIMKO CTPUKTHO CE YKEeJIU OTPAaHUYUTH OBa pasmepa Op3una. Heka pyna mopa 6utu

ncedeHa y CBAKOM CIyUajy.

3a 1BO3TII00HEe paBaHCKe MEXaHU3Me OBO 3HAUMU Jla He MOZKEMO J1a UIeMO CYBUIIIe
OuIM3y MOYeTKy a 3a ycMepaBajyhun MexaHM3aM Ja MOPAMO Jia OCTAaHEMO YAAJbeHH O
CEeBEPHOI U Jy»KHOT ToJia. TakKBa OrpaHUYerha MocTajy jorr Buile uputupajyha, na
npuMep, aKO 3aMUIL/baMO MeXaHHU3aM ycMepaBama 0e3 BHUINKA JiejcTaBa MOHTHPAH
Ha MO3UIHOHWpPaHy PyKy. Kako ce pyka kpehe, ceBepHE U jyKHU 1m0J1 hie poruparn
3aje/IHO ca IOCJIeIbUM KPAKOM pyKe H pyllaMa, Koje Mopajy OMTH UCK/bydeHe Ha

cepn mokazmBama, Koje HCTO TaKO POTHPA]Y.

[loenTa je y ToMe Ja ce 3rJI000BH ca BHIIKOM J€jCTBA MOT'Y KOPUCTHTH Jia OU ce

U30erId CUHTYJIapUTeTH U Ja MpaTe 3I7I000Be BUCOKHX OP3UHA.

Comka (8) mokasyje TpO3r00HNH PABAHCKHM MeXaHW3aM KOjU TPATH UCTY TyTamy
KOjy mpaTu ABo3rI00Hu Mexanu3aM Ha Comiw (6). 360r BUIKA JIejCTBA, MEXAHH3AM
je crmocobaH 1a TpaTw MEeJOKYIHY yTakby y MO3UIK]H JIAKAT-TOPE H KAKO e MyTarba

OJiku 1I04eTKy Op3uHa OcTaje y rpaHuiama.

7 Merone peniaBama JIOKAJHOT IpodJieMa

Tpo3rjiobnu MexaHu3am MOKa3MBamha MpyzKa candne npegnoctu. lMako mexa-
HO3aM U Jla/be HMa CHHIYJApHUTeTe, CBU IIPABIM IIOKA3UBAaFa MOIY €€ JOCTHNH
nomohy HecuHryaapuux kondurypamuja. Jla 6ucMo oBO BHAEIH, pa3MaTPajMO CH-

HryJIapHy Koudurypanujy npukasany xa Courm (9).

Jla 6ucMo y WCTOM TIpaBIy YCMEPUJIM HECHHTYJIapHY KOHMUTYypaIujy, 10BOJHHO

je poTupaTH JApyru 31100 Tako Ja poranuoHa oca Tpeher 3rioda uzahe u3z papau
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] X(t)

Crauka 8: Tpo3riobHu paBaHCKM MeXaHU3aM ITPaTH MCTy MyTamy Koja je TpuKasaHa Ha
Coumm (6). 36or Bumka jaejcTBa MEXaHM3aM MOXKE OCTATH y TO3UIMjH JIAKAT-TOPE Ha
IIEJIOKYIIHO] IMyTaihd, W pa3zMepa 6psuHe 311002 u Op3uHe y IpOCTOPY JEI0BabA OCTaje

OorpaHuveHa JOK Ce€ IIyTalba HpI/I6.HI/I)Ka,Ba OCHOBH Me€XaHHU3Ma.

CHUHTYJapHe KOH(MUTypaluje 0K BEKTOP MMOKa3uBama ocTtaje (dpukcupan. Pesyinru-
pajyhia kordurypanuja he 6urn necuurynapua jep hie df (03) u df (6;) Guru TuHEApHO

He3aBUCHU.

Curyanuja cana Beoma nojceha aa npobjiem T THHTA Ty Tabhe TPUITKOM ITPEKPH-
Bama mpocTopa. Mamo nupeKTHO KuHeMaTH4IKo npeciankasame [ @ J" — X u gary
nyramsy x(t) C X. Tpeba oapenutu sudrunr myrame 0(t) y J* ca f(0(t)) = z(t).
MebhyTum, mocroje HeK HOBH JIOJAIH cTapor mpobaema. Ilpe cBera, TupekTHO KuHe-
MaTHUYIKO ITPECIUKaBakhe NMa CHHIYJIapUTeTe U OHU Mopajy Outu u3dberuyru. Jlasbe,
ajiroputaM 3a u3Bohere oBOr UG TUHTA MOpa OUTH AT ¥ TAKBOM OOJIMKY /14 T'a KOM-
njyrep Moxke u3BecTH. KaJi je cBe 0Bo pedueno u ypaheno, neko OMH MOrao HOKeJIeTH
JIa ce ONMTHMU3UPA AJTOPUTAM TaKoO Jia He n3beraBa camMo CHUHIYJIapHTeT Beh U j1a ol-

TUMH3Yje 0jiHOC Op3uHe 3171002 n Op3uHe y LIPOCTOPY /leJIOBaha Ha HEKH HAYWH.

Kao mTo je panuje pedeHo, OBOM pellely ce MOKe HpUNK ca JIBa Pa3/IndIuTa
CKYTIa TPEeTHOCTABKU: WU 3HAMO NMEJOKYIHY MyTamy Hpe MovYeTKa, MITO Pe3yATHPA
1J100aJIHMM [IPOBJIEMOM Ol'TUMU3alUje Wik, KaJla je nmyTama Bohena nndopmanujama

J100MjeHux 0/ CceH30pa, Mopa ce n3abparu HaIuH JUMTUHTA KOpucTehn camo JIoKaJjHe
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Cimka 9: MexanmszaM 3a TIOKa3WBabe Ce HAJIA3W Y CHHTYJIAPHO] KOH(DUTYpAIHjH aKO CBe
TPHU OCe POTallMje W CTPEJIa JIeXKe y PaBHM, KAao mTo je mokaszano rope. Koudwurypamuja
ce HAJIA3U ¥ CUMZYAGPUMEMY 3aTO TITO HUKAKBA KOHGUryparuja nehe Mmohu ma 3aporupa
CTpeJly Y CMepy KOju HUje HODMAJIAH HAa OBY paBaH. IITABHIIE, 33 IIOKa3aHy KOH(MUIY-
pamumjy, poTaruja Apyror 3ryioda He TPOW3BOAM MPOMEHY Y TIPABILY MTOKA3WBAHA U MOPET
TOra IITO MEXAHW3aM BUIINE HUjE Yy CUHTYJIAPHO] KOH(MUTYPAIUjU O OHOT TPEHYTKA KaJa

ce JIpyra oca 3apoTHpa.

undopmMalje o IyTambu Y IpoCTOpPyY JesioBamba. Mu hemo ce CKOHIEHTpHUCATH Ha
OBO JIOKAJIHO HMHUTame W HPpBO heMo KpaTKo MPOIUCKYTOBATH HEKe MeTOJe Koje Cy

1pe/IJIoKeHe 33 JIU3ajHIpatbe aJropuTMa.

7.1 Auaropuram npahema

Hajupupoanuju 1yt KoOHCTpyHUCaba aJropurMa JU@TUHIE JIOKAJHE [IyTambe je

kopuiitherme udepeHIjasnnx jeJHaqynna obmKa

b =G0, i),

re je

df (G(6, 7)) = .

Axo mMoxkeMo 1a KoHCTpyuiemo TakBy dyukiujy G, kommjyrep he mohu na unre-

rpupa judepennujainy jegHaduny jajyhu nyramwy. Hapasno, nema pasJjiora jia He
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paszmoTpumo udepeHinjaiHe jeJHaUYNHe BUIIEr pefa, Kao ¢ro je ypabeno y [15],
JIa ce MUHHMHU3HUpPa TOPYC 317100a, ajad MA heMo HaIly MaxKiby OIPAHUYUTH OBJE Ha

jeTHAYMHE IPBOT peja.

Jenan HadwH, KOju je mpeyioxkeH 3a nedunncame G, je na ce yame G(0, &) na ce
muanMEsHpa [|0]|2 y cxymy
{01df (6) = &}
OBo je, HapaBHO, NpUPOJaH u300p aju je npoHaheHo aa mma OpOjHE HEILOCTATKE.
ITpBa, n moxkna u3nenahyjyha curyanuja, he ce jaBuTu Kaj BacC 0Baj MeTOJ, OJBeIe
IpaBo y cuHrysiapurer. ako je oBO Maj0 BepOBATHO, HIAK je MOryhe m TO 3HAYH
na, nparehu urdopmamuje Kkoje m00HjeMO O ceH30pa, MOIY Jia HAC JIOBELY Yy 3a-

KJByJaHy MO3UIIH]Y.

Mertos maTu o1 jort je AHOT HeJJ0CTATKa KOjU je yoOudajeH u 3a JIpyTre mpe/iore 3a
pelaBarbe JOKAJIHOT pobJema. 3a1ara TpubanzKia mytama x(t) y mpocTopy Jemo-
Barba, Ouhe oOm4YHO IpaheHa OTBOPEHOM IIYTAHmOM Y HIPOCTOPY 3T71000Ba. OBa oco-
OuHa je HeXKe/beHA Ca MHIKEHEPCKEe TadKe TJICIUIITA jep BOJAU 0 HEIPEIBUI/bIBUX
curyamnuja. [IpermocraBumo mga he pobor nmpaTuTn UCTy MyTalby HU3HOBA U M3HOBA
(nnm gak npubIMZKHO WCTY IyTamy ako je oHa MoaudukoBana uHboOpMammjaMa o
cerzopa). Kako ce myrama y IpPOCTOPY JeJ0Barba IMOHAB/bA, MYTamkba Y MPOCTOPY
3ry1060Ba MOXKe Jia TOYHE JIa JIyTa JI0BOeNn MexaHu3am y HerpeaBuheny mo3uIujy.
Heka je Tema m3beraBame mpenpeka. AKO KeaIuMoO Ja yPaIuMO €BaIyallijy Iy Tarkhe
U jOII U FeHY ONTHUMU3AIM]y, eBajyalija HAC MOYKe JIOBECTH JO 030M/HbHUX OMac-
Hoctu. Takohe je BeoMa TelmIKO yHampes 3HATH Kaja he MaHUIIYIaTOp YJIETETH y
CHHTYJIAPUTET U aKO HEeKU OJ 3TJI000Ba UMajy OrpaHHYerhe YIJIOBa, IITO je yoOrmda-
jEeH ciIydaj, TeIko je mpejBujieTn Kaja he onu Outu nupepasuhenu. Kako he ce osa

TeMa T0jaB/hUBATH y HAIIO] JUCKycuju, (popmasinzoBahemo je:

Hedbunumnuja 7.1 Aszopumam npaherva ce HA3UBA YUKAUNHUM GKO je C68GKA 34ME0-
PEHA NYMAHa Y NPOCMopy 0es08arba npahena 3ameopeHom NYmarom Yy npocmopy

32400064,

Nako ne mopa yBek ja Oyjie caydaj, Tope OlucaH ajroputTaM BOJAU JO HEINUKTHU-

yHEX mnpahema.

7.2 Ilpommpena JakobujeBa meroga

[locToju jommn jeana ommiTa cTpaTeruja 3a pellaBaibe JIOKAJHUX MpodjeMa Koja
yKJBydyje OpojHe MeTojie pelliaBarba IpejiozKene y aureparypu. Y [14] je HazBana

npowupena Jaxobujesa memoda u KopucTu orpaHmdeHe (pyHKImje jga Ou pernuia
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HEJIETePMUHUCAHOCT KOja ce jaBjba 300r BHINKA JiejcTBa. lIpermocraBumo ja je n
JIUMeH37ja MpocTopa 3mioda W m je JuMeH3Uja TpocTopa JenoBama. (Omatie je

n — m cTelleH MoHaBsbama. Heka je
h:J"— M

rJIaTKa, OrpaHnydena (PyHKIMja Koja CJAUKA MPOCTOP 3TJI000Ba Yy N — m JIUMEH3UOHY

MHorocrpykoct M. Pazmorpumo caja (pyHKIH)y
fxh:J"—= X xM,

KOja je necdunucana nzmehy muorocrpykoctu jeanakux gumensuja. Moryhe je npartu-

i nyrtamy z(t) y X 3axreBajyhu na

f xh(0(t)) = (x(t), const). (1)

Kouncranra he Outn ojipehena ca modeTHoM HO3UIKUJOM MaHHUILYJIaTOpa Ka ia npaheme
zamodne. [[oHOBO 0Baj MeTO He rapaHTyje m3beraBarbe CHHTYJIapPUTETa M BEINTTHHA
y BeroBOM Kopuiihemy JieXKu y npejiaaramy oiarosapajyhe dyuknuje h, Koja mim
u3beraBa CUHIYJAPUTETe WM MX CMEIITa y MecTa Koja HHCY Tako mpuTupajyha.
Orpannuena ¢pyHKnuja h Moxke m1a nMma edeKaT BEIITAYKUX CHHTYIAPUTETa IIe UX

panuje uuje 6mro. /la 6u ce pemmmia (1), mopa ce uaBeproBatu f X h a 10 3axTeBa

i

Oyme HecuHrysapada. OBa MaTpuIla MOXKe MOCTATH CWHTYJIApHA YaK W y TadyKaMa

Jla mporupeHa Jakobujepa MaTpuIia

rjie df mMa MakCHMaJIaH PaHr.

Ja 6u ce pemmra (1), ona ce npesoau y judepenipjaite jeaaqune obauKa

df(0) = i

dh(6) = 0.

Hazxanoct, mpomupena Jakobujesa MeTo1a MOKe J1a IPOU3BeEIe HENUKINYIHA pahe-

Iba.

[Tocneama MeTo1a 3a pellraBambe JOKAJIHOT pobJieMa je KOHIENTYaTHO HAjIPOCTH]a

Ol CBUX.

7.3 WuBep3Ha KmHeMaTudka (pyHKIja

Hedbununmja 7.2 Hneepsna kunemamuura Gyrkuuja (uat camo uneepsna Gyrryu-
ja) dupexmmoz kunemamuuroz npecaurasara f 2 J" — X dedunucana na mexom

nodcxkyny Xo C X je dugepenyujaburna dynryuja g @ Xg — J", 2de je fo g =id.
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7 METOJE PEIHIABARA JIOKAJIHOI' [IPOBJIEMA

Bagajyhm maBep3Hy (byHKIMjy, npaheme myTame H3rIeJa BeOMa jeTHOCTABHO:
nyrama z(t) y Xy je npahena ca 0(t) = g(x(t)) y J". JemmocraBmocr oBora je
MehyTum BapspbuBa. Jlok mocToju oOmbe copTBEpPCKUX ajaTa 3a pellaBaibe Tude-
pPEeHIMjaJTHUX jeJIHaYnHa IOMONhyY padyHapa, KOHCTPYKIIMja HHBEP3HE KHHEMATTUYKE
dyuKIMje, mocedbHO OHE KOja MOXKe OUTHU jeJHOCTABHO cavdyBaHa U eBaJyHpaHa O]l

cTpaHe padyHapa, je MHOTO TerKe.

[Ipumepu nnBep3He KuneMarTuyde GyHKIAje 38 MEXaHU3Me YKa3UBakha Ca BUIITKOM
JejcTBa gaTH €y y [3] anm ommTu MeTon 3a BHXOBO A00Hjalhe 33 KOMILTHKOBAHH]e
MaHHUIyJIaTope jour He moctoju. Ilpumerumo ja cMo j103BoIUIN Ja X, JOMEH 3a ¢,
Oyae nmojackyn oa X HMAKO ce TaJa MOIY HPATUTH JeJIHHO MyTaibe Koje Iese JiexkKe y

Xo. Cneneha TeopeMa objacmaBa 3alllTo.

Teopema 7.1 Hexa je X = S? uau X = SO(3). Tada ne nocmoju uneepana

KuHemamuuka Gyrnkyuja koja 6u busa depurucarna na yesom npocmopy X.

Joka3z u e 30a4aj y poboruiu cy jgatu y [7] u nokasyje ja MHBEp3HE KHUHe-
MaTHIKe PYHKIHje He MOTY HUKa/1a OUTH TOTIYHO YCIEITHe Y TPeBa3uIezKerby 11poo-
JieMa CHHTYJIAPUTeTa KOJ YKAa3UBarha WM OPUjeHTHUCAbA. 10 He 3aBUCHU OJ] TOTA KO-

JIMKO CMO IIOHaBJbalba CIIpEMHHU Jda JOIIYyCTHUMO.

7.4 EBuUBaJIEGHTHOCT ajiropuTama

C apyre cTpane, NpUBJIAYN HAC Ja UJAEMO HANpe Tpaxkehuw JApyre MeToje Koje
MOTY J1a 006e30e/1e KOMILIeTHO pertee. [loTpara 3a Apyrum, Buiiie 3a/10B0/baBajyhum
ajropuTMuMa npaherma, oTBapa jorr jeiHo nuTame. Kako ce Mozke pehu jia jiu je aJi-
roputam npaliema eKBUBAJEHTAH aJTOPUTMY T00MjeHOM WHBEP3HOM KHHEMATHIKOM
GYHKITjOM YaK HaKO OBA YHEH-CHUIIA HHUje OUUT/ICIHA IIPH HH-eIOBOj UMILIeMEeHTAInju?
Ha npumep, nunpep3na kunemerndka pyHKIUja MOXKe JIAKO OUTH 1pedopMyaucana
y 06JIUKY audpepeHIyja-JIHuX jeJHaYnHa TaKo Jla Huje Buiie o4uriae Ho ja je Teo-
pema (7.1) npumensbuBa. lcmoctasiba ce Jia je 0JroBOp Ha OBO MUTAHE O BEJHKOT
3HaYaja 3aTO MITO YUHU OYWIVIETHUM KOja ce MeHa MOopa IUIATUTH aKO TPaKUMO

peliemne Koje Huje 3a/1aT0 UHBEP3HOM KUHEMATUYKOM (DYHKIUJOM.

Teopema 7.2 Anzopumam npaheroa je exsusarenmar arzopummy odpelierom um-
BEP3HOM KUHEMAMUYKOM PYHKUUJOM AKO U CAMO GKO je aa20pumam npahera yuk-

AUYAH.

Ja 6ucmo nokazanu Teopemy (7.2) Mopamo IPBO HazK/BUBO Ja JedUHUTIEMO TITa,
ce TadHO MuCTH 1o anropurmom npahema. OBo je ypabeno y [5] y o6nuky ckyma
akcnmoma. HajBakHHMja 07 OBHX aKCHOMa je OHa KOja TBPJHU Ja CY JeJOBH ITyTambe

npahema 0(t) onpeljern camo meroBmMa myTtame x(t) y IpocTOpy JeJI0Bambha IITO je
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HEOTXO/IHO aKo he ajroputam npahema OUTH pelrermne JOKAJTHOT TpobJieMa.

Ako je 3ajar muKIMYaH aaropuTaMm mpaherba, HUje TEIKO JepUHUCATH OIr0O-
Bapajyhy unBep3ny kunemartudky ¢dynknujy. I[lounmemo Tako mro mzadbepeMo
GasHy Tauky xro y X u Oy y J" rmako ga je f(6p) = xo. /la Gucmo medunumcaTH
MHBEP3HY KMHEMATHUKY (DYHKIHjy Y HEKO] Tadku r; u3bepumo myTamy z(t) Koja
MOYUIbE Y TAYKH To W 3aBpIiaBa ce y rp. Heka 0(t) myrama y mpocTopy 3r000Ba
onpehena ajropurmom npahema koja nparu () u HOUYMEbE Y To U 3aBpLIABA CE
y Hekoj taukn x1. Jledwunummmo g(zri) = 0. Kako je aaropuram npahema muk-
Jugan Tavyka f; Mopa OMTH He3aBUCHA OJ1 m3abpaHe IyTarbe OJ Lo J0 X1, TAKO Jia
oBa JeduHHuIKja uMa cMmucaa. /Jlokas ma je pesyarupajyha pyHKIEja HEIpeKHIHA,

je HemTo BUIle TEXHWYKU U BHIIE JeTasba ce Moxke Hahu y [5].

Mane werukmaaor npahema, 3ajeano ca Teopemowm (7.2), najy CHayKHY MOTH-
Balldjy 3a ynoTpedy MHBep3He KHHeMaTudke (pyHKIuje 6e3 063upa Ha OrpaHuverha
npegodena y Teopemu (7.1). Illrasumre, mako mpobyeM CHHIYJIAPUTETA U PYyTa
KOje IpaBe y HPOCTOPY JIeJIOBalba HE MOXKE y MOTIYHOCTH OUTH eJIMMUHHUCAH, KO-
putihemeM MaHUIIYIaTOPa 3a MOKA3UBAHE U OPUJEHTUCAIHLE Ca BUIITKOM JIejCTBA, WH-
Bep3He (DYyHKIHje MOTY IMOCTHNHN 3HAYAJHO ITODO/bIIALE TIOMONY OrpaHnYerba MaHUII-

yiaTropa 6e3 BHUIIKA J€jcTBa.

NuBep3na kuHemMaTnyka (PyHKIMja 3a TPO3IJIOOHN MeXaHu3aM OKa3UBaIba OC-
TaB/ba HEIMOKPUBEHOM caMO jelqHy pymny Ha cdepn 3a pasjmky oOJ JBe pyIe 3a
caydaj 6e3 Buiika gejcrBa. Kako ce mexanmszam 3a MOKa3HUBaHhe OOMYIHO MOHTHPA
HA PYKY M TOKa3WBaibe y IpaBIly Kpaka, KOju ra moBe3yje ca pykom, Hemoryhe je
M3 MeXaHMIKUX pasJjora, MMa CMHC/Ia MMOKYIIATH jJa Ce pylia WHBep3HEe (PYHKIIH]je
MO3UIIMOHKPa Ha Ha4YWH KOju je nmokasan Ha Cummm (10). Ha wxamoct, 360r KOH-
dburypanuje kpakosa manumnytaropa wa Craunm (10), oo je memoryhie u y [3] ce
npejazke MpoMeHa MeXaHWJIKOT Jnu3ajHa da Ou Ouam y MOTyhHOCTH Jla TO3UIIMOHU-

paMo pylly Ha MeCTy Cliajarba KpaKa ca PYKOM.

lopma auckycuja u Jajbe He pelraBa MUTabe Ja JiK je mid Huje Mmoryhe mpaheme
na neaom S? wmm SO(3) ako je HEKO BO/bAH Ja KOPUCTH HENUKJIUYAH AJTOPUTAM.
Caeneha Teopema, Koja je jJokazana y [5], naje 4ak u CTpoXKy OICTPYKIH]Y Ja Ou ce

OBO yPaJuio.

Teopema 7.3 IIpemnocmasumo da je X = S? uau X = SO(3) u da je anrzopu-
mam 3a npahere dedhunucan na uyeaom X. Tada nocmoje sameopene nymarve y X

npou3sosHo Kpamre dyscune Koja cy npahene omeoperum nymarbama y J".

Topma u3jaBa Huje Ge3 cmucaa. Y goparky [5] gar je amropuram mpaliema 3a

TPO3rIOOHN MeXaHH3aM Tpaherma. Y3 To Ja uMaMo npeapuhere ocoobune Teopemom
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Commka 10: TlosumuonupameM pyre y JIOMEHY WHBED3HE KMHEMATHYKe (DyHKIMje Mexa-

HU3MA TTOKA3WBAHa TAKO /1A PYKA HA KOJOj je MEXaHuU3aM MOHTHPAH MPOJIA3u KPO3 PYILY.

(7.3) mMaMo W JoJlaTHE MaHe TaKo Jia HeOTPAHHYeHA IyTama Moxe OuTh mpalieHa
jesimHO aKo 3171000BM MMajy yraoHa OrpaHHYerha M TO je YMHHM HeNPAKTUIHOM 3a

I/IMHﬂeMeTaHI/ij Ca MHZKEHEePCKE TavKe IJIeJUIITa.

Teopema (7.3) moxe Guru npedopmyancaHa Tako 1a Oyjae WHCTPYKTHBHA KO-

pucrehu cuaenehy jebununujy.

Hedbunumnuja 7.3 Aszopumam npahiera je A0KAAHO YUKAUMGH GKO NOCMOJU 0TEOPE-
no npexpusare {Ui} npocmopa X maxo da je aszopumam npaherva yuriuuan xada

ce ypadu pecmpuryuja Ha 6unro xoju U;.

Teopema (7.3) cajia 3Ha4u J1a He TTOCTOjU JIOKATHO IUKJINYAH aaroputaM npahema
na nesom S% uun SO(3). Kako je npommpena Jakobujesa MeToja JOKAJIHO IUK-

JudHa, uMaMo ciesehe:
IIpowupena Jaxobujeca memoda ne mosice ce kopucmumu na yeaom S* uau SO(3)

be3 063upa Koja oepanunena GyrKUUla je Kopuwhena uau Kosuky 6poj dodammuz
dejecmasa je donywmero.
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8 AmHajlorHU pe3yJITaThu 3a MaHUMYyJIaTOpe IT03U-

IMOHUPakhA

o cana, najsehu 1eo Hale naxkise je 610 pokycupan Ha IpodeMe MOKa3UBaIba,
U opHjeHTHCamba. Mu ieMo caga IpoIuCKyTOBATH O HEKUM aHAJIOTHAM pe3yITaTHMa

3a MaHUIIYJIaTOpEe IMO3UIUOHUPalba.

Qokycupahemo ce Ha n - 3TJI00HU PABAHCKU MeXaHU3aM M OJPEIUTH pPaujyc
najseher aucka, ca nmeHTpoMm y 6a3u MaHHIIYJIaTOpPa, HA KOMe HHBep3HA (PYHKIH)jA
Mozke outu medunncana. Meroan koje heMo KOPUCTUTH ¥ OBOM IIPOOJIEMY Cy HEIITO
Pa3IMIUTH 0/l KOXOMOJIOPHIX aprymeHaTa Kopunihennx 3a gokas (7.1). Kako muck
HeMa He-HyJIa KOXOMOJIOTH]Y Y MO3UTUBHO] TUMEH3UjH W CBU JUCKOBU Cy jeTHAKH Ca

TOIOJIOIIKOI' CTAHOBUIITA, MOpaheMo J1a KOPUCTUMO (pHUHHUje apryMeHTe.

Teopema 8.1 IIpemnocmasumo da nocmoju uneepsua gynryuja g : D(r) — T sa

n-32400HU PasaHcky mezarusdam wa ducky D(1), padujyca r, u nexa je
g9(x) = (01(x), ..., 0n(2)).
Hexa z(t) 6yde nymara oxo epanuya D(r),
x(t) = re’™.
Tada, sa cearu 1 < i < n, nocmoju epednocm t, maxea da je

—(t)
(@)

Cmuka (11) mokasyje kako Ta koudwurypaiuja usriena. Teopema TBpAH 1A

0i(x(t)) =

HA HEKHM TadKaMa T'DAHHUIE JUCKA (-TH KPaK MaHHIYJIaTOpAa MOpPa MOKA3UBATH Y
CYIIPOTHOM TMpaBILy OJl CEIMEHTa JUHUje KOja MoBe3yje 0a3y MaHUIyJIaTopa U Ty
Kpajiby Tadyky. /Jla OucmMo Bue/s M OBO, IPUMETHUMO Jia -TH KPaK MaHUIYIaTOpPa
MOpPa UMATHU CTETeH HyJIa, 0K MaHUIYJIaTOD MPea3n MPEKO CIIO/bHE TPAHUIIE JTUCKA.
Ogo je 3aro miro je dyukiuja 6;(x) qedunncana y yHYTPAIIBOCTH JHCKA, KAO W HA
rpaHUIAMA, TAKO Ja MyTama (-TOT KpaKa HAa TPAHUIN MoxKe OuTh jgedopvucana y
KOHCTAHTHY HyTawy y neHrpy jucka. C apyre crpade, nyramwa o(t) uMa cremnex

1.Kopucrehu To, Teopemy HEje TEITKO JTOKA3ATH.
Tana umamo (Bujan [4)):
Hexa cy lq, ..., 1, dyscune kpaxosa n-sarobhoe pasarckoe manunysamopa. Hexa

je L =370 li, u nexa je Ly najoyoica dyorcuna kpaka. Axo je r > L — 21y, onda ne

nocmoju uneepsna gynruuja na D(r).
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Cauka 11: TposriobHn paBaHCKM MeXaHU3aM KOjW MPaTH TPAHUILY JUCKA HEHTPUPAHOT y
meroBoj 6asm wa kome je medurucana mapeps3ua pyukmnmja. Komduryparuja je moka3zana
Kao 1mro je ommcana y Teopemu (8.1) y K0joj i-TH Kpak MOKa3yje y CymMpOTHOM CMepy O

BEKTOpa 0J] 6aze 10 mocyaeamer edekTopa (MOCae iU KPaK MEXaHU3MA).

Pannjyc, xkoju ce momume, je MaKCHMaJTHA IUCTAHIA KOJY MaHHITYJIaTOp MOKe J1a
JOCerHe, JTOK HeroB Hajly K1 KPaK MOKa3yje y IPaBILy CYIPOTHOM JAPYTUM KpaluMa,
Kao 1mTo je npukaszano Ha Counn (12). Bpeno je moMenyTH na ce aHaIoTHa H3jaBa
MOZKe JTaTU W 338 TPOJAUMEH3UOHY DPYKY MO3UITMOHUPAA, Al ce apTyMeHTH MOpajy

HAIIPABUATH TAKO IITO Ce KOPUCTH CTEIeH IIPeCcJnKaBamba IBocdepe.
Hcnocrasspa ce ja, ako je r < L — 2[;, onja unBep3Ha (QyHKIMja MOXKe OUTH

koucrpyncana na D(r). Hekoanko TakBUX pa3iInduTUX KOHCTPYKIIN]A C aTe, aJn
’

HHUjeIHa JIOBOJHHO jeTHOCTABHA JIa OM TpeHyTHO OuIa yIorpeb/buBa 3a IMyOIuKaIH]jy.
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Crauka 12: MakcumaJHyu pajijyc r KOju ce MoxKe j1ocTulin KaJia Hajly K1 KpaK paBaHCKOT
MexaHW3Ma II0Ka3yje y CylpOTHOM CMeEpPY O/ BeKTopa o 6a3e jio edekropa. Hujenna
nHBep3Ha DYHKIHja HEe MOXKe OuTy medpuHuCcaHA Ha AUCKY paamjyca Beher om r ca meHTpoM

y 6a3u MEXaHU3MA.

9 TomnoJsonka KOMIJIEKCHOCT IJIaHUPamkba KpeTama

Konrnenr Tonosonke kommaekcuoctn T'C(X) je yseo M. @apbep y [18] kao kBasi-

UTATUBHY MEPY KOMILIEKCHOCTH KOHCTPYHUCamha pOOYCTHOr IJIaHa KpeTama podora.

TC(X) je 6poj kKoju TOKa3yje MPeKu I y IIAHUPAIbY KPeTama Y IpOCcTopy KoHMU-
rypanuja X. Ilpenusuuje, TC(X) je majmamu 6poj k Takas ma cy k pasimauTux
"IJIAaHMPAHUX [IPABUJIA KPeTamba’ , 0/ KOjUX je CBaKO JIe(PUHUCAHO HA MOJCKYILY O/

X X X, HeIPEKuIHU y TOYETHO] U KPajiho] KOH(MUTYpaIlU]ju.

Kopucruhemo metome anrebapcke tomosoruje (Jlycrepuuk - ITHupeaMaHoBy
Teopujy) aa 6ucMo ucnmramu Tonosomky komitekcuoct TC(X). Hahemo jeamy
ropwy rpanuiyy 3a TC(X) (y saBucHoctn on ammensuje X) W, HAPABHO, IOY
rpanuily (y 3aBHCHOCTH OJ CTPYKType Koxomosorike anredpe ox X ). Excrmmm-
tHO hemo m3pauynaru T'C(X) minanupama Kperama 3a cdepe, JTBOIUMEH3HOHATHE
NoBpIIHHE, 33 Mpou3Bo cdepa. [locebro, kommaerno hiemo uzpauynaru T'C(X) 3a

npobJieM ILIAHUPaba HOKPeTamha POOOTCKE PYKe 3a n3deraBarmbhe IpernpeKa.
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9 TOIIOJIOIIKA KOMIIJIEKCHOCT IHIJIAHUPARKBA KPETARA

9.1 JeduHuriija TONoJIOINKE KOMILIEKCHOCTHI

Heka je X mpoctop cBux Moryhux KoHpurypaiuja Mexanudkor cucrema. llpo-
OJ1eM ILIaHUPaba KpeTamha y cedu cajpzKu IporpaM Koju y3uMa nap Koundurypaimja
(A,B) € X x X kao yJia3He mapamerpe W IIPOU3BOJM, KA0 H3JIa3HH HapaMerap,
HEeIpeKuJIHy myTamy y X, Koja moumibe vy A u 3aBpmasa ce y B. A je mouerHa

KoHurypanuja a B je Kpajmba KoHduUrypaimja cucreMa.

[IpermocraBuMo 3aTuM Jia je mpocrop KoHduryparuja X MyTHO - IOBE3aH, IITO
3HAYW JIa 3a CBaKW Tap Tavaka y X MOCTOjU HENpEeKHIHa MmyTama y X KOoja HX

oBe3Yje.

I[Ipobsiem mIanmpama KpeTama Aedpunnmemo ua ciaegaehn naunn. Hexa X! ozna-

YaBa IPOCTOP CBUX HENPEKUIHUX IIYTaHha
v:[0,1] = X

y X. Osznmauuhemo ca
T X' X xX

npecauKaBambe myTame 7 € X! y meHy modeTHy W Kpajiby TaduKy

Ako MaJsio mpedopMysIHIIeMO OBY JeUHUII]Y BUIAMO 12 Ipob/IeM ILIaHuparba
Kpetama y X caapxu Tpakeme dynkmmje s : X x X — X! tako ma je mo s = id.

Jlpyrum peunma, Mopa Jia Oyjie JIeCHA UHBEP3 T.

IIntame: Kaja je moryhe KOHCTPYUCATH nAaH Kpemarva Y KOH(MUTY PAILH)CKOM
npocropy X Tako ja mempekuana nyrtama S(A, B) y X, koja ommcyje Kperame
cucrema oj, noderne koudurypamuje A ;10 kpajibe xKoudurypanuje B, 3aBucu o
napa (A, B)? Jpyrum peumma, [da JH MOCTOjU IJIaH Kperama y X Tako Ja je
s: X x X — X! nenpexnnno?

[Inanmpame HeTpeKWTHOT KpeTarma je BeoMa BayKaH, MpUpojaH 3axTeB. He-
JIOCTaTaK HENMPEeKUTHOCTH OM Pe3y/ToBa0 HeCTAOMJIHOCT IOHAIIama: MOCTOjaJ i Ou
nponsBosbHE Guckn maposu (A, B) u (A, B'), n3 noderHo - kpajmux KoHHTy-

panuja, TakaBu ja ofarosapajyhe myrame s(A, B) u s(A’, B') nucy 6sucke.
Hazxkasioct, kako he nokasaru ciejsieha Teopema, mjianupame HEIIPEKUHOT Kpe-
Tarma MOCTOJU JeJUHO Y BEOMA CHENUMDUUHIM CUTYAIAjaMa.

Teopema 9.1 Henpexudno xpemare s : X x X — X! nocmoju axo u camo axo je

npocmop Kongpuaypayuja X KowmpaxmubusaH.
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9 TOIIOJIOIIKA KOMIIJIEKCHOCT IHIJIAHUPARKBA KPETARA

s(A', B) B'

A B
A s(A, B)

Crnuka 13: Ilnanupame HENPEKUTHOT KpPEeTarbha: 3aTBOPEHHU IMOYETHO - KPajibh HapOBU
(A, B) u (A, B') npoussone 6mucka kperamwa s(A, B) u s(A’, B).

Jlokas: TlpermocTaBuMo 1 HelpeKuIHo KpeTame s : X X X — X! mocroju. Ysmmmo

dbukcny Tauky Ag € X u pazMoTpuUMO XOMOTOIIHU]Y
he : X = X, h(B) = s(Ap, B)(1),

rae je Be€ X, ut € [0,1]. Umamo hi(B) = B u ho(B) = Ay. llpema Tome h; maje
KOHTPAKIUjy mpocTopa X v Taukn Ag € X.

OO0pHYTO, IPETHOCTABUMO J[a TIOCTOju Henpekuaaa xomoronuja hy : X — X Tako 1a
ho(A) = A u hy(A) = Ap 3a mekn A € X. Bamgajyhu map (A4, B) € X x X, MmoxkemMo
HanpaBuTu myTamy t — hy(A), ca uasepsujom t — hy(B), Koja Jaje HEIPEKUIHO Y
X.

JakJte, 100w ¢MO IJIAH KPETamha Y KOHTPAKTUOMIHOM IpocTopy nomepajyhu A y
6a3my Tauky Ay JyK KOHTPAKIHje W 3aTUM Oparehm WHBEp3Ujy myTare Koja Jaje

oyt u3 By Ajp.

Hedbunnmnuja 9.1 Hexa je dam nymmo-noseszar monosowky npocmop X. Ledun-
UWUMO MONOAOWEKY KOMNAECKCHOCT, NAGHUPGILA Kpemara Yy X ka0 Hajmart 6poj
TC(X) = k, maxas da Jexapmos npouseod X X X moorcemo npexpumu ca k

0MBOPEHUT NOICKYNOBa
XXX:U1UU2U"'UUk (1)
maxo da 3a ceaxu i = 1,2, ..., k nocmoju nenpexudno Kpemarbe

s; Ui = X!, mos; =1id,
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9 TOIIOJIOIIKA KOMIIJIEKCHOCT IHIJIAHUPARKBA KPETARA

npexo U;. Axo maxeo k we nocmoju, osnavasahemo TC(X) = 0o

Vsumajyhu orBopeno npekpupame X X X = U UU; U---U Uy, 1 s;, Kao rope,
MOIJIH OHCMO J1a HAIPABUMO ciaenehn aaropuraM. Y3MHEMO IIap IOYETHO - KPajime
kondurypanuje (A, B). [Ipso npornalumo noackyn U; Hajmamer nHgekca i TaKBOTL 1
je (A, B) € U; u tana hemo y3eru s;(A, B) xao pesyarar. JIMCKOHTHHYHTET M371a3a
si(A, B), kao dyuknuje yrasuux napamerapa (A, B), je jacan: mpeTnocTaBuMo Ja je
(A, B) y rpanunama U; u y 6ausunu mapa (A', B') € Uy — Uy; tana uznas si(A, B),
y nopelemy ca so(A’, B'), Moxke GUTH HOTIYHO PA3JIUIUTO, J€P CY S1|vynus U Sa2|vinu,

y OUIITEM CJy4ajy JUCJyHKTHH.

U2

(A}, B)

Ui

Uz

Cauka 14: JTuckoururynrer oarosapajyher mimanepa kperama y mokpusady {U; }

[Tpema TBphemy Teopeme 9.1, nmamo jga je TC(X) = 1 ako u camMo ako je mpoc-

Top X KOHTPAKTUOUIAH.

IIpumep: IIpernocrasumo jia je X KoHBeKCaH MOACKYN EyKJIHJI0BOI HPOCTOPA
R"™. Tlap nouerno Kpajwmux koudwuryparmmja (A, B) MOXKeMO MOMepaTh KOHCTa-
HTHOM OP3WHOM JIy2K IpaBe Koja mosesyje A u B. OBo jacHO mpou3BOIU HEIPEKHU-
JIaH aJITOpUTaM 3a ILUTaHupame KpeTama y X. OBo je y ckiamy ca Teopemowm 9.1:

TC(X) =1 jep je X koHTpaKTUOH/IAH.

IIpumep: Pasmorpunmo ciay4daj kaga je X = S'. Kako S! nuje konrpakrubuian
saaqm qa je TC(S) > 1. Iokaxknmo na je TC(S?) = 2. Hedbunumumo U; C S*x S!
ca Uy = {(A,B) : A # —B}. Ilnanupame HeOPEKUIHOT KpeTama Tpeko U 1aTo

npeciukasameM s : Up — (S1)! xoje momepa A npema B KoHCTaHTHOM GP3HHOM
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10 CBOJCTBA TOIHOJIOLIKE KOMIIJIEKCHOCTH

JIy>K jeqmHCTBeHOT Hajkpaher jyka xoju cnaja A m B. IlpesmkaBame s; He MOKe
OUTH TIPOYKEHO Y HENPEKUTHO IPEeCAUKABAhe aHTUIOAATHUX Tadaka A = —B.
Cana gednnumumo U, = {(A, B) : A # B}. @ukcupajmo opujentarmujy S'. Ilnanm
HeMpeKuIHOT KpeTamba Ipexo Us je JaT npecaukaBameM so : Uy — (S1)! koje momepa
A npema B KOHCTaHTHOM OGP3MHOM y TTO3UTHBHO] opujenTtanujn ayx S'. TTonoso, So

He MO¥Ke OUTH IIPOIYKEHO y HelPpeKHIHO IpecauKaBame Ha meaom St x St

BaxKHO je younTH 4MmeHnIly ja je npecauxasame m: X1 — X x X, nperxoano
neduHMcaHo, 3anpapo dpudparmja, MITO MOAPA3YMEBa, Ja Ce CeKIije MOry 3aMeHUTH
xomororujama cekiuja y gedununuju TC(X) a na ce unak nobuje UCTH Pe3yJITaT.
Osa gumenuna nosesyje tomosaomky komiuiekcnoct 1T'C(X) ca TakomMeHOBaHUM
[[TBapmoBuM PogOM, TOOPO YCIOCTAB/HEHUM U OINCEYKHO MPOYUABAHUM KOHIICTITOM Y

TEOPUJH XOMOTOIIHJE.

Pox (genus) g(h) npecaukasamwa h : X — Y je HajmMamu 6poj n takas ja ce Y
MOZKe IPEKPHUTH Ca 1 OTBOPEHMX MOACKYIOBa Ha CBAKOM O] KOjUX h NMa HeIIpeKuIHy
cexiujy; g(h) = 00 yKOJMKO TakBO n He nocToju. Jlakie, y HaleMm npuMepy, UMamo
1a je TC(X) = g(m), pe3ynrar KOju TOMOJIONIKY KOMILUIEKCHOCT MOTIYHO MOCTABIha

y JIOMEeH TeopHje XOMOTOIH]e.

10 CsojcTBa TOMOJIOIIIKE KOMILJIEKCHOCTH

Y nureparypu ce MOry npoHah# pas3auYuTH Pe3yaTaTH U eKCIUIHIATHA IPOpPadyHH
TOMOJIOIIKE KOMILIeKCHOCTH. Y [19] ce MOKe BUAETH HPUINYHO KOMILJIETAH [MPErye/]

omnmTe Teopuje. HaBemMo HeKe 01 OCHOBHUX CBOjCTaBa TOMOJIOITKE KOMILIEKCHOCTH:

1. Tomosonka KOMILIEKCHOCT je XOMOTOIICKA WHUBapPHUjaHTa, OJTHOCHO

X ~Y = TC(X)=TC(Y).

2. OynmamMeHTaTHA MTPOIEHa KaxKe 71a je:
cat(X) < TC(X) < cat(X x X),

riae cat(X) osnauasa Jlycrepuuk - IlTaupenvanoBy karteropujy mpocropa X
(mormenatu [20]).

TC(X) > nil(KerA* : H*(X x X) — H*(X)).

Osje je KerA* jesrpo xomomopdusma n3mMehy KOXOMOTOMKAX IPCTEHOBA HH-
JyKoBano aumjaronaanuM mnpeciaunkasameM A @ X — X X X, u nil(KerA*) je

Hajsehn n TakaB 7a je cBaxu mpom3Boj n enemenata u3 KerA* Hyna.

28
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10.1 HWuBapujaHTa XOMOTOIICKOT THUIIQ

Cunenehe ¢BOjCTBO XOMOTONCKE WHBAPUJAHTHOCTH JIOMYIITA Y€CTO TOjeTHOCTABII-

jeme npocropa koudurypanuja X 6e3 npomene rouosomike komiiekcaocru T'C(X).

Hageseno CsojcTBOo 1 TOHOJONIKE KOMILIEKCHOOCTH IMPOU3MJIA3U JTUPEKTHO W3

ciaeneher TBphema.
Teopema 10.1 Axo X domunupa nad Y ownda je TC(X) > TC(Y).

Zokas: llpernocraBumo na X domunupa Haja Y, OJHOCHO Jia MOCTOj€ HEIPEKUIHA
npecmkaBama [ : X — Y mwg:Y — X TakBa na je f og ~ idy. [IpernocraBumo
aa je U C X x X orBopeH HOJICKYII TaKaB JIa HOCTOJU 1JIAH HEIIPEKUIHOI KPeTatba
s:U — X! mpexo U.

Hedbwnrummnvo V = (g x g)"1(U) C Y x Y. Koncrpyncahemo o : V — Y7 npexo V
eKCILTUIIUTHO. ¥Y3MuUMO XoMmoTonujy hy : Y — Y tako na je hg =idy w hy = fog,t €
0,1). Ba (A,B) € V ur€|0,1], Heka je

([ ha. (), sa 0<7<1/3,

o(A,B)(t)=4q f(s(gA,gB)(3r —1)), 3a 1/3<7<2/3,

[ h3-n), 3a 2/3<71<1.

Haxae, qobunn cmo jga 3a k = TC(X) 6uno koju orsopen nokpusaa Uy U - - - U
Up = X x X ca m1aHoM HeIpeKHIHOI KpeTama IIpeKo cBakor U; nedunuiire orBopex
npekpusad Vi U---UV, =Y XY amanornux csojcraBa. To mokasyje ma je TC(Y) <

TC(X) urTo je u J0Ka3 TeopeMe.

10.2 Topmwa rpanuna 3a 7C(X)

Teopema 10.2 3a 6u.n0 Koju nymHo-nogesar NapakomMnarmar npocmop X umamo
da je:

TC(X)<2-dimX + 1. (1)
Ilocebno, axo je X noauedapcru nodckyn od R™, mada TC(X) mootcemo bauice

oueHuUMU Ha credehu navum:
TC(X) <2n-—1. (2)

Ha tpenyTtak cadekajMo ca JOKa30M TeOpeMe.

Kopucruhemo onnoc uzmelly T'C(X) u Jlycrepuuk-ITTHupenvanoBe kareropuje
cat(X). cat(X) je nedunucana xKao HajMaru Ieo O6poj k TakaB Ja mpoctop X
MOZKEMO JIa HIpeKpHjeMo ca k oTBopeHHX mojackymosa Vi U --- U Vy = X 1ue je

cBaka mHKJIy3nja V; — X XOMOTOTHA TPUBUjATHOM NPECTUKABAY .
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10 CBOJCTBA TOIHOJIOLIKE KOMIIJIEKCHOCTH

Teopema 10.3 Axo je X nymmuo-nosesan u napakomnaxmar onda je:
cat (X) <TC(X) <2-cat(X)— 1. (3)

Jokas: Heka je U C X X X 0oTBOpeH MOJCKYI TaKaB Jia IOCTOJU HEHPEKUIHO Kpe-
tame s : U — X! na U. Heka je Ay € X durcupana tauka. Ozgaumvo ca V C X
ckyll cBux rtadaka B € X raksux ja (Ag, B) upunaga U. Taua je jacuo jga je V

OTBOPEH CKYI ¥ Jia je KourpakTuouaan y X x X.

Ako je TC(X) = kuw Uy U --- U U npekpuBa X X X ¥ TOCTOjU HENPEKHTHO
KpeTarbe peko cBakor Uy, Taza je ckyn V;, tae je Agx V; = U;N(Agx X)), dopmupajy
oTBOpeHO moKpusame npocropa X. OBo mokasyje aa je TC(X) < cat (X).

Cieneha HejeaHAKOCT MPOM3MUIAZK U3 OUUIJICAHE HEjeIHAKOCTH
TC(X) <cat(X x X)

y komburamuju ca cat (X x X) < 2-cat (X) — 1, morsrenarn Tepheme (2.3) y [10].

Jokas npemzodne meopeme: Vmamo na je cat (X) < dim (X) + 1. 3ajexmo ca
JIECHOM CTPAHOM HEjeIHAKOCTHU MPEJIXO/IHE TeopeMe JT00ujaMo TpazKeHy Heje THAKOCT.
Ako je X C R" noBe3an mosimeapCcKu MOAIPOCTOP, Taga je X XOMOTOIICKOT THITa
Kao (n— 1)-numensuonanan noauegap Y. Kopucrehin XoMOTOINCKY HHBAPUjaHTHOCT,
HasnazuMmo fa je TC(X)=TC(Y) <2(n—1)+1=2n—1.

10.3 Homa rpanuia 3a TC(X)

Heka je k mospe xapaktepuctuke paznuaure on 2. Koxomomnoruja H*(X; k) je

rpajiyucana k-ajirebpa ca mpou3BOIOM:
U: H (X k)@ H*(X; k) —» H(X; k) (4)

Tenzopcku npoussox H*(X;k) ® H*(X; k) je takobe rpagyucana k-anrebpa ca
IPOM3BOJIOM:
(u1 & ’Ul) . (Ug & Ug) = (-1)‘”1"|u2|U1U2 & V1Vg. (5)

|v1] 1 |us| O3HAUABA]JY CTeTeH KOXOMOJIONIKAX KJIAca U1 U Usg.

Hedbununuja 10.1 Jeszpo zomomopdusma (4) hemo seamu udeasom deaumena
nyse y H*(X; k). Bamum, zdcl 00 H*(X; k) (zero — divisors — cup — lenght) je

dyorcuna najoyosicez nempueujasnoz npouszeoda desumena nyae y H*(X; k).

ITpumep: Heka je X = S™. Heka je u € H"(S"; k) bynnamenrtaana Kiaca u Heka je
1 € H°(S™; k) jemwmmna. Tamajea = 1@u—u®1 € H*(S"; k)® H*(S"; k) nemuresm
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HyJIe jep, aKo mpuMeHnMO XoMoMopduzam (4) Ha a, gobujamo ga je 1-u—wu-1 = 0.

2

Hpyru penures Hye je b = u @ u jep je u?> = 0. Pauynajyhm a? = a - a npema

npasuay (5), nMaMo Ja je:
a=((-)""1-1)-uxu.

Onarie je a®> = —2b, xaga je n nmapan 6poj u a®> = 0, Kaga je n HemapaH O6POJ;
pon3BoJ, ab uirde3aBa 3a cBaku n. 3akspydyjemo ga je zdcl (H*(S™; k)) jeanak 1,

3a CBaKM HelapaH n # Jia je jeJlHaK 2 3a CBaKu Hapan 0poj n.
Teopema 10.4 TC(X) > zdcl (H* (X k)).

Jla 6ucMO MIIyCTPOBAJIM OBY TeOpeMy, y3MUMO crnenujastan caydaj X = S™. Pauy-
nambeM zdcl(H*(S™; k)) m mpumersyjyhin oBy Teopemy, nmamo ga je T'C(S™) > 1,
kama je n wenapan u TC(S™) > 2, kana je n mapan 6poj. To 3maum ga 6uno xoju
wiaHep Kperama cdepe S Mopa j1a ©Ma HajMambe IBa OTBOpeHa cKyna U;; mraBuiie,
om0 Koju mTaHep Kpetama cdepe S” Mopa a WMa HajMame TPH OTBOPEHA CKyIa

U; ako je n mapaH.

Joxas: Pazmorpumo ciiejiehun komyraruBan Jiujarpam:

X —> . x/!

RN

X x X

a npuapyxKyje 6uno kojoj tauku r € X koucranthy nyrawy [0,1] — X y 10j
raukn. A : X — X X X je mujaronanno upecaukaBambe A(x) = (z,z). Sanaznmo

J1a je @ XOMOTOTICKa eKBHUBaJieHInja. Kommo3unmja
H*(X; k)@ H*(X; k) = H(X x X; k) 5 H(XT; k) & H*(X; k) (6)

ce mojyjapa ca Kan-pou3ssojgioM (4). Mzomopdusam Ha JIeBOj CTpaHU ce UMEHYje U
Kiinneth-oB m3opmopdusanm.

Kao mro cmo manomenysm, Tonosomnika Komiiekcuocr T'C/(X) je [IBapros pos dbu-
opamuje m : X! — X x X. Jlokas Teopeme IpOM3NIA3H W3 TOMEHYTE HAIlOMeHe,
xoMoMopdusMa (6) 1 13 KOXOMOJIOIIKe HajMame rpanuie 3a [1IBapios pos (more-

natu Teopemy 4 y [1]).

10.4 Ilnan Kperama Ha cdepama

Teopema 10.5
2, n — nenapaH

TC(S") = {

3, n — napax
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Jlokas: Tpeo hiemo nokazaru na je TC(X) < 2 kazga je n Hemapas.

Heka je Uy C S™ x S™ ckyn cBux naposa (A, B), tae je A # —B. Tana nocroju
jemuacTBeH Hajkpahm yk na S™ koju noBesyje A 1 B U MOXKeMO a8 KOHCTPYHIITEMO
nian HenpekuaHor kperama s @ Up — (S™)! oapehyjyhu ma je s1(4, B) € (S")!
Hajkpahu Jyk 1o KoMme ce KpehieMo KOHCTAaHTHOM OpP3WHOM.

Hpyru orBopen mojckyn je medunucan kao Uy = {(A,B) : A # B} C S™ x S™.
[Inan HempeKkuIHOT KpeTama hemMoO W3BecTH y JABa Kopaka. lIpso hemo momeputn
tauky A y anrunoganny radky —B Hajkpahum JiyKOM, Kao HITO CMO TOpPe OIHCAJIN.
Y apyrom kopaky hemo momepuTu aHTUIONAJHY TadKy —B y Tauky B. ¥V Ty CBpXYy
Y3MHMO HENMPEKUJHO MOJbe ¥ jeMHUYHAX TAaHI'eHTHHUX BeKTopa na S". MoxkeMmo ja

nomepuMo —B 'y B ny:xk ciaeneher syka:
—cos7t - B +sinnt - v(B),t € [0,1].

Ogo jnokasyje na je TC(S™) < 2 kaza je n wenapan 6poj. Ha ocuoBy Teopeme (9.1)
umamo Ja je TC(X) = 2, kaja je n Henapas 6poj.

[Tpernocrasumo cana ma je n napan 6poj. ITokaxkumo ga je TC(S™) < 3. Jledwun-
ncalieMo ILIaH HENPEKHJHOT KpeTama Hpeko ckyma U; C S™ x S™, Kao mITO CMO
Beh paamim. I13abeprMo TaHTEHTHO BEKTOPCKO MOJbe v Ha S™ KOje HecTaje y TauKh
By € S™ u paznuuuto je on nyse 3a cBaku B € S, B # By.

Jedbunummmo n apyru nogckyn Uy C S™ x S") rako na je Uy = {(A,B) : A #
B, B # By. Cana moxkemo jia gedgunuiinemo sy : Uy — (S™)!, kao mro cMo ypajauiu
rope. Cazna U; U Uy mpekpuBa cBe ceM mapa Tadaka (— By, By). 3abepumo Tauky
C € S" koja je paznuunTa o1 Tadaka By, — By u Heka je U3 = S™ — C. Ilpumerumo
na je Uz xomeomopdan ca R™ miro 3na4m j1a mOCTOJU IJIAH HEIMPEKUHOT KPEeTarbha
npeko Us. To nokasyje ga je TC(S™) < 3. Ca npyre crpane, npema Teopemu (10.4)
U KacHujeM mpumepy, umamo ja je T'C'(S™) > 3, kaga je n napao. OBo KOMILIeTHPA

JIOKa3.

10.5 JIpyru nmpumMepu

Teopema 10.6 Hexa je X = X, komnaxmuna, opujenmabunna nospws poda g. Tada
je
3, g=1,

TC(X):{5 g>1

Joxas: Tlornenajmo npBo caydaj 3a g > 2. Taja MoxkeMo Hahu KOXOMOJIONIKE KJjlace
Uy, vy, Uz, 02 € HY(X; Q) Takse ma je ui = v? = wu; = vv; = uv; = 0, 38 1 # 7,
vy = ugve = A # 0, tme je A € H*(X,; Q) bynnamenranua kiaaca. Taza y anreGpu
H*(X;Q)® H*(X; Q) nmamo
2
[[Oeuw-wo)(lev—vel) =240 A#0

i=1
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onakJe, kopucrehn Teopemy (10.4) mmamo ga je TC(X) > 5. O6pHyTa HejeJHAKOCT
caemu u3 Teopeme (10.2).

VY cayuajy g = 0 mormenamo Teopemy (10.5) jep je X = S2

Ciyuaj g = 1, Koju oarosapa asoguMmensunonom Topycy 12, hemo pasmoTpuTu Kac-
uuje y Teopemu (10.9).

10.6 HejemnakocT nmpou3Boaa

Teopema 10.7 3a 6uro xoje nymno-nosezare mempuuke npocmope X u'Y easxrcu:
TC(X xY)<TCX)+TC(Y)-1

Jlokas: Osnauumo TC(X) =n u TC(Y) = m. Heka je Uy, ..., U, orBopeH mokpu-
pad o1 X X X ca MJIaHOM HempeKHaHoT Kperama s; @ U; — X' 3a i =1,...,n.
Heka f : X x X — R, tae je i = 1,...,n, nogena nokpusada {U;}. Cuawdno,
Heka je Vi,...,V,, orBopen mokpmBad V X V ca mIaHOM HEMpeKHJTHOT KpeTarba
o;j:V; =Yl j=1... muuekajeg:Y xY — R j=1,...,m, nojena nokpu-
Bada {V;}.

3a 6us0 koje Hempasue mojckymnose S C {1,....,n} u T C {1,...,m}, Heka
W(S,T)C (X xY)x (X xY)

ozHadasa ckyn cBux derBopku (A, B,C, D) € (X xY) x (X xY) Tako ma 3a 6umo
koju (i,7) € S x T u 3a 6uso xoju (i',5') ¢ S x T Baxku

fl(A7 C> ' %’(B,D) > fl’(A7C) 'gj'(BvD)'
Jlako ce mpoBepaBa jia je
(a) cBaxm ckynm W(S,T) C X x X je oTBOpeH;

(6) W(S,T) u W(S',T") cy nucjyukrau u sukaga auje S X T'C S’ x T’ uurn je
S'xT' CcSxT;

(B) axo je (i,j) € S x T, tama je W(S,T) cagpxkan y U; X V}, na, npema toMme,
IOCTOjU TJIAH HEIPEKUIHOT KpeTarba peko cBakor W (S, T) (eKCIIMIUTHO UX

MOZKEMO OIUCATH YCJIOBUMA S; U 0 );

(r) cxymosu W (S,T') (ca cBum moryhum menpasmum S u T') bopmupajy mokpusad
(X XY)x (X xY).

Jokaxkumo (r). Ilpernocrasumo na je (A, B,C, D) € (X xY) x (X xY). Hexa je
S ckyn cBux ¢ € {1,...,n} Takbux na je f;(A4,C) jennak makcumymy fi(A,C), tae

jek=1,...n. Cauuno, ueka je T' ckyn cBux j € {1,...,m}, Taksux na je g;(B, D)
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10 CBOJCTBA TOIHOJIOLIKE KOMIIJIEKCHOCTH

jennak makcumymy ¢;(B,C), tae je I € {1,...,m}. Tana je jacuwo na (A, B,C, D)
npumnaga W (S, T).

Heka W), C (X xY) x (X xY) o3mauasa yumjy csux ckymosa W (S,T), rme je
S|+ |T| =k, k = 2,3,...n+m. Ckynosu Ws,...,W,,,, dopmupajy orBopeH
nokpuBad o1 (X X Y) x (X xY). Axo je |[S|+ |T| = |S'| + |T"| = k, Tana oxro-
sapajyhu ckynosu W (S, T) u W(S',T") ce nonynapajy (ako je S = ST =T') wiu
cy mucjyuktau. Cana, u3 (B), 3aK/bYyUyjeMO JIa OCTOjU TJIAH HETPEKITHOT KPeTatbha

HpeKo ¢Bakor orBopenor ckymna Wy, OBuM je J0Ka3 KOMILIETHDPAH.

10.7 Ilnam Kperama pobOOTCKE pyKe

Pazmarpamo pyky pobota Koja je cacraB/beHa oj n nosyra Lq, ..., L,, Tako ja
cy L; m L; 1 ciojenu (pyiekcubuiHuM 3r,10600BUMa. Y PABAHCKOM CJIy4ajy, KOH(DUTY-
palyja pyKe je mpejcTaB/beHa ca n yIJaoBa Qv . . . , (y,, TJE je a; yrao Koju L; obpazyje
ca x-ocom. Camuso, mpoctop KoHbuUrypamuja poborcke pyke (6e3 mpempeka) je n-
JUMEH3UOHAIHA TOPYC

T =S'x St x ... x St

Coamano, mpocTop KoHGUTypannja poboTCKe pykKe y 3—INMeH3HOHOM mpocropy R3

je JleKapToB MpoM3BOJ, N KOIH]ja JIBO-TAMeH3noHe cdepe S2.

Teopema 10.8 Tonosowka KoMnaexkcHOC™ NPOOAEME NAGHUPAHLA KPEMATLA PYKe
n—aea0bHo2 pasarckoz poboma je jednaxa n + 1. Tonoaowra xKomnaercrocm npoob-

NEMG NAGHUPAIHE KPEMAT6a PYKE NPOCTOPHO2 N-32400102 poboma je 2n + 1.
Jloka3 Teopeme MpousmIa3n JUPEKTHO U3 cjejiehe Teopeme.

Teopema 10.9 Hexa je X = S™ x S™ x --- x 8™ Jlekapmos npoussod 00 n

m—dumenauonasnux cgepa. Tada je

TO(X) =

n+1, m — nenapar
2n +1, m — napan.

Jlokas: Kopucrehn nejennakocr nponssoga Teopeme (10.7) w mobujern pesyarar
3a TOMOJIONIKY KomiLtekcHocT cdepe Teopeme (10.5), mobujamo ma je TC(X) mamba
WM jeTHAaKa Of JecHe cTpaHe M3pa3a y TeOpeMU. 3a MOKa3WBame OOpHYTe CTpaHe
nejennakoctu Kopucruhemo Teopemy (10.4).

Heka a; € H™(X; ()) o3HagaBa KOXOMOJIOIIKY KJIACY KOja je WHBep3Ha ciauka (byH-
JlaMeHTaJiHe Kaace of S™ y mpojeknuju X — S™ y i—tu daxrop, i = 1,2,...,n.

Taga umamo
n

[[@®a—a®1)#£0e€ H(X x X;Q).

=1
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10 CBOJCTBA TOIHOJIOLIKE KOMIIJIEKCHOCTH

To mokasyje na je zdcl (X) Hajmame n. YKOJINKO je m napaH Taja je

[[G®a—a;®1) #£0€ H(X x X;Q).
i=1
Kaxko je m mapan, mmamo ja je zdcl (X)) ehu ox 2n.

ITpumena Teopeme (10.4) KoMIUTeTHpA JTOKA3.
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11 3BAK/BYYAK

11 3akspydak

Ba kJracy MexaHm3aMa Koja IMOJIeKe JUPEKTHOM KHHEMATUIKOM IPECIUKABAILY,
pe3yJITaTH Koje CMO JIMCKYTOBaJIH J1ajy HEKe BeOMa jacHe CTaBOBE O TOME INTa ce He

MO2Ke YpadIuTHu 1 Ca KaKBUM KOMIIPOMUCHMa C€ MOpaMO CYOYUTH.

Crenujaano, TOKa3aJau CMO Ja Cy IMUKJINIHE aaropuTMu npahema eKBUBAJTICHTHA
oHMMAa ojipeheHnM MHBEp3HOM (DYHKIIMJOM U BUJIEIU CMO OpOjHE cUTyaluje y KOjuMa
ce nHBep3Ha (PYHKIMja HE MOZXKe jJedpuHuCcaTH HA MEJOKYIHOM MPOCTOPY JI€/I0BAIba.
OBU cTaBOBH CJIyZKe caMO Kao MO3a/INHA 3a MTPABU WHKEHmEePCKH PaJl KOjU TeK Mpe-

CTOJjH.

Buio 6u kKopucHO mMMaTH perepToap MeToa 32 pellemne MUTAbA 1 JTH NHBEP3HA
dyukIHja Moxke 6uTH HedUHUCAHA HA PAJIHIATUM IHOJCKYIOBAMA IIPOCTOPA JEJI0-
Baba pa3HUX poOOTa. IITO je joIl BaxKHHUje, UHKEIbepHMa je MoTpebHa KOJIeKIn)ja,
MeToa moMohy Kojux mHBep3Ha (PyHKIHja MOYKe OUTH KOHCTPYUCAHA Yy CIenudu-
qHoj curyanuju. Ope mHBep3HE (DYHKIMje Mopajy OuTn 3amare y GOpMH JAKOj 3
n3padyHaBame oMohy KommjyTepa y peajiHoMm Bpemeny. Mopamo ce mo3abaBuTu
npo0JIeMOM ONTHMU3Aallnje HHBep3He (DYHKIWje Ja O MOCTUTJIA HEKY BPCTY MUHU-
MHU3alje oJHOoca Op3UHe 3IVI000Ba ca OP3UHOM Y HMPOCTOPY JEI0Baba U CACBUM je

jacHo ja oBaj 1mpobJieM HUje BUIIE TOIOJIONIKE TPHPO/IE.

CynpoTHO MHOTHM HEMMKJIUIHUM MeTogaMa pahemba, Koje cy Oujie mpejioxKene,
HHBep3HEe (DYHKIH]E IPeICTaB/bajy TeIlKa MUTakha OKO KMILIEMEHTAIAje 1 MHOTH H-
JKemepu he ce BEpOBATHO CKJIOHUTH OJI IbUX, OCUM aKO HeMajy JOCTYIIHY KOHKPETHY

nomoh y 6aB/berby IhUMA.

MehyTum, Tpeba HAIIOMEHYTH JIa je KOHCTPYKIIHja HHBEp3HE (PYHKIIH]jE ¥ OCHOBU
0Ca0 KOju ce 00aB/ba y TPEHYTKY PA3IUIUTOM OJ TPEHYTKa Pajia poboTa, TAKO /a
MOYKEMO cebn 1a MPHUYHITHMO BeJIOKOJYIITHOCT Y OJHOCY Ha KOMIJyTEPCKe pecypce
koje xopuctumo. (Camo KacHWja m3padyHaBarma WHBEp3HE (DYHKIMje Ko IyTarhe

KOja ce IpaTu, Mopajy ouTu ypahena y TpeHyTKy pajia pobora.

Curypuo je ma OyayhuocT muBep3HUX (ByHKIHja ¥ POOOTUII MHOTO 3aBHCH O[T
pa3Boja MeTo/1a IbUXOBIUX KOHCTPYKIHja. AKo ce mokazke ga he oOurn npepuiie 60He
3a UMIJIEMEHTAIN]Y, Pa3yMJ/bUBO je MPETIOCTAaBUTH Jla he MHKemepn (OKYCHpaTu
CBOjJY MaXKIky Ha Pa3BOj MeTOoJa HEINWKJIWJIHOr Npalierha, HaUWHA Ja Ce YKUBH Ca
HEIUKJIMYHUM IIOHANIAHEM WK IPUXBATUTU CUHIYJIAPUTETE TAMO IJIe Ce jaBe U Hay-

YUTHU KaKO Jda Ce paJu OKO IbHX.
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