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Naslov master rada: Topoloxke metode u robotici

Rezime: Planira�e kreta�a robota je otvoreno pita�e, kako za in�e�ere,

tako i za metematiqare. Zahteva pronala�e�e odgovaraju�eg kontinuiranog,

neprekidnog, kreta�a koje pomera ure�aj iz datog poqetnog polo�aja u kraj�i

�e	eni polo�aj. K	uqni problem jeste suoqava�e sa singularitetima koji

prouzrokuju nestabilnost kreta�a.

Nakon tehniqkog razmatra�a robota, pogleda�emo i odnos izme�u topolo-

xkih svojstava prostora konfiguracija i karaktera nestabilnosti, koja se

ne mo�e izbe�i nikakvim algoritmom planira�a kreta�a. Preciznije, X �e

nam predstav	ati prostor svih mogu�ih konfiguracija mehaniqkog siste-ma.

X × X �emo prekriti sa k otvorenih podskupova, U1, . . . , Uk. Sa XI �emo oz-

naqiti prostor svih neprekidnih puta�a u X (dopust	ivih kreta�a u sis-

temu) i sa π : XI → X × X preslikava�e puta�e iz X u �enu poqetnu i

kraj�u taqku. Plan kreta�a �e tada biti dat neprekidnim preslikava�em

s : X × X → XI koje zadovo	ava uslov da je desni inverz preslikava�a

π, odnosno da je π ◦ s = id. Koristi�emo metode algebarske topologije da

bismo doxli do minimalnog broja podskupova Ui, pomenutog prekrivaqa, u

proizvo	nom planu kreta�a preko prostora X.

Na kraju �emo se osvrnuti na planira�e kreta�a vezano za ruku robota.

K	uqne reqi: Lusternik - Xnirelmanova kategorija prostora, stepen uvi-

ja�a, proizvod prostora.
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2 OPIS POLO�AJA I ORIJENTACIJE XAKE

1 Osnovni pojmovi

Najpre �emo se upoznati sa osnovnom terminologijom i osnovnim defini-

cijama koje su potrebne za razumeva�e da	eg izlaga�a.

Robot je manipulator koji mo�e da obav	a razliqite zadatke koji, pre

svega, obuhvataju manipulaciju materijalima i predmetima, razliqitim ala-

tima i specijalnim napravama. Obiqno je �egov izgled vixe ili ma�e sliqan

	udskoj ruci. Na zavrxetku ruke nalazi se zglob sa xakom. Roboti uglavnom

na cikliqan naqin obav	aju neku operaciju, ali je va�no napomenuti da ih

mo�emo lako prilagoditi obav	a�u druge funkcije bez promene samog meha-

nizma.

Robotski mehanizam ili manipulator je onaj deo robota koji liqi na

qovekovu ruku. Pokre�u ga elektriqni, pneumatiqni ili hidrauliqni motori.

Motori pokre�u zglobove preko posebnih prenosnih sistema.

Robotsko opa�a�e omogu�ava poveziva�e robota sa okolinom. Senzore

delimo na proprioreceptivne (posmatraju unutrax�e sta�e robota i bave se

uglom i brzinom zglobova robota) i eksteroreceptivne (skup	aju informa-

cije o okru�e�u, meraqi su sile dodira i sistemi vextaqkog vida).

Robotski manipulator je sastav	en iz dva dela: iz xake i vixezglobne

ruke. Xaka je zak	uqni segment robotske ruke. Xake obiqno imaju dva ili

vixe prstiju a mogu biti i vakuumske ili magnetne. Mo�e biti i multi-

funkcionalna. Ona tako predstav	a deo preko koga robot utiqe na okolinu.

Namena vixezglobovne ruke je da postavi xaku u �e	enu poziciju i ori-

jentaciju u radnom okru�e�u. Strukturu vixezglobne ruke nazivamo i kine-

matiqki lanac.

2 Opis polo�aja i orijentacije xake

Da bismo dali matematiqki model kreta�a robota, moramo opisati pozi-

ciju i orijentaciju pojedinih delova, opredeliti ograniqe�a kreta�a robota

uzrokovana raziqitim tipovima zglobova i izraqunati funkcionalni odnos

izme�u sta�a pojedinih zglobova i dobijenog polo�aja i orijentacije.

Pozicija i orijentacija (zajedniqki nazvane poza) xake su odre�ene savi-

ja�em razliqitih zglobova robotske ruke. Pretpostavimo da imamo n zglobova
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2 OPIS POLO�AJA I ORIJENTACIJE XAKE

od kojih se svaki savija samo u jednoj ravni (ova pretpostavka nije neophodna).

Moramo da specifikujemo n brojeva da bismo definisali sta�e u kojim se

nalaze zglobovi. U sluqaju n = 2 mo�emo da nacrtamo dijagram na listu pa-

pira sa po jednom osom za svaki zglob tako da bi taqka na dijagramu odgovarala

mogu�em sta�u zglobova. Ako je n > 3 onda bi takav dijagram morao da bude

n−dimenzionalan pa ne bismo mogli da ga nacrtamo. Bez obzira, jox uvek

mo�emo teorijski da rezonujemo o n−dimenzionom prostoru (nazovimo ga X)

u kome taqka reprezentuje sta�e ruke.

Na uobiqajen naqin potrebne su nam tri koordinate da odredimo poziciju.

Da	e, trebalo bi da definixemo pravac na koji pokazuje centralna osa xake.

Za ovo su nam potrebna dva broja:

1. ugao nagiba nad horizontalnom ravni

2. ugao projekcije pravca.

Primetimo da ova projekcija nad horizontalnom ravni i ugao projekcije

pravca nisu nezavisni i nisu dobro definisani. Na primer, ako je pravac

normalan na horizontalnu ravan, onda je ugao projekcije pravca beznaqajan

(projekcija je taqka). Tako�e, fiziqko znaqe�e ugla projekcije pravca je ne-

prome�eno ako mu se doda 360 ◦. Ovo mo�emo da prevazi�emo tako xto �emo

insistirati da svi uglovi moraju dabudu izme�u 0 ◦ i 359 ◦, ali tada imamo

drugaqiji problem u tome xto se numeriqka vrednost ugla iznenada mo�e

promeniti (dok se ruka kre�e od 1 ◦ do 359 ◦) bez ikakvog istinskog diskon-

tinuiteta u kreta�u robota.

Postoji topoloxko objax�e�e ovog problema, ako bi se prostor mogu�ih

orijentacija xake jednostavno parametrizovao sa dve promen	ive, onda bi on

topoloxki bio ravan, me�utim nije ravan. Na mesto toga, mo�emo ga posma-

trati kao povrxinu sfere qiji se centar nalazi u taqki preseka osa xake.

Ako bi xaka dr�ala bak	u, ona bi oznaqila taqke na sferi koje bi odredile

orijentaciju. Jox jedna promen	iva koju treba uzeti u razmatra�e je

3. uvrta�e xake oko svoje ose.

Ovim dobijamo tre�i ugao koji je u interakciji na komplikovan naqin sa

preostala dva.

Dakle, robot se sastoji iz trodelne ruke sa zglobovima θ1, θ2 i θ3 i xake

koji se nalazi na kraju ruke. Xaka se sastoji od tri zgloba θ4, θ5, θ6 koji mogu
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3 DIREKTNO KINEMATIQKO PRESLIKAVA�E

biti korix�eni za okreta�e alata na kraju ruke.

Roboti mogu biti programirani za obav	a�e posla specifikacijom vremen-

sko zavisne puta�e koju treba da prate u takozvanom prostoru delova�a koji

mo�e da bude R3×SO(3): R3 komponenta specifikuje poziciju alata na kraju

robota a SO(3) specifikuje orijentaciju tog alata. Iako je zadatak robota

specifikovan zadava�em puta�e u prostoru delova�a, ova puta�a mora biti

pra�ena zadava�em komandi u zglobnim motorima da bi izvrxili odgovaraju�u

puta�u u prostoru z globova.

3 Direktno kinematiqko preslikava�e

Prostor zglobova manipulatora je proizvod prostora zglobova svih zglobova

robota. Prostor konfiguracija je podprostor prostora zglobova koji se pak

sastoji od vrednosti zglobova koje zadovo	avaju sva ograniqe�a odre�ena ge-

ometrijskom realizacijom manipulatora.

Kao xto smo videli, potrebno nam je xest parametara da bismo opisali

poziciju i orijentaciju xake. Zbog toga bi trebalo da posmatramo xestodi-

menzionalan prostor Y u kome svaka taqka odgovara odre�enom sta�u xake.

Mo�emo analizirati strukturu Y koriste�i metode algebarske topologije i

nauqiti mnogo interesantnih i netrivijalnih stvari o �oj. Svaka taqka u

naxem prostoru X odgovara odre�enom sta�u zglobova robota. Sta�e zglobova

odre�uje poziciju i orijentaciju xake. To znaqi da svakoj taqki x u prostoru

X pridru�ujemo taqku u Y koju bi trebalo da nazovemo f(x). Ako �elimo

da postignemo odre�enu poziciju i orijentaciju xake to mo�emo uraditi na

mnogo naqina. Drugim reqima, mnogo razliqitih taqaka u X bi�e pridru�eno

istoj taqki u Y .

Bilo bi veoma zgodno, xto se tiqe dizajna i primene takvih robota, da

imamo takozvano "inverzno preslikava�e". Za svaku poziciju i orijentaciju

xake (odgovaraju�a taqka y u Y ) �eleli bismo da mo�emo da izaberemo sta�e

zglobova (xto odgovara taqki g(y) u X) koje dovodi xaku u taj polo�aj (tako

da f(g(y)) = y). Xtavixe, �eleli bismo da je g(y) neprekidna u y tako da

se sliqni polo�aji xake posti�u sliqnim sta�em zglobova. Me�utim, ispo-

stav	a se da je ovo topoloxki nemogu�e. Stoga je neophodno smisliti ko-

mpleksniju strategiju kontrole u kojoj bi se ista pozicija xake mogla posti�i

na razliqite naqine u razliqitim vremenima.
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3 DIREKTNO KINEMATIQKO PRESLIKAVA�E

Slika 1: xestozglobni robot koristi se za zadatke pozicionira�a i orijentacije.

Prva tri pozicioniraju ruku a druga tri zglob na kraju ruke.

Za robota na Slici (1) svi zglobovi su rotacioni tako da se prostor zglobova

mo�e posmatrati kao xestodimenzioni torus T 6. Jasno je da postoji funkcija

f : T 6 → R3 × SO(3)

poznata kao direktno kinematiqko preslikava�e koje povezuje svaku taqku θ

u prostoru zglobova sa odgovaraju�om pozicijom i orijentacijom zglobova kad

su mu zglobovi u poziciji θ.

Slika direktnog kinematiqkog preslikava�a naziva se prostor delova�a.

Kao xto je sluqaj kod mnogih konvencionalnih robota, ovaj robot je opre-

m	en sa minimalnim brojem zglobova (xest) potrebnih za slobodno kreta�e

u xestodimenzionom prostoru delova�a. Ova ekonomiqnost u dizajnu izgleda

na prvi pogled prirodno, ali ima i nedostataka. Ako robot radi u prostoru

u kome je gu�va, moglo bi se pokazati korisnim da ima dodatni zglob, koji

pak nije neophodan, koji omogu�ava ruci da se kre�e okolo i izbegava prepreke

dok zadr�ava kraj�u taqku ruke fiksiranu. Ovi neobavezni zglobovi tako�e

pru�aju jox jednu potencijalnu prednost koja nije tako oqigledna na prvi

pogled. Oni mogu biti korix�eni da bi se izbegla singularna konfigu-

racija zglobova, tj. kod kojih Jakobijan preslikava�a nema maksimalan rang.

4



5 LOKALNI I GLOBALNI PROBLEMI

4 Singulariteti kinematiqkih preslikava�a

U robotici se termin kinematiqkih singulariteta koristi za oznaqa-

va�e sma�e�a slobode kreta�a u prostoru delova�a koji nastaje u odre�enim

konfiguracijama zglobova.

Singularna konfiguracija proizvodi zak	uqava�e onemogu�avaju�i kre-

ta�e u odre�enim smerovima. Ovakvi primeri �e se pojaviti u da	em izlaga�u

gde je pokazano da izbegava�e singularnih konfiguracija dovodi do restrik-

cije potencijalnog prostora delova�a robota samo sa neophodnim zglobovima.

Sa druge strane ako su dodatni zglobovi dostupni, ve�ina pozicija pros-

tora delova�a mo�e biti dostignuta u neprekidnom kreta�u raznih zglob-

nih konfiguracija. Mogu�nost da se isti pokret u prostoru delova�a obavi

pokreta�em zglobova na razliqite naqine, trebalo bi da omogu�i da se izbegnu

singu-lariteti a da se ne sma�i prostor delova�a.

5 Lokalni i globalni problemi

Takva strategija otvara qitavu klasu tehniqkih problema, recimo trebalo

bi odluqiti koju od beskonaqnog broja razliqitih puta�a zglobova treba ko-

ristiti da bi se sledila puta�a u prostoru delova�a. Egzaktna formulacija

ovog problema zavisi od prirode robotovog zadatka. Dve xiroke klase pro-

blema se jav	aju zahtevaju�i fundamentalno razliqite metode rexsava�a. Na

ova dva razliqita tipa zadataka mo�emo gledati kao na globalne i lokalne

probleme.

Da bismo ih definisali uvodimo notaciju x(t) za poziciju u sistemu delo-

va�a kao funkciju vremena t i notaciju θ(t) za poziciju zglobova.

Globalni problem je onaj kod koga je celokupna �e	ena puta�a x(t) poznata

ranije i puta�a θ(t) mora biti izabrana tako da proizvede x(t). Ovo �e biti

sluqaj na primer ako robot treba da izvodi vixe puta isti zadatak bez promena.

Lokalni problemi, sa druge strane, pretpostav	aju da nemamo prethodno

zna�e puta�e koja treba da bude sle�ena. Takvi problemi nastaju kada su

roboti vo�eni senzorima i puta�a x(t) se u kontinuitetu me�a kao reakcija

na �ih. Tako je samo lokalna informacija, kao deli� puta�e x(t), dostupna u

trenutku odre�iva�a θ(t).

Globalni problemi se mogu rexiti izvan trenutka u kome se kreta�e izvodi,
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5 LOKALNI I GLOBALNI PROBLEMI

koriste�i onoliko kompjuterskog vremena i memorije koliko je prikladno. Da

bi se rexio lokalni problem, puta�a θ(t) mora da se odredi upravo u trenutku

kada se kreta�e izvodi xto znaqi da rexe�a moraju biti dovo	no jednostavna

da bi se izvela brzo i uz mnogo skromnije kompjuterske resurse.

Kada se rexavaju globalni problemi moraju se uzeti u obzir mnoga prak-

tiqna ograniqe�a, kao sto su hardverska ograniqe�a brzine kreta�a zglobova

i torzije zglobova, tretiraju�i ih kao ograniqe�a u varijacionim problemima

gde jedan pokuxava da na celokupnoj puta�i minimizira neku proseqnu vred-

nost kao na primer kvadrat brzine zgloba,∫ T

0

‖θ̇(t)‖2dt, (1)

poxtuju�i jox jedno dodatno ograniqe�e a to je da se, prilikom toga, mora

pratiti puta�a x(t). Treba napomenuti da takva strategija apriorno ne garan-

tuje izbegava�e singulariteta ali, kao xto �emo videti, brzina kreta�a zglobova

ima tendenciju rasta kad se pribli�ava singularnim konfiguracijama i op-

timalna puta�a θ(t) obiqno ostaje van singulariteta.

Varijacioni prilaz globalnom problemu istiqe da razlika izme�u lokalnog

i globalnog problema nisu samo kompjuterski resursi na osnovu kojih se one

vide. Optimizacija integrala (1) mo�e se uraditi jedino ako se celokupna

puta�a x(t) ve� poznaje i na izbor θ(t0), u nekom vremenskom trenutku t0, se ne

utiqe samo sa x(t) u okolini t0 ve� i sa x(t) u kasnijem vremenskom trenutku od

trenutka vremena t0. Prema tome lokalni i globalni problemi su razliqiti

i sa matematiqkog i raqunarskog stanovixta.

Na da	e �emo se fokusirati na objax�e�e lokalnih. Ve�ina rezultata

koji �e biti prezentovani su se pojavili ve� negde ali u izlaga�ima namen-

jenim pre svega in�e�erima. Ispostav	a se da postoje neka fundamentalna

ograniqe�a oko toga sta se mo�e uraditi prilikom rexava�a lokalnih prob-

lema i ova ograniqe�a izviru iz topoloxkih razmatra�a prostora zglobova,

prostora delova�a i direktnog kinematiqkog preslikava�a. Ove qi�enice su

pokazane korix�e�em tehnika algebarske topologije.

5.1 Osnovni rezultati

Ideja prostornog delova�a, trebalo bi da bude generalizovana neqim i sada

�emo pogledati robota na Slici (3) da bismo to malo objasnili.
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5 LOKALNI I GLOBALNI PROBLEMI

Ve� je napomenuto da je prostor delova�a robota, za izvrxe�e nekog za-

datka, prostor R3 × SO(3). Nasuprot ovome, na primer posao boje�a, ne za-

hteva ceo prostor orijentacije, jer ugao rotacije spreja oko pokazivaqa pravca

je neva�an. Jedino je bitan pravac u kom je alat usmeren pa, za posao, prostor

delova�a moze biti R3 × S2. Taj prostor je petodimenzioni tako da xestoz-

globni robot ima vixak funkcionalnosti kada se koristi za ovaj posao.

Drugi primeri prostora delova�a, koji nas zanimaju, su

• R2, ako se kreta�e, bez orijentacije, posmatra u ravni

• R3, ako se kreta�e, bez orijentacije, posmatra u trodimenzionom pro-

storu

i

• S2, ukaziva�em zglobova koji nisu zakaqeni za pozicioniranu ruku

• SO(3), ako �elimo da razmatramo kreta�e zglobova koje je orijentisano

Naravno, mogu�e je koristiti nekoliko robota koji rade zajedno na izvrxe�u

zadatka tako da su preseci ovih prostora tako�e potencionalno korisni. U

delu koji sledi obele�ava�emo prostor delova�a sa X.

Tako�e �emo uve�ati klasu robota koju razmatramo tako xto �emo dozvoliti

da koriste opxtije prostore zglobova. Ovo uk	uquje zglobove koji su

• rotacioni, parametrizovani uglom kruga S1,

• translatorni (prizmatiqni), parametrizovani taqkama nekog zatvorenog

intervala [a, b] realne prave.

Mo�e se desiti da rotacioni zglobovi imaju ograniqe�e ugla tako da i oni

mogu biti parametrizovani intervalom. Prostor zglobova �emo oznaqavati sa

Jn, bi�e presek parametrizovanih prostora za svakih n robotovih pokretnih

zglobova i uvek �e imati homotopiju torusa.

Primetimo da isk	uqujemo loptaste zglobove, pozicije koje su parametri-

zovane sa S2 iz ovog opisa. Ovo je zato xto je veoma texko pokretati loptaste

zglobove motorom iako oni mogu biti korix�eni kao pasivni zglobovi meha-

nizma. U takvim sluqajevima oni �e ograniqavati kreta�e motorizovanih

zglobova ograniqavaju�i kreta�e zglobova na neki podskup prostora zglobova

Jn. Uopxtava�e rezultata izlo�enih ovde, na ovaj opxtiji koncept, mora se

pa�	ivo izvesti.
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5 LOKALNI I GLOBALNI PROBLEMI

Pretpostavi�emo da svaka taqka u Jn odre�uje fiziqki dozvo	enu konfigu-

raciju zgloba robota koja pozicionira robota ka nekoj taqki u prostoru delo-

va�a X. Ovo znaqi da mehanizam nije ograniqen na podprostor od Jn, kao xto

je opisano gore, i zato se mo�e definisati direktno kinematiqko presli-

kava�e na celokupnom prostoru zglobova f : Jn → X, kao xto je opisano u

jednom od predhodnih delova teksta. Zadaju�i trajektoriju x(t) ⊂ X, moramo

na�i puta�u θ(t) ⊂ Jn sa f(θ(t)) = x(t), da bi se robot kretao po puta�i x(t).

Navex�emo sada par primera ovakvih konstrukcija, koji �e biti koriqeni

na da	e.

5.1.1 N- zglobni ravanski mehanizam

Mehanizam je prikazan na Slici (2) i nije texko napraviti �egov karto-

nski (ili grubi) model.

Slika 2: N - zglobni ravanski mehanizam prikazan za n = 5. Mehanizam se sastoji

od pravih linija povezanih u seriji rotacionim zglobom na fiksnoj bazi. Alat

montiran na kraju mo�e biti pozicioniran u ravni rotira�em zglobova mehanizama.

Svaki zglob je rotacionalan i mo�e da se napravi korix�e�em qiode koja

dr�i kartonske veze zajedno. Obele�ava�emo taqke u prostoru Jn = T n sa θ =

(θ1, . . . , θn), gde je θi ugao koji qini i-ti krak sa horizontalnom osom. Mehanizam

8
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pozicionira svoju kraj�u taqku u ravni tako da je X = R2. Oqito dolazi do

ponav	a�a kad je n > 2. Direktno kinematiqko preslikava�e je zadato sa

f(θ) =
n∑
j=1

lie
iθj ,

gde je lj du�ina j-og kraka.

5.1.2 Mehanizmi usmerava�a

Slika 3: Dvozglobni usmeravaju�i mehanizam mo�e biti korix�en za usmeravaju�e

alate (kao roboti za boje�e automobila ili zavrta�e xafova). Iako se meha-

nizam obiqno montira na mehaniqku ruku, tako da alat mo�e biti pozicioniran

tako i usmeren, ovde je pokazan u odnosu na fiksnu bazu. Sfera pravaca, na koje

pokazuje, tako�e je prikazana pozicionirana svojim centrom u vrhu mehaniqke strele.

Primetite da ose rotacije dva zgloba tako�e prolaze kroz centar sfere. Sfera

pokazuje pravac kreta�a. Koordinate zglobova ovog mehanizma su prikazani preko

obiqnih sfernih koordinata.

Na Slici (3) je pokazan dvozglobni mehanizam usmerava�a. Bira�em razli-

qitih pozicija za dva zgloba u mehanizmu mo�e se uqiniti da mehaniqka strela

pokazuje u bilo kom �e	enom pravcu. Prostor delova�a je S2. Mehanizam je

9
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bez vixka dejstava i uglovi θ1 i θ2 su ustvari obiqne sferne koordinate na

sferi. Zato direktno kinematiqko preslikava�e mo�emo zadati sa

f(θ1, θ2) = (cos θ2 cos θ1, cos θ2 sin θ1, sin θ2)

gde je θ2 xirina i θ1 du�ina taqke sfere.

Slika 4: Dodava�em mehanizma sa Slike (3) na tre�i zglob, mehanizam postaje

trozglobni neobavezni mehanizam. Primetimo da, kao xto je sluqaj kod dvozglobnog,

ose svih mehanizama prolaze kroz centar sfere koja pokazuje pravac kreta�a. Kao

rezultat ne�e promeniti poziciju poqetka strele, koji je tako�e pozicioniran u

centru sfere, ali, koji isk	uqivo me�a pravac sfere.

Na Slici (4) prikazan je trozglobni mehanizam sa vixkom dejstva.

Setimo se da se taqka θ ∈ Jn naziva singularna konfiguracija ako je Jakobi-
jan df u θ bez maksimalnog ranga. Svaki od prethodnih primera ima singularnu

konfiguraciju koju �emo sada ispitati.

6 Fiziqka prezentacija singulariteta

I bez vixka dejstva i sa vixkom dejstva, usmeravaju�i mehanizmi su u

singularnoj konfiguraciji kada se celokupan mehanizam nalazi u ravni. Je-

dnostavnim raqunom dobijamo da je Jakobijan direktnog kinematiqkog presli-
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Slika 5: Singularna konfiguracija za trozglobni ravanski mehanizam. Nikakva

rotacija zglobova ne mo�e dovesti do pokreta�a kraj�e taqke u smeru strelice.

kava�a za mehanizme bez vixka dejstva jednak cos θ2. To znaqi da �e se celoku-

pan mehanizam nalaziti u ravni kada je θ2 = ±π/2, odnosno pri usmerava�u

u pravcu severnog ili ju�nog pola. Za konfiguraciju sa vixkom dejstva na

Slici (4) imamo da je Jakobijan preslikava�a jednak cos θ3 sin (θ2 − θ1), xto

znaqi da singularna konfiguracija nastaje kada je θ2 = θ1 ili je θ2 = θ1 + π,

ili θ3 = ±π/2. Singularna konfiguracija sa vixkom dejstva usmeravaju�eg

mehanizma je pokazana na Slici (9).

Primetimo da varira�e θ1, u bilo kojoj od ovih konfiguracija, ne proizvodi

promenu u smeru usmerava�a. Kako ceo mehanizam le�i u ravni, bilo kakva

rotacija strele oko ose normalne na ravan mehanizma je nemogu�a.

Za n-zglobni mehanizam singularna konfiguracija nastaje kada je θi = θj

ili je θi = θj +π za sve i i j. Takva konfiguracija je prikazana na Slici (5 ).

Primetite da nikakvo pokreta�e zgloba ne mo�e prouzrokovati pokreta�e u

radijalnom pravcu u prostoru delova�a kada je mehanizam u ovakvoj konfigu-

raciji.

Singulariteti su veoma neugodni za in�e�ere robotike zato xto brzina

zglobova ima tendeciju brzog rasta u �ihovoj blizini. Ovo je zato xto Jako-

11
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Slika 6: Dvozglobni ravanski mehanizam ima singularitet, kad pokazuje na svoju

osnovu, ako su oba kraka iste du�ine. Razliqite konfiguracije su pokazane za

takav mehanizam, dok on prati put koji prolazi blizu, ali ne kroz singularitet.

Pokazane su odgovaraju�e pozicije lakta za skup jednako uda	enih taqaka na puta�i.

Dok mehanizam prolazi pored singulariteta on je prinu�en da se prebaci iz pozicije

lakat-gore u lakat-gore i, xto je pozicija bli�e singularitetu, ova prebaciva�a

moraju br�e da se dese. Rezultuju�e pove�a�e, u blizini zgloba, mo�e se videti u

pove�a�u distance izme�u markiranih mesta na trajektoriji, koja prikazuje kreta�e

lakta.

bijan df poqi�e da bude singularan, odnos brzine na puta�i

‖θ̇‖
‖ẋ‖

,

sa df(θ̇) = ẋ mo�e te�iti beskonaqnosti. Primer ovoga je prikazan na Slici

(6) koja prikazuje dvokrakni ravanski mehanizam, bez vixka dejstva, gde su

ove veze jednake du�ine. Singularitet se jav	a kada je kraj manipulatora u

poqetku baze manipulatora i Slika (6) pokazuje nekoliko konfiguracija dok

se puta�a mehanizma bli�i pravoj liniji ali ne prolazi kroz poqetak.

Veliki prostor izme�u oznaka, gde se nalazi lakat, pokazuje da se brzina

zgloba uve�ava kada se manipulator kre�e ka poqetku. Ovo je zato xto je meha-

nizam prisi	en da se iz pozicije lakat-gore, na desnoj strani, brzo prebaci u

poziciju lakat-dole, na levoj strani. xto puta�a vixe pribli�ava poqetku,

12
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br�e su tranzicije izme�u polo�aja lakat-gore i lakat-dole i ovo qini da

brzina zgloba postane beskonaqna.

Zanim	ivo, problem se ne jav	a kada pratimo pravu liniju koja prolazi

direktno kroz singularitet. U ovom sluqaju, manipulator mo�e da pro�e kroz

obe strane singulariteta, u lakat-gore poziciji, tako da velika brzina zgloba

nije potrebna i ne dexava se.

Velika brzina zgloba tako�e je neophodna kada mehanizam usmerava�a bez

vixka dejstva prolazi blizu singulariteta, severnog i ju�nog pola.

Pogledajmo presek ravni koja je paralelna osi sever-jug, ali koja je ne

sadr�i, sa sferom.

Slika 7: Dvozglobni mehanizam ukaziva�a ima singularitete kada pokazuje u

pravcu severnog i ju�nog pola. Slika pokazuje pogled na sferu pokaziva�a

gledaju�i na ose kroz polove, tj sa z-ose. Puta�a na sferi je prikazana tako da

ide blizu, ali ne kroz severni pol, i ugao prvog zgloba je pokazan u dve razliqite

pozicije na puta�i. Dok se mehanizam kre�e ka severnom polu θ1 je primorana da

iznenada skoqi za skoro π. Xto bli�e ova puta�a biva severnom polu ovi skokovi

se moraju br�e odigrati.

Slika (7) pokazuje ptiqju perspektivu puta�e, koju posmatramo, gledaju�i
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je na dole sa severnog pola sfere. Slika pokazuje da, kada se mehanizam kre�e

od severnog pola, prvi ugao θ1 je primoran da brzo skoqi do π radijana i xto

bli�e puta�a dolazi do severnog pola, skokovi moraju br�e da se odigraju.

Kao u sluqaju dvokrakog ravanskog mehanizma problem se ne jav	a kod puta�a

koje prolaze direktno kroz singularitet. U takvim situacijama usmeravaju�i

mehanizam mo�e da zadr�i ugao θ1 konstantnim i da se kre�e tako xto varira

ugao θ2 u ograniqenoj brzini.

Ove qi�enice primoravaju in�e�ere da koriste takve mehanizme ne samo

da bi izbegli singularitete ve� i okoline singulariteta i da bi ograniqili

razmeru brzine zglobova i brzine u prostoru delova�a kada se prati puta�a.

Veliqina rupe koja treba da bude iseqena iz prostora delova�a zavisi od toga

koliko striktno se �eli ograniqiti ova razmera brzina. Neka rupa mora biti

iseqena u svakom sluqaju.

Za dvozglobne ravanske mehanizme ovo znaqi da ne mo�emo da idemo suvixe

blizu poqetku a za usmeravaju�i mehanizam da moramo da ostanemo uda	eni od

severnog i ju�nog pola. Takva ograniqe�a postaju jox vixe iritiraju�a, na

primer, ako zamix	amo mehanizam usmerava�a bez vixka dejstava montiran

na pozicioniranu ruku. Kako se ruka kre�e, severni i ju�ni pol �e rotirati

zajedno sa posled�im krakom ruke i rupama, koje moraju biti isk	uqene na

sferi pokaziva�a, koje isto tako rotiraju.

Poenta je u tome da se zglobovi sa vixkom dejstva mogu koristiti da bi se

izbegli singulariteti i da prate zglobove visokih brzina.

Slika (8) pokazuje trozglobni ravanski mehanizam koji prati istu puta�u

koju prati dvozglobni mehanizam na Slici (6). Zbog vixka dejstva, mehanizam

je sposoban da prati celokupnu puta�u u poziciji lakat-gore i kako se puta�a

bli�i poqetku brzina ostaje u granicama.

7 Metode rexava�a lokalnog problema

Trozglobni mehanizam pokaziva�a pru�a sliqne prednosti. Iako meha-

nizam i da	e ima singularitete, svi pravci pokaziva�a mogu se dosti�i

pomo�u nesingularnih konfiguracija. Da bismo ovo videli, razmatrajmo si-

ngularnu konfiguraciju prikazanu na Slici (9).

Da bismo u istom pravcu usmerili nesingularnu konfiguraciju, dovo	no

je rotirati drugi zglob tako da rotaciona osa tre�eg zgloba iza�e iz ravni
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Slika 8: Trozglobni ravanski mehanizam prati istu puta�u koja je prikazana na

Slici (6). Zbog vixka dejstva mehanizam mo�e ostati u poziciji lakat-gore na

celokupnoj puta�i, i razmera brzine zgloba i brzine u prostoru delova�a ostaje

ograniqena dok se puta�a pribli�ava osnovi mehanizma.

singularne konfiguracije dok vektor pokaziva�a ostaje fiksiran. Rezulti-

raju�a konfiguracija �e biti nesingularna jer �e df(θ̇3) i df(θ̇2) biti linearno

nezavisni.

Situacija sada veoma podse�a na problem liftinga puta�e prilikom prekri-

va�a prostora. Imamo direktno kinematiqko preslikava�e f : Jn → X i datu

puta�u x(t) ⊂ X. Treba odrediti lifting puta�e θ(t) u Jn sa f(θ(t)) = x(t).

Me�utim, postoje neki novi dodaci starog problema. Pre svega, direktno kine-

matiqko preslikava�e ima singularitete i oni moraju biti izbegnuti. Da	e,

algoritam za izvo�e�e ovog liftinga mora biti dat u takvom obliku da ga kom-

pjuter mo�e izvesti. Kad je sve ovo reqeno i ura�eno, neko bii mogao po�eleti

da se optimizira algoritam tako da ne izbegava samo singularitet ve� i da op-

timizuje odnos brzine zgloba i brzine u prostoru delova�a na neki naqin.

Kao xto je ranije reqeno, ovom rexe�u se mo�e pri�i sa dva razliqita

skupa pretpostavki: ili znamo celokupnu puta�u pre poqetka, xto rezultira

globalnim problemom optimizacije ili, kada je puta�a vo�ena informacijama

dobijenih od senzora, mora se izabrati naqin liftinga koriste�i samo lokalne
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Slika 9: Mehanizam za pokaziva�e se nalazi u singularnoj konfiguraciji ako sve

tri ose rotacije i strela le�e u ravni, kao xto je pokazano gore. Konfiguracija

se nalazi u singularitetu zato xto nikakva konfiguracija ne�e mo�i da zarotira

strelu u smeru koji nije normalan na ovu ravan. xtavixe, za pokazanu konfigu-

raciju, rotacija drugog zgloba ne proizvodi promenu u pravcu pokaziva�a i pored

toga xto mehanizam vixe nije u singularnoj konfiguraciji od onog trenutka kada

se druga osa zarotira.

informacije o puta�i u prostoru delova�a. Mi �emo se skoncentrisati na

ovo lokalno pita�e i prvo �emo kratko prodiskutovati neke metode koje su

predlo�ene za dizajnira�e algoritma.

7.1 Algoritam pra�e�a

Najprirodniji put konstruisa�a algoritma liftinga lokalne puta�e je

korix�e�e diferencijalnih jednaqina oblika

θ̇ = G(θ, ẋ),

gde je

df(G(θ, ẋ)) = ẋ.

Ako mo�emo da konstruixemo takvu funkciju G, kompjuter �e mo�i da inte-

grira diferencijalnu jednaqinu daju�i puta�u. Naravno, nema razloga da ne
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razmotrimo diferencijalne jednaqine vixeg reda, kao sto je ura�eno u [15],

da se minimizira torus zgloba, ali mi �emo naxu pa��u ograniqiti ovde na

jednaqine prvog reda.

Jedan naqin, koji je predlo�en za definisa�e G, je da se uzme G(θ, ẋ) da se

minimizira ‖θ̇‖2 u skupu

{θ̇|df(θ̇) = ẋ}

Ovo je, naravno, prirodan izbor ali je prona�eno da ima brojne nedostatke.

Prva, i mo�da iznena�uju�a situacija, �e se javiti kad vas ovaj metod odvede

pravo u singularitet. Iako je ovo malo verovatno, ipak je mogu�e i to znaqi

da, prate�i informacije koje dobijemo od senzora, mogu da nas dovedu u za-

k	uqanu poziciju.

Metod pati od jox jednog nedostatka koji je uobiqajen i za druge predloge za

rexava�e lokalnog problema. Zadata pribli�na puta�a x(t) u prostoru delo-

va�a, bi�e obiqno pra�ena otvorenom puta�om u prostoru zglobova. Ova oso-

bina je ne�e	ena sa in�e�erske taqke gledixta jer vodi do nepredvid	ivih

situacija. Pretpostavimo da �e robot pratiti istu puta�u iznova i iznova

(ili qak pribli�no istu puta�u ako je ona modifikovana informacijama od

senzora). Kako se puta�a u prostoru delova�a ponav	a, puta�a u prostoru

zglobova mo�e da poqne da luta dovode�i mehanizam u nepredvi�enu poziciju.

Neka je tema izbegava�e prepreka. Ako �elimo da uradimo evaluaciju puta�e

i jox i �enu optimizaciju, evaluacija nas mo�e dovesti do ozbi	nih opas-

nosti. Tako�e je veoma texko unapred znati kada �e manipulator uleteti u

singularitet i ako neki od zglobova imaju ograniqe�e uglova, xto je uobiqa-

jen sluqaj, texko je predvideti kada �e oni biti prevazi�eni. Kako �e se ova

tema pojav	ivati u naxoj diskusiji, formalizova�emo je:

Definicija 7.1 Algoritam pra�e�a se naziva cikliqnim ako je svaka zatvo-

rena puta�a u prostoru delova�a pra�ena zatvorenom puta�om u prostoru

zglobova.

Iako ne mora uvek da bude sluqaj, gore opisan algoritam vodi do necikli-

qnih pra�e�a.

7.2 Proxirena Jakobijeva metoda

Postoji jox jedna opxta strategija za rexava�e lokalnih problema koja

uk	uquje brojne metode rexava�a predlo�ene u literaturi. U [14] je nazvana

proxirena Jakobijeva metoda i koristi ograniqene funkcije da bi rexila
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nedeterminisanost koja se jav	a zbog vixka dejstva. Pretpostavimo da je n

dimenzija prostora zgloba i m je dimenzija prostora delova�a. Odatle je

n−m stepen ponav	a�a. Neka je

h : Jn →M

glatka, ograniqena funkcija koja slika prostor zglobova u n−m dimenzionu

mnogostrukost M . Razmotrimo sada funkciju

f × h : Jn → X ×M,

koja je definisana izme�u mnogostrukosti jednakih dimenzija. Mogu�e je prati-

ti puta�u x(t) u X zahtevaju�i da

f × h(θ(t)) = (x(t), const). (1)

Konstanta �e biti odre�ena sa poqetnom pozicijom manipulatora kada pra�e�e

zapoqne. Ponovo ovaj metod ne garantuje izbegava�e singulariteta i vextina

u �egovom korix�e�u le�i u predlaga�u odgovaraju�e funkcije h, koja ili

izbegava singularitete ili ih smexta u mesta koja nisu tako iritiraju�a.

Ograniqena funkcija h mo�e da ima efekat vextaqkih singulariteta gde ih

ranije nije bilo. Da bi se rexila (1), mora se invertovati f × h a to zahteva

da proxirena Jakobijeva matrica [
df
dh

]
bude nesingularana. Ova matrica mo�e postati singularna qak i u taqkama

gde df ima maksimalan rang.

Da bi se rexila (1), ona se prevodi u diferencijalne jednaqine oblika

df(θ̇) = ẋ

dh(θ̇) = 0.

Na�alost, proxirena Jakobijeva metoda mo�e da proizvede necikliqna pra�e-

�a.

Posled�a metoda za rexava�e lokalnog problema je konceptualno najprostija

od svih.

7.3 Inverzna kinematiqka funkcija

Definicija 7.2 Inverzna kinematiqka funkcija (ili samo inverzna funkci-

ja) direktnog kinematiqkog preslikava�a f : Jn → X definisana na nekom

podskupu X0 ⊂ X je diferencijabilna funkcija g : X0 → Jn, gde je f ◦ g = id.
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Zadaju�i inverznu funkciju, pra�e�e puta�e izgleda veoma jednostavno:

puta�a x(t) u X0 je pra�ena sa θ(t) = g(x(t)) u Jn. Jednostavnost ovoga je

me�utim var	iva. Dok postoji obi	e softverskih alata za rexava�e dife-

rencijalnih jednaqina pomo�u raqunara, konstrukcija inverzne kinemattiqke

funkcije, posebno one koja mo�e biti jednostavno saquvana i evaluirana od

strane raqunara, je mnogo te�e.

Primeri inverzne kinematiqe funkcije za mehanizme ukaziva�a sa vixkom

dejstva dati su u [3] ali opxti metod za �ihovo dobija�e za komplikovanije

manipulatore jox ne postoji. Primetimo da smo dozvolili da X0, domen za g,

bude podskup od X iako se tada mogu pratiti jedino puta�e koje cele le�e u

X0. Slede�a teorema objas�ava zaxto.

Teorema 7.1 Neka je X = S2 ili X = SO(3). Tada ne postoji inverzna

kinematiqka funkcija koja bi bila definisana na celom prostoru X.

Dokaz i �en znaqaj u robotici su dati u [7] i pokazuje da inverzne kine-

matiqke funkcije ne mogu nikada biti potpuno uspexne u prevazile�e�u prob-

lema singulariteta kod ukaziva�a ili orijentisa�a. To ne zavisi od toga ko-

liko smo ponav	a�a spremni da dopustimo.

7.4 Evivalentnost algoritama

S druge strane, privlaqi nas da idemo napred tra�e�i druge metode koje

mogu da obezbede kompletno rexe�e. Potraga za drugim, vixe zadovo	avaju�im

algoritmima pra�e�a, otvara jox jedno pita�e. Kako se mo�e re�i da li je al-

goritam pra�e�a ekvivalentan algoritmu dobijenom inverznom kinematiqkom

funkcijom qak iako ova qi�enica nije oqigledna pri �egovoj implementaciji?

Na primer, inverzna kinemetiqka funkcija mo�e lako biti preformulisana

u obliku diferencija-lnih jednaqina tako da nije vixe oqigledno da je Teo-

rema (7.1) primen	iva. Ispostav	a se da je odgovor na ovo pita�e od velikog

znaqaja zato xto qini oqiglednim koja se cena mora platiti ako tra�imo

rexe�e koje nije zadato inverznom kinematiqkom funkcijom.

Teorema 7.2 Algoritam pra�e�a je ekvivalentan algoritmu odre�enom in-

verznom kinematiqkom funkcijom ako i samo ako je algoritam pra�e�a cik-

liqan.

Da bismo dokazali Teoremu (7.2) moramo prvo pa�	ivo da definixemo xta

se taqno misli pod algoritmom pra�e�a. Ovo je ura�eno u [5] u obliku skupa

aksioma. Najva�nija od ovih aksioma je ona koja tvrdi da su delovi puta�e

pra�e�a θ(t) odre�eni samo delovima puta�e x(t) u prostoru delova�a xto je
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neophodno ako �e algoritam pra�e�a biti rexe�e lokalnog problema.

Ako je zadat cikliqan algoritam pra�e�a, nije texko definisati odgo-

varaju�u inverznu kinemattiqku funkciju. Poqi�emo tako xto izaberemo

baznu taqku x0 u X i θ0 u Jn tako da je f(θ0) = x0. Da bismo definisali

inverznu kinematiqku funkciju u nekoj taqki x1 izberimo puta�u x(t) koja

poqi�e u taqki x0 i zavrxava se u x1. Neka θ(t) puta�a u prostoru zglobova

odre�ena algoritmom pra�e�a koja prati x(t) i poqi�e u x0 i zavrxava se

u nekoj taqki x1. Definiximo g(x1) = θ1. Kako je algoritam pra�e�a cik-

liqan taqka θ1 mora biti nezavisna od izabrane puta�e od x0 do x1, tako da

ova definicija ima smisla. Dokaz da je rezultiraju�a funkcija neprekidna

je nexto vixe tehniqki i vixe deta	a se mo�e na�i u [5].

Mane necikliqnog pra�e�a, zajedno sa Teoremom (7.2), daju sna�nu moti-

vaciju za upotrebu inverzne kinematiqke funkcije bez obzira na ograniqe�a

predoqena u Teoremi (7.1). Xtavixe, iako problem singulariteta i rupa

koje prave u prostoru delova�a ne mo�e u potpunosti biti eliminisan, ko-

rix�e�em manipulatora za pokaziva�e i orijentisa�e sa vixkom dejstva, in-

verzne funkcije mogu posti�i znaqajno pobo	xa�e pomo�u ograniqe�a manip-

ulatora bez vixka dejstva.

Inverzna kinematiqka funkcija za trozglobni mehanizam pokaziva�a os-

tav	a nepokrivenom samo jednu rupu na sferi za razliku od dve rupe za

sluqaj bez vixka dejstva. Kako se mehanizam za pokaziva�e obiqno montira

na ruku i pokaziva�e u pravcu kraka, koji ga povezuje sa rukom, nemogu�e je

iz mehaniqkih razloga, ima smisla pokuxati da se rupa inverzne funkcije

pozicionira na naqin koji je pokazan na Slici (10). Na �alost, zbog kon-

figuracije krakova manipulatora na Slici (10), ovo je nemogu�e i u [3] se

predla�e promena mehaniqkog dizajna da bi bili u mogu�nosti da pozicioni-

ramo rupu na mestu spaja�a kraka sa rukom.

Gor�a diskusija i da	e ne rexava pita�e da li je ili nije mogu�e pra�e�e

na celom S2 ili SO(3) ako je neko vo	an da koristi necikliqan algoritam.

Slede�a teorema, koja je dokazana u [5], daje qak i stro�u opstrukciju da bi se

ovo uradilo.

Teorema 7.3 Pretpostavimo da je X = S2 ili X = SO(3) i da je algori-

tam za pra�e�e definisan na celom X. Tada postoje zatvorene puta�e u X

proizvo	no kratke du�ine koja su pra�ene otvorenim puta�ama u Jn.

Gor�a izjava nije bez smisla. U dodatku [5] dat je algoritam pra�e�a za

trozglobni mehanizam pra�e�a. Uz to da imamo predvi�ene osobine Teoremom
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Slika 10: Pozicionira�em rupe u domenu inverzne kinematiqke funkcije meha-

nizma pokaziva�a tako da ruka na kojoj je mehanizam montiran prolazi kroz rupu.

(7.3) imamo i dodatne mane tako da neograniqena puta�a mo�e biti pra�ena

jedino ako zglobovi imaju ugaona ograniqe�a i to je qini nepraktiqnom za

implemetaciju sa in�e�erske taqke gledixta.

Teorema (7.3) mo�e biti preformulisana tako da bude instruktivna ko-

riste�i slede�u definiciju.

Definicija 7.3 Algoritam pra�e�a je lokalno cikliqan ako postoji otvore-

no prekriva�e {Ui} prostora X tako da je algoritam pra�e�a cikliqan kada

se uradi restrikcija na bilo koji Ui.

Teorema (7.3) sada znaqi da ne postoji lokalno cikliqan algoritam pra�e�a

na celom S2 ili SO(3). Kako je proxirena Jakobijeva metoda lokalno cik-

liqna, imamo slede�e:

Proxirena Jakobijeva metoda ne mo�e se koristiti na celom S2 ili SO(3)

bez obzira koja ograniqena funkcija je korix�ena ili koliki broj dodatnih

dejstava je dopuxteno.
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8 Analogni rezultati za manipulatore pozi-

cionira�a

Do sada, najve�i deo naxe pa��e je bio fokusiran na probleme pokaziva�a

i orijentisa�a. Mi �emo sada prodiskutovati o nekim analognim rezultatima

za manipulatore pozicionira�a.

Fokusira�emo se na n - zglobni ravanski mehanizam i odrediti radijus

najve�eg diska, sa centrom u bazi manipulatora, na kome inverzna funkcija

mo�e biti definisana. Metodi koje �emo koristiti u ovom problemu su nexto

razliqiti od kohomolognih argumenata korix�enih za dokaz (7.1). Kako disk

nema ne-nula kohomologiju u pozitivnoj dimenziji i svi diskovi su jednaki sa

topoloxkog stanovixta, mora�emo da koristimo finije argumente.

Teorema 8.1 Pretpostavimo da postoji inverzna funkcija g : D(r)→ T n za

n-zglobni ravanski mehanizam na disku D(r), radijusa r, i neka je

g(x) = (θ1(x), . . . , θn(x)).

Neka x(t) bude puta�a oko granica D(r),

x(t) = re2πit.

Tada, za svaki 1 ≤ i ≤ n, postoji vrednost t, takva da je

θi(x(t)) =
−x(t)

‖x(t)‖
.

Slika (11) pokazuje kako ta konfiguracija izgleda. Teorema tvrdi da

na nekim taqkama granice diska i-ti krak manipulatora mora pokazivati u

suprotnom pravcu od segmenta linije koja povezuje bazu manipulatora i tu

kraj�u taqku. Da bismo videli ovo, primetimo da i-ti krak manipulatora

mora imati stepen nula, dok manipulator prelazi preko spo	ne granice diska.

Ovo je zato xto je funkcija θi(x) definisana u unutrax�osti diska, kao i na

granicama, tako da puta�a i-tog kraka na granici mo�e biti deformisana u

konstantnu puta�u u centru diska. S druge strane, puta�a x(t) ima stepen

1.Koriste�i to, teoremu nije texko dokazati.

Tada imamo (vidi [4]):

Neka su l1, . . . , ln du�ine krakova n-zglobnog ravanskog manipulatora. Neka

je L =
∑n

i=1 li, i neka je lM najdu�a du�ina kraka. Ako je r > L− 2lM , onda ne

postoji inverzna funkcija na D(r).
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Slika 11: Trozglobni ravanski mehanizam koji prati granicu diska centriranog u

�egovoj bazi na kome je definisana inverzna funkcija. Konfiguracija je pokazana

kao xto je opisana u Teoremi (8.1) u kojoj i-ti krak pokazuje u suprotnom smeru od

vektora od baze do posled�eg efektora (posled�i krak mehanizma).

Radijus, koji se pomi�e, je maksimalna distanca koju manipulator mo�e da

dosegne, dok �egov najdu�i krak pokazuje u pravcu suprotnom drugim kracima,

kao xto je prikazano na Slici (12). Vredno je pomenuti da se analogna izjava

mo�e dati i za trodimenzionu ruku pozicionira�a, ali se argumenti moraju

napraviti tako xto se koristi stepen preslikava�a dvosfere.

Ispostav	a se da, ako je r < L − 2lM , onda inverzna funkcija mo�e biti

konstruisana na D(r). Nekoliko takvih razliqitih konstrukcija su date, ali

nijedna dovo	no jednostavna da bi trenutno bila upotreb	iva za publikaciju.
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Slika 12: Maksimalni radijus r koji se mo�e dosti�i kada najdu�i krak ravanskog

mehanizma pokazuje u suprotnom smeru od vektora od baze do efektora. Nijedna

inverzna funkcija ne mo�e biti definisana na disku radijusa ve�eg od r sa centrom

u bazi mehanizma.

9 Topoloxka kompleksnost planira�a kreta�a

Koncept topoloxke kompleksnosti TC(X) je uveo M. Farber u [18] kao kval-

itativnu meru kompleksnosti konstruisa�a robustnog plana kreta�a robota.

TC(X) je broj koji pokazuje prekid u planira�u kreta�a u prostoru konfi-

guracija X. Preciznije, TC(X) je najma�i broj k takav da su k razliqitih

"planiranih pravila kreta�a", od kojih je svako definisano na podskupu od

X ×X, neprekidni u poqetnoj i kraj�oj konfiguraciji.

Koristi�emo metode algebarske topologije (Lusternik - Xnirelmanovu

teoriju) da bismo ispitali topoloxku kompleksnost TC(X). Da�emo jednu

gor�u granicu za TC(X) (u zavisnosti od dimenzije X) i, naravno, do�u

granicu (u zavisnosti od strukture kohomoloxke algebre od X). Eksplici-

tno �emo izraqunati TC(X) planira�a kreta�a za sfere, dvodimenzionalne

povrxine, za proizvod sfera. Posebno, kompletno �emo izraqunati TC(X) za

problem planira�a pokreta�a robotske ruke za izbegava�e prepreka.
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9.1 Definicija topoloxke kompleksnosti

Neka je X prostor svih mogu�ih konfiguracija mehaniqkog sistema. Pro-

blem planira�a kreta�a u sebi sadr�i program koji uzima par konfiguracija

(A,B) ∈ X × X kao ulazne parametre i proizvodi, kao izlazni parametar,

neprekidnu puta�u u X, koja poqi�e u A i zavrxava se u B. A je poqetna

konfiguracija a B je kraj�a konfiguracija sistema.

Pretpostavimo zatim da je prostor konfiguracija X putno - povezan, xto

znaqi da za svaki par taqaka u X postoji neprekidna puta�a u X koja ih

povezuje.

Problem planira�a kreta�a definixemo na slede�i naqin. Neka XI ozna-

qava prostor svih neprekidnih puta�a

γ : [0, 1]→ X

u X. Oznaqi�emo sa

π : XI → X ×X

preslikava�e puta�e γ ∈ XI u �enu poqetnu i kraj�u taqku

π(γ) = (γ(0), γ(1)).

Ako malo preformulixemo ovu definiciju vidimo da problem planira�a

kreta�a u X sadr�i tra�e�e funkcije s : X ×X → XI tako da je π ◦ s = id.

Drugim reqima, mora da bude desni inverz π.

Pita�e: Kada je mogu�e konstruisati plan kreta�a u konfiguracijskom

prostoru X tako da neprekidna puta�a s(A,B) u X, koja opisuje kreta�e

sistema od poqetne konfiguracije A do kraj�e konfiguracije B, zavisi od

para (A,B)? Drugim reqima, da li postoji plan kreta�a u X tako da je

s : X ×X → XI neprekidno?

Planira�e neprekidnog kreta�a je veoma va�an, prirodan zahtev. Ne-

dostatak neprekidnosti bi rezultovao nestabilnost ponaxa�a: postojali bi

proizvo	ni bliski parovi (A,B) i (A′, B′), iz poqetno - kraj�ih konfigu-

racija, takavi da odgovaraju�e puta�e s(A,B) i s(A′, B′) nisu bliske.

Na�alost, kako �e pokazati slede�a teorema, planira�e neprekidnog kre-

ta�a postoji jedino u veoma specifiqnim situacijama.

Teorema 9.1 Neprekidno kreta�e s : X ×X → XI postoji ako i samo ako je

prostor konfiguracija X kontraktibilan.
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Slika 13: Planira�e neprekidnog kreta�a: zatvoreni poqetno - kraj�i parovi

(A,B) i (A′, B′) proizvode bliska kreta�a s(A,B) i s(A′, B′).

Dokaz: Pretpostavimo da neprekidno kreta�e s : X×X → XI postoji. Uzmimo

fiksnu taqku A0 ∈ X i razmotrimo homotopiju

ht : X → X, ht(B) = s(A0, B)(t),

gde je B ∈ X, i t ∈ [0, 1]. Imamo h1(B) = B i h0(B) = A0. Prema tome ht daje

kontrakciju prostora X u taqki A0 ∈ X.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji neprekidna homotopija ht : X → X tako da

h0(A) = A i h1(A) = A0 za neki A ∈ X. Zadaju�i par (A,B) ∈ X ×X, mo�emo

napraviti puta�u t 7→ ht(A), sa inverzijom t 7→ ht(B), koja daje neprekidno u

X.

Dakle, dobili smo plan kreta�a u kontraktibilnom prostoru pomeraju�i A u

baznu taqku A0 du� kontrakcije i zatim prate�i inverziju puta�e koja daje

put iz B u A0.

Definicija 9.1 Neka je dat putno-povezan topoloxki prostor X. Defin-

iximo topoloxku kompleksnost planira�a kreta�a u X kao najma�i broj

TC(X) = k, takav da Dekartov proizvod X × X mo�emo prekriti sa k

otvorenih podskupova

X ×X = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk (1)

tako da za svaki i = 1, 2, . . . , k postoji neprekidno kreta�e

si : Ui → XI , π ◦ si = id,
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preko Ui. Ako takvo k ne postoji, oznaqava�emo TC(X) =∞

Uzimaju�i otvoreno prekriva�e X ×X = U1 ∪ U2 ∪ · · · ∪ Uk i si, kao gore,

mogli bismo da napravimo slede�i algoritam. Uzmimo par poqetno - kraj�e

konfiguracije (A,B). Prvo prona�imo podskup Ui najma�eg indeksa i takvog da

je (A,B) ∈ Ui i tada �emo uzeti si(A,B) kao rezultat. Diskontinuitet izlaza

si(A,B), kao funkcije ulaznih parametara (A,B), je jasan: pretpostavimo da je

(A,B) u granicama U1 i u blizini para (A′, B′) ∈ U2 − U1; tada izlaz s1(A,B),

u pore�e�u sa s2(A′, B′), mo�e biti potpuno razliqito, jer su s1|U1∩U2 i s2|U1∩U2

u opxtem sluqaju disjunktni.

Slika 14: Diskontinuitet odgovaraju�eg planera kreta�a u pokrivaqu {Ui}

Prema tvr�e�u Teoreme 9.1, imamo da je TC(X) = 1 ako i samo ako je pros-

tor X kontraktibilan.

Primer: Pretpostavimo da je X konveksan podskup Euklidovog prostora

Rn. Par poqetno kraj�ih konfiguracija (A,B) mo�emo pomerati konsta-

ntnom brzinom du� prave koja povezuje A i B. Ovo jasno proizvodi nepreki-

dan algoritam za planira�e kreta�a u X. Ovo je u skladu sa Teoremom 9.1:

TC(X) = 1 jer je X kontraktibilan.

Primer: Razmotrimo sluqaj kada je X = S1. Kako S1 nije kontraktibilan

znaqi da je TC(S1) > 1. Poka�imo da je TC(S1) = 2. Definiximo U1 ⊂ S1×S1

sa U1 = {(A,B) : A 6= −B}. Planira�e neprekidnog kreta�a preko U1 dato

preslikava�em s1 : U1 → (S1)I koje pomera A prema B konstantnom brzinom
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du� jedinstvenog najkra�eg luka koji spaja A i B. Prelikava�e s1 ne mo�e

biti produ�eno u neprekidno preslikava�e antipodalnih taqaka A = −B.
Sada definiximo U2 = {(A,B) : A 6= B}. Fiksirajmo orijentaciju S1. Plan

neprekidnog kreta�a preko U2 je dat preslikava�em s2 : U2 → (S1)I koje pomera

A prema B konstantnom brzinom u pozitivnoj orijentaciji du� S1. Ponovo, s2

ne mo�e biti produ�eno u neprekidno preslikava�e na celom S1 × S1.

Va�no je uoqiti qi�enicu da je preslikava�e π : XI → X ×X, prethodno

definisano, zapravo fibracija, xto podrazumeva da se sekcije mogu zameniti

homotopijama sekcija u definiciji TC(X) a da se ipak dobije isti rezultat.

Ova qi�enica povezuje topoloxku kompleksnost TC(X) sa takoimenovanim

Xvarcovim rodom, dobro uspostav	enim i opse�no prouqavanim konceptom u

teoriji homotopije.

Rod (genus) g(h) preslikava�a h : X → Y je najma�i broj n takav da se Y

mo�e prekriti sa n otvorenih podskupova na svakom od kojih h ima neprekidnu

sekciju; g(h) =∞ ukoliko takvo n ne postoji. Dakle, u naxem primeru, imamo

da je TC(X) = g(π), rezultat koji topoloxku kompleksnost potpuno postav	a

u domen teorije homotopije.

10 Svojstva topoloxke kompleksnosti

U literaturi se mogu prona�i razliqiti rezultati i eksplicitni proraquni

topoloxke kompleksnosti. U [19] se mo�e videti priliqno kompletan pregled

opxte teorije. Navedimo neke od osnovnih svojstava topoloxke kompleksnosti:

1. Topoloxka kompleksnost je homotopska inivarijanta, odnosno

X ' Y ⇒ TC(X) = TC(Y ).

2. Fundamentalna procena ka�e da je:

cat(X) ≤ TC(X) ≤ cat(X ×X),

gde cat(X) oznaqava Lusternik - Xnirelmanovu kategoriju prostora X

(pogledati [20]).

3.

TC(X) ≥ nil(Ker∆∗ : H∗(X ×X)→ H∗(X)).

Ovde je Ker∆∗ jezgro homomorfizma izme�u kohomoloxkih prstenova in-

dukovano dijagonalnim preslikava�em ∆ : X → X ×X, i nil(Ker∆∗) je

najve�i n takav da je svaki proizvod n elemenata iz Ker∆∗ nula.
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10.1 Invarijanta homotopskog tipa

Slede�e svojstvo homotopske invarijantnosti dopuxta qesto pojednostavl-

je�e prostora konfiguracija X bez promene topoloxke kompleksnosti TC(X).

Navedeno Svojstvo 1 topoloxke kompleksnoosti proizilazi direktno iz

slede�eg tvr�e�a.

Teorema 10.1 Ako X dominira nad Y onda je TC(X) ≥ TC(Y ).

Dokaz: Pretpostavimo da X dominira nad Y , odnosno da postoje neprekidna

preslikava�a f : X → Y i g : Y → X takva da je f ◦ g ' idY. Pretpostavimo

da je U ⊂ X ×X otvoren podskup takav da postoji plan neprekidnog kreta�a

s : U → XI preko U .

Definiximo V = (g × g)−1(U) ⊂ Y × Y . Konstruisa�emo σ : V → Y I preko V

eksplicitno. Uzmimo homotopiju ht : Y → Y tako da je h0 = idY i h1 = f ◦g, t ∈
[0, 1]. Za (A,B) ∈ V i τ ∈ [0, 1], neka je

σ(A,B)(τ) =



h3τ (A), za 0 ≤ τ ≤ 1/3,

f(s(gA, gB)(3τ − 1)), za 1/3 ≤ τ ≤ 2/3,

h3(1−τ), za 2/3 ≤ τ ≤ 1.

Dakle, dobili smo da za k = TC(X) bilo koji otvoren pokrivaq U1 ∪ · · · ∪
Uk = X×X sa planom neprekidnog kreta�a preko svakog Ui definixe otvoren

prekrivaq V1∪· · ·∪Vk = Y ×Y analognih svojstava. To dokazuje da je TC(Y ) ≤
TC(X) xto je i dokaz teoreme.

10.2 Gor�a granica za TC(X)

Teorema 10.2 Za bilo koji putno-povezan parakompaktan prostor X imamo

da je:

TC(X) ≤ 2 · dimX + 1. (1)

Posebno, ako je X poliedarski podskup od Rn, tada TC(X) mo�emo bli�e

oceniti na slede�i naqin:

TC(X) ≤ 2n− 1. (2)

Na trenutak saqekajmo sa dokazom teoreme.

Koristi�emo odnos izme�u TC(X) i Lusternik-Xnirelmanove kategorije

cat(X). cat(X) je definisana kao najma�i ceo broj k takav da prostor X

mo�emo da prekrijemo sa k otvorenih podskupova V1 ∪ · · · ∪ Vk = X gde je

svaka inkluzija Vi → X homotopna trivijalnom preslikava�u.
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Teorema 10.3 Ako je X putno-povezan i parakompaktan onda je:

cat (X) ≤ TC(X) ≤ 2 · cat (X)− 1. (3)

Dokaz: Neka je U ⊂ X ×X otvoren podskup takav da postoji neprekidno kre-

ta�e s : U → XI na U . Neka je A0 ∈ X fiksirana taqka. Oznaqimo sa V ⊂ X

skup svih taqaka B ∈ X takvih da (A0, B) pripada U . Tada je jasno da je V

otvoren skup i da je kontraktibilan u X ×X.

Ako je TC(X) = k i U1 ∪ · · · ∪ Uk prekriva X × X i postoji neprekidno

kreta�e preko svakog Ui, tada je skup Vi, gde je A0×Vi = Ui∩(A0×X), formiraju

otvoreno pokriva�e prostora X. Ovo pokazuje da je TC(X) ≤ cat (X).

Slede�a nejednakost proizilazi iz oqigledne nejednakosti

TC(X) ≤ cat (X ×X)

u kombinaciji sa cat (X ×X) ≤ 2 · cat (X)− 1, pogledati Tvr�e�e (2.3) u [10].

Dokaz prethodne teoreme: Imamo da je cat (X) ≤ dim (X) + 1. Zajedno sa

desnom stranom nejednakosti predhodne teoreme dobijamo tra�enu nejednakost.

Ako je X ⊂ Rn povezan poliedarski podprostor, tada je X homotopskog tipa

kao (n−1)-dimenzionalan poliedar Y . Koriste�i homotopsku invarijantnost,

nalazimo da je TC(X) = TC(Y ) ≤ 2(n− 1) + 1 = 2n− 1.

10.3 Do�a granica za TC(X)

Neka je k po	e karakteristike razliqite od 2. Kohomologija H∗(X; k) je

graduisana k-algebra sa proizvodom:

∪ : H∗(X; k)⊗H∗(X; k)→ H∗(X; k) (4)

Tenzorski proizvod H∗(X; k) ⊗ H∗(X; k) je tako�e graduisana k-algebra sa

proizvodom:

(u1 ⊗ v1) · (u2 ⊗ v2) = (−1)|v1|·|u2|u1u2 ⊗ v1v2. (5)

|v1| i |u2| oznaqavaju stepen kohomoloxkih klasa v1 i u2.

Definicija 10.1 Jezgro homomorfizma (4) �emo zvati idealom delite	a

nule u H∗(X; k). Zatim, zdcl od H∗(X; k) (zero − divisors − cup − lenght) je

du�ina najdu�eg netrivijalnog proizvoda delite	a nule u H∗(X; k).

Primer: Neka jeX = Sn. Neka je u ∈ Hn(Sn; k) fundamentalna klasa i neka je

1 ∈ H0(Sn; k) jedinica. Tada je a = 1⊗u−u⊗1 ∈ H∗(Sn; k)⊗H∗(Sn; k) delite	
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nule jer, ako primenimo homomorfizam (4) na a, dobijamo da je 1 · u− u · 1 = 0.

Drugi delite	 nule je b = u ⊗ u jer je u2 = 0. Raqunaju�i a2 = a · a prema

pravilu (5), imamo da je:

a2 = ((−1)n−1 − 1) · u⊗ u.

Odatle je a2 = −2b, kada je n paran broj i a2 = 0, kada je n neparan broj;

proizvod ab ixqezava za svaki n. Zak	uqujemo da je zdcl (H∗(Sn; k)) jednak 1,

za svaki neparan n i da je jednak 2 za svaki paran broj n.

Teorema 10.4 TC(X) > zdcl (H∗(X; k)).

Da bismo ilustrovali ovu teoremu, uzmimo specijalan sluqaj X = Sn. Raqu-

na�em zdcl(H∗(Sn; k)) i prime�uju�i ovu teoremu, imamo da je TC(Sn) > 1,

kada je n neparan i TC(Sn) > 2, kada je n paran broj. To znaqi da bilo koji

planer kreta�a sfere Sn mora da ima najma�e dva otvorena skupa Ui; xtavixe,

bilo koji planer kreta�a sfere Sn mora da ima najma�e tri otvorena skupa

Ui ako je n paran.

Dokaz: Razmotrimo slede�i komutativan dijagram:

X α //

∆ ##

XI

π
��

X ×X

α pridru�uje bilo kojoj taqki x ∈ X konstantnu puta�u [0, 1] → X u toj

taqki. ∆ : X → X × X je dijagonalno preslikava�e ∆(x) = (x, x). Zapazimo

da je α homotopska ekvivalencija. Kompozicija

H∗(X; k)⊗H∗(X; k) ∼= H∗(X ×X; k)
π∗→ H∗(XI ; k)

α∗→ H∗(X; k) (6)

se podudara sa kap-proizvodom (4). Izomorfizam na levoj strani se imenuje i

Künneth-ov izormorfizam.

Kao xto smo napomenuli, topoloxka kompleksnost TC(X) je Xvarcov rod fi-

bracije π : XI → X × X. Dokaz teoreme proizilazi iz pomenute napomene,

homomorfizma (6) i iz kohomoloxke najma�e granice za Xvarcov rod (pogle-

dati Teoremu 4 u [1]).

10.4 Plan kreta�a na sferama

Teorema 10.5

TC(Sn) =

{
2, n− neparan
3, n− paran
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Dokaz: Prvo �emo pokazati da je TC(X) ≤ 2 kada je n neparan.

Neka je U1 ⊂ Sn × Sn skup svih parova (A,B), gde je A 6= −B. Tada postoji

jedinstven najkra�i luk na Sn koji povezuje A i B i mo�emo da konstruixemo

plan neprekidnog kreta�a s : U1 → (Sn)I odre�uju�i da je s1(A,B) ∈ (Sn)I

najkra�i luk po kome se kre�emo konstantnom brzinom.

Drugi otvoren podskup je definisan kao U2 = {(A,B) : A 6= B} ⊂ Sn × Sn.

Plan neprekidnog kreta�a �emo izvesti u dva koraka. Prvo �emo pomeriti

taqku A u antipodalnu taqku −B najkra�im lukom, kao xto smo gore opisali.

U drugom koraku �emo pomeriti antipodalnu taqku −B u taqku B. U tu svrhu

uzmimo neprekidno po	e v jediniqnih tangentnih vektora na Sn. Mo�emo da

pomerimo −B u B du� slede�eg luka:

− cosπt ·B + sin πt · v(B), t ∈ [0, 1].

Ovo dokazuje da je TC(Sn) ≤ 2 kada je n neparan broj. Na osnovu Teoreme (9.1)

imamo da je TC(X) = 2, kada je n neparan broj.

Pretpostavimo sada da je n paran broj. Poka�imo da je TC(Sn) ≤ 3. Defin-

isa�emo plan neprekidnog kreta�a preko skupa U1 ⊂ Sn × Sn, kao xto smo

ve� radili. Izaberimo tangentno vektorsko po	e v na Sn koje nestaje u taqki

B0 ∈ Sn i razliqito je od nule za svaki B ∈ Sn, B 6= B0.

Definiximo i drugi podskup U2 ⊂ Sn × Sn, tako da je U2 = {(A,B) : A 6=
B,B 6= B0. Sada mo�emo da definixemo s2 : U2 → (Sn)I , kao xto smo uradili

gore. Sada U1 ∪ U2 prekriva sve sem para taqaka (−B0, B0). Izaberimo taqku

C ∈ Sn koja je razliqita od taqaka B0,−B0 i neka je U3 = Sn − C. Primetimo
da je U3 homeomorfan sa Rn xto znaqi da postoji plan neprekidnog kreta�a

preko U3. To dokazuje da je TC(Sn) ≤ 3. Sa druge strane, prema Teoremi (10.4)

i kasnijem primeru, imamo da je TC(Sn) ≥ 3, kada je n parno. Ovo kompletira

dokaz.

10.5 Drugi primeri

Teorema 10.6 Neka je X = Σg kompaktna, orijentabilna povrx roda g. Tada

je

TC(X) =

{
3, g ≤ 1,

5, g > 1.

Dokaz: Pogledajmo prvo sluqaj za g ≥ 2. Tada mo�emo na�i kohomoloxke klase

u1, v1, u2, v2 ∈ H1(X;Q) takve da je u2
i = v2

i = uiuj = vivj = uivj = 0, za i 6= j,

u1v1 = u2v2 = A 6= 0, gde je A ∈ H2(Σg;Q) fundamentalna klasa. Tada u algebri

H∗(X;Q)⊗H∗(X;Q) imamo

2∏
i=1

(1⊗ ui − ui ⊗ 1)(1⊗ vi − vi ⊗ 1) = 2A⊗ A 6= 0
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odakle, koriste�i Teoremu (10.4) imamo da je TC(X) ≥ 5. Obrnuta nejednakost

sledi iz Teoreme (10.2).

U sluqaju g = 0 pogledamo Teoremu (10.5) jer je X = S2.

Sluqaj g = 1, koji odgovara dvodimenzionom torusu T 2, �emo razmotriti kas-

nije u Teoremi (10.9).

10.6 Nejednakost proizvoda

Teorema 10.7 Za bilo koje putno-povezane metriqke prostore X i Y va�i:

TC(X × Y ) ≤ TC(X) + TC(Y )− 1

Dokaz: Oznaqimo TC(X) = n i TC(Y ) = m. Neka je U1, . . . , Un otvoren pokri-

vaq od X × X sa planom neprekidnog kreta�a si : Ui → XI za i = 1, . . . , n.

Neka f : X × X → R, gde je i = 1, . . . , n, podela pokrivaqa {Ui}. Sliqno,

neka je V1, . . . , Vm otvoren pokrivaq V × V sa planom neprekidnog kreta�a

σj : Vj → Y I , j = 1, . . . ,m i neka je g : Y × Y → R, j = 1, . . . ,m, podela pokri-

vaqa {Vj}.
Za bilo koje neprazne podskupove S ⊂ {1, . . . , n} i T ⊂ {1, . . . ,m}, neka

W (S, T ) ⊂ (X × Y )× (X × Y )

oznaqava skup svih qetvorki (A,B,C,D) ∈ (X × Y )× (X × Y ) tako da za bilo

koji (i, j) ∈ S × T i za bilo koji (i′, j′) /∈ S × T va�i

fi(A,C) · gj(B,D) > fi′(A,C) · gj′(B,D).

Lako se proverava da je

(a) svaki skup W (S, T ) ⊂ X ×X je otvoren;

(b) W (S, T ) i W (S ′, T ′) su disjunktni i nikada nije S × T ⊂ S ′ × T ′, niti je

S ′ × T ′ ⊂ S × T ;

(v) ako je (i, j) ∈ S × T , tada je W (S, T ) sadr�an u Ui × Vj, pa, prema tome,

postoji plan neprekidnog kreta�a preko svakog W (S, T ) (eksplicitno ih

mo�emo opisati uslovima si i σj);

(g) skupoviW (S, T ) (sa svim mogu�im nepraznim S i T ) formiraju pokrivaq

(X × Y )× (X × Y ).

Doka�imo (g). Pretpostavimo da je (A,B,C,D) ∈ (X × Y )× (X × Y ). Neka je

S skup svih i ∈ {1, . . . , n} takvih da je fi(A,C) jednak maksimumu fk(A,C), gde

je k = 1, . . . n. Sliqno, neka je T skup svih j ∈ {1, . . . ,m}, takvih da je gj(B,D)
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jednak maksimumu gl(B,C), gde je l ∈ {1, . . . ,m}. Tada je jasno da (A,B,C,D)

pripada W (S, T ).

Neka Wk ⊂ (X × Y ) × (X × Y ) oznaqava uniju svih skupova W (S, T ), gde je

|S| + |T | = k, k = 2, 3, . . . n + m. Skupovi W2, . . . ,Wn+m formiraju otvoren

pokrivaq od (X × Y ) × (X × Y ). Ako je |S| + |T | = |S ′| + |T ′| = k, tada odgo-

varaju�i skupovi W (S, T ) i W (S ′, T ′) se podudaraju (ako je S = S ′, T = T ′) ili

su disjunktni. Sada, iz (v), zak	uqujemo da postoji plan neprekidnog kreta�a

preko svakog otvorenog skupa Wk. Ovim je dokaz kompletiran.

10.7 Plan kreta�a robotske ruke

Razmatramo ruku robota koja je sastav	ena od n poluga L1, . . . , Ln, tako da

su Li i Li+1 spojeni fleksibilnim zglobovima. U ravanskom sluqaju, konfigu-

racija ruke je predstav	ena sa n uglova α1, . . . , αn, gde je αi ugao koji Li obrazuje

sa x-osom. Sliqno, prostor konfiguracija robotske ruke (bez prepreka) je n-

dimenzionalni torus

T n = S1 × S1 × · · · × S1.

Sliqno, prostor konfiguracija robotske ruke u 3−dimenzionom prostoru R3

je Dekartov proizvod n kopija dvo-dimenzione sfere S2.

Teorema 10.8 Topoloxka kompleksnost problema planira�a kreta�a ruke

n−zglobnog ravanskog robota je jednaka n + 1. Topoloxka kompleksnost prob-

lema planira�a kreta�a ruke prostornog n-zglobnog robota je 2n+ 1.

Dokaz teoreme proizilazi direktno iz slede�e teoreme.

Teorema 10.9 Neka je X = Sm × Sm × · · · × Sm Dekartov proizvod od n

m−dimenzionalnih sfera. Tada je

TC(X) =

{
n+ 1, m− neparan
2n+ 1, m− paran.

Dokaz: Koriste�i nejednakost proizvoda Teoreme (10.7) i dobijeni rezultat

za topoloxku kompleksnost sfere Teoreme (10.5), dobijamo da je TC(X) ma�a

ili jednaka od desne strane izraza u teoremi. Za pokaziva�e obrnute strane

nejednakosti koristi�emo Teoremu (10.4).

Neka ai ∈ Hm(X;Q) oznaqava kohomoloxku klasu koja je inverzna slika fun-

damentalne klase od Sm u projekciji X → Sm u i−ti faktor, i = 1, 2, . . . , n.

Tada imamo
n∏
i=1

(1⊗ ai − ai ⊗ 1) 6= 0 ∈ H∗(X ×X;Q).
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To pokazuje da je zdcl (X) najma�e n. Ukoliko je m paran tada je

n∏
i=1

(1⊗ ai − ai ⊗ 1)2 6= 0 ∈ H∗(X ×X;Q).

Kako je m paran, imamo da je zdcl (X) ve�i od 2n.

Primena Teoreme (10.4) kompletira dokaz.
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11 Zak	uqak

Za klasu mehanizama koja podle�e direktnom kinematiqkom preslikava�u,

rezultati koje smo diskutovali daju neke veoma jasne stavove o tome xta se ne

mo�e uraditi i sa kakvim kompromisima se moramo suoqiti.

Specijalno, pokazali smo da su cikliqni algoritmi pra�e�a ekvivalentni

onima odre�enim inverznom funkcijom i videli smo brojne situacije u kojima

se inverzna funkcija ne mo�e definisati na celokupnom prostoru delova�a.

Ovi stavovi slu�e samo kao pozadina za pravi in�e�erski rad koji tek pred-

stoji.

Bilo bi korisno imati repertoar metoda za rexe�e pita�a da li inverzna

funkcija mo�e biti definisana na razliqitim podskupovima prostora delo-

va�a raznih robota. xto je jox va�nije, in�e�erima je potrebna kolekcija

metoda pomo�u kojih inverzna funkcija mo�e biti konstruisana u specifi-

qnoj situaciji. Ove inverzne funkcije moraju biti zadate u formi lakoj za

izraqunava�e pomo�u kompjutera u realnom vremenu. Moramo se pozabaviti

problemom optimizacije inverzne funkcije da bi postigli neku vrstu mini-

mizacije odnosa brzine zglobova sa brzinom u prostoru delova�a i sasvim je

jasno da ovaj problem nije vixe topoloxke prirode.

Suprotno mnogim necikliqnim metodama pra�e�a, koje su bile predlo�ene,

inverzne funkcije predstav	aju texka pita�a oko implementacije i mnogi in-

�e�eri �e se verovatno skloniti od �ih, osim ako nemaju dostupnu konkretnu

pomo� u bav	e�u �ima.

Me�utim, treba napomenuti da je konstrukcija inverzne funkcije u osnovi

posao koji se obav	a u trenutku razliqitom od trenutka rada robota, tako da

mo�emo sebi da priuxtimo velokoduxnost u odnosu na kompjuterske resurse

koje koristimo. Samo kasnija izraqunava�a inverzne funkcije kao puta�e

koja se prati, moraju biti ura�ena u trenutku rada robota.

Sigurno je da budu�nost inverznih funkcija u robotici mnogo zavisi od

razvoja metoda �ihovih konstrukcija. Ako se poka�e da �e biti previxe bolne

za implementaciju, razum	ivo je pretpostaviti da �e in�e�eri fokusirati

svoju pa��u na razvoj metoda necikliqnog pra�e�a, naqina da se �ivi sa

necikliqnim ponaxa�em ili prihvatiti singularitete tamo gde se jave i nau-

qiti kako da se radi oko �ih.
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