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Predgovor

U ovom radu prikazana je primena metode dve mreze na reSavanje nekih problema
numericke matematike. Osnovna ideja metode jeste da komplikovan problem
(nerazdvojen sistem parcijalnih diferencijalnih jednacina, graniéne probleme sa
nepovezanim domenima, problem sopstvenih vrednosti, itd.) resimo na grubljoj
mrezi sa korakom H, a da jednostavniji problem (Poasonova jednacina, razdvojen
sistem parcijalnih jednacina, itd.) kao korekeiju resimo na finijoj mrezi sa korakom
h (h < H). Takode, koriséenje podataka sa razli¢itih mreza moze se iskoristiti
za procenu greske nekih numerickih metoda (Rungeov princip ocene greske), kao
i za dobijanje aproksimacije traZene vrednosti povedane ta¢nosti (Ricardsonova
ekstrapolacija).

Rad je podeljen na Sest poglavlja.

U prvom poglavlju opisana je Rungeova ocena greske i data je njena primena na
ocenu greSke numericke integracije i numerickog resavanja Kosijevog problema za
obi¢ne diferencijalne jednacine.

U drugom poglavlju izlozena je Ricardsonova metoda ekstrapolacije. Izvedene su
Rombergove formule i primerom je demonstrirana njihova efikasnost.

Treée poglavlje sadrzi osnovne teorijske rezultate koji se ticu postavljanja varijacione
formulacije grani¢nih problema za parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa.

U cetvrtom poglavlju dvomrezna metoda kona¢nih elemenata je primenjena na
grani¢ni problem Sredingerovog tipa za razdvajanje sistema parcijalnih jednacina.
Numerickim eksperimentom je ilustrovan izlozeni algoritam.

Peto poglavlje sadrzi opis dvomreznog algoritma za grani¢ne probleme u nepovezanim
oblastima. Kao modelni problem razmatran je sistem od dve jednacine eliptickog
tipa koji za domen ima uniju dva disjunktna pravougaonika.

U Sestom poglavlju metoda dve mreze je primenjena na problem sopstvenih vrednosti
za parcijalne jednacine eliptickog tipa. Dat je numericki primer koji ilustruje opisani
algoritam.

Zahvaljujem se mentoru, prof. dr Bosku Jovanoviéu, na strpljenju i brojnim korisnim
sugestijama datim tokom izrade ovog rada.

Matematicki fakultet Vanja Nikolié¢
Beograd, 2011.



Rungeov princip ocene greske

Rungeov princip ocene greske moze da bude primenjen na bilo koju numericku metodu
kod koje se greska moze predstaviti u obliku R(h) = Ch*, pri ¢emu je h parametar
diskretizacije, k fiksiran broj, a C' konstanta.

Neka treba resiti zadatak ¢ije je tacno reSenje A. Rungeova procena greske zasniva se
na izvrsavanju prora¢una tacéne vrednosti na dve razli¢ite mreze. Prorac¢un A, vrsimo
na finijoj mrezi sa korakom h, a proracun Ay na grubljoj mrezi sa korakom H = 2h.
Dalje imamo da je:

A= Ay + R(Qh) = Aoy + CQkhk,
A=A+ R(h) = A, + ChF.
Izjednacavanjem desnih strana ovih jednakosti dobijamo:

Aoy + C2khk = Ap + Chk7

tj. R(h) = % Odavde dalje dobijamo da je:
_ N Ap — Azp
A—Ah-i-R(h)NAh-i-ﬁ.

Ilustrova¢emo Rungeovu ocenu greske na primeru numericke integracije i Kosijevih
problema za obi¢ne diferencijalne jednacine.

1.1 Numericka integracija

Neka treba izracunati pribliznu vrednost integrala

I:/abf(m)dx.

Podelimo interval integracije [a,b] na n jednakih delova duzine h = “T*b. Ako

primenimo neku kvadraturnu formulu



4 1.2 Obic¢ne diferencijalne jednacine

izraz za gresku je oblika R(h) = ChF.
Poznato je da je za trapeznu kvadraturnu formulu:

h
2
gde je f; = f(a+1ih), i =0,...,n, izraz za gresku oblika R(h) = Ch?, tj. k =2, pa
imamo da je

I~_-[fo+2fi+2fo+...+2fn_1+ fnl

I — I
R(h)m%.

Za Simpsonovu kvadraturnu formulu

Izg[f0+fn+2(f2+f4++fn_2)+4(fl+f3++fn—1)}7

pri cemu je n parno, je k = 4, pa imamo da je
Ip — Ion
R(h) = ————.
(h) T5
1.2 Obicne diferencijalne jednacine

Posmatrajmo Kosijev problem za diferencijalnu jednacinu prvog reda:

Y (x) = f(z,y(x)), y(zo) = vo (1.3)

Formulom
y(x+h) ~y(e)+ Y ciki(h),
i=1

gejezay=y(r)izi=z+ah 0= < <...<a, <1,
ki(h) = hf(z,y),
ka(h) = hf(z + azh,y + Baiki(h)),

kn(h) = hf(l’ + anha Yy + Bnlkl(h) +...+ ﬂn,n—lkn—l(h))
i razlicitim izborom parametara as,...,an,c1,...,¢n 1 Bi5,0 < j < i < n, definisane
su razlicite metode tipa Runge-Kuta.
Neka je greska metode na jednom koraku
e(h) = y(@+h) = [y(@) + > eiki(h):
i=1

Pretpostavimo da je

€(0) =€ (0) =...=P(0) =0
za proizvoljnu dovoljno glatku funkciju f(z,y), a da postoji glatka funkcija f(z,y) za
koju je

P (0) £ 0.

Tada vazi

P Oh) e T OR)
= ? —_— = - 1_
e(h) E i!h+ (p+1)!h (p+1)!h ,0<0 <
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Broj p je red greske metode.
Glavni ¢lan u izrazu za gresku pribliznog resenja odredenog metodom reda p na
jednom koraku je

Pl (0)
(p+1)!
Primeni¢emo Rungeovu ocenu greske.

Ozna¢imo sa y» 5, priblizno resenje u tacki x + 2h dobijeno tako Sto je prvo nadeno
reSenje u tacki x+h, a zatim pomocu njega u tacki z+2h. Mozemo smatrati da greska
n

p+1

na slede¢em koraku ima isti glavni ¢lan jer je za malo h tacka (z+h, y(z) +Z ciki(h))
i=1

bliska tacki (z,y(z)). Zbog toga je
P+l (0)
(p+1)!

Sada ¢emo racunati direktno sa korakom H = 2h. Dobijeno priblizno resenje u tacki
x + 2h oznacimo sa y; op. Vazi

y(z +2h) —yap ~ 2 p+l

ePTH0)

2h) — ~ Pt
y(z +2h) — y1,2n (p+1)!( )
+1(0 _
Iz prethodne dve jednacine dobijamo da je: 2 ( )hp+1 ~ M Dakle,
(p+1)! 20 — 1
popravljena vrednost pribliznog resenja je
Y2,n — Y1,2h

2h) =~
y(x +2h) = yo,n + o — 1



Ricardsonova ekstrapolacija

Neka treba re$iti neki zadatak ¢ije je tactno resenje A,. Pretpostavimo da zadatak
nije moguce ta¢no resiti, nego da umesto toga primenjujemo neku numericku metodu
za njegovo reSavanje. Za izabrani korak h > 0 dobi¢emo aproksimaciju generisanu
nekom funkcijom A(h) koja zavisi od h. Ocekujemo da A(h) — A(0) = A, kad
h — 0. Osnovna ideja je da izvrS$imo proracune za vise razli¢itih vrednosti h, a da
potom ekstrapoliramo vrednost funkcije u h = 0.

Pretpostavimo da znamo red k ta¢nosti metode. Podimo od koraka h; = h. Tada je
A, = A(R) + cxh® + e 1 BT 4 e oh® 2 4 (2.1)

za neke konstante cy, ci41, Ck42, - - -
Ovo mozemo zapisati u obliku

A, = A(h) + cxh® + O(hF1). (2.2)

Predimo sada na korak hg = ¢~ 'h, ¢ > 1. Dobiéemo

h h k h k+1 h k+2
A, =Al—-)+ec () + ¢y, () +c () +... 2.3
<q> "\ "1 \q 2 \4 (2:3)

Ako pomnozimo jednacinu (2.3) sa ¢* i od nje oduzmemo (2.1) dobié¢emo

(" —1)A =q"A (g) — A(h) + O(hF+1), (2.4)
Definigimo
Ai(h) = A(h), (2.5)
" A (’;) — A(h)
As(h) = F 1 (2.6)
Iz (2.4) sledi da je
A, = Ay(h) + O(R*Hh). (2.7)

Prema tome, A, aproksimira A, sa taénoséu O(h**1), za razliku od A; koja je to
radila sa tacnoséu O(h*). Dakle, ovim smo povecali tacnost metode.
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Postupak nalaZenja tacnije priblizne vrednosti As(h) pomocéu pribliznih vrednosti
A(h) i A(%), pomocu formule (2.6), naziva se Ri¢ardsonova metoda ekstrapolacije.

Pokazuje se da je za Ai(h) # Al(%) tacnija priblizna vrednost As(h) izvan segmenta
ciji su krajevi Ay (h) 1 Ay (2).
Ako je Ai(h) < Al(%), onda je

w e (1) ) A0y

q gk -1
pa As(h,q7th) ¢ [A1(h), Ay (%)], a ako je Aj(h) > Ay (%), onda je

% — Aq(h) h
> ¢ <4

pa Az(h,q ') ¢ [ () 1 (h):

Naravno, ovde ne moramo da se zaustavimo. Vrednosti As(h) i Az(g~*h) mozemo
iskombinovati da bismo dobili aproksimaciju tacnosti O(h**2). Dakle, da bismo
postigli tacnost O(h**+?2) potrebne su nam vrednosti A;(h), A;(¢~'h) i A1(g~2h).
Da bismo izra¢unali A4, (h) koje aproksimira A, sa ta¢noséu O(h*+™) potrebno nam
je n + 1 vrednosti: Aq(h), A1(¢"*h),..., A1(g~"h).

O(hk) O(hk—H) O(hk+2) O(h]“'?’)

Ay (h)
Az (h)
Ai(q'h) Asz(h)
As(q~'h) Ay(h)
Ai(q2h) As(qg'h)
Az(q?h)

Ai(q?h)

2.1 Rombergova integracija

Neka treba izracunati integral:

b
I:/ f(z)dz. (2.9)

a
Podelimo segment [a, b] na n jednakih delova duzine h = i iskoristimo trapeznu

kvadraturnu formulu:

= g[fo +2fi+2f24 . 4 2fn1 + fu] + R(R), (2.10)
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gde je R(h) = O(h?). Sada é¢emo primeniti Ricardsonovu ekstrapolaciju za k = 2,
qg=2, A(h) = %[fo +2fi+2fo+...+2f,_1+ fn]. Uvedimo oznake:

h
RO~ i20
) 4jR(j—1) 7R(»j_1)
P = T izi>0

Ovaj postupak se naziva Rombergova integracija.  Ona omogucava dobijanje
kvadraturnih formula veée ta¢nosti pomocu kvadraturnih formula manje tac¢nosti.

Izracunavanje integrala (2.9) se, dakle, svodi na formiranje tabele u ¢ijoj se prvoj
koloni nalaze priblizne vrednosti dobijene primenom trapezne kvadraturne formule za
korake: h, %, %, ... U drugoj, tretoj, ... koloni nalaze se priblizne vrednosti dobijene
pomoc¢u Rombergovih formula.

O(h?) O3 O(hY) Oh?)

Ry
RY"
Rgo) R§2)
Rgl) Rz(gg)
R;O) R;(32) :
Ry
Ry’ :

Ako iskoristimo Simpsonovu kvadraturnu formulu, bice:

I=g[fo+fn+2(fz+f4+...+fn_z)+4(f1+f3+...+fn_1)]+R(h),

pri éemu je n parno i R(h) = O(h*). Primenimo Ri¢ardsonovu ekstrpolaciju za k = 4,
Q=21 A(h) = Llfo+ fut20fot fot ot faa) FACf+ fat oot fur)]:

h
R = Algp). 120
y  16/RY™Y — RUY
(J) — 7 i—1 P>
R; 167 — 1 , 1>75>0.

Sada se izracunavanje integrala (2.9) svodi na formiranje tabele u ¢ijoj se prvoj koloni
nalaze priblizne vrednosti dobijene primenom Simpsonove kvadraturne formule za
korake: h, %, %, ... U drugoj, tretoj, ... koloni nalaze se priblizne vrednosti dobijene
pomoc¢u Rombergovih formula.
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2.2 Primer

Iustrujmo efikasnost Rombergove integracije na slede¢em zadataku ¢ije tacno resenje

je poznato:
1
I= / ze® dx = 1.
0

Primenimo Rombergove formule bazirane na trapeznim kvadraturnim formulama.
Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli (2.1). Sva izracunavanja vréena su u programu
MATLAB 7.

Tabela 2.1.
1.359140914229523 0 0
1.091750774789793 | 1.002620728309884 0

1.023064479052757

1.000169047140412

1.000005601729114

1.005774107367820

1.000010650139507

1.000000090339447

1.001444027067708

1.000000666967670

1.000000001422881

1.000361038046700

1.000000041706364

1.000000000022277

0 0 0
0 0 0
0 0 0
1.000000002857071 0 0
1.000000000011507 | 1.000000000000348 0

1.000000000000045

1.000000000000000

1.000000000000000

Prvi element prve kolone R(()O) izracunat je koriséenjem trapezne kvadraturne formule

sa korakom h = . Poslednji element Réo) je dobijen primenom trapezne kvadraturne

2
formule sa korakom h = 6—14. Njegovo izracunavanje zahteva odredivanje vrednosti
podintegralne funkcije u 129 ¢vorova. Vidimo da je izracunat sa 4 tacne cifre.
Posle samo nekoliko koraka Rombergove metode dobijamo rezultat koji je tacan u

dvostrukoj preciznosti.



Slaba forma eliptickih grani¢nih
problema

U ovom poglavlju biée izneti neki osnovi rezultati koji se ticu postavljanja varijacione
formulacije eliptickih grani¢nih problema.

Granicni problemi za parcijalne diferencijalne jednacine eliptickog tipa predstavljaju
siroku klasu matematickih zadataka kojima se opisuju stacionarni fizicki sistemi, tj.
sistemi nezavisni od vremena. Klasi¢na reSenja tih zadataka moraju da zadovolje
diferencijalnu jednac¢inu i grani¢ni uslov u svakoj tacki domena, odnosno njegove
granice, pa moraju biti neprekidne, tj. neprekidno diferencijabilne funkcije ako se
nalaze pod znakom izvoda.

Pomodu varijacione formulacije problema formuliSe se slabo resenje grani¢nog zadatka
koje postoji uz znatno slabije uslove za koeficijente diferencijalne jednacine. Njegovu
egzistenciju je znatno lakse pokazati, a svako slabo resenje je ujedno i klasi¢no ako je
dovoljno glatko.

3.1 Uvodni primer

Kao modelni zadatak razmotrimo slede¢i Dirihleov grani¢ni problem u ogranic¢enoj
oblasti 2 C R™:

—Autu=f ze€Q, (3.1)
u=0, z¢€d. (3.2)

Klasi¢no resenje zadatka (3.1), (3.2) je funkcija u € C%(Q) N C(Q) koja diferencijalnu
jednacinu (3.1) zadovoljava u svakoj tacki domena i ponistava se u svakoj tacki granice
09). Da bi takvo resenje postojalo desna strana f mora biti neprekidna funkcija.
Pretpostavimo da graniéni problem (3.1), (3.2) ima klasi¢no reSenje i pomnozimo
jedna¢inu (3.1) proizvoljnom funkcijom w € C}(Q). Parcijalnom integracijom
dobijamo:

— /GQ(VU -n)wdo + /Q(Vu -Vw + uw)de = /wadx, (3.3)



Slaba forma eliptickih graniénih problema 11

gde je n jedini¢na spoljasnja normala na 9€). Buduéi da se funkcija w ponistava na
rubu domena {2 dobijamo:

/Q (V- Vo + uw)da = /Q fwdz. (3.4)

Jednacina (3.4) se naziva slabom formom jednaé¢ine (3.1). Ona ima smisla i pod
slabijim pretpostavkama:

ue€ HY(Q), weH(Q), feLy).

Funkcija w naziva se test funkcija.
Definisimo:

a(u,w) = / (Vu - Vw + uw)dz,
Q
l(w) = / fwdz.
Q
Zadatak (3.1), (3.2) sada mozemo da zapisemo u obliku:

Nadéi w € HY(Q) tako da je

a(u,w) =l(w), Ywe HF(Q).
Dakle, dobili smo generalizaciju pojma reSenja diferencijalne jednacine. Pokazimo
da je svako resenje prethodnog zadatka koje je dva puta neprekidno diferencijabilno
ujedno i resenje zadatka (3.1), (3.2). Petpostavimo da imamo funkeiju u(z) koja

je resenje (3.4) i pripada prostoru C?(Q) N C(Q). Primenom formule parcijalne
integracije u (3.4) dobijamo

—/ (Vu-n)wdaz/(Au—u+f)wd$, Vw e Cj (),
[2]9] Q
tj.

/(Au—u+f)wdx=0, Yw € C3 ().

Q

Odavde sledi da je
Au—u+f=0, Vaxel.

3.2 Varijaciona aproksimacija

Oznacimo sa H realan Hilbertov prostor. U njemu postoji skalarni proizvod koji ¢emo
oznaciti sa (-, -), on indukuje normu

lullg = /(u, u)

i u toj normi H je potpun prostor. H* je prostor svih linearnih i neprekidnih
funkcionala na H, on je normiran prostor sa normom

I(u)

1|+ = sup ——.

w0 ||ul|
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Kada grani¢ni problem zapiSemo u slaboj formi njegova numericka aproksimacija
se svodi na zamenu beskona¢nodimenzionalnog prostora H nekim njegovim
potprostorom konac¢ne dimenzije S* € H. Moguéi su razliciti nacini konstrukcije
prostora S”.

Metoda kona¢nih elemenata konstruise prostor S* kao prostor deo po deo polinoma.
Prvo se domen na kojem je zadatak postavljen aproksimira unijom jednostavnih
skupova koji ¢ine triangulaciju domena. Funkcije iz S” se zatim definidu kao polinomi
odredenog stepena na svakom pojedina¢nom elementu iz triangulacije, uz odredene
uslove neprekidnosti na granicama susednih elemenata. Parametar h predstavlja
dijametar najveceg elementa triangulacije i pokazuje sa da prostor S aproksimira
H tim bolje sto je h manje.

Slika 3.1. Triangulacija domena

Apstraktni varijacioni zadatak ima slede¢i oblik:

Naé¢i w € H tako da je
a(u,w) =1l(w), Ywe H.

Odabirom konacnodimenzionalnog potprostora dolazimo do aproksimativnog
varijacionog zadatka:

Naéi w € S" tako da je
a(u,w) =1l(w), Ywe Sh.

Ako zelimo da obuhvatimo i situaciju u kojoj integrale u varijacionoj jednacini
izrac¢unavamo primenom neke formule numericke integracije, onda treba prethodni
diskretni zadatak zameniti zadatkom sledeceg oblika:

Naéi € S" tako da je
ap(u,w) = lh(w), Vwe Sh,

gde forme ay, : S* x S" = R il : S* — R aproksimiraju a(-,-) i I(-).

3.3 Laks-Milgramova lema

Laks-Milgramova lema predstavlja osnovni egzistencijalni rezultat na kom se bazira
teorija slabih resenja eliptickih parcijalnih diferencijalnih jednacina.
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Definicija: Preslikavanje a : H x H — R je bilinearna forma ako je linearno po
svakoj promenljivoj posebno, tj. ako vazi:

alou + Bv,w) = aa(u,w) + Ba(v,w),
a(u, av + fw) = aa(u,v) + Ba(v,w), Va,B €R, Vu,v,w € H.

Definicija: Bilinearna forma a : H x H — R je ogranicena ako postoji konstanta M
takva da vazi
la(u, w)| < Ml|ul|pllwls, Vu,w e H.

Sledece svojstvo je esencijalno za Laks-Milgramovu lemu.

Definicija: Bilinearna forma a : H x H — R je koercivna ako postoji konstanta
a > 0 tako da vazi:
al[v]|? < a(v,v) Yo € H.

Lema (Laks-Milgram). Neka je H Hilbertov prostor i neka je a : H x H — R
bilinearna, ogranicena i koercivna forma. Tada za svako | € H* problem

Nacéi we H tako da je
a(u,w) =1l(w), VYwe H.

ima jedinstveno resenje u € H.

Dokaz.  Za svako u € H preslikavanje v — a(u,w) je neprekidna linearna forma
na H. Iz Risove teoreme o reprezentaciji linearnog ogranicenog funkcionala sledi da
postoji element A(u) € H takav da je

a(u,w) = (A(u),w), VYw e H.

Iz bilinearnosti forme a(u,w) sledi linearnost preslikavanja u — A(u). Uzimajudi
w = A(u) dobijamo

1A = alu, A(u)) < Mlu|lm | A(w)

odakle sledi neprekidnost u — A(u).
Iz Risove teoreme sada sledi da postoji f € H tako da je || f|lg = ||l||m~ 1

l(w)=(f,w), YweH.

Sada je varijacioni problem ekvivalentan problemu:
Naé¢i u € H tako da je

Au) = f. (3.5)

Da bismo dokazali teoremu treba dakle pokazati da je operator A : H — H bijektivan.
Iz koercivnosti a(u,w) sledi

allullf < alu,u) = (A(u),u) < [|AW)| allull#,
odavde sledi

allulr < AW)|a, Yu e H, (3.6)
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pa je operator A injektivan.

Pokazimo da je operator A surjektivan, tj. da vazi Im(A) = H. Dovoljno je pokazati
da je Im(A) zatvoren u H i da je Im(A)+ = {0}. Zaista, u tom slucaju je H = {0}+ =
(Im(A)*)+ = Im(A) = Im(A), odakle sledi surjektivnost A.

Neka je A(uy,) niz u Im(A) koji konvergira ka b u H. Iz (3.6) imamo da je

allun — umll g < ||A(un) — A(up) ||z = 0, n,m — oo.

Dakle, {u,} je Kosijev niz u H, pa konvergira ka u € H. Kako je A neprekidan sledi
da A(uy,) konergira ka A(u) = b. To znaci da b € Im(A), pa je Im(A) zatvoren.
Neka w € Im(A)*, iz koercivnosti a(u,w) sledi

allwl < aw,w) = (Aw),w) =0,

a odavde je w = 0 i Im(A4)+ = {0}.
Dakle, operator A je bijektivan. O

Ako su ispunjeni svi uslovi koji obezbeduju da se Laks-Milgramova lema moze
primeniti na varijacioni problem, tada isti uslovi obezbeduju jedinstvenu resivost
njegove numericke aproksimacije jer je jedina razlika izmedu njih u funkcionalnom
prostoru. Kako je svaki konacnodimenzionalni potprostor Hilbertovog prostora i sam
Hilbertov prostor, vidimo da ostaju ispunjene sve pretpostavke ove leme.



4

Graniéni problem Sredingerovog tipa

U ovom poglavlju ¢emo demonstrirati primenu metode dve mreze za razdvajanje
sistema parcijalnih jednacina na primeru graniénog problema Sredingerovog tipa.
Dvomrezna diskretizacija se zasniva na uvodenju dva prostora konac¢nih elemenata
razli¢itih dimenzija kojima odgovaraju finija i grublja triangulacija domena.
Primenjujuéi dva prostora kona¢nih elemenata razli¢itih dimenzija polazni problem
reSavamo samo na grubljoj mrezi, dok na finijoj mrezi resavamo dve razdvojene
Poasonove jednacine.

Bi¢e pokazano da se uz odgovarajuéi izbor grublje mreze postize asimptotski
optimalna tacnost.

4.1 Postavka problema

Razmotrimo sledeéi grani¢ni problem Sredingerovog tipa:
—AY(z) + V(x)yp(z) = f(x), €0 (4.1)
P(x) =0, x€ . (4.2)
gde je  C R? poligonalan, konveksan skup. Funkcija potencijala V (z), kao i funkcije
¥(x) i f(z) su kompleksne, tj.
V(z) = Vi(z) +iVa(),
f(@) = fi(z) +ifz(x),
Y(x) = 1(z) + s ().

Postavljeni problem je ekvivalentan slede¢em:

—A(x) + Vi(z)r (z) — Va(z)e(x) = fi(z), €0 (4.3)
—Atpo(z) + Vi(z)he(z) + Va(z)hi (z) = fo(z), 2z €Q (4.4)
P1(x) =0, Po(x) =0, xe€ . (4.5)

Izvedimo slabu formu ovog problema. Uvedimo sledec¢e vektorske funkcije:
P(z) = (Y1(x),Y2(2)),
Vi(z) = (Vi(z), Va(x)),
f(@) = (fi(2), fa(2)).
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Za proizvoljnu vektorsku funkciju w(z) = (wy(x), ws(x)) neka je

lwllzrxar = 3/l + oz %

lwllzxars = 3/l + oz e
Uvedimo oznaku <. koja je ekvivalentna < C' za neku pozitivhu konstantu C'.

MnozZenjem jednacina (4.3) i (4.4) test funkcijama wi,ws € Hg(£2) respektivno i
njihovim sabiranjem dobijamo:

/(—A¢1w1)d$+/(‘/1¢1w1 — Varhowr )da — / A¢2w2d$+/(vlw2w2 + Vorhwe)de
Q Q Q Q

= f1W1dJ3 + fQOJQda?.
Q Q

Ako primenimo parcijalnu integraciju i iskoristimo ¢injenicu da se test funkcije
ponistavaju na rubu domena dobijamo

/ Vi1 - Vwidz + / (Vithiwr — Varhown )dz +/ Vg - Vwadz + / (Vipaws + Vathrwo)dz
Q Q Q Q

:/flwldx+/f2w2dx.
Q Q

Uvedimo sledeée oznake:

l((.cJ):/Qflwldl‘+/QfQWle‘,
a(h,w) = a' (¢, w) + R(t,w), pri cemu jo

al(zp,w):/vwl-wldx+/ Vg - Vwadz,
Q Q

R(¢,w) = /Q(Vlwlwl — Vathowy + Vihaws + Varhrwo)da.

Slaba forma postavljenog problema glasi:

Naéip € HE(Q) x HE () tako da je:
a(h,w) =l(w), VYw e H(Q) x HH(Q). (4.6)

Zelimo da pokazemo da dati problem ima jedinstveno resenje. U dokazu naredne
teoreme koristicemo sledeci rezultat:

Teorema (Poenkareova nejednakost). Ako je domen 2 C R™ ogranicen u barem
jednom smeru, onda postoji konstanta C' > 0 takva da za svako u € H}(Q) vazi:
lullz, < Clulm,

pri éemu je |ulp = ([, |Vu(x)\2dm)1/2.

Iz Poenkareove nejednakosti dobijamo slede¢u ekvivalenciju normi na H}(9):

1
V1+C?

lullzre < Julmy < llullar,  Yu € Hg(Q).

Vazi sledeéa:
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Teorema 4.1.1. Neka f € Ly(2) X L2(Q), V € Loo(Q) X Lo (), Vi(z) >0, x € Q.
Tada problem (4.6) ima jedinstveno resenje v € H2(Q) x H?(QQ), pri éemu vazi:

1l 2 xmz <e [ FllzoxL,-

Dokaz. Treba proveriti pretpostavke leme Laksa-Milgrama.

Preslikavanje ¥ + a(1,w) je linearno za fiksirano w € H}(Q) x H}(Q). Sli¢no,
preslikavanje w +— a(1,w) je linearno za fiksirano ¢ € H} () x H}(Q2), pa je a(-,)
bilinearna forma.

Iz nejednakosti

|(VY1, Vwr )L, | = |/ Vipy - Vwrdz| < [V |L, [[Vwr | L,
Q

<Yl llwr |z < Nl e s lwll g1 <mr,
[(Vp2, Vwa) 1, | < [[Val|L,[IVwa L, < ([Yalla lwzllgr < [ll1llwll,

kao i nejednakosti

Vi1, w1 < Vil el e x oo [|wl e scm

I( )L |

|(Vatbo, i), | < [[Valloo 1l s @l s s
|(Vit,wa) L, | < IVillLo |19l o s |w ] s s
|(Vatpr,w2) 1, | < [[Vallo [0l mrxm [|wll s

sledi

la(Y,w)| = [(VY1, Vwr) L, + (Vipa, Vwa), + (Vith1,wi)r, — (Vatbe,w1) L,
+ (Vivpa, w2) L, + (Vath1,wa) L, |
< N(V1, V), | + [(Viba, Vwa) 1, | + [(Viths, wi) L, |
+ (Vi1 w1) o | + |(Vithr,wi) Lo | + [(Vitht, wi) L, |
< COllmxmwlmism, C=21+[[Vilr. +[[Valr.):
pa je a(,-) neprekidna forma. Pomocéu Poenkareove nejednakosti dobijamo
koercivnost forme:
a(w,w) = (Vwy, Vw1, + (Vwa, Vwa) , + (Viwr,w1)p, — (Vawa,w1) L,
+ (Viwz, wa) 1, + (Vowr, wa) 1,
= ||Vwi|l7, + [[Vwe| 3, + (Viwr,w1) + (Viws, ws)
> Va7, + [VewolZ, 2 [wllFr -

Linearnost forme [(-) direktno sledi iz osobine linearnosti integrala. Dokazimo jos
neprekidnost:

[W(w)| < I fillzslwr iz, + [ f2llz, [lwell 2,
S fllzaxrallwllmrxmr + 1 FllLox Lo llwll 1<

=2/ flloxrs @l xcm

Dakle, pretpostavke leme su ispunjene, pa problem (4.6) ima jedinstveno resenje 1 €
HY(Q) x HE(Q). Pri tome su 11 i 12 slaba reSenja problema (4.3), (4.5), pa vazi:

[1llmz <e 1y + Vatballe, <e [92llz, + [1/1llL,,

b2l <c lf2 = VatullL, <c 1L, + 11 f2llz.-
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Dalje je
”7/)1”}12 <c ||¢HL2><L2 + ||f||L2><L27
”7/}2”1‘12 <c ||¢HL2><L2 + ||f||L2><L2'
Iz prethodnih nejednakosti sledi:

[l 2 xm> = \/I\i/)lll%z + 12l < lallae + 1¥2llaz <c [19llLoxrs + [FllLox.:

(4.7)
Dakle,
lllm2xm2 <c 1¥llLaxce + 1 FllLaxL,- (4.8)
Koristeéi (4.6) dobijamo
[ll7r xrr <e a(dh,9) = (F,9) <c [[¥llraxralFllraxrs (4.9)
e 1Yl xm 1 FllLox Lo (4.10)
a odatle je
[l xcmr < [ FllLaxLo-
Tvrdenje teoreme sada direktno sledi iz prethodne nejednakosti i (4.8):
[l 2 m2 <c |9¥llLexiy + [1Fl|LaxLe
<c ||"/"HH1><H1 + ||f||L2><L2
<c ”.fHLzXLz' O

4.2 Aproksimacija metodom konacnih elemenata

Aproksimirajmo problem metodom konacih elemenata.
Neka je T" = { K} uniformna triangulacija domena Q i S* C H}(Q2) prostor konaénih
elemenata:

Sh = {wy, € HY(Q) | wn|k € P, VK € T"},

gde je P} prostor polinoma stepena ne veceg od 1.

Problem glasi:
Naéi iy, € S* x S* tako da je:
a‘(d’h?wh) = l(wh)v th S Sh X Sh.
Postavlja se pitanje greske aproksimacije, tj. ocene razlike ||¢p — 1| u razlicitim
normama.

Teorema 4.2.1. Neka f € Ly(2) X L2(Q), V € Loo(Q) X Loo(2), Vi(x) >0, x € Q.
Tada vaZi:

1Y — ¥nllroxr, <c Y|l m2xm2,
1Y — Ynllmr s <c bl m2xme.
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Dokaz. Neka je e, = ¥ — 9. Tada je
a(eh,wh) =0, VYwy,e€ Sh X Sh.
Ako sa 1y € S* x S" oznacimo interpolant 1, onda je

lenl|Frwm <c alen.en) = alen, ¥ —¥r) + alen, ¥r — y)
= a(eha'lrl’ _'l,bl) <c Heh”Hlel”":b _"/’hHHlel'

Odavde sledi
lenllmrsmr <c |l —Yrllgxm <c h||Y|| g2xme.

Ostaje da pokazemo ocenu greske u Ly X Lo normi.
Razmotrimo pomoéni problem:

—Au(z) + Vi()ui(x) — Va(z)uz(z) = g1(xz), x € Q (4.11)
—Aus(x) + Vi(x)uz(x) + Va(z)uy (z) = g2 (x), x € Q (4.12)
ur(z) =0, wuz(z)=0 =€ (4.13)

Tada za svako g € La(2) x La(€) postoji jedinstveno resenje ovog problema u €
(H%(Q) N HE(2)) x (H%(Q) N H(2)) takvo da je

alw,u) = (g,w), Ywy, € HY(Q) x Hi(Q), (4.14)
lullm2xm2 <c llgllox L. (4.15)
Uzmimo g = ey, i neka je u; interpolant u, tada imamo da je

lenlli,z, = alen,u) = alen,u—uy)

<cllenllmrxmr||w —wrl|grxmr <c hllen||mxml|ulle <c hllen|lmxmrllenl|ox .-
Odavde sledi

lenllaxrs <c hllen|mxem <c B2 rexme. O

4.3 Dvomrezna metoda konac¢nih elemenata

Uvedimo sada novi prostor konaé¢nih elemenata S (C S"* C H}(?)), definisan na
grubljoj triangulaciji 7# domena ) sa korakom H > h.

ALGORITAM 1 |

Korak 1. Naéi ¥y € SH x SH tako da je a(vg,wn) = l(wy), Ywg € SH x SH.

Korak 2. Nadi 9} € S" x S" tako da je a*(¢;,wn) = l(wp) — R(¢m, wp),
Ywy, € Sh % §h.
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Primetimo da je sistem parcijalnih jednacina koji se javlja u drugom koraku algoritma
razdvojen, uklju¢uje dve Poasonove jednacine, a nerazdvojeni sistem reSavamo samo
na grubljoj mrezi u prvom koraku.

Pokazimo da resenje 1p; dobijeno ovim algoritmom postize asimptotski optimalnu

tacnost.
Teorema 4.3.1. Neka f € Ly(Q) X Ly(2), V € Loo(2) X Loo (), Vi(z) >0, z € Q.

Tada vazi:

[on = Wil <c H?, (4.16)
4 — il <c h+ H?. (4.17)

Dokaz. Neka je ey, = — vy, e} = by, — ;. Vazi:

a(Pn, wn) = l(wn), (4.18)
a* (¢, wn) = lwn) — R(Ym,wp), Ywp, € S" x ™. (4.19)
Oduzimanjem (4.19) od (4.18) dobijamo
a' (e}, wn) + R(¥r, — pr.wp) =0, Ywy, € 5" x S, (4.20)
Uzimajuéi wy, = e}l u prethodnoj jednakosti, dobija se
lenltnwm <c a'(en. en) <cll¥n — Yrllraxr. leillz.x L, (4.21)

<|Ivn — YullLoxr.llenllm

a odavde je
lenllarsm <e lton — Yl paxr.- (4.22)
Iz teoreme (4.2.1) sledi
lbn = YullLaxrs < 1% — $nllaxe, + 1Y — Yallaxw, <c h* + H”. (4.23)

Sada (4.16) sledi iz (4.22) i prethodne nejednakosti, a (4.17) iz teoreme (4.2.1), (4.16)
i sledece nejednakosti:

19 — il < 19 = Pulla s + lenllm =

Prema prethodnoj teoremi dovoljno je uzeti H = v/h da bi 1} bilo iste tacnosti kao i
¥ u H' x H' normi. Time je dimenzija prostora S zna¢ajno manja od dimenzije
prostora S, pa najveéi deo posla u Algoritmu 1 &ini reSavanje dve razdvojene
Poasonove jednacine u drugom koraku.

| ALGORITAM 2

Neka je ) = 0. Ako pretpostavimo da smo nasli 1F € S" x S, tada 1,b],j+1 € Shx sh
nalazimo na slede¢i nacin:

Korak 1. Naéi ey € S x SH tako da je a(ey,wn) = l(wy) —a(¥l,wy), Vwy €
SH x §H.
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Korak 2. Nadi 9t € S" x S tako da je a' (¢t wy) = l(wy) — R(YF +
eH,wh), Ywp € Sh % Sh.

Naredna teorema pokazuje da je dovoljno uzeti H = R da bi se postigla optimalna
tacnost.

Teorema 4.3.2. Neka f € La(Q) X La(2), V € Loo(2) X Lo (), Vi(z) >0, z € Q.
Tada vaZi:

Ipn = Phllm o <e HY, k>1, (4.24)
[ — Yl <ch+H" k> 1 (4.25)
Dokaz. Kako vazi

a(hn, wn) = l(ws), (4.26)
al("pl]f—lvwh) = Z(wh) - R("/’]}i + eH,wh), Ywp, € Sh X Sh,

to je
o (b — W} wn) = R — (Wf +em).wn), Ve € S" xS (427)
Uzimajuéi wy, = 1 — ZH u prethodnoj jednakosti dobijamo
ln = W i <e ' (n — 9" 9o — ) (4.28)
< ll¥n — (W5 + em)llaxra [¥n — 5 laxras (4.29)

a odavde je
[n = e <e llon — (5 + €a)||Lax Lo (4.30)
Iz (4.26) i prvog koraka algoritma sledi
a(n — (PF +en),v) =0, Ywest xsH, (4.31)
Odavde je

lbn — (W + em) || Fn s <c a(n — (¥ + en), ¥n — (Pf, + en))
=a(pn — (YF +en), Yn — PF)
<. ¥n — (P + em) ||l mrsce | ¥n — Y| s,

odakle sledi

b — (F + em)lmxm <c Wn — pllmsm. (4.32)

Neka je u reSenje pomo¢nog problema

—Aui(z) + Vi(2)ui(x) — Va(z)uz(z) = g1(z), x €
A (z) + V(@) (z) + V(@) (2) = (), €9
ui(z) =0, wuz(x)=0 z€dQ,

pri ¢emu je g = ¥, — (YF + en) i ur € S" x S" interpolant u . Tada je

lwllzxemr <ec 19llLoxLss
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pa iz (4.31) dobijamo

1 — (¥h + em)lF,xr, = a(tbn — (WF; + en),u) = a(hn — (Y5, + en),u —uy)

<e |l9on — (k4 em)llmrwm w — will o

<c Hln — (¥} + em)ll a1l g2

<c H|$n — (¥F + ex) |l 1n — (45 + €x) | Lox Lo
odakle sledi da je

[ = (¥h + em)llLaxr. <c Hlvon — (45 + em) | s (4.33)

Sada iz (4.30), (4.32) i (4.32) sledi

lpn — YElrxm <e Hlpn — 05 Hmem <ec H¥ by — | grse, k< 1.

Primetimo da je 1} zapravo resenje 1} dobijeno pomo¢u Algoritma 1, pa (4.24) sledi
iz prethodne nejednakosti i (4.16).
(4.25) sledi iz (4.24), teoreme (4.2.1) i nejednakosti

b — Yl s < 10 — nllim e + W00 — VF | s O

4.4 Primer

Ilustrujmo algoritam 1 na slede¢em primeru:

—AY(x) + V(x)yp(z) = f(x), =€, (4.34)
P(x) =0, x e, (4.35)
pri ¢emu je Q = (0, 1) (0,1), V() =1+1.
Funkcija f( ) = ((m* + 2) + (272 — 1) - i) sin(mz) sin(my) je izabrana tako da je
Y(x) = (0.5 — i) sin(w )sm(7ry) tacno reSenje problema.
Neka je T" = {K} triangulacija domena dobijena njegovom podelom na manje

kvadrate ivice h i potom podelom svakog kvadrata dijagonalom na dva trougla (slika
(4.1)). Neka je odgovarajuéi prostor kona¢nih elemenata:

S"(Q) ={we H}(Q) : w|k je linearna, VK € T"}.

. . . C .
Primenimo prvo metodu konacnih elemenata koriste¢i mrezu sa korakom h = 50 (1=

3,4,5,6).
Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli (4.1). Sva izracunavanja vrSena su
koriséenjem PDE Toolbox-a u programskom paketu MATLAB 7.

Tabela 4.1.
ho| 1Y —Yulleaxrs | 1% — Yullarxm
% 7.6794D-02 9.3073D-01
% 2.4704D-02 3.9428D-01
% 7.8157D-03 9.2366D-02
i 9.5429D-04 7.8007D-02
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Slika 4.1. Mreza sa korakom h = %.

Vidimo da je

||¢ - ’(rbh”LzXLz ~ O(h2)7
1% — Yullgr <zt = O(h),

§to je u skladu sa teorijskim rezultatima iz teoreme (4.2.1).

1
Primenimo sada dvomrezni algoritam koristec¢i mreze sa korakom h = 20 (i=4,6,8)

i odgovarajuée grublje mreze sa korakom H = v/h.

ih==1

Slika 4.2. Dve mreze sa koracima H = 6

1
4

Dobijeni rezultati prikazani su u tabeli (4.2).

Tabela 4.2.

(H, h) 1% — il

T 1
1176 1.9553D-01
T 1
b .6071D-02

(8,64> 9.6071D-0

16’ 256

( L1 > 2.4717D-02
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Vidimo da je
1% = 5l = O(H?),

sto je u skladu sa teorijskim rezultatima iz teoreme (4.3.1).



Granicni problemi u nepovezanim

oblastima

U ovom poglavlju razmotriéemo primenu metode dve mreze na reSavanje problema
eliptickog tipa koji za domen imaju nepovezane oblasti. Kao modelni problem
prouc¢icemo sistem od dve jednacine eliptickog tipa koje reSsavamo na disjunktnim
pravougaonicima. Ova dva problema su uparena nelokalnim interfejs uslovima na
delovima granica pravougaonika.

Pomocu dvomrezne metode reSavanje problema sa multikomponentnim domenom na
finijoj mrezi svodi se na resavanje originalnog problema na znatno grubljoj mrezi i
reSavanje dva problema sa povezanim domenom na finijoj mrezi.

5.1 Postavka problema

Razmotrimo slededi elipticki problem definisan na disjunktnim pravougaonicima 2y =
(al,bl) X (Cl,dl) i QQ = (a2,b2) X (Cg,dg) (Shk& (51))
0 8U1 0 8u1
*%(m%) - %(%Ty)
ul(xacl) = Ul(l',dl) = 07 a;r <z < bla (52)
ul(alay)zov Clﬁyfdh

+r1u1:fla (xay> GQla (51)

(9 3uz 8 3uz

*%(m%) - @(Q287y) +roug = fa, (x,y) € Qa, (5.4)
ug(x, ) = ug(x,dy) =0, as <z < by, (5.5)
Ug(bQ,y) = 07 C2 S Y S d27 (56)
8u1 d2
p1(b1, y)%(bhy) + s1(y)ui (b1, y) = / pa2(y,muz(az,n)dn, ¢ <y <di,

C2

(5.7)

Ou 4
~palaz,) G2 @2, ) + salp)ua(ony) = [ g, e <y<da
(5.8)
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5.1 Postavka problema

0\
d,
d,
Q, Q,
G
G
>
a b, a, b, X
Slika 5.1. Domeni 4 i Q2
Pretpostaviéemo da su ispunjeni uslovi:
P1, 41, T1 S Loo(Ql)a P2, q2, T2 S LOO(QZ)7 (59)
0<p! <pi(z,y), 0<ph<pa(z,y), 0<q <aqlzr,y) 0<qy <qy),
(5.10)
S1 € LOO(C1,d1) So € LOC(CQ,CZQ), (5.11)
Y1 € Loo((CQ,dg) X (Cl7d1))7 Y9 € Loo((cl,dl) X (027d2)). (5.12

Uvedimo prostor L = Ly(21) x La(€2s) sa skalarnim proizvodom

(u,w)r = (u1,w1)r, + (u2,w2)r,

1 normom

HwHL =V (waw)L’

gde je

(u1,w1)L, z/ wiwidzdy, (u2,w2)r, :/ Uswodzdy.
Ql QQ

Uvedimo i prostore:

H' = HY(Q)) x H' (),
H? = H*(Q)) x H*(Qs),

sa skalarnim proizvodom

(u,w) g1 = (w1, wr)gr + (u2,w2) g1,

(w,w) gz = (ur,w1) g2 + (U2, wa) g2,
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1 normom
[l =V (w,w) g,
lwllgz = v (w,w)ge.

H', H? i L su Hilbertovi prostori.
Neka je

H& = {w = (w1,ws) cH'|w=0naly, wp=0 na Ty},

gde su I'y, 'y delovi granica pravougaonika:

[y =00\ {(b1,y)| y € (c1,d1)},
[y =09\ {(a2,y)| y € (c2,d2)}.

Uvedimo oznake u = (u1,us), w = (w1, ws) i

Juy O Ouy O
ai(uy,wy) = / (p1U1w1 + @1 U1 oL + r1u1w1> dxdy +
Q1

oxr Ox By dy

Ousg 0 Ous O
az(ug,ws) :/ (]?2U2w2 +q U2 02 +r2u2w2) dxdy +

oxr 0 8y Oy

dy ds
b1 (ug,wr) = / / w2(y, n)ua(az,n)w (b1, y)dndy,

dso dq
ba(u1,ws) = / / o1y, n)u1(by, n)wa(az, y)dndy,

li(wr) = frwrdzdy,  la(w2) = fowadxdy,
Ql Q2

a(u,w) = ay (u1,v1) + az(ug, ws) + by (uz, wi) + ba(ug, ws),
l(w) = li(w1) + l2(w2).

Slaba forma postavljenog problema glasi:
Naéi u = (u1,uz) € H} tako da je
a(u,w) =l(w), Yw e Hy.

Vazi sledeéa lema:

J,
=

dy

2

Lema 5.1.1. Pretpostavimo da su ispunjeni uslovi (5.9), (5.11) ¢
bilinearna forma a(u,w) ogranicena na H' x H. Ako pored toga vaZi i (5.10), onda

postoje m, k > 0 tako da vazi:

U1 b1, )wl(bh y)dy,

UQ a2a y)WQ (CL27 y)dyv

(5.13)

(5.12) . Tada je

a(u,u) + kl|lul|2 > ml|ul|%., Yu€ Hp. (Gardingova nejednakost)

Teorema 5.1.2. Neka su ispunjeni uslovi (5.9)-(5.12), f =

pr@1 € Wi(1), p2,q2 € Wi (D),
S1 € Wolo(cl,dl), So € Wolo(027d2),

o1 € WL((c2,da) X (c1,d1)), @2 € WL ((c1,dr)

(f1, f2) € L i neka vazi

X (CQ, d2))

Neka 0 nije sopstvena vrednost odgovarajuceq problema sopstvenih wvrednosti za
(5.1)-(5.8). Tada postoji jedinstveno resenje u € H} N H? problema (5.1)-(5.8) i

vazi
Jullge <c [ fllc-
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5.2 Aproksimacija metodom konaénih elemenata

. .5 =1 =2 =1 . 52 . s e
Uvedimo mrezu £ = Q U Q, gde su §, i ), mreze na odgovarajuéim
pravougaonicima:

71 .

Q, ={(@i,yj)| zi=a1+ (i —1)hy, i=1,..., N1, xn, = b1,
yj:cl+(]_1klajz a"'aMla yMlzdl}a

hg, i:1,...,N2, xNQZbQ,

-2 .
Q, ={(zs,yj)| @i =az + (i - 1
1 k2) ]: 7"'aM25 YM, :dQ}

yi=co+(j—

Oznac¢imo h = max{hy, ha, k1, k2 }.
Uvedimo sada odgovarajuéi prostor kona¢nih elemenata S" = S x Sh ¢ H} kojem
odgovara mreza Qj,. Za kanonske elemente biramo elementarne trouglove. Svaki évor

(x4, y,) mreze predstavlja zajednicko teme za Sest elementarnih trouglova, oznacimo
ih sa Tj51,..., ;6 (slika (5.2)).

T
o i
Ty Tys

Slika 5.2. Trouglovi koji odgovaraju ¢voru (z;, y;)

Neka je {¢%} baza prostora S}, a {¢4} baza prostora SZ. Priblizno resenje u; =
(uw1,p,us2,) problema (5.13) trazimo u obliku linearne kombinacije:

N1 My Ny My
uin = D Ubdln(e.y), wan=>_ Y Uidha(wy). (5.14)
=1 j=1 i=1 j=1

Sada aproksimacija problema metodom konaé¢nih elemenata glasi:
Naéi uy, € S tako da je
alup,wp) = l(wn), Vwp, € S™. (5.15)

Teorema 5.2.1. Neka su ispunjene pretpostavke teoreme 5.1.2. Tada reSenje up
problema (5.15) zadovoljava:

lu—unllL <c h?|ull a2,

lu = unll e <c hllulla>.
Dokaz. 1z (5.13) i (5.15) sledi

a(u —up,u—up) =alu—up,u—wp), Ywp € sh.
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Kako iz leme 5.1.1 sledi
lu—unl|f < Cralu —up,w —up) + Collu — un|l,,
za neke konstante C7, Cs, to je
lu—unlF < Cullu — | w}iggh lu = wnllm + Collu —unZ. (5.16)

Imamo da je

[ — unl|z, = sup (u—un,g)r
geL gl

Za svako g € L odredujemo vy € H} tako da je
a(v,vy) = (v,g)r, Vv € Hg.
Dakle, za svako v;, € S* imamo
(u—un, 9)L = alu — un,vg) = a(u — up, vg — vp) <c |lu = unllmllvg — vallm,

odakle sledi

lu—unllg inf o, —vhqu). (5.17)
v €S"

1
Ju=unllz <csup (7
seb VTl

Pomocéu aproksimacionih svojstava prostora konac¢nih elemenata i teoreme 5.1.2
dobijamo

inf, lvg = vnllar <c hllvglluz <c hllgllL- (5.18)
reS"

Iz (5.17) i (5.18) sledi
lu—unlz <c hllu = unllm, (5.19)

odakle iz (5.16) za dovoljno male h dobijamo

||u — uh||H1 SC inf} Hu — whHHl gc h”uHHz (520)
wp€S"
Procena u L-normi sledi direktno iz (5.19) i (5.20). O

Opisanim algoritmom problem (5.15) aproksimiramo sistemom linearnih jednacina po

nepoznatim Uilj , UZ—Q]- .

5.3 Dvomrezna diskretizacija

Uvedimo sada novu, grublju mrezu Qp = ﬁ}_[ U ﬁ;, pri ¢cemu je Hy > hy, Hy > ho,
Ky > k1,Ks > ko, H = max{Hy, Ky, Hy, K5}, kao i odgovarajuéi prostor kona¢nih
elemenata SH = SH x SH pridruzen ovoj mrezi.

ALGORITAM |

Korak 1. Nadi uy = (u1 g, us g) € S tako da je a(upy,wn) = l(wy), Ywy € SH.
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Korak 2.

a) Naéiuj, € S tako da je ay(u1 p,win) = li(wip) — b1 (uz g, win),
le,h S S{L

b) Nadi uj ), € Sh tako da je ag(uy p,,w2.n) = la(wan) — bg(u{,h,wgﬁ),
VLUQJL S Sg

Dakle, polazni problem opisanim algoritmom reSavamo samo jednom na grubljoj
mrezi, a potom taj problem razdvajamo na dva problema koje odvojeno reSsavamo na
finijoj mrezi.

Naredna teorema daje procenu greske.

Teorema 5.3.1. Neka su ispunjene pretpostavke teoreme 5.1.2. Tada za uj ), i u3 ),
vaze sledeée ocene greske:

h%+kf+H13+Kf>
(& 2 2 b
h3+k3 HS+ Kj
2 T o

IA

s =} wllin oy (5.21)

lug —u3 |l 51 () <e (5.22)

ol

2 2 2
Vidimo da je dovoljno uzeti da je H; = h{, Hy = h3, K1 = k{, Ko = k3 da bismo

postigli optimalnu ta¢nost u H' normi.



Problem sopstvenih vrednosti

U ovom poglavlju razmotricemo dvomreznu diskretizaciju za problem sopstvenih
vrednosti. Njom se reSavanje problema sopstvenih vrednosti na finijoj mrezi svodi na
reSavanje problema sopstvenih vrednosti na znatno grubljoj mrezi i reSavanje linearnog
algebarskog sistema na finijoj mrezi. Pokazuje se da uz odgovarajuéi izbor grublje
mreze rezultat zadrzava asimptotski optimalnu gresku.

6.1 Postavka problema

Razmotrimo sledeé¢i Dirihleov grani¢ni problem:

"0 Ou
w(z) =0, z€o9, (6.2)

u ogranicenoj oblasti 2 C R™. Pretpostavi¢emo da su ispunjeni uslovi:

aij(x) € LOO(Q), (63)
a;j(z) = aj;(z) €R, s.s. u, (6.4)
Z aij(v)&i&; > co Z &%, V€, s.s.u €2, o> 0. (6.5)
i,j=1 1,5=1

Definicija: Broj A za koji postoji netrivijalno resenje grani¢nog problema (6.1), (6.2)
naziva se sopstvenom vrednoséu zadatka (6.1), (6.2). Odgovarajuée resenje u(zx)
naziva se sopstvenom funkcijom problema (6.1), (6.2).

MnoZenjem jednacine (6.1) test funkcijom w € HE(£2) i parcijalnom integracijom
dobijamo:

2,7=1
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Ako uvedemo oznake:

- ou Ow
a(u,w) = /Q S ayle) o d,
. i [3

i,j=1
b(u,w) = / u(z)w(z)de,
Q
slaba forma postavljenog problema je:
a(u,w) = Ab(u, w).

Dakle, varijacioni zadatak glasi:

Naéiu € HY(Q), u#0, A € R tako da je
a(u,w) = \b(u,w), Yw € HY(Q). (6.6)

Poznato je da problem (6.6) ima prebrojivo mnogo sopstvenih vrednosti koje su sve
pozitivne

0<)\1§)\2§>\3§
Za odgovarajuée sopstvene funkcije w1, uo, us... mozemo pretpostaviti da je:
aui, u;) = Ajb(ui, u;) = dij, (6.7)

gde je 4;; Kronekerov simbol:

Ll
b=
0, 1#j

Norma || - ||z je relativno kompaktna u odnosu na normu

[vllz, = Vb(v,v),
u smislu da se iz svakog ograni¢enog niza u normi || - || 71 moze izvuéi podniz koji je
Kosijev u odnosu na normu || - || z,-

Lako se proverava da je forma a(-,-) bilinearna, simetriéna, ograni¢ena i koercivna.
U daljem radu koristi¢emo energetsku normu

I lla = va(,-)
koja je ekvivalentna normi || - || 71 na Hg ().
Forma b(+,-) je simetri¢na i bilinearna.

H~1(Q) je dual prostora H} () sa normom

[v]|—a = sup b(v,w).

Ly() € H71(Q) kompaktno, pa za svako v € H}(Q), b(w,v) ima neprekidno
produzenje na w € H~1(Q) tako da je b(w,v) neprekidna na H~1(Q) x HJ ().
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6.2 Aproksimacija metodom konacnih elemenata

Aproksimirajmo problem metodom kona¢nih elemenata. Neka je T" = {K}
uniformna triangulacija domena ). Uvedimo prostor konac¢nih elemenata na sledeéi
nacin:

SM(Q) = {we HY Q) : w|k € Py, VK € T"},

gde je P prostor polinoma stepena ne veceg od r.
Odabirom kona¢nodimenzionalnog potprostora dolazimo do aproksimativnog
varijacionog zadatka:

Naéi (An,up), up € SM(Q), up, # 0 tako da je
a(up,w) = Apb(up,w), Yw € S™(Q). (6.8)
Ova diskretna aproksimacija problema ima konatno mnogo sopstvenih vrednosti:
0<Mn<Aon<An <o <Appn, np=dim S
i odgovarajucih sopstvenih funkcija uy p,u2 p, us b..., Un, p, Pri cemu vazi:
a(uip, Ui n) = Xjnb(win, wjn) = 6;j.
Sopstvene vrednosti problema (6.6) zadovoljavaju min-max princip

) a(ug, ug) .
A; = min maxM,ZZI,Q,...

ViCH)(Q), wi€Vi b(ui,ui)

dim V=i
kao i problema (6.8):
. a(ug, u; )
Aip = min  max M, i=1,2,...,np.

V;csh, u; €V; b(ui,ui)

dim V=i
Odavde direktno sledi

)\i S/\i,h; i:1,2,...,nh.

Neka je

op(Ni) = sup inf |lv—wa,
vEN(N\;) weS™

gde je
N(\) = {v e Hj(Q) : v je sopstvena funkcija koja odgovara \;, [|v||la = 1},

prostor sopstvenih funkcija.
Uvedimo jos i
no(h) = sup inf |[L7'f —wla,
reni(e),wes"
I Flla=1
pri éemu L= : H=1(Q) — HE(Q) zadovoljava
a(L7 f,w) =b(f,w), YweS" feH Q).

Vazi sledeéa:
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Teorema 6.2.1. Za svako u;p problema (6.6) (i = 1,2,...,n) postoji sopstvena
funkcija w; problema (6.8) koja odgovara A; takva da je ||u;|lq =1 i
lui = winlla <c On(Ai)-

Pri tom je ||u; — ui,tha <e Na(h)||u; — ui,h”w
Za sopstvenu vrednost
i < Nin <N+ Cidr (M),

gde je C; konstanta koja ne zavisi od koraka h.

Lema 6.2.2. Ako je Q konveksna i poligonalna oblast, onda je
na(h) = O(h)a 5h()\z) Sc h".

6.3 Dvomrezna diskretizacija

Neka je Py, ortogonalni projektor prostora HE () na prostor S"(€2) definisan sa:
a(v — Ppo,w) =0, Yo € HY(Q), we S"(Q).

Vazi:

Lema 6.3.1. HPth — uitha <e )\i,h — N\ + )\zHuz — uith,a

Dokaz. Podimo od identiteta

a(Phui — ui,h,w) = ()\z - )\i’h)b(ui’h,w) + )\Zb(uz - ui}h,w), Yw € sh.

Vazi:
| Phu; — win||2 = |a(Paui — i, Paui — uip)|
= |(Ai — A n)b(win, Prts — s ) + Xib(uy — iy Pri — uip)|
<e Nih = A1 P — winlla + Nillws — winll—all Prtti — i plla,
a odavde direktno sledi tvrdenje. O

Navedimo jos jedan pomocéni rezultat.
Lema 6.3.2. Neka je A sopstvena vrednost, a u odgovarajuca sopstvena funkcija
problema (6.6). Tada za svako v € H}(Q) \ {0} vazi

a(v,v) alv —u,v—u) b(v —u,v—u)
—A= - A .
b(v,v) b(v,v) b(v,v)
Dokaz. Vazi:
a(v —u,v —u) — Xb(v — u,v — u) =a(v,v) — 2a(v,u) + a(u,u) — Ab(v,v) + 2Ab(v,u)
— Ab(u, u).
Kako je
a(v,u) = Ab(v, u),
a(u,u) = Ab(u, u),
dobijamo

a(v —u,v —u) — Ab(v —u,v —u) = a(v,v) — Ab(v,v),

a odavde direktno sledi tvrdenje. O
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Neka su sada S7(Q) i S"(Q), SH(Q) c S*(Q) C H(Q), dva prostora konaénih
elemenata kojima odgovaraju redom grublja mreza TH i finija T".

ALGORITAM |

Korak 1. Naéi ;g € Riu; g € SH(Q) (i =1,2,...,ng) tako da je |[u; gl =11
a(ui g, w) = N gb(ui g,w), Ywe ST(Q).

Korak 2. Naéi u;, € S"(Q) (i =1,2,...,np) tako da je
a(uip,w) = N gb(uig,w), Yw e S"Q).

Korak 3.
a(ug b, ug
Xin = @(Ush; Uih) “h), i=1,2,....,nx.
b(ti,hy Wi h)
Vidimo da se problem sopstvenih vrednosti resava samo u prvom koraku algoritma
na grubljoj mrezi.

Vazi sledeca teorema:
Teorema 6.3.3. Pretpostavimo da su \ip, @ uin (1 =1,2,...,np) dobijeni promocu
algoritma 1. Ako je SH c S*, tada je

lus — winlla <c Nimg — A + Nillws — wi || —a + |Jus — Prttilla, (6.9)
Ain = Ail e i = A)? + [lus — wim||2 g + llus — Prulf3- (6.10)
Dalje je
wi — winlle <e 6FHN) + na(H)Sm () + 61 (), (6.11)
i = Ail e 65r(Ne) + ma (H) 83 (A) + 0 (M) (6.12)

Dokaz. Podimo od identiteta
a(Pru; — wip,w) = (A — X 1) b(wi g, w) + Xib(u; — us pr,w), Yw € Sh.
Imamo da je
lwi — winl? = a(uwi — wip,u; —wip) = a(Puu; — wip +u; — Prug,u; — u;p)
<e (Mg — A+ Nillws — i ml|—a + 1w — Pruilla) lwi — winlla,

pa odavde direktno sledi (6.9).
Iz Leme 6.3.2 imamo

a(i b, Ui h)

A — Al = —\
i =1 b(wi,p, wih) |
a(ti,n — Wiy Wih — Ui) b(wi,n — Wiy Wih — ui)
= ; ; - A ' : s
b(wihy win) b(wi,n, win)
a odavde i iz (6.9) dobijamo (6.10).
(6.11) i (6.12) dobijamo pomoéu Teoreme 6.2.1. O

Uzimajuéi u obzir Lemu 6.2.2 imamo sledeée procene:
1
||uz - ui,h”a Sc HT+ + h"

|)\i,h _ )\z| Sc H2r+2 4 h2r'

Odavde zaklju¢ujemo da je dovoljno uzeti H = h71 da bismo dobili optimalnu gresku.
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6.4 Primer

Tlustrujmo izlozeni algoritam na slede¢em problemu sopstvenih vrednosti:
—Au=MXu, z€Q, (6.13)
u(z) =0, xz €, (6.14)
pri ¢emu je Q = (0,1) x (0,1).
Nesposredno se proverava da je
u(x) = sin(ir(z — 1)) sin(jr(y — 1)), ¢,7=1,2,...
sopstvena funkcija, a
A=+ ),
odgovarajuca sopstvena vrednost datog problema.
Uvedimo triangulaciju domena T"(Q) = {K} (slika (6.1)) i prostor konaénih

elemenata:
S"(Q) ={we H}(Q) : w|k je linearna, VK € T"}.

Slika 6.1. Mreza sa korakom h = %.

Oznac¢imo sa (Ap,up) prvu sopstvenu vrednost i odgovarajuéu sopstvenu funkeiju
problema (6.13), (6.14) koje su dobijene metodom konacnih elemenata.
Dobijeni podaci dati su u tabeli (6.1).

Tabela 6.1.

h | lu—upllL, | IV(w—up)|L,

i 2.9592D-02 3.6582D-01

é 7.8655D-03 1.0903D-01
% 2.0180D-03 2.9097D-02
% 5.1958D-04 7.4391D-02
i 1.4283D-04 1.8733D-02

1
? 4.9541D-05 8.6940D-03
6 2.7492D-05 1.1741D-03
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Prema teoremi (6.2.1) vazi:
IV (u = un)llz, = O(h).

Vidimo da su rezultati numerickog eksperimenta prikazani u tabeli (6.1) saglasni sa
teorijskim rezultatima.

1
Primenimo sada dvomrezni algoritam koriste¢i mreze sa korakom h = 20 (i=4,6,8)

i odgovarajuce grublje mreze sa korakom H = v/h.

Oznacimo sa (A", u") prvu sopstvenu vrednost i sopstvenu funkciju problema (6.13),
(6.14) koje su dobijene koriséenjem dvomrezne metode.

Dobijeni rezultati dati su tabeli (6.2). Za ocenu greske koriséena je MATLAB
funkcija pdejmps.

Tabela 6.2.
(1Hle) IV (u—u")|L,
(4, 16) 6.4821D-02
1 1
(8, 64> 2.9608D-02
1 1
<16, 256) 6.2749D-03

Iz teoreme (6.3.3) imamo da je
IV (u —u")l|z, = O(H?).

Rezultati prikazani u tabeli (6.2) saglasni su sa navedenom procenom.



Literatura

ORI

SIS

N =

Allaire, G.: Numerical analysis and optimization: An introduction to
mathematical modelling and simulation, Oxford University Press, 2007.

Howard, P.: Partial Differential Equations in MATLAB 7.0, 2005.

Jin, J., Shu, S., Xu, J.: A two-grid discretization method for decoupling systems
of partial differential equations, Math. Comput. 75, 167-1626, 2006.

Jovanovié, B.: Parcijalne jednacine, Matematicki fakultet, Beograd, 1999.

Jovanovi¢, B., Radunovié¢, D.: Numericka analiza, Matematicki fakultet,
Beograd, 2003.

Jurak, M.: Metoda konacnih elemenata - predavangja, 2004.

Koleva, M., Vulkov, L. G.: Two-grid decoupling method for elliptic problems on
disjoint domains, Lect. Notes in Comp. Sci., Springer - Verlag Berlin Heidelberg,
V. 5910, 787 - 795, 2010.

Xu, J., Zhou, A.: A two-grid discretization scheme for eigenvalue problems,
Math. Comput. 70(233), 17-25, 2001.

Zoli¢, A.: Numericka matematika I, Matematicki fakultet, Beograd, 2008.



