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1 Óâîä

1.1 Ïðåäãîâîð

Ó êëàñè÷íîj ìåõàíèöè, ôàçíè ïðîñòîð M jå Ïóàñîíîâà ìíîãîñòðóêîñò,
òj. íà àëãåáðè ôóíêöèjà F(M) ïîñòîjè áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å {, } :
F(M)×F(M)→ F(M) êîjå çàäîâî§àâà îäðå¢åíå àêñèîìå, è êîjå íàçèâàìî
Ïóàñîíîâà çàãðàäà. Òàäà, êðåòà»å ó òîì ñèñòåìó îïèñójåìî

d

dt
f(m(t)) = {H, f(m(t))}

ãäå jå H ôóíêöèjà êîjà jå çàäàòà è íàçèâàìî jå õàìèëòîíèjàí (è ó êëàñè÷íîì
ñëó÷àjó ïðåäñòàâ§à óêóïíó åíåðãèjó ñèñòåìà), äîê m(t) ïðåäñòàâ§à ñòà»å
ñèñòåìà ó òðíåóòêó t. Ó ñëó÷àjó êðåòà»à jåäíå ÷åñòèöå ïî ïðàâîj ëèíèjè,M
ïðåäñòàâ§à T ∗R - êîòàíãåíòíî ðàñëîjå»å, è àêî ñà q îçíà÷èìî êîîðäèíàòó
íà ïðàâîj ëèíèjè (øòî jå ó îâîì ñëó÷àjó ïîëîæàj ÷åñòèöå), à ñà p êîîðäèíàòó
ó ôèáðè (ó îâîì ñëó÷àjó èìïóëñ), Ïóàñîíîâà çàãðàäà jå äàòà ñà

{f1, f2} =
∂f1

∂p

∂f2

∂q
− ∂f2

∂p

∂f1

∂q
.

Ó îâîì ñëó÷àjó jå {p, q} = 1.
Ó êâàíòíîj ìåõàíèöè, ïðîñòîðM jå çàìå»åí ñà ñêóïîì ñâèõ jåäíîäèìåí-

çèîíèõ ïîòïðîñòîðà íåêîã êîìïëåêñíîã õèëáåðòîâîã ïðîñòîðà V , à àëãåáðà
F(M) jå çàìå»åíà ñà àëãåáðîì îïåðàòîðà (íå îáàâåçíî îãðàíè÷åíèõ) íà V .
Òàäà åâîëóöèjà íåêîã îïåðàòîðà A ñå îïèñójå ñà

dA

dt
= [Hq, A]

ãäå jå Hq íåêè îïåðàòîð, êîjè íàçèâàìî êâàíòíè õàìèëòîíèjàí. Ó ñëó÷àjó
êðåòà»à jåäíå ÷åñòèöå ïî ïðàâîj, ïðîñòîð V jå ïðîñòîð L2(R) êâàäðàòíî -
èíòåãðàáèëíèõ ôóíêöèjà ïî q à îïåðàòîðè P è Q êîjè îäãîâàðàjó êîîðäè-
íàòíèì ôóíêöèjàìà p è q ñå äåôèíèøó êàî:

P = −i~ ∂
∂q
, Q = ∗q,

ãäå jå ∗q ìíîæå»å ñà q, à ~ jå 1
2π ïóòà Ïëàíêîâà êîíñòàíòà. Ïðèìåòèìî äà

jå ó îâîì ñëó÷àjó
[P,Q] = −i~IdV .

Ïèòà»å êîjå ñå ïîñòàâ§à êàêî ïðå£è ñà êëàñè÷íå íà êâàíòíó ñèòóàöèjó,
êîjå ñå íàçèâà êâàíòèçàöèjà. Íàjëîãè÷íèjà ïðåòïîñòàâêà áè áèëà äà èìàìî
íåêî ïðåñëèêàâà»å Ω êîjå ñâàêîj ôóíêöèjè íà M äîäå§ójå íåêè îïåðàòîð
íà V . Òàêî¢å ïîøòî ñå åâîëèöjà ñèñòåìà ó jåäíîì ñëó÷àjó îïèñójå ïðåêî
Ïóàñîíîâå çàãðàäå à ó äðãóîì ïðåêî êîìóòàòîðà, ïðåñëèêàâà»å Ω áè òðåáàëî
äà çàäîâî§àâà

Ω{f1, f2} =
[Ωf1,Ωf2]

−i~
,

ãäå íîðìàëèçàöèjà äîëàçè îä îäãîâàðàjó£èõ èçðàçà. Íàæàëîñò, òàêâî ïðåñ-
ëèêàâà»å Ω jîø íèjå íà¢åíî, ÷àê íè ó íàjjåäíîñòàâíèjåì ñëó÷àjó êðåòà»à
÷åñòèöå ïî ïðàâîj ëèíèjè.
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Àëòåðíàòèâíó ôîðìóëàöèjó ïðîáëåìà ïðåäëîæèî jå Ìîjàë 1949 ãîäè-
íå. Ïðèìåòèìî ïðâî ôóíäàìåíòàëíó ðàçëèêó èçìå¢ó êëàñè÷íîã è êâàíòíîã
ôîðìàëèçìà. Ó ïðâîì ñëó÷àjó àëãåáðà ôóíêöèjà F(M) jå êîìóòàòèâíà
äîê àëãåáðà îïåðàòîðà íà íåêîì âåêòîðñêîì ïðîñòîðó V íèjå (ïîä óñëîâîì
dimV > 1). Ìîjàëîâà èäåjà jå áèëà äà ïîêóøàìî äà ðåïðîäóêójåìî ðåçóë-
òàòå êâàíòíå ìåõàíèêå ìå»à»åì óîáè÷àjåíîã ïðîèçâîäà ∗ íà F(M) íåêîìó-
òàòèâíèì ïðîèçâîäîì ∗h êîjè çàâèñè îä ïàðàìåòðà h òàêâèì äà ∗h ïîñòàjå
óîáè÷àjåíè ïðîèçâîä êàä h→ 0, è êîjè çàäîâî§àâà

lim
h→0

f1 ∗h f2 − f2 ∗h f1

h
= {f1, f2}.

Òà èäåjà áè îäãîâàðàëà òîìå äà êëàñè÷íó ìåõàíèêó äîáèjàìî êàäà ó êâàíòíîj
óçìåìî äà Ïëàíêîâà êîíñòàíòà òåæè íóëè.

Òèìå áè ìîãëè äà êàæåìî äà jå êâàíòíè ïðîñòîð, äóàëíè îájåêàò îä
àñîöèjàòèâíå àëè íå îáàâåçíî êîìóòàòèâíå àëãåáðå. Óêîëèêî jå ïî÷åòíè
ïðîñòîð ãðóïà G, ãðóïíå îïåðàöèjå £å íà ïðîñòîðó ôóíêöèjà èíäóêîâàòè
îäãîâàðàjó£à ïðåñëèêàâà»à, êîjà, êàî øòî £åìî âèäåòè, óç íåêå òåõíè÷êå
ïðåòïîñòàâêå ñíàáäåâàjó F(G) ñòðóêòóðîì Õîïôîâå àëãåáðå. Ñàìèì òèì
êâàíòíà ãðóïà ñå äåôèíèøå, ìàäà íå ñòðîãî, êàî äóàëíè îájåêàò îä Õîïôîâå
àëãåáðå, êîjà íèjå îáàâåçíî êîìóòàòèâíà. Íàðàâíî, ó îáà îâà ñëó÷àjà äà
áè êâàíòíè ïðîñòîðè è êâàíòíå ãðóïå èìàëè ðàçóìíà ñâîjñòâà, ìîðàjó ñå
ñòàâèòè äîäàòíè óñëîâè íà ïî÷åòíå àëãåáðå.

Ðàä jå ïðåâàñõîäíî ïîñâå£åí ðåøàâà»ó Jàíã - Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå,
êîðèø£å»åì ìåòîäà êâàíòíèõ ãðóïà. Ñïåöèjàëíî, äàò jå óâîä ó òåîðèjó
áåñêîíà÷íîäèìåíçèîíèõ êâàíòíèõ ãðóïà, ñà îñâðòîì íà îáëàñòè ïîòðåáíå
çà »èõîâî äåôèíèñà»å, è ïðèêàçàíî jå êàêî îíå ãåíåðèøó ðåøå»à Jàíã -
Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå íà ñâîjèì ðåïðåçåíòàöèjàìà. Òàêî¢å, çáîã îãðàíè÷å-
íîñòè ïðîñòîðà, ìíîãè ïîjìîâè íèñó äåòà§íî óâåäåíè.

Îâîì ïðèëèêîì õòåî áèõ äà èçðàçèì çàõâàëíîñò ñâîì ìåíòîðó ïðîô. äð
Çîðàíó Ðàêè£ó íà ïîäðøöè è ïîìî£è ïðèëèêîì ïèñà»à îâîã ðàäà.

1.2 Îñíîâíè ïîjìîâè èç ëèíåàðíå àëãåáðå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó óâåø£åìî îñíîâíå ïîjìîâå èç àëãåáðå êîjè ñå êîðèñòå
ó ðàäó. Îñíîâíè ïîjìîâè î âåêòîðñêèì ïðîñòîðèìà è ëèíåàðíèì ïðåñëè-
êàâà»èìà ñå ïîäðàçóìåâàjó, êàî è îñíîâíà ñâîjñòâà òåíçîðñêîã ïðîèçâîäà.
Óâåäèìî íåêå îñíîâíå êîíñòðóêöèjå âåçàíå çà òåíçîðñêè ïðîèçâîä. Ñâè
äåòà§è ñå ìîãó íà£è ó [11].
1) Òåíçîðñêà àëãåáðà
Íåêà jå V âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì k. Îçíà÷èìî ñà T 0(V ) = k, T 1(V ) =
V è Tn(V ) = V ⊗n è íåêà jå:

T (V ) =
⊕
n≥0

Tn(V ).

Ïðîñòîð T (V ) íàçèâàìî òåíçîðñêà àëãåáðà íàä V . Jåäèíèöó äåôèíèøåìî
íà î÷èãëåäàí íà÷èí, jåð jå áàçíî ïî§å âå£ ñàäðæàíî ó T (V ), äîê ìíîæå»å
äåôèíèøåìî áðèñà»åì çàãðàäà òj. àêî èìàìî x1 ⊗ . . . ⊗ xn ∈ Tn(V ) è
xn+1 ⊗ . . .⊗ xm+n ∈ Tm(V ), »èõîâ ïðîèçâîä jå x1 ⊗ . . .⊗ xm+n.

Òåíçîðñêà àëãåáðà èìà óíèâåðçàëíî ñâîjñòâî äà óêîëèêî èìàìî ëèíåàðíî
ïðåñëèêàâà»å f : V → A èç áàçíîã âåêòîðñêîã ïðîñòîðà ó íåêó àëãåáðó
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A, òàäà ñå f jåäèíñòâåíî ïðîäóæójå äî ìîðôèçìà àëãåáðè f : T (V ) → A.
Ôîðìàëíó äåôèíèöèjó àëãåáðå £åìî óâåñòè êàñíèjå, àëè óêðàòêî, òî jå
âåêòîðñêè ïðîñòîð ñà áèëèíåàðíîì îïåðàöèjîì - ìíîæå»åì, êîje jå àñîöè-
jàòèâíî è èìà íåóòðàë.

Ïðèìåòèìî äà òåíçîðñêà àëãåáðà èìà ïðèðîäíó ãðàäóàöèjó êàî âåêòîð-
ñêè ïðîñòîð, êàî è äà £å ìíîæå»å ïîøòîâàòè òó ãðàäóàöèjó ó ñìèñëó äà
àêî jå x ∈ Tn(V ) è y ∈ Tm(V ), îíäà jå xy ∈ Tm+n(V )
2) Ñèìåòðè÷íà àëãåáðà
Ñèìåòðè÷íà àëãåáðà íàä âåêòîðñêèì ïðîñòîðîì V ñå äîáèjà êàä òåíçîðñêó
àëãåáðó ïîñå÷åìî ïî èäåàëó I ãåíåðèñàíèì ñà åëåìåíòèìà x ⊗ y − y ⊗ x.
�ó £åìî îçíà÷àâàòè ñà S(V ). Jàñíî jå èç ñâîjñòàâà òåíçîðñêå àëãåáðå, äà
óêîëèêî èìàìî ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å f : V → A ãäå jå A êîìóòàòèâíà
àëãåáðà, äà £å ñå îíî ïîäè£è äî ïðåñëèêàâà»à f : S(V ) → A, êîjå jå
ìîðôèçàì àëãåáðè. Ñèìåòðè÷íà àëãåáðà çàäðæàâà ãðàäóàöèjó òåíçîðñêå
àëãåáðà, jåð ñe åëåìåíòè èäåàëà I íàëàçå ó T 2(V ).
Òàêî¢å, êðîç ðàä £åìî êîðèñòèòè îçíàêó k[A], ãäå jå k ïî§å, à A ñêóï, çà
âåêòîðñêè ïðîñòîð íàä ïî§åì k ãåíåðèñàí åëåìåíòèìà ñêóïà A.

1.3 Ëèjåâå àëãåáðå

Ó îâîì ïîãëàâ§ó óâåø£åìî ïðåâàñõîäíî íîòàöèjó êîjà £å ñå êîðèñòèòè
êðîç ðàä, è áè£å íàâåäåíå îñíîâíå îñîáèíå Ëèjåâèõ àëãåáðè êîjå £å áèòè
êîðèø£åíå, ïà ñàìèì òèì íå£å ñå òåæèòè ïîòïóíîñòè. Äåòà§è ñå ìîãó íïð.
íà£è ó [6].

Äåôèíèöèjà 1.1. Ëèjåâà àëãåáðà jå âåêòîðñêè ïðîñòîð L (óâåê £åìî ïðåò-
ïîñòàâ§àòè íàä ïî§åì R èëè C) çàjåäíî ñà ïðåñëèêàâà»åì [, ] : L× L→ L,
êîjå íàçèâàìî Ëèjåâà çàãðàäà (èëè êîìóòàòîð), è çà êîjå âàæè:
1)[x, x] = 0 (⇔ [x, y] = −[y, x]),
2)[x, [y, z]] + [y, [z, x]] + [z, [x, y]] = 0.
Ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å φ : L→ L′ jå ìîðôèçàì Ëèjåâèõ àëãåáðè àêî âàæè:
φ([x, y]) = [φ(x), φ(y)].

Àíàëîãíî êàî è êîä îñòàëèõ àëãåáàðñêèõ ñòðóêòóðà äåôèíèøó ñå ïîä-
àëãåáðå. Ñïåöèjàëíî èäåàë Ëèjåâå àëãåáðå, jå ïîòïðîñòîð I, çà êîjè âàæè,
óêîëèêî jå x ∈ I è y ∈ L îíäà jå [x, y] ∈ I. Î÷èãëåäíî jå äà ñó {0} è L óâåê
èäåàëè. Ñïåöèjàëíî ñà [L,L] îçíà÷àâàìî íàjìà»è èäåàë êîjè ñàäðæè ñâå
êîìóòàòîðå. Óêîëèêî ñó îâî jåäèíè èäåàëè çà Ëèjåâó àëãåáðó L êàæåìî äà
jå ïðîñòà (ó òîì ñëó÷àjó î÷èãëåäíî âàæè L = [L,L]). Óêîëèêî èìàìî íåêó
ïîäàëãåáðó K îä Ëèjåâå àëãåáðå L, »åí öåíòðàëèçàòîð C(K) äåôèíèøåìî
êàî:

C(K) = {y ∈ L|[x, y] = 0, ∀x ∈ K}.
Ñàìèì òèì, çà íåêè åëåìåíò x ∈ L êàæåìî äà jå öåíòðàëíè óêîëèêî jå
x ∈ C(L).

Èäåàëè èìàjó àíàëîãíó óëîãó çà Ëèjåâå àëãåáðå êîjó èìàjó íîðìàëíå
ãðóïå çà ãðóïå. Íïð. ëàêî ñå âèäè äà jå jåçãðî ìîðôèçìà Ëèjåâèõ àëãåáðè
èäåàë, è ñë.

Îñíîâíè ïðèìåðè Ëèjåâèõ àëãåáðà ñó ïîäàëãåáðå îä Mn(K), n × n ìàò-
ðèöà íàä ïî§åì K, íà êîjîj ñå Ëèjåâà çàãðàäà äåôèíèøå:

[A,B] = AB −BA
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ãäå jå ñà äåñíå ñòðàíå óîáè÷àjåíî ìíîæå»å ìàòðèöà (îäàòëå è äîëàçè íàçèâ
êîìóòàòîð). Ïîãëåäàjìî jåäàí jåäíîñòàâíèjè ñëó÷àj:

Ïðèìåð 1.1. Ëèjåâà àëãåáðà sl2(C) jå ñêóï ñâèõ 2× 2 ìàòðèöà íàä ïî§åì
êîìïëåêñíèõ áðîjåâà, ÷èjè jå òðàã 0, à Ëèjåâà çàãðàäà jå äàòà êîìóòàòîðîì
ìàòðèöà. Êàêî jå tr(AB) = tr(BA), âèäèìî äà jå êîìóòàòîð áèëî êîjå 2
ìàòðèöå, ìàòðèöà òðàãà 0, ïà jå äàòè ñêóï çàòâîðåí çà êîìóòàòîð, òj. îíà
ïðåäñòàâ§à Ëèjåâó ïîäàëãåáðó îä Mn(C). Ó »îj èìàìî î÷èãëåäíó áàçó:

x =

(
0 1
0 0

)
, y =

(
0 0
1 0

)
, h =

(
1 0
0 −1

)
.

Òàäà ñó êîìóòàòîðè áàçíèõ åëåìåíàòà äàòè ñà:

[h, x] = 2x, [h, y] = −2y, [x, y] = h.

Ïðèðîäíî ñå ïîñòàâ§à ïèòà»å, äà ëè íåêó Ëèjåâó àëãåáðó ìîæåìî ðå-
àëèçîâàòè êàî ïîäñêóï íåêå àëãåáðå, ó êîjîj áè »åíà Ëèjåâà çàãðàäà áèëà
çàìå»åíà êîìóòàòîðîì îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà. Îäãîâîð £åìî íàâåñòè
êðîç ñëåäå£è ïðèìåð:

Ïðèìåð 1.2. Ïîñìàòðàjìî òåíçîðñêó àëãåáðó ó ñëó÷àjó êàäà jå áàçíè âåê-
òîðñêè ïðîñòîð Ëèjåâà àëãåáðà L. Òàäà ó òåíçîðñêîj àëãåáðè T (L) èìàìî
èäåàë I ãåíåðèñàí åëåìåíòèìà u⊗v−v⊗u−[u, v]. Ïðîñòîð T (V )/I íàçèâà ñå
óíèâåðçàëíà îìîòà÷êà àëãåáðà Ëèjåâå àëãåáðå è îçíà÷àâà ñå ñà U(L). Jàñíî
jå äà £å ñâàêî ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å f Ëèjåâå àëãåáðå L ó àëãåáðó A, çà
êîjå âàæè f([u, v]) = f(u)f(v)−f(v)f(u), ïîäè£è äî ïðåñëèêàâà»à (êîjå îïåò
îçíà÷àâàìî ñà f) f : U(L)→ A, êîjå £å áèòè ìîðôèçàì àëãåáðè (ñàìèì òèì,
U(L) ñìî ìîãëè äà äåôèíèøåìî è êàî jåäèíñòâåíó àëãåáðó ñà jåäèíèöîì çà
êîjó âàæè ïðåòõîäíî ñâîjñòâî).

Âàæíà òåîðåìà êîjà ñå îäíîñè íà îìîòà÷êå àëãåáðå jå ñëåäå£à (ïîçíàòà
êàî Ïîåíêàðå - Áèðõîô - Âèòîâà òåîðåìà). Ïðåòõîäíî, óî÷èìî íåêó áàçó
{x1, . . . , xn} îä L è åëåìåíòå xM = xi1 . . . xim îä U(L), ó êîjèìà ñó èíäåêñè
ïîðå¢àíè ó ðàñòó£åì ïîðåòêó. Òàäà âàæè:

Òåîðåìà 1.1. Åëåìåíòè xM ôîðìèðàjó áàçó îä U(L).

Îâàêâå áàçå íàçèâàìî PBW áàçå. Èç îâå òåîðåìå ïîñåáíî âèäèìî äà ñå
L ìîæå óòîïèòè ó U(L).

Çà Ëèjåâó àëãåáðó L êàæåìî äà jå ðåøèâà, óêîëèêî jå íèç èäåàëà L(i+1) =
[L(i), L(i)], L(0) = L îä íåêîã n jåäíàê {0}. Îñíîâíè ïðèìåð ðåøèâå Ëèjåâå
àëãåáðå ñó ãîð»å òðîóãàîíå ìàòðèöå, òj. ìàòðèöå aij çà êîjå jå aij = 0
óêîëèêî jå j < i. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà ñâàêà Ëèjåâà àëãåáðà L èìà jå-
äèíñòâåí ìàêñèìàëàí ðåøèâè èäåàë, êîjè íàçèâàìî ðàäèêàë è îçíà÷àâàìî
Rad(L). Óêîëèêî jå Rad(L) = {0}, çà L êàæåìî äà jå ïîëóïðîñòà. Çà ðåøèâå
Ëèjåâå àëãåáðå âàæè ñëåäå£à òåîðåìà (ïîçíàòà êàî Ëèjåâà òåîðåìà):

Òåîðåìà 1.2. Íåêà jå L Ëèjåâà ïîäàëãåáðà îä gl(V ), ãäå jå V 6= 0 êîíà÷-
íîäèìåíçèîíè âåêòîðñêè ïðîñòîð. Òàäà V ñàäðæè çàjåäíè÷êè ñîïñòâåíè
âåêòîð çà ñâå åíäîìîðôèçìå èç L.
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Ñëè÷íî, çà Ëèjåâó àëãåáðó L êàæåìî äà jå íèëïîòåíòíà óêîëèêî jå íèç
èäåàëà Li+1 = [L,Li] ãäå jå L0 = L jåäíàê {0} îä íåêîã n. Îñíîâíè ïðèìåð
ó îâîì ñëó÷àjó ñó ñòðîãî ãîð»å òðîóãàîíå ìàòðèöå.

Çà íàñ £å îä ïîñåáíîã çíà÷àjà áèòè ïîëóïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå. Äà áè
ôîðìóëèñàëè ãëàâíè êðèòåðèjóì òîã ñâîjñòâà îçíà÷èìî ñà adx åíäîìîð-
ôèçàì îä L êîjè y → [x, y]. Êàêî jå adx ∈ gl(L), äîáðî jå äåôèíèñàíî
ñèìåòðè÷íî áèëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å κ(x, y) = Tr(adxady), êîjå íàçèâàìî
Êèëèíãîâà ôîðìà. Îíà jå òàêî¢å è àñîöèjàòèâíà (èëè èíâàðèjàíòíà) ó
ñìèñëó äà jå κ([x, y], z) = κ(x, [y, z]). Âàæè:

Ñòàâ 1.1. Ëèjåâà àëãåáðà L jå ïîëóïðîñòà àêî è ñàìî àêî jå »åíà Êèëèíãîâà
ôîðìà íåäåãåíåðèñàíà.

Òàêî¢å çà ïîëóïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå âàæè:

Òåîðåìà 1.3. Íåêà jå L ïîëóïðîñòà. Òàäà ïîñòîjå èäåàëè L1, . . . , Lt îä L
êîjè ñó ïðîñòè (ïîñìàòðàíè êàî Ëèjåâå àëãåáðå), òàêâè äà jå L = L1⊕ . . .⊕
Lt.

Îäàâäå ïîñåáíî ñëåäè äà çà ïîëóïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå âàæè L = [L,L],
êàî è äà ñó ñâè èäåàëè è õîìîìîðôíå ñëèêå îïåò ïîëóïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå.

Äà§å, ðåïðåçåíòàöèjà Ëèjåâå àëãåáðå íà íåêîì âåêòîðñêîì ïðîñòîðó V
(V £åìî jîø íàçèâàòè L-ìîäóë), ñå àíàëîãíî äåôèíèøå êàî êîä íïð. ãðóïà.
Ñïåöèjàëíî:

Äåôèíèöèjà 1.2. Âåêòîðñêè ïðîñòîð V çàjåäíî ñà áèëèíåàðíèì ïðåñëè-
êàâà»åì L×V → V êîjå îçíà÷àâàìî ñà x.v èëè ñàìî xv jå L-ìîäóë, óêîëèêî
âàæè:

[x, y].v = x.y.v − y.x.v

Øòî jå åêâèâàëåíòíî çàäàâà»ó ìîðôèçìà φ : L→ gl(V ).
Ìîðôèçàì L-ìîäóëà jå ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å φ : V →W çà êîjå âàæè:

φ(x.v) = x.φ(v). Jåçãðî òàêâîã ìîðôèçìà jå L - ïîäìîäóë (òj. âåêòîðñêè
ïîòïðîñòîð êîjè jå çàòâîðåí çà äåjñòâî L). Ñïåöèjàëíî çà L-ìîäóë V êàæåìî
äà jå èðåäóöèáèëàí àêî ñó jåäèíè »åãîâè L-ïîäìîäóëè {0} è îí ñàì. Êàæåìî
äà jå ïîòïóíî ðåäóöèáèëàí óêîëèêî jå äèðåêòíà ñóìà èðåäóöèáèëíèõ L-
ìîäóëà. Ñëåäå£à òåîðåìà (êîjà ñå íàçèâà Âåjëîâà òåîðåìà) êàæå äà jå òî
çàïðàâî óâåê ñëó÷àj êîä ïîëóïðîñòèõ Ëèjåâèõ àëãåáðè:

Òåîðåìà 1.4. Íåêà jå φ : L → gl(V ) êîíà÷íîäèìåíèçîíà ðåïðåçåíòàöèjà
ïîëóïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå. Òàäà jå φ ïîòïóíî ðåäóöèáèëíà.

Òèìå jå òåîðèjà ðåïðåçåíòàöèjà ïîëóïðîñòèõ Ëèjåâèõ àëãåáðè ñâåäåíà íà
èçó÷àâà»å »èõîâèõ èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà. Ïîñìàòðàjìî êàêî áè
ñå óêðàòêî êëàñèôèêîâàëå ñâå êîíà÷íîäèìåíçèîíå, èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåí-
òàöèjå îä sl2(C):

Ïðèìåð 1.3. Íåêà jå äàòà êîíà÷íîäèìåíçèîíà, èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòà-
öèjà φ : sl2(C) → V . Òàäà, ëèíåàðíè îïåðàòîð h : x → h.x èìà áàðåì jåäàí
ñîïñòâåíè âåêòîð v, çà ñîïñòâåíó âðåäíîñò λ (ìîæå ñå ïîêàçàòè äà îí ìîæå
äà ñå äèjàãîíàëèçójå, àëè òî íàì íèjå ïîòðåáíî). Òàäà jå íà îñíîâó ðåëàöèjà
èç ïðåèìåðà 1.1:

h.x.v = [h, x].v + x.h.v = 2x.v + λx.v = (λ+ 2)x.v,
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è àíàëîãíî áè ñå äîáèëî äà jå âåêòîð y.v ñîïñòâåíè âåêòîð ñà ñîïñòâåíîì
âðåäíîø£ó λ − 2. Êàêî jå V êîíà÷íîäèìåíçèîíè ïðîñòîð, à ñîïñòâåíè
âåêòîðè êîjè îäãîâàðàjó ðàçëè÷èòèì ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà ñó ëèíåàðíî
íåçàâèñíè, ïîñëå äîâî§íîã áðîjà ïðèìåíà îïåðàòîðà x íà v ìîðàìî äîáèòè 0
âåêòîð (è àíàëîãíî çà y). Ïîñëåä»è âåêòîð ó òîì íèçó êîjè íèjå 0 íàçèâàìî
ìàêñèìàëíè âåêòîð, (jåäíîñòàâíèjå ðå÷åíî ìàêñèìàëíè âåêòîð jå âåêòîð
v 6= 0 êîjè jå ñîïñòâåíè âåêòîð çà h è x.v = 0).

Íåêà jå v ìàêñèìàëíè âåêòîð, è îçíà÷èìî ñà vi = 1
i!y

i.v, i ≥ 0 è óçìèìî
äà jå v−1 = 0. Òàäà ñå äèðåêòíî ïðîâåðàâà äà âàæè:
1) h.vi = (λ− 2i)vi,
2) y.vi = (i+ 1)vi+1,
3) x.vi = (λ− i+ 1)vi−1.
Ïðèìåòèìî íåêîëèêî ñòâàðè. Çáîã ïðåòõîäíîã, vi = 0 îä íåêîã ÷ëàíà, è
îçíà÷èìî ñà m íàjìà»è öåî áðîj òàêàâ äà jå vm 6= 0 à vm+1 = 0. Òàäà
ïîòïðîñòîð ñà áàçîì {v0, . . . , vm} jå çàòâîðåí çà äåjñòâî sl2(C), ïà jå îí çáîã
èðåäóöèáèëíîñòè öåî ïðîñòîð V . Òàêî¢å àêî ïðèìåíèìî ôîðìóëó 3) çà
i = m+ 1, äîáèjàìî:

0 = (λ−m)vm,

îäàêëå ñëåäè äà jå λ = m. Ñàìèì òèì ñîïñòâåíà âðåäíîñò êîjà îäãîâàðà
ìàêñèìàëíîì âåêòîðó jå ïðèðîäàí áðîj, è èçíîñè dimV − 1. Äàòè áðîj
íàçèâàìî íàjâå£à òåæèíà îä V . Òàêî¢å âèäèìî äà jå äî íà ïðîèçâîä ñêàëà-
ðîì v jåäèíè èçáîð ìàêñèìàëíîã âåêòîðà, jåð èç 1) ñëåäè äà ñó ñâè ñîïñòâåíè
ïîòïðîñòîðè îä h äèìåíçèjå 1. Òèìå ñìî äîáèëè äàòó êëàñèôèêàöèjó.

Óêîëèêî èìàìî ðåïðåçåíòàöèjó Ëèjåâå àëãåáðå L íà âåêòîðñêèì ïðîñòî-
ðèìà V è W , òàäà ïîñòîjè ðåïðåçåíòàöèjà L íà V ⊗W äàòà ñà:

x.(v ⊗ w) = (x.v)⊗ w + v ⊗ (x.w).

Ó ñëó÷àjó L = sl2(C) âàæè ñëåäå£à ôîðìóëà, êîjà ñå jîø íàçèâà Êëåáø -
Ãîðäàíîâà ôîðìóëà:

Ñòàâ 1.2. Íåêà jå V (m) ðåïðåçåíòàöèjà sl2(C) íàjâå£å òåæèíå m, V (n)
ðåïðåçåíòàöèjà íàjâå£å òåæèíå n, è íåêà jå n ≥ m. Òàäà âàæè:

V (m)⊗ V (n) ∼= V (m+ n)⊕ V (m+ n− 2)⊕ . . .⊕ V (n−m).

Äîêàç ïðåòõîäíîã ñòàâà ñå áàçèðà íà íàëàæå»ó ìàêñèìàëíèõ âåêòîðà
îäãîâàðàjó£èõ òåæèíà ó òåíçîðñêîì ïðîèçâîäó ðåïðåçåíòàöèjà.

Ñïîìåíèìî jîø íåêîëèêî ðå÷è î êîðåíèìà è êëàñèôèêàöèjè ïðîñòèõ
Ëèjåâèõ àëãåáðè. Íåêà jå L ïîëóïðîñòà Ëèjåâà àëãåáðà íàä ïî§åì êîìï-
ëåêñíèõ áðîjåâà. Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjå »åíå ïîäàëãåáðå êîjå ñå ñàñòîjå îä
ïîëóïðîñòèõ åëåìåíàòà (jåäíîñòàâíîñòè ðàäè, ìîæåìî ïîñìàòðàòè Ëèjåâå
àëãåáðå ìàòðèöà), òj. åëåìåíàòà êîjè ìîãó äà ñå äèjàãîíàëèçójó. Íàçîâèìî
òàêâå ïîäàëãåáðå òîðàëíå. Òàäà âàæè:

Ñòàâ 1.3. Òîðàëíå ïîäàëãåáðå îä L ñó êîìóòàòèâíå.

Îçíà÷èìî ñà H ìàêñèìàëíó òîðàëíó ïîäàëãåáðó îä L, òj. òîðàëíó ïîä-
àëãåáðó êîjà íèjå ñàäðæàíà íè ó jåäíîj äðóãîj òîðàëíîj ïîäàëãåáðè (êîjó
òàêî¢å íàçèâàìî è Êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà). Êàêî jå H êîìóòàòèâíà, ôàìè-
ëèjà åíäîìîðôèçàìà adx, x ∈ H ìîæå ñå èñòîâðåìåíî äèjàãîíàëèçîâàòè ó
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íåêîj áàçè. Äðóãà÷èjå ðå÷åíî L jå äèðåêòíà ñóìà ïîòïðîñòîðà Lα = {x ∈
L|[h, x] = α(h)x ∀h ∈ H} ãäå jå α ∈ H∗. Ñêóï ñâèõ α 6= 0 çà êîjå jå
Lα 6= {0} îçíà÷àâàìî ñà Φ, è »åãîâå åëåìåíòå íàçèâàìî êîðåíè îä L ó
îäíîñó íà H. Ïðèìåòèìî äà jå çà α = 0, ïî ñòàâó L0 = CL(H), øòî ñå
ìîæå ïîêàçàòè äà jå çàïðàâî H. Äàêëå, äîáèëè ñìî äåêîìïîçèöèjó L =

H ⊕
∐
α∈Φ

Lα. Òàêî¢å ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ðåñòðèêöèjà Êèëèíãîâå ôîðìå

íà H òàêî¢å íåäåãåíåðèñàíà, øòî íàì îìîãó£ójå äà èäåíòèôèêójåìî H ñà
H∗. Ñïåöèjàëíî, Φ îäãîâàðà ïîäñêóïó {tα|α ∈ Φ} îä H. Ó íàðåäíà äâà
ñòàâà £åìî óêðàòêî íàâåñòè îñíîâíå îñîáèíå êîðåíà:

Ñòàâ 1.4. 1) Φ ãåíåðèøå H∗.
2) Àêî jå α ∈ Φ îíäà jå −α ∈ Φ.
3) Íåêà jå α ∈ Φ, è íåêà ñó x ∈ Lα è y ∈ L−α. Òàäà jå [x, y] = κ(x, y)tα.
4) α(tα) = κ(tα, tα) 6= 0.
5) Àêî jå α ∈ Φ è Xα áèëî êîjè íå-íóëà åëåìåíò Lα, òàäà ïîñòîjè Yα ∈
L−α, òàêàâ äà Xα, Yα è Hα ãåíåðèøó òðîäèìåíçèîíó ïîäàëãåáðó îä L èçî-
ìîðôíó ñà sl2(C).
6) Hα = 2tα

κ(tα,tα) , Hα = −H−α.

Âåêòîðå èç 5) íàçèâàìî êîðåíè âåêòîðè. Ïîøòî ñìî âèäåëè êëàñèôè-
êàöèjó ðåïðåçåíòàöèjà îä sl2(C), èç ñâîjñòâà 5) áè äà§å ìîãëà äà ñå äîáèjå
êëàñèôèêàöèjà ðåïðåçåíòàöèjà ïðîñòèõ Ëèjåâèõ àëãåáðè.

Ñòàâ 1.5. 1) Àêî jå α ∈ Φ îíäà jå dimLα = 1.
2) Àêî jå α ∈ Φ, jåäèíè êîðåíè ïðîïîðöèîíàëíè ñà α ñó ±α.
3) Àêî ñó α, β ∈ Φ òàäà jå β(Hα) ∈ Z, è β − β(Hα)α ∈ Φ (áðîjåâè β(Hα) ñå
íàçèâàjó Êàðòàíîâè öåëè áðîjåâè).
4) Àêî ñó α, β, α+ β ∈ Φ îíäà jå [Lα, Lβ ] = Lα+β.
5) Íåêà jå α, β ∈ Φ, β 6= ±α, è íåêà ñó r è q íàjâå£è öåëè áðîjåâè çà êîjå ñó
β−rα è β+qα êîðåíè. Òàäà ñó ñâè β+ iα ∈ Φ, −r ≤ i ≤ q è β(Hα) = r−q.
6) L jå ãåíåðèñàíà êàî Ëèjåâà àëãåáðà ñà êîðåíèì ïîòïðîñòîðèìà Lα.

Äà§å, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ìîãó£å èçàáðàòè áàçó ∆ = {α1, . . . , αl}
(»åíå åëåìåíòå £åìî íàçèâàòè ïðîñòè êîðåíè) îä H∗, ó êîjîj £å êîåôèöè-
jåíòè ñâàêîã êîðåíà áèòè èëè ïîçèòèâíè èëè íåãàòèâíè, êîjå £åìî ñàìèì
òèì íàçèâàòè ïîçèòèâíè è íåãàòèâíè êîðåíè, à òèìå äîáèjàìî è äà jå Φ =
Φ+∪Φ−, è jàñíî jå äà jå Φ− = −Φ+. Àíàëîãíî £åìî êîðåíå âåêòîðå íàçèâàòè
ïîçèòèâíè è íåãàòèâíè, è îçíà÷àâà£åìî èõ ñà X+

α è X−α .
Ïîãëåäàjìî íà ïðèìåðó sln+1(C) øòà áè áèëè ñïîìåíóòè îájåêòè:

Ïðèìåð 1.4. Ó ñëó÷àjó ëèjåâå àëãåáðå sln+1(C) íèjå òåøêî âèäåòè äà £å H
äà ñå ñàñòîjè îä ñâèõ äèjàãîíàëíèõ ìàòðèöà òðàãà 0, jåð äèjàãîíàëíå ìàòðèöå
êîìóòèðàjó, à è ñâàêà ìàòðèöà êîjà êîìóòèðà ñà ñâèì äèjàãîíàëíèì ìîðà
áèòè äèjàãîíàëíà. Óî÷èìî ó H ñëåäå£ó áàçó:

h1 =


1 0 . . . 0 0
0 −1 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0

 ,
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h2 =


0 0 0 . . . 0
0 1 0 . . . 0
0 0 −1 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 0 . . . 0

 ,

... =
...

hn =


0 0 0 . . . 0
...

...
...

...
...

0 0 . . . 1 0
0 0 . . . 0 −1

 ,

è îçíà÷èìî ñà Li ôóíêöèîíàëå êîjè ñâàêîj äèjàãîíàëíîj ìàòðèöè äîäå§ójó
i-òè äèjàãîíàëíè óíîñ. Íåêà jå Eij ñòàíäàðäíà áàçà ìàòðèöà. Òàäà âàæè:

[h,Eij ] = (Li(h)− Lj(h))Eij ∀h ∈ H.

Äàêëå, ôóíêöèîíàëè îáëèêà

Li − Lj , i 6= j,

ñó êîðåíè. Ó îâîì çàïèñó, ïîçèòèâíè êîðåíè £å áèòè:

Φ+ = {Li − Lj | i < j},

è àíàëîãíî íåãàòèâíè. Äà§å ñâàêè êîðåí jå ñóìà êîðåíà îáëèêà αi = Li −
Li+1. Ñïåöèjàëíî çà ïîçèòèâíå £å áèòè:

Li − Lj = αi + . . .+ αj−1.

Òàêî¢å, âèäèìî äà åëåìåíòè

Ei,i+1, hi, Ei+1,i

ôîðìèðàjó Ëèjåâó àëãåáðó èçîìîðôíó ñà sl2(C).

Êàêî Êèëèíãîâà ôîðìà äåôèíèøå ñêàëàðíè ïðîèçâîä (, ) íà H∗, ìàòðè-

öà aij = 〈αi, αj〉 =
2(αi,αj)
(αj ,αj)

= αi(Hj), ñå íàçèâà Êàðòàíîâà ìàòðèöà, è »åíè

åëåìåíòè ñó öåëè áðîjåâè. Ïî ïðåòõîäíîì âèäèìî äà îíà îäðå¢ójå Ëèjåâó
àëãåáðó L. Ïîñòîjå ðåñòðèêöèjå íà ìàòðè÷íå åëåìåíòå Êàðòàíîâå ìàòðèöå,
è ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè:
1) aii = 2,
2) aij ≤ 0,
3) aij = 0 èìïëèöèðà aji = 0,
4) aijaji jå íàjâèøå 4.

Òàêî¢å, âàæè è îáðíóòî, øòî íàðàâíî íèjå jåäíîñòàâàí ðåçóëòàò, à êàêî
êëàñèôèêàöèjà ïðîñòèõ Ëèjåâèõ àëãåðáè íèjå òåìà ðàäà, îâäå £åìî ñàìî
íàâåñòè äàòó òåîðåìó:

Òåîðåìà 1.5. Óç ïðåòõîäíî óâåäåíå îçíàêå, íåêà jå L Ëèjåâà àëãåáðà ãå-
íåðèñàíà ñà åëåìåíòèìà {Xi, Yi, Hi|1 ≤ i ≤ l} êîjè çàäîâî§àâàjó ðåëàöèjå:

[Hi, Hj ] = 0,
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[Xi, Yi] = Hi,

[Xi, Yj ] = 0, i 6= j

[Hi, Xj ] = ajiXj , [Hi, Yj ] = −ajiYj ,

(adXi)
1−aji(Xj) = 0,

(adYi)
1−aji(Yj) = 0.

Òàäà jå L ïîëóïðîñòà Ëèjåâà àëãåáðà, ñà ìàêñèìàëíîì òîðàëíîì àëãåáðîì
ãåíåðèñàíîì ñà Hi, è êîðåíèì ñèñòåìîì Φ (÷èjà jå áàçà ∆). Òàêî¢å L jå
jåäèíñòâåíà äî íà èçîìîðôèçàì.

Íà êðàjó îâîã îäå§êà, äåôèíèøèìî jîø êîõîìîëîãèjó Ëèjåâå àëãåáðå.
Íåêà V L - ìîäóë, è îçíà÷èìî ñà Cn(L, V ) ñêóï ñâèõ êîñîñèìåòðè÷íèõ n
- ëèíåàðíèõ ïðåñëèêàâà»à f : L × . . . × L → V . Ïðåñëèêàâà»å jå àíòèñè-
ìåòðè÷íî óêîëèêî jå f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = sgn(σ)f(x1, . . . , xn). Çà C0(L, V )
óçìèìî äà jå V . Òàäà ñâàêîì f ∈ Cn(L, V ) ìîæåìî äîäåëèòè n+1 - ëèíåàðíî
ïðåñëèêàâà»å δf , íà ñëåäå£è íà÷èí:

(δf)(x1, . . . , xn+1) =∑
1≤i<j≤n+1

(−1)i+jf([xi, xj ], x1, . . . , x̂i, . . . , x̂j , . . . , xn+1)+

+
∑

1≤i≤n+1

(−1)i+1xif(x1, . . . , x̂i, . . . , xn+1),

ãäå êàïà îçíà÷àâà äà jå òàj ÷ëàí èçîñòàâ§åí. Çà f ∈ C0 = V óçèìàìî äà jå
δf(x) = xf . Êîðèø£å»åì Jàêîáèjåâîã èäåíòèòåòà äîáèjà ñå:

Ñòàâ 1.6. Àêî jå f ∈ Cn îíäà jå δf ∈ Cn+1. Òàêî¢å δ ◦ δ = 0.

Îçíà÷èìî jåçãðî è ñëèêó îä δ ó Cn ñà Zn îäíîñíî Bn ðåñïåêòèâíî.
Åëåìåíòå îä Zn íàçèâàìî n - êîöèêëèìà à åëåìåíòå îä Bn íàçèâàìî n -
êîãðàíèöàìà. Èç ïðåòõîäíîã ñòàâà ñëåäè äà jå Bn âåêòîðñêè ïîòïðîñòîð îä
Zn, øòî îìîãó£ójå äà äåôèíèøåìî âåêòîðñêè ïðîñòîð:

Hn = Zn/Bn,

êîjè íàçèâàìî n - òà êîõîìîëîøêà ãðóïà Ëèjåâå àëãåáðå L ñà êîåôèöèjåí-
òèìà ó V .

1.4 Êàö-Ìóäèjåâå àëãåáðå

Ïðåòõîäíîì òåîðåìîì ñìî èç Êàðòàíîâå ìàòðèöå äîáèëè ðåëàöèjå êîjå
îäðå¢ójó ïîëóïðîñòó Ëèjåâó àëãåáðó. Èäåjà jå äà ñëàá§å»åì òèõ ðåëàöèjà,
äîáèjåìî øèðó êëàñó Ëèjåâèõ àëãåáðè êîjå áè è äà§å çàäæàëå ëåïå îñîáèíå
ïîëóïðîñòèõ Ëèjåâèõ àëãåáðè. Äàêëå, ãåíåðàëèñàíà Êàðòàíîâà ìàòðèöà jå
êâàäðàòíà ìàòðèöà A = (aij)i,j=1,...,n öåëèõ áðîjåâà, òàêâà äà çà ñâàêî i, j
âàæè:

aii = 2, aij ≤ 0, aij = 0⇔ aji = 0.

A jå ñèìåòðèçàáèëíà àêî ïîñòîjå óçàjàìíî ïðîñòè ïðèðîäíè áðîjåâè d1, . . . , dn
òàêâè äà jå ìàòðèöà (diaij) ñèìåòðè÷íà. Ó òîì ñëó÷àjó ñó di jåäíîçíà÷íî
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îäðå¢åíè. Íàäà§å £åìî ïðåòïîñòàâ§àòè A ñèìåòðèçàáèëíà Êàðòàíîâà ìàò-
ðèöà.

Íåêà jå g′(A) Ëèjåâà àëãåáðà íàä C äåôèíèñàíà ãåíåðàòîðèìà Hi, X
±
i ,

i = 1, . . . , n è ðåëàöèjàìà:

[Hi, Hj ] = 0, [Hi, X
±
j ] = aijX

±
j , [X+

i , X
−
j ] = δi,jHi,

(adX±i
)1−aij (X±j ) = 0, i 6= j.

Íåêà jå h′ ëèíåàë íàä Hi. Èçàáåðèìî âåêòîðñêè ïðîñòîð h′′ äèìåíçèjå n− r
ãäå jå r ðàíã ìàòðèöå A, ñà áàçîì {Dr+1, . . . , Dn}. Íåêà jå g(A) Ëèjåâà
àëãåáðà ñà ãåíåðàòîðèìà Hi, X

±
i , i = 1, . . . , n è Di, i = r + 1, . . . n ñà

äåôèíèøó£èì ðåëàöèjàìà îä g′(A) êàî è:

[Di, Dj ] = 0, [Di, Hj ] = 0, [Di, X
±
j ] = ±δi,jX±j .

Äèðåêòíà ñóìà h′ ⊕ h′′ = h íàçèâà ñå Êàðòàíîâà ïîäàëãåáðà îä g
Íà Êàö-Ìóäèjåâèì àëãåáðàìà èìàìî àíàëîãîí Êèëèíãîâå ôîðìå, òj.

ïîñòîjè jåäèíñòâåíà íåäåãåíåðèñàíà èíâàðèjàíòíà áèëèíåàðíà ôîðìà (, ) :
g× g→ C òàêâà äà:

(Hi, Hj) = d−1
j aij , (Di, Dj) = 0, (Hi, Dj) = d−1

i δi,j , (Di, X
±
j ) = 0,

(Hi, X
±
j ) = 0, (X±j , X

±
j ) = 0, (X+

i , X
−
j ) = d−1

i δi,j .

Ïðîñòå êîðåíå îä g äåôèíèøåìî êàî ôóíêöèîíàëå αi : h→ C äàòå ñà:

αi(Hj) = aji, αi(Dj) = δi,j .

Äà§å, àíàëîãíî ìîæåìî äåôèíèñàòè êîðåíå ïîòïðîñòîðå.
Ñïîìåíèìî jîø jåäíó âàæíó êëàñó Êàö-Ìóäèjåâèõ àëãåáðè. Íåêà jå

g = g(A) ãäå jå ìàòðèöà A = (aij)i,j=1,...n êîíà÷íîã òèïà, òj. îäãîâàðà

íåêîj ïîëóïðîñòîj àëãåáðè. Ïðîøèðåíà Êàðòàíîâà ìàòðèöà îä g jå Ã =
(aij)i,j=0,...n ãäå jå

a00 = 2, a0i = −2
(θ, αi)

(αi, αi)
, ai0 = −2

(θ, αi)

(θ, θ)
,

à θ jå ìàêñèìàëíè êîðåí ó îäíîñó íà ñïîìåíóòî óðå¢å»å. Òàäà êàæåìî äà
jå ìàòðèöà Ã àôèíîã òèïà, à ñàìó Ëèjåâó àëãåáðó íàçèâàìî àôèíà Ëèjåâà
àëãåáðà. �èõîâî âàæíî ñâîjñòâî jå äà ñó îíå èçîìîðôíå Ëèjåâîj àëãåáðè
g[z, z−1]⊕ Cc ñà çàãðàäîì

[Xzk, Y zl] = [X,Y ]zk+l + δk,−l(X,Y )c,

ãäå jå åëåìåíò c öåíòðàëíè, è jîø äèôåðåíöèðà»åì D çà êîjå âàæè:

D(Xzk) = kXzk−1, D(c) = 0.
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2 Îñíîâíè ïîjìîâè î Õîïôîâèì àëãåáðàìà

2.1 Àëãåáðå, êîàëãåáðå è áèàëãåáðå

Àñîöèjàòèâíà àëãåáðà ñà jåäèíèöîì (èëè, óêðàòêî àëãåáðà), jå óðå¢åíà
òðîjêà (A,µ, e) ãäå jå A âåêòîðñêè ïðîñòîð, µ jå áèëèíåàðíà îïåðàöèjà -
ìíîæå»å íà »åìó, êîjà jå àñîöèjàòèâíà, è çà ìíîæå»å ïîñòîjè íåóòðàë.
Ïîñìàòðàjó£è äåôèíèöèjó îâîã îájåêòà, âèäèìî äà ãà ìîæåìî äåôèíèñàòè
è êàî óðå¢åíó òðîjêó (A,µ, η) ãäå jå äàêëå A âåêòîðñêè ïðîñòîð, µ ëèíåàðíî
ïðåñëèêàâà»å A⊗A→ A è η : k → A ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å èç ïî§à k íàä
êîjèì jå äåôèíèñàí âåêòîðñêè ïðîñòîð A, òàêâè äà ñëåäå£à äâà äèjàãðàìà
êîìóòèðàjó:

A⊗A⊗A µ⊗id- A⊗A

A⊗A

id⊗µ
?

µ - A

µ

?

k ⊗A η⊗id- A⊗A �id⊗η A⊗ k

A

µ

?

∼=

�

∼=
-

Ïðâè äèjàãðàì jå ñàìî ðåôîðìóëàöèjà ÷è»åíèöå äà jå ìíîæå»å àñîöèjàòèâíî,
äîê äðóãè äèjàãðàì êàæå äà ó A ïîñòîjè íåóòðàë çà ìíîæå»å (ñïåöèjàëíî,
òî £å áèòè åëåìåíò η(1)). Çà àëãåáðó jîø êàæåìî äà jå êîìóòàòèâíà, óêîëèêî
jå µ(a1⊗a2) = µ(a2⊗a1), øòî áè ñå jåäíîñòàâíî èñêàçàëî ïîìî£ó äèjàãðàìà:

A⊗A τ- A⊗A

A

µ

?

µ

-

ãäå jå τ(a1⊗a2) = a2⊗a1, ïðåñëèêàâà»å êîjå £åìî íàçèâàòè òðàíñïîçèöèjà.
Òàêî¢å, ìîðôèçàì èçìå¢ó àëãåáðè jå ïðåñëèêàâà»å f : (A,µ, η)→ (A′, µ′, η′)
çà êîjå âàæè:

µ′ ◦ (f ⊗ f) = f ◦ µ, f ◦ η = η′.

Çà àëãåáðó A £åìî ðå£è äà jå ãðàäóèñàíà, óêîëèêî ïîñòîjå ïîòïðîñòîðè
(Ai)i∈N òàêâè äà jå:

A =
⊕
i∈N

An, AiAj ⊂ Ai+j .

Çà åëåìåíò x ∈ Ai êàæåìî äà jå õîìîãåí ñòåïåíà i. Jàñíî jå äà jå ðàíèjå
ñïîìåíóòà òåíçîðñêà àëãåáðà jåäàí ïðèìåð ãðàäóèñàíå àëãåáðå. Ñëè÷íî, çà
àëãåáðó A êàæåìî äà jå ôèëòðèðàíà óêîëèêî ïîñòîjè ðàñòó£è íèç ïîòïðîñ-
òîðà Fi, i ≥ 0 òàêàâ äà:

A =
⋃
i≥0

Fi, FiFj ⊂ Fi+j .
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Ïðèìåòèìî äà ñìî ó äåôèíèöèjè óíèâåðçàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå èçãóáèëè
ãðàäóàöèjó îä òåíçîðñêå àëãåáðå, jåð åëåìåíòè èäåàëà êîjè jå äåôèíèøó
íèñó èñòîã ñòåïåíà õîìîãåíîñòè. Ìå¢óòèì îíà èìà ñòðóêòóðó ôèëòðèðàíå
àëãåáðå. Òàêî¢å, ñâàêîj ôèëòðèðàíîj àëãåáðè A, ìîæåìî ïðèäðóæèòè ãðà-
äóèñàíó àëãåáðó S = gr(A) äåôèíèñàíó ñà

Si = Fi(A)/Fi−1(A).

Ó ñëó÷àjó óíèâåðçàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå, ëàêî jå âèäåòè äà èç Ïîåíêàðå -
Áèðõîô - Âèòîâå òåîðåìå ñëåäè äà jå gr(U(L)) çàïðàâî ñèìåòðè÷íà àëãåáðà
íàä L.

Àíàëîãíî êàî êîä Ëèjåâèõ àëãåáðè, óêîëèêî jå äàòà àëãåáðà A, A - ìîäóë
jå âåêòîðñêè ïðîñòîð V ñà áèëèíåàðíèì ïðåñëèêàâà»åì A×V → V , çà êîjå
âàæè

a(a′v) = (aa′)v, 1v = v,

çà ñâå a, a′ ∈ A è v ∈ V .
Êàêî ñâàêè âåêòîðñêè ïðîñòîð, èìà ñâîj äóàë, ïðèðîäíî ñå ïîñòàâ§à

ïèòà»å êàêî àêñèîìå êîjå äåôèíèøó ñòðóêòóðó àëãåáðå óòè÷ó íà äóàëíè
âåêòîðñêè ïðîñòîð îä A. Êàî øòî jå ïîçíàòî, óêîëèêî èìàìî ëèíåàðíî
ïðåñëèêàâà»å f : V → W èçìå¢ó äâà âåêòîðñêà ïðîñòîðà, îíî èíäóêójå
ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å f∗ : W ∗ → V ∗. Âèäèìî äà ñå ïðîìåíèî ñìåð
ïðåñëèêàâà»à, ïà jå ïðèðîäíî äåôèíèñàòè ñòðóêòóðó äóàëíó àëãåáðè êàî
ñòðóêòóðó, ó êîjîj áè îäîãîâàðàjó£à ïðåñëèêàâà»à ïðîìåíèëà äîìåíå è êîäî-
ìåíå, à ñòðåëèöå ó äèjàãðàìèìà áè ñå îêðåíóëå. Òàêî äîëàçèìî äî ñòðóêòóðå
êîàëãåáðå. Ôîðìàëíî:

Äåôèíèöèjà 2.1. Êîàëãåáðà jå óðå¢åíà òðîjêà (C,∆, ε) ãäå jå C âåêòîðñêè
ïðîñòîð ∆ : C → C ⊗ C è ε : C → k ëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à, òàêâà äà
ñëåäå£è äèjàãðàìè êîìóòèðàjó:

C ⊗ C ⊗ C �∆⊗id C ⊗ C

C ⊗ C

id⊗∆
6

� ∆
C

∆
6

k ⊗ C �ε⊗id C ⊗ C id⊗ε- C ⊗ k

C

∆
6 ∼=

-∼=
�

Ïðåñëèêàâà»å ∆ íàçèâàìî êîìíîæå»å, ïðåñëèêàâà»å ε íàçèâàìî êîjåäè-
íèöà, è ïðâè äèjàãðàì èçðàæàâà ñâîjñòâî êîìíîæå»à êîjå íàçèâàìî êîàñîöè-
jàòèâíîñò. Àíàëîãíî êàî è çà îñòàëå àêñèîìå, êîìóòàòèâíîñò £åìî èçðàçèòè
îêðåòà»åì ñòðåëèöà (è ó îâîì ñëó÷àjó jå íàçâàòè êîêîìóòàòèâíîñò), òj.
äîáèjà ñå ñëåäå£è äèjàãðàì:

C ⊗ C τ- C ⊗ C

C

∆
6∆

�
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Ìîðôèçàì êîàëãåáðè jå ïðåñëèêàâà»å f : (C,∆, ε) → (C ′,∆′, ε′) êîjå çàäî-
âî§àâà:

(f ⊗ f) ◦∆ = ∆′ ◦ f, ε = ε′ ◦ f.

Ïðèìåòèìî jîø äà óêîëèêî jå òðîjêà (A,µ, η) àëãåáðà, òàäà jå è òðîjêà
(A,µ◦τ = µop, η) òàêî¢å àëãåáðà è »ó îçíà÷àâàìî Aop. Àíàëîãíî, óêîëèêî jå
òðîjêà (C,∆, ε) êîàëãåáðà êîàëãåáðó (C, τ ◦∆ = ∆op, ε) îçíà÷àâàìî ñà Ccop.

Êàî øòî jå î÷åêèâàíî, âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å:

Ñòàâ 2.1. 1) Äóàëíè âåêòîðñêè ïðîñòîð êîàëãåáðå jå àëãåáðà.
2) Äóàëíè âåêòîðñêè ïðîñòîð êîíà÷íî äèìåíçèîíå àëãåáðå jå êîàëãåáðà.

Äîêàç. Íåêà ñó f : U → U ′ è g : V → V ′ ëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à âåêòîðñêèõ
ïðîñòîðà. Òàäà ìîæåìî äåôèíèñàòè ïðåñëèêàâà»å f ⊗ g : U ⊗ V → U ′ ⊗ V ′
íà ñëåäå£è íà÷èí:

(f ⊗ g)(u⊗ v) = f(u)⊗ g(v),

çà ñâàêî u ∈ U è v ∈ V . Ñàìèì òèì äîáèjàìî ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å

λ : Hom(U,U ′)⊗Hom(V, V ′)→ Hom(V ⊗ U,U ′ ⊗ V ′).

Íåêà jå ñàä (C,∆, ε) êîàëãåáðà. Óêîëèêî çà ìàëîïðå äåôèíèñàíî ïðåñëèêà-
âà»å λ óçìåìî äà jå U = V = C è U ′ = V ′ = k äîáèjàìî ïðåñëèêàâà»å èç
C∗ ⊗ C∗ → (C ⊗ C)∗ êîjå £åìî îïåò îçíà÷èòè ñà λ. Íåêà jå λ = λ ◦ τ ãäå jå
τ òðàíñïîçèöèjà. Íåêà jå A = C∗, µ = ∆∗ ◦ λ, è η = ε∗, ãäå çíàê * îçíà÷àâà
äà ñå ðàäè î êî»óãàòó äàòîã ïðåñëèêàâà»à. Äèðåêòíîì ïðîâåðîì ñå âèäè
(A,µ, η) àëãåáðà.
Äîêàç ñëó÷àjà ïîä 2) jå àíàëîãàí, ñà òèì øòî jå ó îâîì ñëó÷àjó ïðåñëèêàâà»å
λ : A∗⊗A∗ → (A⊗A)∗ èçîìîðôèçàì, è çà êîìíîæå»å è êîjåäèíèöó óçèìàìî

ïðåñëèêàâà»à ∆ = λ
−1 ◦ µ∗ è ε = η∗.

Ïðèìåð 2.1. Ñâàêî ïî§å èìà ïðèðîäíó ñòðóêòóðó êîàëãåáðå, ñòàâ§à»åì
äà jå ∆(1) = 1 ⊗ 1 è ε(1) = 1. Òàêî¢å òàäà jå çà ïðîèçâî§íó êîàëãåáðó
(C,∆, ε) ïðåñëèêàâà»å ε ìîðôèçàì êîàëãåáðè.

Ïðèìåð 2.2. Èç ïðåòõîäíîã ñòàâà âèäèìî äà jå äóàëíè ïðîñòîð àëãåáðå
n × n- êâàäðàòíèõ ìàòðèöà Mn(R), èìà ñòðóêòóðó êîàëãåáðå. Äà áèñìî
åêñïëèöèòíî îïèñàëå îïåðàöèjå êîìíîæå»à è êîjåäèíèöå, îçíà÷èìî ñà Eij
ìàòðèöó êîjîj ñó ñâå êîìïîíåíòå 0 è ij-òà êîìïîíåíòà jå 1. Ñêóï {Eij |
i, j = 1, . . . , n} jå áàçà ïðîñòîðà Mn(R). Íåêà jå xij »îj äóàëíà áàçà. Òàäà
ñå ñòðókòóðà êîàëãåáðå íà Mn(R)∗ äåôèíèøå ñà:

∆(xij) =

n∑
k=1

xik ⊗ xkj , ε(xij) = δij .

Çàèñòà, ε(xij) = xij(η(1)) = xij(
∑
k

Ekk) =
∑
k

δikδkj = δij , è àíàëîãíî ñå

äîáèjà ôîðìóëà çà êîìíîæå»å.

Ïðèìåð 2.3. (Òåíçîðñêè ïðîèçâîä êîàëãåáðè) Íåêà ñó (C,∆, ε) è (C ′,∆′, ε′)
êîàëãåáðå. Òàäà ñå íà ïðîñòîð C ⊗C ′ óâîäè ñòðóêòóðà êîàëãåáðå êîìíîæå-
»åì (id⊗ τ ⊗ id) ◦ (∆⊗∆′) è êîjåäèíèöîì ε⊗ ε′.
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Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà èìàìî íåêè âåêòîðñêè ïðîñòîð H êîjè èñòîâðå-
ìåíî èìà ñòðóêòóðó àëãåáðå (H,µ, η) è êîàëãåáðå (H,∆, ε). Ïðèìåòèìî
äà ïðîñòîð H ⊗ H òàêî¢å èìà ñòðóêòóðó àëãåáðå è êîàëãåáðå (äðóãà jå
äåôèíèñàíà ó ïðèìåðó 2.3, äîê ñå ñòðóêòóðà àëãåáðå äîáèjà ñàìî ìíîæå»åì
îäãîâàðàjó£èõ êîìïîíåíòè òåíçîðñêîã ïðîèçâîäà). Äîêàæèìî ïðâî jåäàí
ñòàâ êîjè ñå îäíîñè íà êîìïàòèáèëíîñò îâå äâå ñòðóêòóðå.

Ñòàâ 2.2. Ñëåäå£à äâà òâð¢å»à ñó åêâèâàëåíòíà:
1) Ïðåñëèêàâà»à µ è η ñó ìîðôèçìè êîàëãåáðè.
2) Ïðåñëèêàâà»à ∆ è ε ñó ìîðôèçìè àëãåáðè.

Äîêàç. ×è»åíèöà äà jå µ ìîðôèçàì êîàëãåáðè ñëåäè èç êîìóòàòèâíîñòè
ñëåäå£åã äèjàãðàìà:

H ⊗H µ - H

H ⊗H ⊗H ⊗H

(id⊗τ⊗id)◦(∆⊗∆)

?
µ⊗µ- H ⊗H

∆

?

H ⊗H ε⊗ε- k ⊗ k

H

µ

?
ε - k

∼=
?

à äà jå η ìîðôèçàì êîàëãåáðè ñëåäè èç êîìóòàòèâíîñòè ñëåäå£åã äèjàãðàìà:

k
η - H

k ⊗ k

∼=
?

η⊗η- H ⊗H

∆

?

k
η- H

k

ε

?

id

-

Äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà £åìî äîáèòè èñòå äèjàãðàìå àêî ñó ∆ è ε ìîðôèçìè
àëãåáðè.

Ïðåòõîäíî òâð¢å»å âîäè äî íàðåäíå äåôèíèöèjå:

Äåôèíèöèjà 2.2. Áèàëãåáðà jå óðå¢åíà ïåòîðêà (H,µ, η,∆, ε) ãäå ñó óðå¢åíå
òðîjêå (H,µ, η) è (H,∆, ε) àëãåáðà îäíîñíî êîàëãåáðà, è êîjà çàäîâî§àâà
íåêî îä åêâèâàëåíòíèõ òâð¢å»à ïðåòõîäíîã ñòàâà. Ìîðôèçàì áèàëãåáðè jå
ìîðôèçàì îäãîâàðàjó£èõ àëãåáðè è êîàëãåáðè.

Ïðèìåòèìî ïðâî î÷èãëåäíå ïîñëåäèöå ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå:

∆(xy) = ∆(x)∆(y), ∆(1) = 1⊗ 1, ε(1) = 1.

Íà îñíîâó ñòàâà, âèäèìî äà jå äóàëíè âåêòîðñêè ïðîñòîð êîíà÷íîäèìåí-
çèîíå áèàëãåáðå áèàëãåáðà.
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Ïðèìåð 2.4. Ïîêàæèìî äà òåíçîðñêà àëãåáðà èìà ñòðóêòóðó áèàëãåáðå.
Äåôèíèøèìî:

∆(v) = 1⊗ v + v ⊗ 1, ε(v) = 0.

Êàêî ñó äàòà ïðåñëèêàâà»à ëèíåàðíà èç V ó T (V )⊗T (V ) îäíîñíî k, îíà ñå
ïðîäóæójó äî ìîðôèçàìà àëãåáðè ∆ : T (V )→ T (V )⊗ T (V ) è ε : T (V )→ k.
Âèäèìî äà ε çàäîâî§àâà àêñèîìå çà êîjåäèíèöó, ïà jîø òðåáà ïðîâåðèòè äà
jå êîìíîæå»å êîàñîöèjàòèâíî, òj. äà âàæè: (id ⊗ ∆) ◦ ∆ = (∆ ⊗ id) ◦ ∆,
øòî jå äîâî§íî óðàäèòè íà ãåíåðàòîðèìà. Ëåâà ñòðàíà äàòå jåäíà÷èíå jå:
(id⊗∆) ◦∆(v) = id⊗∆(1⊗ v+ v⊗ 1) = 1⊗ 1⊗ v+ 1⊗ v⊗ 1 + v⊗ 1⊗ 1, øòî
jå èñòî è äåñíà ñòðàíà. Äàêëå òåíçîðñêà àëãåáðà èìà ñòðóêòóðó áèàëãåáðå.
Ïðèìåòèìî jîø äà jå òåíçîðñêà àëãåáðà óâåê êîêîìóòàòèâíà.

Óêîëèêî jå (C,∆, ε) êîàëãåáðà, åëåìåíòå çà êîjå âàæè ∆(x) = 1⊗x+x⊗1
íàçèâàìî ïðèìèòèâíèì.

Ñòàâ 2.3. Íåêà jå H áèàëãåáðà. Óêîëèêî jå åëåìåíò x ïðèìèòèâàí òàäà
jå ε(x) = 0. Óêîëèêî jå y äðóãè ïðèìèòèâàí åëåìåíò, òàäà jå è »èõîâ
êîìóòàòîð [x, y] = xy − yx òàêî¢å ïðèìèòèâàí.

Äîêàç. Èç êîìóòàòèâíîã äèjàãðàìà êîjè äåôèíèøå êîjåäèíèöó âèäèìî äà,
óêîëèêî jå x ïðèìèòèâàí åëåìåíò

x = ε(1)x+ ε(x)1,

îäàêëå ñëåäè äà jå ε(x) = 0. Äà§å èìàìî:

∆(xy) = (1⊗ x+ x⊗ 1)(1⊗ y + y ⊗ 1) = 1⊗ xy + x⊗ y + y ⊗ x+ xy ⊗ 1,

îäàêëå äèðåêòíî ñëåäè äà jå

∆([x, y]) = 1⊗ [x, y] + [x, y]⊗ 1,

øòî çíà÷è äà jå åëåìåíò [x, y] ïðèìèòèâàí.

2.2 Õîïôîâå àëãåáðå

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà èìàìî àëãåáðó (A,µ, η) è êîàëãåáðó (C,∆, ε).
Òàäà ñå íà ïðîñòîðó Hom(C,A) ìîæå äåôèíèñàòè áèëèíåàðíà îïåðàöèjà íà
ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà ñó, äàêëå f, g ∈ Hom(C,A) è äåôèíèøèìî »èõîâó
êîíâîëóöèjó f ? g êàî ñëåäå£ó êîìïîçèöèjó:

C
∆- C ⊗ C f⊗g- A⊗A µ- A.

Êîíâîëóöèjà jå î÷èãëåäíî áèëèíåàðíà. Òàêî¢å âàæè è ñëåäå£å òâð¢å»å:

Ñòàâ 2.4. Óðå¢åíà òðîjêà (Hom(C,A), ?, η ◦ ε) jå àëãåáðà.

Äîêàç. Ïðèìåòèìî ïðâî, äà óêîëèêî èìàìî íåêè åëåìåíò êîàëãåáðå x òàäà

jå ∆(x) =
∑
x

x′ ⊗ x′′ è êîíâîëóöèjà íà »åìó jå òàäà î÷èãëåäíî

f ? g(x) =
∑
x

f(x′)g(x′′).
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Ïðèìåòèìî òàêî¢å, äà çáîã êîàñîöèjàòèâíîñòè âàæè∑
x

x′ ⊗∆(x′′) =
∑
x

∆(x′)⊗ x′′,

è îâàj èçðàç £åìî îçíà÷àâàòè∑
x

x′ ⊗ x′′ ⊗ x′′′,

øòî jå ïîçíàòî êàî Ñâèäëåðîâà ñèãìà íîòàöèjà. Ó îâîì çàïèñó, çáîã àñîöè-
jàòèâíîñòè ìíîæå»à ó A âèäèìî:

((f ? g) ? h)(x) =
∑
x

f(x′)g(x′′)h(x′′′) = (f ? (g ? h))(x).

Äàêëå ? jå àñîöèjàòèâíà. Äà§å jå:

((η ◦ ε) ? f)(x) =
∑
x

ε(x′)f(x′′) = f(
∑
x

ε(x′)x′′) = f(x),

øòî ñëåäè èç äåôèíèöèjå êîjåäèíèöå, îäàêëå ñëåäè äà jå η ◦ ε ëåâè èíâåðç
çà ?. Àíàëîãíî ñå ïîêàçójå äà jå è äåñíè.

Ó ñïåöèjàëíîì ñëó÷àjó, àêî jå A = C = H áèàëãåáðà, êîíâîëóöèjà
äåôèíèøå ñòðóêòóðó àëãåáðå íà ïðîñòîðó End(H).

Äåôèíèöèjà 2.3. Íåêà jå (H,µ, η,∆, ε) áèàëãåáðà. Åíäîìîðôèçàì S îä H
ñå íàçèâà àíòèïîäàëíî ïðåñëèêàâà»å (àíòèïîä) áèàëãåáðå àêî âàæè:

S ? idH = idH ? S = η ◦ ε.

Áèàëãåáðà ñà àíòèïîäîì ñå íàçèâà Õîïôîâà àëãåáðà. Ìîðôèçàì Õîïôîâèõ
àëãåáðè jå ìîðôèçàì îäãîâàðàjó£èõ áèàëãåáðè êîjè êîìóòèðà ñà àíòèïîäîì.

Íàðàâíî, íå ìîðà ñâàêà áèàëãåáðà äà èìà àíòèïîä, ìå¢óòèì óêîëèêî ãà
èìà îí jå jåäèíñòâåí. Îâî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå àíòèïîä èíâåðç îä id
ó îäíîñó íà îïåðàöèjó ?. Òàêî¢å, Õîïôîâó àëãåáðó ñà àíòèïîäîì S £åìî
îçíà÷àâàòè (H,µ, η,∆, ε, S).

Êîðèø£å»åì Ñâèäëåðîâå êîíâåíöèjå, âèäèìî äà jå äåôèíèöèîíî ñâîjñòâî
àíòèïîäà çàïðàâî ñëåäå£à ðåëàöèjà:∑

x

x′S(x′′) = ε(x)1 =
∑
x

S(x′)x′′,

êîjå âàæè çà ñâàêî x ∈ H. Ïîãëåäàjìî ñàä íåêå îñíîâíå ïðèìåðå Õîïôîâèõ
àëãåáðè.

Ïðèìåð 2.5. Íåêà jå G ãðóïà. Òàäà íà ñêóïó k[G] ìîæåìî óâåñòè ñòðóê-
òóðó êîàëãåáðå ïðåñëèêàâà»èìà ∆(x) = x ⊗ x, ε(x) = 1, x ∈ G, è ëèíåàðíî
èõ ïðîäóæèìî äî k[G] (îâà êîíñòðóêöèjà íàðàâíî íå çàõòåâà äà jå G ãðóïà,
ìîæå áèòè ñàìî ñêóï). Òàêî¢å, ìíîæå»å ó G £å èíäóêîâàòè ìíîæå»å ó k[G]
è ïðèòîì £å jåäèíèöà îñòàòè èñòà. Äà áè k[G] áèëà áèàëãåáðà, îäãîâàðàjó£à
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ïðåñëèêàâà»à òðåáà äà áóäó ìîðôèçìè îäãîâàðàjó£èõ ñòðóêòóðà, íïð. äà
ñó êîìíîæå»å è êîjåäèíèöà ìîðôèçìè àëãåáðè. Î÷èãëåäíî jå:

∆(x)∆(y) = (x⊗ x)(y ⊗ y) = xy ⊗ xy = ∆(xy), ε(xy) = 1 = ε(x)ε(y),

çà ñâå x, y ∈ G, øòî jå è òðåáàëî ïîêàçàòè. Äà§å âèäèìî äà óêîëèêî àíòèïîä
S ïîñòîjè îí ìîðà äà çàäîâî§àâà:

xS(x) = S(x)x = ε(x)1 = 1,

òj. ìîðà áèòè S(x) = x−1. Äàêëå âèäèìî äà ó îâîì ñëó÷àjó, k[G] jåñòå
Õîïôîâà àëãåáðà. Ïðèìåòèìî jîø äà jå k[G] óâåê êîêîìóòàòèâíà, äîê jå
êîìóòàòèâíà ñàìî àêî jå òî G. Ïî àíàëîãèjè ñà îâèì ïðèìåðîì, åëåìåíòå a
íåêå Õîïôîâå àëãåáðå çà êîjå âàæè ∆(a) = a⊗ a íàçèâà£åìî ãðóïíè.

Äîêàæèìî àíàëîãèjó ñòàâà çà Õîïôîâå àëãåáðå.

Ñòàâ 2.5. Íåêà jå H Õîïôîâà àëãåáðà ñà àíòèïîäîì S. Òàäà jå áèàëãåáðà
H∗ Õîïôîâà àëãåáðà ñà àíòèïîäîì S∗.

Äîêàç. Íåêà jå α ∈ H∗ è x ∈ H. Òàäà èìàìî:(∑
α

α′S∗(α′′)

)
(x) =

∑
α,x

α′(x′)S∗(α′′)(x′′) =
∑
α,x

α′(x′)α′′(S(x′′)) =

= α

(∑
x

x′S(x′′)

)
= α(ηε(x)) = ε∗η∗(α)(x).

Àíàëîãíî ñå ïîêàçójå è äðóãà ðåëàöèjà êîjîì ñå äåôèíèøå àíòèïîä.

Íàðåäíè ñòàâ ñå îäíîñè íà íåêà îñíîâíà ñâîjñòâà àíòèïîäà.

Ñòàâ 2.6. Íåêà jå (H,µ, η,∆, ε, S) Õîïôîâà àëãåáðà.
1) Òàäà jå S ìîðôèçàì áèàëãåáðå H ó áèàëãåáðó (H,µop, η,∆op, ε) = Hopcop,
òj. èìàìî:

S(xy) = S(y)S(x), S(1) = 1,

çà ñâå x, y ∈ H è
(S ⊗ S)∆ = ∆opS, ε ◦ S = ε,

2) Ñëåäå£à òðè òâð¢å»à ñó åêâèâàëåíòíà:
i) S2 = idH ,

ii) çà ñâàêî x ∈ H âàæè
∑
x

S(x′′)x′ = ε(x)1,

iii) çà ñâàêî x ∈ H âàæè
∑
x

x′′S(x′) = ε(x)1.

3) Àêî jå H êîìóòàòèâíà èëè êîêîìóòàòèâíà òàäà jå S2 = idH .

Äîêàç îâîã ñòàâà jå äóãà÷àê è òåõíè÷êîã êàðàêòåðà ïà £åìî ãà èçîñòàâèòè.
Äèðåêòíà ïîñëåäèöà ïðåòõîäíîã ñòàâà jå ñëåäå£è:

Ñòàâ 2.7. Íåêà jå (H,µ, η,∆, ε, S) Õîïôîâà àëãåáðà. Òàäà jå

Hopcop = (H,µop, η,∆op, ε, S)

òàêî¢å Õîïôîâà àëãåáðà è S : H → Hopcop jå ìîðôèçàì Õîïôîâèõ àëãåáðè.
Àêî jå S jîø è èçîìîðôèçàì, òàäà ñó
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Hop = (H,µop, η,∆, ε, S−1) è Hcop = (H,µ, η,∆op, ε, S−1)

èçîìîðôíå Õîïôîâå àëãåáðå.

Òàêî¢å, jîø jåäíà áèòíà ïîñëåäèöà jå äà áè íåêî ïðåñëèêàâà»å áèëî
àíòèïîä, äîâî§íî jå äà çàäîâî§àâà äåôèíèøó£ó ðåëàöèjó ñàìî íà îäðå¢åíèì
ãåíåðàòîðèìà, òj:

Ñòàâ 2.8. Íåêà jå H áèàëãåáðà, è íåêà jå S : H → Hop ìîðôèçàì áèàëãåáðè.
Íåêà jå H êàî àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñêóïîì X òàêâèì äà jå∑

x

x′S(x′′) = ε(x)1 =
∑
x

S(x′)x′′,

çà ñâàêî x ∈ X. Òàäà jå S àíòèïîä çà H.

Äîêàç. Äàêëå, òðåáà ïðîâåðèòè äà ñâîjñòâî àíòèïîäà ïðîëàçè êðîç ïðîèçâîä,
òj. àêî âàæè çà x è y äà âàæè è çà xy. Òàäà, êîðèø£å»åì îñíîâíèõ ñâîjñòàâà
ìîðôèçìà èìàìî:

∑
xy

(xy)′S((xy)′′) =
∑
x,y

x′y′S(x′′y′′) =
∑
x

x′

(∑
y

y′S(y′′)

)
S(x′′) =

=

(∑
x

x′S(x′′)

)
ε(y) = ε(x)ε(y) = ε(xy),

è àíàëîãíî ñå ïðîâåðàâà äðóãà jåäíàêîñò.

Ïîãëåäàjìî ñàä jåäàí îä íàjáèòíèjèõ ïðèìåðà Õîïôîâèõ àëãåáðè:

Ïðèìåð 2.6. Ïîñìàòðàjìî ïðâî òåíçîðñêó àëãåáðó íàä íåêèì âåêòîðñêèì
ïðîñòîðîì, è ïîêàæèìî äà jå îíà Õîïôîâà àëãåáðà. Âå£ ñìî âèäåëè äà
îíà èìà ñòðóêòóðó áèàëãåáðå, äàêëå îñòàjå äà ñå äåôèíèøå àíòèïîä, çà
êîjè ñå óçèìà S(1) = 1, S(v) = −v. Êàêî jå ∆(v) = 1 ⊗ v + v ⊗ 1 òî jå∑
x

x′S(x′′) = 1S(v)+vS(1) = −1v+v1 = 0 = ε(v)1 è àíàëîãíî áè ñå èñïèòàëà

äðóãà jåäíàêîñò. Äàêëå òåíçîðñêà àëãåáðà íàä ïðîèçâî§íèì âåêòîðñêèì
ïðîñòîðîì èìà ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå.

Ïîêàæèìî ñàä äà £å U(L) íàñëåäèòè ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå îä
T (L). Äà áè ñå íàñëåäèëà ñòðóêòóðà êîàëãåáðå, òðåáà äà âàæè ∆(I) ⊂
I ⊗ T (L) + T (L) ⊗ I è ε(I) = 0. Ïðâî òâð¢å»å ñå ñâîäè íà Ñòàâ 2.3,
î ïðèìèòèâíèì åëåìåíòèìà ó áèàëãåáðè, äîê ñå äðóãî òâð¢å»å äèðåêòíî
ïðîâåðàâà. Òàêî¢å äèðåêòíî ñå ïðîâåðàâà äà jå è àíòèïîä äîáðî äåôèíèñàí
íà êîëè÷íè÷êîì ïðîñòîðó, ïà jå ñàìèì òèì U(L) Õîïôîâà àëãåáðà. Ïðè-
ìåòèìî îïåò, êàî ó ñëó÷àjó îáè÷íå òåíçîðñêå àëãåáðå äà jå è îâà Õîïôîâà
àëãåáðà êîêîìóòàòèâíà.

Íà êðàjó îâîã óâîäíîã îäå§êà î Õîïôîâèì àëãåáðàìà, ïîãëåäàjìî jåäíó
ìîòèâàöèjó çà óâî¢å»å îâèõ îájåêàòà.

Êàî øòî jå ïîçíàòî, òåíçîðñêè ïðîçèâîä âåêòîðñêèõ ïðîñòîðà jå àñî-
öèjàòèâàí, ó ñìèñëó äà ñó (U ⊗ V ) ⊗ W è U ⊗ (V ⊗ W ) èçîìîðôíè íà
êàíîíñêè íà÷èí. Óêîëèêî jå A àëãåáðà è U è V , A - ìîäóëè, òàäà jå U ⊗V ó
ïðèíöèïó ñàìî A⊗A - ìîäóë, ìå¢óòèì óêîëèêî jå A áèàëãåáðà, êîìíîæå»å
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íàì îìîãó£àâà äà A⊗A - ìîäóë U ⊗ V ñíàáäåìî ñòðóêòóðîì A - ìîäóëà íà
ñëåäå£è íà÷èí:

a(u⊗ v) = ∆(a)(u⊗ v) =
∑
a

a′u⊗ a′′v.

Òàêî¢å êîjåäèíèöà ñâàêè âåêòîðñêè ïðîñòîð ñíàáäåâà ñòðóêòóðîì òðèâèjàë-
íîã A - ìîäóëà òàêî øòî óçìåìî: av = ε(a)v. Òàäà âàæè:

Ñòàâ 2.9. Àêî jå A áèàëãåáðà, U, V è W A - ìîäóëè, è àêî ïî§å k ïîñìàò-
ðàìî êàî òðèâèjàëíè A - ìîäóë, òàäà ñó êàíîíñêè èçîìîðôèçìè:

(U ⊗ V )⊗W ∼= U ⊗ (V ⊗W ), k ⊗ V ∼= V ∼= V ⊗ k

èçîìîðôèçìè A - ìîäóëà. Àêî jå A jîø è êîêîìóòàòèâíà, òàäà jå òðàíñ-
ïîçèöèjà τ : V ⊗W ∼= W ⊗ V èçîìîðôèçàì A - ìîäóëà.

Äîêàç. Äîêàç òâð¢å»à jå jåäíîñòàâàí, ïà £åìî ïîêàçàòè ñàìî äà âàæè àñîöè-
jàòèâíîñò. Äàêëå, òðåáà ïîêàçàòè äà jå a(u⊗(v⊗w)) = a((u⊗v)⊗w). Èçðàç

íà ëåâîj ñòðàíè jå jåäíàê
∑
a

a′u ⊗ a′′(v ⊗ w) =
∑
a

a′u ⊗ a′′v ⊗ a′′′w, à çáîã

êîàñîöèjàòèâíîñòè, òîìå jå jåäíàê è èçðàç íà äåñíîj ñòðàíè jåäíàêîñòè.

Íàïîìåíèìî îâäå jîø äà ñå ñâàêà îä ïðåòõîäíèõ èìïëèêàöèjà ìîæå
îñëàáèòè. Óêîëèêî jå A jîø è Õîïôîâà àëãåáðà, ïîñòîjà»å àíòèïîäà íàì
äîäàòíî îìîãó£àâà äà äåôèíèøåìî ñòðóêòóðó A - ìîäóëà íà âåêòîðñêîì
ïðîñòîðó Hom(V, V ′). Åêñïëèöèòíî, àêî jå a ∈ A, v ∈ V è f ∈ Hom(V, V ′)
òàäà ñå çà äåjñòâî A íà Hom(V, V ′) óçèìà:

(af)(v) =
∑
a

a′f(S(a′′)v).

È ó îâîì ñëó÷àjó âàæè:

Ñòàâ 2.10. Íåêà jå (A,µ, η,∆, ε, S) Õîïôîâà àëãåáðà è U,U ′, V è V ′ A -
ìîäóëè òàêâè äà áàð jåäàí ïàð ÷èíå êîíà÷íîäèìåíçèîíè ïðîñòîðè. Òàäà jå
ïðåñëèêàâà»å:

λ : Hom(U,U ′)⊗Hom(V, V ′)→ Hom(V ⊗ U,U ′ ⊗ V ′),

èç äîêàçà Ñòàâà 2.1, ìîðôèçàì A - ìîäóëà, àêî jå òî è τ : U∗⊗V ′ → V ′⊗U∗.
Ñïåöèjàëíî ïðåñëèêàâà»à:

λ : U∗ ⊗ V ∗ → (V ⊗ U)∗, $ : V ⊗ U∗ → Hom(U, V )

ñó ìîðôèçìè A - ìîäóëà.
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3 Ïóàñîí-Ëèjåâå ãðóïå è Ëèjåâå áèàëãåáðå

3.1 Ëèjåâå áèàëãåáðå

Ó ïðåòõîäíîì îäå§êó âèäåëè ñìî êàêî ñòðóêòóðà àëãåáðå óâîäè äîäàòíó
ñòðóêòóðó íà äóàëíè ïðîñòîð, è íàêîí òîãà ñìî äîøëè äî ïîjìà êîàëãåáðå
è áèàëãåáðå. Àíàëîãíèì ïîñòóïêîì, óêîëèêî êðåíåìî îä Ëèjåâå àëãåáðå,
äî£è£åìî äî ïîjìà Ëèjåâå áèàëãåáðå. Ïî÷íèìî äàêëå îä ïîjìà Ïóàñîíîâå
ìíîãîñòðóêîñòè.

Äåôèíèöèjà 3.1. Íåêà jå M ãëàòêà ìíîãîñòðóêîñò äèìåíçèjå n, è íåêà jå
C∞(M) àëãåáðà ãëàòêèõ ôóíêöèjà íà »îj. Ïóàñîíîâà ñòðóêòóðà íà M jå R
ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å

{, } : C∞(M)× C∞(M)→ C∞(M)

êîjå çàäîâî§àâà ñëåäå£å ðåëàöèjå:

{f1, f2} = −{f2, f1}, (1)

{f1, {f2, f3}}+ {f2, {f3, f1}}+ {f3, {f1, f2}} = 0, (2)

{f1f2, f3} = f1{f2, f3}+ {f1, f3}f2. (3)

Àêî ñó M è N Ïóàñîíîâå ìíîãîñòðóêîñòè, çà ïðåñëèêàâà»å F : M → N
êàæåìî äà jå Ïóàñîíîâî óêîëèêî âàæè:

{f1, f2}N ◦ F = {f1 ◦ F, f2 ◦ F}M .

Ñâîjñòâî 2 ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå íàçèâàìî Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò, à ñâîjñ-
òâî 3 ëàjáíèöîâî ïðàâèëî. Ïîñìàòðàjìî ïðåñëèêàâà»å g → {f, g}. Íà
îñíîâó ñâîjñòâà 3 ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå îâî ïðåñëèêàâà»å jå äèôåðåíöèðà»å
àëãåáðå ôóíêöèjà, ïà jå îíî îáëèêà Xf (g), çà íåêî âåêòîðñêî ïî§å (êîjå
íàçèâàìî õàìèëòîíîâî âåêòîðñêî ïî§å), è çàâèñè ñàìî îä dg, à çáîã ñâîjñòâà
1, çàâèñè ñàìî îä df . Ñàìèì òèì äîáðî jå äåôèíèñàíî ïðåñëèêàâà»å B :
T ∗(M)→ T (M), B(df) = Xf , êîjå çàïðàâî ïðåäñòàâ§à îájåêàò ω

M ∈ T (M)⊗
2

,
êîjåã íàçèâàìî Ïóàñîíîâ áèâåêòîð.

Ó ñëåäå£åì ïðèìåðó âèäèìî âåçó èçìå¢ó Ïóàñîíîâå è Ëèjåâå ñòðóêòóðå.

Ïðèìåð 3.1. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíàëíà ðåàëíà Ëèjåâà àëãåáðà, è
íåêà ñó f1 è f2 ãëàòêå ôóíêöèjå íà g∗. Êàêî jå g∗ âåêòîðñêè ïðîñòîð, »åãîâ
òàíãåíòíè ïðîñòîð ó ñâàêîj òà÷êè ñå ìîæå èäåíòèôèêîâàòè ñà »èì ñàìèì,
ïà ñàìèì òèì äèôåðåíöèjàë df ñâàêå ãëàòêå ôóíêöèjå ñëèêà g∗ ó (g∗)∗ ∼= g,
ïà ìîæåìî óçåòè:

{f1, f2}(ξ) = 〈[(df1)ξ, (df2)ξ], ξ〉.

Àêî jå x1, . . . , xn áàçà îä g, òàäà äàòè èçðàç ìîæåìî çàïèñàòè êàî:∑
i,j

ωij(ξ)
∂f1

∂xi

∂f2

∂xj
,

ãäå jå

ωij(ξ) =
∑
k

ckij〈xk, ξ〉,
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ïðè ÷åìó ñó ckij ñòðóêòóðíå êîíñòàíòå Ëèjåâå àëãåáðå g. Î÷èãëåäíî âàæè
ωij = −ωji. Òàêî¢å óêîëèêî ïîãëåäàìî èçðàç:∑
r

(
ωri

∂ωjk
∂xr

+ ωrj
∂ωki
∂xr

+ ωrk
∂ωij
∂xr

)
=
∑
s

∑
r

(crjkc
s
ri + crkic

s
rj + crijc

s
rk)〈ξ, xs〉

âèäèìî äà jå îí jåäíàê 0 çáîã Jàêîáèjåâîã èäåíòèòåòà ó g. Äàêëå {, } jå
Ïóàñîíîâà çàãðàäà íà g∗.

Ñàìèì òèì, ïðèðîäíî áè áèëî ïîòðàæèòè ñòðóêòóðó äóàëíó ñòðóêòóðè
Ëèjåâå àëãåáðå íà òàíãåíòíîì ïðîñòîðó Ïóàñîíîâå ìíîãîñòðóêîñòè, øòî íàñ
äîâîäè äî ñëåäå£å:

Äåôèíèöèjà 3.2. Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà jå Ëèjåâà ãðóïà G, êîjà jå è Ïóà-
ñîíîâà ìíîãîñòðóêóñò, è îâå äâå ñòðóêòóðå ñó êîìïàòèáèëíå ó ñìèñëó äà jå
ìíîæå»å µ : G×G→ G Ïóàñîíîâî ïðåñëèêàâà»å.

Ïðå íåãî øòî âèäèìî äà îâèìå çàèñòà äîëàçèìî äî æå§åíå ñòðóêòóðå íà
òàíãåíòíîì ïðîñòîðó, ïîãëåäàjìî êàêî ñå àêñèîìå Ëèjåâå ãðóïå ìàíèôåñòójó
íà Ïóàñîíîâîì áèâåêòîðó. Óñëîâ äà jå ìíîæå»å Ïóàñîíîâî ïðåñëèêàâà»å
ñå çàïèñójå:

{f1, f2}(g1g2) = {f1 ◦ Lg1 , f2 ◦ Lg1}(g2) + {f1 ◦Rg2 , f2 ◦Rg2}(g1),

øòî jå çàïðàâî:

〈ωg1g2 , (df1)g1g2 ⊗ (df2)g1g2〉 = 〈ωg2 , d(f1 ◦ Lg1)g2 ⊗ d(f2 ◦ Lg1)g2〉+

+〈ωg1 , d(f1 ◦Rg2)g1 ⊗ d(f2 ◦ Lg2)g1〉,

îäíîñíî, çàïèñàíî íà áèâåêòîðó:

ωg1g2 = (Lg1)∗g2 ⊗ (Lg1)∗g2(ωg2) + (Rg2)∗g1 ⊗ (Rg2)∗g1(ωg1).

Ñïåöèjàëíî, àêî ñòàâèìî äà jå g1 = g2 = e, î÷èãëåäíî äîáèjàìî:

Ïîñëåäèöà 3.1. Ðàíã Ïóàñîíîâîã áèâåêòîðà ó jåäèíèöè Ïóàñîí-Ëèjåâå
ãðóïå jå 0. Ñïåöèjàëíî Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà íèêàä íèjå ñèìïëåêòè÷êà.

Äà ñìî çàèñòà äîáèëè îíî øòî ñìî è æåëåëè, âèäèìî èç òîãà øòî íà g∗

ïîñòîjè ñòðóêòóðà Ëèjåâå àëãåáðå. Çàèñòà, àêî ñó ξ1 è ξ2 åëåìåíòè g∗, íåêà
ñó f1 è f2 òàêâè äà jå (dfi)e = ξi, è íåêà jå:

[ξ1, ξ2]g∗ = (d{f1, f2})e.

Àêî çà òðåíóòàê çàíåìàðèìî ïèòà»å äà ëè jå äàòà îïåðàöèjà äîáðî äåôè-
íèñàíà, âèäèìî äà îíà çàèñòà jåñòå Ëèjåâà çàãðàäà, jåð Ïóàñîíîâà çàãðàäà
òàêî¢å çàäîâî§àâà Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò è îñòàëà ñâîjñòâà.

Ïîñìàòðàjìî ïðåñëèêàâà»å ωR : G → g ⊗ g êîjå jå äåñíà òðàíñëàöèjà
Ïóàñîíîâîã áèâåêòîðà ó jåäèíèöó, è íåêà jå δ : g→ g⊗g, »åãîâ äèôåðåíöèjàë
ó jåäèíèöè. Òàäà jå:

[ξ1, ξ2]g∗ = δ∗(ξ1 ⊗ ξ2).

Çàïðàâî, çà ñâàêî g ∈ G jå:

{f1, f2}(g) = 〈ωR(g), R∗g ⊗R∗g((df1)g ⊗ (df2)g)〉.
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Äèôåðåíöèðà»åì îâîã èçðàçà ó jåäèíèöè ó ïðàâöó âåêòîðàX, è êîðèø£å»åì
ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå, äîáèjàìî:

〈X, d{f1, f2}〉 = 〈δ(X), ξ1 ⊗ ξ2〉,

îäàêëå ñëåäè äîáðà äåôèíèñàíîñò.
Àêî èçðàç çà Ïóàñîíîâ áèâåêòîð çàïèøåìî ïðåêî ωR äîáèjàìî:

ωR(g1g2) = (Adg1 ⊗Adg1)(ωR(g2)) + ωR(g1),

øòî çíà÷è äà jå ωR êîöèêë íà G ñà âðåäíîñòèìà ó g⊗ g, ïà jå »åãîâ èçâîä
ó jåäèíèöè êîöèêë íà g ñà âðåäíîñòèìà ó g⊗ g, îäíîñíî:

δ([X,Y ]) = (1⊗ adX + adX ⊗ 1)δ(Y )− (1⊗ adY + adY ⊗ 1)δ(X).

Ñàìèì òèì äîëàçèìî äî ñëåäå£å äåôèíèöèjå:

Äåôèíèöèjà 3.3. à)Íåêà jå g Ëèjåâà àëãåáðà. Ñòðóêòóðà Ëèjåâå áèàëãåáðå
íà g jå êîñî ñèìåòðè÷íî ëèíåàðíî ïðåñëèêàâà»å δ : g→ g⊗ g êîjå çîâåìî êî
- êîìóòàòîð è çà êîjå âàæè:
1) δ∗ : g∗ ⊗ g∗ → g∗ jå Ëèjåâà çàãðàäà.
2) δ jå 1-êîöèêë íà g ñà âðåäíîñòèìà ó g⊗ g.
á) Ìîðôèçàì Ëèjåâèõ áèàëãåáðè jå ïðåñëèêàâà»å ϕ : g→ h, çà êîjå âàæè:

ϕ⊗ ϕ ◦ δg = δh ◦ ϕ.

Ïðèìåòèìî äà àêî jå (g, δg) Ëèjåâà áèàëãåáðà, òàäà jå òî è (g, λδg) çà
ñâàêè áðîj λ ∈ R. Ñïåöèjàëíî, çà λ = −1 äîáèjàìî Ëèjåâó áèàëãåáðó êîjó
îçíà÷àâàìî gop.

Òàêî¢å âèäèìî äà jå Ëèjåâà áèàëãåáðà ïîòïóíî îäðå¢åíà Ëèjåâîì çàãðà-
äîì íà g è g∗, ïà £åìî jå îçíà÷àâàòè è êàî ïàð (g, g∗).

Ñëåäå£å òâð¢å»å jå àíàëîãîí ïîçíàòîã ñòàâà çà Ëèjåâå ãðóïå:

Òåîðåìà 3.1. Íåêà jå G Ëèjåâà ãðóïà ñà Ëèjåâîì àëãåáðîì g. Àêî jå
G Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà îíäà g èìà ñòðóêòóðó Ëèjåâå áèàëãåáðå. Àêî jå
Φ : G → H õîìîìîðôèçàì Ïóàñîí-Ëèjåâèõ ãðóïà, è h òàíãåíòíà Ëèjåâà
áèàëãåáðà ãðóïå H, òàäà jå èçâîä ó e ïðåñëèêàâà»à Φ ìîðôèçàì Ëèjåâèõ
áèàëãåáðè.

Îáðíóòî, àêî jå G ïîâåçàíà è ïðîñòî-ïîâåçàíà Ëèjåâà ãðóïà, òàäà ñâàêà
ñòðóêòóðà Ëèjåâå áèàëãåáðå íà g ïîòè÷å îä jåäèíñòâåíå Ïóàñîí-Ëèjåâå
ñòðóêòóðå íà G. Òàêî¢å àêî jå φ : g → h ìîðôèçàì Ëèjåâèõ áèàëãåáðè è
H Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà ñà òàíãåíòíîì áèàëãåáðîì h, òàäà ïîñòîjè jåäèí-
ñòâåí õîìîìîðôèçàì Φ : G→ H, òàêàâ äà Φ′e = φ.

3.2 Ìà»èíîâå òðîjêå

Ïîñìàòðàjìî ñàä jåäàí åêâèâàëåíòàí íà÷èí çàäàâà»à Ëèjåâèõ áèàëãåáðè.

Äåôèíèöèjà 3.4. Ìà»èíîâà òðîjêà jå òðîjêà Ëèjåâèõ àëãåáðè (p, p+, p−)
çàjåäíî ñà íåäåãåíåðèñàíîì áèëèíåàðíîì ôîðìîì (, ) íà p, èíâàðèjàíòíîì
ó îäíîñó íà àäjóíãîâàíó ðåïðåçåíòàöèjó p, òàêâó äà âàæè:
i) p+ è p− ñó Ëèjåâå ïîäàëãåáðå îä p.
ii) p = p+ ⊕ p− êàî âåêòîðñêè ïðîñòîð.
iii) p+ è p− ñó èçîòðîïíå çà (, ).
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Òåîðåìà 3.2. Çà ñâàêó êîíà÷íîäèìåíçèîíó Ëèjåâó àëãåáðó g, ïîñòîjè 1-
1 êîðåñïîíäåíöèjà èçìå¢ó Ëèjåâèõ áèàëãåáðà íà g è Ìà»èíîâèõ òðîjêè
(p, p+, p−), çà êîjå jå p+ = g.

Äîêàç. Àêî jå (g, g∗) Ëèjåâà áèàëãåáðà, óçìåìî p+ = g, p− = g∗, è äåôèíè-
øåìî ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà p = g⊕ g∗:

(X, ξ)p = 〈X, ξ〉, (X,X)p = (ξ, ξ)p = 0,

çà ñâå X ∈ g è ξ ∈ g∗. Îáðíóòî, ñêàëàðíè ïðîèçâîä äåôèíèøå èçîìîðôèçàì
âåêòîðñêèõ ïðîñòîðà p− ∼= p∗+, è ñàìèì òèì è Ëèjåâàó àëãåáðó íà p∗+. Äàêëå,
êðàj òâð¢å»à ñëåäè èç íàðåäíîã ñòàâà.

Ñòàâ 3.1. Íåêà ñó g è g∗ Ëèjåâå àëãåáðå, è íåêà jå íà g⊕g∗ çàäàò ñêàëàðíè
ïðîèçâîä êàî ó äîêàçó ïðåòõîäíå òåîðåìå. Òàäà ïîñòîjè ñòðóêòóðà Ëèjåâå
àëãåáðå íà g ⊕ g∗, òàêâà äà ñó g è g∗ Ëèjåâå ïîäàëãáðå è êîjà îñòàâ§à
èíâàðèjàíòàí äàòè ñêàëàðíè ïðîèçâîä àêêî jå (g, g∗) Ëèjåâà áèàëãåáðà, è ó
îâîì ñëó÷àjó ñòðóêòóðà Ëèjåâå àëãåáðå jå jåäèíñòâåíà.

Äîêàç. Èçàáåðèìî áàçó {Xr} îä g è »îj äóàëíó áàçó {ξr} îä g∗, è íåêà jå:

[Xr, Xs] = ctrsXt, [ξr, ξs] = γrst ξ
t.

Äà áè îäðåäèëè çàãðàäå íà g⊕ g∗, òðåáà äà èçðà÷óíàìî jîø èçðàçå [Xr, ξ
s],

ãäå êîðèñòèìî èíâàðèjàíòíîñò ñêàëàðíîã ïðîèçâîäà, òj.

([Xr, ξ
s], ξt) = (Xr, [ξ

s, ξt]).

Òàêî¢å âèäèìî äà jå íà îâàj íà÷èí îïåðàöèjà [, ] jåäíîçíà÷íî îäðå¢åíà. Òðåáà
jîø ïîêàçàòè äà jå Ëèjåâà çàãðàäà, òj. äà çàäîâî§àâà Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò,
àêêî äóàë δg Ëèjåâå çàãðàäå íà g∗, jåñòå êî - êîìóòàòîð, òj. jåñòå 1-êîöèêë
ñà âðåäíîñòèìà ó g ⊗ g. Î÷èãëåäíî jå δ(Xr) = γstr Xs ⊗Xt. Äàêëå óñëîâ çà
1-êîöèêë δ([Xr, Xs]) = Xrδ(Xs)−Xsδ(Xr), ñå ìîæå çàïèñàòè:

ctrsγ
ab
t Xa ⊗Xb = γpqs Xr(Xp ⊗Xq)− γpqr Xs(Xp ⊗Xq) =

= γpqs (carpXa ⊗Xq + cbrqXp ⊗Xb)− γpqr (caspXa ⊗Xq + cbsqXp ⊗Xb).

Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç Xa ⊗Xb äîáèjàìî:

ctrsγ
ab
t = carpγ

pb
s + cbrqγ

aq
s − caspγpbr − cbsqγaqr .

Ñà äðóãå ñòðàíå, äà áèñìî ïðîâåðèëè Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò íà g ⊕ g∗ òðåáà
ïîêàçàòè äà jå

[ξa, [Xr, Xs]] + [Xr, [Xs, ξ
a]] + [Xs, [ξ

a, Xr]] = 0,

è ñëó÷àj ñà äâà ξ è jåäíèìX. Ðàçâèjà»åì èçðàçà íà ëåâîj ñòðàíè è ïîðå¢å»åì
êîåôèöèjåíàòà óçXp âèäèìî äà ñå äîáèjà îäãîâàðàjó£à jåäíà÷èíà. Àíàëîãíî
ñå èñïèòójå äðóãè ñëó÷àj.

Ïîãëåäàjìî ñàä íåêå ïðèìåðå Ëèjåâèõ áèàëãåáðè:
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Ïðèìåð 3.2. Íåêà jå G Ëèjåâà ãðóïà ñà òðèâèjàëíîì Ïóàñîíîâîì ñòðóê-
òóðîì. �åíà òàíãåíòíà Ëèjåâà áèàëãåáðà (g, g∗) äîáèjà ñå óçèìà»åì äà jå
g∗ àáåëîâà.

Äóàëíî, íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíà àáåëîâà Ëèjåâà àëãåáðà. Òàäà ñó
Ëèjåâå áèàëãåáðå íà g ó 1-1 êîðåñïîíäåíöèjè ñà Ëèjåâèì àëãåáðàìà íà g∗.

Ïðèìåð 3.3. Íåêà jå g = g(A) Êàö-Ìóäèjåâà àëãåáðà äåôèíèñàíà ãåíåðà-
ëèñàíîì Êàðòàíîâîì ìàòðèöîì A. Òàäà ïîñòîjè ñòðóêòóðà áèàëãåáðå íà »îj
(êîjà ñå çîâå ñòàíäàðäíà ñòðóêòóðà), êîjà ñå äåôèíèøå êî - êîìóòàòîðîì íà
ãåíåðàòîðèìà:

δ(Hi) = 0, δ(Di) = 0, δ(X±i ) = diX
±
i ∧Hi,

(ãäå jå X ∧ Y = X ⊗ Y − Y ⊗ X). Jåäèíñòâåíîñò ñëåäè èç òîãà øòî jå
êî - êîìóòàòîð 1-êîöèêë, è çàòî øòî jå g ãåíåðèñàíà êàî Ëèjåâà àëãåáðà
äàòèì åëåìåíòèìà. Äà áè ñå äîêàçàëî ïîñòîjà»å äàòå ñòðóêòóðå êîðèñòè-
ìî Ìà»èíîâå òðîjêå. Íåêà jå p = g ⊕ g (êàî Ëèjåâà àëãåáðà), íåêà jå p+

äèjàãîíàëíà ïîäàëãåáðà, è íåêà jå p− = {(x, y) ∈ b+ ⊕ b−|h-êîìïîíåíòà x+
y = 0}(îâäå jå b± = n±⊕h, à n± jå àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñàX±i ), è äåôèíèøåìî
ñêàëàðíè ïðîèçâîä 〈(x, y), (x′, y′)〉p = (x, x′)g−(y, y′)g, ãäå jå (, )g ñòàíäàðäíè
ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà g. Êîðèø£å»åì ÷è»åíèöà äà jå g = b+ + b−, h =
b+∩b− êàî è äà ñó n± èçîòðîïíå çà (, )g äîáèjà ñå äà jå (p, p+, p−) Ìà»èíîâà
òðîjêà. Äàêëå óêîëèêî jå dim(g) < ∞, ïîñòîjè ñòðóêòóðà áèàëãåáðå íà g.
Íàïîìåíèìî äà è ïîðåä òîãà øòî ó ñëó÷àjó dim(g) =∞, íå âàæè ïðåòõîäíà
òåîðåìà, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà £å è òàä ïîñòîjàòè äàòà ñòðóêòóðà Ëèjåâå
áèàëãåáðå íà g.

Íàïîìåíèìî jîø äà îâî íèñó jåäèíå Ëèjåâå áèàëãåáðå íà g (äî íà èçî-
ìîðôèçàì è óìíîæàê ñêàëàðîì), ÷àê íè ó ñëó÷àjó g = sl2(C).

Ïðèìåð 3.4. Íåêà jå a ïðîñòà êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà àëãåáðà (íàä
ïî§åì C), è íåêà jå g = a[u] = a⊗C C[u] ãäå jå u íåïîçíàòà. Ëèjåâà àëãåáðà
íà g ñå äåôèíèøå òà÷êà ïî òà÷êà (ïîñìàòðàjó£è g êàî ñêóï ïîëèíîìèjàëíèõ
ïðåñëèêàâà»à C→ a). Óçìèìî èíâàðèjàíòíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä (, )a íà a, è
íåêà jå t ∈ a⊗a Êàçèìèðîâ åëåìåíò (òj. åëåìåíò êîjè îäãîâàðà id ∈ End(a) ∼=
a∗ ⊗ a ïðè èçîìîðôèçìó a ∼= a∗ äåôèíèñàíîì ñà (, )a), è äåôèíèøèìî δ :
g→ g⊗ g ñà:

δ(f)(u, v) = (adf(u) ⊗ 1 + 1⊗ adf(v))
t

u− v
.

Ïðèìåòèìî äà èàêî äåñíà ñòðàíà äåëójå äà jå ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà îä u è
v, òj. äà èìà ïîë äóæ u = v, îíà òî íèjå çáîã

(adx ⊗ 1 + 1⊗ adx)t = 0,

çà ñâå X ∈ a. Îäãîâàðàjó£à Ìà»èíîâà òðîjêà jå (a((u−1)), a[u], a[[u−1]]), ñà
ñêàëàðíèì ïðîèçâîäîì:

(f, g)p = −res0(f(u), g(u))a,

ãäå jå res ðåçèäóì, òj. êîåôèöèjåíò óç u−1.
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3.3 Êëàñè÷íè äóàë è äàáë

Ïðèìåòèìî äà èç îñîáèíà Ìà»èíîâå òðîjêå (p, p+, p−) ñëåäè äà £å òðîjêà
(p, p−, p+) òàêî¢å áèòè Ìà»èíîâà òðîjêà, øòî çíà÷è äà jå äåôèíèöèjà Ëèjåâå
áèàëãåáðå äóàëíà ñàìà ñåáè, òj. àêî jå g Ëèjåâà áèàëãåáðà, òàäà jå è g∗

Ëèjåâà áèàëãåáðà. Íà îñíîâó Òåîðåìå 3.1, íà íèâîó Ïóàñîí-Ëèjåâèõ ãðóïà,
âèäèìî äà àêî jå G Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà ñà òàíãåíòíî áèàëãåáðîì g, òàäà
ïîñòîjè jåäèíñòâåíà ïîâåçàíà è ïðîñòî-ïîâåçàíà Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà G∗

÷èjà jå òàíãåíòíà áèàëãåáðà g∗, êîjó £åìî íàçèâàòè äóàë îä G. Êàêî jå
g∗∗ = g âèäèìî äà jå è G∗∗ = G.

Òàêî¢å, êàä ñìî ïîñìàòðàëè Ìà»èíîâå òðîjêå, âèäåëè ñìî äà àêî jå
(g, g∗) Ëèjåâà áèàëãåáðà, äà òàäà ïîñòîjè ñòðóêòóðà Ëèjåâå àëãåáðå íà g⊕g∗

êîjà jå èíâàðèjàíòíà ó îäíîñó íà ïðèðîäíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä. Çàïðàâî
âàæè è âèøå:

Òåîðåìà 3.3. Íåêà jå (g, g∗) êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà áèàëãåáðà. Òàäà
ïîñòîjè êàíîíñêà ñòðóêòóðà Ëèjåâå áèàëãåáðå íà g ⊕ g∗, òàêâà äà ñó èí-
êëóçèjå ó ñàáèðêå

g ↪→ g⊕ g∗ ←↩ (g∗)op,

ìîðôèçìè Ëèjåâèõ áèàëãåáðè.

Ñà îâîì ñòðóêòóðîì Ëèjåâå áèàëãåáðå, g ⊕ g∗ ñå íàçèâà äàáë îä g è
îçíà÷àâà D(g). Àíàëîãíî êàî ìàëîïðå ïîñòîjè Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà D(G)
êîjà ñå òàêî¢å íàçèâà äàáë îä G.

Äîêàç. Íåêà jå r ∈ g ⊗ g∗ ⊂ D(g) ⊗ D(g) åëåìåíò êîjè îäãîâàðà id ïðè
èçîìîðôèçìó End(g) ∼= g⊗ g∗. Êî - êîìóòàòîð íà D(g), ñå äåôèíèøå:

δD(g)(u) = (adu ⊗ id+ id⊗ adu)r.

Äà ñå îâàêî çàèñòà äîáèjà Ëèjåâà áèàëãåáðà, âèäå£åìî êàñíèjå. Çàñàäà
ïîêàæèìî äà îâàêî äåôèíèñàíà Ëèjåâà áèàëãåáðà èìà æå§åíà ñâîjñòâà, òj.
äà jå δD(g)(X) = δg(X), è àíàëîãíî çà g∗. Ïî íîòàöèjè èç äîêàçà ñòàâà 3.1,
r = Xt ⊗ ξt, è òàäà jå

δD(g)(Xs) = [Xs, Xt]⊗ ξt +Xt ⊗ [Xs, ξ
t] =

= cpstXp ⊗ ξt +Xt ⊗ (γtps Xp − ctspξp) = γtps Xt ⊗Xp

øòî çàïðàâî jåñòå êî - êîìóòàòîð çà g. Àíàëîãíî ñå ïðîâåðàâà äðóãè ñëó÷àj.

Âðàòèìî ñå ñàä ïðèìåðó ñòàíäàðäíå ñòðóêòóðå íà Êàö-Ìóäèjåâîj àëãåáðè,
è ïîêàæèìî äà ñå îíà ìîæå ðåàëèçîâàòè êàî äàáë (äî íà ïðîèçâîä ñêàëàðîì).
Çàèñòà, íåêà jå (íîòàöèjà jå êàî ó ïðèìåðó 3.3) q = g⊕h êàî Ëèjåâà àëãåáðà,
è íåêà jå:

q± = {(x, h) ∈ q|x ∈ b±,±h = h-êîìïîíåíòà x}.

Äåôèíèøèìî ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà q ñà

((x, h), (x′, h′))q = (x, x′)g − (h, h′)g.
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Èñòî êàî ó ïðèìåðó 3.3, ïîêàçójå ñå äà jå (q, q+, q−) Ìà»èíîâà òðîjêà, äàêëå
èìàìî Ëèjåâå áèàëãåáðå íà q±, ïà è íà D(q+) ∼= g ⊕ h. Êî - êîìóòàòîð
íàëàçèìî äèðåêòíèì ðà÷óíîì. Âèäèìî äà jå δ|h⊕h = 0, êàî è äà jå:

δ(X+
i , 0) =

1

2
di(X

+
i , 0) ∧ (Hi, Hi), δ(X−i , 0) =

1

2
di(X

−
i , 0) ∧ (Hi,−Hi).

Äà§å, êàêî jå 0⊕h èäåàë (Ëèjåâå áèàëãåáðå) îä D(q+), è ïîøòî jå D(q+)/(0⊕
h) ∼= g, òèìå äîáèjàìî Ëèjåâó áèàëãåáðó íà g, çà êîjó jå êî - êîìóòàòîð:

δ(X±i ) =
1

2
diX

±
i ∧Hi, δ|h = 0.

Ìíîæå»åì äàòå ñòðóêòóðå ñà 2 äîáèjàìî ñòàíäàðäíó ñòðóêòóðó.

3.4 Êëàñè÷íà Jàíã-Áàêñòåðîâà jåäíà÷èíà

Èç äåôèíèöèjå äàáëà, âèäèìî äà »åãîâ êî - êîìóòàòîð íèjå ñàìî 1-
êîöèêë âå£ jå è 1-êîãðàíèöà. Òàêâå Ëèjåâå áèàëãåáðå èçäâàjàìî ó ïîñåáíó
ãðóïó:

Äåôèíèöèjà 3.5. Êîãðàíè÷íà Ëèjåâà áèàëãåáðà jå Ëèjåâà áèàëãåáðà g ÷èjè
jå êî - êîìóòàòîð îáëèêà δ(X) = X.r çà íåêî r ∈ g ⊗ g. (X.r ïðåäñòàâ§à
àäjóíãîâàíî äåjñòâî g íà g⊗ g).

Ñòàâ 3.2. Íåêà jå g Ëèjåâà àëãåáðàè íåêà jå r ∈ g ⊗ g. Ïðåñëèêàâà»å δ,
èç ïðåòõîäíå äåôèíèöèjå jå êî - êîìóòàòîð àêêî ñó çàäîâî§åíè ñëåäå£è
óñëîâè:
i) r12 + r21 jå g èíâàðèjàíòàí åëåìåíò g⊗ g.
ii) [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] jå g èíâàðèjàíòàí åëåìåíò îä g⊗ g⊗ g.
(Ñâóäà jå ïîäðàçóìåâàíî àäjóíãîâàíî äåjñòâî).

Øòî ñå îçíàêà òè÷å, àêî jå r =
∑
i

ai ⊗ bi òàäà jå r21 =
∑
i

bi ⊗ ai äîê ó

äðóãîì ñëó÷àjó jå íïð [r12, r23] =
∑
i,j

ai ⊗ [bi, aj ]⊗ bj .

Äîêàç îâîã òâð¢å»à ñå ñâîäè íà èñïèñèâà»å îäãîâàðàjó£èõ èçðàçà, ïà £å
áèòè èçîñòàâ§åí.

Ïðèìåòèìî äà óêîëèêî r ∈ g⊗g çàäàjå Ëèjåâó áèàëãåáðó íà g è ðàçëèêójå
ñå îä åëåìåíòà r′ ∈ g ⊗ g çà g èíâàðèjàíòàí åëåìåíò, òàäà r′ çàäàjå èñòó
Ëèjåâó áèàëãåáðó. Íà îñíîâó i) r ñå óâåê ìîæå èçàáðàòè òàêî äà áóäå
êîñîñèìåòðè÷àí.

Óñëîâ ii) jå íàðàâíî íàjëàêøå çàäîâî§åí àêî jå [r12, r13] + [r12, r23] +
[r13, r23] = 0. Äàòà jåäíà÷èíà ñå íàçèâà êëàñè÷íà Jàíã-Áàêñòåðîâà jåäíà÷èíà,
à »åíà ðåøå»à êëàñè÷íå r ìàòðèöå (øòî äîëàçè îä ñëó÷àjà g = End(V )
ãäå ñå r ìîæå ïîñìàòðàòè êàî ìàòðèöà). Àêî Ëèjåâà áèàëãåáðà äîëàçè îä
ðåøå»à äàòå jåäíà÷èíå, äàòó Ëèjåâó áèàëãåáðó íàçèâàìî êâàçèòðîóãàîíà,
îäíîñíî òðîóãàîíà óêîëèêî äîëàçè îä êîñîñèìåòðè÷íîã ðåøå»à. Íàïîìåíè-
ìî äà ñâè îâè ïîjìîâè èìàjó ñâîjó àíàëîãèjó çà Õîïôîâå àëãåáðå.

Ñëåäå£è ñòàâ ïîêàçójå äà jå äàáë îä Ëèjåâå áèàëãåáðå Ëèjåâà áèàëãåáðà.

Ñòàâ 3.3. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà áèàëãåáðà. Òàäà jå »åí äàáë
D(g) êâàçè òðîóãàîíà Ëèjåâà áèàëãåáðà.
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Äîêàç. Äàêëå òðåáà ïîêàçàòè [r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0. Àêî êîðèñ-
òèìî íîòàöèjó îä ðàíèjå èìàìî:

[[r, r]] =
∑
s,t

([Xs, Xt]⊗ ξs ⊗ ξt +Xs ⊗ [ξs, Xt]⊗ ξt +Xs ⊗Xt ⊗ [ξs, ξt]) =

=
∑
s,t,p

(
cpstXp ⊗ ξs ⊗ ξt − γspt Xs ⊗Xp ⊗ ξt + cstpXs ⊗ ξp ⊗ ξt − γstp Xs ⊗Xt ⊗ ξp

)
,

øòî ñå ïîñëå ïðîìåíå èíäåêñà è êîðèø£å»åì »èõîâå êîñîñèìåòðè÷íîñòè
âèäè äà jå 0.

Òàêî¢å, ëàêî ñå âèäè äà jå ñèìåòðè÷íè äåî îä r,D(g) - èíâàðèjàíòàí.

Ïðèìåòèìî äà ïðåòõîäíà òåîðåìà çàïðàâî äàjå åôèêàñàí ìåòîä çà ðå-
øàâà»å Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå, jåð óêîëèêî êðåíåìî îä íåêå Ëèjåâå
áèàëãåáðå, íàïðàâèìî »åí äàáë, è çíàìî äà ó »îj ïîñòîjè åëåìåíò êîjè
ðåøàâà äàòó jåäíà÷èíó, à çíàìî è êîjè jå òî åëåìåíò. Êàñíèjå £åìî èìàòè
àíàëîãíó ñèòóàöèjó ó êâàíòíîì ñëó÷àjó.

Ïîñìàòðàjìî ñàä jîø íåêå ïðèìåðå Ëèjåâèõ áèàëãåáðè.

Ïðèìåð 3.5. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíà ïðîñòà Ëèjåâà àëãåáðà íàä
ïî§åì C. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå çàïðàâî ó îâîì ñëó÷àjó ñâàêà ñòðóêòóðà
Ëèjåâå áèàëãåáðå êâàçèòðîóãàîíà, øòî ñëåäè èç ÷è»åíèöå äà jå ñâàêè 1 -
êîöèêë íà g ñà âðåäíîñòèìà ó áèëî êîjîj êîíà÷íîäèìåíçèîíîj ðåïðåçåíòàöè-
jè êîãðàíèöà (øòî jå ïîçíàòî êàî Âàjòõåäîâà ëåìà), è çàòî øòî íà »îj, äî
íà óìíîæàê ñêàëàðîì ïîñòîjè ñàìî jåäàí èíâàðèjàíòíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä.

Øòî ñå òè÷å ñòàíäàðäíå ñòðóêòóðå, r - ìàòðèöà ñå ìîæå äîáèòè íà
ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà jå t ∈ g ⊗ g Êàçèìèðîâ åëåìåíò è çàïèøèìî ãà êàî
t = t+− + t0 + t−+ ãäå jå t0 ∈ h⊗ h, t+− ∈ n+ ⊗ n− è àíàëîãíî çà ïðåîñòàëè
÷ëàí. Òàäà ñå ñòàíäàðäíà ñòðóêòóðà çàäàjå ñà

r = t0 + 2t+−.

Äà áèñìî îâî âèäåëè, èìàìî äà ñå g ìîæå ðåàëèçîâàòè êàî äàáë D(q+).
Óíèâåðçàëíà r - ìàòðèöà äàòå áèàëãåáðå jå:

rD =
1

2

n∑
i=1

di(Hi, Hi)⊗ (Hi,−Hi) +
∑
α∈∆+

dα(X+
α , 0)⊗ (X−α , 0).

Äà áèñìî äîáèëè r - ìàòðèöó íà g äàòó òðåáà èñïðîjåêòîâàòè íà g ⊗ g è
ïîìíîæèòè ñà 2 (òèì ïîñòóïêîì ñìî äîáèëè ñòàíäàðäíó ñòðóêòóðó îä äàòîã
äàáëà). Íà êðàjó, äîáèjà ñå:

rg =

n∑
i=1

diHi ⊗Hi + 2
∑
α∈∆+

dαX
+
α ⊗X−α .

Òàêî¢å îâà ñòðóêòóðà ñå ìîæå çàäàòè íà áèëî êîjîj ñèìåòðè÷íîj Êàö-Ìó-
äèjåâîj àëãåáðè g. Ìå¢óòèì, ó ñëó÷àjó äà jå àëãåáðà áåñêîíà÷íîäèìåíçèîíà
äàòè åëåìåíò £å áèòè áåñêîíà÷íà ñóìà åëåìåíàòà èç g⊗g, è îâàêâå áèàëãåáðå
íàçèâàìî ïñåóäî-òðîóãàíå.
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Ïðèìåð 3.6. Íåêà jå g = a[u] Ëèjåâà áèàëãåáðà èç ïðèìåðà 3.4. Âèäåëè
ñìî äà »åíà ñòðóêòóðà ôîðìàëíî äîëàçè îä r - ìàòðèöå:

t

u− v
,

ãäå jå t ∈ a⊗ a Êàçèìèðîâ åëåìåíò. Îâäå ñìî êîðèñòèëè:

g⊗ g = a[u]⊗ a[u] ∼= a⊗ a[u, v].

Íàðàâíî, èàêî jå r äîáðî äåôèíèñàíî, îíà íèjå åëåìåíò äàòîã àëãåáàðñêîã
òåíçîðñêîã ïðîèçâîäà, àëè îíà jåñòå ðåøå»å Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå, øòî
ñå ìîæå âèäåòè èç:

[t12, t13 + t23] = [t23, t12 + t13] = 0,

øòî ñëåäè èç èíâàðèjàíòíîñòè t çà àäjóíãîâàíî äåjñòâî a.
Äàòà r ìàòðèöà ïðåäñòàâ§à íàjïðîñòèjå íåòðèâèjàëíî ðàöèîíàëíî ðåøå-

»å Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå. Êàñíèjå £åìî âèäåòè äà ñå êâàíòèçàöèjîì
îâèõ áèàëãåáðè äîëàçè äî êâàíòíèõ ãðóïà Jàíãèjàíà, êîjè ãåíåðèøó ðàöèî-
íàëíà ðåøå»à êâàíòíå Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå.

Ïîñìàòðàjìî ñàä jåäàí ñïåöèjàëàí ñëó÷àj áåñêîíà÷íîäèìåíçèîíèõ Êàö-
Ìóäèjåâèõ àëãåáðè, àôèíå Ëèjåâå àëãåáðå.

Ïðèìåð 3.7. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå g íåóïëåòåíà àôèíà Ëèjåâà àëãåáðà,
äîäå§åíà ïðîñòîj êîìïëåêñíîj Ëèjåâîj àëãåáðè a. Ïîçíàòî jå äà ñå àôèíå
Ëèjåâå àëãåáðå ìîãó ðåàëèçîâàòè êàî öåíòðàëíà ðàøèðå»à àëãåáðå ïåò§è,
îäíîñíî êàî:

g = a[u, u−1]⊕ C.c⊕ C.D,

ãäå jå c öåíòðàëíè åëåìåíò, à D èçâîä îäíîñíî

[D, f ](u) =
df

du
.

Ëèjåâà çàãðàäà ñå çàäàjå êàî:

[f, g](u) = [f(u), g(u)] + res0(
df

du
, g(u)),

ãäå jå (, ) èíâàðèjàíòíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà a, à res0 jå êîåôèöèjåíò óç
u−1. Äà áèñìî îïèñàëè ñòàíäàðäíó ñòðóêòóðó áèàëãåáðå íà g ïðèìåòèìî äà
jå

(f + λc+ µD, g + ξcηD) = res0(f(u), g(u)) + λη + µξ,

èíâàðèjàíòíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä íà g. Äàêëå ó íîòàöèjè èç ïðèìåðà 3.5,
èìàìî:

tg0 = ta0 + c⊗D +D ⊗ c,

è ïîøòî jå:
ng± = na± ⊕ u±1a[u±1],

èìàìî:
tg+− = ta+− +

∑
λ

∑
k>0

Xλ ⊗Xλ(
u1

u2
)k,
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ãäå jå {Xλ} îðòîíîðìèðàíà áàçà îä a. Îâèìå äîáèjàìî èçðàæåíó r ìàòðèöó
îä g ïðåêî r ìàòðèöå îä a, íà ñëåäå£è íà÷èí:

rg = ra +
1

2
(c⊗D +D ⊗ c) + ta(

u1

u2 − u1
).

Íà êðàjó îâîã êðàòêîã îñâðòà íà Ëèjåâå áèàëãåáðå, ïîãëåäàjìî êîjè îájå-
êàò Ëèjåâå ãðóïå, îäãîâàðà óíèâåðçàëíîj r - ìàòðèöè. Ïðåòõîäíî, äîäàòíî
£åìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå r + τ(r) (ãäå jå τ òðàíñïîçèöèjà) íåäåãåíåðèñàí.
Ó îâîì ñëó÷àjó êàæåìî äà g ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå.

Êàî øòî ñìî âèäåëè ðàíèjå, r è −τ(r) ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî ïðåñ-
ëèêàâà»à g∗ → g, è íèjå òåøêî âèäåòè äà ñó îíè õîìîìîðôèçìè Ëèjåâèõ
àëãåáðè (ïðèìåòèìî äà −τ(r) äåôèíèøå èñòó Ëèjåâó áèàëãåáðó êàî è r
çàòî øòî jå åëåìåíò r + τ(r), g - èíâàðèjàíòàí). Óêîëèêî ïðåòïîñòàâèìî
äà ñó G è »åí äóàë G∗ ïîâåçàíè è ïðîñòî ïîâåçàíè, îâà ïðåñëèêàâà»à ñå
ïîäèæó äî õîìîìîðôèçàìà Ëèjåâèõ ãðóïà S è Sτ èç G∗ ó G. Íåêà jå T :
G∗ → G ïðåñëèêàâà»å äåôèíèñàíî ñà T (x) = S(x)Sτ (x)−1. Êàêî jå r+ τ(r)
íåäåãåíåðèñàí, òî jå T ëîêàëíè äèôåîìîðôèçàì ó îêîëèíè jåäèíèöà ãðóïà
G∗ è G. Êàæåìî äà G ìîæå äà ñå ôàêòîðèøå àêî jå T ãëîáàëíè äèôåîìîð-
ôèçàì, ïîøòî ó òîì ñëó÷àjó ñâàêè åëåìåíò g ∈ G äîïóøòà ôàêòîðèçàöèjó
g = g+g

−1
− ãäå ñó g+ = S(T−1(g)) è g− = Sτ (T−1(g)).

Ñòàâ 3.4. Íåêà jå G Ïóàñîí-Ëèjåâà ãðóïà êîjà äîïóøòà ôàêòîðèçàöèjó, è
äåôèíèøåìî êëàñè÷íó R-ìàòðèöó R : G×G→ G×G êàî

R(g, h) = (h−gh
−1
− , (h−gh

−1
− )−1

+ h(h−gh
−1
− )+).

Òàäà jå R Ïóàñîíîâ äèôåîìîðôèçàì àêî jå íà G óçåòà Ïóàñîíîâà ñòðóêòóðà
îä G∗ êîðèø£å»åì äèôåîìîðôèçìà T çà èäåíòèôèêàöèjó G è G∗. Òàêî¢å
R jå ðåøå»å êâàíòíå Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå

R12R13R23 = R23R13R12.

Ó îâîj jåäíà÷èíè R12 îçíà÷àâà ïðåñëèêàâà»å G × G × G → G × G × G
äåôèíèñàíî ñà

R12(g, h, k) = (R(g, h), k),

è àíàëîãíî çà R13 è R23.
Îñòàòàê ðàäà ïîñâå£åí jå ïðàâ§å»ó àíàëîãèjå èçìå¢ó ïîjìîâà îâîã ïîã-

ëàâ§à êîjè ñå îäíîñå íà Ëèjåâå áèàëãåáðå ñà ïîjìîâèìà âåçàíèì çà Õîïôîâå
àëãåáðå, è êîðèø£å»åì »èõ çà ðåøàâà»å êâàíòíå Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà-
÷èíå.
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4 Íåêà äà§à ñâîjñòâà Õîïôîâèõ àëãåáðè

4.1 Ïðèìåðè è òîïîëîøêå Õîïôîâå àëãåáðå

Óêîëèêî ïîñìàòðàìî ñêóï ñâèõ ðåàëíèõ ôóíêöèjà íà íåêîì ñêóïó (êîjè
ìîæåìî ñìà»èòè ó çàâèñíîñòè îä íåêå äîäàòíå ñòðóêóòðå ñêóïà), äîáèjàìî
àëãåáðó jåð ðåàëíè áðîjåâè ÷èíå ïî§å. Ó íàðåäíèì ïðèìåðèìà âèäå£åìî
äà óêîëèêî ïî÷åòíè ñêóï èìà ñòðóêòóðó ãðóïå, íà ñêóï ôóíêöèjà ñå ìîæå
óâåñòè ñòðóêòóðà Õîïôîâå àëãåáðå.

Ïðèìåð 4.1. Íåêà jå G êîíà÷íà ãðóïà, è îçíà÷èìî ñà F(G) àëãåáðó k-
âðåäíîñíèõ ôóíêöèjà íà G. Ñòðóêòóðà k - ìîäóëà è ñòðóêòóðà àëãåáðå
ñå äåôèíèøó òà÷êà ïî òà÷êà, êîjåäèíèöó äåôèíèøåìî êàî ε(f) = f(e), à
àíòèïîä S(f)(g) = f(g−1). Êîìíîæå»å äåôèíèøåìî êîðèø£å»åì ÷è»åíèöå
äà jå F(G×G) ∼= F(G)⊗F(G), êàî àëãåáðå, øòî ñëåäè èç êîíà÷íîñòè ãðóïå
G. Òàäà äåôèíèøåìî ∆(f)(g1, g2) = f(g1g2), îäíîñíî êàî ñëèêó ïðè ìàëîïðå
íàâåäåíîì èçîìîðôèçìó. Ïðèìåòèìî äà jå F(G) óâåê êîìóòàòèâíà, äîê jå
êîêîìóòàòèâíà àêêî jå òî G.

Ïðèìåòèìî jîø íà îâîì ïðèìåðó, äà àêî ïîñìàòðàìî ãðóïíó àëãåáðó èç
ïðèìåðà 2.5, äà »èõ ìîæåìî óïàðèòè ïðåñëèêàâà»åì, êîjå çà äàòî f ∈ F(G)

è
∑
i

λigi, λi ∈ k, gi ∈ G

〈f,
∑
i

λigi〉 =
∑
i

λif(gi).

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà £å îâî ñïàðèâà»å èíäóêîâàòè èçîìîðôèçìå îäãîâàðà-
jó£èõ Õîïôîâèõ àëãåáðè, îäíîñíî äà ñó îíå ìå¢óñîáíî äóàëíå.

Ïðèìåð 4.2. Àíàëîãíó ñèòóàöèjó èìàìî àêî jå G àëãåáàðñêà ãðóïà, à F(G)
àëãåáðà ðåãóëàðíèõ ôóíêöèjà íà »îj, çàòî øòî £å è ó îâîì ñëó÷àjó âàæèòè
F(G × G) ∼= F(G) ⊗ F(G). Îïèøèìî ñàìèì òèì øòà ñå äîáèjà ó ñëó÷àjó
G = Gln(k). Òàäà jå F(G) àëãåáðà ãåíåðèñàíà åëåìåíòèìà xij , 1 ≤ i, j ≤ n è
åëåìåíòîì D−1 êàî è jåäíîì ðåëàöèjîì:

D−1detX = 1

ãäå jåX ìàòðèöà ÷èjè ñó åëåìåíòè xij . Êîìíîæå»å jå äàòî íà ãåíåðàòîðèìà:

∆(xij) =
∑
k

xik ⊗ xkj

à îñòàëà ïðåñëèêàâà»à ε(xij) = δij è S(xij) = (X−1)ij . Èç ìóëòèïëèêà-
òèâíîã ñâîjñòâà äåòåðìèíàíòå ñëåäè äà çà åëåìåíò D−1 âàæè ∆(D−1) =
D−1 ⊗D−1 êàî è äà jå S(D−1) = D.

Ìå¢óòèì óêîëèêî jå G Ëèjåâà ãðóïà, à F(G) àëãåáðà ãëàòêèõ ôóíêöèjà
íà »îj, ìíîæå»å G × G → G èíäóêójå ïðåñëèêàâà»å F(G) → F(G × G).
Êàêî ñêóï F(G×G) ñàäðæè òåíçîðñêè ïðîèçâîä F(G)⊗F(G), ïðåòõîäíèì
íà÷èíîì íå£åìî äîáèòè ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå íà F(G). Ïîñòîjè âèøå
ðåøå»à äàòîã ïðîáëåìà, jåäàí jå äà ñå çàìåíè àëãåáðà ãëàòêèõ ôóíêöèjà ñà
íåêèì äðóãèì îájåêòîì ñà ñëè÷íèì ñâîjñòâèìà. Äðóãè íà÷èí jå äà óêîëèêî
jå G êîìïàêòíà, óâî¢å»åì sup íîðìå íà àëãåáðó ôóíêöèjà äîáè£å ñå äà jå
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F(G)⊗F(G) ãóñò ó F(G×G), ïà áè ó îäãîâàðàjó£åì êîìïëåòèðà»ó äîáèëè
òðàæåíó jåäíàêîñò.

Ñïîìåíèìî jîø äà jå Õîïôîâà àëãåáðà F(G) äóàëíà (îïåò, óç îäãîâàðàjó-
£ó äåôèíèöèjó äóàëà), óíèâåðçàëíîj îìîòà÷êîj àëãåáðè U(g) Ëèjåâå àëãåáðå
g îäG. Êàêî jå g çàïðàâî àëãåáðà ñâèõ ëåâî-èíâàðèjàíòíèõ âåêòðîñêèõ ïî§à
íà G, íèjå òåøêî âèäåòè äà jå U(g) çàïðàâî àëãåáðà ñâèõ ëåâî-èíâàðèjàíòíèõ
äèôåðåíöèjàëíèõ îïåðàòîðà íà G. Òàäà £å ñïàðèâà»å U(g)×F(G)→ C äàòî
ñà (X, f)→ (X.f)(e), èíäóêîâàòè èçîìîðôèçìå èçìå¢ó F(G) è U(g).

Íàìà íàjâàæíèjè ïðèìåð îâå ñèòóàöèjå £å áèòè Õîïôîâå àëãåáðå íàä
ïðñòåíîì k[[h]] ôîðìàëíèõ ñòåïåíèõ ðåäîâà íàä ïî§åì k. Ñâàêè k[[h]]
- ìîäóë V èìà h-àäñêó òîïîëîãèjó, êîjà ñå êàðàêòåðèøå çàõòåâîì äà jå
{hnV |n ≥ 0} áàçà îêîëèíà 0 ó V , è äà ñó òðàíñëàöèjå ó V íåïðåêèäíå.
Íèjå òåøêî âèäåòè äà çà ìîäóëå ñà îâîì òîïîëîãèjîì, ñâà k[[h]] ëèíåàðíà
ïðåñëèêàâà»à ñó íåïðåêèäíà. Ïðåòõîäíî ìîòèâèøå ñëåäå£ó äåôèíèöèjó.

Äåôèíèöèjà 4.1. Òîïîëîøêà Õîïôîâà àëãåáðà íàä ïðñòåíîì k[[h]] jå êîì-
ïëåòàí k[[h]] - ìîäóë A ñà k[[h]] ëèíåàðíèì ïðåñëèêàâà»èìà ∆, ε, µ, η êîjà
çàäîâî§àâàjó àêñèîìå Õîïôîâå àëãåáðå, ñà òèì øòî jå àëãåáàðñêè òåíçîðñêè
ïðîèçâîä çàìå»åí »åãîâèì êîìïëåòèðà»åì ó h-àäñêîj òîïîëîãèjè (äîáèjåíè
ïðîñòîð íàçèâàìî òîïîëîøêè òåíçîðñêè ïðîèçâîä).

Êîíêðåòíå ïðèìåðå òîïîëîøêèõ Õîïôîâèõ àëãåáðè íàä k[[h]] âèäå£åìî
êàñíèjå. Çàñàä, êàî jåäíó ðàçëèêó ïðèìåòèìî äà çà îáè÷àí òåíçîðñêè ïðî-
èçâîä âàæè k[u] ⊗ k[v] = k[u, v] äîê òî íå âàæè àêî ñå ïðñòåí ïîëèíîìà
çàìåíè ïðñòåíîì ôîðìàëíèõ ðåäîâà. Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà óêîëèêî óçìåìî
òîïîëîøêè òåíçîðñêè ïðîèçâîä âàæè k[[u]]⊗ k[[v]] = k[[u, v]].

4.2 Êâàçèòðîóãàîíå Õîïôîâå àëãåáðå

Êàî øòî ñìî ñïîìè»àëè, ïîjìîâè ñà êîjèìà ñìî ñå ñóñðåëè êîä Ëèjåâèõ
áèàëãåáðè èìàjó ñâîjó àíàëîãèjó íà Õîïôîâèì àëãåáðàìà. Ïî÷å£åìî îä
ïîjìà ñêîðî êîêîìóòàòèâíèõ Õîïôîâèõ àëãåáðè. Ïðåòïîñòàâ§à£åìî äà Õîï-
ôîâå àëãåáðå èìàjó èíâåðòèáèëàí àíòèïîä.

Äåôèíèöèjà 4.2. Õîïôîâà àëãåáðà A íàä êîìóòàòèâíèì ïðñòåíîì k jå
ñêîðî êîêîìóòàòèâíà àêî ïîñòîjè èíâåðòèáèëíè åëåìåíò R ∈ A ⊗ A òàêàâ
äà jå:

∆op(a) = R∆(a)R−1, (4)

çà ñâàêî a ∈ A.

Ïðèìåòèìî íåêîëèêî î÷èãëåäíèõ ñòâàðè:
1) Àêî jå A jîø è êîìóòàòèâíà, îíà £å î÷èãëåäíî áèòè è êîêîìóòàòèâíà.
Ñïåöèjàëíî àëãåáðà ôóíêöèjà íà íåàáåëîâîj Ëèjåâîj ãðóïè íèêàä íèjå ñêîðî
êîêîìóòàòèâíà.
2) Ó ñòàâó 2.9, ñìî âèäåëè äà àêî èìàìî äâå ðåïðåçàíòàöèjå Õîïôîâå àëãåáðå
A, λV : A → End(V ) è λW : A → End(W ), äà ñó òàäà V ⊗ W è W ⊗ V
èçîìîðôíè êàî A - ìîäóëè. Òî £å âàæèòè è ó ñëó÷àjó êàäà jå A ñêîðî
êîêîìóòàòèâíà, ñïåöèjàëíî èçîìîðôèçàì (êîjè êîìóòèðà ñà äåjñòâîì A) £å
áèòè ïðåñëèêàâà»å: τ ◦ (λV ⊗ λW )(R).
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3) Óêîëèêî jå A òîïîëîøêà Õîïôîâà àëãåáðà, êàæåìî äà jå îíà ñêîðî êîêî-
ìóòàòèâíà àêî ïîñòîjè åëåìåíò R ñà îäãîâàðàjó£èì îñîáèíàìà ó êîìïëåòè-
ðà»ó îä A⊗A.

Óêîëèêî jå A ñêîðî êîêîìóòàòèâíà, âèäèìî äà jå åëåìåíò R jåäèíñòâåí
äî íà ìíîæå»å åëåìåíòîì èç öåíòðàëèçàòîðà C îä ∆(A) ó A⊗A. Î÷èãëåäíî
jå Z × Z ⊂ C, ãäå jå Z öåíòàð A. Òàêî¢å âàæè:

Ñòàâ 4.1. Íåêà jå φ : A⊗A→ A ïðåñëèêàâà»å äåôèíèñàíî ñà φ(a1 ⊗ a2) =
a1S(a2). Òàäà jå φ(C) ⊂ Z.

Äîêàç. Íà A çàäàjìî A⊗A äåjñòâî íà ñëåäå£è íà÷èí:

(a1 ⊗ a2) ∗ a = a1aS(a2).

Ïðèìåòèìî äà jå φ(x) = x ∗ 1 çà ñâàêî x ∈ A ⊗ A è äà jå ∆(a) ∗ 1 = ε(a)1.
Àêî jå c ∈ C è a ∈ A, òàäà jå:

∆(a) ∗ φ(c) = ∆(a) ∗ (c ∗ 1) = (∆(a)c) ∗ 1 = (c∆(a)) ∗ 1 = c ∗ (∆(a) ∗ 1) =

= ε(a)(c ∗ 1) = ε(a)φ(c).

Äåôèíèøèìî ñàäà çà ñâàêî c ∈ C, ïðåñëèêàâà»å ψ : A⊗A⊗A→ A ñà:

ψ(a1 ⊗ a2 ⊗ a3) = a1φ(c)S(a2)a3.

Çáîã êîàñîöèjàòèâíîñòè jå ψ((∆⊗id)∆(a)) = ψ((id⊗∆)∆(a)). Àêî çàïèøåìî

∆(a) =
∑
i

ai ⊗ ai èìàìî:

ψ((∆⊗ id)∆(a)) =
∑
i

(∆(ai) ∗ φ(c))ai =
∑
i

φ(c)ε(ai)a
i =

= φ(c)(ε⊗ id)∆(a) = φ(c)a

ψ((id⊗∆)∆(a)) =
∑
i

aiφ(c)µ(S ⊗ id)∆(ai) =
∑
i

aiε(a
i)φ(c) =

= (id⊗ ε)∆(a)φ(c) = aφ(c),

îäàêëå ñëåäè äà φ(c) êîìóòèðà ñà ñâèì åëåìåíòèìà a ∈ A.

Óêîëèêî ïðèìåíèìî ïðåñëèêàâà»å τ : a ⊗ a′ → a′ ⊗ a, íà îáå ñòðàíå
jåäíàêîñòè (4), äîáèjàìî äà jå R21R ∈ C, îäàêëå ñëåäè äà jå φ(R21R) ∈ Z.
Ñëåäå£è ñòàâ ïîáî§øàâà îâó ÷è»åíèöó.

Ñòàâ 4.2. Íåêà jå u = µ(S ⊗ id)(R21). Òàäà, u jå èíâåðòèáèëàí åëåìåíò
îä A, è çà ñâàêî a ∈ A âàæè:

S2(a) = uau−1.

Ïðèìåòèìî äà ñìî ðàíèjå âèäåëè äà ó êîêîìóòàòèâíîj Õîïôîâîj àëãåáðè
âàæè S2 = id. Èç ïðåòõîäíîã ñòàâà âèäèìî äà ñå è ó ñêîðî êîêîìóòàòèâíîj
Õîïôîâîj àëãåáðè êâàäðàò àíòèïîäà ëåïî ïîíàøà.
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Äîêàç. Ïîêàæèìî ïðâî äà jå ua = S2(a)u, çà ñâàêî a ∈ A. Çàïèøèìî:

(∆⊗ id)∆(a) =
∑
i

ai ⊗ a′i ⊗ a′′i .

Jåäíàêîñò (4) ïîâëà÷è:

(R⊗ 1)(
∑
i

ai ⊗ a′i ⊗ a′′i ) = (
∑
i

a′i ⊗ ai ⊗ a′′i )(R⊗ 1).

Óêîëèêî çàïèøåìî R =
∑
j

rj ⊗ rj , èìàìî:

∑
i,j

rjai ⊗ rja′i ⊗ a′′i =
∑
i,j

a′irj ⊗ airj ⊗ a′′i .

Àêî ïðèìåíèìî id ⊗ S ⊗ S2 íà îáå ñòðàíå è îêðåíåìî ðåäîñëåä ÷èíèîöà,
äîáèjàìî: ∑

i,j

S2(a′′i )S(rja′i)rjai =
∑
i,j

S2(a′′i )S(air
j)a′irj

øòî ñå ìîæå çàïèñàòè êàî:∑
i,j

S(a′iS(a′′i ))S(rj)rjai =
∑
i,j

S2(a′′i )S(rj)S(ai)a
′
irj . (5)

êàêî jå∑
i

S(ai)a
′
i ⊗ a′′i = (µ⊗ id)(S ⊗ id⊗ id)((∆⊗ id)∆(a)) = (ε⊗ id)∆(a) = 1⊗ a

Îäàêëå jå: ∑
i,j

S(rj)S(ai)a
′
irj ⊗ a′′i =

∑
j

S(rj)rj ⊗ a = u⊗ a.

Çáîã òîãà jå äåñíà ñòðàíà jåäíàêîñòè (5) jåäíàêà S2(a)u. Ñëè÷íî:∑
i

ai ⊗ a′iS(a′′i ) = a⊗ 1,

îäàêëå ïîêàçójåìî äà jå ëåâà ñòðàíà jåäíàêîñòè (5) jåäíàêà ua, øòî äîêàçójå
òðàæåíó jåäíàêîñò.

Äà áèñìî çàâðøèëè äîêàç, òðåáà jîø ïîêàçàòè äà jå u èíâåðòèáèëàí.

Íåêà jå v = µ(S−1 ⊗ id)(R21). Àêî îçíà÷èìî R21 =
∑
k

sk ⊗ sk, èìàìî:

uv =
∑
k

uS−1(sk)sk =
∑
k

S(sk)usk =

=
∑
k,j

S(rjsk)rjsk = µ(S ⊗ id)(R21R−1
21 ) = 1.

Çàìåíîì a = v ó jåäíà÷èíè ua = S2(a)u äîáèjàìî 1 = S2(v)u. Äàêëå, u èìà
ëåâè è äåñíè èíâåðç, òj. èíâåðòèáèëàí jå.

34



Àíàëîãíî ñå ïîêàçójå äà çà:

u2 = µ(S ⊗ id)(R−1), u3 = µ(id⊗ S−1)(R21), u4 = µ(id⊗ S)(R−1)

âàæè S2(a) = uiau
−1
i çà ñâå a ∈ A. Àêî jîø u îçíà÷èìî ñà u1, çàê§ó÷ójåìî:

Ïîñëåäèöà 4.1. Åëåìåíòè ui ∈ A ìå¢óñîáíî êîìóòèðàjó, à åëåìåíòè
uiu
−1
j ñó öåíòðàëíè.

Îäàâäå, êàî è èç ÷è»åíèöå äà jå Aop Õîïôîâà àëãåáðà, jàñíî jå äà
åëåìåíò R íå ìîæå áèòè ïðîèçâî§àí. Çàïðàâî, ìîðà äà âàæè:

(∆op ⊗ id)⊗∆op(a) = R12(∆⊗ id)(R)(∆⊗ id)∆(a)(∆⊗ id)(R)−1R−1
12 ,

(id⊗∆op)⊗∆op(a) = R23(id⊗∆)(R)(id⊗∆)∆(a)(id⊗∆)(R)−1R−1
23 .

Äàêëå äîâî§àí óñëîâ çà êîàñîöèjàòèâíîñò ∆op jå:

R12(∆⊗ id)(R) = R23(id⊗∆)(R). (6)

Ñëè÷íî äà áè ñå çàäîâî§èëå àêñèîìå çà êîjåäèíèöó, äîâî§íî jå äà âàæè
(ε⊗ id)(R) = (id⊗ ε)(R) = 1.

Óç ìàëî jà÷å ïðåòïîñòàâêå äîëàçèìî äî ñëåäå£å:

Äåôèíèöèjà 4.3. Ñêîðî êîêîìóòàòèâíà Õîïôîâà àëãåáðà (A,R) jå:
1) Êîãðàíè÷íà àêî R çàäîâî§àâà jåäíàêîñò (6), R21 = R−1 è (ε⊗ε)(R) = 1.
2) Êâàçèòðîóãàîíà àêî

(∆⊗ id)(R) = R13R23,

(id⊗∆)(R) = R13R12.

3) Òðîóãàîíà àêî jå êâàçèòðîóãàîíà, è àêî jå jîø R21 = R−1.
Àêî jå A êâàçèòðîóãàîíà, åëåìåíò R ñå íàçèâà óíèâåðçàëíà R ìàòðèöà îä
(A,R). Òàêî¢å A jå òîïîëîøêè êâàçèòðîóãàîíà àêî ïîñòîjè îäãîâàðàjó£è
åëåìåíò R ó çàòâîðå»ó îä A⊗A.

Ó îâîj íîòàöèjè, àêî jå R =
∑
i

ri ⊗ ri òàäà jå íïð. R13 =
∑
i

ri ⊗ 1⊗ ri

è àíàëîãíî çà îñòàëå ñëó÷àjåâå.
Î÷èãëåäíî, ñâàêà êîêîìóòàòèâíà Õîïôîâà àëãåáðà jå êâàçèòðîóãàîíà ñà

R ìàòðèöîì 1 ⊗ 1. Íàìà £å îä èíòåðåñà áèòè íåêîêîìóòàòèâíè ïðèìåðè,
êîjèìà £åìî ñå áàâèòè êàñíèjå êàñíèjå.

Àêî jå A êâàçèòðîóãàîíà Õîïôîâà àëãåáðà, çà åëåìåíòå ui èç ïîñëåäèöå
4.1 ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè u1 = u3 = u è u2 = u4 = S(u)−1. Îäàòëå
ñëåäè äà ñå öåíòðàëíè åëåìåíòè uiu

−1
j ñâîäå íà åëåìåíò uS(u) èëè »åãîâ

èíâåðç. Òàêî¢å ìîæå ñå ïîêàçàòè äà âàæè:

∆(u) = (R21R12)−1(u⊗ u) = (u⊗ u)(R21R12)−1.

Ñëåäå£è ñòàâ ïîêàçójå íåêà äîäàòíà ñâîjñòâà êâàçèòðîóãàîíèõ Õîïôîâèõ
àëãåáðè.

Ñòàâ 4.3. Íåêà jå (A,R) êâàçèòðîóãàîíà Õîïôîâà àëãåáðà. Òàäà âàæè:
1) R12R13R23 = R23R13R12,
2) (ε⊗ id)(R) = 1 = (id⊗ ε)(R),
3) (S ⊗ id)(R) = R−1 = (id⊗ S−1)(R),
4) (S ⊗ S)(R) = R.
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Äîêàç. 1) Êîðèø£å»åì äåôèíèöèjå êîêîìóòàòèâíå è êâàçèòðîóãàîíå Õîï-
ôîâå àëãåáðå äîáèjàìî:

R12R13R23 = R12(∆⊗ id)(R) = (∆op ⊗ id)(R)R12.

Äà§å, ïðèìåíîì τ ⊗ id íà îáå ñòðàíå ïðâå jåäíàêîñòè êîjå äåôèíèøó êâà-
çèòðîóãàîíó Õîïôîâó àëãåáðó, äîáèjàìî äà jå:

(∆op ⊗ id)(R) = R23R13.

2) Ñëåäè äèðåêòíî ïðèìåíîì ïðåñëèêàâà»à ε ⊗ id ⊗ id è id ⊗ id ⊗ ε íà îáå
ñòðàíå ïðâå è äðóãå jåäíà÷èíå ðåñïåêòèâíî êîjå äåôèíèøó êâàçèòðîóãàîíó
Õîïôîâó àëãåáðó.
3) Ïîñìàòðàjìî èçðàç

R(S⊗id)R = (µ⊗id)(id⊗S⊗id)(R13R23) = (µ⊗id)(id⊗S⊗id)(∆⊗id)(R) =

= (µ(id⊗ S)∆⊗ id)(R) = (ε⊗ id)(R) = 1,

è àíàëîãíî ñå äîáèjà äðóãà jåäíàêîñò.
4) jå äèðåêòíà ïîñëåäèöà îä 3)

Äàêëå, jåäíà÷èíó èç 1) ñìî âå£ ñðåëè, è êàî øòî jå ðå÷åíî îíà ñå íàçèâà
êâàíòíà Jàíã-Áàêñòåðîâà jåäíà÷èíà. Ïðèìåòèìî èïàê äà R - ìàòðèöå êîjå
ñå ïîjàâ§ójó ó êâàçèòðîóãàîíèì Õîïôîâèì àëãåáðàìà ñó ëèíåàðíà ïðåñëè-
êàâà»à k - ìîäóëà äîê ñó ïðåòõîäíà êîjà ñìî âèäåëè íåëèíåàðíà.

Ïðèìåòèìî äà óêîëèêî èìàìî íåêó êâàçèòðîóãàîíó Õîïôîâó àëãåáðó A,
è íåêó »åíó ðåïðåçåíòàöèjó λ : A→ End(V ), òàäà £å R ìàòðèöà ãåíåðèñàòè
ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå jeäíà÷èíå ó End(V ). Äàêëå, êîíñòðóêöèjîì äî-
âî§íîã áðîjà êâàçèòðîóãàîíèõ Õîïôîâèõ àëãåáðè äîáè£åìî îäãîâàðàjó£è
áðîj ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå íàä ëèíåàðíèì ïðåñëèêàâà»èìà
âåêòîðñêèõ ïðîñòîðà. Óêîëèêî ñå ñåòèìî, ó ñëó÷àjó Ëèjåâèõ áèàëãåáðè
êîíñòðóêöèjà äàáëà íàì jå äàâàëà îä ïðîèçâî§íå Ëèjåâå áèàëãåáðå êâà-
çèòðîóãàîíó. Ïîãëåäàjìî îíäà øòà ñå äîáèjà ó ñëó÷àjó Õîïôîâèõ àëãåáðè.

4.3 Äðèíôå§äîâ êâàíòíè äàáë

Îïåò, óêîëèêî ñå ñåòèìî Ëèjåâèõ áèàëãåáðè, äàáë îä g jå áèëà Ëèjåâà
áèàëãåáðà D(g) êîjà jå èçîìîðôíà g⊕g∗ êàî âåêòîðñêè ïðîñòîð. Êàî øòî ñìî
âå£ âèäåëè, Ëèjåâîj àëãåáðè ìîæåìî ïðèäðóæèòè »åíó îìîòà÷êó àëãåáðó
U(g), êîjà èìà ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå, è êàêî âàæè U(g⊕ h) ∼= U(g)⊗
U(h), î÷åêèâàíî jå äà ñå äàáë ó îâîì ñëó÷àjó äîáèjå êàî âàðèjàöèjà òåíçîðñêîã
ïðîèçâîäà.

Íåêà ñó äàêëå B è C Õîïôîâå àëãåáðå íàä ïî§åì k, è íåêà jå R èíâåð-
òèáèëíè åëåìåíò îä C ⊗B òàêàâ äà âàæè:

(∆C ⊗ id)(R) = R13R23, (id⊗∆B)(R) = R12R13,

(id⊗ SB)(R) = R−1, (SC ⊗ id)(R) = R−1.
(7)

Ñòàâ 4.4. Àêî R ∈ C ⊗ B çàäîâî§àâà óñëîâå (7) òàäà jå B ⊗ C ñà ñòàí-
äàðäíîì ñòðóêòóðîì àëãåáðå è ñà êîìíîæå»åì

∆(b⊗ c) = R23∆B(b)13∆C(c)24R−1
23 ,
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àíòèïîäîì
S(b⊗ c) = R−1

21 (SB(b)⊗ SC(c))R21,

è êîjåäèíèöîì
ε(b⊗ c) = εB(b)εC(c),

Õîïôîâà àëãåáðà êîjó îçíà÷àâàìî: B ⊗R C.

Äîêàç. Êàêî áè äîêàç îâîã òâð¢å»à áèî ïðîâåðàâà»å ñâèõ àêñèîìà Õîïôîâå
àëãåáðå, øòî áè î÷èãëåäíî áèëî ïðåäóãà÷êî, ïðîâåðè£åìî ñàìî äà jå µ(S ⊗
id)∆ = 1ε. Íåêà jå:

R =
∑
i

ci ⊗ bi, R−1 =
∑
j

cj ⊗ bj ,

∆B(b) =
∑
β

bβ ⊗ b′β , ∆C(c) =
∑
γ

cγ ⊗ c′γ .

Òàäà jå:

µ(S ⊗ id)∆(b⊗ c) = µ(R−1
21 (SB ⊗ SC ⊗ id⊗ id)(R23∆B(b)13∆C(c)24R−1

23 )R21)

=
∑

i,j,k,l,β,γ

blSB(bβ)bkbib
′
βb
j ⊗ clSC(cj)SC(cγ)SC(ci)ckc

′
γ .

Êàêî jå: ∑
i,k

SC(ci)ck ⊗ bkbi = (SC ⊗ id)(R((SC)−1 ⊗ id)(R)) =

= (SC ⊗ id)(RR−1) = 1⊗ 1.
(8)

Òî jå

µ(S ⊗ id)∆(b⊗ c) =
∑
j,l,β,γ

blSB(bβb
′
βb
j ⊗ clSC(cj)SC(cγ)c′γ) =

= εB(b)εC(c)
∑
j,l

blbj ⊗ clSC(cj).

Çà èçðàç ïîä ñóìîì ñå âèäè äà jå jåäíàê 1 ⊗ 1, àíàëîãíî êàî jåäíàêîñò (8),
ïà jå äàòè èçðàç jåäíàê

εB(b)εC(c)1⊗ 1 = ε(b⊗ c)1⊗ 1.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå A êîíà÷íîäèìåíçèîíà Õîïôîâà àëãåáðà íàä
ïî§åì k. Ïðèìåíèìî ñàäà ïðåòõîäíó êîíñòðóêöèjó íà B = A∗, C = Aop

(Aop jå êàî ó äðóãîì ïîãëàâ§ó, èñòà Õîïôîâà àëãåáðà ñàìî ñà ñóïðîòíèì
ìíîæå»åì). Òàäà âàæè:

Ñòàâ 4.5. Åëåìåíò R ∈ Aop ⊗A∗ äîäå§åí èäåíòè÷êîì ïðåñëèêàâà»ó A→
A ïðè èçîìîðôèçìó End(A) ∼= A⊗A∗, çàäîâî§àâà óñëîâå jåäíàêîñòè (7).
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Äîêàç. Ïîêàæèìî íïð. ïðâó jåäíàêîñòó ó (7). Íåêà jå {ai} áàçà îä A, {αi}
»îj äóàëíà áàçà îä A∗. Òàäà jå R =

∑
i

ai ⊗ αi, è íåêà jå

∆(ai) =
∑
j,k

γjki aj ⊗ ak.

Êàêî âàæè:
〈αjαk, ai〉 = 〈αj ⊗ αk,∆(ai)〉 = γjki ,

ïà jå äàêëå

αjαk =
∑
i

γjki α
i.

Äàêëå:

(∆⊗ id)(R) =
∑
i

∆(ai)⊗ αi =
∑
i,j,k

γjki aj ⊗ ak ⊗ α
i =

=
∑
j,k

aj ⊗ ak ⊗ αjαk = R13R23.

Äàêëå ìîæåìî äåôèíèñàòè êâàíòíè äàáë îä Õîïôîâå àëãåáðå A äà áóäå:

D(A) = (A∗ ⊗R Aop)∗.

Ïðèìåòèìî äà íèñìî ìå»àëè ñòðóêòóðó êîàëãåáðå, ïà jå äàêëå D(A) ∼=
A⊗A∗ êàî êîàëãåáðà, ïà ñàìèì òèì è êàî âåêòîðñêè ïðîñòîð. Òàêî¢å, íèjå
òåøêî ïîêàçàòè äà ñó êàíîíñêà óòàïà»à:

A ↪→ D(A)←↩ (A∗)cop

ìîðôèçìè Õîïôîâèõ àëãåáðè.
Íà êðàjó îâîã ïîãëàâ§à ïîãëåäàjìî jåäàí çàíèì§èâ ïðèìåð Õîïôîâå

àëãåáðå. Òàêî¢å ïðèìåòèìî äà ñó ñâè ïðèìåðè Õîïôîâèõ àëãåáðè êîjå ñìî
äî ñàäà âèäåëè áèëè èëè êîìóòàòèâíè èëè êîêîìóòàòèâíè. Çàïðàâî, äî
ïîjàâå êâàíòíèõ ãðóïà 80-òèõ ãîäèíà ïðîøëîã âåêà, íèjå ñå çíàëî çà ìíîãî
òàêâèõ Õîïôîâèõ àëãåáðè, îñèì íåêèõ î÷èãëåäíèõ êàî øòî ñó òåíçîðñêè
ïðîèçâîä íåêîìóòàòèâíå è íåêîêîìóòàòèâíå. Êàñíèjå £åìî âèäåòè äà ïîñòîjè
äîñòà ïðèðîäíèõ òàêâèõ ïðèìåðà. Íåêà jå äàêëå ó îâîì ñëó÷àjó A àñîöèjà-
òèâíà àëãåáðà ñà jåäèíèöîì (íàä ïî§åì k êîjå íèjå êàðàêòåðèñòèêå 2) äàòà
ñâîjèì ãåíåðàòîðèìà g è x, è ðåëàöèjàìà:

g2 = 1, x2 = 0, gxg = −x,

ñòðóêòóðîì êîàëãåáðå äàòîì ñà

∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x⊗ g + 1⊗ x,

ε(g) = 1, ε(x) = 0,

êàî è àíòèïîäîì äàòèì ñà

S(g) = g, S(x) = −x.
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Íèjå òåøêî ïîêàçàòè äà jå A çàèñòà Õîïôîâà àëãåáðà. Ïðèìåòèìî äà
ñó åëåìåíòè {1, g, x, gx} áàçà îä A. Î÷èãëåäíî, A íèjå êîìóòàòèâíà íè
êîêîìóòàòèâíà. Îíà èìà ñëåäå£à ñâîjñòâà:
1)A ∼= A∗ êàî Õîïôîâà àëãåáðà. Íåêà jå {1, g, x, gx} äóàëíà áàçà A∗ îä
óïðàâî ïîìåíóòå áàçå îä A. Óêîëèêî îçíà÷èìî γ = 1−g è ξ = x+gx èìàìî:

γ2 = ε, ξ2 = 0, γξγ = −ξ,

∆(γ) = γ ⊗ γ, ∆(ξ) = ξ ⊗ γ + ε⊗ ξ,

γ(1) = 1, ξ(1) = 0.

Óïðàâî íàâåäåíå ôîðìóëå ñå äîêàçójó äèðåêòíèì ðà÷óíîì, íïð.:

〈γ2, g〉 = 〈γ ⊗ γ,∆(g)〉 = 〈γ, g〉2 =

= (〈1, g〉 − 〈g, g〉)2 =

= (0− 1)2 = 1

〈γ2, x〉 = 〈γ ⊗ γ, x⊗ g + 1⊗ x〉 =

= 〈γ, x〉〈γ, g〉+ 〈γ, 1〉〈γ, x〉 = 0

〈γ2, gx〉 = 〈γ ⊗ γ, (g ⊗ g)(x⊗ g + 1⊗ x)〉 =

= 〈γ, gx〉〈γ, 1〉+ 〈γ, g〉〈γ, gx〉 = 0.

Øòî ïîêàçójå äà jå γ2 = ε.
2)Íå-íóëà ãðóïíè åëåìåíòè îä A ñó 1 è g. Çàïðàâî âèäèìî àêî jå a =
λ1 + µx+ νg + ρgx ãäå ñó λ, µ, ν, ρ ∈ k, äà jå ∆(a) = a⊗ a àêêî:

µ = ρ = 0, λν = 0, λ2 = λ, ν2 = ν

îäàêëå ñëåäè äàòè èñêàç. Òàêî¢å íàjîïøòèjè åëåìåíò y ∈ A òàêàâ äà jå:

∆(y) = y ⊗ 1 + g ⊗ y

jå y = λgx çà íåêî λ ∈ k.
3) A íèjå èçîìîðôíà êâàíòíîì äàáëó. Çàèñòà àêî áè áèëî A ∼= D(H) çà íåêó
Õîïôîâó àëãåáðó H, òàäà áè H áèëà äâîäèìåíçèîíà, à ñâàêà òàêâà Õîïôîâà
àëãåáðà jå êîìóòàòèâíà è êîêîìóòàòèâíà (êîìóòàòèâíîñò jå î÷èãëåäíà, jåð
jå àëãåáðà ãåíåðèñàíà ñàìî jåäíèì åëåìåíòîì, à êîêîìóòàòèâíîñò ñëåäè
èç êîìóòàòèâíîñòè äóàëíå àëãåáðå). Ïîøòî jå D(H) ∼= H ⊗ (H∗)cop êàî
êîàëãåáðà, ñëåäè äà jå D(H) êîêîìóòàòèâíà à A íèjå êîêîìóòàòèâíà.
4) A jå êâàçèòðîóãàîíà. Çàïðàâî çà ñâàêî λ ∈ k

Rλ =
1

2
(1⊗ 1 + 1⊗ g + g ⊗ 1− g ⊗ g) +

λ

2
(x⊗ x+ x⊗ gx+ gx⊗ gx− gx⊗ x)

jå óíèâåðçàëíà R ìàòðèöà îä A, è ñâàêà R ìàòðèöà îä A jå îâîã îáëèêà,
øòî ñå íàðàâíî ìîæå äîêàçàòè äèðåêòíèì ðà÷óíîì.
5) Íà êðàjó, ïðåòïîñòàâèìî äà jå ïî§å k àëãåáàðñêè çàòâîðåíî. Òàäà A
èìà äî íà èçîìîðôèçàì òà÷íî 4 íåðàñòàâ§èâå ðåïðåçåíòàöèjå, íàèìå äâå
jåäíîäèìåíçèîíå:

g → ±1, x→ 0,
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êàî è äâå äâîäèìåíçèîíå äàòå ñà:

g →
(
±1 0
0 ∓1

)
, x→

(
0 1
0 0

)
.

Äà áè îâî âèäåëè, ïðèìåòèìî äà ïîøòî jå g2 = 1 ñâàêè A - ìîäóë V
jå äèðåêòíà ñóìà V + ⊕ V − ñîïñòâåíèõ ïîòïðîñòîðà çà ñîïñòâåíó âðåäíîñò
±1 îä g è äà ðåëàöèjà gxg = −x çíà÷è äà x ñëèêà V + ó V − è îáðíóòî.
Äàêëå A - ìîäóë V jå îäðå¢åí ïàðîì ëèíåàðíèõ ïðåñëèêàâà»à X± : V ± →
V ∓ òàêâèõ äà jå X+X− = X−X+ = 0. Èçàáåðèìî ëèíåàðíå ïîòïðîñòîðå
W± ⊂ V ± òàêâå äà jå ker(X±) ⊕W± = V ±. Òàäà, V jå äèðåêòíà ñóìà A-
èíâàðèjàíòíèõ ïîòïðîñòîðà ker(X+)⊕W− è ker(X−)⊕W+. Ïðåòïîñòàâèìî
ñàäà äà jå V íåðàñòàâ§èâ. Ó îâîì ñëó÷àjó (êàêî jå jåçãðî èíâàðèjàíòíè
ïîòïðîñòîð), ñëåäè äà jå èëèX+ èíjåêòèâíî èX− = 0, èëè jåX− èíjåêòèâíî
è X+ = 0. Àíàëîãíèì ðàçìàòðà»åì çà im(X±), äîáèjàìî àíàëîãíî òâð¢å»å
çà ñóðjåêòèâíîñò, îäàêëå ñëåäè äà èëè jå X+ èçîìîðôèçàì è X− = 0, èëè jå
X− èçîìîðôèçàì è X+ = 0. Îäàâäå ëàêî ñëåäè äà jå dim(V +) = dim(V −) =
1.

Ðà÷óíà»åì ïðåòõîäíî íàâåäåíå R ìàòðèöå Rλ ó äàòîj äâîäèìåíçèîíîj
ðåïðåçåíòàöèjè äîáèjàìî jåäíîïàðàìåòàðñêó ôàìèëèjó:

±1 0 0 λ
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 ∓1


ìàòðè÷íèõ ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå.
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5 Êâàíòèçàöèjà

5.1 Äåôîðìàöèjå Õîïôîâèõ àëãåáðè

Êàî øòî jå âå£ ñïîìåíóòî ó óâîäó, jåäíà èäåjà äà ñå ðåøè ïèòà»å êâàíòè-
çàöèjå jå äà ñå ïîñìàòðà äåôîðìàöèjà àëãåáðå ôóíêöèjà ïî íåêîì ïàðàìåòðó
h. Ó îâîì ïîãëàâ§ó ôîðìàëíî óâîäèìî îâàj ïîjàì è âèäå£åìî êàêî íà òàj
íà÷èí ìîæåìî äî£è äî øèðîêå êëàñå êâàíòíèõ ãðóïà êîjå £å ãåíåðèñàòè
ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå. Äàêëå, ïðåöèçíà äåôèíèöèjà äåôîðìà-
öèjå Õîïôîâå àëãåáðå jå ñëåäå£à:

Äåôèíèöèjà 5.1. Äåôîðìàöèjà Õîïôîâå àëãåáðå (A,µ, η,∆, ε, S) íàä ïî-
§åì k jå òîïîëîøêà Õîïôîâà àëãåáðà (Ah, µh, ηh,∆h, εh, Sh) íàä ïðñòåíîì
k[[h]] ôîðìàëíèõ ñòåïåíèõ ðåäîâà íåïîçíàòå h íàä ïî§åì k, òàêâà äà:
1) Ah jå èçîìîðôíà ñà A[[h]] êàî k[[h]] - ìîäóë.
2) µh ≡ µ mod h, ∆h ≡ ∆ mod h.
Çà äâå äåôîðìàöèjå Ah è A

′
h êàæåìî äà ñó åêâèâàëåíòíå, àêî ïîñòîjè èçî-

ìîðôèçàì fh : Ah → A′h Õîïôîâèõ àëãåáðè íàä k[[h]] êîjè jå èäåíòèòåò
mod h.

Íàïîìåíà: Ó ëèòåðàòóðè ñå óìåñòî ïàðàìåòðà h, ÷åñòî ñóñðå£å îçíàêà
~, àëè ó îâîì ðàäó £åìî çáîã jåäíîñòàâíîñòè êîðèñòèòè h, óìåñòî ~.

Ïðèìåòèìî íåêîëèêî ñòâàðè êîjå ñå îäíîñå íà äåôèíèöèjó, ïðâî, ñâîjñòâî
1) íàì äàjå äà ñó åëåìåíòè îä Ah îáëèêà:

ah = a0 + a1h+ a2h
2 + . . . (ai ∈ A). (9)

Äðóãî, ó äåôèíèöèjè ñå íå ñïîìè»ó jåäèíèöà, êîjåäèíèöà è àíòèïîä îä
Ah. Çàïðàâî, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ñâàêà äåôîðìàöèjà åêâèâàëåíòíà
äåôîðìàöèjè ó êîjîj ñó äàòà ïðåñëèêàâà»à äîáèjåíà êàî k[[h]]-ëèíåàðíî
ïðîäóæå»å îäãîâàðàjó£èõ ïðåñëèêàâà»à íà A. Ñàìèì òèì jå è ñâàêà äå-
ôîðìàöèjà îä A êàî áèàëãåáðå èñòîâðåìåíî äåôîðìàöèjà A êàî Õîïôîâå
àëãåáðå.

Íàðàâíî, íàjïðîñòèjà äåôîðìàöèjà îä A ñå äîáèjà óêîëèêî ñâà ïðåñëèêà-
âà»à k[[h]]-ëèíåàðíî ïðîäóæèìî äî ïðåñëèêàâà»à íà A[[h]]. Äåôîðìàöèjà
êîjà jå åêâèâàëåíòíà îâîj, íàçèâà ñå òðèâèjàëíà äåôîðìàöèjà.

Êàêî ñó µh è ∆h k[[h]]-ëèíåàðíà ïðåñëèêàâà»à, îíà ñó ïîòïóíî îäðå¢åíà
íà åëåìåíòèìà îáëèêà (9), çà êîjå jå a1 = a2 = . . . = 0. Òàêî¢å, êîðèø£å»åì
óñëîâà 2) èç äåôèíèöèjå äîáèjàìî äà çà a, a′ ∈ A âàæè:

µh(a⊗ a′) = µ(a⊗ a′) + µ1(a⊗ a′)h+ µ2(a⊗ a′)h2 + . . . (10)

∆h(a) = ∆(a) + ∆1(a)h+ ∆2(a)h2 + . . . . (11)

çà íåêà ëèíåàðíà (íàä k) ïðåñëèêàâà»à µi : A⊗A→ A è ∆i : A→ A⊗A.
Àíàëîãíî, åêâèâàëåíöèjà äåôîðìàöèjà fh : Ah → A′h, ñå ìîæå çàïèñàòè

íà åëåìåíòèìà îä A êàî:

fh(a) = a+ hf1(a) + h2f2(a) + . . .

Îïåò, ó óâîäó jå ñïîìåíóòo äà áè êâàíòèçàöèjó Ïóàñîíîâå ìíîãîñòðóêîñòè
M ìîãëè äà ïîñìàòðàìî êàî äåôîðìàöèjó Fh(M) îä àëãåáðå ôóíêöèjà F(M),
òàêâó äà jå ëèíåàðíè äåî êîìóòàòîðà Ïóàñîíîâà çàãðàäà. Àêî jå G Ïóàñîí -
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Ëèjåâà ãðóïà, òàäà F(G) èìà ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå (îñèì ïèòà»à
êîìïëåòíîñòè, êîjå £åìî òðåíóòíî çàíåìàðèòè), è îâå äâå ñòðóêòóðå ñó
êîìïàòèáèëíå, ó ñìèñëó äà jå:

{f1 ◦m, f2 ◦m}G×G = {f1, f2}G ◦m,

ãäå ñó f1, f2 ∈ F(G),m : G × G → G ìíîæå»å ó G, {, }G×G è {, }G ñó
Ïóàñîíîâà çàãðàäà íà G × G è G ðåñïåêòèâíî. Êàêî jå fi ◦ m = ∆(fi),
ïðåòõîäíè óñëîâ ñå ìîæå çàïèñàòè êàî:

{∆(f1),∆(f2)}G×G = ∆({f1, f2}),

øòî íàâîäè íà ñëåäå£ó äåôèíèöèjó:

Äåôèíèöèjà 5.2. Ïóàñîíîâà àëãåáðà íàä êîìóòàòèâíèì ïðñòåíîì k jå
êîìóòàòèâíà àëãåáðà A íàä k çàjåäíî ñà êîñîñèìåòðè÷íèì k-ëèíåàðíèì
ïðåñëèêàâà»åì {, }A : A⊗A→ A, Ïóàñîíîâì çàãðàäîì, çà êîjå âàæè:
1) Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò:

{a1, {a2, a3}A}A + {a3, {a1, a2}A}A + {a2, {a3, a1}A}A = 0.

2) Ëàjáíèöîâî ïðàâèëî:

{a1a2, a}A = {a1, a}Aa2 + a1{a2, a}A.

Äà§å, Ïóàñîí-Õîïôîâà àëãåáðà íàä êîìóòàòèâíèì ïðñòåíîì k jå Ïóàñîíîâà
àëãåáðà (A, {, }A) íàä k êîjà jå è Õîïôîâà àëãåáðà, è âàæè:

{∆(a1),∆(a2)}A⊗A = ∆({a1, a2}A).

Ó ïðåòõîäíîì, Ïóàñîíîâà çàãðàäà íà A⊗A jå:

{a1 ⊗ a′1, a2 ⊗ a′2}A⊗A = {a1, a2}A ⊗ a′1a′2 + a1a2 ⊗ {a′1, a′2}A.

Îäãîâàðàjó£à ñòðóêòóðà íà óíèâåðçàëíîj îìîòà÷êîj àëãåáðè, £å áèòè äóàëíà
äåôèíèöèjà ïðåòõîäíîj.

Äåôèíèöèjà 5.3. Êî-Ïóàñîíîâà àëãåáðà íàä êîìóòàòèâíèì ïðñòåíîì k jå
êîêîìóòàòèâíà êîàëãåáðà (A,∆, ε) ñà êîñîñèìåòðè÷íèì k-ëèíåàðíèì ïðåñ-
ëèêàâà»åì δ : A → A ⊗ A êîjå íàçèâàìî êî-Ïóàñîíîâà çàãðàäà, è êîjå
çàäîâî§àâà:
1) Êîìïîçèöèjà:

A
δ−→ A⊗A δ⊗id−−−→ A⊗A⊗A c.p.−−→ A⊗A⊗A

jå íóëà, ãäå ïîñëåä»å ïðåñëèêàâà»å îçíà÷àâà äà jå óçåòà ñóìà ïî öèêëè÷íèì
ïåðìóòàöèjàìà ó òðîñòðóêîì òåíçîðñêîì ïðîèçâîäó (îâî jå êî-Jàêîáèjåâ
èäåíòèòåò).
2) Êî-Ëàjáíèöîâ èäåíòèòåò:

(∆⊗ id)δ = (id⊗ δ)∆ + σ23(δ ⊗ id)∆.

Êî-Ïóàñîí - Õîïôîâà àëãåáðà jå êî-Ïóàñîíîâà àëãåáðà (A,∆, ε, δ) êîjà jå
jîø è Õîïôîâà àëãåáðà, è âàæè:

δ(a1a2) = δ(a1)∆(a2) + ∆(a1)δ(a2). (12)
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Êàêî Ïóàñîí Õîïôîâå ñòðóêòóðå íà F(G) î÷èãëåäíî îäãîâàðàjó ñòðóê-
òóðàìà Ïóàñîí Ëèjåâå ãðóïå íà G, êîjå îïåò îäãîâàðàjó ñòðóêòóðàìà Ëèjåâå
áèàëãåáðå íà g, ïðèðîäíî jå î÷åêèâàòè:

Ñòàâ 5.1. Íåêà jå g Ëèjåâà àëãåáðà íàä ïî§åì k. Àêî »åíà îìîòà÷êà
àëãåáðà U(g) èìà êî-Ïóàñîíîâó çàãðàäó δ, òàäà jå δ(g) ⊂ g⊗g è δ|g jå Ëèjåâà
áèàëãåáðà íà g. Îáðíóòî, ñâàêà ñòðóêòóðà Ëèjåâå áèàëãåáðå δ : g → g ⊗ g
ïðîäóæójå ñå jåäèíñòâåíî äî êî-Ïóàñîíîâå çàãðàäå íà U(g) ÷èíå£è U(g) êî-
Ïóàñîí Õîïôîâîì àëãåáðîì.

Äîêàç. Íåêà jå δ : U(g) → g ⊗ g êî-Ïóàñîíîâà çàãðàäà íà U(g), è íåêà jå

x ∈ g. Òàäà jå δ(x) =
∑
i

ai ⊗ a′i ãäå ñó ai, a
′
i ∈ U(g). Òàêî¢å ìîæåìî

ïðåòïîñòàâèòè äà ñó a′i ëèíåàðíî íåçàâèñíè. Òàäà âàæè:∑
i

∆(ai)⊗ a′i = 1⊗ δ(x) + x⊗ δ(1) + σ23(δ(x)⊗ 1 + δ(1)⊗ x).

Ñòàâ§àjó£è ó (12) a1 = a2 = 1 äîáèjàìî δ(1) = 0. Ñàìèì òèì:∑
i

∆(ai)⊗ a′i =
∑
i

(ai ⊗ 1 + 1⊗ ai)⊗ a′i

îäàêëå ñëåäè äà ñó ai ïðèìèòèâíè åëåìåíòè îä U(g). Êàêî ñó jåäèíè ïðèìè-
òèâíè åëåìåíòè U(g) çàïðàâî åëåìåíòè g ñëåäè äà jå ai ∈ g. Äàêëå ïîêàçàëè
ñìî äà jå δ(g) ⊂ g ⊗ U(g), à çáîã êîñîñèìåòðè÷íîñòè δ ñëåäè äà jå è δ(g) ⊂
g⊗ g. Îñòàjå äà ñå ïîêàæå äà jå δ 1-êîöèêë. Íåêà ñó x1, x2 ∈ g, òàäà jå:

δ([x1, x2]) = δ(x1x2 − x2x1) =

δ(x1)∆(x2) + ∆(x1)δ(x2)− δ(x2)∆(x1)−∆(x2)δ(x1) =

[∆(x1), δ(x2)]− [∆(x2), δ(x1)] = x1δ(x2)− x2δ(x1)

Íàjçàä, ëàêî ñå âèäè äà jå Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò çà δ∗ åêâèâàëåíòàí êî-
Jàêîáèjåâîì èäåíòèòåòó çà δ.

Îáðíóòî òâð¢å»å ñå äîêàçójå àíàëîãíî, êîðèø£å»åì jåäíàêîñòè (12), äà
áè δ ñå ïðîäóæèî íà öåëó U(g).

5.2 Êâàíòèçàöèjà

Ñàäà ìîæåìî äà ôîðìàëèçójåìî äèñêóñèjó èç óâîäà.

Äåôèíèöèjà 5.4. Íåêà jå A êîìóòàòèâíà Ïóàñîí-Õîïôîâà àëãåáðà íàä
ïî§åì k êàðàêòåðèñòèêå 0, è íåêà jå {, } »åíà Ïóàñîíîâà çàãðàäà. Êâàíòè-
çàöèjà îä A jå äåôîðìàöèjà Õîïôîâå àëãåáðå Ah îä A òàêâà äà âàæè:

{x1, x2} ≡
a1a2 − a2a1

h
mod h

çà a1, a2 ∈ Ah òàêâå äà jå ai ≡ xi mod h è xi ∈ A.
Êâàíòèçàöèjà àëãåáàðñêå Ïóàñîí-Ëèjåâå ãðóïå (G, {, }) jå êâàíòèçàöèjà

Fh(G) àëãåáðå F(G) ðåãóëàðíèõ ôóíêöèjà íà G ïîñìàòðàíå êàî Ïóàñîíîâå
àëãåáðå. Òàäà (G, {, }) íàçèâàìî êëàñè÷àí ëèìåñ îä Fh(G).
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È íàðàâíî çà íàñ íàjáèòíèjà äåôèíèöèjà, êîjà ñå îäíîñè íà äóàëíè îájå-
êàò:

Äåôèíèöèjà 5.5. Íåêà jå A êîêîìóòàòèâíà êî - Ïóàñîí - Õîïôîâà àëãåáðà
íàä ïî§åì k êàðàêòåðèñòèêå 0, è íåêà jå δ »åíà Ïóàñîíîâà êî - çàãðàäà.
Êâàíòèçàöèjà îä A jå äåôîðìàöèjà Õîïôîâå àëãåáðå Ah îä A òàêâà äà jå:

δ(x) ≡
∆h(a)−∆op

h (a)

h
mod h

ãäå jå x ∈ A à a ∈ Ah jå áèëî êîjè åëåìåíò çà êîjè âàæè x ≡ a mod h.
Êâàíòèçàöèjà Ëèjåâå áèàëãåáðå (g, δ) jå êâàíòèçàöèjà Uh(g) »åíå óíèâåð-

çàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå U(g) ñà êî-Ïóàñîí-Õîïôîâîì ñòðóêòóðîì èç ñòàâà
5.1. Îáðíóòî, (g, δ) ñå íàçèâà êëàñè÷àí ëèìåñ Uh(g).

Óáóäó£å £åìî ó ðàäó äåôîðìàöèjå óíèâåðçàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå íàçèâà-
òè êâàíòíå óíèâåðçàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå, à äåôîðìàöèjå àëãåáðå ôóíêöèjà
êâàíòíå àëãåáðå ôóíêöèjà.

Ïðèìåòèìî äà óñëîâ äåôèíèöèjå èìà ñìèñëà jåð jå U(g) êîêîìóòàòèâíà,
ïà jå ∆h(a) ≡ ∆op

h (a) mod h. Òàêî¢å âèäèìî äà jå Ëèjåâà àëãåáðà g jåäíîç-
íà÷íî îäðå¢åíà êâàíòíîì îìîòà÷êîì àëãåáðîì Uh(g) áóäó£è äà jå îíà ñêóï
ïðèìèòèâíèõ åëåìåíàòà îä Uh(g)/hUh(g).

Èñïîñòàâ§à ñå äà jå äåôîðìàöèjà óíèâåðçàëíå îìîòà÷êå àëãåáðå U(g)
(ñàìî êàî Õîïôîâå àëãåáðå) çàïðàâî êâàíòèçàöèjà Ëèjåâå áèàëãåáðå (g, δ).
Òà÷íèjå âàæè:

Ñòàâ 5.2. Íåêà jå g Ëèjåâà àëãåáðà íàä ïî§åì k êàðàêòåðèñòèêå 0, è íåêà
jå Uh(g) äåôîðìàöèjà Õîïôîâå àëãåáðå U(g). Äåôèíèøèìî δ : U(g)→ U(g)⊗
U(g) òàêî äà âàæè:

δ(x) =
∆h(a)−∆op

h (a)

h
mod h

ãäå jå x ∈ U(g) è a ∈ Uh(g) ñå ñâîäè íà x mod h. Òàäà jå (U(g), δ) êî -
Ïóàñîí - Õîïôîâà àëãåáðà.

Äîêàç. Òâð¢å»å ñå ñâîäè íà ïðîâåðó îäãîâàðàjó£èõ èçðàçà, è ïðîâåðè£åìî
äà âàæè êî-Jàêîáèjåâ èäåíòèòåò. Èìàìî:

(δ ⊗ id)δ(x) =
1

h2
{(∆h ⊗ id)∆h(a)− (∆op

h ⊗ id)∆h(a)−

−(∆h ⊗ id)∆op
h (a) + (∆op

h ⊗ id)∆op
h (a)} mod h.

Êàêî jå:

(∆h ⊗ id)∆h(a) =
∑
i

ai ⊗ a′i ⊗ a′′i

òî jå:

(∆op
h ⊗ id)∆h(a) =

∑
i

a′i ⊗ ai ⊗ a′′i ,

(∆h ⊗ id)∆op
h (a) =

∑
i

a′i ⊗ a′′i ⊗ ai,

(∆op
h ⊗ id)∆op

h (a) =
∑
i

a′′i ⊗ a′i ⊗ ai,

îäàêëå ñëåäè òðàæåíè ðåçóëòàò.
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Øòî ñå ïîñòîjà»à êâàíòèçàöèjå òè÷å, îäãîâîð äàjå ñëåäå£à òåîðåìà, êîjó
íàâîäèìî áåç äîêàçà.

Òåîðåìà 5.1. Ñâàêà êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà áèàëãåáðà (g, g∗) íàä ïî§åì
k êàðàêòåðèñòèêå 0, äîïóøòà êâàíòèçàöèjó.

Òàêî¢å âàæè è âèøå òj:

Òåîðåìà 5.2. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà àëãåáðà, è íåêà jå r ∈
g⊗ g êîñî-ñèìåòðè÷íî ðåøå»å êëàñè÷íå Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0.

Òàäà, ïîñòîjè êâàíòèçàöèjà Uh(g) îä U(g) ÷èjè jå êëàñè÷íè ëèìåñ Ëèjåâà
áèàëãåáðà g ñà êëàñè÷íîì r - ìàòðèöîì r. Òàêî¢å, Uh(g) jå òðîóãàîíà
Õîïôîâà àëãåáðà, è èçîìîðôíà jå ñà U(g)[[h]] êàî àëãåáðà íàä R[[h]].

Êàêî êâàíòèçàöèjå óíèâåðçàëíèõ îìîòà÷êèõ àëãåáðè è àëãåáðè ôóíêöèjà
íèñó ãëàâíà òåìà îâîã ðàäà, çàäðæèìî ñå íà îñíîâíèì »èõîâèì ïðèìåðèìà,
òj. ñëó÷àjó êàäà jå g = sl2. Ïîñìàòðàjìî ïðâî »åíó îìîòà÷êó àëãåáðó. Êàî
øòî jå ïîçíàòî îä ðàíèjå, ñòàíäàðäíà Ëèjåâà áèàëãåáðà íà sl2 jå äàòà ñà:

δ(H) = 0, δ(X+) = X+ ∧H, δ(X−) = X− ∧H,

è îíà jå äåôèíèñàíà r-ìàòðèöîì r = X+∧X−. Íåêà ñó b± ïîäàëãåáðå îä sl2
ãåíåðèñàíå ñà {X±, H} è íåêà jå h = b+ ∩ b−. Î÷èãëåäíî jå δ(b±) ⊂ b±⊗ b±

ïà ñó äàêëå b± Ëèjåâå ïîä-áèàëãåáðå îä sl2. Äàêëå, èäåjà jå äà êâàíòèçójåìî
ïðâî (b±, δ|b±) òàêî äà äîáèjåìî êâàíòèçàöèjó îä (sl2, δ).

Ïîòðàæèìî êâàíòèçàöèjó îä b+ êîjà jå èçîìîðôíà ñà U(b+)[[h]] êàî
àëãåáðà. Ïîøòî jå δ(H) = 0, èçáîð

∆h(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H,

çàäîâî§àâà óñëîâ äåôèíèöèjå êî-Ïóàñîí-Õîïôîâå àëãåáðå. Äà áè äîáèëè
∆h(X+), ïðèìåòèìî äà jå U(b+) ãðàäóèñàí âåêòîðñêè ïðîñòîð óêîëèêî ñòà-
âèìî äà jå deg(H) = 0 è deg(X+) = 1, è äà êîìíîæå»å ÷óâà äàòó ãðàäóàöèjó.
Äà áè ñå ñà÷óâàëà ãðàäóàöèjà, ìîæåìî óçåòè äà jå

∆h(X+) = X+ ⊗ f + g ⊗X+,

çà íåêå f, g ∈ U(h)[[h]]. Óñëîâ ∆h ≡ ∆ íàì äàjå f = g = 1 mod h.
Íèjå òåøêî âèäåòè äà çà ñâàêè èçáîð f, g îâàêî äåôèíèñàíî ïðåñëèêàâà»å

∆h ñå ïðîäóæójå äî õîìîìîðôèçìà àëãåáðè

∆h : U(b+)→ U(b+)⊗ U(b+),

è äà jå ∆h êîàñîöèjàòèâíî àêî ñó f è g ãðóïíè åëåìåíòè çà ∆h. Òàêî¢å
ó ïðåòõîäíîì èçðàçó ñå ïîäðàçóìåâà äà jå òåíçîðñêè ïðîèçâîä íà äåñíîj
ñòðàíè óçåò ó îäãîâàðàjó£åì êîìïëåòèðà»ó. Êàî øòî jå âå£ ñïîìè»àíî
ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ó îâîì ñëó÷àjó êîìïëåòèðà»å jåäíîñòàâíî (U(b+)⊗
U(b+))[[h]]. Øòî ñå ãðóïíèõ åëåìåíàòà òè÷å, âàæè ñëåäå£è:

Ñòàâ 5.3. Ãðóïíè åëåìåíòè f îä U(h)[[h]] òàêâè äà jå f ≡ 1 mod h ñó
îáëèêà f = ehµH ãäå jå µ ∈ C[[h]].
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Äîêàç. Øòî ñå ãðóïíèõ åëåìåíàòà òè÷å, èçðà÷óíàjìî:

∆h(ehµH) =

∞∑
n=0

(hµ)n

n!
(H ⊗ 1 + 1⊗H)n

=

∞∑
n=0

n∑
m=0

(
n

m

)
(hµ)n

n!
Hm ⊗Hn−m

=

∞∑
m=0

∞∑
k=0

(hµ)m+k

m!k!
Hm ⊗Hk

=ehµH ⊗ ehµH .

(13)

Îáðíóòî íåêà jå

f = 1 +

∞∑
n=1

fnH
n ∈ U(h)[[h]]

ãðóïíè åëåìåíò, ãäå jå fn ∈ C[[h]]. Ðà÷óí ñëè÷àí ïðåòõîäíîì ïîêàçójå äà jå
fm+n = fmfn çà ñâå m,n ≥ 1. Äàêëå àêî jå f1 = hµ, òàäà jå f = ehµH .

Ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå:

∆h(X+) = X+ ⊗ ehµH + ehνH ⊗X+,

çà íåêå µ, ν ∈ C[[h]]. Çàïðàâî, çàìåíîì X+ ñà e−hνHX+, âèäèìî äà ìîæåìî
ïðåòïîñòàâèòè äà jå ν = 0. Äà§å äåôèíèöèjà 16) çàõòåâà äà jå µ ≡ 1 mod h
ïà ñå çà íàjjåäíîñòàâíèjè èçáîð µ = 1 äîáèjà:

∆h(X+) = X+ ⊗ ehH + 1⊗X+.

Ñàä jå ëàêî ïðîâåðèòè äà àêî ñòàâèìî äà jå:

Sh(H) = −H, Sh(X+) = −X+e−hH , εh(H) = εh(X+) = 0,

äà ñå òàäà ∆h, Sh è εh ïðîäóæójó äî õîìîìîðôèçàìà àëãåáðè è äà çàäîâî-
§àâàjó ñâå àêñèîìå Õîïôîâå àëãåáðå.

Íàðàâíî, è (b−, δ|b−) ñå ìîæå êâàíòîâàòè íà èñòè íà÷èí. Êàî è ìàëîïðå
ìîæå ñå èçàáðàòè äåôèíèöèjà çà ∆h(X−), è ó îâîì ñëó÷àjó ñå èñïîñòàâ§à
äà jå íàjçãîäíèjå óçåòè:

∆h(X−) = X− ⊗ 1 + e−hH ⊗X−.

Àíòèïîä è êîjåäèíèöà ñó òàäà:

Sh(H) = −H, Sh(X−) = −ehHX−, εh(H) = εh(X−) = 0.

Óçìèìî äà êâàíòèçàöèjà Uh(sl2(C)) áóäå U(sl2(C))[[h]] êàî C[[h]] - ìîäóë, ñà
ñòðóêòóðîì êîàëãåáðå óïðàâî äåôèíèñàíîì. Äà§å, òðåáà èçàáðàòè ñòðóê-
òóðó àëãåáðå òàêî äà jå ∆h õîìîìîðôèçàì. Îïåò âèäèìî äà jå:

∆h([X+, X−]) = [X+ ⊗ ehH + 1⊗X+, X− ⊗ 1 + e−hH ⊗X−] =

= [X+, X−]⊗ehH+e−hH⊗[X+, X−]+X+e−hH⊗ehHX−−e−hHX+⊗X−ehH .

Äà áè óïðîñòèëè îâàj èçðàç, êîðèñòèìî ñëåäå£è:
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Ñòàâ 5.4. Íåêà jå A àëãåáðà íàä C[[h]], íåêà ñó a, b, c ∈ A è ïðåòïîñòàâèìî
äà a êîìóòèðà ñà c. Òàäà:
1) eh(a+c) = ehaehc

2) Àêî jå [a, b] = bc, òàäà jå

ehabe−ha = behc.

Äîêàç. Ïðâè äåî jå ïîçíàòà ÷è»åíèöà, à øòî ñå äðóãîã äåëà òè÷å, âèäèìî
äà jå îíäà ab = b(a+ c) è îäàòëå èíäóêöèjîì äà jå anb = b(a+ c)n. Äàêëå:

ehab =

∞∑
n=0

hn

n!
b =

∞∑
n=0

hn

n!
b(a+ c)n = beh(a+c) = behceha.

Èç îâîã ñòàâà âèäèìî äà ñå ïîñëåä»à äâà ñàáèðêà ïðåòõîäíîã èçðàçà
êðàòå, òj. äîáèjàìî:

∆h([X+, X−]) = [X+, X−]⊗ ehH + e−hH ⊗ [X+, X−]. (14)

Ïîðå¢å»åì îâîã èçðàçà ñà ∆h(H) âèäèìî äà ñå ðåëàöèjà [X+, X−] = H ìîðà
ïðîìåíèòè. Êàêî ñó åëåìåíòè e±hH ãðóïíè, óçèìà»åì äà jå [X+, X−] áèëî
êîjè óìíîæàê îä ehH − e−hH äîáè£åìî äà jå çàäîâî§åíà jåäíàêîñò 14). Äà
áè äîáèëè èñïðàâàí êëàñè÷àí ëèìåñ óçèìàìî:

[X+, X−] =
ehH − e−hH

eh − e−h
.

Ñâà ïðåòõîäíà ðàçìàòðà»à ñóìèðàìî ó íàðåäíîj äåôèíèöèjè:

Äåôèíèöèjà 5.6. Êâàíòíà sl2(C) jå òîïîëîøêà Õîïôîâà àëãåáðà Uh(sl2(C))
íàä C[[h]] äåôèíèñàíà êàî:

Íåêà jå P = C{H,X+, X−} àëãåáðà íàä äàòèì ãåíåðàòîðèìà, è íåêà jå I
äâîñòðàíè èäåàë îä P [[h]] ãåíåðèñàí ñà

[H,X+]− 2X+, [H,X−] + 2X−, [X+, X−]− ehH − e−hH

eh − e−h
,

è íåêà jå I »åãîâî çàòâîðå»å ó h-àäñêîj òîïîëîãèjè. Òàäà, Uh(sl2(C)) =
P [[h]]/I êàî àëãåáðà íàä C[[h]].

Äà§å, õîìîìîðôèçìè C[[h]] àëãåáðè:

∆h : Uh(sl2(C))→ Uh(sl2(C))⊗ Uh(sl2(C))

ε : Uh(sl2(C))→ C[[h]], Sh : Uh(sl2(C))→ Uh(sl2(C))

çàäàòè íà ãåíåðàòîðèìà ó ìàëîïðå¢àø»îj äèñêóñèjè äåôèíèøó ñòðóêòóðó
òîïîëîøêå Õîïôîâå àëãåáðå íà Uh(sl2(C)).

Òàêî¢å, Uh(sl2(C)) jå êâàíòíà óíèâåðçàëíà îìîòà÷êà àëãåáðà, ÷èjè jå
êëàñè÷àí ëèìåñ Ëèjåâà áèàëãåáðà sl2(C) ñà r-ìàòðèöîì r = X+ ∧X−.
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Çàäðæèìî ñå jîø ìàëî íà îâîì ïðèìåðó. Ïðâî, êàêî jå »åí êëàñè÷àí
ëèìåñ êâàçèòðîóãàîíà áèàëãåáðà, ìîæå ñå î÷åêèâàòè äà jå è Uh(sl2(C)) ñàìà
(òîïîëîøêà) êâàçèòðîóãàîíà Õîïôîâà àëãåáðà, øòî è jåñòå ñëó÷àj. Îâäå
£åìî ñàìî íàâåñòè øòà jå »åíà R-ìàòðèöà, àëè ïðå òîãà óâåäèìî ñëåäå£ó
íîòàöèjó:

[n]q =
qn − q−n

q − q−1
,

[n]q! = [n]q[n− 1]q . . . [2]q[1]q,[
m
n

]
q

=
[m]q!

[n]q![m− n]q!
.

Îâè ñèìáîëè ñó äîáðî äåôèíèñàíè êàî åëåìåíòè ïî§à Q(q) ðàöèîíàëíèõ
ôóíêöèjà (ó ïîñëåä»åì èçðàçó jå íàðàâíî m ≥ n). Íèjå òåøêî âèäåòè äà jå
è [n]q ∈ Z[q, q−1]. Òàêî¢å ó ñëó÷àjó q = eh jàñíî jå äà jå [n]eh ≡ n mod h.
Äàêëå, ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå

Rh =

∞∑
n=0

Rn(h)e
1
2h(H⊗H)(X+)n ⊗ (X−)n

ãäå jå

Rn(h) =
q

1
2n(n+1)(1− q−2)n

[n]q!
, q = eh

óíèâåðçàëíà R-ìàòðèöà îä Uh(sl2(C)). Ïðèìåòèìî äà äàòè åëåìåíò, çàèñòà
íå ïðèïàäà àëãåáàðñêîì òåíçîðñêîì ïðîèçâîäó, jåð jå äàòà ñóìà áåñêîíà÷íà
(à è ïîjàâ§ójå ñå e, øòî jå îïåò ñàìî ôîðìàëíè çàïèñ áåñêîíà÷íå ñóìå),
è îäàòëå âèäèìî jîø jåäàí ðàçëîã çáîã êîã jå áèòíî óçåòè îäãîâàðàjó£å
êîìïëåòèðà»å.

Jîø jåäàí ðàçëîã çáîã êîãà íàì jå áèòàí ïðåòõîäíè ïðèìåð, ñëåäè èç
÷è»åíèöå äà ñó ñâå Êàö-Ìóäèjåâå àëãåáðå (îâäå ñå çàäðæàâàìî íà êîíà÷-
íîäèìåíçèîíîì ñëó÷àjó) g ãåíåðèñàíå ïîäàëãåáðàìà êîjå ñó èçîìîðôíå ñà
sl2(C). Òàêî¢å, êàêî ñå ñòðóêòóðà áèàëãåáðå óâîäè íà g êàî:

δ(Hi) = 0, δ(X±i ) = diX
±
i ∧Hi,

âèäèìî äà £å äàòå ïîäàëãåáðå, çàïðàâî áèòè ïîä-áèàëãåáðå, ïà ìîæåìî
ïîêóøàòè, êàî è ó ñëó÷àjó sl2(C), äà ïðâî êâàíòèçójåìî äàòå ïîäàëãåáðå,
à îíäà »èõîâèì ëåï§å»åì äîáèjåìî êâàíòèçàöèjó îä g. Òî íàñ äîâîäè äî
ñëåäå£å:

Äåôèíèöèjà 5.7. Íåêà jå g Ëèjåâà àëãåáðà ïðèäðóæåíà ñèìåòðèçàáèëíîj
Êàðòàíîâîj ìàòðèöè (aij)i,j=1,...n, è íåêà jå Uh(g) àëãåáðà íàä C[[h]] òîïî-
ëîøêè ãåíåðèñàíà ñà åëåìåíòèìà Hi, X

+
i , X

−
i , i = 1, . . . n, è ðåëàöèjàìà:

[Hi, Hj ] = 0, [Hi, X
±
j ] = ±aijX±j ,

[X+
i , X

−
j ] = δij

edihHi − e−dihHi
edih − e−dih

,

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1− aij
k

]
edih

(X±i )kX±j (X±i )1−aij−k = 0, i 6= j.
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Òàäà jå Uh(g) òîïîëîøêà Õîïôîâà àëãåáðà íàä C[[h]] ñà êîìíîæå»åì:

∆h(Hi) = Hi ⊗ 1 + 1⊗Hi,

∆h(X+
i ) = X+

i ⊗ e
dihHi + 1⊗X+

i , ∆h(X−i ) = X−i ⊗ 1 + e−dihHi ⊗X−i ,

àíòèïîäîì:

Sh(Hi) = −Hi, Sh(X+
i ) = −X+

i e
−dihHi , Sh(X−i ) = −edihHiX−i ,

è êîjåäèíèöîì:
εh(Hi) = εh(X±i ) = 0.

Òàêî¢å, Uh(g) jå êâàíòèçàöèjà ñòàíäàðäíå ñòðóêòóðå áèàëãåáðå íà g.

Øòî ñå êâàíòèçàöèjå àëãåáðå ôóíêöèjà òè÷å, ïîãëåäàjìî ïðâî ìàëî äå-
òà§íèjå êàêî ñå äîëàçè äî êîàëãåáàðñêèõ îïåðàöèjà íà àëãåáðàìà ôóíêöèjà
ìàòðè÷íèõ ãðóïà. Ïî¢èìî ïðâî îä íåêîëèêî î÷èãëåäíèõ ÷è»åíèöà. Íåêà jå,
çà ïî÷åòàê, A êîìóòàòèâíà àëãåáðà íàä ïî§åì k, è îçíà÷èìî ñàHomAlg(A,B)
ñêóï ñâèõ ìîðôèçàìà (ó ñìèñëó àëãåáðå) èç A ó B. Jàñíî jå äà jå

HomAlg(k[x1, . . . , xn], A) ∼= An

è ñïåöèjàëíî jå HomAlg(k[x, y], A) ∼= A2. Íàðàâíî, êàêî ñó ìàòðèöå óðå¢åíà
n× n-òîðêà áðîjåâà, jàñíî jå äà ïî ïðåòõîäíîì âàæè:

HomAlg(M(2), A) ∼= M2(A)

çà ñâàêó êîìóòàòèâíó àëãåáðó A, ãäå jåM2(A) ñêóï 2×2 ìàòðèöà ñà åëåìåí-
òèìà ó A, à M(2) jå ïîëèíîìèjàëíà àëãåáðà k[a, b, c, d]. Äàòà áèjåêöèjà ñå
îñòâàðójå ïðåñëèêàâà»åì, êîjå ìîðôèçìó f : M(2)→ A äîäå§ójå ìàòðèöó:(

f(a) f(b)
f(c) f(d)

)
.

Àëè íà ìàòðèöàìà èìàìî äîäàòíó ñòðóêòóðó ìíîæå»à M2(A) ⊗M2(A) →
M2(A), êîjå íàðàâíî èíäóêójå êîìíîæå»å íà M(2), è îäàâäå âèäèìî äà ñó
êîìíîæå»å è êîjåäèíèöà çàïðàâî äàòè ñà:

∆

(
a b
c d

)
=

(
∆(a) ∆(b)
∆(c) ∆(d)

)
=

(
a b
c d

)
⊗
(
a b
c d

)
,

ε

(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
,

øòî jàñíî çíà÷è äà jå íïð. ∆(a) = a⊗ a+ b⊗ c. Äà§å jå íàðàâíî jàñíî êàêî
ñå äîëàçè äî àëãåáðè ôóíêöèjà íà Gl2(C) è Sl2(C). Òàêî¢å, àëãåáðà M2(A)
äîëàçè ñà ñâîjèì ïðèðîäíèì äåjñòâîì íà A2, êîjè jå îïåò ó áèjåêöèjè ñà
k[x, y]. Èäåjà êîjîì áè äîøëè äî êâàíòèçàöèjå îäM(2) jå äà ìàëî ïðîìåíèìî
k[x, y], è íàðàâíî, íàjjåäíîñòàâíèjå øòî ìîæåìî äà óðàäèìî jå äà ðåëàöèjó
yx = xy çàìåíèìî ñà yx = qxy çà íåêî q 6= 1. Èç ïðåòõîäíîã íèjå jàñíî êàêî
ìîæåìî äèðåêòíî äî£è äî àëãåáðå êîjà îäãîâàðà àëãåáðè M(2). Ìå¢óòèì,
ïðåòïîñòàâèìî äà äàêëå âàæè yx = qxy è íåêà ñó a, b, c è d ïðîìåí§èâå êîjå
êîìóòèðàjó ñà x è y. Äåôèíèøèìî jîø x′, y′x′′ è y′′ êîðèñòå£è ìàòðè÷íå
ðåëàöèjå:
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(
x′

y′

)
=

(
a b
c d

)(
x
y

)
è

(
x′′

y′′

)
=

(
a c
b d

)(
x
y

)
.

Òàäà âàæè:

Ñòàâ 5.5. Íåêà jå q2 6= −1. Òàäà ïîä ïðåòõîäíèì ïðåòïîñòàâêàìà, ñëåäå£è
ñêóïîâè ðåëàöèjà ñó åêâèâàëåíòíè:
1) Äâå ðåëàöèjå y′x′ = qx′y′ è y′′x′′ = qx′′y′′

2) Øåñò ðåëàöèjà:
ba = qab, db = qbd,

ca = qac, dc = qcd,

bc = cb, ad− da = (q−1 − q)bc.

Äîêàç. Ïîêàæèìî äà 1) èìïëèöèðà 2). Èìàìî äà jå:

(cx+ dy)(ax+ by) = q(ax+ by)(cx+ dy).

Èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç x2, y2 è xy äîáèjàìî:

ca = qac, db = qbd, cb+ qda = qad+ q2bc,

äå§å»åì ïîñëåä»å jåäíàêîñòè ñà q äîáèjà ñå ad − da = q−1cb − qbc, à èç
jåäíàêîñòè y′′x′′ = qx′′y′′ ñå äîáèjàjó jîø òðè ðåëàöèjå, êîjå ñó çàïðàâî èñòå
êàî ïðåòõîäíå ñà çàìå»åíèì b è c, òj:

ba = qab, dc = qcd, ad− da = q−1bc− qcb,

îäàêëå ñëåäè äà jå (q−1 + q)(bc − cb) = 0 îäàêëå ñëåäè äà jå bc = cb. Äðóãè
ñìåð ñå äîêàçójå àíàëîãíî.

Äåôèíèöèjà 5.8. Mq(2) = k{a, b, c, d}/Jq ãäå jå k{a, b, c, d} ñëîáîäíà àë-
ãåáðà íàä ÷åòèðè ãåíåðàòîðà à Jq jå äâîñòðàíè èäåàë ãåíåðèñàí ñà øåñò
ðåëàöèjà èç ïðåòõîäíîã ñòàâà.

Ïðèìåòèìî äà jå çà q = 1 àëãåáðà Mq(2) î÷èãëåäíî èçîìîðôíà âå£
ñïîìåíóòîj àëãåáðèM(2). Êàêî jå èäåàë Jq ãåíåðèñàí õîìîãåíèì ïîëèíîìè-
ìà ñòåïåíà 2, òî Mq(2) íàñëå¢ójå ïðèðîäíó ãðàäóàöèjó îä ñëîáîäíå àëãåáðå
ó êîjîj ñó ãåíåðàòîðè a, b, c, d ñòåïåíà 1.

Äà áè óâåëè ãðóïå Glq(2) è Slq(2) ïîòðåáíà íàì jå äåòåðìèíàíòà, êîjà
£å ó îâîì ñëó÷àjó áèòè detq = ad − q−1bc = da − qbc, øòî jå ìîòèâèñàíî
ñëåäå£èì:

Ñòàâ 5.6. Åëåìåíò detq ∈Mq(2) jå öåíòðàëàí.

Äîêàç. Äîêàç jå ñàìî ïðîâåðà äà detq êîìóòèðà ñà ñâèì ãåíåðàòîðèìà, øòî
jå ñàìî äèðåêòíà ïðèìåíà ðåëàöèjà êîjå äåôèíèøó Mq(2).

Äà§å, âèäèìî äà ïðåñëèêàâà»à ∆ è ε êîjà ñìî ðàíèjå äåôèíèñàëè çà
M(2), èìàjó ñìèñëà è çà Mq(2), è íèjå òåøêî âèäåòè äà jå ñà òèì ïðåñëèêà-
âà»èìà Mq(2) áèàëãåáðà, è òàêî¢å âàæè:

∆(detq) = detq ⊗ detq, ε(detq) = 1.

Ñàä jå jàñíî äà jå:
Slq(2) = Mq(2)/(detq − 1)

è íàðàâíî âàæè:
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Òåîðåìà 5.3. Ïðåñëèêàâà»à ∆ è ε áèàëãåáðå Mq(2) ñíàáäåâàjó Slq(2) ñà
ñòðóêòóðîì Õîïôîâå àëãåáðå ó êîjîj jå àíòèïîä S çàäàò ñà:(

S(a) S(b)
S(c) S(d)

)
= det−1

q

(
d −qb

−q−1c a

)
.

Äîêàç îâîã òâð¢å»à jå ïðîâåðà àêñèîìà Õîïôîâå àëãåáðå, ïà £åìî ãà
ïðåñêî÷èòè. Ïðèìåòèìî ñàìî íà êðàjó äà áè äîáèëè äåôîðìàöèjó ó ñìèñëó
î êîìå ñìî ãîâîðèëè ðàíèjå ó ðàäó, òðåáà çàìåíèòè q ñà e−h è ïîñìàòðàòè
Slq(2) êàî äåôîðìàöèjó ïî h. Çàïðàâî î ñèòóàöèjè êîjó îâäå èìàìî ðå£è£åìî
ïàð ðå÷è ó íàðåäíîì îäå§êó.

5.3 Ñïåöèjàëèçàöèjå êâàíòíèõ óíèâåðçàëíèõ îìîòà÷êèõ

àëãåáðè

Ó ïðåòõîäíîì ïîãëàâ§ó ñìî äàêëå âèäåëè îñíîâíå èäåjå êàêî ñå ïðàâå
äåôîðìàöèjå îä óíèâåðçàëíèõ îìîòà÷êèõ àëãåáðè, è »èõ ñìî ìîãëè äà
ïîñìàòðàìî êàî jåäíîïàðàìåòàðñêå ôàìèËèjå õîïôîâèõ àëãåáðè. Ìå¢óòèì
ñòðîãî ãîâîðå£è îâî íåìà ñìèñëà, çàòî øòî h íèñìî ñìåëè äà çàìåíèìî
íåêèì êîìïëåêñíèì áðîjåì, èç ïðîñòîã ðàçëîãà øòî íàä ïðñòåíîì ôîð-
ìàëíèõ ðåäîâà òî íåìà ñìèñëà. Èäåjà îâå êîíñòðóêöèjå jå äà ïîñìàòðàìî
àëãåáðó Uq(g) íàä ïðñòåíîì ðàöèîíàëíèõ ôóíêöèjà îä q, çà ðàçëèêó îä
ôîðìàëíîã îájåêòà Uh(g). Ãëàâíà ïðåäíîñò îä Uq(g) jå øòî ñå q ìîæå
ñïåöèjàëèçîâàòè çà áèëî êîjè êîìïëåêñàí áðîj. Òàêî¢å, Uq(g) jå è òåõíè÷êè
ïðîñòèjà jåð íå ìîðà äà ñå âîäè ðà÷óíà î h-àäñêèì êîìïëåòèðà»èìà. Ó îâîì
òðåíóòêó èçëîæè£åìî ñàìî äåôèíèöèjó îä Uq(g) çà Êàö-Ìóäèjåâó àëãåáðó
g, à êàñíèjå £åìî ñå âðàòèòè îâîì îájåêòó êàä áóäåìî äîøëè äî àôèíèõ
àëãåáðè. Äàêëå äåôèíèöèjà Uq(g) ñå áàçèðà íà äåôèíèöèjè 5.7: (qi = qdi)

Äåôèíèöèjà 5.9. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíà ïðîñòà êîìïëåêñíà Ëèjåâà
àëãåáðà. Òàäà jå Uq(g) àñîöèjàòèâíà àëãåáðà íàä Q(q) ñà ãåíåðàòîðèìà
X+
i , X

−
i ,Ki è K

−1
i , 1 ≥ i ≥ n, è ñëåäå£èì ðåëàöèjàìà:

KiKj = KjKi, KiK
−1
i = K−1

i Ki = 1,

KiX
+
j K

−1
i = q

aij
i X+

j , KiX
−
j K

−1
i = q

−aij
i X−j ,

[X+
i , X

−
j ] = δij

Ki −K−1
i

qi − q−1
i

,

1−aij∑
k=0

(−1)k
[
1− aij
k

]
qi

(X±i )1−aij−kX±j (X±i )k = 0, i 6= j.

Ñòðóêòóðà Õîïôîâå àëãåáðå ñå íà Uq(g) çàäàjå ñà:

∆q(Ki) = Ki ⊗Ki,

∆q(X
+
i ) = X+

i ⊗Ki + 1⊗X+
i , ∆q(X

−
i ) = X−i ⊗ 1 +K−1

i ⊗X
−
i ,

Sq(Ki) = K−1
i , Sq(X

+
i ) = −X+

i K
−1
i , Sq(X

−
i ) = −KiX

−
i ,

εq(Ki) = 1, εq(X
+
i ) = εq(X

−
i ) = 0.
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6 Áåñêîíà÷íîäèìåíçèîíå êâàíòíå ãðóïå

6.1 Jàíãèjàíè

Ïðåòõîäíè ïðèìåðè êâàíòíèõ ãðóïà ñó áèëå äåôîðìàöèjå óíèâåðçàëíèõ
îìîòà÷êèõ àëãåáðè è àëãåáðè ôóíêöèjà, êîjå ñó êîíà÷íî ãåíåðèñàíå êàî
àëãåáðå. Ó îâîì ïîãëàâ§ó âèäå£åìî äâà ïðèìåðà êâàíòíèõ ãðóïà êîjå íèñó
êîíà÷íî ãåíåðèñàíå, êîjå £å áèòè äåôîðìàöèjå àëãåáðå ïîëèíîìà íàä íåêîì
ïðîñòîì Ëèjåâîì àëãåáðîì è äåôîðìàöèjå àôèíèõ Ëèjåâèõ àëãåáðè. Òàêî¢å,
âèäå£åìî êàêî »èõîâå ðåïðåçåíòàöèjå ãåíåðèøó ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå
jåäíà÷èíå.

Íåêà jå äàêëå g ïðîñòà êîíà÷íîäèìåíçèîíà Ëèjåâà àëãåáðà íàä C, íåêà
jå g[u] Ëèjåâà àëãåáðà èç ïðèìåðà 3.4). Ïîäñåòèìî ñå, îíà jå áèëà è Ëèjåâà
áèàëãåáðà ñà êî - êîìóòàòîðîì çàäàòèì ñà:

δ(f)(u, v) = (adf(u) ⊗ 1 + 1⊗ adf(v))
t

u− v
,

ãäå jå t êàçèìèðîâ åëåìåíò, òj. åëåìåíò
∑
λ

xλ⊗xλ ãäå jå {xλ} íåêà îðòîíîð-

ìèðàíà áàçà ó îäíîñó íà èíâàðèjàíòíó áèëèíåàðíó ôîðìó (, ). Ïðèìåòèìî
äà jå g[u] ãðàäóèñàíà àëãåáðà:

g[u] =
⊕
r∈N

gur, [gur, gus] ⊂ gur+s.

Òàêî¢å, ïðè èíäóêîâàíîj ãðàäóàöèjè íà g ⊗ g, δ ñìà»ójå ñòåïåí çà 1, òàêî
äà jå ïðèðîäíî òðàæèòè êâàíòèçàöèjó Uh(g[u]) îä (g[u], δ) êîjå ñó õîìîãåíå
ó ñìèñëó äà ïîñòîjè ãóñòà C[[h]] Õîïôîâà ïîäàëãåáðà Uh(g[u]) òàêâà äà jå:

i) Uh(g[u]) jå ãðàäóèñàíà àñîöèjàòèâíà àëãåáðà íàä C[[h]] (deg(h) = 1).

ii) Uh(g[u])/hUh(g[u]) ∼= U(g[u]) êàî ãðàäóèñàíà àëãåáðà íàä C.
Ñëåäå£è ðåçóëòàò ïîêàçójå äà òî ìîæå ñóøòèíñêè äà ñå óðàäè íà jåäèíñ-

òâåí íà÷èí.
Ïðåòõîäíî, àêî ñó z1, z2 è z3 åëåìåíòè íåêå àñîöèjàòèâíå àëãåáðå íàä C,

îçíà÷èìî:

{z1, z2, z3} =
1

24

∑
π

zπ(1)zπ(2)zπ(3),

ãäå ïðåòõîäíà ñóìà èäå ïî ñâèì ïåðìóòàöèjàìà ñêóïà {1, 2, 3}

Òåîðåìà 6.1. Íåêà jå g êîíà÷íîäèìåíçèîíàëíà êîìïëåêñíà ïðîñòà Ëèjåâà
àëãåáðà. Ôèêñèðàjìî èíâàðèjàíòíó áèëèíåàðíó ôîðìó (, ) íà g è íåêà jå
{xλ} îðòîíîðìèðàíà áàçà îä g ó îäíîñó íà (, ). Òàäà ïîñòîjè, äî íà èçî-
ìîðôèçàì, jåäèíñòâåíà õîìîãåíà êâàíòèçàöèjà Uh(g[u]) îä (g[u], δ). Îíà jå
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òîïîëîøêè ãåíåðèñàíà åëåìåíòèìà x, J(x) ãäå jå x ∈ g è ðåëàöèjàìà:

[x, y] (∈ Uh(g[u])) = [x, y] (∈ g), (15)

J(ax+ by) = aJ(x) + bJ(y), (16)

[x, J(y)] = J([x, y]), (17)

[J(x), [J(y), J(z)]] + [J(z), [J(x), J(y)]] + [J(y), [J(z), J(x)]] =

h2
∑
λ,µ,ν

([x, xλ], [[y, xµ], [z, xν ]]){xλ, xµ, xν}, (18)

[[J(x), J(y)], [z, J(ω)]] + [[J(z), J(ω)], [x, J(y)]] =

h2
∑
λ,µ,ν

([x, xλ], [[y, xµ], [[z, ω], xν ]]){xλ, xµ, J(xν)}, (19)

çà ñâå x, y, z ∈ g, a, b ∈ C.
Ñòðóêòóðà Õîïôîâå àëãåáðå íà Uh(g[u]) ñå çàäàjå ñà:

∆h(x) = 1⊗ x+ x⊗ 1, (20)

∆h(J(x)) = J(x)⊗ 1 + 1⊗ J(x) +
1

2
h[x⊗ 1, t], (21)

Sh(x) = −x, Sh(J(x)) = −J(x) +
1

4
cx, (22)

εh(x) = εh(J(x)) = 0, (23)

ãäå jå c ñîïñòâåíà âðåäíîñò îä t ∈ U(g) ó àäjóíãîâàíîj ðåïðåçåíòàöèjè îä g
(ó (21) t ïîñìàòðàìî êàî åëåìåíò îä U(g)⊗ U(g)).

Ãðàäóàöèjà íà Uh(g[u]) jå äàòà ñà:

deg(x) = 0. deg(J(x)) = 1.

Óìåñòî äîêàçà îáðàçëîæèìî ìàëî îâå ôîðìóëå. Ïðâî êàêî jå g ïðîñòà,
òj. [g, g] = g, âèäèìî äà jå g[u] ãåíåðèñàíà åëåìåíòèìà x è xu ãäå jå
x ∈ g. Ïðèìåòèìî äà áè íà îñíîâó òðàæåíå ãðàäóàöèjå, êëàñè÷àí ëèìåñ îä
J(x) = xu. Jåäíà÷èíå (15) è (16) ñó jàñíå, äîê èç òîãà øòî jå äàòà àëãåáðà
ãðàäóèñàíà, è ñ îáçèðîì íà ñòåïåíå îäãîâàðàjó£èõ åëåìåíàòà, ïðèðîäíà
ïðåòïîñòàâêà jå è (17). Äà§å, êàêî jå δ(x) = 0 ïðèðîäíî jå ∆h(x) çàäàòè
ôîðìóëîì (20). Ñà äðóãå ñòðàíå jå

δ(xu) = [xu⊗ 1 + 1⊗ xu, t

u− v
] =

=
u

u− v
[x⊗ 1, t] +

v

u− v
[1⊗ x, t]

àëè êàêî jå åëåìåíò t ó öåíòðó îä U(g) òî jå [x ⊗ 1, t] = −[1 ⊗ x, t], ïà jå
äàêëå:

δ(xu) = [x⊗ 1, t]

îäàêëå âèäèìî äà jå (21) íàjïðîñòèjè íà÷èí äà ñå çàäîâî§è:

∆h(J(x))−∆op
h (J(x))

h
≡ δ(xu) mod h.

Äåñíå ñòðàíå jåäíàêîñòè (18) è (19) ñó äîáèjåíå òàêî äà êîìíîæå»å
∆h : Uh(g[u])→ Uh(g[u])⊗ Uh(g[u]) áóäå ìîðôèçàì àëãåáðè.

53



Äîêàç äà jå Uh(g[u]) ∼= U(g[u])[[h]] £åìî âèäåòè êàñíèjå.
Íåêà jå Uh(g[u]) C[h] - ïîäàëãåáðà îä Uh(g[u]) ãåíåðèñàíà åëåìåíòèìà

x, J(x) (ó óîáè÷àjåíîì ñìèñëó) x ∈ g. Òàäà, Uh(g[u]) jå ãðàäóñèàíà Õîïôîâà
àëãåáðà íàä C[h] è ñàä ìîæåìî óçåòè h äà jå áèëî êîjè êîìïëåêñàí áðîj e.
Äîáèjåíà Õîïôîâà àëãåáðà Ue(g[u]) íàä C íå çàâèñè îä èçáîðà e, óêîëèêî jå
e 6= 0. Çàèñòà, àêî ñó e, e′ ∈ C× òàäà jå ïðåñëèêàâà»å Ue(g[u]) → Ue′(g[u])
äåôèíèñàíî ñà:

x→ x, J(x)→ e′

e
J(x),

î÷èãëåäíî èçîìîðôèçàì. Äàêëå ìîæåìî óçåòè äà jå e = 1.

Äåôèíèöèjà 6.1. Çà ñâàêó êîíà÷íîäèìåíçèîíó ïðîñòó êîìïëåêñíó àëãåáðó
g, Jàíãèjàí Y (g) jå Õîïôîâà àëãåáðà íàä C ãåíåðèñàíà åëåìåíòèìà x, J(x)
ãäå jå x ∈ g è ðåëàöèjàìà (15)-(23) ñòàâ§à»åì äà jå h = 1.

Ïîñìàòðàjìî ñàä äðóãó ðåàëèçàöèjó Jàíãèjàíà. Ïðèìåòèìî äà äàòà ðå-
àëèçàöèjà ïðèêðèâà ÷è»åíèöó äà jå g[u] çàïðàâî ïðîñòîð ïðåñëèêàâà»à
C → g. Ñàìèì òèì ïðèðîäíèjå jå óçåòè çà ãåíåðàòîðå îä U(g[u]) åëåìåíòå
X±i u

r, Hiu
r ãäå jå i = 1, . . . , n, r ∈ N è {X±i , Hi} ñó ñòàíäàðäíè ãåíåðàòîðè

îä g. Äàêëå, äðóãà ðåàëèçàöèjà Y (g) jå ó òåðìèíèìà ãåíåðàòîðà ÷èjè ñó
êëàñè÷àí ëèìåñ åëåìåíòè X±i u

r, Hiu
r.

Çà óáóäó£å, ôèêñèðàjìî íà g èíâàðèjàíòíè ñêàëàðíè ïðîèçâîä (, ) è íåêà
ñó X±β êîðåíè âåêòîðè çà ïîçèòèâíå êîðåíå β.

Òåîðåìà 6.2. Jàíãèjàí Y (g) jå èçîìîðôàí àñîöèjàòèâíîj àëãåáðè ñà ãåíå-
ðàòîðèìà X±i,r, Hi,r, i = 1, . . . , n, r ∈ N è ðåëàöèjàìà:

[Hi,r, Hj,s] = 0, (24)

[Hi,0, X
±
j,s] = ±diaijX±j,s, (25)

[Hi,r+1, X
±
j,s]− [Hi,r, X

±
j,s+1] = ±1

2
diaij(Hi,rX

±
j,s +X±j,sHi,r), (26)

[X+
i,r, X

−
j,s] = δijHi,r+s, (27)

[X±i,r+1, X
±
j,s]− [X±i,r, X

±
j,s+1] = ±1

2
diaij(X

±
i,rX

±
j,s +X±j,sX

±
i,r), (28)∑

π

[X±i,rπ(1)
, [X±i,rπ(2)

, . . . , [X±i,rπ(m)
, X±j,s] . . .]] = 0. (29)

Ó ïîñëåä»îj ôîðìóëè, r1, . . . , rm ñó íåíåãàòèâíè áðîjåâè, ãäå jå m = 1−aij,
è ñóìèðà ñå ïî ñâèì ïåðìóòàöèjàìà ñêóïà {1, . . .m}.

Èçîìîðôèçàì ϕ èçìå¢ó äâå äàòå ðåàëèçàöèjå jå äàò ñà:

ϕ(Hi) = d−1
i Hi,0, ϕ(J(Hi)) = d−1

i Hi,1 + ϕ(vi),

ϕ(X±i ) = X±i,0, ϕ(J(X±i )) = X±i,1 + ϕ(ω±i ),

ãäå jå

vi =
1

4

∑
β∈∆+

dβ
di

(β, αi)(X
+
β X

−
β +X−β X

+
β )− di

2
H2
i ,

ω±i = ±1

4

∑
β∈∆+

dβ([X±i , X
±
β ]Xmp

β +X∓β [X±i , X
±
β ])− 1

4
di(X

±
i Hi +HiX

±
i ).
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Ïðèìåòèìî äà ó ïðåòõîäíîj ðåàëèçàöèjè íèñìî äàëè ôîðìóëå çà êîìíî-
æå»å. Èàêî òåîðåòñêè, óç ïîìî£ ïðåòõîäíîã èçîìîðôèçìà, áè ìîãëè äà
äîáèjåìî ôîðìóëå çà ∆(X±i,r) è ∆(Hi,r), îíå íèñó åêñïëèöèòíî ïîçíàòå.

Ïîñìàòðàjìî ñàä è òðå£ó ðåàëèçàöèjó êîjà ñå îäíîñè íà ñëó÷àj g =
sln(C), è ïðåòõîäèëà jå ïðåòõîäíèì äâåìà, è ó èçâåñíîì ñìèñëó àëãåáàðñêè
jå jåäíîñòàâíèjà. Ïîñìàòðàjìî ïðâî Ëèjåâó àëãåáðó gln è íà »îj ñòàíäàðäíó
áàçó Eij , i, j = 1, . . . n. Êîìóòàöèîíå ðåëàöèjå ñó òàäà äàòå ñà

[Eij , Ekl] = δkjEil − δilEkj .

Íåêà jå E ìàòðèöà ÷èjè jå ij-òè óíîñ ìàòðèöà Eij . Òàäà ó îìîòà÷êîj àëãåáðè
âàæè èçðàç:

[Eij , (E
s)kl] = δkj(E

s)il − δil(Es)kj .

Ìå¢óòèì âàæè è óîïøòå»å îâå ôîðìóëå, êîjå ëàêî ñëåäè èíäóêöèjîì, òj:

[(Er+1)ij , (E
s)kl]− [(Er)ij , (E

s+1)kl] = (Er)kj(E
s)il − (Es)kj(E

r)il,

ãäå ñó r, s ≥ 0 è E0 = 1 jå jåäèíè÷íà ìàòðèöà. Äàêëå, îâî jå ìîòèâàöèjà çà
ñëåäå£ó:

Äåôèíèöèjà 6.2. Jàíãèjàí îä gln jå àñîöèjàòèâíà àëãåáðà ñà jåäèíèöîì

êîjà èìà ïðåáðîjèâî ìíîãî ãåíåðàòîðà t
(k)
ij ãäå jå 1 ≤ i, j ≤ n è k ∈ N è

ðåëàöèjàìà:

[t
(r+1)
ij , t

(s)
kl ]− [t

(r)
ij , t

(s+1)
kl ] = t

(r)
kj t

(s)
il − t

(s)
kj t

(r)
il ,

ãäå ñó r, s ≥ 0, è t
(0)
ij = δij . Äàòó àëãåáðó îçíà÷àâàìî ñà Y (gln) èëè êðàòêî

ñà Y (n).

Ïðèìåòèìî äà îâó äåôèíèöèjó íå îáóõâàòà ïðåòõîäíà, jåð ñìî òàäà
ïðåòïîñòàâèëè äà jå g ïðîñòà àëãåáðà. Äà§å, óâåäèìî ãåíåðèøó£ó ôóíêöèjó:

tij(u) = δij + t
(1)
ij u

−1 + t
(2)
ij u

−2 + . . . ∈ Y (n)[[u−1]],

è íåêà jå T (u) n× n ìàòðèöà ÷èjè ñó óíîñè tij , òj. åëåìåíò Y (n)⊗End(Cn)
äàò ñà

n∑
i,j=1

tij(u)⊗ Eij ,

ãäå jå Eij ñòàíäàðäíà áàçíà ìàòðèöà, è ïîñìàòðàjìî îïåðàòîð êîjè ìå»à
ðåäîñëåä ôàêòîðà ó End(Cn)⊗End(Cn) êîjè ñå ó îâîì ñëó÷àjó çàïèñójå êàî

P =

n∑
i,j=1

Eij ⊗ Eji.

Òàäà, ëàê ðà÷óí ïîêàçójå äà ðàöèîíàëíà ôóíêöèjà R = 1−Pu−1 ñà âðåäíîñ-
òèìà ó End(Cn)⊗End(Cn) çàäîâî§àâà êâàíòíó Jàíã-Áàêñòåðîâó jåäíà÷èíó:

R12(u)R13(u+ v)R23(v) = R23(v)R13(u+ v)R12(u),

è îíà çàïðàâî ïðåäñòàâ§à íàjïðîñòèjå ðàöèîíàëíî ðåøå»å. Òàêî¢å, ìîæå
ñå ïîêàçàòè äà ñå ðåëàöèjå êîjå äåôèíèøó Y (n) ìîãó çàïèñàòè êàî:

R(u− v)T1(u)T2(v) = T2(v)T1(u)R(u− v).
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Äà áè äîáèëè Y (sln) ïîòðåáíà íàì jå äåòåðìèíàíòà, è îíà ñå ó îâîì ñëó÷àjó
óâîäè êàî:

qdet(T (u)) =
∑
π

sgn(π)t1,π(1)(u− n+ 1) . . . tn,π(n)(u).

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ó îâîì ñëó÷àjó

Y (sln) ∼= Y (n)/(qdet = 1).

Ñïîìåíèìî jîø äà Y (n) èìà ñòðóêòóðó Õîïôîâå àëãåáðå, äàòó àíàëîãíî êàî
íà àëãåáðàìà ðåãóëàðíèõ ôóíêöèjà, òj. êîìíîæå»å è êîjåäèíèöà ñó äàòè
ñà:

∆(T (u)) = T (u)⊗ T (u), ε(T (u)) = 1,

è àíòèïîä jå äàò ñà:
S(T (u)) = T (u)−1.

Äà áè äîáèëè çàíèì§èâà ñâîjñòâà Jàíãèjàíà, óãëàâíîì jå íåîïõîäíî êîðèñ-
òèòè âèøå îä jåäíå îä äàòèõ ðåàëèçàöèjà. Êàî øòî jå ñïîìåíóòî, äðóãà èìà
ïðåäíîñò øòî jå ó »îj î÷èãëåäíî äà jå êëàñè÷àí ëèìåñ Jàíãèjàíà ïðîñòîð
ïðåñëèêàâà»à äîê ó îñòàëèìà èìàìî åêñïëèöèòíî çàäàòî êîìíîæå»å. Ïîñ-
ìàòðàjìî ñàä ïðâè ðåçóëòàò, êîjè ïðåäñòàâ§à êâàíòíè àíàëîã jåäíîïàðàìå-
òàðñêå ãðóïå àóòîìîðôèçàìà g[u] äàò ñà u→ u+ a.

Ñòàâ 6.1. Ïîñòîjè jåäíîïàðàìåòàðñêà ôàìèëèjà àóòîìîðôèçàìà Õîïôî-
âèõ àëãåáðè τa îä Y (g) ãäå jå a ∈ C äàòà ñà:

τa(Hi,r) =

r∑
s=0

(
r

s

)
ar−sHi,s, τa(X±i,r) =

r∑
s=0

(
r

s

)
ar−sX±i,s.

Äîêàç. Äåôèíèøèìî ïðâî τa ó òåðìèíèìà ïðâå ðåàëèçàöèjå ãäå áè íàjëî-
ãè÷íèjè êâàíòíè àíàëîã áèî:

τa(x) = x, τa(J(x)) = J(x) + ax, x ∈ g.

Ëàêî ñå âèäè äà jå îâà äåôèíèöèjà êîíçèñòåíòíà ñà äåôèíèöèjàìà è ñòðóê-
òóðîì Õîïôîâå àëãåáðå äàòå ó ïðâîj ðåàëèçàöèjè. Îñòàjå äà ñå ïîêàæå
äà £å âàæèòè ôîðìóëà èç ñòàâà, øòî £åìî ïîêàçàòè èíäóêöèjîì. Äàêëå,
òàäà çà r = 0 è 1 ñëåäè èç äåôèíèöèjå, äîê ñå èíäóêòèâíè êîðàê äîêàçójå
êîðèø£å»åì ðåëàöèjà:

X±i,r+1 = ±1

2
[Hi,1, X

±
i,r]−

1

2
di(Hi,0X

±
i,r +X±i,rHi,0),

Hi,r+1 = [X+
i,r+1, X

−
i,0].

Ïðèìåòèìî äà ïðîâåðîì íà ãåíåðàòîðèìà ó ïðâîj ðåàëèçàöèjè âàæè:
S2 = τ 1

2 c
.

Äîñàäà íèñìî êîðèñòèëè ÷è»åíèöó äà jå Uh(g[u]) ãðàäóèñàíà àëãåáðà,
øòî ñå çàïðàâî èçãóáèëî ñòàâ§à»åì äà jå h = 1, ïîøòî jå h èìàî ïîçèòèâàí
ñòåïåí. Èïàê âàæè:
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Ñòàâ 6.2. Jàíãèjàí Y (g) èìà ñòðóêòóðó ôèëòðèðàíå àëãåáðå, òàêâó äà jå
ïðèäðóæåíà ãðàäóèñàíà àëãåáðà U(g[u]).

Äîêàç. Êîðèø£å»åì äðóãå ðåàëèçàöèjå, íåêà jå Y (g)r çà r ∈ N ëèíåàðíè
îìîòà÷ íàä ñâèì ìîíîìèìà íàä ãåíåðàòîðèìà X±i,s, Hi,s çà êîjå jå ñóìà èí-
äåêñà s íàjâèøå r. Òàäà jå î÷èãëåäíî Y (g)r ⊂ Y (g)r+1 êàî è Y (g)rY (g)s ⊂
Y (g)r+s.

Ïðèäðóæåíà ãðàäóèñàíà àëãåáðà èìà èñòå ãåíåðàòîðå X±i,r, Hi,r êîjå çà-
äîâî§àâàjó èñòå ðåëàöèjå êàî ó òåîðåìè 6.2, ñà òèì øòî ñó äåñíå ñòðàíå îä
(26) è (28) çàìå»åíå ñà 0. Íèjå òåøêî âèäåòè äà ñå òàä äîáèjà U(g[u]).

Ïîñëåäèöà 6.1. Öåíòàð Jàíãèjàíà Y (g) ñå ñàñòîjè îä ñêàëàðíèõ óìíîæàêà
jåäèíèöå.

Äîêàç. Íåêà jå z åëåìåíò öåíòðà Y (g), è òàäà jå ïî ïðåòõîäíîì ñòàâó z ∈
Y (g)r\Y (g)r−1. Îïåò ïî èñòîì ñòàâó z îäãîâàðà íåêîì íå-íóëà åëåìåíòó
öåíòðà U(g[u]) ñòåïåíà r, ìå¢óòèì ïîçíàòî jå äà U(g[u]) èìà òðèâèjàëàí
öåíòàð, ïà äàêëå ìîðà áèòè r = 0.

Ñïîìåíèìî jîø ó êðàòêèì öðòàìà PBW áàçó Jàíãèjàíà. Íàjî÷èãëåäíèjà
PBW áàçà çà U(g[u]) ñå ñàñòîjè îä óðå¢åíèõ ìîíîìà íàä åëåìåíòèìà X±β u

r,

Hiu
r ãäå jå i = 1 . . . n, β ∈ ∆+, r ∈ N. Äàêëå, äà áè êîíñòðóèñàëè PBW çà

Y (g) ìîðàìî äåôèíèñàòè êâàíòíå àíàëîãå çà X±β u
r. Êîðåíè âåêòîðè X±β ó

g ñå äåôèíèøó ïðåêî ïðîñòèõ êîðåíèõ âåêòîðà X±i ôîðìóëàìà îáëèêà:

X±β = c[X±i1 , [X
±
i2
, . . . [X±ik−1

, X±ik ] . . .]]

ãäå jå c íå-íóëà êîìïëåêñàí áðîj. Çà ñâàêî r ∈ N è k ≥ 1 èçàáåðèìî
ðàçáèjà»å r = r1 + . . .+ rk è äåôèíèøèìî:

X±β,r = c[X±i1,r1 , [X
±
i1,r1

, . . . [X±ik−1,rk−1
, X±ik,rk ] . . .]].

Ìîæå ñå ïîêàçàòè:

Ñòàâ 6.3. Èçàáåðèìî ëèíåàðíî óðå¢å»å íà ñêóïó:

Σ = {X±β,r}β∈∆+,r∈N ∪ {Hi,r}i=1...n,r∈N

Òàäà, ñêóï ñâèõ óðå¢åíèõ ìîíîìà íàä åëåìåíòèìà èç Σ ÷èíè áàçó âåêòîð-
ñêîã ïðîñòîðà Y (g).

Ïðèìåòèìî äà îäàâäå ñëåäè äà jå Uh(g[u]) ∼= U(g[u])[[h]], îäàêëå ñëåäè äà
jå Uh(g[u]) çàèñòà äåôîðìàöèjà îä g[u].

6.2 Ðåïðåçåíòàöèjå Jàíãèjàíà

Ó îâîì îäå§êó £åìî îïèñàòè êîíà÷íîäèìåíçèîíå ðåïðåçåíòàöèjå Jàíãè-
jàíà, êîjå £å ñå èñïîñòàâèòè äà ñó àíàëîãíå êëàñè÷íîj òåîðèjè ðåïðåçåíòàöèjà
g ó òåðìèíèìà íàjâå£èõ òåæèíà.

Íåêà ñó hi,r, çà i = 1, . . . , n r ∈ N êîìïëåêñíè áðîjåâè, çàjåäíî îçíà÷åíè
ñà h. Àêî jå V Y (g) - ìîäóë, »åãîâ òåæèíñêè ïðîñòîð jå:

Vh = {v ∈ V |Hi,rv = hi,rv, i = 1, . . . , n r ∈ N}.
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Ïðèìèòèâíè âåêòîð ó V jå âåêòîð v(6= 0) ∈ Vh çà íåêî h, òàêàâ äà jåX+
i,rv = 0

çà ñâå i è r. Êàæåìî äà jå V ìîäóë íàjâå£å òåæèíå, ñà íàjâå£îì òåæèíîì h

àêî jå V = Y (g)v çà íåêè ïðèìèòèâíè âåêòîð v ∈ Vh.
Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì Õîïôîâèõ àëãåáðè ı : U(g) →

Y (g) äàò ñà ı(x) = x. Ó ïðèíöèïó, ñâàêó ðåïðåçåíòàöèjó îä Y (g) ìîæåìî
ïîñìàòðàòè êàî ðåïðåçåíòàöèjó îä g.

Ñòàâ 6.4. Ñâàêè êîíà÷íîäèìåíçèîíè Y (g) - ìîäóë V jå ìîäóë íàjâå£å òå-
æèíå.

Êàêî £åìî ñêèöèðàòè äîêàç ñëè÷àí îâîì çà àôèíå àëãåáðå, îâàj äîêàç
£åìî ïðåñêî÷èòè.

Ñëåäå£à òåîðåìà ñå îäíîñè íà äîíåêëå ñóïðîòíî ïèòà»å, òj. êîjè ìîäóëè
íàjâå£å òåæèíå ñó êîíà÷íîäèìåíçèîíè. Òà÷íèjå:

Òåîðåìà 6.3. Èðåäóöèáèëíè Y (g) - ìîäóë V (h) íàjâå£å òåæèíå h jå êî-
íà÷íîäèìåíçèîíè àêêî ïîñòîjå ïîëèíîìè Pi ∈ C[u] òàêâè äà:

Pi(u+ di)

Pi(u)
= 1 +

∞∑
r=0

hi,ru
−r−1.

Äîêàç îâå òåîðåìå jå òåõíè÷êè çàõòåâàí, ïà ãà íå£åìî íàâîäèòè.
Ïðèìåòèìî äà òåæèíà h îäðå¢ójå ïîëèíîìå Pi äî íà óìíîæàê ñêàëàðîì.

Äàêëå, ïî ïðåòõîäíå äâå òåîðåìå, ñâå êîíà÷íîäèìåíçèîíå èðåäóöèáèëíå
ðåïðåçåíòàöèjå Y (g) ñó ïàðàìåòðèçîâàíå n-òîðêàìà ìîíè÷íèõ ïîëèíîìà.

Íåêà jå λ jåäèíñòâåíà íàjâå£à òåæèíà îä V (h) ïîñìàòðàíîã êàî g - ìîäóë.
Êîðèø£å»åì èçîìîðôèçìà ϕ èç òåîðåìå 6.2, âèäèìî äà jå hi,0 = diλ(Hi).
Ñà äðóãå ñòðàíå âèäèìî äà jå hi,0 = di deg(Pi). Äàêëå, deg(Pi) = λ(Hi).

Íàðàâíî, íàjïðîñòèjå íàjâå£å òåæèíå ñó îíå çà êîjå ñó äàòè ïîëèíîìè
íàjìà»åã ñòåïåíà. Ðå£è£åìî äà jå êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäóöèáèëíà ðåïðå-
çåíòàöèjà îä Y (g) ôóíäàìåíòàëíà, àêî ñó ïðèäðóæåíè ïîëèíîìè îáëèêà:

Pj(u) =

{
1 j 6= i

u− a j = i

Äàòó ôóíäàìåíòàëíó ðåïðåçåíòàöèjó îçíà÷àâàìî ñà V (λi, a) ãäå jå λi jåäèíñ-
òâåíà ìàêñèìàëíà òåæèíà îä V ïîñìàòðàíîã êàî g - ìîäóë.

Äàòè íàçèâ îájàø»àâà ñëåäå£è:

Ñòàâ 6.5. Íåêà ñó V è W êîíà÷íîäèìåíçèîíè Y (g) - ìîäóëè, è íåêà ñó
v ∈ V è w ∈W ïðèìèòèâíè âåêòîðè êîjè îäãîâàðàjó òåæèíàìà hV è hW .
Òàäà jå v ⊗ w ïðèìèòèâíè âåêòîð ó V ⊗W êîjè îäãîâàðà òåæèíè hV⊗W
ãäå jå

Pi,V⊗W = Pi,V Pi,W

è îäãîâàðàjó£å òåæèíå ñó ïîâåçàíå ñà îäãîâàðàjó£èì ìîíè÷íèì ïîëèíîìèìà
êàî ó òåîðåìè 6.3.

Îäàâäå ñëåäè:

Ïîñëåäèöà 6.2. Ñâàêà èðåäóöèáèëíà êîíà÷íîäèìåíçèîíà ðåïðåçåíòàöèjà
Y (g) jå èçîìîðôíà êâîöèjåíòó òåíçîðñêîã ïðîèçâîäà ôóíäàìåíòàëíèõ ðåï-
ðåçåíòàöèjà.
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Äîêàç. Íåêà jå V (h) êîíà÷íîäèìåíçèîíè ìîäóë ñà ïðèäðóæåíèì ïîëèíîìè-
ìà Pi, i = 1, . . . , n. Íåêà ñó ai1, ai2, . . . íóëå ïîëèíîìà Pi ïîðå¢àíå ó íåêîì
ðåäîñëåäó, ðà÷óíàjó£è âèøåñòðóêîñòè. Ïî ïðåòõîäíîì ñòàâó, òåíçîðñêè
ïðîèçâîä v âåêòîðà íàjâå£å òåæèíå ó ôóíäàìåíòàëíèì ðåïðåçåíòàöèjàìà
V (λ1, a11), V (λ1, a12), . . . , V (λn, an1), . . . jå ïðèìèòèâíè âåêòîð òåæèíå h.

Äàêëå, V (h) jå êâîöèjåíò îä ïîäìîäóëà Y (g)v - ìîäóëà
⊗
ij

V (λi, aij).

Òàêî¢å î÷èãëåäíî jå:

Ïîñëåäèöà 6.3. Íåêà ñó V è W èðåäóöèáèëíè êîíà÷íîäèìåíçèîíè Y (g) -
ìîäóëè è ïðåòïîñòàâèìî äà jå è V ⊗W òàêî¢å èðåäóöèáèëàí. Òàäà:

1) Ïîëèíîìè Pi,V⊗W , Pi,V è Pi,W ïðèäðóæåíè ìîäóëèìà V ⊗W,V è W ñó
ïîâåçàíè ñà Pi,V⊗W = Pi,V Pi,W .

2) V ⊗W è W ⊗ V ñó èçîìîðôíè êàî Y (g) - ìîäóëè.

Íàïîìåíèìî jîø äà çàê§ó÷àê 2) ïðåòõîäíå ïîñëåäèöå íå âàæè ó îïøòåì
ñëó÷àjó, à ñàìèì òèì Y (g) íèjå êâàçèòðîóãàîíà, ÷àê íè ó òîïîëîøêîì ñìèñëó.

6.3 Êâàíòíå àôèíå àëãåáðå

Êâàíòíå àôèíå àëãåáðå ñó äàêëå Êàö-Ìóäèjåâå àëãåáðå ÷èjà jå ãåíåðà-
ëèñàíà Êàðòàíîâà ìàòðèöà àôèíîã òèïà, ïà áè ñå îíå ìîãëå ðåàëèçîâàòè
èñòî êàî è ïðîñòå Ëèjåâå àëãåáðå, ñà äîäàòêî jîø jåäíîã åëåìåíòà, òj. îíå
ïðåäñòàâ§àjó íàjjåäíîñòàâíèjå áåñêîíà÷íîäèìåíçèîíå Êàö-Ìóäèjåâå àëãåáðå.
Ñàìèì òèì âå£ èìàìî jåäíó ðåàëèçàöèjó êâàíòíèõ àôèíèõ àëãåáðè.

Òàêî¢å, àôèíå Ëèjåâå àëãåáðå g̃ ñå ìîãó ðåàëèçîâàòè êàî öåíòðàëíî
ðàøèðå»å (ñà jåäíîäèìåíçèîíèì öåíòðîì) àëãåáðå ïåò§è L(g) = g[u, u−1]
ãäå jå u íåïîçíàòà. Ïðèìåòèìî äà ñå L(g) ìîæå ïîñìàòðàòè êàî ïðîñòîð
Ëîðàíîâèõ ïîëèíîìà C× → g. Àíàëîãíî êàî è ó ñëó÷àjó Jàíãèjàíà, è
îâäå èìàìî äðóãó ðåàëèçàöèjó êîjà áëèæå îïèñójå äà ñå ðàäè î ïðîñòîðó
ïðåñëèêàâà»à. Ó îâîì ñëó÷àjó ðàäè£åìî ñà ñïåöèjàëèçàöèjîì Uq(g̃) óìåñòî
ñà Uh(g̃). Âàæè:

Òåîðåìà 6.4. Íåêà jå g̃ àôèíà Ëèjåâà àëãåáðà äîäå§åíà êîíà÷íîäèìåíçèîíîj
êîìïëåêñíîj ïðîñòîj Ëèjåâîj àëãåáðè g. Ñòàíäàðäíà êâàíòèçàöèjà Uq(g̃)
îä g̃, èç äåôèíèöèjå 5.7, jå èçîìîðôíà êàî àëãåáðà íàä C[q] àëãåáðè Aq ñà
ãåíåðàòîðèìà C±1/2,K±1

i ,Hi,r, 1 ≤ i ≤ n, r ∈ Z\{0} è X±i,r, 1 ≤ i ≤
n, r ∈ Z è ñëåäå£èì ðåëàöèjàìà:

KiK−1
i = K−1

i Ki = 1, C1/2C−1/2 = 1,

C±1/2 ñó öåíòðàëíè,

[Ki,Kj ] = [Ki,Hj,r] = 0,

[Hi,r,Hj,s] = δr,−s
1

r
[raij ]qi

Cr − C−r

qj − q−1
j

,

KiX±j,rK
−1
i = q

±aij
i X±j,r,

[Hi,r,X±j,s] = ±1

r
[raij ]qiC∓|r|/2X±j,r+s,
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X±i,r+1X
±
j,s − q

±aij
i X±j,sX

±
i,r+1 = q

±aij
i X±i,rX

±
j,s+1 −X

±
j,s+1X

±
i,r,

[X+
i,r,X

−
j,s] = δi,j

C(r−s)/2Φ+
i,r+s − C−(r−s)/2Φ−i,r+s

qi − q−1
i

,

∑
π∈Σm

m∑
k=0

(−1)k
[
m
k

]
qi

X±i,rπ(1)
. . .X±i,rπ(k)

X±j,sX
±
i,rπ(k+1)

. . .X±i,rπ(m)
= 0, i 6= j,

çà ñâå íèçîâå öåëèõ áðîjåâà r1, . . . , rm ãäå jå m = 1− aij à åëåìåíòè Φ±i,r ñó
îäðå¢åíè èçjåäíà÷àâà»åì êîåôèöèjåíàòà óç ñòåïåíå u ó ôîðìàëíèì ñòå-
ïåíèì ðåäîâèìà:

∞∑
r=0

Φ±i,±ru
±r = K±1

i exp(±(qi − q−1
i )

∞∑
s=1

Hi,±su±s).

Íåêà jå θ =
∑
i

miαi íàjâèøè êîðåí îä g, íåêà jå qθ = qi àêî jå θ êîíjóãîâàí

ñà αi (ïîä äåjñòâîì Âåjëîâå ãðóïå), è íåêà jå Kθ =

n∏
i=1

Kmii . Ïðåòïîñòàâèìî

äà jå êîðåíè âåêòîð X
+

θ îä g èçðàæåí ïðåêî ïðîñòèõ êîðåíèõ âåêòîðà êàî:

X
+

θ = λ[X
+

i1 , [X
+

i2 , . . . , [X
+

ik
, X

+

ij ] . . .]]

çà íåêî λ ∈ C. Äåôèíèøèìî ïðåñëèêâà»å ω±i : Uq(g̃)→ Uq(g̃) ñà

ω±i (a) = X±i,0a−K
±1
i aK∓1

i X
±
i,0

Òàäà ïîñòîjè èçîìîðôèçàì C(q) àëãåáðè f : Uq(g̃) → Aq äåôèíèñàí íà
ãåíåðàòîðèìà ñà:

f(K0) = CK−1
θ , f(Ki) = Ki, f(X±i ) = X±i,0 i = 1, . . . n,

f(X+
0 ) = µω−i1 . . . ω

−
ik

(X−j,1)K−1
θ , f(X−0 ) = λKθω+

i1
. . . ω+

ik
(X+

j,−1).

Ãäå jå µ ∈ C îäðå¢åí óñëîâîì

[X+
0 , X

−
0 ] =

K0 −K−1
0

qθ − q−1
θ

.

Âåçàíî çà îâó òåîðåìó, íàïîìåíèìî:
1) Ðåàëèçàöèjà êîjà jå ñëè÷íèjà ðåàëèçàöèjè Jàíãèjàíà (è îäíîñè ñå íà Uh(g̃))
ñå äîáèjà óêîëèêî ñå ãåíåðàòîðè Ki è C1/2 çàìåíå ñà Hi,0 è c/2 à òðå£à è
ïåòà ðåëàöèjà çàìåíè ñà:

[Hi,0,Hj,r] = 0, [Hi,0,X±j,r] = ±diaijX±j,r.

Îñòàëå ðåëàöèjå îñòàjó èñòå, îñèì øòî qi òðåáà çàìåíèòè ñà edih è C1/2 ñà
ehc/2.
2) Ñòàâ§à»å

deg(Ki) = deg(C) = 0, deg(Hi,r) = deg(X±i,r) = r, deg(q) = 0,

ñíàáäåâà Uq(g̃) ñòðóêòóðîì ãðàäóèñàíå àëãåáðå.
Øòî ñå PBW áàçå òè÷å, èç ïðåòõîäíå òåîðåìå ñëåäè:
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Ïîñëåäèöà 6.4. Íåêà jå e ∈ C× òðàíñöåäåíòàí áðîj, è íåêà ñó U±e è U0
e

ïîäàëãåáðå îä Ue(g̃) ãåíåðèñàíå ñà åëåìåíòèìà X±i,r îäíîñíî C±1/2,K±1
i ,Hi,r

çà ñâå i, r. Òàäà jå
Ue(g̃) = U−e U

0
eU

+
e .

6.4 Êîíà÷íîäèìåíçèîíå ðåïðåçåíòàöèjå

Ó îâîì îäå§êó ïðåòïîñòàâ§àìî äà jå e ∈ C× òðàíñöåäåíòàí.
Ðå£è£åìî äà jå ðåïðåçåíòàöèjà V îä Ue(g̃) òèïà 1 àêî ãåíåðàòîðè K0, . . .,

Kn äåëójó ïîëóïðîñòî íà V , ñà ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà êîjå ñó öåëîáðîjíè
ñòåïåíè îä e, è àêî C1/2 äåëójå êàî 1 íà V . Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjè 2n+1

àóòîìîðôèçàìà C(q) àëãåáðè îä Ue(g̃) äàòèõ íà ãåíåðàòîðèìà ñà:

Ki → σKi, X+
i → σX+

i , X−i → X−i , (30)

çà áèëî êîjè èçáîð çíàêîâà σ0, . . . σn ∈ {±1}. Òàêî¢å êîðèñòè£åìî àóòîìîð-
ôèçìå îáëèêà:

C1/2 → −C1/2, X±i,r → (−1)rX±i,r, Ki → Ki, Hi,r → Hi,r. (31)

Ñòàâ 6.6. 1) Ñâàêà êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà V
îä Ue(g̃) ìîæå ñå äîáèòè îä ðåïðåçåíòàöèjå òèïà 1 ïðèìåíîì íåêîã îä
àóòîìîðôèçàìà (30) è (31).
2) Ñâàêà êîíà÷íîäèìåíçèîíà ðåïðåçåíòàöèjà òèïà 1, V îä Ue(g̃) ñàäðæè
íå-íóëà âåêòîð v êîjè ïîíèøòàâàjó X+

i,r çà ñâàêî i, r, è îí jå èñòîâðåìåíî

ñîïñòâåíè âåêòîð çà ñâå åëåìåíòå îä U0
e .

Äîêàç. Íåêà jå
V 0 = {v ∈ V |X+

i,rv = 0}

çà ñâàêî i è r. Ïðåòïîñòàâèìî ñóïðîòíî, òj. äà jå V 0 = 0, è íåêà jå ω
çàjåäíè÷êè ñîïñòâåíè âåêòîð çà K1, . . .Kn. Òàäà, ïî ïðåòïîñòàâöè, ïîñòîjè
áåñêîíà÷íî ìíîãî èíäåêñà (ik, rk), k = 1, 2, . . . òàêâèõ äà ñó âåêòîðè ω,
X+
i1,r1

ω, X+
i2,r2
X+
i1,r1

ω . . . ðàçëè÷èòè îä íóëà âåêòîðà. Ìå¢óòèì, ïîøòî îâè
âåêòîðè èìàjó ðàçëè÷èòå òåæèíå ó îäíîñó íà äåjñòâî Ue(g) îíè ñó ëèíåàðíî
íåçàâèñíè, øòî ïðîòèâóðå÷è êîíà÷íîäèìåíçèîíàëíîñòè ïðîñòîðà V .

Íåêà jå 0 6= v ∈ V 0. Ïîñìàòðàjìî ïîäàëãåáðó Uei(sl2(C)) îä Ue(g̃)
ãåíåðèñàíó ñà åëåìåíòèìà X±i è K±1

i . Òàäà ñå ìîæå ïîêàçàòè äà jå

Kiv = σiq
siv, i = 0, 1, . . . , n

çà íåêå σi = ±1 è si ∈ Z ãäå jå s0 ≤ 0, s1, . . . , sn ≥ 0. Òàäà

Cv = σ0

n∏
i=1

σmii qs0+
∑n
i=1misiv.

Ñà äðóãå ñòðàíå, àêî ïîñìàòðàìî V êàî ðåïðåçåíòàöèjó Uei(sl2(C)) ïðåêî
õîìîìîðôèçìà Uei(sl2(C))→ Ue(g̃) äàòîã ñà:

X±1 → X
±
i,±r, K1 → CrKi, i = 1, . . . , n, r ∈ Z
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âèäèìî äà ìîðà áèòè:

r(s0 +

n∑
i=1

misi) + si ≥ 0

çà ñâå r ∈ Z îäàêëå ñëåäè äà jå s0 +

n∑
i=1

misi = 0, ïà ñàìèì òèì è

Cv = σ0

n∏
i=1

σmii v.

Êîðèø£å»åì àóòîìîðôèçàìà (30), ìîæåìî ïðåòïîñòàâèòè äà jå σi = 1
îäàêëå jå Cv = v. Êàêî jå V èðåäóöèáèëàí, òî ìîðà áèòè C1/2 = 1 èëè
C1/2 = −1, ãäå ñå îïåò äðóãè ñëó÷àj ðåøàâà êîðèø£å»åì àóòîìîðôèçàìà
(31), øòî äîêàçójå 1).

Àêî jå V òèïà 1, òàäà âèäèìî èç ðåëàöèjà òåîðåìå 6.4 äà åëåìåíòè îä
U0
e äåëójó íà V êàî êîìóòèðàjó£è îïåðàòîðè, êàî è äà ÷óâàjó V 0. Áèëî

êîjè çàjåäíè÷êè ñîïñâåíè âåêòîð v ∈ V 0 çà äåjñòâî U0
e çàäîâî§àâà óñëîâå èç

2).

Äàêëå, ïðîó÷àâà»å êîíà÷íîäèìåíçèîíèõ èðåäóöèáèëíèõ ðåïðåçåíòàöèjà
îä Ue(g̃) ñå ñâîäè íà ïðîó÷àâà»å ðåïðåçåíòàöèjà êâàíòíèõ àëãåáðà ïåò§è
Uq(L(g)), êîjå áè ñå äîáèjå ñå÷å»åì ïî èäåàëó ãåíåðèñàíèì ñà C1/2 − 1.

Äåôèíèöèjà 6.3. Çà ðåïðåçåíòàöèjó V òèïà 1 îä Ue(L(g)) êàæåìî äà jå
ïñåóäî íàjâå£å òåæèíå àêî jå ãåíåðèñàíà âåêòîðîì v0 êîãà àíóëèðàjó X+

i,r

è êîjè jå èñòîâðåìåíè ñîïñòâåíè âåêòîð çà Ki è Hi,r, i = 1, . . . , n r 6= 0.
Êàêî jå òàäà Φ±i,rv0 = φ±i,rv0, çà êîëåêöèjó êîìïëåêñíèõ áðîjåâà φ

±
i,r îçíà÷åíó

ñà φ êàæåìî äà jå ïñåóäî íàjâå£à òåæèíà.

Èç äîêàçà ñòàâà 6.6 âèäèìî äà âàæè:

Ïîñëåäèöà 6.5. Ñâàêà êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà
V òèïà 1 îä Ue(L(g)) jå ïñåóäî íàjâå£å òåæèíå.

Ñëåäå£à òåîðåìà jå àíàëîãèjà òåîðåìå 6.3.

Òåîðåìà 6.5. Íåêà jå V êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà
îä Ue(L(g)) òèïà 1, íåêà jå v0 âåêòîð ïñåóäî íàjâå£å òåæèíå ó V , è
íåêà ñó φ±i,r ∈ C çà i = 1, . . . , n, r ∈ Z êàî ó äåôèíèöèjè 6.3. Òàäà
ïîñòîjå jåäèíñòâåíè ìîíè÷íè ïîëèíîìè Pi,V ∈ C[u], i = 1, . . . , n ñà íå-íóëà
êîíñòàíòíèì ÷ëàíîì, òàêâè äà jå:

∞∑
r=0

φ+
i,ru

r = q
deg(Pi,V )
i

Pi,V (q−2
i u)

Pi,V (u)
=

∞∑
r=0

φ−i,−ru
−r

ó ñìèñëó äà ñó ëåâà è äåñíà ñòðàíà jåäíàêîñòè Ëîðàíîâè ðàçâîjè ñðåä»åã
÷ëàíà ó îêîëèíè 0 è ∞. Òàêî¢å, çà ñâàêó n-òîðêó (Pi) ìîíè÷íèõ ïîëèíîìà
ñà íå - íóëà êîíñòàíòíèì ÷ëàíîâèìà ïîñòîjè êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäó-
öèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà îä Ue(L(g)) òèïà 1 òàêâà äà âàæè ïðåòõîäíà
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jåäíàêîñò. Äà§å, àêî ñó V è W êîíà÷íîäèìåíçèîíå ðåïðåçåíòàöèjå òèïà
1 îä Ue(L(g)) òàêâå äà jå V ⊗W èðåäóöèáèëíà, òàäà jå

Pi,V⊗W = Pi,V Pi,W

Ñïåöèjàëíî, âàæè V ⊗W ∼= W ⊗ V .

Èç èñòîã ðàçëîãà êàî ó ñëó÷àjó Jàíãèjàíà, íå£åìî íàâîäèòè äîêàç îâå
òåîðåìå. Èñòî êàî çà Jàíãèjàíå, ïîñëåä»è çàê§ó÷àê òåîðåìå íå âàæè ó
îïøòåì ñëó÷àjó.

Îïåò, èñòî êàî ó ñëó÷àjó jàíãèãjàíà, êàæåìî äà ñó êîíà÷íîäèìåíçèîíå
èðåäóöèáèëíå ðåïðåçåíòàöèjå òèïà 1 ôóíäàìåíòàëíå àêî ñó ïðèäðóæåíè
ïîëèíîìè äàòè ñà:

Pj(u) =

{
1 j 6= i

u− a j = i

è äàòó ðåïðåçåíòàöèjó £åìî îçíà÷èòè ñà V (λi, a).

6.5 Åâàëóàöèîíå ðåïðåçåíòàöèjå

Ïðèñå£àjó£è ñå ÷è»åíèöå äà jå àôèíà àëãåáðà çàïðàâî ñêóï ïîëèíîìñêèõ

ïðåñëèêàâà»à, è äà åëåìåíòè X±i,r èìàjó çà êëàñè÷àí ëèìåñ X
±
i u

r, ìîãëè
áè î÷åêèâàòè äà ïîñòîjè êâàíòíà àíàëîãèjà õîìîìîðôèçìà Ue(L(g)) ó Ue(g)
êîjè äàêëå ñëèêà ïîëèíîìñêó ôóíêöèjó ó »åíó âðåäíîñò ó íåêîj òà÷êè. Äàòè
õîìîìîðôèçàì íå ïîñòîjè çà ñâàêî g è ìè £åìî ïîñìàòðàòè ñëó÷àj g =
sln+1(C) ó êîì £å îí óçèìàòè âðåäíîñòè ó ñêóïó âå£åì îä Ue(sln+1(C))

Ôèêñèðàjìî êâàäðàòíè êîðåí e1/2 îä e è íåêà jå:

[u, v]e1/2 = e1/2uv − e−1/2vu.

Äåôèíèöèjà 6.4. Ue(gln+1(C)) jå àñîöèjàòèâíà àëãåáðà íàä C îäðå¢åíà
ãåíåðàòîðèìà x±i , i = 1, . . . , n è t±r , 0, 1, . . . , n è ðåëàöèjàìà:

trt
−1
r = 1 = t−1

r tr,

trts = tstr,

trx
±
i t
−1
r = eδr,i−1−δr,ix±i ,

[x±i , [x
±
j , x

±
i ]e1/2 ]e1/2 = 0, |i− j| = 1,

[x±i , x
±
j ] = 0, |i− j| > 1,

[x+
i , x

−
j ] = δi,j

ki − k−1
i

e− e−1
,

ãäå jå ki = ti−1t
−1
i .

Ïîñòîjè ñòðóêòóðà Õîïôîâå àëãåáðå íà Ue(gln(C)) äàòà êàî ó äåôèíèöèjè
5.9. çàjåäíî ñà:

∆(tr) = tr ⊗ tr, S(tr) = t−1
r , ε(tr) = 1.

Ïðèìåòèìî äà ïîñòîjè õîìîìîðôèçàì Õîïôîâèõ àëãåáðè Ue(sln(C)) →
Ue(gln(C) äàò ñà:

X±i → x±i , Ki → ki.
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Ñòàâ 6.7. Çà ñâàêî a ∈ C ïîñòîjå jåäèíñòâåíè õîìîìîðôèçìè àëãåáðè eva
è eva èç Ue(L(sln+1(C))) ó Ue(gln+1(C)) òàêâè äà jå:

eva(X±i ) = x±i = eva(X±i ),

eva(K0) = (k1 . . . kn)−1 = eva(K0),

eva(X±0 ) = (±1)n−1e∓(n+1)/2a±1[x∓n , [x
∓
n−1 . . . [x

∓
2 , x

∓
1 ]e1/2 . . .]e1/2(t0tn)±1,

eva(X±0 ) = (±1)n−1e∓(n+1)/2a±1[x∓1 , [x
∓
2 . . . [x

∓
n−1, x

∓
n ]e1/2 . . .]e1/2(t0tn)∓1.

Äîêàç jå äèðåêòíà ïðîâåðà îäãîâàðàjó£èõ ÷è»åíèöà. Ñïîìåíèìî jîø äà
eva è ev

a íèñó õîìîìîðôèçìè Õîïôîâèõ àëãåáðè.
Ôèêñèðàjìî (n+1)-âè êîðåí e1/(n+1) îä e. Ðå£è£åìî äà jå ðåïðåçåíòàöèjà

W îä Ue(gln+1(C)) òèïà 1 àêî âàæè:

1)W jå ðåïðåçåíòàöèjà òèï 1 ïîñìàòðàí êàî ðåïðåçåíòàöèjà îä Ue(sln+1(C)),

2) tr äåjñòâójó ïîëóïðîñòî íà W ñà ñîïñòâåíèì âðåäíîñòèìà êîjå ñó öåëîá-
ðîjíè ñòåïåíè îä e1/(n+1),

3) t0t1 . . . tn äåjñòâójå íà W êàî èäåíòèòåò.

Íèjå òåøêî âèäåòè äà ïîñòîjè åêâèâàëåíöèjà èçìå¢ó ðåïðåçåíòðàöèjà òèïà
1 îä Ue(sln+1(C)) è ðåïðåçåíòàöèjà òèïà 1 îä Ue(gln+1(C)). Äàêëå àêî
èìàìî ðåïðåçåíòàöèjó òèïà 1 îä Ue(sln+1(C)) ìîæåìî jå ïîñìàòðàòè êàî
ðåïðåçåíòàöèjó òèïà 1 îä Ue(gln+1(C)). Äà§å íåêà ñó Wa è W

a ïóëáåêîâè
îä W ïðè õîìîìîðôèçìèìà eva è ev

a. Äîáèjåíå ðåïðåçåíòàöèjå íàçèâàìî
åâàëóàöèîíå ðåïðåçåíòàöèjå. Ïîñìàòðàjìî íàjjåäíîñòàâíèjè ïðèìåð äàòå
ñèòóàöèjå:

Ïðèìåð 6.1. Íåêà jå a ∈ C×, r ∈ N è íåêà jå W = Ve(r) ñòàíäàðäíà
r + 1-äèìåíçèîíà ðåïðåçåíòàöèjà òèïà 1 îä Ue(sl2(C)). Ó ñòàíäàðäíîj áàçè
{v0, . . . , vn} äåjñòâî Ue(gl2(C)) íà Ve(r) jå äàòî ñà:

t0vp = e(r−2p)/2vp, t1vp = e−(r−2p)/2vp,

x+
1 vp = [r − p+ 1]evp−1, x−1 vp = [p+ 1]evp+1.

Ìîæå ñå ïîêàçàòè äà jå ïîëèíîì ïðèäðóæåí ðåïðåçåíòàöèjè Ve(r)a:

P1(u) =

r∏
p=1

(u− a−1e2p−r−1).

6.6 Ðàöèîíàëíà è òðèãîíîìåòðèjñêà ðåøå»à êâàíòíå

Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå

Âèäåëè ñìî äà Jàíãèjàíè è êâàíòíå àôèíå àëãåáðå íèñó êâàçèòðîóãàîíå,
÷àê íè ó òîïîëîøêîì ñìèñëó. È ïîðåä òîãà ó îâîì îäå§êó âèäå£åìî äà îíå
èïàê ãåíåðèøó ðåøå»à Jàíã-Áàêñòåðîâå jåäíà÷èíå.
Ñåòèìî ñå äà ñå íà g[u] óâîäèî êî - êîìóòàòîð êàî

δ(f)(u, v) = (adf(u) ⊗ id+ id⊗ adf(v))
t

u− v
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è äîáèjåíà áèàëãåáðà, èàêî jå áèëà äîáðî äåôèíèñàíà, íèjå ñëåäèëî äà
jå êâàçèòðîóãàîíà jåð åëåìåíò t

u−v íèjå åëåìåíò àëãåáàðñêîã òåíçîðñêîã
ïðîèçâîäà.

Èïàê, íåêà jå λ íåïîçíàòà è g[u]((λ−1)) ïðîøèðå»å Ëèjåâå àëãåáðå g[u] äî
Ëèjåâå àëãåáðå íàä ïî§åì ôîðìàëíèõ ñòåïåíèõ ðåäîâà. Òàäà, òðàíñëàöèjà
f(u)→ f(u+λ) äåôèíèøå àóòîìîðôèçàì g[u]((λ−1)) êîjè £åìî îçíà÷èòè ñà
τλ, è ïðèìåòèìî äà êîåôèöèjåíòè óç ñòåïåíå λ ó ðàçâîjó

r(λ) = (τλ ⊗ id)(
t

u− v
) =

t

u− v + λ
=

∞∑
r=0

(v − u)rλ−r−1t

ïðèïàäàjó (g⊗g)[u, v]. Äàêëå, óêîëèêî ó èçðàçó çà êî - êîìóòàòîð çàìåíèìî
t

u−v ñà r(λ) äîáèjàìî êîãðàíè÷íó Ëèjåâó áèàëãåáðó g[u]((λ−1)). Ïðèìåòèìî
äà jå r21(λ) = −r(−λ).

Êàêî ñìî ó Ñòàâó 6.1. âèäåëè àíàëîãèjó äàòèõ àóòîìîðôèçàìà, äîáèjàìî
àíàëîãíî äîáðî äåôèíèñàíå àóòîìîðôèçìå τλ îä Y (g)((λ−1)) ïà jå èç ïðåò-
õîäíå ïðèìåäáå ðàçóìíî î÷åêèâàòè äà Y (g)((λ−1)) èìà R-ìàòðèöóR(λ) êîjà
çàäîâî§àâà R21(λ) = R(−λ)−1. Îâî î÷åêèâà»å jå èñïó»åíî:

Òåîðåìà 6.6. Ïîñòîjè jåäèíñòâåíè ôîðìàëíè ñòåïåíè ðåä

R(λ) = 1⊗ 1 +
t

λ
+

∞∑
r=1

Rrλ−r−1 ∈ (Y (g)⊗ Y (g))[[λ−1]]

ñà ñëåäå£èì ñâîjñòâèìà:

(∆⊗ id)(R(λ)) = R13(λ)R23(λ), (id⊗∆)(R(λ)) = R13(λ)R12(λ),

(τλ ⊗ id)(∆op(a)) = R(λ)((τλ)(∆(a)))R(λ)−1

çà ñâå a ∈ Y (g). Òàêî¢å, R(λ) jå òðîóãàîíî ðåøå»å êâàíòíå Jàíã-Áàêñòå-
ðîâå jåäíà÷èíå:

R12(λ1−λ2)R13(λ1−λ3)R23(λ2−λ3) = R23(λ2−λ3)R13(λ1−λ3)R12(λ1−λ2),

R21(−λ) = R(λ)−1.

R(λ) £åìî íàçèâàòè ïñåóäî-óíèâåðçàëíà R-ìàòðèöà îä Y (g). Íàïîìå-
íèìî ñàìî äà íå ïîñòîjè îïøòè èçðàç çà R(λ), à jåäàí îä ïðîáëåìà jå øòî
íå ïîñòîjå ôîðìóëå çà êîìíîæå»å ó äðóãîj ðåàëèçàöèjè Jàíãèjàíà êîjó ñìî
íàâåëè.

Íàðàâíî, óêîëèêî jå ρ : Y (g) → End(V ) ðåïðåçåíòàöèjà îä Y (g) òàäà
Rρ(λ) = (ρ ⊗ ρ)(R(λ)) £å áèòè ìàòðè÷íî ðåøå»å êâàíòíå Jàíã-Áàêñòåðîâå
jåäíà÷èíå, ãäå £å λ1, λ2 è λ3 èìàòè óëîãó ïàðàìåòàðà, îáëèêà

Rρ(λ) = 1⊗ 1 + (ρ⊗ ρ)(t)λ−1 +

∞∑
r=1

Rrλ
−r−1. (32)

Íàæàëîñò, êàêî íå ïîñòîjè åêñïëèöèòàí èçðàç çàR(λ), ïðåòõîäíî ñå íå ìîæå
èñêîðèñòèòè çà íàëàæå»å Rρ(λ).
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Óêðàòêî îïèøèìî jåäàí äðóãè ìåòîä. Ïðåòõîäíî ñïîìåíèìî äà óêîëèêî
èìàìî ôàìèëèjó ðåïðåçåíòàöèjà V (v) Õîïôîâå àëãåáðå íà âåêòîðñêîì ïðîñ-
òîðó V òàäà ïîñòîjè èçîìîðôèçàì (ðåïðåçåíòàöèjà):

I(v1, v2) : V (v1)⊗ V (v2)→ V (v2)⊗ V (v1).

Òàêî¢å, àêî jå R = τ ◦ I ãäå jå τ òðàíñïîçèöèjà, îíäà R çàäîâî§àâà êâàíòíó
Jàíã-Áàêñòåðîâó jåäíà÷èíó (äî íà ïðîèçâîä ñêàëàðîì). Èäåjà jå äà êîðèñ-
òèìî àóòîìîðôèçìå èç ñòàâà 6.1. è òèìå îä íåêå ðåïðåçåíòàöèjå äîáèjåìî
ôàìèëèjó ðåïðåçåíòàöèjà, è ðåøèìî ïðåòõîäíî äîáèjåíó jåäíà÷èíó (òj. jåä-
íà÷èíó êîjó äîáèjàìî èç ÷è»åíèöå äà äàòè îïåðàòîð êîìóòèðà ñà äåjñòâîì),
êîjà jå jåäíîñòàâíèjà îä jåäíà÷èíå (32) jåð íàì ôèãóðèøó ñàìî äâà êîìïëåê-
ñíà áðîjà, à íå ïðîìåí§èâà. Îçíà÷èìî τ∗a = ρ ◦ τa, òàäà âàæè:

Òåîðåìà 6.7. Íåêà jå ρ : Y (g)→ End(V ) êîíà÷íîäèìåíçèîíà èðåäóöèáèëíà
ðåïðåçåíòàöèjà îä Y (g). Òàäà, äî íà óìíîæàê ñêàëàðîì Rρ(λ) jå Ëîðàíîâ
ðàçâîj ó îêîëèíè ∞ ðàöèîíàëíå ôóíêöèjå îä λ, è ñàìèì òèì Rρ(a) jå
åëåìåíò End(V ⊗ V ) çà ñâå îñèì êîíà÷íî ìíîãî âðåäíîñòè a ∈ C. Òàêî¢å,
îñèì çà êîíà÷íî ìíîãî âðåäíîñòè a − b, îïåðàòîð Iρ(a, b) = τ ◦ Rρ(a − b)
êîìóòèðà ñà äåjñòâîì íà îäãîâàðàjó£èì ðåïðåçåíòàöèjàìà.

Øòî ñå êâàíòíèõ àôèíèõ àëãåáðè òè÷å, èìàìî àíàëîãíó ñèòóàöèjó. Íåêà
jå λ ïðîìåí§èâà è τλ àóòîìîðôèçìè îä Uh(g̃)((λ)) äàòè ñà:

τλ(X±i ) = λ±1X±i , τλ(Hi) = Hi.

Òåîðåìà 6.8. Ïîñòîjè åëåìåíò R̃(λ) ∈ (Uh(g̃)⊗Uh(g̃))((λ)) òàêàâ äà, àêî
jå ρ : Uh(g̃)→ End(V ) èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåíòàöèjà îä Uh(g̃) íà ñëîáîäíîì

C[[h]] - ìîäóëó V êîíà÷íîã ðàíãà, òàäà R̃ρ(λ) = (ρ ⊗ ρ)((τλ ⊗ id)(R̃)) jå
äîáðî äåôèíèñàí åëåìåíò End(V ⊗ V )((λ)) êîjè çàäîâî§àâà êâàíòíó Jàíã-
Áàêñòåðîâó jåäíà÷èíó ó îáëèêó:

R̃ρ12(λ/µ)R̃ρ13(λ/ν)R̃ρ23(µ/ν) = R̃ρ23(µ/ν)R̃ρ13(λ/ν)R̃ρ12(λ/µ).

Äî íà óìíîæàê ñêàëàðîì, τ ◦ R̃ρ(λ) jå ðàöèîíàëíà, ìàòðè÷íî-âðåäíîñíà
ôóíêöèjà îä λ, êîjà êîìóòèðà ñà äåjñòâîì ó îäãîâàðàjó£èì ðåïðåçåíòàöè-
jàìà.

Òàêî¢å, ìîæå ñå ïîêàçàòè ñëåäå£è ñòàâ, êîjè ñå îäíîñè íà íàjjåäíîñ-
òàâíèjè ñëó÷àj, òåíçîðñêîã ïðîèçâîäà ðåïðåçåíòàöèjà Vh(r)a. Ïðåòõîäíî,
íàïîìåíèìî äà âàæè è ó êâàíòíîì ñëó÷àjó, äà jå òåíçîðñêè ïðîèçâîä äâå
ðåïðåçåíòàöèjå îä sl2(C) òåæèíàm è n, äèðåêòíà ñóìà ðåïðåçåíòàöèjà òåæè-
íà m+n−2j ãäå jå 0 ≤ j ≤ min(m,n), øòî jå ïîçíàòî êàî Êëåáø-Ãîðäàíîâà
ôîðìóëà.

Ñòàâ 6.8. Íåêà ñó a, b ∈ C× è r, s ∈ N. Íåêà jå ρ èðåäóöèáèëíà ðåïðåçåí-
òàöèjà

V = Vh(r)a ⊗ Vh(s)b

îä Uh(s̃l2(C)) òàêâà äà ó òåíçîðñêîì ïðîèçâîäó ñìåìî äà çàìåíèìî ìåñòà.
Èçàáåðèìî Uh(sl2(C)) ïðèìèòèâíå âåêòîðå vj ∈ Vh(r)a ⊗ Vh(s)b è v′j ∈
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Vh(s)b ⊗ Vh(r)a ãäå jå r + s− 2j êàî ìàëîïðå, è îçíà÷èìî ñà P j jåäèíñòâåí
õîìîìîðôèçàì òàêàâ äà P j(vj) = v′j è íóëà èíà÷å. Òàäà jå

I(r, a; s, b) : Vh(r)a ⊗ Vh(s)b → Vh(s)b ⊗ Vh(r)a

äàò ñà:

I(r, a; s, b) =

min(r,s)∑
j=0

(
j−1∏
i=0

b− ae(r+s−2i)h

b− ae−(r+s−2i)h

)
P j .

Ïîãëåäàjìî îâî íà ïðèìåðó Vh(1)a ⊗ Vh(1)b. Íåêà jå {v0, v1} ñòàíäàðäíà
áàçà îä Vh(1). Òàäà ñó ïðåñëèêàâà»à P j ãäå jå j = 0, 1 äàòà ñà:

P 0(v0 ⊗ v0) = v0 ⊗ v0, P 0(v1 ⊗ v1) = v1 ⊗ v1,

P 0(v0 ⊗ v1) =
e−hv0 ⊗ v1 + v1 ⊗ v0

eh + e−h
, P 0(v1 ⊗ v0) =

v0 ⊗ v1 + ehv1 ⊗ v0

eh + e−h
.

È àíàëîãíî P 1:
P 1(v0 ⊗ v0) = 0, P 1(v1 ⊗ v1) = 0,

P 1(v0 ⊗ v1) =
ehv0 ⊗ v1 − v1 ⊗ v0

eh + e−h
, P 1(v1 ⊗ v0) =

e−hv1 ⊗ v0 − v0 ⊗ v1

eh + e−h
.

Òàäà, ôîðìóëà èç ñòàâà äåôèíèøå ïðåñëèêàâà»å:
1 0 0 0

0 b−a
b−ae−2h

a(eh−e−h)
b−ae−2h 0

0 a(eh−e−h)
b−ae−2h

b−a(e2h−1+e−2h)
b−ae−2h 0

0 0 0 1

 .

Âèäèìî äà ó ñëó÷àjåâèìà b/a = e±2h äàòî ïðåñëèêàâà»å íèjå äîáðî äå-
ôèíèñàíî, è òàäà íå ìîæåìî çàê§ó÷èòè äà ëè ñó äàòå äâå ðåïðåçåíòàöèjå
èçîìîðôíå. Èñïîñòàâ§à ñå äà áàø ó òèì ñëó÷àjåâèìà íèñó. Òàêî¢å, ïðåò-
õîäíè ìåòîä ðåøàâà Jàíã-Áàêñòåðîâó jåäíà÷èíó äî íà óìíîæàê ñêàëàðîì,
è ó îâîì ñëó÷àjó ìàòðèöà R(λ) ñå äîáèjà çà a = λ2 è b = 1.
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