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IIpearosop

OBaj pajx mMma OOJMK TPErjieTHOT WiIaHKa y KOMe Cy M3JIOYKeHW Pe3y/ITAaTH W OTBOPEHH
npobJiemu y Be3u diiekcuOmInux nosueaapa. llocebna maxkma mocsehena 138. Bellows
conjecture Tj. XUIOTE3W Ja 3anpeMHuHA (DJIEKCHOMJIHHUX IOJueapa ocTaje (pukcHa mpu
caBujamy. Paj je y BeIUKO] MepH caMOCaIpyKaH W MOXKe JIa CJIYKH Kao YBOJ Y OBY aK-
TyeJiHy 00J1acT.

Uckpeno ce 3axsaspyjem Cunnmu Bpehuru u Pagery 2Kusasperuhy auju Tpya u 3a-
Jarame JTaJieKo MpeBa3wiIa3e JTYKHOCTH MeHTopa, Kao u Dbpanucnasy llpsynosBuhy nHa
KOPUCHHUM CYTecTHjaMa.



1 VYBoxg

[IpencTaB/bamMo KIacMvaH Pe3yJsTar, KOH_[I/IjeByEI TEOPEeMY PUTHIHOCTH, KAO YBOJ U MOTH-
BaIujy 3a MnpodJjeMe Koje pasMarpaMo y pay.

1.1 KomujeBa TeopeMa 0 pUruHOCTH

['pad HasmBaMO IUIAHADHUM ako ce Moxke yrommtu y R2. JIpyraumje pedeno, rpad je
IJIaHAPAH aKO Ce MOYKe HAIPTATH Y PABHU TAKO /14 Ce UBUIIE CEKY caMo y TemeHnma. [Lra-
HapHu rpad JeJu paBaH Ha KOMIIOHEHTE TTOBe3aHOCTH (4uju 6POj He 3aBHCH O yTAlambha)
KOje HasmBaMoO ILbOCHHMA rpada. Takobhe, 6poj MBHIIA KOjU OKPYKY]Y CBaKy IL/HOCAH
je nobpo nedunucan (MHBApPHjaHTAH y OJHOCY HA yTalarme) W HA3UBAMO I'a CTENeHOM
mwbocHu. Ilojacernmo ce Oj.nepOBeE] dopmy.e.

Teopema 1.1 (Ojueposa dopmyna). Heka je G nosesan naanapar epad ca n memena,
e usuya u f nwochu. Tada je
n—e+f=2

O MHOTOOPOjHUX TTOC/IeINTIA OBOT JTUBHOT TBphema moTpedHO HaM je cienehe.

IMocnemaumia 1.1. Heka je G npocm naawapan epag ca n > 2 memena, e usuya u f
NHOCHU U HEKG CY 1ez208e usuue obojene dsema 6ojama. Tada nocmoju meme maxso da
ce Y YUKAUYHOM NOPedKYy 1e206UL USUUL HUL06G 00ja Mera Hajeuwe 068G NYma.

Jlokxas. Hexka je n;, 1 > 0, 6poj Temena crenena i. Anajoruo jgedunurnemo u f;, ¢ > 1.

[IpumeTnMoO 1a BaxKu

D ing=2e =Y if;

i>1 i>1
[TocmaTpajmo yriiose e jgosas3u 10 npomene 6oje. Heka je ¢ 6poj TakBux yrjiona.
[IpejgnocraBumo 1a je TBpheme Herauno. Taja je ¢ > 4n jep ce OKO CBaKOr TeMeHA
npoMeHna 00je JiemmaBa napan 6poj nmyrta. lasbe, cBaka mpocan crenena 2k win 2k + 1 uma
HajBUIIEe 2k TAKBUX YIJIOBA T€ BarKU

in < ¢
< 2fs+4f,+4fs+6fs +6f7+8fs+ ...
< 2fs+4f1+6fs + 8fs + 10f7 + ...
203f3 +4fs+5f5+6fc +Tfr+...)—4(fs+ fa+ fs+ fo+ fr+..)
= 4de—A4f
mTo je y KOHTpanuknuju ca OjaepoBoM GpOpMyIoM. [

[ToaceTrumo ce pepunuimje KOMOMHATOPHE EKBUBAJEHTHOCTH MOJIUEIPA.

Hedununuja 1.1. Ilomwmenpu P u P’ ¢y KOMOMHATOPHO €KBHUBAJIEHTHH aKO IOCTOjH
bujeknuja f : P — P’ Koja cuKa TeMeHa y TeMeHa U IJbOCHH Y IJBOCHH TAKO 12 33 CBAKY
iwbocan p Baxu deg(p) = deg(f(p)).

CrnpeMHE ¢MO Ja JOKayKeMO KeJHeHO TBpherbe.

L Baron Augustin-Louis Cauchy (1789 — 1857) - ®panIycKn MaTeMaTHyap.
%L eonhard Euler (1707 — 1783) - IlIpajiapcku MaTemaTudap u (puznyap.



Teopema 1.2 (Komujesa teopema puruanoctu, 1813). Heka cy konsexchu noauedpu

P, P' C R? xoMbunamopho exeusarenmmuu u nexa cy um od2osapajyhe nwocnu nodydaprie.
Tada je P = P'.

/loxas. [IoBo/bHO je moKa3aTu Ja cy CBHW yrjioBu mel)y ogroBapajyhmum nmapoBuma cycej-
HUX TUBOCHU Toaynapau. O6ojuMo uBHIle moaueapa P 1pHO min 0esio ako je yrao mehy
oaropapajyiuM cycennuMm mpocHuMa Belin omHocHo Mamu y P’ Hero y P. YKoJIuKO cy
oarosapajyhu yrsioBu nomygapuu, He 6ojumo usuity nu jeanom Oojom. Obojene upuie
nosmenpa P awmae nBobojan maanapan rpad G.

[Tpeanocrasumo ga P 2 P'. Tana je G # (0. OpaGepumo Teme v Koje je Kpajmba Tadka
bap jeane obojeHe mpmie W KoJ Kora ce (mocmarpano y () mpoMmeHa 6oje y IHKJIXIHOM
MOPEJIKY CYCeTHWX HBUIA JelliaBa HajBUINe JBa MyTa. 1[aKBO TeMe ITOCTOJU Ha OCHOBY
ITocnenute (1.1

[Ipecerumo P cdepom S, ou3B0/bHO MAJIOL MOIYIIPEIHUKA, € ca HeHTpoM y v 1 P’ cdpepom
S! ca menrpom y v'. Jlobujamo kousekcHe cdepue nosmrone Q) u Q' auju cy oarosapajyhu
JaykoBu moaynapuu (jep cy mweocau P u P’ noaynapue u moaynpednuk cdepa S, u S. je
HCTH).

Q: Q'

Cmuxka 1: Jlokaz Teopewme [1.2]

Osnaunmo yriaose y () ca + mwin — axo je oxropapajyhin yrao y Q' selin ogrocHo Mambu
y Q' mero y Q. Ha ocHoBy omabupa Temena v, 6ap jegaH o yIIoBa IOJIUroHa () Mopa 6uru
O3HAQYCH U y HUKJIUMYIHOM IIOPEAKY YIVIOBa IIPOMEHA 3HaKa Ce JellaBa HajBI/I]l[e ABa IIyTa.
Axo cy cBu 03Ha4YeHU YyIJIOBH y () UCTOT 3HAKA J0JAa3UMO ¥ KOHTPAUKIIN]Y Ca HAPEIHOM
nomohHOM Jlemom Y cympoTHOM, MOCTOjW JHHUja KOja CIaja CPeIUINTa HeKe IBe
CTpaHUIle W KOja Pa3/iBaja yIJIOBe O3HA4YeHe ca + 0J] OHUX O3HaudeHHX ca —.  y oBom
CAYYajy J0Ja3UMO 10 KOHTPAJUKIKje jep O ¥ CYIIPOTHOM, Ha OCHOBY HCTE JieMe, JIUHH]ja
pa3jiBajarma UCTOBpeMeHo Omiia Jiyrka u Kpaha oj ojrosapajyhe JiuHuje pasjBajarba y
Q' O
Jlema 1.1 (Kommjesa jsema). Heka cy Q u Q' kousexcnu (pasancku uau chepru) n-
MOY2A08U 03HAYEHU KAO HA CAUUL

Q :
q2 s

q1

Cnuka 2: Komujesa jema.



marxsu da (Vi € {1,...,n —1}) GGzt = /¢, N i < o). Tada je

npu wemy jednarocm eadcu axko (Vi € {1,...,n—1})a; = o).

UnrepecanTHo je mamomenytu na je Komujes opernnanuu pan[2] cagpxkao rpemky
y nomohnoj Jiemu Koja je npumehena tek mocje Buiie ox b0 rogumna. Hajsepoarnuje
objalImberbe 33 OBOJIMKO YT Hepuoj A0 npuMehmBarmba Ipelike je TO IITO je MOMONHA
JeMa TOJIMKO WHTYHUTUBHO OYUTJIETHA Ja TOTOBO HUKOTA HUje 3aHMMAO FheH JIoKa3 (I1To
je jelan o1 passiora 3aiiTo ra He HABOJUMO).

1.2 Tlocae Koiuuja

[Ipumerumo 1a je y KomujeBoj TeopeMu HEONXOIHO Ja oba mojueapa Oyay KOHBEKCHA.

|
A\

Crnuka 3: Henoxymapau KOMOMHATOPHO €KBHUBAJIEHTHHU IMOJUEIPH Ca TOIYIAPHUM ILJHOC-
HHUMA.

Hedununuja 1.2. Casujame noanenpa P je Henpexkuana (paMuinja KOMOHUHATOPHO €K-
BuBajieRTHNX nosuenapa Py, t € [0, 1] raksa na je Py = P u (t1,ty € [0,1]) ¢y # ty = P, 2
P,,. Tlonmuenap Hazusamo bJIeKCHOUIHUM (CABUT/BUBHM) aKO TOCTOJH E-EIOBO CABHjarbe.
[Tonuenap Koju Huje aekcuOMIAH HA3ZHBAMO PHIHIHUM.

KommujeBa TeopeMa TBp/u J1a je cBaKH KOHBEKCAH mojuemap purujgaf. llpupoano ce
noctapsba ciaegehe nurame. Jla jim nmocroju diiekcubunan mosmeaap?

[IpeamocTraBmaio ce ga ¢y CBU MOJHEIPU, KOHBEKCHU WM He, purujaHu. Ha Benrwmko
n3nenaheme, Pobepr KOHeﬂmE] je 1977. roa., ocinamajyhu ce Ha npegaxojHe pe3yJrare
Paosta BpHKapg:LaE], 164 rommne nocsae Komuja, 00opuo Ty XHIOTE3y TPOHAIIABIIN KOH-
rpanpumepe [4]. Veaenuno je jom usnenahema. Kounenu je mocraBuo cienehy xumoresy.

Xumnoresza 1 (Bellows conjecture). Banpemuna daekcubuinoz nosuedpa je KOHCMAHMHA
npu casujarby.

Enrsiecka peu bellowd’] cy y oBoM KOHTEKCTY OJHOCH Ha MEXaHHUKY JyBAJIUIL WM
Mex. XapMoHUKa Ou Omjia HAJIOroJHHUja 3a CJAUKOBHUTO MOjallheme xunorese. Hawnmme,
KaKO Ce XapMOHWKA CaBUja F-eHA 3alPeMuHa e Mema. AKO 3aMHUCINMO XapMOHUKY Kao

3 Robert Connelly - AMepudku MareMarugap

4 Raoul Bricard (1870 — 1944) - ®paHIycKl MaTeMaTH4ap U HHKCHEP.

SETHMOJIONTKN KOpeH peun bellow moTwye on nexonnimie X I] BEeKOBHUX CpEIhe eHTVIECKUX Pedn 33
CTOMaK U W3HYTPUILy Kao HOp. belly (CTOMAK) IMITO je W JIOTWYHO jep Ce PA3HU MEXOBHU, Tajlae U CJl.
TPAIUIINOHAJIHO TIPABE O U3HYTPHUIA PA3HUX YKUBOTHUEHA.



noJine/Iap, XUMOTe3a TBPAW Jla § TOM CJIYy4ajy MJBOCHU XapMOHUKE He MOTY OWTH MOIY-
JTapHe Y CBUM MOMEHTHMa caBhjama (jep OM y CyIpOTHOM XapMOHHKA UMAJIa KOHCTAHTHY
3alpeMUHy IMTO HUje caydaj). JIpyruM pedmmva, He MOCTOJH ,MaTeMaTHYKH CaBpiieHa”
XapMOHWKA. YMeCTO CAUKOBHTOT HA3UBA , XUIOTE3a O XapMOHUNH |, y JAJ/heM Pay KO-
puctuMo (GOPMATHUJU TEPMUH: CDBHE] XATIOTE3A.

n. X. Ca6HT0EE] je mokazao @311 xunoresy 1995. rox. 3a cBe moJsmeape XoMeoMopdHe
cepu [14, [15]. e romune kacuuje, Caburos, Konesnn u Baﬂuﬂ cy nokaszanu [5] xumoresy
3a cee nosmeape (y R?).

OBu pesyaratu OTBOpUJN Cy OuekwBaHa mutama. Jla qu ananoran O3I1 xunorese
BayKH Y BUIIINM JUMeH3UjaMa U J1a JTU BUIIeINMeH3H0HN (hIeKCUOUITHH TTOTUEePU YOIIIIITE
nocroje”?

OBa nuTama cy MO3UTUBHO pelleHa 3a auMensujy 4. Bamm je 1998. rox. mokaszana jga
nocroje paexcubuann nomueapu y R* a A, A, Fajcbyﬂmlﬂje 2010. rox. mokazao [12] ga u
onu 3a0B0/baBajy D3I xumnoresy.

YV O0BOM paJiy TpeIcTaB/haMo MPEIXOIHO MOMEHYTa TBPhema.

Tema irekcubUIHUX HOIHETAPA je U JIa/be BeOMa aKTyeJHa U JOII YBEK je OTBOPEHO
NUTae J1a JIM aHAJOTOHU MPEeIXOMHUX TBphema Baxke 3a JIuMensuje Behe of 4.

6Ckpahenuna of1 ,(bUKCHA 3aIpEMUHA Morenpa’” .
"Umxan Xakosua Cabutos (1937—) - Pyckn mMaTemaTudap.
8 Anke Walz

9 Anekcannap Anexcanaposud Laiidysumn - Pycku Maremaruyap.



2 ®iaekcubUIHU nojaueapu y R

Y OBOM TOITIaBJBY JOKa3yjeMo ciaefiehy Teopemy.
Teopema 2.1 (Conelly, 1978). ITocmoju (aexcubunan noauedap y R3.

Teopemy Jj10Ka3yjeMoO €KCILIUIUTHO KOHCTPYUIIYhu TpakKeHu 1oJiueiap.

Konenujesa koncrpyknuja haekCubuIHOr nojiuepa 6a3upa ce Ha mpeaxoHuM pesyJi-
raruma Bpukapaa [I]. Bpukaps je 1890-ux koucTpymcao dbiekcnbuIHE MoIHenap ca
camonpecenuma. KonesujeB pesysrar ce 6a3upa Ha OTKJambaiby caMolpeceka Bpukap-
JIOBOT OKTaeJipa. VIHTepecaHTHO je HAaIlOMEHYTH Ja je W caMa TeXHHKa Kojy je Konemnn
KOPHUCTHO CYHIITUHCKU DBpukapsosa.

2.1 DBpukapaoB oKTaeaap

3a KoHCTPYKIM]y BpukapaoBor okraeapa nmorpebHe cy HAM JBe jeIHOCTaBHE YHIHCHHIIE.

Jlema 2.1. HHupamuda 6es base je daekcubusna axko je 6poj weHuxr cmpara eehu 00 3.

HednekcnbuniHo chnekcnbnnHo

Canka 4: Jlema 2.1

Jlema 2.2. Hexa je ABCD mempaedap maxas da je AB = CD u BC = AD. Hexa cy
E u F cpeduwma AC v BD. Tada je EF 1 AC v EF 1 BD.

Cnuka 5: Jlema 2.2



Jlokas. Kako je ABC = CBD (tpu noaynapue crpanune) 1o je ZADB = /CBD.
Hakne, ADF = CBF (nonynapuu map crpanuna u yrao Mehy muMa). 3akbydyjemMo ja
je AF = CF e je ACF jemnakokpaku u FF' je merosa sucuna. Jlaxme, FF 1 AC.
Amnajyiorno 3akspyayjemo u EF | BD. O]

Ha ocroBy mpeaxome JieMe 3aK/bYyIyjeMO Ja je TeTpaeaap ca MOoayIapHuM ITapoBHMa
HACIPaBHUX MBUIA CUMETPUYAH y OJHOCY Ha MpaBy KOja Claja CpeaulnTa HACHPAMHUX
WBUILA.

Teper je mpumpeMm/beH 3a KOHCTpYKIujy bpukapmosor okraeapa. Heka je ABC'D
terpaegap takas jga je AB = CD u BC = AD. Ha ocHOBY npenxojHe JieMe IOCTOjd
npapa [ cumerpuje terpaeapa ABCD. Heka cy M u N nBe pa3anduTe TauKe CUMeTPUIHE
y OJIHOCY Ha IpaBy (.

Hedbunnnuja 2.1. bpukapaos okTaegap je yHuja 8 TpOyIJIoBa:
ABM,BCM,CDM, DAM,ABN, BCN,CDN, DAN

[Tomenyau cmo 1a Bpukapaos okraegap uma camonpeceke. [lwocau ABN u CDM ce
cexky mo EF, ABN u BCM no BE w CDM u ADN no FD (norieiartn cJuKy UCIOJ).

N

Cnmka 6: Bpukapos okraemap.

Teopema 2.2 (Bricard, 1897). Bpukapdos oxmaedap je daexcubunan.



Zoxas. llocmarpamo BpukapaoB okTaegap Kao yHH]y ABe nupamuie 6e3 6aze: ABC DM
n ABCDN. Ha ocHoBy npeaxoaHOr omaxkKarmba, oTBopeHa nupamuna ABC DM je diek-
cubnnna. Fbeno caBujame aysa jeqnaxkoctn AB = CD u BC' = AD te 6a3a ABCD uma
0Cy CHMETpHje y CBAKOM MOMEHTY capujama. Peduekcujom ABCDM y omHOCy Ha OCy
cuMmerpuje Oaze gobujamo casujame nupamuge ABC DN koja 3ajegno ca mpBOOUTHUM
caBUjameM YMHU caBHUjame bpruKapaoBor okTaempa. ]

Kako Bpukap o okTaegap uma caMoIrpeceke 3a mera He 1moctoju gobap mogena. NMnax,
nobap Mojiest je Mmoryhe HaIpaBUTH aKO Ce eJIMMUHHUIILY JIBe ILJbOCHH.

Cnuka 7: Moxen BpukapnoBor okraeapa 6e3 1Be IM/bOCHH.

OBaj Momen je Beoma caBuT/buB. Ciiemeha clMKa MOKa3yje IHETOBe JIBE €KCTPEeMHE
MO3UTIH]E.

B ¢ D c
L N
M ‘ > N > <
M
A D A !

Cnuka 8: lpe mo3unuje peyKoBaHor BpukapIoBor okTaeapa.

WuTepecanTHO je TPUMETUTH Ja je CHMEeTPHja HeoIllX0IHa j1a Ou Bpukapios okTaemap
ouo drekcudbmaan. CBako HAPYIIABAe HErOBe CUMETPUje YMHU Ta PUTHIHUM.

Jlpyru HayumH KOHCTpyucama Mojesia bpukapioBor okraeipa, dutan 3a Kounenujepy
KOHCTPYKIIU]jy, je caeaehu. YKJIOHUMO JBe NJbOCHHU KOjU Jiejie 3ajeHUYKY HBHUILY, HIIP.

AMB u AN B. Ilonazehn ox paBarckor mojena cuojumo AD u3uan u BC' ucmon paBHH
CMDN.



M

N

Cnuka 9: Momen BpukapaoBor okTaeapa ca TPAHUIIOM.

Osako koucTpyucan giekcubnian nogunenap nma rpauauity AM BN. Hu jegna ox He-
noctajyhux mbocaun AM B uw AN B my ce He Mo¥Ke 101aTh jep 6u TO J0BEJIO 0 CaMOTIpe-
ceka. Mmak, oBaj MoJies1 ce MOYKe JOMYHUTH JI0 KOMILJIETHOT ajii OECKOHAYHOT MOJIHeIpa
3ameHoM HegocTajyhux mpocan AMB u AN B HBUXOBHM IOJYPABAHCKAM KOMILIEMEH-
THMA.

M

Cnuka 10: [ToxypaBaHCKH KOMILIEMEHT TPOYIJIA.

JomaBameM jiBe OecKoHAUHE IJBOCHU J00HjaMO KOMILIeTaH (baeKCHOUIAH IOJHeIap
KOJU JINYW HA OTBOPEHY KIHUTY.

2.2 KoHeanjeBa KOHCTPYKIHja

KonenujeBa KOHCTPYKIja TOYUIHE OJT JereHepucaHor bpukapmaoBor okTaeapa. Heka je
ABCD upasoyraonuk takas jga je AB < AD u Heka je M Tadka w3 yHYTPaIIHOCTH
npaBoyraonnka takpa ga je MA = MB < MC = MD. Tlogeanumo mpaBOyraoHHK Ha
gerpu Tpoyraa: AMB, BMC,CMD, DMA. OmabepuMo jorit jeJHy KO}y TPaBOyraOHUKa
1 Ha eMmy Taduky N cuMmerpudny Tadyku M y oaHocy Ha HeHTap npaBoyraonuka. lloje-
JHUMO M JIPYTH IIPABOYTAOHUK Ha deTpu Tpoyrina, ANB, BNC,CND,DNA u cnojumo
ux.

10



Cnuka 11: Moaudwukosan bpukapaos okTaenap.

B C
M
B 1 ~ C
A D
— | MO N
B C TN
i A D
N
A D

Cmmka 12: Ilouerak Konenujese KOHCTpYKIHje.
Hobujernx 8 tpoyriaosa dhopmupajy Bpukapmos okTtaegap KOju Ieo JeXKU Y je/IHO]
paBHU. DBpoj WmEroBHX caMompeceka MOYKEMO CMAHBUTH TAKO INTO TJ/BOCHU 3aMEHUMO

(orBOpeHnM) mEpamugaMa umje cy ome mHemocrajyha Gasza. Ilpmmerumo na JgomaBarbe
NUpaMuJia Ha IJBOCHU He HapyiiaBa (GpJieKCuOUIHOCT M Ja he nomare nupamuie OUTH

pUTHHE TIPH CABUjabY .
R

Crauka 13: 3aMeHa I/bOCHU OTBOPEHOM ITHPAMUIIOM.

11



JonajMo mupaMuae Ha IIPeIXOIHO OIMCAH HAYHWH HA CBUM ILBOCHEMA ceM AMB u
CND (jep nomaBame mupamMuIa HAJ BAMa He yMamyje 6poj camonpeceka). OBako 106u-
JEH moJimeiap uMa caMo JBa camolipeceka, I/ u ' koju cy npecenu ojrosapajyhux maposa
upuia. Cieneha ciauka npukasyje moOumjeH moaneaap pas3aozKeH Ha JIBa Jeja paau 00/be
HpErJeHOCTH.

Camka 14: Ckopo 3aspiiena KonejinjeBa KOHCTPYKIHUja.
[Ipumerumo Jjia jueiapecKu yIrjioBY KOJI IPECEYHUX TavuaKa HEMAJy JIPYIUX 3aje JHUYKUX

Tayaka U Ja ce IPUJINKOM CaBHjamba IHOJHeIpa JUueJapCKu YIJIOBH WIN YIA/baBajy WIH
IPOANDPY jedaH KPo3 JAPYyTH.

12



Cauka 15: Bpukap/ioB okTaej ap y OKOJMHH TaYKe CaMOIIPECeKa.

Ocrasio je jomr Ja YKJOHUMO MaJy OKOJUHY TPEeCevyHHX TadaKa Ha ,OJTHeTapCKu’
HAYUH KaKO OM CMO eJIUMUHUCATN cBe camonpeceke. A Beh 3namo kako 1o jga ypaaumo!
JToBOJBHO je Jla 3aMEeHMMO OKOJIMHE 1IPEeCeYHUX Tavaka Mojudukanujom bpukapoBor ok-
Tae/[pa KOjJU JINYH HA OTBOPEHY KEHHUTY (MONJIEIATH MOCAE/bY CIUKY TPEIXOTHOT 0/1e/bKA).

e

Chauka 16: VKiamaibe Tadke caMoIlIpeceka.

Koncrpyucanu cmo diekcuduian nosuenaap ca 26 mbocHu, 24 Tpoyria U 2 HeKOHBEK-
CHa TIIecToyTJa, unMe je KoHennjeBa Teopema JI0Ka3aHa.

2.3 Credenon nmoauemap

[Tocie KonesujeBe opurunajine KOHCTPYKIIHje YCIeUIIO0 je pocta Moaudukanuja. [Ipume-
THMO IPBO JIa Ce OperdHaJHA KOHCTPYKIHja MOXKe M000/pImaTh. AKO HPUJINKOM IOCTeI-
er Kopaka KoHenmjeBe KOHCTPYKIIHje YMETHYTE JIeJ0BE YIMHUMO JOBOJHHO BEJIUKHIM
ouu he ,mojectu” juejapcke yrjoBe M CMamuTH Opoj mJbocHH Ha 24 Koje he cBe OutTH
Tpoyraone. Jlasbe, MOYKe ce IPUMETHTH Ja HUCY CBe jaojaare nupamujie weomxoaune. OBa
omazkama JI0BOJIe HAC JI0 MoJiesia ca 18 TpOyTraoHuX ILJbOCHH.
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Cmuka 17: Pazmoxen Credenos momenap.

o cama majbompy KOHCTPYKIH]Y dbaukcadmwrnor noaneapa mponaimao je Knaye Cre-
(beﬁm Hoeros nosinegap ce cacroju o 14 TpoyraoHux IJbOCHU U camMo 9 TemeHa.

H

Cnuka 18: Credenos mouenaap.

CredeHoB momeiap ce cacToju oJ1 JiBa UACHTHYHA IecTocTpana bpukapaoBa okTae-

19 Klaus Steffen - Hemadxu MaTeMaTmaap.
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JIpa, CJUYHA ,KPUIUMa’ MPeJIXOIHOr peyKoBaHor Mojesna Konennjesor moneapa, u jour
JIBa 3ace0HA TPOYTIJIA.

Cauka 19: CredenoB noJmesap pasiozxKeH Ha JI€JIOBE.

Ha ocHoBy oBor onazkara JIako ce MoxkeMo yBepuTH ja je Credenon nmoaueaap diiek-
cubunan. Haunme, Beh 3namo j1a cy 1Ba okTaeapa duekcubuina te je Credenos noaueaap
oe3 mpocuu ABC u ABD dbnekcubumnan. Huje Termko mokasaTn 1a CaBHjambe IyBa pac-
tojambe Mehy taukama C' u D Te he momuegap Outu pyrekcnOUIaH u Kajga ce J01ajy JBe
HejtocTajyhe mmocHm.

2.4 KoneaujeBa cdepa

[TpeicraBuMo joIrn jeiHy KOHCTPYKIU]Y (breKcrnOuMIHOT rmoJirnespa Kojy je Konesn 6a3upao
Ha IIPEJIXO/IHOM pajy bpukapa.

Hexka je C' kpyxKuuna y pasau 7 ca nearpoMm y O u p1,p3 € C. Heka cy poy,py € C
TaKkBe Jla Cy YCMepeHU JYKOBU PPy W p3ps MOAyAApHU. YHerBOpoyrao P = pipspsps je
aHTUIapaJjesorpam ca meurpom y O.

15
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Cmmka 20: Koncrpykmnuja Konenujese cdepe

Heka cy N u M rauke takse ga je NM L 7, NM Nw={0} u MO = ON. Yuuja
Konyca ox P wamx N u nHan M je (diekcubuiaan cuMeTpudaH IOJAEIAD €A CAMOIIPecell-
uma [6]. Kopucrehu npenxogno onncany KonesnunjeBy esmvuuanujy radyaka caMorpeceka
Jjobujamo jorrn jegan Tun duaekcuOuHOT noaneapa, Konenumjery cdepy.

Konenujesa cdepa je o mocedHOr 3Ha4Yaja jep Cy CBU JIO CaJia MO3HATH IPUMEPHU
dbaekcnbnaaNX nomenapa y R Konerpyncann moMolly aHTHIIapaJIesorpaMa mo y3opy Ha
LY.
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3 Teopmja mecTa M BaJIlyallmOHU IIPCTEHU

3.1 Teopuja mecra

Jeman ox ocHoBHuX anarta Kopunthen y Konenn-Caburos-Bannosom nokasy @311 xunorese
je T3B. Teopwuja MeCTaEI Tako umenosana y [16]. Tajdbyaunor jokasz O3I1 xunorese y R
Takol)e KOpUCTH UCTHU aJIaT.

Heka je F nome. 3a a € Fube F\ {0} aedunurmemo:

atoo=00+a = o0

b-co=00-0 = o0
N3pasu oo + oo, 000 n 0o - 0 cy HegedpuHMCAHN.

Hedunnnnuja 3.1. Heka cy K u L noma. [Ipecaukasame ¢ : K — LU {oo} ce nazusa
MecTo o1, K ako 3a cBe z,y € K BaxKm:

L ¢(z+y) = o(x) + d(y)
2. ¢(wy) = ¢(x)d(y)
3. (1) =1

KaJl roj1 ¢y uzpasu j106po gedunucann. Enemenre ¢ (L) nazusamo konaunum a ¢! (0o)
GeckoHauHUM (y OJHOCY Ha MECTO ).

[Toacerumo ce j1a 3a ejieMenT T 1o/ba K KaxKeMO JIa je MHTerpajiaH HaJl [PCTEHOM
R C K axo je KOpeH HeKOI MOHHYHOT TOJHHOMA ca Koedumuentnma y R. O 3Hauaja 3a
noka3 P31 xumorese je ciaeneha KapakTepusalyja HHTEIPATHOCTH.

ITponozunuja 3.1. Heka je K nowe u R 1wezo6 nodnpemen. Eaemenm x € K je unme-
epanan Had R axxo je cearxo mecmo 00 K xoje je konauro Ha R konauno u wa .

ITojam mecra ce Hpupo/HO II0jaB/byje HPHU LPyUYaBaiby TeOpHUje Bajyanuja. Y OBOM
pajy upeactasmamo momaudurorane noxaze O3I1 xunorese koju nzberasajy xkopuirhene
MojMa MeCTa yMEeCTO KOTa KOPUCTHMO I0jaM BAJIyaIllMOHUX MpcTeHa. Paszjio3n 3a TakBy
o/lIyKy cy ciaefehu. 1IpBo, BajgyalmoHu MpcTeHN Ccy TMEHTPATHU 00jeKTH JT00pO yTeMesi-
jeHe W BaKHe TeopHje, Teopuje Baiayamuja. /[Ipyro, mojam mecTa je apXaudaH U HeroBa
nedbUHANIE]A je HeOTPeOHO CJIOXKEHA Y CMUCTY Ja AehUHHUIN]ja MecTa HEKOT M0Jba 3aBUCH
o gogaTHor mosba. Ca apyre crpaHe, JedUHANN]a BAJLYAIHOHOT IPCTEHA je MHOTO e(pek-
THUjA U eJIETAHTHH]a U HE 3aBUCH OJI IPYTUX 00jeKaTa ceM MoCMaTpaHor nossa. [lrasurie,
jemmna pedepeHIa rie ce MIOMHUEbE Teoprja MecTa Kao 3acebua obaact je [16]. Mogepruje
Monorpaduje, Kao HIp. [7], HOMHEGY MecTa caMo y MpoJia3y U TO y BeKGaMa OCTaB/BEHIM
3a YUTAOIA. Y HAPEIHOM OJIe/bKY M3JIayKeMO TEOPHUjy BAJIYAIMOHUX TPCTEHA Y OHOj) MepHU
koja HaM je morpebna 3a jpoka3 P31 xunoreze m m3BoauMO ekBuBajieHT llpomosuruje
3a xejpeHe pesysTare HHje HaM HEOMXO/HO Ja MPOoydaBaMO TEOPHjy BajIyaluja Te
ce mwoMe opjie He GaBumo. O mHTepeca HaM je jenuHo cieneha Jjrema dujoM IpUMEHOM
momudukyjemo Konenn-Caduros-Banmnos u ['ajdyimaos 10Ka3 Ha yKebeHH OOJHUK.

" Enraeckm:theory of places.
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Jlema 3.1. Hex je ¢ : K — LU {oo} mecmo 0d K. Tada je O = ¢~'(L) saryayuonu
npecmen 00 K ca maxcumarrum udeasom m = ¢~ 1(0) u novem ocmamaxa K = ¢(K).
Obpammno, ceaxu sasyayuoru npecmen O 0d K ca makcumasnum udesom m dedpuruie

mecmo ¢ 0d K ca
r+m ze€O0
o(x) =
00 x e O
ede je L = O/m.

3.2 BaJuayaunuoHu NnpCcTeHHn

[Tox mpcrenom hemo mompasymMeBaTH KOMyTaTHBaH HpCTeH ca jeamauiioMm. llomcermmo
ce HeKux jsedununmja u ocobuHa kKoje hemMo KOPUCTUTH y pasMarpaiby BajlyarmoOHUX
MpCTEeHa.

Hedbununuja 3.2. [Ipcren je JoKaJIHE aKO MMA JeMHCTBEH MAKCUMAJIHEA HIEA.

Hdedbununuja 3.3. Heka je S Hempaszan moackym mpcreHa R 3aTBOPeH Y OJHOCY HA
MHOXKeme. Jlokanmsanuja npcreHa Ry ogHocy Ha S je IpcTeH

S‘lR:{£|r€R,seS}

Ako 0 € S pedpunumemo ST'R = {0}. V cunenujannom ciayuajy kaga je S = R~ P rie
je P mpoct upean npcrena R ymecto S™1R KopucTuMo 03HaKY Rp.

Y naspem pajy norpebHa HaM je cieseha Jiema.
Jlema 3.2. Rp sokaanu npcmen.
[Ipehumo cajia Ha BaJiyaloHne IpCTEHe.

Jedununuja 3.4. Heka je B narerpaaan noMer u K mHeroso mojbe pasjioMaka. Kazkemo
Ja je B BaJiyamuonu npcreH o K ako

Vre K~{0)zecBva'ecB
ITpono3unmja 3.2. Hexa je B saayayuonu npemen od K. Baowce cedeha mepherva.
1. B je aokaanu npcmen.
2. Axo je B' npcmen maxas da B C B’ C K mada je B’ sasyavyuornu npemen 0d K.
3. B je unmezpasno sameopen (y K ).

Jloxas. 1. Heka je m = B~ B*. Akob € Bux € m tana bxr € m jep y CynpoTHOM
(bx)™' € B re 7' = b(bx)"1 € B. Hakne, Bm C m. Axo cy x,y € m ~\ {0} raza
xy ' € BValye B. ¥V obacayuaja, x +y = (1+zy Ny =(1+2"y)r € B re
m+m C m. Jakie, m je umeas te je B nokannu npceren Ha ocHoBy Jleme [3.2]

2. Ouwuryenno u3 jedpunuimje.
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3. Heka je v € K neo nan B. Tana
24"+ b, =0
samexko n € N mwneke b; € B. Axo x € B tana ! € B e
r=—b —byxr ' —...—b,x'™"€B

mro je Konrpaaukiuja. /lakie, B je mHTErpajHO 3aTBOPEH.

]

Heka je K nosme u € anredapcku 3arBopeno mnoJbe. Heka je Y ckyn cBux ypehennx
napoBa (A, f) rae je A momnperen on K u f: A — Q xomeomopduzam. Ha ¥ yBomumo
HPHUPOJIHO HapIyjaano ypeheme ca

(AN <A ACANfla=T

Ha ocaoBy HOpHOBGIEI JemMe Y mMa MakcuMmasTHu exeMentT. Heka je magame (B, g) makcn-
MaJaH eJeMeHT O] ..

Jlema 3.3. B je sokaanu npemen u m = ker(g) je 1wee08 makcumasny, uean.

Jlokas. g(B) je nHTerpaJHu JOMEH KA0 MOANPCTEH MoJba Te je m = ker(g) mpocT mmeast.

Hexka je g : By — € npommupere o1 ¢ JedpUHICAHO Ca, §(l§’) = %. [Mpumerumo na je g
106po nedunncano jep (Vs & m)g(s) # 0. (B, g) je makcumanan y 3 te je B = By,. Ha
ocHoBy Jleme B je nokaJHM IPCTEH M M j€ HeroB MaKCUMATHH UICaL. O

JIlema 3.4.
(Vo € K~ {0})m[z] # Blz] Vm[z™'] # Bla™!]

/loxas. IlpeamoctaBuMo CympoOTHO.
3z € K~ {0})m[z] = Blz] Am[z™!] = B[z

Tanma 3a Heke m,n € N u HeKe u;, v; € M BaXKH

Uy + U x + ... +unye™ = 1 (3.1
vo+vr 4+ Tt = 1 (3.2)

Heka cy m u n munumasanu moryhu u m > n. 13 (3.1) u (3.2) 3axmyqayjemo
(1—wp)a" =viz" '+ ...+, (3.3)

Kako vy € m 10, HAa OCHOBY Ipeaxoane Jleme 1 — vy € B* re u3 (3.3)) caequ
" =w" . w,

te y (3.1) moxkemo samenntn ™ ca wiz™ ! + ...+ w,x™ " mWTO je KOHTpaJMKIHMja Ca
MUHUMAJIHOLINY M. [

Teopema 3.1. B je saayavyuoru npcmer 00 K.

12 Max August Zorn (1906 — 1993) - Hemauku maremaruyap.
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Joxas. Heka je v € K ~ {0}. Ilokaxkmmo na v € BV x~! € B. Ha ocuopy mpej-
xoxme Jleme 3.4 MozkeMoO mpeAnmocTaBuTH, 6€3 yMambema ONIITOCTH, Ja m[x] # Blz| = B,
[Tokaxkumo ga x € B. Heka je m’ makcumasunu unean ox B'. Tlpumerumo ga m C m/
um' N B =m. 3akmydyjemo ga yraname By B’ unaykyje yramame noma k = B/my
k' = B'/w' u na je k' = k[T] vne je T € B’ ciuka oJi x Ipu WHIYKOBAHOM yTAlAY 10JbA.
Hakne, T je anrebapcku Haz k Te je k' KoHAYHO aarebapcko panmmpeme o k.

Ha ocuoBy Jleme g uHaykyje yramamwe g : k — ). Kako je {2 amrebapcku
3aTBOPEHO, § CE€ MOKE IIPOIUpPHUTH J10 yranama g : k' — Q. Komnoszunuja g’ u npupoanor
xomomopdusma B’y k' je xomomopduzam ¢’ 1 B’ — ) koju npomupyje g. Kako je (B, g)
MakcuMaiaaH y Y ciaenn B’ = B te je © € B. ]

IMocaenuna 3.1. Hexa je A nodnpemen nowa K. Humeepaino zameoperse A 00 A je
npecex CéUT 8aAyauUOHUT npcmena 0d K xoju cadpoce A.

Joxas. Hexka je B Banyanmonu upcrer on B u A C B. Kako je B mHTerpajaHo 3aTBOPEH
to A C B.

Tokazknmo u obparny maktysnjy. Hexa v ¢ A. Taga o ¢ A’ = Az~ re 271 ¢ A,
Hakse, x—! npunaga HekoM MakcuMmaianoM ujeany m' on A’. Heka je Q aarebapcko
3aTBOpeme moba k' = A’/m’. Pecrpuknuja npupomnor xomomopdusma u3z A’ y k' na A
nedpunnme yraname A y ) Koje ce npommpyje 10 yraname HEKOI BaJIyalmOHOI IPCTEHA
B D A. Kako ce 7! cimka y 0 To 27! npunaga makcumaanom naeary ox B te © € B.
Jakue, Baayannonu IPCTEHN KOjU caapyke A He caaprke eJleMenTe KOju HUCY WHTErPAJIHN
Han A. O
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4 Kejan-MeHrepoBa JeTepMuIHaAHTA

[Togcerumo ce TapTanHHeFE] dopmy.re.

Jlema 4.1. Hexa je S C R* mempaedap ca memenuma py, ..., py u nexa je lij = ||pi—p;
Sanpemuna mempaedpa S 3adosomasa caedehy jedHauHY.

I

1 1 1 1

0 Lz hz lua
lig 0 laz Iy
lis log 0 I3
lig log l3a O

1
VOIQ(S) = @det

— == = O

Taprasuna gpopMyia je TPOIAUMEHIHOHH aHAJIOTAH XepOHOBGE dopmyie 3a TOBpII-
uHy Tpoyria v HYHKIUH O AV:KUHA HerOBUX CTPAHUIA. YOIINTeme OBUX TBphema 3a
IPOU3BOJHHY JUMEH3Ujy Y Be3u je ca caejgehum mojMom.

Hdedununnja 4.1. Heka cy po, ..., p, Tadke HEKOI' eyKJIHJCKOr IpocTopa u l;; = (p; —
pj)Q. KejJII/IE]-MeHFepOBaEG] JIeTepMUHAHTA Tavdaka o, - - ., Pp €

0 1 1 1 ... 1
I 0 o loo ... lon
1 l()l 0 llg ... lln
CM(pO’7pn) :det 1 l02 l12 0 l2n
1 oy by lyy ... O

Kejoau ([9]) je nedunucao oy aerepmunanty 3a n = 4 a Menrep ([10]) je momynuo
nedHATR]Y 32 MPOU3BOJAHY AuMeH3Hujy. AHamoran XepoHose n Taprasbune hopmysie 3a
IPOCTOP MPOU3BOJbHE JTUMeH3Huje je caeaehn.

Teopema 4.1. Heka cypy,...,pn € R* uV =V(po,...,pn) 3anpemuna (ne nystcro nede-
eenepucanoez) cumnaerca oopelienoz mawkama p;. Hexa je l;; = ||pi — p;||?. V sadosomasa

caedehy jednaruny:
( _ 1)n+1

V2= _CMi(po,...,pn
21 (n!)2 (Pos - pn)
Jlokas. Heka je p; = (pi1, - . ., Pin)- VI3 OCHOBHE aHAJUTHYKE TEOMETPUjE 3HAMO /I BayKW
Po1 Po2 --- Pon 1
Vo 1 det p'u p.12 - p%n 1
n! : : : o1
Pn1 Po2 ... DPnn 1

[Tpumernmo ja ce BpeJIHOCT JeTepMUHAHTE HE MeHa aKo je IPOIIUPUMO 3a jOIl jedaH
peJi 1 KOJIOHY 4uju cy cBu eeMeHTH () ceM mocieimer (OHOT y JIOeM JeCHOM YTy ) KOju

13 Niccolo Fontana Tartaglia (1500 — 1557) - Utanujancku MaTeMaTrudap U UHZKEHEp.

X epon 3 Anekcanapuje (10 — 70) - Tpuku marematudap u unkemep. [103HAT Kao MPBU W3YyMUTEb
MAaIKHE Ha MAPHH TTOTOH.

15 Arthur Cayley (1821 — 1895) - Bpuranckn Maremarnyap.

16 Karl Menger (1902 — 1985) - AycTpujckn MaremaTnyap.
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je 1. MHoxkehu oBy JIeTepMHHAHTY Ca TPAHCIOHOBAHOM JETEPMUHAHTOM JICTEPMHUHAHTE
Jo0mjeHe o e 3aMEeHOM IOCJeIIba IBa Pella U IOCIeIhe IBe KoJaeHe T00HjaMo

(Po,po) (Po,p1) - (Po,Pn)
9 —1 (p1,po) (p1,p1) -+ (P1,Pn)
Ve = det . . ) .
(n!)2 : : : : 1
(Po:pn) (Pnyp1) o (Dnsbn)
Kopucrehu cmeny
1
(pi,pj) = 3 ((pis pi) + (pj, ps) — lij)
IocJjIe HEeKOJUKO JIAKUX PeAyKIHja JT00MjaMo »KeJbeHH pe3yJTarT. O

Nako cy nam y ja/beMm pajy norpedHa camMo ocHOBHA cBojcTBa Kejim-Menrepose je-
TepMUHAHTE OHA Ce TPWPOJHO jaB/ba Y OKBHUPY TeopHje reoMeTpuje paCTojaH)aE Te KO-
PUCTHMO MPEOCTATN €0 OBOT IMOTJIaB/bA JIa MPEe/ICTABUMO HeH MPUPOIAH KOHTEKCT.

Hedunnnnuja 4.2. Cemumvernyku mpoctop je ypeljenn map (X, d) wenpasuor ckyma X
u bynknuje pacrojama d : X? — R} Taxse na 3a cse 7,y € X paxu d(z,y) =0 x =1y
ud(z,y) = d(y,z)

JeJIHOCTaBHO peYeHOo, CEMUMETPUYKH TTPOCTOP jé METPUUKH ITPOCTOP KOME HEJI0CTaje
HejeITHAKOCT TPOyTraa. AKO je CeMEUMETPUUIKH IIPOCTOP KOHAYAH MOYKEMO T'a HOUCTOBETUTH
ca CAMETPUYHOM HEHETAaTHBHOM MATPUIIOM (ca rraBHOM JujaronasoM () pactojarma maposa
IBEeroBUX Tavaka. l'eomerpuja pacrojama npoydaBa cemuMerpuike ipocrope. /Ise Ourhe
obs1acTi oBe Teopuje €y (MeTpHYKA) KapakTepusalija CeMAMETPHYKUX MPOCTOpA M IIH-
Tarba Be3aHa 3a IHbUXOBAa M30METPHUjCKA yTalarma y KOM KOHTEKCTY ce mojaBibyje Kejau-
MeHrepoBa JeTepMUHAHTA.

Hedununuja 4.3. Heka je X cemumerpudaku npoctop u A Heka Kjaca CeMUMETPHYKUX
npocropa. Kaxkemo na X uma nHjgekc KoHryeunnuje (n, k), n,k € Ng, y omsocy na A ako
ce ceakn A € A, |A| = n + k, usomerndaku yrana y X Kaj roj ce NPOU3BOJLHUX (HE
HYKHO DA3JHYATHX) N HErOBUX TAYKa M30METPHUjCKU yTama y X.

Memnrep je 1928. roja. mgoKa3ao Ja ce CBaKU CEMUMETPUUYKH IMPOCTOP MOXKe U30MeT-
pudkd yromutd y R™ aKKO TO BayKW 3a CBaKH HeroB (n + 3)-rownanu mojackyn (yjemHo
u moanpoctop). Jpyrum peunma, R™ uma ungekc Kourpyeniwmje (n + 3,0) y ogHOCy Ha
KJIACY CBHX CEMHMETPHYKUX IPOcTopa. Baxku u Buiie.

Teopema 4.2. X € R" axrxo nocmoju n + 1 nezasucrhuxr mavaxa T, ..., T, € X xoje ce
usomempujcru ymanajy y R™ u ceaxe n + 3 maure uz X mehy wojuma cy xg, ..., T, ce
maxohe uzomempujcku ymanajy y R™.

OBo 6uTHO TBphembe peayKyje mpodIeM yTamnamba MPOU3BO/HHOI CEMIMETPHIKOL IIPOC-
Topa y R" Ha ,KoHadan” mpobiem yranama meroBux (n + 3)-rounanux (M TO HE CBHUX)
nogckymnosa. Op mHTEpeca HaM je 1a 00e30e1uMO U HEONXOAH YCJIOB 33 M30METPUIKO
yraname y R" (IOroroBy Kaja MOKYyIIaABAMO 2 JIOKAXKEMO Jia OHO He IIOCTOjU) U YII-
PaBO Y KOHTEKCTY pelraBarba Tor mpobiaeMa Menrep yBeo Kejau-MenrepoBy nepMUHAHTY.
Hawnwme, Baxku ciemeha Teopema.

"Enrmneckn: distance geometry.
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Teopema 4.3. Heonzodan ycaos da ce cemumempuuru (k + 1)-mouaarnu npocmop X =
{z0o, ..., x1} usomempujcxu ymana y R™ je da

(vr e {l,...,n})CM(xq,...,x,) =0V sgn(CM(zq,...,x,)) = (=1)"
Cneyujaano, 3a r > n je CM(xg, ..., x,) = 0.

Y nokazuma P3II xunoreze KOPUCTUMO CIICNH]jaJHE HHCTAHIE OBOT TBpherba.
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5 ®3II xunoresa y R’

Y oBoM mornasmy gokasyjemo O3II xumoresy y R3. Jlokas ce cacToju U3 HEKOJIHMKO
KODaKa.

5.1 Auarebapcka pedopmysiaiuja npobdjgema

Hexka je P C R® (cunryiapnu) KOHaYHH HOJHeIap ca TeMeHuMa p; = (T, ¥, 2;) U HeKa
je K = Q(z1,y1,21,...). llpenmocraBumo, Ge3 ymamerba OMNIITOCTH, 4 CY CBU T;, Ui, %
asirebapckn nazapucnu. Cpaka Tauka p; npunaiga K°. Ilogpasymesaliemo ga cy cBu
nosiveipu opujeHTucanu. llomceTnMo ce ma je reHepan30BaHa 3ampeMuHa moaneapa P
nedwHICaA Ca

1
vol(P) =2 > det[pi.pj, pi]

[4,5,k]€ Py

rje je P. ckyn cumiiekca 4dnja OpUjeHTalllja KOMHIUIUPA Ca& OPUJEHTAIMjOM HOJIHePa
P. Heka je l;; = ||p; — pj||* n R = Q[l;;]. T'naBru pesynrar y oBom noriassmwy je caeaeha
TeopeMa.

Teopema 5.1. 12vol(P) unmeeparan nad R.
@311 xunoresa je AUPEKTHA MOCTIEIUIIA OBE TEOpEMe.
IMocnenuma 5.1. @311 zunomesa casicu 3a (opuenmabuane) noasuedpe y R,

Joxas. Heka je P, caBujame nosueapa P. Ha ocuoBy Teopeme 12vol(P,) je unTe-
rpasan HaJ R 1. je KopeH Hekor MoHudHOT moauHoma f € R[X] Ilpumernmo aa je 360r
ocoOMHA caBHjarba Taj IMOJUHOM HCTH UCTH 3a cBe P,. Bynyhm na ce npu caBujamy 3a-
peMHUHA TOJIHe/Ipa Merba HeMPeKuIHO U ga 12 vol(P) MoKe y3eTn caMo KOHATHO MHOTO
BpeHOCTH (HYJI€ nojuHoMa f) oHa MOpa OUTH KOHCTAHTHA. O

Hoxkasz Teopewme [5.1| menumo y BHIIe KOpaka.

5.2 Kipyune jgeme

Youumo ase nocaeauie Kejau-Menrepose dhopmyite |4.1]
IMocaenuna 5.2. Hexa p1,...,ps € K3. Tada
CM[pb. .. ,p5] =0

IMocaenuna 5.3. Hexa p1,...,ps € K3. Tada

CMlpy,...,p4] = 2(12V01[p1,...,p4])2
U (12 VOl[pb . ,p4])2 € Z[llﬂ]
Jlema 5.1. Hexa py,...,ps € K2 u

a; =liy as = l34
by =lis by=ly
cr =l co=loyg
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Hexa je O saayayuonu npcmen 0d K maxas da

blaanﬁ7% € 0

ay Gz

(Vl€{1,75})l15€ 0

Tada 2,2 & O.

b1 ba

Canka 21: Jlema B.11

Aoxas. Ha ocuoBy Jleme [5.1] Bazku

0o 1 1 1 1 1
1 0 a b ¢ U
B B 1 a; 0 ¢ by Iy
0=CM]lpy,...,ps] = det 1 by ¢ 0 ay I35
1
1

C1 bz a9 0 l45

Lis los I35 lis O

[logenumMo Apyru u 9eTBPTU Pejl U KOJOHY ca by U YeTBPTH PeJi U KOJOHY ca bs.

1 1
0 5 1 1 4 1
1 0 @« a_ hs
b1 b1 biba b
1 2 0 ¢ by
det by 2 a2 %5l _ o
1 1 Co 0 b_j 135
1 c a l
noak om0
Heka je m makcumannu maeas og O. Ilpumernmo na enemenTn %, Z—;, %, % NPHUIAIAJY
m jep ®HUXOBU WHBep3W He npunaaajy () mo mpegnocrasiu jgeme. AKO 5 € M Taza,
PEeYKIIMjOM IPEIXO/IHE jeITHAUNHE IO M, J00ujaMo
00 1 1 0 1
00 O 1 0 0
10 0 [CQ] 1 [l25]
—1 =det =0
11 [CQ] 0 0 [l35]
00 1 0 0 0
1 0 [los] [ls5) 0 O
wrro je Hemoryhe jep je O/m nosbe. daxie, bf}m Zm Te %, Z—; ¢ 0. O
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Cmuka 22: Jlema 5.2l

Jlema 5.2. Heka pi,...,Pn,Pns1 € K3, n > 3. Heka je O saayayuorn npemen 00 K
maxas 0a

(VZG{L,TL}) li,n+1 e 0
lig,la,.. ., lny € O

Tada (32 S {1, Lo, n = 2}) lm‘+2 € 0.

Aokas. IlpeanoctaBumo Ja Hujenan of l; ;1o ne mpunaga O. Ilocmarpajmo mupavuie
OﬂpebeHe TEMEHUMA D1, Piy Pit1s Pit2s Pntl, 1€ {27 RN 2} Heka je

ay = 51,1—1 Qo = li,i+1
by = 51,2‘ by = li—l,i—f—l
1 = ll,i+1 Co = li—l,i

[Ipumenom Jleme Ha IIPBY NHpaMUIy 3aKk/pydyjeMo na by 3 € O. Ilpumenom ucre teme
Ha HapejHe mEpaMuje 3ak/pydayjemo mga (Vi € {3,...,n})l,; ¢ O. Cnemmjamnuo, l,,, ¢ O
ITO je y KHOTpaJuknuju ca ycuaosom jeme. Haknie, (Fie {1,....,n —2}) ;00 € O. O

5.3 KoMILIEeKCHOCT U XuUpypruja moJjmueapa

Hedunuiremo TUHeapHU HOPeIaK HAJ MOJUEIPUMA; IbUXOBY caoxKeHocT. /lokas3 Teopeme
hemo u3BpHINTH UHIYKIUJOM Y OJHOCY HA TAKO JePUHUCAHY CJIOZKEHOCT HOJIHEIPA.

Hexka cy P u () nBa nonuenpa. Ako je pox ox P mamu ox poga ox () Taga P uma Mamby
caoxkenoct ox (). Ako cy ucror poma m P mma Mame TeMena o () Tama P wma Mamy
CJI0KeHOCT o1 (). AKO cy HCTOr Pojia U NMajy UCTH Op0oj TeMeHa 1 aKO MAKCHMAJIHU CTeIeH
TeMeHa y P Mamy 0/ MAaKCHMAJIHOT cTelleHa TeMeHa v () Tajga P uMa Mamby CJI0KEHOCT
ox (). Ha oBaj nauun cMo geduHACATN CJA0XKEHOCT TOJTHETPA.

Hedununiemo HaYMH CMambeHa CJIOZKEHOCTHU Iojuenpa. Heka cy i, j, k Temena ox P
TakBa aa cy [i,j], [J, k] u [k,i] merose crpanume. Ako [i, j, k| Ha npunaga P, nazusamo
ra pasasajajyhmm Tpoyriaom. Ako P mocenyje paszasajajyhm Tpoyrao T medunHIIEMO
nonuenap P, 3a kora Kaxkemo Ja je 100MjeH XHPYPrUjoM Yy OIHOCY Ha pa3nasajajyhu
tpoyrao 1" nmonmeapa P, kao nmoauenap gpodujen oj P 3aMeHOM TeMeHa Topyria 1’ ca aBa
JIMCJYHKTHA oJiroBapajyha JucjyHKTHA TPOYTJIa.
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Cnmka 23: Xupypruja moimenpa y oJHOCY Ha pa3iBajajyhum Tpoyrao.

JIlema 5.3. Caoorcerocm ceare Komnonernme noauedpa P’ dobujeroz xupypeujom 0d nosuedpa
P je marwa 00 caoocenocmu 00d P.

Zokas. Heka je T pasapajajyhum Tpoyrao y oJHOCTY Ha KOra je M3BpIIeHA XUPYPruja.
Ako T pmenu P Ha (6ap) JiBe KOMIOHEHTE MOBE3AHOCTH TAJA je POJ CBAKE KOMIIOHEHTE
noauenpa P’ we Behu ox poma oxm P u ¢Baka 0OJ IErOBUX IHETOBUX KOHIIOHEHTH WMA
Mambe TeMeHa o1 P, camMuM TuM B Mamby cjaoxkeHocT. Ako T He geam P Ha KOMIIOHEHTE
HOBE3aHOCTH Taaa je poa ox P’ 3a jegan mamu ox poga o1 P re P/ uma Mamy C/I0¥KEHOCT.

O

Tpusujaano ce gokasyje u ciejieha jiema.

JIema 5.4. Axo je P' noauedap dobujen zupypeuoj nosuedpa P mada je vol(P') = vol(P).

5.4 Joka3 Teopewme [5.1

Cnuka 24: Jloka3 rinaBHe Teopeme.
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Ha ocnoBy llocsemure TBphIbe BazKu Ja TeTpaeap KOju je VjeaHo u HoJIheIap Haj-
Mame CJI0KEHOCTH. JloKa3 BpMUMO MHIAKYKIIMJOM TIO cJoKeHocTu moauenpa P. Ilpes-
XOJHO 3alazKarme YnHH 0a3y muaykiuje. [IpexmoctaBumo cana ma TBpheme BaxKm ca cBe
HOJIFe/IpA CJIOYKEHOCTH Make O] CJIOYKeHOCTH of, P.

Ako P umma pasasajajyhu Tpoyrao taga nosmegap P’ j1o6ujeH HeroBOM XHPYPIH-
jOM HMa CTpPOro Marby CJIOXKEHOCT Te je Ha OCHOBY WHAYKTHBHE xumorede 12vol(P') =
12vol(P) je unrerpanan naji R.

Ako P uema pazasajajyhu Tpoyrao mocmMarpaMo TeMe HajMamer crerneHa. Heka

jé m HajMarmu CTelmeH TeMeHa oj P, u jeJgHo Teme TOr cTeneHa W pi,..., [P, IErona
cycenna TeMena. Kako P mema Hu jenan pasjBajajyhu Tpoyrao To HHUje/iHA OJI UBHIA
[p1, p3, [D2, pals - - -5 [Pne1, p1] He npumaga P. Jlakie, MOXKEMO 3aMEHUTH CBAaKy O] UBHIA

[pi-1,piv1] ca [pi,u] m [pi1,pi,u] w0 [pi, pivi, vl ca [pio1,pivi,ul 1 [pio1, pis piva]. Ha Taj
Ha4YMH j00MjaMo HOBHU noinegap P; mame cioxkenoctu Hero P. 1o uHyKTUBHO] XUIIOTE3H
12vol(P;) je murerpaman man R[l;_1,.1]. Heka je O Banyammonu mpcren ox K koju
cagpxu R. Ha ocuoBy Jleme (Fio € {1,....,n}) liy—1.40+1 € O. Tana je unrerpanno
sarBoperbe o1 R[l;,—14,+1] yjenano u uarerpaino s3arsopeme ox R. Haxie, 12vol(P;,) je
MHTEerpaJjHo Haj R ofak/e ciaenu fa je u 12 vol(P) unrerpasnno naa R kao 36up 12 vol(P;,)
u 12vol[p;_1, pi, Pit1, u] (Koju je marerpasnan nax R wa ocnoy Ilocaemune [5.3)).
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6 ®nekcubusaHu noymeapu y R*

Bau je 1998. ros. xoncTpyHcana dekcnbuian noaueaap y R* excrumurao gokasyjyhn
BUXOBO MMOCTojame. Baamosa KOHCTPYKIKja je nHcmpucana bpukapa-KonenmjeBuM KOH-
crpyKiujaMa (iieKcHOMIHIX nomesapa y R® u 1mo y30py Ha mbUX Kao 1I0Ja3HH 00jeKar
kopuctu xunepokTaeaap. Cremuduano, Baamosa KOHCTPYKIHja 0CTA HAMUKYje HA KOH-
crpykinjy Konennjere cepe.

[loncetnmo fa ce TeMeMeHa XUMEPOKTaeapa MPUPOIHO I'PYIHINY Y TapoBe MeHTPaJ-

HOCUMETPpHYHUX TeMeHa. Heka cy aq,as, ..., d;,ds TeMeHa XunepokTaeapa y R* u Heka
je

Q abyashy

Q = cdicady

F = {pplpe Q,pe Q}

Jysxune cBux upmia n3 F cy ncre u jennake nekoM r > 0. Jame, Q u Q cy aHTHIApATIe-
orpaMu Koju Jiezke y MehycoOHO OpTOrOHAJIMM PaBHUMA T€, aKO CYy p U P HOJIyHPEUHUIIH
BUXOBIX OMUCAHUX KPYZKHHIA, Baxku r2 = p? + p2. Axo oba aHTHIapasesorpaMa MOTy
Jla ce CaBUjajy Y CBOJUM PaBHUMa TAaKO Jia IbMXOB 3ajeIHUYKH IeHTap OcTaje pUKCaH U Jia
32 IBUXOBE HOJYNpPeIHHKe BayKu 12 = p? + p°, Taja KOMIIO3HIHja Ta IBa CaBHjamba Jaje
caBHUjambe IeJI0T XHIepokTaeapa. 1Ipobiem ce makie cBoau Ha HaIaxKeme ojroBapajyhux
caBUjarba OIMUCAHUX aHTHIIAPAJIEIOIPaAMa.

Canka 25: Ipojeknumja Baamosor (uiekcnbuaHor Xumepokraeapa Ha e MelycoOHO op-
TOTOHAJIHE DaBHH.

OabepuMo KOOPAMHATHH CUCTEM TAKAB J1a BAKH

ay = (—OZ,0,0,T),bl = (OC,O, 07T)7cl = (07777 _770)7d1 = (0;7]7770)

npu demy je o,y > 0. OpToronanaHe paBHHU TpojeKinje heMo YBeK OMpaTH TaKo Ja CY
Tadyke a; ¥ by OTHOCHO ¢; U dy (pUKCHE Tj. Tako Ja cy « u 7y KoHcraure. OBakas omadbup
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PaBHH IPOjeKInja HHAYKYje TpaHcaanuje pasan o1 Q u (. Heka je
28 = bz — arl| = [[br — azl| > 20 = by — a1]| = [[b2 — a2
20 =||d2 —c1|| = [ldi — 2| > 2y =|ldi — 1| = [|d2 — 2]

Mozke ce nokasaru Jia je 3a CBaKy HO3UIU]y aHTUiapajgesorpama () usuna abbl ciuka
usune a)b] upu pedekcnju y ogHOCY Ha HEKy TAHTEHTY [ eJUIce e ca dhje Cy KHUKe a)
/ 2 2
n b} u noxyoce B u /3% — a?.
Heka je [ TanrenTa mpexo/IHO OIMUCAHE eJIMICE Y TAIKN

(6 sin (p, MCOS gp)

npu gemy cos ¢ # 0. Tana [ ceue Beprukasiny ocy (Couka @ y Tauku (0,n) Tae je
B2 — 2
cos

Tauka (0,7) je meHTap onucane KpyzKHUIE aHTHIApasesorpama (' Te BaKu

pr=a’ P =07+ (B - o) tgtp > B

Cnuka 26: CaBujame aHTUIApAaIeI0rpaMa HHIYKOBAHO ~BajbaheM IBe eJHIICe.

Jedunumiemo capujarme Apyror aHTHIapaJjeaorpaMa Ha uctu HayuH. Oxprosapajyha
TAHTE€HTA Je Yy Ta4YKu

0 sin 1, MCOSdJ
( )

[Ipecek ca oarosapajyhioM KOOpJMHATHOM JIHHHJOM je IHEHTap aHTHIapaJeaorpamMa
(0,7) rze je
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VT
cos Y

U IIOJIMIIPEYHUK OIIMCaHe KPY2KHHIE 3aJ0BO/baBa

T =

ﬁ2:72+72:52+(52_72)tg2¢252

s yenosa r? = p? + p caenu

P = =0 = (- a?)tgi o+ (0 =) tgy =0
Tj.
52 — o2 2 2

o 0% — 7y
L t0? - to?h=1
r2 — (%2 — 42 & ¢+r2—52—52 &Y

OBaj ycioB noBesyje ¢ u ¢ u omoryhyje HaMm 1a jTebUHUTIIEMO caBHjame XUIEPOKTae-
Jipa WHIYKOBAHO CaBUjalbeM aHTHUIapasesorpaMa YdjH ce TapaMeTph ¢ U Y Memajy v
s3apucuocTn o, 0 < t < 27 Ha caeaehm HavuH

T2 _ 62 _ 52
p = arctg W cost

2 _ 32 _ 82
v o= arctg( %sint)

[Tpumerumo fa xumepokTae1ap 3apKaBa CUMETPH]Y Y OJHOCY Ha paBaH Je(hUHUCAHY
IpaBaMa CHMETPHUje aHTUIIApaJIeOrpaMa.
Crojum mpumepoM Baumr je mokazasia ciaefehy Teopemy.

Teopema 6.1 (Waltz, 1998). llocmoje daekcubunu nosuedpu y RE.

X. CTaqeﬂEg] je mpommupno Kiacy dbuaekcnbuIHIX XumepokTaenapa y R* mokazasmm
caenehie epheme [11].

Teopema 6.2 (Stachel, 2000). Heka je C; xunepoxmaedap ca memenuma
a1 = (Fa1, as,0,a4),b12 = (£51, 52,0, Ba), c12 = (0,72, £73,74), d12 = (0, 02, £33, 04)

maxeum da je ay, Br,73,03 > 0, By — o + [Bs — aul # 0 u [y2 — 02| + |74 — 64| # 0.
Tada nocmoju casujarve Tunepoxmaedpa C; npu Kome aHmMuUNapaseso2pams ) = aibiasbs
u Q = cidicads 0CTNAJY Y CEOJUM NOMETNHUM PUEHUMG U YYEATY CUMEMPUTY NOYETHY
CUMEPUTY.

18 Hellmuth Stachel - AycTpujcku MaTeMaTHdap.
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Chauka 27: Ilpojekiuja xumepokTaeapa u3 reopeme (6.2

nonwenap y R* Koju mHmje okraexap.

[IpeanocraBmba ce 1a je hbaciuHAHTHO CBOjCTBO (PJIEKCHOUTHOCTH XUIEPOKTAEIPA, CIICIIH-
puuno 3a puvensujy 4. 3aHUM/BUBO je U TO J1a J0 CaJ1a HUje TO3HAT HU je1aH (PaeKcunOum
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7 OcHOBHEH MOjMOBU ajirebapckKe reoMeTpHuje

Asrebapcka reoMeTpuja je jemHa o MEeHTPAJHHX 00JaCTH MOAepeHe MaTeMaTHuke. VYII-
mrTeHo ropopehn, oHa ce cacToju M3 U3ydaBarba reoMeTpuje MeTojaMa abCTpaKTHE ajire-
Ope, HAPOYHUTO KOMYTaTUBHE aJjreope. leo ose Teopuje HaM je HeonxojaH 3a goka3z D311
xumorese y R* Te y oBoM moraB/by HaBOAEMO JedUHAINjE PeeBAHTHAX MOjMOBA U HEKe
IbUXOBE 0COOMHE.

Heka je k dbukcupano anredapckn 3arBopeHO mosbe. AdwuHn n-upoctop Ham k je
A™ = k™. Heka je A = k[xy,...,2,]. 3a f € A nebunuremo

V(f)={pe A" | f(p) =0}

Omnmrruje, 3a T C A pedbunnkemo

V(T) = (V)

feT

[Tpumernmo ga axo je a wmean ox A renepucan ca T tana je V(a) = V(T). Hlrasumre,
Kako je A HeTepI/IHIT_gI CBaKW OB HJEAT je KOHAYHO TeHepucan Te ce cBako V/(1') moxke
U3PA3UTH KA0 IIPeceK CKyIla Hyla KOHAYHO MHOTO IIOJIHHOMA.

Hedununuja 7.1. B C A" je anrebapcku ckyn ako nocroju T C A takeo na je B =
V(T).

AnrebapcKy CKyImoBH 3aJ0BO/baBajy aKCHOMe (hpaMUINje 3aTBOPEHUX CKYTIOBA TOMOJIOTHje.
[Iperusuuje, Baxku cieqeha jiema.

Jlema 7.1. Hexa je F damusuja anrzebapcrux ckynosa. Tada easrcu
1. 0,A" e F.
2. By,Bye F= B UBy € F.
8. AB\MA € A} CF = ,en Br € F.

Jedbununuja 7.2. Tomonoruja remeprcana (paMUINjOM KOMILIEMEHATa aaredapCcKux
ckymoBa y A" Ha3uBa ce TOIOJIOTH]a SapHCKOIET].

Y HacTaBKy OBOI' IOIJIABA/ba IMOAPAZYMEBAHA TOHOJIOIHMja je TOIOJIOrja 3apUCKOL.
[Tpumerumo J1a ce oHa pa3jMKyje oJ CTaHjgap/ne xaycaopdose Tonooruje.

3a () # B C A™ kaxxemo 1a je I/Ipe,ZLYI_[I/I6I/IJIaHE‘-I aKo HUje jeJaHK YHUJH JIBajy IIPaBUX
HEeITPa3HUX 3aTBOPEHUX MOJCKYIIOBA.

Hedunnnnuja 7.3. Vpenynubuian 3arBopenn noackyn ox A™ Hasuba ce adunn (aJ-
rebapckn) Bapujerer. OTBOpeHH TOJACKYN adHHOD BapujarTeTa Ha3WBa ce Kpasu-aduHu
BapwujeTerT.

Adunn n kBasu-ahuHI BapHjaTeTH Cy HEHTPATHH O0jeKTH IpOydaBamba aaredapcke
reomeTpuje.
Ba B C A" gedwunummemo naean ox By A

I(B) ={f e Al(vpe B)fp)=0}

YTIpcren ce ma3uBa HeTepuH aKo CBaKM HENpa3aH CKYM FHErOBUX Mjeada MMa MaKCUMATHH eJeMeHT.
20 Oscar Zariski (1899 — 1986) - Pycku mMaTemMaTwdap.
21y rommormju ce wenhe KOPHCTH TEPMUH MOBE3aH.
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Teopema 7.1 (Hilberf?| Nullstellensatz). Hexa je a udean 00 A u f € A maxas da V (a) C
V(f). Tada nocmoju r > 0 maxso da je " € a.

On nmocebrOT 3Ha4Yaja je caeneha mocaenuna Koja mosesyje dbyknuje V u .

IMocnaenuria 7.1. Kopecnodenvyuja mehy areebapcrum crynosuma 0d A" u pa&umm%w@
udeasuma od A dama ca

B — I(B)

je unjekmuena u nowmyje unkayaujy. Cneyujaino, aszebapcku ckyn je upedyyubuiah
axko je rwez206 odzosapajyhu udeas npocm.

Hedbunumuja 7.4. Heka je B C A" anrebapcku ckym. Aduau KOOPAUHATHU TTPCTEH O
Bje A(B) = A/I(B).

[Tpumerumo ja je A(B) unrerpajnu joMeH ako je B adbunu Bapujerer.

Hedbununuja 7.5. dnmensuja anrebapcekor ckyna B C A™, y oznanu dim(B), je cympe-
MyM cBHX k € N TakBuUX Ja noctoju janan By C ... C By pasJInuuTux upeyuOnTHIX
3aTBOPEHUX TOJCKYIOBa 0/ B (y ogHOCy Ha TOmoJorujy 3apuckor).

OBako neduHNCaHA TUMeH3Mja aarebapcKor CKymna y Be3u je ca ofrosapajyhe medpun-
HCAHOM JIUMEH3UJOM HeroBOI' apUHOI KOOP/MHATHOD HPCTEHA.

Hedununnuja 7.6. Bucuna npocror uaeana p nperena R, y osuamu h(p), je cympemym
cBuxX k € N TakBUX J1a TOCTOju JiaHat Po S ... C Ppp = P PA3IUUUTUX MPOCTHX HJIEAJA.

prﬂOBa@ JauMensuja npereda R,y o3nanu dim(R), je cynpeMyM BHCHHA CBUX HElOBUX
IPOCTHX Hjeaa.

Teopema 7.2. 3a aszebaperu ckyn B C A" sascu dim(B) = dim(A(B)).

ITokasyje ce ga je dim(A™) = n uw y ckiaagy ca tume JedUHUIIEMO KOTUMEH3H]Y
anredapckor ckyna B C A" ca codim(B) = n — dim(B).

Hedbuuunuja 7.7. Heka je B C A" up € B. @yukuuja f : B — k je peryaapua y p ako
nocToju mwena okomuna U u g, h € A taxse ga h muje nyna ma U n f|y = {. Oynxnuja
je perynapHa ako je peryJjapHa y cBaKOj TAUKH JIOMEHA.

Hedununnnuja 7.8. 3a abunu sapujerer B C A" ca O(B) 03HaAYNMO IPCTEH PEryIapHux
dbynknuja na B. 3a p € B nedununiemo JoKaaHu OpcTed o p y B, y osnanu O,, Kao
HPCTeH KJuI@ peryjapHux gpynknuja na By okojuau p. Ipyrum peduma, ejieMeHTH O
O, cy naposu (U, f) e je U oropena okonuna ox py B u f perynapna ¢yukiuja na
U.

Younmo ga je O, 3aUcTa JOKAJIHH IPCTeH. Iberos MakcmMasiaH HIeal m ce CacTojH
0J1 KJINIA peryrapHux QyHKImja Koje ¢y myna y p u O,/m = k.

22David Hilbert (1862 — 1943) - Hemauku maremarnyap.

ZPasukan uneana a npcrena R je Rad(a) = {r € R | (3n € N)r™ € a}. Unean je pajukaian ako je
jeJHaK CBOM PaJIUKAJLy.

2 Wolfgang Krull (1899 — 1971) - Hemauku maTematnyap.
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Teopema 7.3. Hexa je B C A". Tada
1. O(B) = A(B).

2. Hexka je m, C A(B) udean gynruyuja xoja cy nyaa y p. Tada je p — mp unjexmuena
Kopecnodenyuja usmelly mavaxa 00 B u makcumainur udeana 0d A(B).

8. 3a ceaxo p € B Oy = A(B)w, u dim(0,) = dim(B).

Hednunnnja 7.9. Bapujerer B C A" je Hopmasan y Tauku p € B axo je O, nHTerpaano
3aTBOpeH. BapujereT je HopMaJian ako je HOpMaJaH Y CBaKO] TAUKH.

U3 npenxogne jpedpuHuIMje IUPEKTHO CJIeId Ja je BapujereT B HOpMaJaH aKKO je
A(B) uHTerpaHo 3aTBOPEH.

Teopema 7.4. 3a ceaxu sapujemem B C A™ nocmoju nopmanar sapujemem B u mop-
dusam ™ : B — B maxas da sa cearxu nopmasru sapujemem C' C A" u ceaxu mopdusam

¢+ C — B nocmoju jeduncmeenu moppusam ¢ : C' — B maxae da je o = mo 6.
Bapujemem B wasusamo nopmasusauujom sapujamema B.
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8 ®3II xunoresa y R*

Y oBoM mortassby jokazyjemo ®3II xunoresy y RY. Ilparumo [ajdynunos mokasz [12]
basupan Ha yommrerny Konenn-Caburos-Basmosor mokaza ®3I1 xumorese y R3.

V ckaay ca HoTanmjoM KopumhenoMm y caydajy R® meka je P nosmenap ca TeMeHHMa
pi = (z4,vi, 2, w;) m meka cy l; = ||pi — p;||* xBagparn nyxuHa WHeropux mBHIa. 3a
KBaJpar Jy:KWHe UBHIE [4v] KOPHCTHMO U 03HAKY [, KaJa He HyMepHIIeMO CBa TeMeHa
Koja mocMmaTpamo. [locmarpamo mosbe

K =Kp =Q[x1,y1,21, W1, - - -, Tny Yny Zny Wy

u weros moanperen R = Rp = Q[l;5].
[naBum pe3yjatar Koju J0Ka3yjeMo Y OBOM IIOIVIaBJbY je cieneha Teopema.

Teopema 8.1 (Tandyamun, 2011). V; je unmeepasan nad Ry.

Anasorno kao y cayuajy R3, Bellows xunoresa y R* je mupexTna mocjemuna ose Teo-
peme.

ITocaenuna 8.1. P31 xunomesa sascu y R,

8.1 z-moJsmenpu

Heka je A™ crapgapinu m-auMeH3uonu cuMiuiekc. llogcerumo ce ga je k-ra cumiLiu-
mujanna rpyna on AM | C(AM), cnrobomma abenosa rpymna panra (1\121111) TeHEePUCAHA OPU-
jenTHcanum k-nojcuMiLiekcumMa cuminiekca A™. Enementn on Cp(AM) nasusajy ce k-
manmu. k-manar Z 3a koju Baxu 07 = 0, tae je 0 : Cp(A™) — Cr_1(A™) je ctangapaan
IDAHUYHU OLEPATop, HasuBa ce k-mukja. Hocau k-nanua L, y o3mamu supp(L) je nosu-
komtaexe cuvitexca AM xoju cagpwxu cse k-cuvmiexce o € A™ xoju npunagajy L u
BUXOBE MOJICUMILIEKCe. Y Ja/beM pajly UTHOpHUIIEeMO Opoj m u, He yMamyjyhu ommroct,
IPeINOCTaB/bAMO Ja Ce€ CBU JIAHIU HAJIA3€ Y HEKOM CHMILIEKCY JOBOJBHO BEJIMKE JTUMEH3-

uje.

Hedbunnnmja 8.1. Opujentucanu z-nonuegap y R je ypehenu nap (P, Z) vae je Z =
k n

> i1 Gilviy - viny] (n — 1)-nuvensuonn mukt n P @ supp(Z) — R* npecimkapame -

eapHO Ha CBAKOM ToicuMiuiekcy on supp(Z). Kaxkemo ga je P z-nosmemap W MHIIEMO

P :Z — R". Temena u uBurie ox P cy camke Temena u usuna on supp(Z). enepamuso-

BaHA OPUjEHTHCAHA 3alpeMuHa z-noaueapa P,y ozunauu Vz(P), je

k
Vy(P) = Z 4V ([OP(vi,) ... P(v;)])

rie je O € R npounssosbHa Tauka u V cramgapiaHa 3anpeMuna cummiekca y R™.

OBako jedUHUCAH 2-TIOJIneJIap U BeroBa 3alpeMIHA CY YOIIIITeHha PeryIapHoT MoJIueIpa
U IHerope opHjeHTHcane 3ampemube. Kako ce mndopmalyje o z-IOJIHEIPY Koje ¢y Ham
norpebHe y Jla/beM Pajly CajipzKe Yy HeroBoM Hukjay ymecto Rp u Vp numemo Ry u Vy
u reHepaJjiHo rnoucroehyjemo P u Z y ciydajeBUMa 4Yuju KOHTEKCT JOIYIITA TAKBY Ma-
HUIYJIANNjy O3HaKaMa 0e3 yMamuBama jacHohe m3jiarama.

Pazsor 3a pasmarpame z-moJmerapa yMecTO peryJapHUX MOJIHeIapa je y MUY KOH-
CTPYKIHje UHAYKTUBHOT J0Ka3a Teopeme Hawnwme, y tumensujama Behum o 3 Hemamo
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HOTOJAHY MHBAPHJAHTY KAO IITO je PO KOjy MOXKEeMO Ha IOrojJaH HAUMH CMAIbUBATH OJITO-
BapajyhoMm Xupyprujom Te He MOYKEMO TUPEKTHO YONIITHTA WHAYKTHBHHI JTOKA3 aHAJIOTHOT
tephema y R3. Tlocmarpame z-monmenapa HaMm oMmoryhyje Ja 3aHeMaphMO TOTOJOMIKY
CTPYKTYPY ¥ KOHCTPYHUIIIEMO WHAYKIIU]y Oa3upaHy Ha JBEMa YNCTO KOMOMHATOPHUM WH-
BapujaHTaMa: Opojy TeMeHa U IHbUXOUM CTeIeHUMA.

8.2 Ilnan mokaza Teopewme 8.1

Heka cy P, u P, z-noaumeapu ca mq; W Mo TEeMEHA PECIEeKTUBHO W HeKa cy di u ds
MHUHUMAJIHI CTeleHn TeMeHa oiroBapajyhmx z-nosmemapa. Jledwurmmemo mopemak Ha
Z-TIOJITeIPUMA Ca,

P<h<s (ml,dl) <lex (mg,dg)

3a z-mosmeap ca m TeMeHa W MUHUMAJHHUM CTEIIeHOM TeMeHa d KarKeMO [1a UMa CHI-
Hatypy (m,d). Teopemy JIOKa3yjeMo WHAYKIIMjOM y OJIHOCY Ha, TPEeIXOJHO jedwH-
ncaHu nopenak. bady mHAyKmwmje je nerenepucanu ciaydaj 4 = 0. Taga je mw cam z-
nosjuesiaap TpuBujaJaaH u 3ampemuta My je 0 Te Teopema TPUBHjaJTHO Bayku. MHIYK-
TUBHU KOPaK JeJuMo Ha cienehe nBe jeme.

Jlema 8.1. IIpednocmasumo da Teopema [8.1] sasrcu 3a cee z-noauedpe cuenamype ne
sehe 00 (m,d). Hexa je Z 3-uyura wuju nocaw uma cuznamypy (m, k). Hexa je u meme
supp(Z) emenena d. Tada sa ceaxy usuyy [uwv] € supp(Z) nocmoju s = 0 makeo da je
I3, Vz unmeepasar nad R.

Jlema 8.2. Heka je Z 3-uyuka, u meme 0d supp(Z) u vi,...,vx memena 0d supp(Z)
makea da [uv;] € supp(Z). Axo 3a ceaxo i € {1,...,k} nocmoju s; > 0 makso da je

I3 Vz unmeepanan nad R mada je Vz unmeepanan nad R.

8.3 Joka3z Jleme

Jlema 8.3. Hexa u,v,p1,...,ps € K. Hexa je O saryayuonu npemen 00 K ca makcu-
MANHUM UdearoMm M maras da

lw € O~m
(Vi e{1,....4} ) lup,, bup, € O
lp2p3 € 0
Lpps |
lp1p37 lp2p47 lp p3 ’ lp2p4 ¢ O
p1p2 pP3P4

Tada 12s 231 g ),

[
p1p3 ~ paps

Jlokas. Kako je CM(u,v,p1,...,ps) =0 10 je

0 1 1 1 1 1 1
L 0 luw lupy lupy lups  lups
1 luv O lvpl lvpz lUP:& lvp4
det |1 ZUPI lvpl 0 lp1p2 lp1p3 lp1P4 =0
1 lup2 l'UPQ lp1p2 O lp2p3 lP2P4
1 lup3 lUPS lp1p3 lp2p3 0 lp3p4
1 lup4 l'Up4 ZP1P4 lp2p4 lp3p4 0
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[ToneanmMo 4eTBPTH pell U KOJIOHY ca l, p, U CeIMU pell U KOJIOHY ca ly,p, .

0 1 — 11 -
lP1P3 lpzm
upy upy
1 0 lm} lpips lum lum’ lpapy
vp1 vpY
1 lm} 0 lp1p3 lvm lvps lpapy
1 lupy lopy lpypy lpipy .
det lpips  lpipz  lpips 0 lpypg 1 lpipglpops | — 0
l
P1P2
1 ZUPZ l'UPZ lPl 3 0 lpzps 1
lp3py
1 lup3 l’Upg 1 lp2p3 O @
1 lup4 lvp4 lp1p4 1 lP3P4 0
lpops  lpapsa  lpops  lpypslpapg lpapy

Axko ll”l—lp“ € m TajJa PeAyKITjoM IPeaxoHe jeHadYnHe mo m J00ujamMo
P1P3'P2P4

2L, =0
3 3 lP1p4
MITO je KOHTPaJUKIHja ca ycaoBoM JjeMe. [laxie, - & m Te KaKo Uy p, lpop, & O

} !
3aKJbYUY]eMO Iipy lpipy OJ
yayjemo gt i 7 O

Jlema 8.4. Hexa u,v,p1,...,pn € K* n > 4. Heka je O saryayuonu npcmen 00 K ca
MAKCUMAAHUM UOECAAOM T MaKas da

lw € O~m
Vie{l,....,n}) lup; Loy, € O
Lpipos Upapss -+ - s bp_1pns lpnpy € O
Tada nocmoju ig € {1,...,n — 2} maxso da ly, ,, ., € O.
Joxas. Ipeanocrasumo na (Vi € {1,...,n —2})l,p,,, € O. [locmarpamo ckynoBe Tagaxa

U, U, P1, Pi1, Pir Pit1, 2 < @ < n — 1. Ha ocuosy Jleme 3aKksbydyjeMo aa ly, & O.
Crenujajano, U3 mocjaeime IMeTopKe Tavaka 3aKbydyjeMo Ja l, ., ¢ O mro je y KoH-
TPaMKIUjU Ca yCI0BOM JieMe. Jlakiie, HocToju TPazKeHo iy TakBO 1 by, p,. ., € 0. O]

ITpumernmo na cy npeaxoiHe JBe JeMe JUPeKTHaA YOIIlema Kby IHuX Jema Konesn-
Caburos-Baamosor gokasa.

Heka je nagame Z 3-nuki. [logcerumo ce jna opujeHTHCaHa uBuna [uv] € supp(Z)
nedbunumme 1-1UKa Z,,|, KOjH HA3UBaMO JUHK o7 [uv] y Z, na cienehn naunn. Hexa je

k
7 = Z giluvwit;] + A

i=1

rje je A 3-IUKJI 9uju CUMILIEKCH He caapuke [uv]. JIuak ox [uv] y Z je

k
) = Z qi[wit;]
i—1

Ouurieno, Z,,) je nerpusujanan 1-mukia. He ymamyjyhu ommrroct, MoykemMo npemnocTaBuTy
Jia Cy CBH CHMILIEKCH [uvw;t;] jenuucrsenn. ledunuimemo

uv] Z |qz

38



Kako je Z},,) HerpuBnjatan 1-muxia 1o je ¢(Zp.) = 3.

3a mokas Jleme moTpeOHa HaM je joIn jemHa uMibeHuia. Hamme, cBakom 1-manamy C
MOZKEMO JIOJIeJIUTH TOH/Iepucanu opujenTucanu rpad ['¢ Koju ce cactoju o CBUX OpujeH-
THCAHUX WBHUIA [wiws] Koje mpunanajy C' u auju cy KoedUujeHTH MO3UTUBHE. [Iprme-
tuMO j1a je C' MUK aKO je Y CBAKOM IHerOBOM TEMEHY CyMa TeKUHA YJIa3HUX HUBUIA je/I-
HaKa CYMH TEX3HUHA H3JIA3HUX UBHIA. MOTHBHCAHU OBHUM OIIaXKarheM KaxKeMO Ja TeMeHa
Wy, . .., W IUHE yCMepeHn mpoctr muka y C' ako uBHIE [wiws), ..., [wrw;] yaaze y C ca
no3uTuBHUM KoedunujerTuma. Ouuryieno Baxku ciejgeha siema.

Jlema 8.5. 1-uyuxa cadpotcu yemepernu npocmu yukA.
CnpeMHE ¢MO Ja JoKazkeMo Jlemy

Joxras Jleme 8.1l Hexka je nagame P = supp(Z). Tepheme qo0KazyjemMo WHIYKIHOM II0
q(Zpu))- Baza unpykmuje je cayuaj ¢(Zp,.) = 3. Taga

Zuw) = [p1p2] + [p2ps] + [pspi]

Te je
7 = [uvpips] + [uvpaps] + [uvpspr] + A

e je A cyma 3-cuMiuiekca Koju He caapzke [uv]. Iloemarpajmo 4-cumiuieke ) = [uvp;paps)
1 3-IIUKJI
Z' = Z — On = [up1paps] — [vpipaps] + A

[Tpumernmo ma cy ca Temena u upnie o supp(Z') yjeano temena u usuie of supp(Z).
Jlaspe, KaKO HH jeJaH OJ CHMILIEKCA o1 Z He cajapxu [uv] To [uv] & supp(Z’). Haxie,
win u ¢ supp(Z') u 6poj temena ox supp(Z') je mawu ox m, win u € supp(Z’) u
deg(u) < d. Y cBakom cayuajy, curaarypa ox supp(Z’') je mama ox (m,d) Te HA OCHOBY
mpeanocTaBke Jgeme Teopema Bazku 3a supp(Z') tj. Vz je uHTerpasaH HaJ MPCTEHOM
Rz renepucanuM KBajgpatuma Jyzuua usuna ox supp(Z'). Kako je Rz C R 1o je
Vz unrerpasan najg R. ambe, Vy, je sanpemuna 4-cumiiekca Te je Ha ocHoby Kejin-
Menrepose cdopmyJie oHa HHTerpajna Haj s, a caMuMm TUM H HaJ R jep Rp, C R.
Haxne, Vz = Vg + Vp, je unterpajian Haj IR uuMe je 1oka3aHa 6a3a HHIAYKILje.
[IpennmocTaBuMO caa JIa JieMa BayKH 3a CBe IUKJe Z TaKBe Ja q(Z[M,]) < k 1 1OKaxKuMOo
Jla Tajia BaxKku 3a nukie Z rakse 1a ¢(Zpy,)) = k. Ha ocnosy Jleme HOCTOjU yCMEepeH
IPOCT WUKJL Py, ..., Pn Y L. Hexa je

N = [uwwpipiPige), 1 <i<n—2
Zi = Z — 0
P = supp(Z;)

Temena om P; cy yjenno m Temena on P. Jlasbe, cBaka mBHIa 0o F; Koja cajJpKu u je
yjenno u usuna on P. Jlakie, curmatypa csakor P; uumje Beha ox (m,d). Moryha cy asa
caydJaja.

Curnarypa on P; je mama oj (m,d) u Taga je Ha OCHOBY IDEJIIIOCTaBKe jeme Vi mHTe-
rpanaH Hag Ryz,.

Curnarypa oz P; je jennaka (m,d). Y Tom caydajy je

(Zi) ) = Ziwo) — [Pipit1] — [PivaPita] + [Pipita]
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Kaxko [pipiy1] 1 [pit1pite) y1a3e ¥ Zyy) ca nosuTuBHuM KoeburmjeHTuMa 10 je ¢((Z;)jue)) =
qQ(Zpw) — b, h € {1,3}. ¥ cBarkom caydajy, ¢((Z;)u]) < k Te Mo MHIYKTHBHO] Hpe/-
noctasnu nocroju s; > 0 TakBo na je [) V. mHTerpasan Hama [y,.

Y oba ciaydaja 3akspydyjemo ga moctoju s; > 0 TakBo ga je [0V, wHTerpasaH Haju
Rz,. Kako cy cBe uBmie of P; ceM eBeHTYAJTHO [p;p;io] yjeaHo u usuie ox P To je
Rz, C Rllyyp,.,)- Taxobe, R, C R[l,,..,] Te kako je V; =V + V,,. 3akpbydyjemo ja je
I3V narerpanan nag R[l,.,. .| Tj. 1a je Vz unterpanan wan R[l,,p, .., ﬁ]

Ako je n = 3 Tazma [p1ps] € P Te je mema gokazana. Ako je n > 3 morpeOHO je mokasaTu
na je Vz mATErpasan Ha R[i] Hexka je O Banmyammonu npcren ox K ca MaKCHMAJIHAM
AIealoM M Takab Ja R[ﬁ] C 0. Kako ﬁ € 0 10 l,, € mTe u,v,pq,...,Pp 38I0BOJ-
jaBajy ycuose Jleme Te nocroju j € {1,...,n—2} rakso na l, .., € O. dakne, Iy, .,
je MHTeraJaH Ha R[m} Te Kako je Vz unrerpanan wazn R[l, ., .., %] 3aK/bydyjeMo 1a je
Vz wnrerpanan Hag R[l,,). O

8.4 Joka3z Jleme

Ba gokaz Jleme KOPHCTHMO ajare ajarebapcke reoMmerpuje. 3a papujerer X C C7
KazkeMo j1a je medbunncan Hag Q ako je [(X) remepucan parmonaaanm noanaoMuMa. Ca
F[X] u F(X) o3Ha9aBaMO IPCTEH PETyJIapHUX, OJHOCHO [0Jbe PAIIMOHATIHUX, (DYHKITH]ja
Ha X ca KoepunujeHTHMA y HoJby F'.

Kako cy panmomamne dbynknuje f = ¢ € F(X) sampaso npecamkasama f : X —
F U {oo} upu uemy je f(x) = oo ako je h(x) = 0, myaruckyn (f)e = f~1({o0}) je 106po
neduHICaH 1 Ha3WBaMo ra JuBu30poM nosaosa of f. [Ipumernmo na je codim((f)) = 1.

Jlema 8.6. Heka je X C C" upedyyuburan apunu apujemem dedunucan nad Q. Hexa
cy fi,..., fp € QIX] maksu da je {fi = ... = f,} C X xodumensuje 2. Hexa je L
pawupere 00 Q(X) vy € L maxeo da cy sa nexe s; =0 fly, ..., [’y unmeepasru nad
Q[X]. Tada je y unmezpararn nad QI X].

Jlokas. lokazyjemo tBpheme 3a y € Q(X). Jlokas ommrer ciaydaja Kaja y mpunajia
HEKOM DAIlUperby CJIeU JUPEKTHO u3 npeaxonsor (sumu [12]).

Heka je X — X mopmaimsammja o1 X. Kako je C[X| HHTerpagno 3aTBOpeme O
C[X]y C(X) 1ojey € C(X) u ffy cy peryrapue dbyrknuje na X. Kako je X Hopmasam
10 je juBH30p 10uoBa (YY) 106po sedunncan y X. Heka je Y C X nocad o1 (4)oo.
Kako cy ffiy peryaapme ma X 1o je Y caapxan y Micicptfi = 0} C X. Kaxko je 7
KOHA4YaH perysapan Mopdmusam, 3akspydyjemo ga ckynosu {f; = ... = f, = 0} C X u
{fi =... = f, = 0} C X uncrux kogumensuja tj. Oap 2. [Hakme, codim(Y) > 2 re
3ak/bydyjeMo na je (y)oo = 0 (jep je amBusop yeek kommmensuje 1). Sakspydyjemo Ja je
y unrerpagan nax C[X]. Byayhn na je exement ox Q(X) murerpanam mag Q[X] ako
je uarerpanan Hajg C[ X | 3akmpydyjemo na je y unrerpaian vaa Q[ X| mro je u Tpebaso
JIOKa3aTH. ]

Heka je K (n — 1)-IuMeH3HMOHN CHMILTUIIIjAJIHH KOMILTIEKC CA 1M TeMEeHA U I HBHIIA.
ITocmarpamo adune mpocrope C™" ca KoopaumHaTaMma T,; The je u Teme on K m i €
{1,...,n}, u C" ca xopauHATAMA Gyy = Gy, TA€ je [wv] € K. Younmo pasauky m3melhy
Juy ¥ DYHKIHje KBaapaTa pacrojamba upuie l,,. Heka je h : C™ — C" xomomopduzam

neduHUCAH Cca
n

Guv = Z(xu,z - xv,i)2

=1
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[Tpumernmo 1a je h*(gu,) = lw. Heka je Xk 3arBopewme ox Im(h) (y ombocy Ha
ronosiornjy 3apuckor). Xy je upenynubmian adunu sapujerer nedunucan Hag Q u
Q[ Xk je Q-momanrebap ox R.

Jlema 8.7. Hexa je u meme 00 P u wexa cy p1,...,pr, k = 2, memena 0d P maxea da
lup;| € P. Tada je Y = {lyp, = ... = lyp, = 0} C Xp Kodumensuge bap 2.

IIpemxonmna Jiema morpebua Ham je camo 3a k = 4. Jlema[8.2] crem mupextro u3 Jleme
7?7 u Jleme Jlemy JI0Ka3yjeMo KopucTelin ase JogaTHe IOMOLHe JIeMe YUjU TOKA3.

Jlema 8.8. Hewa je P : K — C" u € = maxigick |lup, (P)|. Tada nocmoju 1 < j < k u
P K — C" makeo da lyy, (P') =0 u (V[viva] € K) |ly0,(P') — Ly, (P)] < 3e.

Jlema 8.9. Hexa je g = (gu0,) € Xk maras da (V1 <@ < k) gup, = 0 u e > 0. Hocmoju
noaedap P : K — C" maxas da

1. (v[vlvﬂ S K) ‘l’UIUQ - gv11}2| S €
2. Gir e {1,...,k}) Ly, =0.
3. (Jiy € {1,....k}) Ly #0.

Howas Jleme [8.7 Hexa je Y; = {l,,, =0} C Xk. Heka je Y; =Y;1N...Y;, pasdujame
Y; na upenynmubuine komnonente. [IpenorncraBumo ga tBpherse JieMe HEuje TauHo. Taga
Y =Y Nn...NY, canpxu npenynubnany kommnonentu C' komumensuje 1. He ymamyjyhu
onmrocT MoxkeMmo npexanocrasut aa je Y; 1 = C. Tocroju g = (gy,v,) € C TakBO 12 g &
Ujs1 Y- Heke je Uc(g) e-okomna rauxe g. Kaxo cy Y;; satsopenn, U (g) U, Yi; =0,
3a goBosbHO Masto €. Taga je U(g)N (Y1 U...Yy) = Uc(g) NC. Amu, na ocrosy Jleme 8.9
nocroju ¢ € U(g) takBo ja ¢’ € YV;, w g’ € Y;,, 3ameke iy nigre ¢ € Y1U...UY, u
g & C mro je kourpaaukinmja. laxme, Y Mopa 6utn Kogumensuje 6ap 2. O
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9 OrTBOopenu npoodemMu

9.1 ®PaekcMOMIITHUH MOJIMEJIPU Yy BUINNM AUMeH3UjaMa 1 HeeyK-
JUJCKAM HPOCTOPUMA

Huje moznaro ma aum mocroje dbaexkcudbwrnu noaueapu y R™ 3a n > 5. Ilurame koje
ce Takohe MOKe HMOCTABUTH je Jia Jik HoCcToje (hJICKCUOUIHN MOJUEPU Y HeeyKJIUICKUM
npocropuMa. Basmosa KouCTpyKinja (pekcuomanor oktaeapa y R* moxe ce momnduko-
sartu [[1] y xkorcTpyKiujy dbaeKCuGIIHOT OKTAaeApa ¥ eTUITHIKOM HJIH XUIePOOTHIKOM
opocTopy. 3a JuMeH3Hje pazauaute o 4, jga Jium 1mocroje (paeKCHOUJIHE HOJUEIPU Y
XUTEPOOJTMIKOM WU eJTUNTUIKOM MPOCTOPY HUje MO3HaTo. ¥ caydajy cdepHor mpoc-
TOpa MOKA3aHO je Ja mocToje (PIeKCHONIHN TOJUe/IPU Y JUMEH3Uju 3. 3a jeJaH Of TUX
nosimefapa je nokaszano [18] ma e wyBa 3anpemuny npu casujamy Te ®3I1 xumoresa ne
pazkn y 53, TTomenmmo jort 1a mocToje biieKCnONIany TToJneaph y IPOCTOPY MI/IHKOBCKOI@
quMensuje 3 u oHd Ja 3ag0BosbaBajy P31 xunoresy [17]. Tlutame y KojuM mpocTopuMa
U KOjUM JUMeH3WjaMa TocToje (hIeKCUOWIHN TOJWeIpH U Ja Ju 33710BosbaBajy D3I
XHTIOTE3Y Ce JOII YBEK aKTUBHO IIPOYyYaBa.

9.2 @3]l xunore3a y eyKJNJACKAM IIPOCTOPHMA BUINNX JUMEH-
31ja

OtBopeno je nutame jaa au P31 xunoresa BaxKku y aumensujama sehum ox 4 ogHOCHO 12
JIM BaxKd jade ajredapcko TBpheme duje je oHa MOoC/Ie/uIia.

VKOIHKO ¥KeauMo [a yommTuMmo uzeje moxkasa y R® m RY morpebna mam je omro-
Bapajyha mHBapujaHTa Mmojnueipa y OJHOCY HA KO]Y BPIIUMO HHIYKIIU]Y.

Heka je K (n—1)-1uMeH300HE CHMILTHITH]aIHE KOMILIEKC 1 Heka je m(K) 6poj remena
on K. 3a k-cummiexkc 7 € K ueka je m(7, K) 6poj (k+ 1)-cummiekca o1 K Koju cagpzke
7. (n — 4)-3actaBa onx K je uuz T cummiekca 7o C ... C T,_4 KOMILTekca K TakBuX Ja
je dim(r;) =i. Heka je F(K) ckyn cBux (n — 4)-3acraBa. 3a T € F(K) neka je

m(7T,K)=(m(K),m(ry, K),...,m(Th_4, K))

Hexka je
m(K) = minm(7)

TeF

rje je MEMUMYM TOJIpa3yMeBaH y OJHOCY Ha Jekcukorpadpceku nopegak. Heka je D,
Kejnu-Menreposa temena cumiiekca o € K. Youmrema K/byIHUX jJeMa KOPUNThEHUX Y
noxazy ®3I1 xumoreze y R* cy caenehe.

Jlema 9.1. Heka je n > 3 u mq @ukcro. Ilpednocmasumo da je 3a ceaxu (n — 1)-
Jumensuony yurs Z makas da je m(supp(Z)) < mg Vy unmeepasan 1ad Rgyypz. Hexa je
Z' (n—1)-0umensuonu yur, Mg,z = Mg u neka je T € § maras dam(T, supp(Z')) =
my. Heka je o € supp(Z') (n — 3)-dumensuonu cumnaerc koju cadpocu T,—y. Tada noc-
moju s = 0 maxeo da je DV unmeeparan 1ad Reyppzr).

Jlema 9.2. Hexa je Z (n — 1)-yuka, 7 (n — 4)-dumensuonu cumnaekc 0d supp(Z) u
01,...,0% (n — 3)-cumnaercu 0d supp(Z) xoju cadporce T. Axo ca cearo 1 < i < k

nocmoju s; > 0 maxso da je D} Vy unmeepanan 100 Reypp(z) mada je u Vy unmeepasan
nad R

supp(Z)-

25 Hermann Minkowski (1864 — 1909) - Hemauku mMaremaruyap.
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Jlema J0Ka3zyje ce MOTHyHO aHajgorHo Kao y R*. a s je Jlema TavHa JOIII
yBeK Huje mo3HaTo. Jokas 6m cieano m3 MO3UTUBHOT OJTOBOpA Ha cjenehe muTame.

Iurame 1. Heka je Z (n — 1)-muxor, 7 € supp(Z) (n — 4)-ANMEH3UOHH CHMILIEKC H
O1,...,0% (n — 3)-TUMEHCHOHU cUMILIeKCH o1 supp(Z) xoju caapxke 7. Ha qu {D,, =
... =D, =0} C Xyyppz uMma kopumensujy dap 27

9.3 Jaka P31l xunoresa

Hedbunuunuja 9.1. Iomueapu P u P’ ¢y ekBupacTaB/bUBH ce 006a MOI'Y Pa3/J0KUTH Ha
KOHAQYHO MHOTO noJiuegapa Py, ..., P,.

AKo cy Toneipu €KBUPACTAB/BUBY 3alPEMUHE CY UM OYHIJIeAHO ucTe. Jla i Baxu
obpar je jenan on 23 uyBeHa mpodyemMa Koje je XuadbepT n3a0:kuo Ha VHTepHAIMOHATHOM
kourpecy maremarudapa 1900 y [Tapu3sy.

IMutamwe 2 (Xuabepror Tpelim mpobaem). Jda m cy cBaka apa noameapa y R mcre
3alPEMUHE €KBUPACTAB/HUBU

Maxc /Z[e}@ je HeratwsHO pemuo npobaem 1902. roa. Uneja denosor mokaza je yBo/I-
jeme onroBapajyhe mHBapujaHTe MOJIHEIpa KOja je UCTa 3a CBe eKBHPACTAB/HUBE MOJIUEIPA.
Jlen je moToMm 1oKa3ao Ja IOCTOje MOJHUeJPU UCTe 3ampeMuHe a pasjundnte JleHoBe nH-
BapujaHTe eKCIUIMITUTHO KOHCTPYHUITyhu ojiroBapajyhu npuMep 4uMe je HeraTUuBHO PEITo
Xuibepros Tpehu npodsem. J.-I1. Cnaﬂep@ je 1965. rog. mokaszao [20] cymporan cmep
Tj. TOKa3ao Ja Cy TOJHeJIpHd NUCTUX 3alpeMUHa eKBHpPACTaB/bUBH aKKO WM je /leHoBa
NHBAapHUjaHTA UCTA.

Konenu je upejjoxuo cienehy xunoresy o /lenoBoj mnBapujantu (pJieKCuOUIHUX
noJjie1apa.

Xunoresa 2 (Strong bellows conjecture). /lenosa unsapujanma gaekcubunroz nosuedpa
Jje KOHCAHMHKG NPU 16e2080M CABUJAIDY.

Jaka @311 xunoresa je nmpopepena 3a bpukapose okTaeae Heke (DJIeKCUOUTHE TOIHeIpe
kao 1mro je Credenos nosmenap [19]. V cBum 0 caja ncnuranum ciiydajeBuma norsphena
je xkao Tauna. Mmak, ommru J0Ka3 U Jia/be He TOCTOjU.

26 Max Dehn (1878 — 1952) - Hemauxku maremaTrudap. Yuennk lasuma Xunbepra.
27 Jean-Pierre Sydler (1921 — 1988) - Illsajnapcku MaTemaTwdap u 6GubIHOTEKAD.
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