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Predgovor

Ovaj rad ima oblik preglednog qlanka u kome su izlo�eni rezultati i otvoreni
problemi u vezi fleksibilnih poliedara. Posebna pa��a posve�ena tzv. Bellows
conjecture tj. hipotezi da zapremina fleksibilnih poliedara ostaje fiksna pri
savija�u. Rad je u velikoj meri samosadr�an i mo�e da slu�i kao uvod u ovu ak-
tuelnu oblast.

Iskreno se zahva	ujem Sinixi Vre�ici i Radetu �iva	evi�u qiji trud i za-
laga�e daleko prevazilaze du�nosti mentora, kao i Branislavu Prvulovi�u na
korisnim sugestijama.
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1 Uvod

Predstav	amo klasiqan rezultat, Koxijevu1 teoremu rigidnosti, kao uvod i moti-
vaciju za probleme koje razmatramo u radu.

1.1 Koxijeva teorema o rigidnosti

Graf nazivamo planarnim ako se mo�e utopiti u R2. Drugaqije reqeno, graf je
planaran ako se mo�e nacrtati u ravni tako da se ivice seku samo u temenima. Pla-
narni graf deli ravan na komponente povezanosti (qiji broj ne zavisi od utapa�a)
koje nazivamo p	osnima grafa. Tako�e, broj ivica koji okru�uju svaku p	osan
je dobro definisan (invarijantan u odnosu na utapa�e) i nazivamo ga stepenom
p	osni. Podsetimo se Ojlerove2 formule.

Teorema 1.1 (Ojlerova formula). Neka je G povezan planaran graf sa n temena,
e ivica i f p	osni. Tada je

n− e+ f = 2

Od mnogobrojnih posledica ovog divnog tvr�e�a potrebno nam je slede�e.

Posledica 1.1. Neka je G prost planaran graf sa n > 2 temena, e ivica i f
p	osni i neka su �egove ivice obojene dvema bojama. Tada postoji teme takvo da
se u cikliqnom poredku �egovih ivica �ihova boja me�a najvixe dva puta.

Dokaz. Neka je ni, i > 0, broj temena stepena i. Analogno definixemo i fi, i > 1.
Primetimo da va�i ∑

i>1

ini = 2e =
∑
i>1

ifi

Posmatrajmo uglove gde dolazi do promene boje. Neka je c broj takvih uglova.
Predpostavimo da je tvr�e�e netaqno. Tada je c > 4n jer se oko svakog temena
promena boje dexava paran broj puta. Da	e, svaka p	osan stepena 2k ili 2k+1 ima
najvixe 2k takvih uglova te va�i

4n 6 c

6 2f3 + 4f4 + 4f5 + 6f6 + 6f7 + 8f8 + ...

6 2f3 + 4f4 + 6f5 + 8f6 + 10f7 + ...

= 2(3f3 + 4f4 + 5f5 + 6f6 + 7f7 + ...)− 4(f3 + f4 + f5 + f6 + f7 + ...)

= 4e− 4f

xto je u kontradikciji sa Ojlerovom formulom.

Podsetimo se definicije kombinatorne ekvivalentnosti poliedra.

Definicija 1.1. Poliedri P i P ′ su kombinatorno ekvivalentni ako postoji
bijekcija f : P → P ′ koja slika temena u temena i p	osni u p	osni tako da za svaku
p	osan p va�i deg(p) = deg(f(p)).

Spremni smo da doka�emo �e	eno tvr�e�e.

1Baron Augustin-Louis Cauchy (1789− 1857) - Francuski matematiqar.
2Leonhard Euler (1707− 1783) - Xvajcarski matematiqar i fiziqar.
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Teorema 1.2 (Koxijeva teorema rigidnosti, 1813). Neka su konveksni poliedri
P, P ′ ⊆ R3 kombinatorno ekvivalentni i neka su im odgovaraju�e p	osni podudarne.
Tada je P ∼= P ′.

Dokaz. Dovo	no je pokazati da su svi uglovi me�u odgovaraju�im parovima sused-
nih p	osni podudarni. Obojimo ivice poliedra P crno ili belo ako je ugao me�u
odgovaraju�im susednim p	osnima ve�i odnosno ma�i u P ′ nego u P . Ukoliko su
odgovaraju�i uglovi podudarni, ne bojimo ivicu ni jednom bojom. Obojene ivice
poliedra P qine dvobojan planaran graf G.
Predpostavimo da P � P ′. Tada je G 6= ∅. Odaberimo teme v koje je kraj�a taqka
bar jedne obojene ivice i kod koga se (posmatrano u G) promena boje u cikliqnom
poredku susednih ivica dexava najvixe dva puta. Takvo teme postoji na osnovu
Posledice 1.1.
Presecimo P sferom Sε poizvo	no malog polupreqnika ε sa centrom u v i P ′ sferom
S ′ε sa centrom u v′. Dobijamo konveksne sferne poligone Q i Q′ qiji su odgovaraju�i
lukovi podudarni (jer su p	osni P i P ′ podudarne i polupreqnik sfera Sε i S

′
ε je

isti).

Slika 1: Dokaz Teoreme 1.2.

Oznaqimo uglove u Q sa + ili − ako je odgovaraju�i ugao u Q′ ve�i odnosno ma�i
u Q′ nego u Q. Na osnovu odabira temena v, bar jedan od uglova poligona Q mora biti
oznaqen i u cikliqnom poredku uglova promena znaka se dexava najvixe dva puta.
Ako su svi oznaqeni uglovi u Q istog znaka dolazimo u kontradikciju sa narednom
pomo�nom Lemom 1.1. U suprotnom, postoji linija koja spaja sredixta neke dve
stranice i koja razdvaja uglove oznaqene sa + od onih oznaqenih sa −. I u ovom
sluqaju dolazimo do kontradikcije jer bi u suprotnom, na osnovu iste leme, linija
razdvaja�a istovremeno bila du�a i kra�a od odgovaraju�e linije razdvaja�a u
Q′.

Lema 1.1 (Koxijeva lema). Neka su Q i Q′ konveksni (ravanski ili sferni) n-
touglovi oznaqeni kao na slici

Slika 2: Koxijeva lema.
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takvi da (∀i ∈ {1, . . . , n− 1}) qiqi+1 = q′iq
′
i+1 ∧ αi 6 α′i. Tada je

q1qn 6 q′1q
′
n

pri qemu jednakost va�i akko (∀i ∈ {1, . . . , n− 1})αi = α′i.

Interesantno je napomenuti da je Koxijev oreginalni rad[2] sadr�ao grexku
u pomo�noj lemi koja je prime�ena tek posle vixe od 50 godina. Najverovatnije
objax�e�e za ovoliko dug period do prime�iva�a grexke je to xto je pomo�na
lema toliko intuitivno oqigledna da gotovo nikoga nije zanimao �en dokaz (xto
je jedan od razloga zaxto ga ne navodimo).

1.2 Posle Koxija

Primetimo da je u Koxijevoj teoremi neophodno da oba poliedra budu konveksna.

Slika 3: Nepodudarni kombinatorno ekvivalentni poliedri sa podudarnim p	os-
nima.

Definicija 1.2. Savija�e poliedra P je neprekidna familija kombinatorno ek-
vivalentnih poliedara Pt, t ∈ [0, 1] takva da je P0 = P i (t1, t2 ∈ [0, 1]) t1 6= t2 ⇒ Pt1 6∼=
Pt2 . Poliedar nazivamo fleksibilnim (savit	ivim) ako postoji �egovo savija�e.
Poliedar koji nije fleksibilan nazivamo rigidnim.

Koxijeva teorema tvrdi da je svaki konveksan poliedar rigidan. Prirodno se
postav	a slede�e pita�e. Da li postoji fleksibilan poliedar?

Predpostav	alo se da su svi poliedri, konveksni ili ne, rigidni. Na veliko
iznena�e�e, Robert Koneli3 je 1977. god., osla�aju�i se na predhodne rezultate
Raola Brikarda4, 164 godine posle Koxija, oborio tu hipotezu pronaxavxi kon-
traprimere [4]. Usledilo je jox iznena�e�a. Koneli je postavio slede�u hipotezu.

Hipoteza 1 (Bellows conjecture). Zapremina fleksibilnog poliedra je konstantna
pri savija�u.

Engleska req bellows5 su u ovom kontekstu odnosi na mehaniqku duvalicu ili
meh. Harmonika bi bila najpogodnija za slikovito pojax�e�e hipoteze. Naime,
kako se harmonika savija �ena zapremina se me�a. Ako zamislimo harmoniku kao

3Robert Connelly - Ameriqki matematiqar
4Raoul Bricard (1870− 1944) - Francuski matematiqar i in�e�er.
5Etimoloxki koren reqi bellow potiqe od nekolicine XII vekovnih sred�e engleskih reqi za

stomak i iznutricu kao npr. belly (stomak) xto je i logiqno jer se razni mehovi, gajde i sl.
tradicionalno prave od iznutrica raznih �ivoti�a.

5



poliedar, hipoteza tvrdi da u tom sluqaju p	osni harmonike ne mogu biti podu-
darne u svim momentima savija�a (jer bi u suprotnom harmonika imala konstantnu
zapreminu xto nije sluqaj). Drugim reqima, ne postoji ,,matematiqki savrxena"
harmonika. Umesto slikovitog naziva ,,Hipoteza o harmonici", u da	em radu ko-
ristimo formalniji termin: FZP6 hipoteza.

I. H. Sabitov7 je dokazao FZP hipotezu 1995. god. za sve poliedre homeomorfne
sferi [14, 15]. Dve godine kasnije, Sabitov, Koneli i Valc8 su dokazali [5] hipotezu
za sve poliedre (u R3).

Ovi rezultati otvorili su oqekivana pita�a. Da li analogan FZP hipoteze
va�i u vixim dimenzijama i da li vixedimenzioni fleksibilni poliedri uopxte
postoje?

Ova pita�a su pozitivno rexena za dimenziju 4. Valc je 1998. god. dokazala da
postoje fleksibilni poliedri u R4 a A. A. Gajfulin9 je 2010. god. dokazao [12] da i
oni zadovo	avaju FZP hipotezu.

U ovom radu predstav	amo predhodno pomenuta tvr�e�a.
Tema fleksibilnih poliedara je i da	e veoma aktuelna i jox uvek je otvoreno

pita�e da li analogoni predhodnih tvr�e�a va�e za dimenzije ve�e od 4.

6Skra�enica od ,,fiksna zapremina poliedra".
7Id�ad Hakoviq Sabitov (1937−) - Ruski matematiqar.
8Anke Walz
9Aleksandar Aleksandroviq Gaǐfullin - Ruski matematiqar.
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2 Fleksibilni poliedri u R
3

U ovom poglav	u dokazujemo slede�u teoremu.

Teorema 2.1 (Conelly, 1978). Postoji fleksibilan poliedar u R3.

Teoremu dokazujemo eksplicitno konstruixu�i tra�eni poliedar.
Konelijeva konstrukcija fleksibilnog poliedra bazira se na predhodnim rezul-

tatima Brikarda [1]. Brikard je 1890-ih konstruisao fleksibilni poliedar sa
samopresecima. Konelijev rezultat se bazira na otkla�a�u samopreseka Brikar-
dovog oktaedra. Interesantno je napomenuti da je i sama tehnika koju je Koneli
koristio suxtinski Brikardova.

2.1 Brikardov oktaedar

Za konstrukciju Brikardovog oktaedra potrebne su nam dve jednostavne qi�enice.

Lema 2.1. Piramida bez baze je fleksibilna akko je broj �enih strana ve�i od 3.

Slika 4: Lema 2.1.

Lema 2.2. Neka je ABCD tetraedar takav da je AB = CD i BC = AD. Neka su
E i F sredixta AC i BD. Tada je EF ⊥ AC i EF ⊥ BD.

Slika 5: Lema 2.2.
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Dokaz. Kako je ABC ∼= CBD (tri podudarne stranice) to je ∠ADB ∼= ∠CBD.
Dakle, ADF ∼= CBF (podudarni par stranica i ugao me�u �ima). Zak	uqujemo da
je AF = CF te je ACF jednakokraki i EF je �egova visina. Dakle, EF ⊥ AC.
Analogno zak	uqujemo i EF ⊥ BD.

Na osnovu predhodne leme zak	uqujemo da je tetraedar sa podudarnim parovima
naspravnih ivica simetriqan u odnosu na pravu koja spaja sredixta naspramnih
ivica.

Teren je priprem	en za konstrukciju Brikardovog oktaedra. Neka je ABCD
tetraedar takav da je AB = CD i BC = AD. Na osnovu predhodne leme postoji
prava l simetrije tetraedra ABCD. Neka suM i N dve razliqite taqke simetriqne
u odnosu na pravu l.

Definicija 2.1. Brikardov oktaedar je unija 8 trouglova:

ABM,BCM,CDM,DAM,ABN,BCN,CDN,DAN

Pomenuli smo da Brikardov oktaedar ima samopreseke. P	osni ABN i CDM se
seku po EF , ABN i BCM po BE i CDM i ADN po FD (pogledati sliku ispod).

Slika 6: Brikardov oktaedar.

Teorema 2.2 (Bricard, 1897). Brikardov oktaedar je fleksibilan.
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Dokaz. Posmatramo Brikardov oktaedar kao uniju dve piramide bez baze: ABCDM
i ABCDN . Na osnovu predhodnog opa�a�a, otvorena piramida ABCDM je flek-
sibilna. �eno savija�e quva jednakosti AB = CD i BC = AD te baza ABCD ima
osu simetrije u svakom momentu savija�a. Refleksijom ABCDM u odnosu na osu
simetrije baze dobijamo savija�e piramide ABCDN koja zajedno sa prvobitnim
savija�em qini savija�e Brikardovog oktaedra.

Kako Brikardov oktaedar ima samopreseke za �ega ne postoji dobar model. Ipak,
dobar model je mogu�e napraviti ako se eliminixu dve p	osni.

Slika 7: Model Brikardovog oktaedra bez dve p	osni.

Ovaj model je veoma savit	iv. Slede�a slika pokazuje �egove dve ekstremne
pozicije.

Slika 8: Dve pozicije redukovanog Brikardovog oktaedra.

Interesantno je primetiti da je simetrija neophodna da bi Brikardov oktaedar
bio fleksibilan. Svako naruxava�e �egove simetrije qini ga rigidnim.

Drugi naqin konstruisa�a modela Brikardovog oktaedra, bitan za Konelijevu
konstrukciju, je slede�i. Uklonimo dve p	osni koji dele zajedniqku ivicu, npr.
AMB i ANB. Polaze�i od ravanskog modela spojimo AD iznad i BC ispod ravni
CMDN .
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Slika 9: Model Brikardovog oktaedra sa granicom.

Ovako konstruisan fleksibilan poliedar ima granicu AMBN . Ni jedna od ne-
dostaju�ih p	osni AMB i ANB mu se ne mo�e dodati jer bi to dovelo do samopre-
seka. Ipak, ovaj model se mo�e dopuniti do kompletnog ali beskonaqnog poliedra
zamenom nedostaju�ih p	osni AMB i ANB �ihovim poluravanskim komplemen-
tima.

Slika 10: Poluravanski komplement trougla.

Dodava�em dve beskonaqne p	osni dobijamo kompletan fleksibilan poliedar
koji liqi na otvorenu k�igu.

2.2 Konelijeva konstrukcija

Konelijeva konstrukcija poqi�e od degenerisanog Brikardovog oktaedra. Neka je
ABCD pravougaonik takav da je AB < AD i neka je M taqka iz unutrax�osti
pravougaonika takva da je MA = MB < MC = MD. Podelimo pravougaonik na
qetri trougla: AMB,BMC,CMD,DMA. Odaberimo jox jednu kopiju pravougaonika
i na �emu taqku N simetriqnu taqki M u odnosu na centar pravougaonika. Pode-
limo i drugi pravougaonik na qetri trougla, ANB,BNC,CND,DNA i spojimo
ih.
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Slika 11: Modifikovan Brikardov oktaedar.

Slika 12: Poqetak Konelijeve konstrukcije.

Dobijenih 8 trouglova formiraju Brikardov oktaedar koji ceo le�i u jednoj
ravni. Broj �egovih samopreseka mo�emo sma�iti tako xto p	osni zamenimo
(otvorenim) piramidama qije su one nedostaju�a baza. Primetimo da dodava�e
piramida na p	osni ne naruxava fleksibilnost i da �e dodate piramide biti
rigidne pri savija�u.

Slika 13: Zamena p	osni otvorenom piramidom.
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Dodajmo piramide na predhodno opisan naqin na svim p	osnima sem AMB i
CND (jer dodava�e piramida nad �ima ne uma�uje broj samopreseka). Ovako dobi-
jen poliedar ima samo dva samopreseka, E i F koji su preseci odgovaraju�ih parova
ivica. Slede�a slika prikazuje dobijen poliedar razlo�en na dva dela radi bo	e
preglednosti.

Slika 14: Skoro zavrxena Konelijeva konstrukcija.

Primetimo da diedarski uglovi kod preseqnih taqaka nemaju drugih zajedniqkih
taqaka i da se prilikom savija�a poliedra diedarski uglovi ili uda	avaju ili
prodiru jedan kroz drugi.
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Slika 15: Brikardov oktaedar u okolini taqke samopreseka.

Ostalo je jox da uklonimo malu okolinu preseqnih taqaka na ,,poliedarski"
naqin kako bi smo eliminisali sve samopreseke. Ali ve� znamo kako to da uradimo!
Dovo	no je da zamenimo okoline preseqnih taqaka modifikacijom Brikardovog ok-
taedra koji liqi na otvorenu k�igu (pogledati posled�u sliku predhodnog ode	ka).

Slika 16: Ukla�a�e taqke samopreseka.

Konstruisali smo fleksibilan poliedar sa 26 p	osni, 24 trougla i 2 nekonvek-
sna xestougla, qime je Konelijeva teorema dokazana.

2.3 Stefenov poliedar

Posle Konelijeve originalne konstrukcije usledilo je dosta modifikacija. Prime-
timo prvo da se oreginalna konstrukcija mo�e pobo	xati. Ako prilikom posled-
�eg koraka Konelijeve konstrukcije umetnute delove uqinimo dovo	no velikim
oni �e ,,pojesti" diedarske uglove i sma�iti broj p	osni na 24 koje �e sve biti
trougaone. Da	e, mo�e se primetiti da nisu sve dodate piramide neophodne. Ova
opa�a�a dovode nas do modela sa 18 trougaonih p	osni.
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Slika 17: Razlo�en Stefenov poliedar.

Do sada najbo	u konstrukciju fliksabilnog poliedra pronaxao je Klaus Ste-
fen10. �egov poliedar se sastoji od 14 trougaonih p	osni i samo 9 temena.

Slika 18: Stefenov poliedar.

Stefenov poliedar se sastoji od dva identiqna xestostrana Brikardova oktae-

10Klaus Steffen - Nemaqki matematiqar.
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dra, sliqna ,,krilima" predhodnog redukovanog modela Konelijevog poliedra, i jox
dva zasebna trougla.

Slika 19: Stefenov poliedar razlo�en na delove.

Na osnovu ovog opa�a�a lako se mo�emo uveriti da je Stefenov poliedar flek-
sibilan. Naime, ve� znamo da su dva oktaedra fleksibilna te je Stefenov poliedar
bez p	osni ABC i ABD fleksibilan. Nije texko pokazati da savija�e quva ras-
toja�e me�u taqkama C i D te �e poliedar biti fleksibilan i kada se dodaju dve
nedostaju�e p	osni.

2.4 Konelijeva sfera

Predstavimo jox jednu konstrukciju fleksibilnog poliedra koju je Koneli bazirao
na predhodnom radu Brikarda.

Neka je C kru�nica u ravni π sa centrom u O i p1, p3 ∈ C. Neka su p2, p4 ∈ C
takve da su usmereni lukovi p1p2 i p3p4 podudarni. Qetvorougao P = p1p3p4p2 je
antiparalelogram sa centrom u O.
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Slika 20: Konstrukcija Konelijeve sfere

Neka su N i M taqke takve da je NM ⊥ π, NM ∩ π = {O} i MO = ON . Unija
konusa od P nad N i nad M je fleksibilan simetriqan poliedar sa samopresec-
ima [6]. Koriste�i predhodno opisanu Konelijevu eliminaciju taqaka samopreseka
dobijamo jox jedan tip fleksibilnog poliedra, Konelijevu sferu.

Konelijeva sfera je od posebnog znaqaja jer su svi do sada poznati primeri
fleksibilnih poliedara u R4 konstruisani pomo�u antiparalelograma po uzoru na
�u.
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3 Teorija mesta i valuacioni prsteni

3.1 Teorija mesta

Jedan od osnovnih alata korix�en u Koneli-Sabitov-Valcovom dokazu FZP hipoteze
je tzv. teorija mesta11 tako imenovana u [16]. Gajfulinov dokaz FZP hipoteze u R4

tako�e koristi isti alat.
Neka je F po	e. Za a ∈ F i b ∈ F r {0} definixemo:

a+∞ =∞+ a = ∞
b · ∞ =∞ · b = ∞

Izrazi ∞+∞, 0 · ∞ i ∞ · 0 su nedefinisani.

Definicija 3.1. Neka su K i L po	a. Preslikava�e φ : K → L ∪ {∞} se naziva
mesto od K ako za sve x, y ∈ K va�i:

1. φ(x+ y) = φ(x) + φ(y)

2. φ(xy) = φ(x)φ(y)

3. φ(1) = 1

kad god su izrazi dobro definisani. Elemente φ−1(L) nazivamo konaqnim a φ−1(∞)
beskonaqnim (u odnosu na mesto φ).

Podsetimo se da za element x po	a K ka�emo da je integralan nad prstenom
R ⊂ K ako je koren nekog moniqnog polinoma sa koeficientima u R. Od znaqaja za
dokaz FZP hipoteze je slede�a karakterizacija integralnosti.

Propozicija 3.1. Neka je K po	e i R �egov podprsten. Element x ∈ K je inte-
gralan nad R akko je svako mesto od K koje je konaqno na R konaqno i na x.

Pojam mesta se prirodno pojav	uje pri pruqava�u teorije valuacija. U ovom
radu predstav	amo modifikovane dokaze FZP hipoteze koji izbegavaju korix�ene
pojma mesta umesto koga koristimo pojam valuacionih prstena. Razlozi za takvu
odluku su slede�i. Prvo, valuacioni prsteni su centralni objekti dobro utemel-
jene i va�ne teorije, teorije valuacija. Drugo, pojam mesta je arhaiqan i �egova
definicija je nepotrebno slo�ena u smislu da definicija mesta nekog po	a zavisi
od dodatnog po	a. Sa druge strane, definicija valuacionog prstena je mnogo efek-
tnija i elegantnija i ne zavisi od drugih objekata sem posmatranog po	a. Xtavixe,
jedina referenca gde se pomi�e teorija mesta kao zasebna oblast je [16]. Modernije
monografije, kao npr. [7], pomi�u mesta samo u prolazu i to u ve�bama ostav	enim
za qitaoca. U narednom ode	ku izla�emo teoriju valuacionih prstena u onoj meri
koja nam je potrebna za dokaz FZP hipoteze i izvodimo ekvivalent Propozicije
3.1. Za �e	ene rezultate nije nam neophodno da prouqavamo teoriju valuacija te
se �ome ovde ne bavimo. Od interesa nam je jedino slede�a lema qijom primenom
modifikujemo Koneli-Sabitov-Valcov i Gajfulinov dokaz na �e	eni oblik.

11Engleski:theory of places.
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Lema 3.1. Nek je φ : K → L ∪ {∞} mesto od K. Tada je O = φ−1(L) valuacioni
prsten od K sa maksimalnim idealom m = φ−1(0) i po	em ostataka K ∼= φ(K).
Obratno, svaki valuacioni prsten O od K sa maksimalnim idelom m definixe
mesto φ od K sa

φ(x) =

{
x+ m x ∈ O

∞ x 6∈ O

gde je L = O/m.

3.2 Valuacioni prsteni

Pod prstenom �emo podrazumevati komutativan prsten sa jedinicom. Podsetimo
se nekih definicija i osobina koje �emo koristiti u razmatra�u valuacionih
prstena.

Definicija 3.2. Prsten je lokalni ako ima jedinstven maksimalni ideal.

Definicija 3.3. Neka je S neprazan podskup prstena R zatvoren u odnosu na
mno�e�e. Lokalizacija prstena R u odnosu na S je prsten

S−1R = {r
s
| r ∈ R, s ∈ S}

Ako 0 ∈ S definixemo S−1R = {0}. U specijalnom sluqaju kada je S = R r P gde
je P prost ideal prstena R umesto S−1R koristimo oznaku RP .

U da	em radu potrebna nam je slede�a lema.

Lema 3.2. RP lokalni prsten.

Pre�imo sada na valuacione prstene.

Definicija 3.4. Neka jeB integralni domen iK �egovo po	e razlomaka. Ka�emo
da je B valuacioni prsten od K ako

(∀x ∈ K r {0})x ∈ B ∨ x−1 ∈ B

Propozicija 3.2. Neka je B valuacioni prsten od K. Va�e sede�a tvr�e�a.

1. B je lokalni prsten.

2. Ako je B′ prsten takav da B ⊆ B′ ⊆ K tada je B′ valuacioni prsten od K.

3. B je integralno zatvoren (u K).

Dokaz. 1. Neka je m = B r B×. Ako b ∈ B i x ∈ m tada bx ∈ m jer u suprotnom
(bx)−1 ∈ B te x−1 = b(bx)−1 ∈ B. Dakle, Bm ⊆ m. Ako su x, y ∈ m r {0} tada
xy−1 ∈ B ∨ x−1y ∈ B. U oba sluqaja, x + y = (1 + xy−1)y = (1 + x−1y)x ∈ B te
m + m ⊆ m. Dakle, m je ideal te je B lokalni prsten na osnovu Leme 3.2.

2. Oqigledno iz definicije.

18



3. Neka je x ∈ K ceo nad B. Tada

xn + b1x
n−1 + . . .+ bn = 0

za neko n ∈ N i neke bi ∈ B. Ako x 6∈ B tada x−1 ∈ B te

x = −b1 − b2x
−1 − . . .− bnx1−n ∈ B

xto je kontradikcija. Dakle, B je integralno zatvoren.

Neka je K po	e i Ω algebarski zatvoreno po	e. Neka je Σ skup svih ure�enih
parova (A, f) gde je A podprsten od K i f : A → Ω homeomorfizam. Na Σ uvodimo
prirodno parcijalno ure�e�e sa

(A, f) 6 (A′, f ′)⇔ A ⊆ A′ ∧ f ′|A = f

Na osnovu Cornove12 leme Σ ima maksimalni element. Neka je nada	e (B, g) maksi-
malan element od Σ.

Lema 3.3. B je lokalni prsten i m = ker(g) je �egov maksimalni ideal.

Dokaz. g(B) je integralni domen kao podprsten po	a te je m = ker(g) prost ideal.

Neka je g : Bm → Ω proxire�e od g definisano sa g( b
s
) = g(b)

g(s)
. Primetimo da je g

dobro definisano jer (∀s 6∈ m) g(s) 6= 0. (B, g) je maksimalan u Σ te je B = Bm. Na
osnovu Leme 3.2, B je lokalni prsten i m je �egov maksimalni ideal.

Lema 3.4.

(∀x ∈ K r {0})m [x] 6= B[x] ∨m[x−1] 6= B[x−1]

Dokaz. Predpostavimo suprotno.

(∃x ∈ K r {0})m [x] = B[x] ∧m[x−1] = B[x−1]

Tada za neke m,n ∈ N i neke ui, vi ∈ m va�i

u0 + u1x+ . . .+ umx
m = 1 (3.1)

v0 + v1x
−1 + . . .+ vnx

−n = 1 (3.2)

Neka su m i n minimalni mogu�i i m > n. Iz (3.1) i (3.2) zak	uqujemo

(1− v0)xn = v1x
n−1 + . . .+ vn (3.3)

Kako v0 ∈ m to, na osnovu predhodne Leme 3.3, 1− v0 ∈ B× te iz (3.3) sledi

xn = w1x
n−1 + . . .+ wn

te u (3.1) mo�emo zameniti xm sa w1x
m−1 + . . . + wnx

m−n xto je kontradikcija sa
minimalnox�u m.

Teorema 3.1. B je valuacioni prsten od K.

12Max August Zorn (1906− 1993) - Nemaqki matematiqar.
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Dokaz. Neka je x ∈ K r {0}. Poka�imo da x ∈ B ∨ x−1 ∈ B. Na osnovu pred-
hodne Leme 3.4 mo�emo predpostaviti, bez uma�e�a opxtosti, da m[x] 6= B[x] = B′.
Poka�imo da x ∈ B. Neka je m′ maksimalni ideal od B′. Primetimo da m ⊂ m′

i m′ ∩ B = m. Zak	uqujemo da utapa�e B u B′ indukuje utapa�e po	a k = B/m u
k′ = B′/m′ i da je k′ = k[x] gde je x ∈ B′ slika od x pri indukovanom utapa�u po	a.
Dakle, x je algebarski nad k te je k′ konaqno algebarsko raxire�e od k.

Na osnovu Leme 3.3, g indukuje utapa�e g : k → Ω. Kako je Ω algebarski
zatvoreno, g se mo�e proxiriti do utapa�a g′ : k′ → Ω. Kompozicija g′ i prirodnog
homomorfizma B′ u k′ je homomorfizam g′ : B′ → Ω koji proxiruje g. Kako je (B, g)
maksimalan u Σ sledi B′ = B te je x ∈ B.

Posledica 3.1. Neka je A podprsten po	a K. Integralno zatvore�e A od A je
presek svih valuacionih prstena od K koji sadr�e A.

Dokaz. Neka je B valuacioni prsten od B i A ⊆ B. Kako je B integralno zatvoren
to A ⊆ B.

Doka�imo i obratnu inkluziju. Neka x 6∈ A. Tada x 6∈ A′ = A[x−1] te x−1 6∈ A′×.
Dakle, x−1 pripada nekom maksimalnom idealu m′ od A′. Neka je Ω algebarsko
zatvore�e po	a k′ = A′/m′. Restrikcija prirodnog homomorfizma iz A′ u k′ na A
definixe utapa�e A u Ω koje se proxiruje do utapa�e nekog valuacionog prstena
B ⊇ A. Kako se x−1 slika u 0 to x−1 pripada maksimalnom idealu od B te x 6∈ B.
Dakle, valuacioni prsteni koji sadr�e A ne sadr�e elemente koji nisu integralni
nad A.
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4 Kejli-Mengerova determinanta

Podsetimo se Tarta	ine13 formule.

Lema 4.1. Neka je S ⊂ R3 tetraedar sa temenima p1, . . . , p4 i neka je lij = ‖pi−pj‖2.
Zapremina tetraedra S zadovo	ava slede�u jednaqinu.

vol2(S) =
1

288
det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
0 1 1 1 1
1 0 l12 l13 l14

1 l12 0 l23 l24

1 l13 l23 0 l34

1 l14 l24 l34 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Tarta	ina formula je trodimenzioni analogan Heronove14 formule za povrx-

inu trougla u funkciji od du�ina �egovih stranica. Uopxte�e ovih tvr�e�a za
proizvo	nu dimenziju u vezi je sa slede�im pojmom.

Definicija 4.1. Neka su p0, . . . , pn taqke nekog euklidskog prostora i lij = (pi −
pj)

2. Kejli15-Mengerova16 determinanta taqaka p0, . . . , pn je

CM(p0, . . . , pn) = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 . . . 1
1 0 l01 l02 . . . l0n
1 l01 0 l12 . . . l1n
1 l02 l12 0 . . . l2n
...

...
...

...
. . .

...
1 l0n l1n l2n . . . 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Kejli ([9]) je definisao ovu determinantu za n = 4 a Menger ([10]) je dopunio

definiciju za proizvo	nu dimenziju. Analogan Heronove i Tarta	ine formule za
prostor proizvo	ne dimenzije je slede�i.

Teorema 4.1. Neka su p0, . . . , pn ∈ Rn i V = V (p0, . . . , pn) zapremina (ne nu�no nede-
generisanog) simpleksa odre�enog taqkama pi. Neka je lij = ‖pi− pj‖2. V zadovo	ava
slede�u jednaqinu:

V 2 =
(−1)n+1

2n(n!)2
CM(p0, . . . , pn)

Dokaz. Neka je pi = (pi1, . . . , pin). Iz osnovne analitiqke geometrije znamo da va�i

V =
1

n!
det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
p01 p02 . . . p0n 1
p11 p12 . . . p1n 1
...

...
...

... 1
pn1 p02 . . . pnn 1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Primetimo da se vrednost determinante ne me�a ako je proxirimo za jox jedan
red i kolonu qiji su svi elementi 0 sem posled�eg (onog u do�em desnom uglu) koji

13Niccolo Fontana Tartaglia (1500− 1557) - Italijanski matematiqar i in�e�er.
14Heron iz Aleksandrije (10− 70) - Grqki matematiqar i in�e�er. Poznat kao prvi izumite	

maxine na parni pogon.
15Arthur Cayley (1821− 1895) - Britanski matematiqar.
16Karl Menger (1902− 1985) - Austrijski matematiqar.
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je 1. Mno�e�i ovu determinantu sa transponovanom determinantom determinante
dobijene od �e zamenom posled�a dva reda i posled�e dve kolene dobijamo

V 2 =
−1

(n!)2
det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
〈p0, p0〉 〈p0, p1〉 . . . 〈p0, pn〉
〈p1, p0〉 〈p1, p1〉 . . . 〈p1, pn〉

...
...

...
... 1

〈p0, pn〉 〈pn, p1〉 . . . 〈pn, pn〉

∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Koriste�i smenu

〈pi, pj〉 =
1

2
(〈pi, pi〉+ 〈pj, pj〉 − lij)

posle nekoliko lakih redukcija dobijamo �e	eni rezultat.

Iako su nam u da	em radu potrebna samo osnovna svojstva Kejli-Mengerove de-
terminante ona se prirodno jav	a u okviru teorije geometrije rastoja�a17 te ko-
ristimo preostali deo ovog poglav	a da predstavimo �en prirodan kontekst.

Definicija 4.2. Semimetiqki prostor je ure�eni par (X, d) nepraznog skupa X
i funkcije rastoja�a d : X2 → R+

0 takve da za sve x, y ∈ X va�i d(x, y) = 0⇔ x = y
i d(x, y) = d(y, x)

Jednostavno reqeno, semimetriqki prostor je metriqki prostor kome nedostaje
nejednakost trougla. Ako je semimetriqki prostor konaqan mo�emo ga poistovetiti
sa simetriqnom nenegativnom matricom (sa glavnom dijagonalom 0) rastoja�a parova
�egovih taqaka. Geometrija rastoja�a prouqava semimetriqke prostore. Dve bitne
oblasti ove teorije su (metriqka) karakterizacija semimetriqkih prostora i pi-
ta�a vezana za �ihova izometrijska utapa�a u kom kontekstu se pojav	uje Kejli-
Mengerova determinanta.

Definicija 4.3. Neka je X semimetriqki prostor i A neka klasa semimetriqkih
prostora. Ka�emo da X ima indeks konguencije (n, k), n, k ∈ N0, u odnosu na A ako
se svaki A ∈ A, |A| > n + k, izometiqki utapa u X kad god se proizvo	nih (ne
nu�no razliqitih) n �egovih taqka izometrijski utapa u X.

Menger je 1928. god. dokazao da se svaki semimetriqki prostor mo�e izomet-
riqki utopiti u Rn akko to va�i za svaki �egov (n + 3)-toqlani podskup (ujedno
i podprostor). Drugim reqima, Rn ima indeks kongruencije (n + 3, 0) u odnosu na
klasu svih semimetriqkih prostora. Va�i i vixe.

Teorema 4.2. X b Rn akko postoji n+ 1 nezavisnih taqaka x0, . . . , xn ∈ X koje se
izometrijski utapaju u Rn i svake n + 3 taqke iz X me�u kojima su x0, . . . , xn se
tako�e izometrijski utapaju u Rn.

Ovo bitno tvr�e�e redukuje problem utapa�a proizvo	nog semimetriqkog pros-
tora u Rn na ,,konaqan" problem utapa�a �egovih (n + 3)-toqlanih (i to ne svih)
podskupova. Od interesa nam je da obezbedimo i neophodan uslov za izometriqko
utapa�e u Rn (pogotovu kada pokuxavamo da doka�emo da ono ne postoji) i up-
ravo u kontekstu rexava�a tog problema Menger uveo Kejli-Mengerovu derminantu.
Naime, va�i slede�a teorema.

17Engleski: distance geometry.
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Teorema 4.3. Neophodan uslov da se semimetriqki (k + 1)-toqlani prostor X =
{x0, . . . , xk} izometrijski utapa u Rn je da

(∀r ∈ {1, . . . , n})CM(x0, . . . , xn) = 0 ∨ sgn(CM(x0, . . . , xn)) = (−1)r+1

Specijalno, za r > n je CM(x0, . . . , xr) = 0.

U dokazima FZP hipoteze koristimo specijalne instance ovog tvr�e�a.
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5 FZP hipoteza u R
3

U ovom poglav	u dokazujemo FZP hipotezu u R3. Dokaz se sastoji iz nekoliko
koraka.

5.1 Algebarska reformulacija problema

Neka je P ⊂ R3 (singularni) konaqni poliedar sa temenima pi = (xi, yi, zi) i neka
je K = Q(x1, y1, z1, . . .). Predpostavimo, bez uma�e�a opxtosti, da su svi xi, yi, zi
algebarski nazavisni. Svaka taqka pi pripada K3. Podrazumeva�emo da su svi
poliedri orijentisani. Podsetimo se da je generalizovana zapremina poliedra P
definisa sa

vol(P ) =
1

6

∑
[i,j,k]∈P+

det[pi, pj, pk]

gde je P+ skup simpleksa qija orijentacija koincidira sa orijentacijom poliedra
P . Neka je lij = ‖pi − pj‖2 i R = Q[lij]. Glavni rezultat u ovom poglav	u je slede�a
teorema.

Teorema 5.1. 12 vol(P ) integralan nad R.

FZP hipoteza je direktna posledica ove teoreme.

Posledica 5.1. FZP hipoteza va�i za (orientabilne) poliedre u R3.

Dokaz. Neka je Pt savija�e poliedra P . Na osnovu Teoreme 5.1, 12 vol(Pt) je inte-
gralan nad R tj. je koren nekog moniqnog polinoma f ∈ R[X] Primetimo da je zbog
osobina savija�a taj polinom isti isti za sve Pt. Budu�i da se pri savija�u za-
premina poliedra me�a neprekidno i da 12 vol(P ) mo�e uzeti samo konaqno mnogo
vrednosti (nule polinoma f) ona mora biti konstantna.

Dokaz Teoreme 5.1 delimo u vixe koraka.

5.2 K	uqne leme

Uoqimo dve posledice Kejli-Mengerove formule 4.1.

Posledica 5.2. Neka p1, . . . , p5 ∈ K3. Tada

CM [p1, . . . , p5] = 0

Posledica 5.3. Neka p1, . . . , p4 ∈ K3. Tada

CM [p1, . . . , p4] = 2(12 vol[p1, . . . , p4])2

i (12 vol[p1, . . . , p4])2 ∈ Z[lij].

Lema 5.1. Neka p1, . . . , p5 ∈ K3 i

a1 = l12 a2 = l34

b1 = l13 b2 = l24

c1 = l14 c2 = l23
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Neka je O valuacioni prsten od K takav da

b1, b2,
b1

a1

,
b2

a2

6∈ O

(∀i ∈ {1, . . . , 5}) li5 ∈ O

Tada c1
b1
, c1
b2
6∈ O .

Slika 21: Lema 5.1.

Dokaz. Na osnovu Leme 5.1 va�i

0 = CM [p1, . . . , p5] = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1
1 0 a1 b1 c1 l15

1 a1 0 c2 b2 l25

1 b1 c2 0 a2 l35

1 c1 b2 a2 0 l45

1 l15 l25 l35 l45 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
Podelimo drugi i qetvrti red i kolonu sa b1 i qetvrti red i kolonu sa b2.

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1
b1

1 1 1
b2

1
1
b1

0 a1
b1

1 c1
b1b2

l15
b1

1 a1
b1

0 c2 b2 l25

1 1 c2 0 a2
b2

l35
1
b2

c1
b1b2

1 a2
b2

0 l45
b2

1 l15
b1

l25 l35
l45
b2

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Neka je m maksimalni ideal od O . Primetimo da elementi a1
b1
, a2
b2
, 1
b1
, 1
b2
pripadaju

m jer �ihovi inverzi ne pripadaju O po predpostavci leme. Ako c1
b1b2
∈ m tada,

redukcijom predhodne jednaqine po m, dobijamo

−1 = det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 0 1 1 0 1
0 0 0 1 0 0
1 0 0 [c2] 1 [l25]
1 1 [c2] 0 0 [l35]
0 0 1 0 0 0
1 0 [l25] [l35] 0 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

xto je nemogu�e jer je O/m po	e. Dakle, c1
b1b2
6∈ m te c1

b1
, c1
b2
6∈ O .
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Slika 22: Lema 5.2.

Lema 5.2. Neka p1, . . . , pn, pn+1 ∈ K3, n > 3. Neka je O valuacion prsten od K
takav da

(∀i ∈ {1, . . . , n}) li,n+1 ∈ O

l1,2, l2,3, . . . , ln,1 ∈ O

Tada (∃i ∈ {1, . . . , n− 2}) li,i+2 ∈ O .

Dokaz. Predpostavimo da nijedan od li,i+2 ne pripada O . Posmatrajmo piramide
odre�ene temenima p1, pi, pi+1, pi+2, pn+1, i ∈ {2, . . . , n− 2}. Neka je

a1 = l1,i−1 a2 = li,i+1

b1 = l1,i b2 = li−1,i+1

c1 = l1,i+1 c2 = li−1,i

Primenom Leme 5.1 na prvu piramidu zak	uqujemo da l1,3 6∈ O . Primenom iste leme
na naredne piramide zak	uqujemo da (∀i ∈ {3, . . . , n}) l1,i 6∈ O . Specijalno, l1,n 6∈ O
xto je u knotradikciji sa uslovom leme. Dakle, (∃i ∈ {1, . . . , n− 2}) li,i+2 ∈ O .

5.3 Kompleksnost i hirurgija poliedra

Definixemo linearni poredak nad poliedrima; �ihovu slo�enost. Dokaz Teoreme
5.1 �emo izvrxiti indukcijom u odnosu na tako definisanu slo�enost poliedra.

Neka su P i Q dva poliedra. Ako je rod od P ma�i od roda od Q tada P ima ma�u
slo�enost od Q. Ako su istog roda i P ima ma�e temena od Q tada P ima ma�u
slo�enost odQ. Ako su istog roda i imaju isti broj temena i ako maksimalni stepen
temena u P ma�u od maksimalnog stepena temena u Q tada P ima ma�u slo�enost
od Q. Na ovaj naqin smo definisali slo�enost poliedra.

Definixemo naqin sma�ena slo�enosti poliedra. Neka su i, j, k temena od P
takva da su [i, j], [j, k] i [k, i] �egove stranice. Ako [i, j, k] na pripada P , nazivamo
ga razdvajaju�im trouglom. Ako P poseduje razdvajaju�i trougao T definixemo
poliedar P ′, za koga ka�emo da je dobijen hirurgijom u odnosu na razdvajaju�i
trougao T poliedra P , kao poliedar dobijen od P zamenom temena torugla T sa dva
disjunktna odgovaraju�a disjunktna trougla.
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Slika 23: Hirurgija poliedra u odnosu na razdvajaju�i trougao.

Lema 5.3. Slo�enost svake komponente poliedra P ′ dobijenog hirurgijom od poliedra
P je ma�a od slo�enosti od P .

Dokaz. Neka je T razdravjaju�i trougao u odnostu na koga je izvrxena hirurgija.
Ako T deli P na (bar) dve komponente povezanosti tada je rod svake komponente
poliedra P ′ ne ve�i od roda od P i svaka od �egovih �egovih konponenti ima
ma�e temena od P , samim tim i ma�u slo�enost. Ako T ne deli P na komponente
povezanosti tada je rod od P ′ za jedan ma�i od roda od P te P ′ ima ma�u slo�enost.

Trivijalno se dokazuje i slede�a lema.

Lema 5.4. Ako je P ′ poliedar dobijen hirurgioj poliedra P tada je vol(P ′) = vol(P ).

5.4 Dokaz Teoreme 5.1

Slika 24: Dokaz glavne teoreme.
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Na osnovu Posledice 5.3 tvr��e va�i da tetraedar koji je ujedno i poliedar naj-
ma�e slo�enosti. Dokaz vrximo indkukcijom po slo�enosti poliedra P . Pred-
hodno zapa�a�e qini bazu indukcije. Predpostavimo sada da tvr�e�e va�i sa sve
poliedra slo�enosti ma�e od slo�enosti od P .

Ako P ima razdvajaju�i trougao tada poliedar P ′ dobijen �egovom hirurgi-
jom ima strogo ma�u slo�enost te je na osnovu induktivne hipoteze 12 vol(P ′) =
12 vol(P ) je integralan nad R.

Ako P nema razdvajaju�i trougao posmatramo teme najma�eg stepena. Neka
je n najma�i stepen temena od P , u jedno teme tog stepena i p1, . . . , pn �egova
susedna temena. Kako P nema ni jedan razdvajaju�i trougao to nijedna od ivica
[p1, p3], [p2, p4], . . . , [pn−1, p1] ne pripada P . Dakle, mo�emo zameniti svaku od ivica
[pi−1, pi+1] sa [pi, u] i [pi−1, pi, u] i [pi, pi+1, u] sa [pi−1, pi+1, u] i [pi−1, pi, pi+1]. Na taj
naqin dobijamo novi poliedar Pi ma�e slo�enosti nego P . Po induktivnoj hipotezi
12vol(Pi) je integralan nad R[li−1,i+1]. Neka je O valuacioni prsten od K koji
sadr�i R. Na osnovu Leme 5.2 (∃i0 ∈ {1, . . . , n}) li0−1,i0+1 ∈ O . Tada je integralno
zatvore�e od R[li0−1,i0+1] ujedno i integralno zatvore�e od R. Dakle, 12 vol(Pi0) je
integralno nad R odakle sledi da je i 12 vol(P ) integralno nad R kao zbir 12 vol(Pi0)
i 12 vol[pi−1, pi, pi+1, u] (koji je integralan nad R na osnovu Posledice 5.3).
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6 Fleksibilni poliedri u R
4

Valc je 1998. god. konstruisala fleksibilan poliedar u R4 eksplicitno dokazuju�i
�ihovo postoja�e. Valcova konstrukcija je inspirisana Brikard-Konelijevim kon-
strukcijama fleksibilnih poliedara u R3 i po uzoru na �ih kao polazni objekat
koristi hiperoktaedar. Specifiqno, Valcova konstrukcija dosta nalikuje na kon-
strukciju Konelijeve sfere.

Podsetimo da se tememena hiperoktaedra prirodno grupixu u parove central-
nosimetriqnih temena. Neka su a1, a2, . . . , d1, d2 temena hiperoktaedra u R4 i neka
je

Q = a1b1a2b2

Q = c1d1c2d2

F = {pp|p ∈ Q , p ∈ Q}

Du�ine svih ivica iz F su iste i jednake nekom r > 0. Da	e, Q i Q su antiparalel-
ogrami koji le�e u me�usobno ortogonalim ravnima te, ako su ρ i ρ polupreqnici
�ihovih opisanih kru�nica, va�i r2 = ρ2 + ρ2. Ako oba antiparalelograma mogu
da se savijaju u svojim ravnima tako da �ihov zajedniqki centar ostaje fiksan i da
za �ihove polupreqnike va�i r2 = ρ2 + ρ2, tada kompozicija ta dva savija�a daje
savija�e celog hiperoktaedra. Problem se dakle svodi na nala�e�e odgovaraju�ih
savija�a opisanih antiparalelograma.

Slika 25: Projekcija Valcovog fleksibilnog hiperoktaedra na dve me�usobno or-
togonalne ravni.

Odaberimo koordinatni sistem takav da va�i

a1 = (−α, 0, 0, τ), b1 = (α, 0, 0, τ), c1 = (0, η,−γ, 0), d1 = (0, η, γ, 0)

pri qemu je α, γ > 0. Ortogonalne ravni projekcije �emo uvek birati tako da su
taqke a1 i b1 odnosno c1 i d1 fiksne tj. tako da su α i γ konstante. Ovakav odabir
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ravni projekcija indukuje translacije ravni od Q i Q . Neka je

2β = ‖b2 − a1‖ = ‖b1 − a2‖ > 2α = ‖b1 − a1‖ = ‖b2 − a2‖
2δ = ‖d2 − c1‖ = ‖d1 − c2‖ > 2γ = ‖d1 − c1‖ = ‖d2 − c2‖

Mo�e se pokazati da je za svaku poziciju antiparalelograma Q ′ ivica a′2b
′
2 slika

ivice a′1b
′
1 pri refleksiji u odnosu na neku tangentu l elipse e sa qije su �i�e a′1

i b′1 i poluose β i
√
β2 − α2.

Neka je l tangenta predhodno opisane elipse u taqki(
β sinϕ,

√
β2 − α2 cosϕ

)
pri qemu cosϕ 6= 0. Tada l seqe vertikalnu osu (Slika 6) u taqki (0, η) gde je

η =

√
β2 − α2

cosϕ

Taqka (0, η) je centar opisane kru�nice antiparalelograma Q ′ te va�i

ρ2 = α2 + η2 = β2 + (β2 − α2) tg2 ϕ > β2

Slika 26: Savija�e antiparalelograma indukovano "va	a�em" dve elipse.

Definixemo savija�e drugog antiparalelograma na isti naqin. Odgovaraju�a
tangenta je u taqki (

δ sinψ,
√
δ2 − γ2 cosψ

)
Presek sa odgovaraju�om koordinatnom linijom je centar antiparalelograma

(0, τ) gde je
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τ =

√
δ2 − γ2

cosψ
i polipreqnik opisane kru�nice zadovo	ava

ρ2 = γ2 + τ 2 = δ2 + (δ2 − γ2) tg2 ψ > δ2

Iz uslova r2 = ρ2 + ρ sledi

r2 − β2 − δ2 = (β2 − α2) tg2 ϕ+ (δ2 − γ2) tgψ > 0

tj.

β2 − α2

r2 − β2 − δ2
tg2 ϕ+

δ2 − γ2

r2 − β2 − δ2
tg2 ψ = 1

Ovaj uslov povezuje ϕ i ψ i omogu�uje nam da definixemo savija�e hiperoktae-
dra indukovano savija�em antiparalelograma qiji se parametri ϕ i ψ me�aju u
zavisnosti od 0 < t < 2π na slede�i naqin

ϕ = arctg

(√
r2 − β2 − δ2

β2 − α2
cos t

)

ψ = arctg

(√
r2 − β2 − δ2

δ2 − γ2
sin t

)

Primetimo da hiperoktaedar zadr�ava simetriju u odnosu na ravan definisanu
pravama simetrije antiparalelograma.

Svojim primerom Valc je dokazala slede�u teoremu.

Teorema 6.1 (Waltz, 1998). Postoje fleksibilni poliedri u R4.

H. Staqel18 je proxirio klasu fleksibilnih hiperoktaedara u R4 dokazavxi
slede�e tvr�e�e [11].

Teorema 6.2 (Stachel, 2000). Neka je C4 hiperoktaedar sa temenima

a1,2 = (±α1, α2, 0, α4), b1,2 = (±β1, β2, 0, β4), c1,2 = (0, γ2,±γ3, γ4), d1,2 = (0, δ2,±δ3, δ4)

takvim da je α1, β1, γ3, δ3 > 0, |β2 − α2| + |β4 − α4| 6= 0 i |γ2 − δ2| + |γ4 − δ4| 6= 0.
Tada postoji savija�e hiperoktaedra C4 pri kome antiparalelogrami Q = a1b1a2b2

i Q = c1d1c2d2 ostaju u svojim poqetnim ravnima i quvaju simetriju poqetnu
simetriju.

18Hellmuth Stachel - Austrijski matematiqar.
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Slika 27: Projekcija hiperoktaedra iz teoreme 6.2

Predpostav	a se da je fascinantno svojstvo fleksibilnosti hiperoktaedra speci-
fiqno za dimenziju 4. Zanim	ivo je i to da do sada nije poznat ni jedan fleksibili
poliedar u R4 koji nije oktaedar.
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7 Osnovni pojmovi algebarske geometrije

Algebarska geometrija je jedna od centralnih oblasti moderene matematike. Up-
xteno govore�i, ona se sastoji iz izuqava�a geometrije metodama abstraktne alge-
bre, naroqito komutativne algebre. Deo ove teorije nam je neophodan za dokaz FZP
hipoteze u R4 te u ovom poglav	u navodimo definicije relevantnih pojmova i neke
�ihove osobine.

Neka je k fiksirano algebarski zatvoreno po	e. Afini n-prostor nad k je
An = kn. Neka je A = k[x1, . . . , xn]. Za f ∈ A definixemo

V (f) = {p ∈ An | f(p) = 0}

Opxtije, za T ⊂ A defini�emo

V (T ) =
⋂
f∈T

V (f)

Primetimo da ako je a ideal od A generisan sa T tada je V (a) = V (T ). Xtavixe,
kako je A neterin19 svaki �gov ideal je konaqno generisan te se svako V (T ) mo�e
izraziti kao presek skupa nula konaqno mnogo polinoma.

Definicija 7.1. B ⊂ An je algebarski skup ako postoji T ⊂ A takvo da je B =
V (T ).

Algebarski skupovi zadovo	avaju aksiome familije zatvorenih skupova topologije.
Preciznije, va�i slede�a lema.

Lema 7.1. Neka je F familija algebarskih skupova. Tada va�i

1. ∅,An ∈ F .

2. B1, B2 ∈ F ⇒ B1 ∪B2 ∈ F .

3. {Bλ|λ ∈ Λ} ⊂ F ⇒
⋂
λ∈Λ Bλ ∈ F .

Definicija 7.2. Topologija generisana familijom komplemenata algebarskih
skupova u An naziva se topologija Zariskog20.

U nastavku ovog poglava	a podrazumevana topologija je topologija Zariskog.
Primetimo da se ona razlikuje od standardne hausdorfove topologije.

Za ∅ 6= B ⊂ An ka�emo da je ireducibilan21 ako nije jedank uniji dvaju pravih
nepraznih zatvorenih podskupova.

Definicija 7.3. Ireducibilan zatvoreni podskup od An naziva se afini (al-
gebarski) varijetet. Otvoreni podskup afinog varijateta naziva se kvazi-afini
varijetet.

Afini i kvazi-afini varijateti su centralni objekti prouqava�a algebarske
geometrije.

Za B ⊂ An definixemo ideal od B u A

I(B) = {f ∈ A | (∀p ∈ B) f(p) = 0}
19Prsten se naziva neterin ako svaki neprazan skup �egovih ideala ima maksimalni element.
20Oscar Zariski (1899− 1986) - Ruski matematiqar.
21U toplogiji se qex�e koristi termin povezan.
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Teorema 7.1 (Hilbert22 Nullstellensatz). Neka je a ideal od A i f ∈ A takav da V (a) ⊂
V (f). Tada postoji r > 0 takvo da je f r ∈ a.

Od posebnog znaqaja je slede�a posledica koja povezuje fukcije V i I.

Posledica 7.1. Korespodencija me�u algebarskim skupovima od An i radikalnim23

idealima od A data sa

B 7→ I(B)

a 7→ V (a)

je injektivna i poxtuje inkluziju. Specijalno, algebarski skup je ireducibilan
akko je �egov odgovaraju�i ideal prost.

Definicija 7.4. Neka je B ⊂ An algebarski skup. Afini koordinatni prsten od
B je A(B) = A/I(B).

Primetimo da je A(B) integralni domen ako je B afini varijetet.

Definicija 7.5. Dimenzija algebarskog skupa B ⊂ An, u oznaci dim(B), je supre-
mum svih k ∈ N takvih da postoji lanac B0 ( . . . ( Bk razliqitih ireducibilnih
zatvorenih podskupova od B (u odnosu na topologiju Zariskog).

Ovako definisana dimenzija algebarskog skupa u vezi je sa odgovaraju�e defin-
isanom dimenzijom �egovog afinog koordinatnog prstena.

Definicija 7.6. Visina prostog ideala p prstena R, u oznaci h(p), je supremum
svih k ∈ N takvih da postoji lanac p0 ( . . . ( pk = p razliqitih prostih ideala.
Krulova24 dimenzija prstena R, u oznaci dim(R), je supremum visina svih �egovih
prostih ideala.

Teorema 7.2. Za algebarski skup B ⊂ An va�i dim(B) = dim(A(B)).

Pokazuje se da je dim(An) = n i u skladu sa time definixemo kodimenziju
algebarskog skupa B ⊂ An sa codim(B) = n− dim(B).

Definicija 7.7. Neka je B ⊂ An i p ∈ B. Funkcija f : B → k je regularna u p ako
postoji �ena okolina U i g, h ∈ A takve da h nije nula na U i f |U = g

h
. Funkcija

je regularna ako je regularna u svakoj taqki domena.

Definicija 7.8. Za afini varijetet B ⊂ An sa O(B) oznaqimo prsten regularnih
funkcija na B. Za p ∈ B definixemo lokalni prsten od p u B, u oznaci Op, kao
prsten klica regularnih funkcija na B u okolini p. Drugim reqima, elementi od
Op su parovi (U, f) gde je U otvorena okolina od p u B i f regularna funkcija na
U .

Uoqimo da je Op zaista lokalni prsten. �egov maksimalan ideal m se sastoji
od klica regularnih funkcija koje su nula u p i Op/m ∼= k.

22David Hilbert (1862− 1943) - Nemaqki matematiqar.
23Radikal ideala a prstena R je Rad(a) = {r ∈ R | (∃n ∈ N) rn ∈ a}. Ideal je radikalan ako je

jednak svom radikalu.
24Wolfgang Krull (1899− 1971) - Nemaqki matematiqar.
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Teorema 7.3. Neka je B ⊂ An. Tada

1. O(B) ∼= A(B).

2. Neka je mp ⊂ A(B) ideal funkcija koja su nula u p. Tada je p 7→ mP injektivna
korespodencija izme�u taqaka od B i maksimalnih ideala od A(B).

3. Za svako p ∈ B Op
∼= A(B)mp i dim(Op) = dim(B).

Definicija 7.9. Varijetet B ⊂ An je normalan u taqki p ∈ B ako je Op integralno
zatvoren. Varijetet je normalan ako je normalan u svakoj taqki.

Iz predhodne definicije direktno sledi da je varijetet B normalan akko je
A(B) integralno zatvoren.

Teorema 7.4. Za svaki varijetet B ⊂ An postoji normalan varijetet B̃ i mor-
fizam π : B̃ → B takav da za svaki normalni varijetet C ⊂ An i svaki morfizam
ϕ : C → B postoji jedinstveni morfizam θ : C → B̃ takav da je ϕ = π ◦ θ.
Varijetet B̃ nazivamo normalizacijom varijateta B.
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8 FZP hipoteza u R
4

U ovom poglav	u dokazujemo FZP hipotezu u R4. Pratimo Gajfulinov dokaz [12]
baziran na uopxte�u Koneli-Sabitov-Valcovog dokaza FZP hipoteze u R3.

U skladu sa notacijom korix�enom u sluqaju R3 neka je P poliedar sa temenima
pi = (xi, yi, zi, wi) i neka su lij = ‖pi − pj‖2 kvadrati du�ina �egovih ivica. Za
kvadrat du�ine ivice [uv] koristimo i oznaku luv kada ne numerixemo sva temena
koja posmatramo. Posmatramo po	e

K = KP = Q[x1, y1, z1, w1, . . . , xn, yn, zn, wn]

i �egov podprsten R = RP = Q[lij].
Glavni rezultat koji dokazujemo u ovom poglav	u je slede�a teorema.

Teorema 8.1 (Gaǐfullin, 2011). VZ je integralan nad RZ.

Analogno kao u sluqaju R3, Bellows hipoteza u R4 je direktna posledica ove teo-
reme.

Posledica 8.1. FZP hipoteza va�i u R4.

8.1 z-poliedri

Neka je ∆m standardni m-dimenzioni simpleks. Podsetimo se da je k-ta simpli-
cijalna grupa od ∆M , Ck(∆

M), slobodna abelova grupa ranga
(
M+1
k+1

)
generisana ori-

jentisanim k-podsimpleksima simpleksa ∆m. Elementi od Ck(∆
M) nazivaju se k-

lanci. k-lanac Z za koji va�i ∂Z = 0, gde je ∂ : Ck(∆
m)→ Ck−1(∆m) je standardni

graniqni operator, naziva se k-cikl. Nosaq k-lanca L, u oznaci supp(L) je pod-
kompleks simpleksa ∆M koji sadr�i sve k-simplekse σ ∈ ∆m koji pripadaju L i
�ihove podsimplekse. U da	em radu ignorixemo broj m i, ne uma�uju�i opxtost,
predpostav	amo da se svi lanci nalaze u nekom simpleksu dovo	no velike dimenz-
ije.

Definicija 8.1. Orijentisani z-poliedar u Rn je ure�eni par (P,Z) gde je Z =∑k
i=1 qi[vi1 . . . vi(n)] (n − 1)-dimenzioni cikl i P : supp(Z) → Rn preslikava�e lin-

earno na svakom podsimpleksu od supp(Z). Ka�emo da je P z-poliedar i pixemo
P : Z → Rn. Temena i ivice od P su slike temena i ivica od supp(Z). Generalizo-
vana orijentisana zapremina z-poliedra P , u oznaci VZ(P ), je

VZ(P ) =
k∑
i=1

qiV ([OP (vi1) . . . P (vin)])

gde je O ∈ Rn proizvo	na taqka i V standardna zapremina simpleksa u Rn.

Ovako definisan z-poliedar i �egova zapremina su uopxte�a regularnog poliedra
i �egove orijentisane zapremine. Kako se informacije o z-poliedru koje su nam
potrebne u da	em radu sadr�e u �egovom ciklu umesto RP i VP pixemo RZ i VZ
i generalno poistove�ujemo P i Z u sluqajevima qiji kontekst dopuxta takvu ma-
nipulaciju oznakama bez uma�iva�a jasno�e izlaga�a.

Razlog za razmatra�e z-poliedara umesto regularnih poliedara je u ci	u kon-
strukcije induktivnog dokaza Teoreme 8.1. Naime, u dimenzijama ve�im od 3 nemamo
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pogodnu invarijantu kao xto je rod koju mo�emo na pogodan naqin sma�ivati odgo-
varaju�om hirurgijom te ne mo�emo direktno uopxtiti induktivni dokaz analognog
tvr�e�a u R3. Posmatra�e z-poliedara nam omogu�uje da zanemarimo topoloxku
strukturu i konstruixemo indukciju baziranu na dvema qisto kombinatornim in-
varijantama: broju temena i �ihoim stepenima.

8.2 Plan dokaza Teoreme 8.1

Neka su P1 i P2 z-poliedri sa m1 i m2 temena respektivno i neka su d1 i d2

minimalni stepeni temena odgovaraju�ih z-poliedara. Definixemo poredak na
z-poliedrima sa

P1 < P2 ⇔ (m1, d1) <lex (m2, d2)

Za z-poliedar sa m temena i minimalnim stepenom temena d ka�emo da ima sig-
naturu (m, d). Teoremu 8.1 dokazujemo indukcijom u odnosu na predhodno defin-
isani poredak. Bazu indukcije je degenerisani sluqaj Z = 0. Tada je i sam z-
poliedaar trivijalan i zapremina mu je 0 te Teorema 8.1 trivijalno va�i. Induk-
tivni korak delimo na slede�e dve leme.

Lema 8.1. Predpostavimo da Teorema 8.1 va�i za sve z-poliedre signature ne
ve�e od (m, d). Neka je Z 3-cikl qiji nosaq ima signaturu (m, k). Neka je u teme
supp(Z) stepena d. Tada za svaku ivicu [uv] ∈ supp(Z) postoji s > 0 takvo da je
lsuvVZ integralan nad R.

Lema 8.2. Neka je Z 3-cikl, u teme od supp(Z) i v1, . . . , vk temena od supp(Z)
takva da [uvi] ∈ supp(Z). Ako za svako i ∈ {1, . . . , k} postoji si > 0 takvo da je
lsiuviVZ integralan nad R tada je VZ integralan nad R.

8.3 Dokaz Leme 8.1

Lema 8.3. Neka u, v, p1, . . . , p4 ∈ K4. Neka je O valuacioni prsten od K sa maksi-
malnim idealom m takav da

luv ∈ O rm

(∀i ∈ {1, . . . , 4}) lupi , lvpi ∈ O

lp2p3 ∈ O

lp1p3 , lp2p4 ,
lp1p3
lp1p2

,
lp2p4
lp3p4

6∈ O

Tada
lp1p4
lp1p3

,
lp1p4
lp2p4
6∈ O .

Dokaz. Kako je CM(u, v, p1, . . . , p4) = 0 to je

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1 1 1 1
1 0 luv lup1 lup2 lup3 lup4
1 luv 0 lvp1 lvp2 lvp3 lvp4
1 lup1 lvp1 0 lp1p2 lp1p3 lp1p4
1 lup2 lvp2 lp1p2 0 lp2p3 lp2p4
1 lup3 lvp3 lp1p3 lp2p3 0 lp3p4
1 lup4 lvp4 lp1p4 lp2p4 lp3p4 0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0
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Podelimo qetvrti red i kolonu sa lp1p3 i sedmi red i kolonu sa lp2p4 .

det

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 1 1
lp1p3

1 1 1
lp2p4

1 0 luv
lup1
lp1p3

lup2 lup3
lup4
lp2p4

1 luv 0
lvp1
lp1p3

lvp2 lvp3
lvp4
lp2p4

1
lp1p3

lup1
lp1p3

lvp1
lp1p3

0
lp1p2
lp1p3

1
lp1p4

lp1p3 lp2p4

1 lup2 lvp2
lp1p2
lp1p3

0 lp2p3 1

1 lup3 lvp3 1 lp2p3 0
lp3p4
lp2p4

1
lp2p4

lup4
lp2p4

lvp4
lp2p4

lp1p4
lp1p3 lp2p4

1
lp3p4
lp2p4

0

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 0

Ako
lp1p4

lp1p3 lp2p4
∈ m tada redukcijom predhodne jednaqine po m dobijamo

2luv = 0

xto je kontradikcija sa uslovom leme. Dakle,
lp1p4

lp1p3 lp2p4
6∈ m te kako lp1p3 , lp2p4 6∈ O

zak	uqujemo
lp1p4
lp1p3

,
lp1p4
lp2p4
6∈ O .

Lema 8.4. Neka u, v, p1, . . . , pn ∈ K4, n > 4. Neka je O valuacioni prsten od K sa
maksimalnim idealom m takav da

luv ∈ O rm

(∀i ∈ {1, . . . , n}) lupi , lvpi ∈ O

lp1p2 , lp2p3 , . . . , lpn−1pn , lpnp1 ∈ O

Tada postoji i0 ∈ {1, . . . , n− 2} takvo da lpi0pi0+2
∈ O .

Dokaz. Predpostavimo da (∀i ∈ {1, . . . , n− 2}) lpipi+2
6∈ O . Posmatramo skupove taqaka

u, v, p1, pi−1, pi, pi+1, 2 6 i 6 n − 1. Na osnovu Leme 8.3 zak	uqujemo da lp1pi 6∈ O .
Specijalno, iz posled�e xetorke taqaka zak	uqujemo da lp1pn 6∈ O xto je u kon-
tradikciji sa uslovom leme. Dakle, postoji tra�eno i0 takvo da lpi0pi0+2

∈ O .

Primetimo da su predhodne dve leme direktna uopxe�a k	uqnih lema Koneli-
Sabitov-Valcovog dokaza.

Neka je nada	e Z 3-cikl. Podsetimo se da orijentisana ivica [uv] ∈ supp(Z)
definixe 1-cikl Z[uv], koji nazivamo link od [uv] u Z, na slede�i naqin. Neka je

Z =
k∑
i=1

qi[uvwiti] + A

gde je A 3-cikl qiji simpleksi ne sadr�e [uv]. Link od [uv] u Z je

Z[uv] =
k∑
i=1

qi[witi]

Oqigleno, Z[uv] je netrivijalan 1-cikl. Ne uma�uju�i opxtost, mo�emo predpostaviti
da su svi simpleksi [uvwiti] jedinstveni. Definixemo

q(Z[uv]) =
k∑
i=1

|qi|
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Kako je Z[uv] netrivijalan 1-cikl to je q(Z[uv]) > 3.
Za dokaz Leme 8.1 potrebna nam je jox jedna qi�enica. Naime, svakom 1-lanacu C
mo�emo dodeliti ponderisani orijentisani graf ΓC koji se sastoji od svih orijen-
tisanih ivica [w1w2] koje pripadaju C i qiji su koeficijenti pozitivni. Prime-
timo da je C cikl ako je u svakom �egovom temenu suma te�ina ulaznih ivica jed-
naka sumi tehzina izlaznih ivica. Motivisani ovim opa�a�em ka�emo da temena
w1, . . . , wk qine usmereni prosti cikl u C ako ivice [w1w2], . . . , [wkw1] ulaze u C sa
pozitivnim koeficijentima. Oqigledno va�i slede�a lema.

Lema 8.5. 1-cikl sadr�i usmereni prosti cikl.

Spremni smo da doka�emo Lemu 8.1

Dokaz Leme 8.1. Neka je nada	e P = supp(Z). Tvr�e�e dokazujemo indukcijom po
q(Z[uv]). Baza indukcije je sluqaj q(Z[uv]) = 3. Tada

Z[uv] = [p1p2] + [p2p3] + [p3p1]

te je
Z = [uvp1p2] + [uvp2p3] + [uvp3p1] + A

gde je A suma 3-simpleksa koji ne sadr�e [uv]. Posmatrajmo 4-simpleks η = [uvp1p2p3]
i 3-cikl

Z ′ = Z − ∂η = [up1p2p3]− [vp1p2p3] + A

Primetimo da su sva temena i ivice od supp(Z ′) ujedno temena i ivice od supp(Z).
Da	e, kako ni jedan od simpleksa od Z ne sadr�i [uv] to [uv] 6∈ supp(Z ′). Dakle,
ili u 6∈ supp(Z ′) i broj temena od supp(Z ′) je ma�i od m, ili u ∈ supp(Z ′) i
deg(u) < d. U svakom sluqaju, signatura od supp(Z ′) je ma�a od (m, d) te na osnovu
predpostavke leme Teorema 8.1 va�i za supp(Z ′) tj. VZ′ je integralan nad prstenom
RZ′ generisanim kvadratima du�ina ivica od supp(Z ′). Kako je RZ′ ⊂ R to je
VZ′ integralan nad R. Da	e, V∂η je zapremina 4-simpleksa te je na osnovu Kejli-
Mengerove formule ona integralna nad R∂η a samim tim i nad R jer R∂η ⊂ R.
Dakle, VZ = VZ′ + V∂η je integralan nad R qime je dokazana baza indukcije.
Predpostavimo sada da lema va�i za sve cikle Z takve da q(Z[uv]) < k i doka�imo
da tada va�i za cikle Z takve da q(Z[uv]) = k. Na osnovu Leme 8.5 postoji usmeren
prost cikl p1, . . . , pn u Z[uv]. Neka je

ηi = [uvpipi+1pi+2], 1 6 i 6 n− 2

Zi = Z − ∂ηi
Pi = supp(Zi)

Temena od Pi su ujedno i temena od P . Da	e, svaka ivica od Pi koja sadr�i u je
ujedno i ivica od P . Dakle, signatura svakog Pi nije ve�a od (m, d). Mogu�a su dva
sluqaja.
Signatura od Pi je ma�a od (m, d) i tada je na osnovu predpostavke leme VZi

inte-
gralan nad RZi

.
Signatura od Pi je jednaka (m, d). U tom sluqaju je

(Zi)[uv] = Z[uv] − [pipi+1]− [pi+1pi+2] + [pipi+2]
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Kako [pipi+1] i [pi+1pi+2] ulaze u Z[uv] sa pozitivnim koeficijentima to je q((Zi)[uv]) =
q(Z[uv]) − h, h ∈ {1, 3}. U svakom sluqaju, q((Zi)[uv]) < k te po induktivnoj pred-
postavci postoji si > 0 takvo da je lsiuvVZi

integralan nad RZi
.

U oba sluqaja zak	uqujemo da postoji si > 0 takvo da je lsiuvVZi
integralan nad

RZi
. Kako su sve ivice od Pi sem eventualno [pipi+2] ujedno i ivice od P to je

RZi
⊂ R[lpipi+2

]. Tako�e, Rηi ⊂ R[lpipi+2
] te kako je VZ = VZi

+ Vηi zak	uqujemo da je
lsiuvVZ integralan nad R[lpipi+2

] tj. da je VZ integralan nad R[lpipi+2
, 1
luv

].
Ako je n = 3 tada [p1p3] ∈ P te je lema dokazana. Ako je n > 3 potrebno je pokazati
da je VZ integralan nad R[ 1

luv
]. Neka je O valuacioni prsten od K sa maksimalnim

idealom m takav da R[ 1
luv

] ⊂ O . Kako 1
luv
∈ O to luv 6∈ m te u, v, p1, . . . , pn zadovol-

javaju uslove Leme 8.4 te postoji j ∈ {1, . . . , n−2} takvo da lpjpj+2
∈ O . Dakle, lpjpj+2

je integalan nad R[ 1
luv

] te kako je VZ integralan nad R[lpjpj+2
, 1
luv

] zak	uqujemo da je
VZ integralan nad R[luv].

8.4 Dokaz Leme 8.2

Za dokaz Leme 8.2 koristimo alate algebarske geometrije. Za varijetet X ⊂ Cr

ka�emo da je definisan nad Q ako je I(X) generisan racionalnim polinomima. Sa
F dXe i F (X) oznaqavamo prsten regularnih, odnosno po	e racionalnih, funkcija
nad X sa koeficijentima u po	u F .

Kako su racionalne funkcije f = g
h
∈ F (X) zapravo preslikava�a f : X →

F ∪{∞} pri qemu je f(x) =∞ ako je h(x) = 0, multiskup (f)∞ = f−1({∞}) je dobro
definisan i nazivamo ga divizorom polova od f . Primetimo da je codim((f)∞) = 1.

Lema 8.6. Neka je X ⊂ Cr ireducibilan afini arijetet definisan nad Q. Neka
su f1, . . . , fp ∈ QdXe takvi da je {f1 = . . . = fp} ⊂ X kodimenzije 2. Neka je L
raxire�e od Q(X) i y ∈ L takvo da su za neke si > 0 f s11 y, . . . , f

sp
p y integralni nad

Q[X]. Tada je y integralan nad QdXe.

Dokaz. Dokazujemo tvr�e�e za y ∈ Q(X). Dokaz opxteg sluqaja kada y pripada
nekom raxire�u sledi direktno iz predhodnog (vidi [12]).

Neka je πX̃ → X normalizacija od X. Kako je CdX̃e integralno zatvore�e od
CdXe u C(X) to je y ∈ C(X̃) i f sii y su regularne funkcije na X̃. Kako je X̃ normalan
to je divizor polova (y)∞ dobro definisan u X̃. Neka je Y ⊂ X̃ nosaq od (y)∞.
Kako su f sii y regularne na X̃ to je Y sadr�an u

⋂
16i6p{fi = 0} ⊂ X̃. Kako je π

konaqan regularan morfizam, zak	uqujemo da skupovi {f1 = . . . = fp = 0} ⊂ X̃ i
{f1 = . . . = fp = 0} ⊂ X istih kodimenzija tj. bar 2. Dakle, codim(Y ) > 2 te
zak	uqujemo da je (y)∞ = 0 (jer je divizor uvek kodimenzije 1). Zak	uqujemo da je
y integralan nad CdXe. Budu�i da je element od Q(X) integralan nad QdXe ako
je integralan nad CdXe zak	uqujemo da je y integralan nad QdXe xto je i trebalo
dokazati.

Neka je K (n − 1)-dimenzioni simplicijalni kompleks sa m temena i r ivica.
Posmatramo afine prostore Cmn sa koordinatama xu,i gde je u teme od K i i ∈
{1, . . . , n}, i Cr sa kordinatama guv = gvu gde je [uv] ∈ K. Uoqimo razliku izme�u
guv i funkcije kvadrata rastoja�a ivice luv. Neka je h : Cmn → Cr homomorfizam
definisan sa

guv =
n∑
i=1

(xu,i − xv,i)2
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Primetimo da je h∗(guv) = luv. Neka je XK zatvore�e od Im(h) (u odnosu na
topologiju Zariskog). XK je ireducibilan afini varijetet definisan nad Q i
QdXKe je Q-podalgebar od R.

Lema 8.7. Neka je u teme od P i neka su p1, . . . , pk, k > 2, temena od P takva da
[upi] ∈ P . Tada je Y = {lup1 = . . . = lupk = 0} ⊂ XP kodimenzije bar 2.

Predhodna lema potrebna nam je samo za k = 4. Lema 8.2 sledi direktno iz Leme
?? i Leme 8.7. Lemu 8.7 dokazujemo koriste�i dve dodatne pomo�ne leme qiji dokaz.

Lema 8.8. Neka je P : K → Cn i ε = max16i6k |lupi(P )|. Tada postoji 1 6 j 6 k i
P ′ : K → Cn takvo da lupj(P

′) = 0 i (∀[v1v2] ∈ K) |lv1v2(P ′)− lv1v2(P )| 6 3ε.

Lema 8.9. Neka je g = (gv1v2) ∈ XK takav da (∀1 6 i 6 k) gupi = 0 i ε > 0. Postoji
poledar P : K → Cn takav da

1. (∀[v1v2] ∈ K) |lv1v2 − gv1v2| 6 ε.

2. (∃i1 ∈ {1, . . . , k}) lup1 = 0.

3. (∃i2 ∈ {1, . . . , k}) lip1 6= 0.

Dokaz Leme 8.7. Neka je Yi = {lupi = 0} ⊂ XK . Neka je Yi = Yi,1 ∩ . . . Yi,qi razbija�e
Yi na ireducibilne komponente. Predopstavimo da tvr�e�e leme nije taqno. Tada
Y = Y1 ∩ . . .∩ Yk sadr�i ireducibilnu komponenti C kodimenzije 1. Ne uma�uju�i
opxtost mo�emo predpostaviti da je Yi,1 = C. Postoji g = (gv1v2) ∈ C takvo da g 6∈⋃
j>1 Yi,j. Neke je Uε(g) ε-okolna taqke g. Kako su Yi,j zatvoreni, Uε(g)∩

⋃
j>1 Yi,j = ∅,

za dovo	no malo ε. Tada je Uε(g)∩ (Y1 ∪ . . . Yk) = Uε(g)∩C. Ali, na osnovu Leme 8.9,
postoji g′ ∈ Uε(g) takvo da g′ ∈ Yi1 i g′ 6∈ Yi2 , za neke i1 i i2 te g′ ∈ Y1 ∪ . . . ∪ Yk i
g′ 6∈ C xto je kontradikcija. Dakle, Y mora biti kodimenzije bar 2.
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9 Otvoreni problemi

9.1 Fleksibilnin poliedri u vixim dimenzijama i neeuk-

lidskim prostorima

Nije poznato da li postoje fleksibilni poliedri u Rn za n > 5. Pita�e koje
se tako�e mo�e postaviti je da li postoje fleksibilni poliedri u neeuklidskim
prostorima. Valcova konstrukcija fleksibilnog oktaedra u R4 mo�e se modifiko-
vati [11] u konstrukciju fleksibilnog oktaedra u eliptiqkom ili hiperboliqkom
prostoru. Za dimenzije razliqite od 4, da li postoje fleksibilni poliedri u
hiperboliqkom ili eliptiqkom prostoru nije poznato. U sluqaju sfernog pros-
tora pokazano je da postoje fleksibilni poliedri u dimenziji 3. Za jedan od tih
poliedara je dokazano [18] da ne quva zapreminu pri savija�u te FZP hipoteza ne
va�i u S3. Pomenimo jox da postoje fleksibilani poliedari u prostoru minkovskog25

dimenzije 3 i oni da zadovo	avaju FZP hipotezu [17]. Pita�e u kojim prostorima
i kojim dimenzijama postoje fleksibilni poliedri i da li zadovo	avaju FZP
hipotezu se jox uvek aktivno prouqava.

9.2 FZP hipoteza u euklidskim prostorima vixih dimen-

zija

Otvoreno je pita�e da li FZP hipoteza va�i u dimenzijama ve�im od 4 odnosno da
li va�i jaqe algebarsko tvr�e�e qije je ona posledica.

Ukoliko �elimo da uopxtimo ideje dokaza u R3 i R4, potrebna nam je odgo-
varaju�a invarijanta poliedra u odnosu na koju vrximo indukciju.

Neka jeK (n−1)-dimenzioni simplicijalni kompleks i neka jem(K) broj temena
od K. Za k-simpleks τ ∈ K neka je m(τ,K) broj (k+ 1)-simpleksa od K koji sadr�e
τ . (n − 4)-zastava od K je niz T simpleksa τ0 ⊂ . . . ⊂ τn−4 kompleksa K takvih da
je dim(τi) = i. Neka je F(K) skup svih (n− 4)-zastava. Za T ∈ F(K) neka je

m(T , K) = (m(K),m(τ0, K), . . . ,m(τn−4, K))

Neka je
m(K) = min

T∈F
m(T )

gde je mimimum podrazumevan u odnosu na leksikografski poredak. Neka je Dσ

Kejli-Mengerova temena simpleksa σ ∈ K. Uopxte�a k	uqnih lema korix�enih u
dokazu FZP hipoteze u R4 su slede�e.

Lema 9.1. Neka je n > 3 i m0 fiksno. Predpostavimo da je za svaki (n − 1)-
dimenzioni cikl Z takav da je m(supp(Z)) <m0 VZ integralan nad RsuppZ. Neka je
Z ′ (n−1)-dimenzioni cikl, msupp(Z′) = m0 i neka je T ∈ F takav dam(T , supp(Z ′)) =
m0. Neka je σ ∈ supp(Z ′) (n− 3)-dimenzioni simpleks koji sadr�i τn−4. Tada pos-
toji s > 0 takvo da je Ds

σVZ integralan nad Rsupp(Z′).

Lema 9.2. Neka je Z (n − 1)-cikl, τ (n − 4)-dimenzioni simpleks od supp(Z) i
σ1, . . . , σk (n − 3)-simpleksi od supp(Z) koji sadr�e τ . Ako sa svako 1 6 i 6 k
postoji si > 0 takvo da je Dsi

σi
VZ integralan nad Rsupp(Z) tada je i VZ integralan

nad Rsupp(Z).

25Hermann Minkowski (1864− 1909) - Nemaqki matematiqar.
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Lema 9.1 dokazuje se potpuno analogno kao u R4. Da li je Lema 9.2 taqna jox
uvek nije poznato. Dokaz bi sledio iz pozitivnog odgovora na slede�e pita�e.

Pita�e 1. Neka je Z (n − 1)-cikl, τ ∈ supp(Z) (n − 4)-dimenzioni simpleks i
σ1, . . . , σk (n − 3)-dimensioni simpleksi od supp(Z) koji sadr�e τ . Da li {Dσ1 =
. . . = Dσk = 0} ⊂ XsuppZ ima kodimenziju bar 2?

9.3 Jaka FZP hipoteza

Definicija 9.1. Poliedri P i P ′ su ekvirastav	ivi se oba mogu razlo�iti na
konaqno mnogo poliedara P1, . . . , Pn.

Ako su poliedri ekvirastav	ivi zapremine su im oqigledno iste. Da li va�i
obrat je jedan od 23 quvena problema koje je Hilbert izlo�io na Internacionalnom
kongresu matematiqara 1900 u Parizu.

Pita�e 2 (Hilbertov tre�i problem). Da li su svaka dva poliedra u R3 iste
zapremine ekvirastav	ivi?

Maks Den26 je negativno rexio problem 1902. god. Ideja Denovog dokaza je uvod-
je�e odgovaraju�e invarijante poliedra koja je ista za sve ekvirastav	ive poliedra.
Den je potom pokazao da postoje poliedri iste zapremine a razliqite Denove in-
varijante eksplicitno konstruixu�i odgovaraju�i primer qime je negativno rexio
Hilbertov tre�i problem. J.-P. Sidler27 je 1965. god. dokazao [20] suprotan smer
tj. pokazao da su poliedri istih zapremina ekvirastav	ivi akko im je Denova
invarijanta ista.

Koneli je predlo�io slede�u hipotezu o Denovoj invarijanti fleksibilnih
poliedara.

Hipoteza 2 (Strong bellows conjecture). Denova invarijanta fleksibilnog poliedra
je konstantna pri �egovom savija�u.

Jaka FZP hipoteza je proverena za Brikardove oktaede neke fleksibilne poliedre
kao xto je Stefenov poliedar [19]. U svim do sada ispitanim sluqajevima potvr�ena
je kao taqna. Ipak, opxti dokaz i da	e ne postoji.

26Max Dehn (1878− 1952) - Nemaqki matematiqar. Uqenik Davida Hilberta.
27Jean-Pierre Sydler (1921− 1988) - Xvajcarski matematiqar i bibliotekar.
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