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Problem maksimalnog protoka i njegove kombinatorne posledice

Rezime

Cilj ovog rada je formulacija i reSavanje problema maksimalnog protoka kroz
transportnu mrezu kao i njegovih kombinatornih posledica, koje se inate u
kombinatorici nezavisno izvode.

Interes za reSavanje problema maksimalnog protoka u transportnoj mrezi proizilazi iz
mogucnosti Siroke prakticne primenu u ekonomiji, elektrotehnici, fizici, biologiji,
urbanom planiranju, saobracaju, telekomunikacijama, druStvu i svim oblastima u
kojima postoji neki vid transporta. U okviru transporta vr§i se prenos materijalnih
dobara medu trgovackim centrima, protok nafte i gasa, drumski, ZelezniCki i avio
saobracéaj, prenos informacija u telekomunikacionom sistemu i Sire. Mnogobrojni
problemi koji se pojavljuju kod efikasnosti, brzine i ekonomi¢nosti transporta se
reSavaju matematiCkim putem.

Konstruisanjem, analizom i reSavanjem problema transportne mreze bavi se teorija
grafova, kao deo diskretne matematike. Za odredivanje najvec¢eg obima transporta u
datim uslovima potrebno je odrediti maksimalni protok kroz odgovarajucu transportnu
mrezu.

U radu je predstavljen dokaz Ford-Fulkersonove teoreme koja odreduje uslove pod
kojima se postize maksimalni protok u transportnoj mrezi i koja je od osnovnog
znaCaja u teoriji grafova. Fundamentalnu ulogu za pronalazenje maksimalnog
protoka u transportnoj mrezi ima prouCavanje reza u transportnoj mrezi, Koji
predstavlja usko grlo transportne mreze. Pokazano je da se iz Ford-Fulkersonove
teoreme mogu izvesti vazni rezultati kombinatorike.

Kljuéne reéi: Teorija grafova, Transportne mreZe, Maksimalni protok, Rez
transportne mreze, Kombinatorne posledice



Maximum flow problem and its combinatorial consequences

Summary

The aim of this work is the formulation and solving the maximum flow problem
through the transportation network, as well as its combinatorial consequences which
are independently deduced in combinatorics.

The interest for solving the problem of maximum flow in the transportation network is
taken out of the possibilities of broad practical application in the economics, electrical
engineering, physics, biology, urban planning, transportation, telecommunications,
society and all the fields where there exists some kind of transport. In transport, the
transfer of material goods between trade centres is done, the flow of oil and gas,
road, railway and plane transport, transfer of information in the telecommunications
system and broader. Numerous problems that occur in efficacy, speed and transport
economics are solved by means of mathematics.

The theory of graph, as a part of discreet mathematics, is in charge of the
construction, analisys and problem solving of the transport network. For determining
the largest volume of transport in the given conditions it is necessary to determine
the maximum flow through the corresponding transportation network.

In this work is shown the proof of the Ford-Fulkerson theorem, the one that
determines the conditions under which the maximum flow in the transportation net is
achieved and is one of fundamental importance in the graph theory. The main role
for finding the maximum flow in the transportation network is given to the research of
cut of the transportation network, which represents the bottleneck of the
transportation network. It is shown that the important results of combinatorics could
be drawn form the Ford-Fulkerson theorem.

Key words: Graph theory, Transportation nets, Maximum flow, Transportation
network bottleneck, Combinations consequences



Predgovor

Rad se sastoji iz tri poglavija. Prvo poglavlje predstavlja osnovne pojmove o
grafovima i njihovu matricnu reprezentaciju. U drugom poglavlju definisani su
transportna mreza, protok i rez u transportnoj mrezi. Prikazani su rezultati Kkoji
dovode do dokaza Ford-Fulkersonove teoreme, Ford-Fulkersonov algoritam i primeri
koji ukazuju na Siroku mogucnost primene. U treCem poglavlju rada su pogodnim
izborom transportne mreze, kapaciteta i protoka u njoj iz Ford-Fulkersonove teoreme,
dokazani vazni kombinatorni rezultati.
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1. Osnovni pojmovi o grafovima

Grafovi predstavljaju pogodno sredstvo za reprezentaciju objekata i modeliranje
odnosa medu objektima, pojavama i procesima sa kojima se svakodnevno
susrecemo. Prou€avanjem grafova bavi se deo matematike koji se naziva teorija
grafova. Postoji veliki broj radova koji prou€ava grafove. Samo neki od takvih radova
su: [4], [5], [6]. [13]. [14]. [19]. [29]. [30]. [32], [35], [36]. U ovom poglaviju
bice navedene definicije grafova i njihovih osobina kao i njihovo predstavljanje
koriS¢enjem matrica.

Definicija 1.1: Konceptualno, graf se sastoji iz tacaka i neprekidnih linija od kojih
svaka povezuje neke dve od datih taaka ili taCku sa samom sobom.

Slika 1.1. Graf

Formalno graf se definiSe na sledeci nacin:

Definicija 1.2: Graf je uredeni par G=(V,E), kona¢nog skupa tacaka V i multiskupa E,
Ciji su elementi dvoclani multiskupovi tacaka iz skupa V.

Drugim re€ima, elementi skupa E mogu se pojaviti viSe od jednog puta, tako da svaki
ima viSestrukost.

Elementi skupa V ili u oznaci V(G) nazivaju se ¢vorovi (eng. vertex, mn. vertices)
grafa G, a elementi skupa E ili u oznaci E(G) grane (eng. edge, mn. edges) grafa G.
Cvorovi grafa mogu se obelezavati slovima (u, v, w..ili vy, V2. ili brojevima (1, 2, 3...).
Grane grafa obelezavamo takode slovima ili brojevima. NajCeS¢e grane grafa
obelezavamo sa ej, e,.... Ako je grana e odredena Cvorovima u i v, granu e

obelezavamo e={u,v}. Tako i granu e koja povezuje Cvor u sa samim sobom

obelezavamo e={u,u}, Sto je moguce jer smo granu grafa definisali kao dvoclani

multiskup ¢vorova iz V.



Primer:

Obelezimo ¢vorove sa prethodne slike 1.1. sa vy, Vo, V3, V4, Vs.

Slika 1.2. Graf sa slike 1.1 sa obelezenim &vorovima vy, Vs, V3, Va, Vs

Imamo skup ¢évorova V={v,, v,, Vv, V,, Vg}iskup grana
E={{v,V,}, {V,.Vs}, {Ve.Vs}. {Vs.V.}. {V5.v,}}. Ako grane obeleZimo sa
e1={v,.V,}, e={v, Vs }, es={vg,v. }, es={v; v, }, es={v,,v,} skup grana mozemo

zapisati kao E={e,, e,, e,, e,, e}. Sada graf izgleda kao na slici:

Da bismo opisali graf koristimo sledec¢u terminologiju:
. Dva ¢vorauiv, spojena granom {u,v} nazivaju se krajnji cvorovi grane {u,v}.
. Grane se nazivaju susednim ako imaju zajednicki krajnji Cvor.

« Dva ¢vora u i v nazivaju se susednim ako su povezana granom tj. {u,v} je
grana.

. Grane sa istim krajnjim ¢vorovima nazivaju se paralelne grane.



. Grana oblika {u,u}, koja povezuje €vor sa samim sobom, naziva se petlja.

. Graf se naziva prost graf ako ne sadrzi petlje i paralelne grane.

. Graf bez grana naziva se prazan graf.

. Graf bez ¢vorova naziva se nula graf.

. Graf sa samo jednim ¢vorom naziva se trivijalan graf.

. Stepen ¢vora v, d(v), je broj grana Ciji je v krajnji Evor. Po konvenciji, petlja
se raCuna dva puta a paralelne grane racunaju se odvojeno.

. Cvor g&iji je stepen 1 naziva se izolovan é&vor.

Na datom primeru grafa sa slike 1.3. primenom prethodne terminologije dobijamo:

« V1iV; su krajnji Evorovi grane e;={v, v, }.
. e1ieysususedne grane jer im je v, zajednicki krajnji Cvor.
« ViiVzsu susedni Evorovi jer su povezani granom{v,,v, | .

« €4 essu paralelne grane sa istim krajnjim ¢vorovima vy i vs.
. Grana ez je petlja jer povezuje ¢vor vs sa samim sobom.
. Graf na slici nije prost jer sadrzi petlju ez i paralelne grane e, i es.

. Stepen ¢&vora vy je d(vq)=1 stepen &vora vs je d(vs)=5, stepen &vora v, je
d(v4)=2 a stepen ¢€vora v; je d(v3)= 0 pa je vz izolovan ¢vor.

Definicija 1.3: Graf H je podgraf grafa G, u oznaci Hc G, ako je V(H)c V(G), E(H)
c E(G).

Ako je Hc G i H=G, piSemo Hc G i zovemo ga pravi podgraf. Podgraf H od G za koji
je V(H)=V(G) zove se podgraf koji razapinje G ili razapinjuci podgraf. Ako iz G
izbacimo petlje i za svaki par susednih ¢vorova sve osim jedne grane dobija se
jednostavan podgraf koji razapinje G.

Definicija 1.4: Setnja u grafu G=(V,E) je konag&an niz oblika Vo, €1, V1, €3, ...., Va1, €n,
Vi, sastavljen od naizmeni¢no &vorova i grana iz grafa G, tako da su &vorovi vi.1 i Vi
krajnji Cvorovi grane e, 1<i<n.

Setnja zapoginje i zavr$ava se &vorom. Vg je poéetni a v, krajnji &vor Setnje vo, €1, Va1
€2, ...., Vn-1, €n, V. N je duzina Setnje vy, €1, Vi, €2, ...., Vi1, €n, Vp.



Setnja je duzine 0 ako se sastoji samo iz jednog &vora. U $etniji je dozvoljeno da se
poseti ¢vor ili prode kroz granu viSe od jednog puta, tj. u Setnji se mogu ponavljati
cvorovi i grane. Ako vazi vp = V,, Setnja se naziva otvorena a u suprotnom zatvorena.

Definicija 1.5: Setnja je staza ako se kroz svaku granu moze proéi najvise jednom, tj
u stazi nema ponavljanja grana viSe od jednom.

Tada je moguci broj puta koji se u i v pojavljuju kao uzastopni ¢vorovi u stazi jednak
najvise broju paralelnih grana koje povezuju u i v.

Definicija 1.6: Staza je put ako svaki ¢vor moze biti posecen najvise jednom osim u
slucaju kada su isti poCetni i krajnji Cvor.

Definicija 1.7: Zatvoren put naziva se ciklus.

Definicija 1.8: Graf koji ne sadrzi cikluse naziva se acikli¢ni graf.

Primer:

Posmatramo graf G na sledecoj slici:

Slika 1.4. Graf

Setnja vy, €7, Vs, €g, V1, €8, Vs, €6, Va, €5, V4, €5, V4 j€ Otvorena, dok je Setnja

Vi, €5, V4, €3, V3, €2, V2, €7, Vs, €6, V4 Zatvorena.

Setnja v1, €g, Vs, €9, V1, €1, V2, €7, Vs, €6, Va4, €5, Va, €4, V4 j€ Staza.

Setnja vy, €7, Vs, €6, V4, €3, V3 je put a Setnja Vo, €7, Vs, €6, Va, €3, V3, €, Vo je ciklus.
Setnja koja pog&inje évorom u a zavr$ava se évorom v naziva se u-v etnja.

Definicija 1.9: Cvorovi u i v u grafu nazivaju se povezanim ako postoji u-v $etnja u
grafu(tada postoji takode i u-v put).
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Ako su u i v povezani i v iw povezani tada su i v i w povezani ¢vorovi, tj. ako je u-v
setnja i v-w Setnja tada je i v-w takode Setnja.

Definicija 1.10: Povezan graf je graf u kome su svaka dva &vora medusobno
povezana.

Grane u grafu mogu biti orijentisane tj. usmerene. Orijentacija grane, prikazuje se
strelicom koja je usmerene od jednog ka drugom ¢voru grane.

Definicija 1.11: Graf koji se sastoji iz ¢vorova i orijentisanih grana naziva se
orijentisani graf ili digraf.

Slika 1.5. Digraf

Formalno:

Definicija 1.12: Uredeni par G=(V,E), kona¢nog skupa ¢vorova, V i skupa grana, E,
od kojih svaka predstavlja uredeni par ¢vorova iz V, naziva se digraf.

U digrafu G=(V,E), V je konaan skup ¢vorova a E multiskup grana kao i kod
neorijentisanog grafa, tj. grafa. Razlika u odnosu na graf je $to u digrafu elementi
skupa E nisu dvoclani multiskupovi nego uredeni parovi ¢vorova. Grana definisana
¢vorovima u i v, orijentisana od ¢vora u ka ¢voru v, obelezava se sa (u,v) a grana
suprotne orijentacije tj. od ¢vora v ka ¢voru u sa (v,u). Takode je kao i kod grafa
potrebno obratiti paznju na mnostvo grana a orijentacija petlje je nebitna.

Slika 1.6. Digraf sa slike 1.5 sa obeleZzenim &vorovima i granama
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U velikoj meri se koristi ista terminologija kao kod grafa. Za digraf vazi:

. Cvor u je podetni a &vor v zavrsni &évor grane (u,v). Grana je susedna sa
svojim pocetnim i zavrSnim ¢vorom.

. Dva ¢vora u i v nazivaju se susednim ako su povezana granom .

. Grane sa istim po€etnim i zavrSnim ¢vorovima nazivaju se paralelne grane.
. Grana oblika (u,u), koja povezuje €vor sa samim sobom, naziva se petlja.

. Digraf se naziva prost digraf ako ne sadrZi petlje i paralelne grane.

. lzlazni stepen ¢vora v, koji oznaCavamo is(v), je broj grana kojima je v pocetni
cvor.

. Ulazni stepen ¢vora v, koji oznatavamo us(v), je broj grana kojima je v zavrsni
cvor.

. Definicije Setnje(staze, puta ili ciklusa) vo, €1, V1, €2, ...., Vn-1, €n, Vp, iSte su kao
i za graf s tim Sto je u digrafu vi.; poCetni a v; zavrdni ¢vor grane e;, 1<i<n.

Kada u digrafu G posmatramo grane tako da ne uzimamo u obzir njihovu orijentaciju
tada dobijamo osnovni neusmereni graf digrafa.

Definicija 1.13: Digraf je povezan ako je povezan osnovi graf koji dobijamo kada u
digrafu ne uzmemo u obzir zadatu orijentaciju grana.

Definicija 1.14: Cvorovi u digrafu su povezani ako su povezani i u grafu koji
dobijamo kada u digrafu ne uzmemo u obzir zadatu orijentaciju grana.

Definicija 1.15: Dva Cvora vVv; i V; su jako povezana u digrafu G ako postoji
orijentisani put vi-v; i orijentisani put vi-viu G.

Definicija 1.16: Digraf G je jako povezan ako su svaka dva ¢vora digrafa G jako
povezana.

Slika 1.7. Jako povezan digraf

12



Definicija 1.17: Graf koji sadrzi i orijentisane grane i grane bez orijentacije naziva se

meSoviti graf.

Slika 1.8. MeSoviti graf

Definicija 1.18: Ako skup ¢vorova, V, grafa(digrafa) G=(V,E) mozZemo razdvojiti u
dva disjunktna skupa X 1Y, V=X UY, tako da svaka grana iz G spaja neki ¢vor skupa
X sa nekim ¢vorom iz skupa Y, onda kazemo da je G= G(X,Y,E) bipartitni graf

(bipartitni digraf).

Slika 1.9. Bipartitni graf, G=(V,E), V=X UY
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1.1. Matri€éno predstavljanje grafa i digrafa

Vec je reCeno da se grafovi i digrafovi mogu upotrebiti za modeliranje i reSavanje
mnogih prakticnih problema. Za reSavanje takvih problema Cesto se koristi raCunar
pa je neophodno znati kako se grafovi predstavijaju u racunaru. Jedan od
uobi€ajenih naCina za predstavljanje grafova i digrafova u raCunaru je preko matrica.

Detaljnije u [21], [24], [32].
Definicija 1.1.1: Matrica susedstva grafa G=(V,E) je n x n matrica A=[a; |, gde n

predstavlja broj ¢vorova u G, V= {vl,....,vn} a broj aj je broj grana izmedu &vorova v; i
v;. Dakle a;=0, ukoliko u grafu ne postoji grana (v, vj)). Matrica A je simetri¢na tj.
AT =A.

Receno je da se petlja raCuna dva puta a pralelne grane odvojeno.

V, V, V; V, Vg
W [0 2 0 0 1]
v, |2 4 0 00
%, |0 0 0 0O
v, |0 0 00 1
i, |1 00 10

Slika 1.1.1. Graf i njegova matrica susedstva

Definicija 1.1.2: Matrica susedstva digrafa G je A= [aﬂ] , gde je a; broj grana kojima

je vi poCetni a v; zavrSni Cvor, tj. broj grana orijentisanih od €vora v; ka ¢voru v;.

vV, V, V, V, Vg
“C‘“ v Jo 2 0 1 0]
, |0 0000

e v, |0 0110
w©@ , |0 0 100
%, [0 0 00 0

Slika 1.1.2. Digraf i njegova matrica susedstva
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Definicija 1.1.3: Matrica incidencije(pripadnosti), grafa G, sa n ¢vorova i m grana je n
X m matrica A= [aij] sa n vrsta(po jedna za svaki ¢vor) i m kolona (po jedna za svaku
granu) i

« a;=1 ako je v; krajnji Cvor grane g

;=0 ako v; nije krajnji Cvor grane g

e, e, e e, ¢
v [1 10 0 1]
v, 1 11 10
v, |10 0 011
v, |0 0 0 0 0]

Slika 1.1.3. Graf i njegova matrica incidencije

Definicija 1.1.4: Matrica incidencije(pripadnosti), digrafa G bez petlji, sa n ¢vorova i
m grana je n X m matrica A= [aﬂ] sa n vrsta(po jedna za svaki ¢vor) i m kolona (po

jedna za svaku granu) i
« a;=1 ako je v; pocetni Cvor grane g,
« aj=-1 ako je v; zavrSni Cvor grane g

« a;= 0 ako grana g nije incidentna sa ¢vorom v;

e, €, e e, e g
v [1 1 1 0 0 O]
v, -1 -1 0 0 1
vw |10 0 -1 1 1 -1
v, |10 0 0 -1 -1 0

Slika 1.1.4. Digraf bez petlje i njegova matrica incidencije
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U slu€aju digrafa matricu incidencije smo posmatrali pod uslovom da je digraf bez
petlji, jer je za petlju isti ¢vor i pocCetni i zavrdni. U slu€aju da se radi o ¢voru v;
digrafa koji je granom e; spojen sam sa sobom, element a; matrice incidencije je
a;=2, Sto govori da je v; i pocetni i zavrSni Cvor petlje e;.

e, e, e e, e ¢
v [11 1 0 0 O]
v, -1 -1 0 0 0 O
v, |0 0 -1 1 1 2
v, [0 0 0 -1 -1 0]

Slika 1.1.5. Digraf sa petljom i njegova matrica incidencije
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2. Problem maksimalnog protoka

U ovom poglavlju prikazan je metod za reSavanje problema maksimalnog protoka.
Odeljci 2.1 i 2.2 formalizuju pojmove protoka i protoka u mrezi i definiSu problem
maksimalnog protoka. Odeljak 2.3 opisuje Ford-Fulkersonov metod (Ford-Fulkerson
Max Flow Min Cut Method) za pronalaZzenje maksimalnog protoka u mreZi. Deo

literature koja se bavi ovom tematikom je: [1], [4], [6], [7]. [13], [14]. [16]. [17],
[19], [29], [30], [31], [35], [36]. [37].

2.1. Definicije transportne mreze, protoka i reza

U ovom odeljku definisana je transportna mreza, kao i protok i rez u transportnoj
mrezi. Orijentisani graf se moZze interpretirati kao transportna mreza i koristiti da
odgovori na pitanja o materijalnim tokovima. Svaka orijentisana grana u mrezi moze
se posmatrati kao kanal za materijal. Na svakoj grani oznacen je kapacitet kao gornje
ograniéenje po kom materijal prolazi kroz datu granu. Cvorovi grana su raskrsnice, a
osim izvora i ponora, materijal prolazi kroz ¢vorove mreze, bez prikupljanja u njima.

Definicija 2.1.1: Transportna mreza M je povezan orijentisani graf bez petlji G=(V,E)
u kom su ispunjeni sledeci uslovi:

1) postoji jedinstveni ¢vor, seV, takav da je us(s)=0, koji se naziva izvor
mreze M

2) postoji jedinstveni ¢vor, teV, takav da je is(t)=0, koji se naziva ponor
mreze M

3) svakoj orijentisanoj grani e=(u,v)eE, funkcija c:E—R", dodeljuje broj
c(e)=c(u,v), koji predstavlja kapacitet(tezinu) grane.

Cvorove iz V\{S,t} nazivamo sredisnjim ¢vorovima mreze M.

Slika 2.1.1. Transportna mreZa sa ozna¢enim kapacitetima grana c;, i=1,2..9
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Definicija 2.1.2: Protok(ili tok) u transportnij mrezi M=(V,E) je preslikavanje
f.E—>R" koje svakoj grani e=(u,v) dodeljuje ne-negativan realan broj f(e)=f(u,v), tako
da vazi:

1) 0 < f(e) < c(e), VeeE (2.1.1)

-oqrani¢enje kapacitetom :

koli¢ina toka duz bilo koje grane

ne moZe preci dati kapacitet grane

2)  Df(uv)=Df(v,u), YveW(st| (2.1.2)

ueVv uev

-zakon ocuvanja protoka:

za svaki sredisnji ¢vor vaZi da je
koli¢ina toka koja u njega ulazi

Jjednaka koli¢ini toka koja iz njega

izlazi

Slika 2.1.2. Transportna mreza sa slike 2.1.1 i zadatim protocima f; , i=1,2..9

Protoci fi, i=1,2..9, na slici 2.1.2, zadati su tako da vazi fi<c;, za v i=1,2..9, odnosno
ispunjen je uslov (2.1.1), i uslov (2.1.2), tj. fi+f3=f,, fo=fs+fs+fs, f4+f5=f;+fg, fe+fg=f.

Definicija 2.1.3: Neka je f tok transportne mreze M=(V,E) i seV je izvor mreze M.
Vrednost protoka kroz mrezu M, val(f), definiSemo jednakos¢u:

val(f)=> f(s,v) (2.1.3)

veV
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Pokazacemo da zbog zakona oCuvanja protoka vazi intuitivno o€igledna cinjenica, da
je ukupna koliCina protoka koja dolazi iz izvora jednaka koliCini protoka koja ulazi u
ponor:

val(f)= Y f(s,v)= D f(v,t) (2.1.4)

vev veV

Protok sa najvecom vredno$¢u naziva se maksimalni protok u transportnoj mreZzi.
Protok f je maksimalni protok u transportnoj mreze M ako ne postoji protok fu M za
koji je val(f)>val(f).

Da bismo pokazali pod kojim uslovima se postiZze maksimalni protok i dokazali vazne
zakone koji vaze u transportnoj mreZi potrebne su sledece definicije.

Definicija 2.1.4: Rez R u transportnoj mrezi M je razbijanje skupa ¢vorova V na dva
disjunktna podskupa Si T, tako da izvor se S a ponor teT.

Skupovi S i T na koje rez u mrezi razbija skup ¢vorova V, nemaju zajednickih ¢vorova
i zajedno sadrze sve ¢vorove iz V, tj. V=SUT. Rez R oznatavamo R=(S,T).

Kaze se da rez R=(S,T) u transportnoj mrezi M razdvaja izvor s od ponora ti on se
joS naziva i s-t rez.

Definicija 2.1.5: Kapacitet c(R)=c(S,T), reza R=(S,T), odreden je izrazom
c(S,T)= > c(uyv) (2.1.5)

ueS,vel

s-t rez R u transportnoj mrezi M naziva se minimalnim rezom, ako ne postoji takav s-t
rez R* u M za koji vazi ¢(R*)<c(R).

Sa f(S,T) oznaCavamo sumu protoka kroz grane orijentisane od S ka T a sa f(T,S)
sumu protoka kroz grane orijentisane od T ka S.
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2.1.1. Opis transportne mreze sa vise izvora i viSe ponora

Transportna mreza sa vise izvora S(Sg,..., Sm) i vise ponora T(ty,..., t,) se moze svesti
na digraf sa jednim izvorom i jednim ponorom. To se radi uvodenjem jednog
zajedni¢kog ¢vora s — ,superizvora“ koji je sa izvorom vezan usmerenim granama (s,
si) sa kapacitetima c(s, s)=« za i=1,..., m. Po istom principu se ponori spajaju sa
novim ¢vorom— ,superponorom® t usmerenim granama (t;, t) sa kapacitetima c(t;, t) =
o zai=1,...,n.

Slika 2.1.1.1. Transportna mreza sa Cetiri izvora s1, Sy, Ss, S4 i tri ponora ty, to,t3

Uves¢emo jos jednu oznaku:

f'(v)= > f(e), f(v)= D f(e), VveV. (2.1.1.1)

ecis(v) eeus(v)
Cvorovi iz S i T postaju sredi$nji évorovi uz postovanje zakona o&uvanja protoka.
f(s,s)=f"(s) - f(s), zai=1,2,..,m (2.1.1.2)

f(t,H=F () - f'(t), zaj=1,2,...,n (2.1.1.3)

Za sve ostale grane vrednost f ostaje ista. Novi izvor i ponor ne ograni€avaju protok,
pa je on isti kao i u polaznom grafu.
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2.2. Veza protoka i reza i Ford-Fulkersonova teorema

Teorema 2.2.1: Za svaki protok fi bilo koji s-t rez, (S,T), u transportnoj mrezi M vaZi

val (H=F(S,T)-(T,S). 2.2.1)

Dokaz: Iz definicije 2.1.2. i definicije 2.1.3. imamo:

_ |val(f), u=s
\%f(u,v)-\%f(v,u)— { 0, ues\[s) (2.2.2)

Sumirajuci ove rezultate nad svim ¢vorovima u S dobijamo:

> D f(uwv)-> D> f(v,u)=val(f) (2.2.3)

ueS vev ueS vev

Na levoj strani jednacine 2.2.3, f(u,v) i —f(u,v) za ueS i veS pojavljuju se tacno
jednom i ponistavju jedna drugu. Izraz 2.2.3 je sada pojednostavljen do

> D f(uv)-> D f(v,u)=val(f) (2.2.4)

ueS vel ueS vel

Dakle,
f(S,T)-f(T,S)= val(f) (2.2.5)

Izraz 2.1.3 je poseban slu€aj izraza 2.2.5.

Posledica 2.2.1: Za svaki protok f i bilo koji s-t rez, (S,T), u transportnoj mrezi M
vazi

val(f)< c(S,T). (2.2.6)
Dokaz: Kako je za svaku vrednost f(u,v) ne-negativan broj, iz teoreme 2.2.1. sledi
val (f)=f(S,T)-f(T,S)< f(S,T)< ¢(S,T) (2.2.7)

Ako za granu ecE transportne mreze M=(V,E) vazi f(e)=c(e), ona se naziva f-
zasicena grana mreze M, a ako vazi f(e)<c(e) grana e se naziva f-nezasi¢ena grana
mreze M. Grana e se naziva f-pozitivna ako vazi f(e)>0, a ako vazi f(e)=0 f-nula
grana. Jednakost vrednosti protoka i kapaciteta reza u formuli 2.2.7. se ocigledno
postize u slu€aju kada je f(T,S)=0i f(S,T)= ¢(S,T). Drugim re€ima, f(S,T)=c(S,T) ako
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i samo ako su sve grane usmerene od S ka T, f-zasi¢ene a sve grane usmerene od T
ka S, f-nula.

Posledica 2.2.2: Ako je f protok a R takav s-t rez u mrezi M za koji vazi val(f)=c(R)
= f je maksimalni protok a R je minimalni rez.

Dokaz: Pretpostavimo da je f maksimalni protok a R minimalni s-t rez mreze M i da
za  proizvolini protok f i s-t rez R u mrezi M vazi val(f)=c(R). Tada je
val(f)<val(f)<c(R)< c(R), pa zbog pretpostavke da je val(f)= c(R) svuda vaZi
jednakost. Dakle, slede jednakosti f=f i R=R". Znadi f je maksimalni protok a R
minimalni s-t rez u mrezi M.

Dokazuje se da je vrednost maksimalnog protoka jednaka kapacitetu minimalnog
reza. Razmatramo transportnu mrezu M s protokom f.

Neka je P put u M od izvora do bilo kog ¢vora v. P ne mora nuzno biti usmereni put.

e, €, e; €
P: o— O O+t O————O +r+ O————0
s=u, u, u, u,_, ;T U,y U,=v

SI2.1.3. Put P u mrezi od izvora do ¢vora v

Grana e; puta P naziva se direktna grana puta P, ako je orijentisana od uj; ka ui.
InaCe ona se naziva obrnuta grana puta P. Pretpostavimo da za svaku granu e puta
P vazi:

c(e )—f(e ), e —direktna_grana;
&(P)= (e)-1(e). & -d -9 (2.2.8)
f(e), e, —obrnuta _grana.
Rezidualni kapacitet puta P je nenegativan broj (P ), definisan jednakos¢u
e(P)=min{&(P)} (2.2.9)

Put nazivamo f-nezasi¢en, ako su sve direktne grane puta f-nezasicene, a sve
obrnute grane puta f-pozitivne. s-t put P nazivamo f-rastuéi put, ako je put P f-
nezasicen.

Za s-t put P nejednakost ¢(P)>0 vazi ako i samo ako je P f-rastuci put. Za takav s-t
put P u mrezi M mozemo definisati novi protok f* tako da vazi:

f(e)+¢&(P), e-—direktna grana,
f*(e)=<f(e)—&(P), e-obrnuta grana, (2.2.10)
f(e), u protivnom.
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Ocigledno vazi val(f*)=val(f)+ (P ). Dakle val(f*)>val(f) ako i samo ako je P f-rastuci
put. Drugim re€ima, protok f nije maksimalan ako postoji f-rastuci put. f* se dobija
uvecanjem protoka duz svih direktnih grana puta P za vrednost £(P)i umanjenjem
protoka duz svih obrnutih grana puta P za vrednoste(P). Protok duz ostalih grana
ostaje neizmenjen.

Teorema 2.2.2: Protok f u transportnoj mrezi M je maksimalan ako i samo ako u
mrezi M ne postoji f-rastuci put.

Dokaz: Neophodan uslov: Ako u mrezi M postoji f-rastuéi put P, jasno je da f nije
maksimalni protok jer izmenama i dopunama na putu P protok f* ima vec¢u vrednost
nego f.

Dovoljan uslov: Pretpostavimo da u mrezi M ne postoji f-rastuci put P. Neka je S skup
svih &vorova u M, do kojih postoji f-nezasiceni put od izvora. Jasno je da seS. Tada
vaziteT, jer u mrezi M ne postoji f-rastuci put.

Pokazano je, posledica 2.2.2, da ako vazi val(f)=c(S,T) onda je f maksimalni protok a
R=(S,T) je minimalni s-t rez.

Posmatramo orijentisanu granu (u,v) za koju ue S, a veT. Kako ue S, tada postoji f-
nezasicen s-u-put Q. Grana (u,v) mora biti f-zasi¢ena, jer inace Q moze biti proSiren i
dobili bi f-nezasic¢en s-v-put, $to je nemoguce jer veT. Sli€no, mozemo pokazati da
svaka grana (u,v), orijentisana od T ka S pod ovim uslovima mora biti f-nula.

Dakle vazi, f(S,T)=c(S,T) i f(T,S)=0. Prema tome, val(f)= f(S,T)- f(T,S)=c(S,T) i f je
maksimalni protok a (S,T) je minimalni s-t rez.

Posledica prethodnih rezultata je sledeéa teorema objavljena 1956. god. Dokazali su
je L. R. Ford i D. R. Fulkerson zbog C€ega je i dobila naziv Ford-Fulkersonova
teorema.

Teorema 2.2.3: U transportnoj mrezi vrednost maksimalnog protoka jednaka je
kapacitetu minimalnog reza.
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2.3. Ford-Fulkersonov algoritam

U ovom delu je predstavijen Ford-Fulkersonov algoritam pomoc¢u kog odredujemo
maksimalni protok u transportnoj mrezi. Algoritam se sastoji iz dve faze.

U prvoj fazi koristi se procedura kojom se proverava da li postoji f-rastuci put u datoj
mrezi. Pokazano je da, ako takav put ne postoji tada je protok f maksimalan. U
suprotnom ako u mrezi postoji f-rastuci put, prelazi se na drugu fazu.

U drugoj fazi pomoc¢u oznaka na mrezi, dobijenih u prvoj fazi, definiSemo f-rastuci put
P i dobijamo na putu P modifikovani protok f*. Zatim, se primenjuje prva faza za
dobijeni protok f*. Treba imati na umu da je val(f*)>val(f).

U prvoj fazi, ¢voru v dodeljujemo oznaku (dy,A,). Prvi simbol d,, ukazuje na &vor iz
koga v dobija ovu oznaku, kao i na smer ozna¢avanja, napred ili nazad. Ako temena
dobijaju oznaku, znaci da postoji f-nezasiceni s-t put P i (P )=A,.

Prva faza pocinje oznaCavanjem izvora sa (-,), $to ukazuje da se iz izvora moze
ispumpati neograni€ena koli¢ina protoka. Oznacavanje sledecih ¢vorova vrsi se po
sledecim pravilima:

Pretpostavimo da je ¢vor u oznacen a ¢vor v nije. Neka je e grana koja spaja uiv.

Direktno oznaCavanje: Ako je e=(u,v), direktno oznaCavanje v iz u duz grane e je
moguce, ako c(e)>f(e). Ukoliko se takvo oznaCavanje realizuje, ¢vor v dobija oznaku

(u',Ay), gde je Ay=min{A,,c(e)-f(e)}.

Obrnuto oznacCavanje: Ako je e=(v,u) tada je obrnuto oznaCavanje od v ka u duz
grane e moguce ako, f(e)>0. Ukoliko se takvo oznacavanje realizuje, ¢vor v dobija

oznaku (u’,Ay), gde je A,=min{A,.f(e)}.

U prvoj fazi ¢vorovi se ozna€avaju samo jednom. Ova faza se zavrSava kada:

1) ponor, ¢vor t dobije oznaku

2) ponor, ¢vor t nije oznacen i viSe nijedan od ¢vorova ne moze biti oznacen

Ako t dobije oznaku u prvoj fazi, tada iz pravila oznacavanja sledi da postoji f-rastuci

put Pie(P) =A,.

U drugoj fazi put P pratimo u suprothnom smeru pomoc¢u simbola d, i odredujemo
promenjeni protok na P f*. Zatim se prva faza ponavlja u odnosu na novi protok f*.
Ako je prva faza zavrSena bez dodeljivanja oznake &voru t, znaci da f-rastuci put ne
postoji, a samim tim trenutni protok je maksimalan.
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Opis Ford-Fulkersonovog algoritma :

1. lzabrati proizvoljan protok f kroz grane zadate transportne mreze.
2. Obeleziti izvor, s, parom (-, ).

3. Ako postoje neoznaceni Cvorovi, koji se mogu oznaciti direktnim ili obrnutim
oznaCavanjem, izabrati jedan takav ¢vor v, obeleziti ga i preci na korak 4. U
suprotnom preci na korak 7.

4. Ako je v=t, preCi na korak 5. Sada je prva faza zavrSena. Inace, preci na
korak 3.
5. (poCetak druge faze) Oznacimo ¢vor v sa (dy,A,). Ukoliko je zadovoljeno

sledece:
- ako dy=u", obeleziti, f(u,v)=f(u,v)+ A,
- ako dy=u’, obeleziti, f(v,u)=f(v,u)- A

6. Ako je u=s ukloniti sve oznake. Druga faza je zavrSena i pre¢i na korak 2. U
suprotnom v=u i tada preci na korak 5.

™~

Dobijeni protok f je maksimalan. Kraj.
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2.3.1. Kratko o vremenskoj slozenosti algoritma

Ford-Fulkersonov algoritam nije polinomijalan. Pronalazenja rastuc¢eg puta u Ford-
Fulkersonovom algoritmu mora biti pazljivo. U slu¢aju kada bi kapaciteti koje tok f
moze dosti¢i kroz neku granu bili iracionalni tada bi se moglo desiti da maksimalan
protok ne bude ostvaren Cak iako se postupak ponavlja u nedogled. U slucaju kada
su f i ¢ racionalni brojevi algoritam staje sa pronadenim proizvoljnim maksimalnim
protokom ali i tada moze do¢i do odredenih poteskoca. Pretpostavljamo da su
kapaciteti grana pozitivni celi brojevi. U Ford-Fulkersonovom algoritmu, ¢vorovi mogu
biti obelezeni bilo kojim redosledom, tj. izbor puta za dopunu protoka, kada je to
moguce, vrsi se na proizvoljan nacin.

Postoje problemi koji nastaju ovakvim proizvoljnim izborom. U nekim sluCajevima,
algoritam moze potrajati jako dugo. Razmatramo, na primer, slede¢u mrezu.

Slika 2.3.1.1. Mreza sa zadatim kapacitetima

Pretpostavimo da u prvom koraku algoritma oznaCavanja uzmemo da je pocetni
protok nula-protok. Za rastuci put sa slike 2.3.1.1. odaberemo s—a—b—t duz kog
moze biti poslata samo jedna jedinica protoka. Nakon prvog koraka mreza izgleda
kao na slici 2.3.1.2 :

Slika 2.3.1.2. Mreza sa slike 2.3.1.1 nakon prvog koraka
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Sada je moguc¢ rastuci put s—»b—>a—t, duz koga opet moze biti preusmerena samo
jedna jedinica protoka. Dakle izborom rastuceg puta koji sadrzZi cvorove a i b moguce
je preusmeriti samo jednu jedinicu protoka u svakom koraku. Tada, maksimalni
protok od 2,000,000 jedinica moZze biti postignut sa 2,000,000 koraka. Problem vrlo
spore konvergencije puta kao u gornjem primeru moze se izbe¢i ako se, u svakoj
iteraciji, pazljivo odabere rastuéi put. Najvise smisla ima odabrati rastu¢i put duz koga
najvise toka moze biti preusmereno u jednom koraku. Tako bismo u primeru sa slike
2.3.1.1, nasli optimalno reSenje u dva koraka. Drugi moguci nacin je odabrati najkraci
rastuci put, to jest, rastuéi put koji koristi najmaniji broj grana. To je razumljivo jer
¢emo na taj naCin koristiti kapacitet manjeg broja grana i zadrzati viSe grana za
kasnije ponavljanje. Upotreba ovog nacina bi takode rezultirala dvema iteracijama u
gornjem primeru.

Dakle, vremenska sloZenost Ford-Fulkerson-ovog algoritma dosta zavisi od nacina
traZenja rastuceg puta protoka. Ako se ovaj put trazi primenom algoritma obilaska po
Sirini ili dubini tada svaka iteracija petlje iznosi O(mf)=0O(m), gde m pretstavlja broj
grana. Kada su kapaciteti grana celobrojne vrednosti u svakoj iteraciji u kojoj je
pronaden put povecanog protoka trenutno maksimaini protok povecava se za 1. Zato
petlie ima najvise fhax iteracija pa je gornja granica slozenosti ove implementacije
algoritma O(mfyax ). Prema tome, ako maksimalni protok nije veliki algoritam je dobar.
U suprotnom, kao $to smo videli broj koraka moze biti tako veliki kao i vrednost
maksimalnog protoka. Vreme izvrSavanja algoritma ne zavisi samo od broja ¢vorova i
kapaciteta grana. Algoritam moZze biti modifikovan tako da ne zavisi od kapaciteta. U
tom slu€aju radice i za iracionalne kapacitete.

Malom modifikacijom Ford-Fulkersonovog algoritma, tako Sto se put povecanog
protoka trazi algoritmom obilaska po Sirini kao najkraci put izmedu s it u smislu broja
grana koje sacinjavaju put J.Edmonds i R. Karp su implementirali algoritam
oznadavanja transportne mreze maksimalne sloZenosti O(nm?). m broj grana a n broj
c¢vorova razmatrane transportne mreze. Ovom jednostavnom idejom Edmonds i Karp
1972. god. dobili su prvi algoritam za reSenje problema maksimalnog protoka koji
radi u polinomijalnom vremenu i za realne kapacitete. Dinic(Yefim Dinitz) 1970.god.
predlaZe re$avanje problema (Dinic's Algorithm) sloZzenosti O(n’m) koje u velikoj meri
povecCava performanse do tada razvijenih algoritama. Goldberg i Tarjan su 1986.
god. razvili metod, koji takode ima osnovni znacaj, poznat pod nazivom push-relabel
algoritam (Push-Relabel Algorithm). Push-relabel algoritam je polinomijalan i

kompleksnosti O(n?~/m ). Jedan je od najefikasnijih i studiran je do danas. Goldberg i
Rao 1997. god predlaZzu algoritam za reSenje ovog problema koji je do sada

12 2
najmoderniji i sloZzenosti je O(min{mz,n?’}mlog (n—]logcmax), gde je Cmax Najveci
m

celobrojni kapacitet grane. U literaturi ([1], [12], [15], [20], [22], [28]. [30]) se

moze naci detaljan opis navedenih algoritama.
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2.3.2. Primer odredivanja protoka kroz mrezu

Ford-Fulkersonov algoritam Kkoristimo za pronalazenje maksimalnog protoka u
slede¢em primeru.

Primer: U grad B koji je u rathom okruzenju, potrebno je dostaviti humanitarnu
pomoc iz grada A koja se mozZe dopremati samo avionima. Pored direktnih letova
AB, pomoc¢ je moguce isporucivati i preko gradova C i D. Broj i smer letova izmedu
svaka dva grada je ograniCen. Uslovi za dostavljanje pomoc¢i predstavijeni su
transportnom mrezom na slici 2.2.2.1, tako da brojevi pored svake grane predstavijaju
najveci broj isporuka koji je moguce dopremiti kroz tu granu.

5 o !
<

Slika 2.2.2.1. Sematski prikaz avionskih linija i dozvoljeni broj letova na svakoj liniji

Potrebno je odrediti koliko je isporuka humanitarne pomoci najvise moguce dopremiti
u grad B i na kojoj liniji je najpotrebnije uvesti nove letove, da bi se koli€ina
isporu¢ene humanitarne pomodi najefikasnije povecala?

Za reSenje datog problema koristi se procedura oznaCavanja

a) b)

val (f):3 ,fAB: 3
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c)

d)

[AY 1]
val()=4, fcg = 1. fac =1 val(f)=4+4 =8, fpg =4, fcp =4,
fac =1+4=5

e)

val(fy=8+1=9,fpg =4+1=5,fpop =1

Slika 2.3.2.2. Prikaz procedure oznafavanja za primer 2.3.2.1

Odmah se uoCava da dalje oznaavanje nije moguce. Minimalni preseci MP1 i MP2 i
protoci kroz grane su prikazani na slici 2.3.2.2.e. Ukupan protok kroz mrezu, tj.
maksimalan broj isporuka je 9 i to: 3 direktna leta, jedan preko C, 4 preko C i D, i
samo jedan preko D. Da bi se povecao broj letova do grada B, potrebno je povecati
broj letova na nekoj od linija koje se nalaze na minimalnom preseku. PoSto postoje

dva minimalna preseka MP1=( {A},{C,B,D}) i MP2=({A,C},{B,D}) potrebno je

povecati broj letova na linjama koje su na oba preseka. Ovo ¢e najefikasnije biti
uradeno ako povecamo protok kroz linije koje su na oba preseka istovremeno, a to su:
direktne linije AB i AD (na liniji DB ima mesta za joS jedan let).
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2.3.3. Primena reza u rekonstrukciji binarne slike

U narednom tekstu predstavljen je problem pomoc¢u koga se naslu¢uje moguénost
upotrebe reza digrafa u raCunarskoj viziji i grafici. Rez digrafa se razmatra kao opste
sredstvo za minimizaciju odredenih binarnih energija. 1989. god. Greig, Porteous i
Seheult prvi put koriste rez digrafa pri energetskoj minimizaciji u viziji. Oni su
razmotrili problem rekonstrukcije binarne slike, odnosno crno bele slike. Recimo da je
binarna slika oStecena zbog Suma. Zadatak je rekonstruisati takvu sliku da bude kao
originalna. Ovaj problem se moze formulisati kao jednostavna optimizacija binarnih
promenljivih koje odgovaraju pikselima slike. Detaljan opis rekonstrukcije slike

pomocéu minimalnog reza moze se naci u [9].

Cvorovi peV, digrafa na slici 2.3.3.1 prikazani sivom bojom predstavljaju piksele slike
koju treba rekonstruisati. lzvor s, i ponor t predstavljaju dve moguce vrednosti
inteziteta piksela. Tacnije, izvor s predstavlja intezitet 0, koji odgovara beloj boji slike
a ponor t intezitet 1, koji odgovara crnoj boiji slike.

Slika 2.3.3.1. Digraf konstruisan za rekonstrukciju slike

Neka se sa 1(p) oznaCava intezitet piksela p. Sa Dy(lI) oznacCava se fiksna kazna,
vrednost za koju je promenjen intezitet piksela u odnosu na intezitete 0 i 1. tj. Dp(l)

se dodeljuje pikselu p odredenog ,obnovlienog inteziteta®, le{0,1} nakon
rekonstrukcije. Za Sifriranje ovih posmatranih podataka kreiraju se po dve t-grane za
svaki pikselni ¢vor na slici 2.3.3.1. Kapacitet t-grana (s,p), koje su na slici 2.3.3.1.
podebljane crveno postavija se na Dp(1) a kapacitet t-grana (p,t), koje su na slici

2.3.3.1. podebljane plavo na Dy(0). Prirodno, ako I(p)=0 tada Dy(0) treba da bude
manji od Dy(1) i obratno.
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Na primer, ako je piksel oSte¢ene slike ima intezitet 0,2, a nakon rekonstrukcije
dobija intezitet O kao na originalnoj slici. Tada je kapacitet t-grane (p,t), Dp(0)=0,2, a
kapacitet t-grane (s,p), Dy(1)=0,8.

Prilikom rekonstrukcije slike postavljaju se i ograni€enja koja uspostavljaju posebnu
povezanost izmedu susednih piksela minimizujuci prekide medu njima. Kreiraju se n-
grane koje povezuju susedne piksele(kao grane obojene crno na slici 2.3.3.1).
Kapaciteti n-grana su postavljeni na parametar izravnavanja A>0 koji podstiCe
minimalni rez da prekine Sto je moguce manje n-grana.

Rez C (slika2.3.3.1.) je razbijanje skupa piksela na podskupove S i T. Rez se moze
tumaciti kao binarno oznacavanje f koje dodeljuje oznake fpe{O,l} pikselima slike:

ako peS onda je f,=0 a ako peT onda je f,=1. Postoji 1-1 korespodencija izmedu
rezova i binarnog oznacavanja piksela. Svako oznacavanje f daje moguc rezultat
reskonstrukcije slike.

Uzima se u obzir kapacitet proizvoljnog reza C=(S,T). Ovaj kapacitet ukljuCuje
kapacitete dva tipa grana: nekoliko t-grana i nekoliko n-grana. Treba imati na umu da
rez prekida tac¢no jednu t-granu po pikselu: on mora prekinuti t-granu (p,t) ako piksel
peS ili t-granu (s,p) ako piksel peT. Zato, svaki piksel doprinosi ili Dy(0) ili Dp(1) u
smeru t-grane koja je deo reza, u zavisnosti od oznake f, oznacene na tom pikselu.
Kapacitet reza takode ukljuCuje kapacitete nekoliko n-grana (p,q) e N. Dakle vazi:

c(C)= X.D:(f,)+ > c(p.a) (2.3.3.1)
Pe? (e

Kapacitet svakog reza C definiSe energiju odgovarajuc¢eg oznacavanja f:

EM=c(C)= Y. D, (f,) +A X I(f,=0,f =1), (2.3.3.2)
(

peP P, q)eN

gde je I funkcija identiteta koja dodeljuje 1 ako je vrednost tacno a 0 inaCe. Oznake
piksela f, treba uskladiti sa promatranim podacima i kaznjavati diskontinuitete izmedu
susednih piksela.

Ako je parametar A veoma mali optimalno oznaCavanje dodeljuje svakom pikselu p
oznaku f, koja minimizuje svoj kapacitet Dy(f,). U ovom slucCaju svaki piksel dobija
oznaku nezavisno od drugih piksela. Ako je A veliko, tada svi pikseli moraju dobiti
oznaku koja ima manji proseCan kapacitet. Za srednje vrednosti A, optimalno
oznaCavanje f mora odgovarati uravnotezenom reSenju sa kompaktnim prostorno
koherentnim skupinama piksela koji generalno imaju iste oznake. Pikseli Suma ili
odstupanja moraju biti u skladu sa svojim susedima.
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3. Kombinatorne posledice Ford-Fulkersonove teoreme

U daljem tekstu navodimo Sest poznatih rezultata kombinatorike. U kombinatorici su
sve ove teoreme zasebno izvedene. Nakon reSavanja problema maksimalnog
protoka u transportnoj mrezi izvedene su kao njegove direktne posledice. Detaljnije

pogledati u [6], [8], [10], [17].[22]. [25], [29].
3.1. Mengerova teorema

U ovom delu rada posmatramo varijacije jednog od najpoznatijih rezultata u teoriji
grafova, Mengerove teoreme(Mengers theorem), iz 1927. god, koji je dokazao Karl

Menger. Vise o Mengerovoj teoremi videti u [2], [6], [7]. [17], [18]. Sve ove

varijacije teoreme bave se brojem disjunktnih puteva u grafu. Postoje dva nacina
definisanja znacenja disjunktnosti u ovom slucaju.

Definicija 3.1.1: Za dva usmerena puta od s ka t u digrafu kazemo da su:
1) C¢vorno-disjunktni ako nemaju drugih zajedni¢kih ¢vorova osim s i t
2) grana-disjunktni ako nemaju zajednicke grane

U slu€aju grafova, koji nemaju orijentisane grane, definicija prethodnih pojmova je
analogna. U daljem tekstu pokazano je da se Mengerova teorema moze izvesti
koristec¢i Ford-Fulkersonovu teoremu. Sledec¢a lema nam pruza osnovnu vezu.

Lema 3.1.1: Neka je M=G(V,E) mreza sa izvorom s i ponorom t u kojoj svaka grana
ima kapacitet 1.

Tada vazi:

1) Vrednost maksimalnog toka u M jednaka je maksimalnom broju grana-
disjunktnih usmerenih (s,t)-puteva (m)

2) Kapacitet minimalnog reza C u M jednaka je minimalnom broju grana Cijim
uklanjanjem se presecaju svi usmereni (s,t)-putevi u M (n)

Dokaz: Neka je f* maksimalni tok u M a sa G* oznaCimo digraf dobijen od G
uklanjanjem svih grana na kojima je protok f* jednak 0. Sada u G*, f*(e)=1 za sve
e e E(G*). Zbog toga vazi:

val(f*)= (F4*(s) = (F (1) 3.1.1)
() V)=(F)(v), Vve WSt} (3.1.2)

Vrednost protoka duz grana-disjunktnih usmerenih (s,t)-puteva u G* isti je kao u G jer
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su uklonjene grane na kojima f* ima vrednost 0. Svaka grana ima kapacitet 1 pa je
vrednost protoka f* manja ili jednaka maksimalnom broju grana-disjunktnih
usmerenih (s,t)-puteva, tj. val(f*)<m.

Neka su P]_’Pz
na E kao:

Pm grana-disjunktni usmereni (s,t)-putevi u M. DefiniSemo funkciju f

. f(e)=1,akoee C)Pi

i=1
. f(e)=0,akoeg  Pi
i=1
Jasno, f je tok u M vrednosti m, jer ima m takvih puteva. Posto je reCeno da je f*
maksimalni protok, v(f*)>m.

Na osnovu prethodnog v(f*)<m i v(f*)>m pa zakljuCujemo da je v(f*)=m(Slika 3.1.1.
b.).

Neka je C*=(P,P) minimalni rez u M. Tada, u M\C*, nema &vorova iz P koji su
povezana ni sa jednim ¢vorom u P, {j. t nije povezano sa s. Znaci C* je skup grana
¢ijim uklanjanjem uniStavamo sve usmerene (s,t)-puteve. c(C*):|C*| >n, minimalnog
broja grana Cijim uklanjanjem se presecaju svi usmereni (s,t)-putevi. Ako je L skup n
grana Cijim se uklanjanjem presecaju svi usmereni (s,t)-puteve i P skup svih ¢vorova
povezanih sa v u M\P. Poéto seP ite P, C=(P,P) je rez u M. Takode po definiciji P,
M\L ne moze ukljuditi grane iz (P,P) i CcL. C* je minimalni rez t.
c(C*)<c(C)=[C| < |L|=n. 1z ¢(C*)=n i c(C*)<n imamo c(C*)=n(Slika 3.1.1. (c, d)).

Prikaz:

a)

Mreza M sa kapacitetima svih grana 1
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b)

Maksimalni protok date mreze je 2 i broj grana-disjunktnih usmerenih puteva je 2

c)

Kapacitet reza mreze na slici je 2

d)

Broj grana Cijim se uklanjanjem eliminiSu svi s-t putevi je 2

Slika 3.1.1. Prikaz Leme 3.1.1

Mengerova teorema 3.1.1: Neka su s i t, izvor i ponor u digrafu G. Tada je
maksimalan broj grana-disjunktnih usmerenih (s,t)-puteva u G jednak minimalnom
broju grana ¢ijim uklanjanjem se presecaju svi usmereni (s,t)-putevi u G.

Dokaz: Napravimo mrezu M sa izvorom s i ponorom t, oznacCivSi kapacitete svih
grana u G sa 1. 1z prethodne leme 3.1.1. i teoreme Ford-Fulkerson direktno sledi
dokaz.

Teorema 3.1.2: Neka su s it dva ¢vora u grafu G. Tada je maksimalan broj grana-
disjunktnih (s,t)-puteva u G jednak minimalnom broju grana Cijim uklanjanjem se
uni$tavaju svi (s,t)-putevi u G.
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Prethodnu neusmerenu verziju Mengerove teoreme 3.1.2, koja vazi za graf, lako
dobijamo pomocu teoreme 3.1.1. i jednostavnog trika.

ue

Ve

Slika 3.1.2.

Dokaz: U grafu G svaku granu e:{u,v} € E(G) zamenimo sa pet orijentisanih grana:
(u,Ue), (V,Ue), (Ue,Ve), (Ve,U), (Ve,V). Ue i Ve su dva nova Cvora. Videti prethodnu sliku
3.1.2. Za ovako dobijeni digraf G* postoji bijekcija izmedu puteva u G i usmerenih
puteva u G*. Takode, minimalan broj grana iz G Cije izbacivanje prekida sve (s,t)-
puteve u G jednak je minimalnom broju grana €ije izbacivanje prekida sve usmerene
(s,t)-puteve u G*. Sada dokaz sledi neposredno iz teoreme 3.1.1.

Naredne teoreme su verzije Mengerove teoreme koje se odnose na broj &vor-
disjunktnih puteva grafa i digrafa :
Teorema 3.1.3: Neka su s i t dva Cvora digrafa G, tako da s nije pridruZeno sa t.
Tada je maksimalan broj c¢vor-disjunktnih usmerenih (s,t)-puteva u G jednak
minimalnom broju ¢vorova Cije uklanjanje uniStava sve usmerene (s, t)— puteve u G.
Dokaz: KonstruiSemo novi digraf G* od G na sledeci nacin(slika3.1.3.):
1) razdvojimo svaki ¢vor veV\{s,t} na dva nova ¢vora v’i v”, i pridruzimo im
granu (v’,v”)
2) zamenimo svaku granu iz G sa pocetkom u &voru veV\{s,t} sa novom
granom sa pocetkom u v” i svaku granu iz G sa krajem u ¢voru ve V\{s,t}
sa novom granom sa krajem u v’

W z Voo

wow F S 4

Slika 3.1.3. Prikaz konstrukcije digrafa G* od digrafa G, razdvajanjem Cvorova

Sada svakom usmerenom (s,t)—putu u G* odgovara usmereni (s,t)-put u G dobijen
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konstrukcijom svih grana oblika (v’,v”) i suprotno, svakom usmerenom (s,t)—putu u G,
odgovara usmereni (s,t)-put u G* dobijen podelom svakog évora puta. Cak, dva
usmerena (s,t)—puta u G* su grana—disjunktni ako i samo ako su odgovarajuci putevi
u G ¢vor—disjunktni. Iz toga sledi da je maksimalan broj grana—disjunktnih usmerenih
(s,t)—puteva u G* jednak maksimalnom broju ¢vor-disjunktnih usmerenih (s,t)—puteva
u G. Sliéno, minimalan broj grana u G* ¢ijim uklanjanjem se uniStavaju svi usmereni
(s,t)— putevi je jednak minimalnom broju ¢vorova u G cijim uklanjanjem se uniStavaju
svi usmereni (s,t)—putevi. Teorema sada direktno sledi iz prethodne teoreme.
Neusmerena verzija glasi:

Teorema 3.1.4: Neka su s i t dva ¢vora grafa G, tako da s nije pridruzeno sa t. Tada
je maksimalan broj ¢vor-disjunktnih (s,t)—puteva u G jednak minimalnom broju
¢vorova Cije uklanjanje uniStava sve (s,t)—puteve u G.

Dokaz direktno sledi primenom prethodne teoreme na digraf G* dobijen iz grafa G
pomocu trika kao u dokazu 3.1.2 .
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3.2. Sparivanje u bipartitnom grafu i Hall-ova teorema

Bracni problem:

Originalnu motivaciju za  takozvanu ,bracnu teoremu“ pronasao je engleski
matematicar Philip Hall 1935. god. odgovarajuc¢i na razliCita pitanja pri reSavanju
sledeceg problema poznatog pod nazivom ,brac¢ni problem*:

Postoji konaCan skup devojaka, gde svaka od njih poznaje nekoliko mladi¢a. Pitanje
je pod kojim uslovima se sve devojke mogu vencati za mladi¢e tako da se svaka
devojka venCa za mladica kog poznaje. Na primer, posmatramo skup od Cetiri

devojke {d,.d,.d;,d,} i pet mladica {m,m, m,m,m.}. Poznanstva medu

devojkama i mladi¢ima prikazana su tabelom:

Tabela 3.2.1. Prikaz poznanstava medu devojkama i mladi¢ima

devojka | mladiéi koje devojka poznaje
d; my my ms
d, my
ds m, ms My
dy4 m; my

U ovom sluc€aju jedna od mogucnosti je da devojka d; bude ven€ana za mladi¢a ms,
devojka d; za mladi¢a m;, devojka ds za mladi¢a m; i devojka d4 za mladi¢a my.

Posmatramo iste devojke i mladi¢e kao u prethodnom primeru, samo Sto su
ostvarena poznanstva sada prikazana sledecom tabelom:

Tabela 3.2.2. Prikaz poznanstava medu devojkama i mladi¢ima

devojka | mladiéi koje devojka poznaje
d; m;
d, m;
ds M, M3z My
dy m, my ms

U ovom slucaju devojke d; i d, zajedno poznaju samo jednog mladi¢a m, pa ih nije
moguce obe vencati. Zaklju€ak je da je nemoguce vencati sve Cetiri devojke pod

ovim uslovima.
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Dakle, svakih k od ukupnog broja m devojaka mora poznavati najmanje Kk
mladica, Vv k koje zadovoljava 1<k<m. Ovaj uslov koji je dao Hall nazivamo ,bracni
uslov®l Zaista, neophodan je uslov, da svakih k devojaka mora poznavati najmanje k
mladica. Ako to ne bi bilo ispunjeno za bilo kojih k devojaka, tada ih ne bismo mogli
vencati za k razliCitih mladica. Zanimljivo je Sto Ce ,bracni uslov* biti i dovoljan uslov
Lbracnog problema“. Da bismo to i dokazali koristimo indukciju po m i dokazujemo
sobracni uslov” ako je broj devojaka manji od m.

-primetimo ta¢nost za m=1
Pretpostavimo da ima m devojaka. Postoje dva slucaja za razmatranje:

1. Ako svakih k od m devojaka znaju najmanje k+1 mladica.Uslov je uvek tacan,
k+1>k, sa jednim mladi¢em kog dele.Tada uzmemo bilo koju od k devojaka i
venc¢amo je sa bilo kojim mladicem kog poznaje. PocCetni uslov nas podseca
da je taCan za ostalih m-1 devojaka, koje mogu biti venane po indukciji
upotpunjujuci dokaz.

2. Ako znamo da postoji skup od k(k<m) devojaka koje poznaju tacno k mladica.
One tada mogu biti venCane za k mladi¢a. Ostaju joS m-k devojke da budu
vencane. Bilo koji skup od p devojaka od ovih m-k devojaka, p<m-k mora
poznavati najmanje p preostalih mladi¢a. To je zbog toga $to bi u suprothom
ovih p devojaka zajedno sa skupom od prethodnih k devojaka znalo manje od
k+p mladica. A ovo je u kontradikcijhi sa nasom pretpostavkom. Dakle pocetni
uslov je primenljiv na m-k devojaka. Koristeci indukciju zaklju€ujemo da se
devojke i mladi¢i mogu vencati na takav nacin da je svako zadovoljan i dokaz
je potpun!

,Bracni problem“ moze biti predstavljen preko teorije grafova. Skup devojaka i
mladica posmatramo kao biparticiju (X,Y), skupa C¢vorova bipartitnog grafa
G=(X,Y,E). Skup X predstavlja skup devojaka, a skup Y skup mladi¢a, gde svaka
grana pridruzuje devojci mladi¢a koga poznaje.

d1 mi
m2
a2
m3
a3
m
4
m5
Slika 3.2.1. Bipartitni graf koji odgovara Slika 3.2.2. Bipartitni graf koji odgovara
tabeli 3.2.1 tabeli 3.2.2
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Da bismo na ovaj nacin razmatrali bra¢ni problem, definisaéemo joS neke pojmove
na bipartithom grafu.

Definicija 3.2.1: Neka je G(X,Y,E) bipartitni graf.

1. Sparivanje u G je podskup od E, skupa grana u G, takvih da nema dve grane
koje imaju zajednicki ¢vor u X i Y. Jednostavnije reCeno, svaki ¢vor je povezan
sa tacno jednim ¢vorom i granom.

2. Za sparivanje kazemo da zasicuje neki ¢vor ako je neka grana iz sparivanja
incidentna sa tim ¢vornom. U suprotnom kazemo da je ¢vor nezasicen. Ako je
svaki Cvor iz X zasiCen nekim sparivanjem takvo sparivanje nazivamo
potpuno(kompletno) sparivanje.

Definicija 3.2.2: Za Xc V(G), skup suseda od X u bipartithom grafu G je skup svih
¢vorova susednih ¢vorovima iz X. Oznaka za skup suseda je R(X).

Ako je G bipartitivni graf sa biparticijom (X,Y), Zelimo naci sparivanje u G koje
zasi¢uje sve ¢vorove iz X.

Definicija 3.2.3: Ako biparticije od G(X,Y,E), XiY imaju jednak broj cvorova,
|X|:|Y|, onda su potpunim sparivanjem u X zasiceni i svi ¢vorovi izY, pa je re€ o
savr§enom sparivanju u bipartitnom grafu.

Sledeca Hall-ova teorema, obezbeduje neophodan i dovoljan uslov za postojanje
potpunog sparivanja u bipartitnom grafu, Sto ujedno predstavlja i neophodan i
dovoljan uslov za reSenje ,bracnog problema“. Dokaz teoreme izveden je uz pomoc¢
teoreme Ford-Fulkerson i predstavlja jo$ jednu njenu vaznu kombinatornu posledicu.

Detaljno o sparivanju bipartitnog grafa moze se pronaci u [3], [10], [14], [27], [36].
Teorema(Hall) 3.2.4: Bipartitni graf G(X,Y,E), za koji je |X|=m,|Y|=n, ima potpuno
sparivanje < ne postoji skup Ac X, takav da za skup R(A)={v eV :Ju e A,(u,v) e E}
vazi nejednakost|R(A)| <|A|.

Dokaz: Neka je X={x1 X2, Xm} 1 Y={y1Y2..Yn}. Konstruisacemo transportnu mrezu N

koja produzava graf G uvodenjem dva nova ¢vora s(izvor) i t(ponor). Za svaki ¢vor X;,
1<i<m dodamo granu (s,x), a za svako y;, 1<j<n dodamo granu (y;,t). Svakoj novoj

grani dodelimo kapacitet 1. Neka je M pozitivan ceo broj koji prevazilazi |X|

Dodelimo svakoj grani u G kapacitet M. Originalni graf G i njegova pridruzena mreza
N izgledaju kao na slici 3.2.3:
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(G)

Slika 3.2.3.

Sledi da potpuno sparivanje postoji u G ako i samo ako postoji maksimalan protok u
N koji koristi sve grane (s,x;), 1<i<m. Vrednost takvog maksimalnog protoka je tada
jednaka m=|X]|.

Pokazatemo da postoji potpuno sparivanje u G tako Sto cemo pokazati da je
c(P,P)>|X| za bilo koji rez (P,P) u N. Dakle, ako je (P,P) proizvoljan rez u N,

definiSemo A=XNP i B=YNP. Tada Ac X i napisatemo A={X; X . X} za neke

O0<i<m.(Elementi iz X su neoznaceni, ako je neophodno, tako da su indeksi na
elementima iz A uzastopni.) Kada je i=0, A= . Sada se P sastoji iz izvora s i Evorova
iz skupova A i Bc Y, kao na sledeco;j slici 3.2.4. ( Elementi iz Y su takode oznaceni,

ako je neophodno.)

Slika 3.2.4.

P =(X\A) U (Y\B)U {t}.

Ako postoji skup grana (x,y) takvih da xeA i ye(Y\B), tada su kapaciteti tih grana
sumandi u ¢(P,P) i c(P,P)> M>|X|. Ako pretpostavimo da takva grana ne postoji,
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tada je c(P,P) odredeno sa kapacitetima od 1, grana koje povezuju izvor sa
¢vorovima iz X\A i grana koje povezuju ¢vorove iz B sa ponorom t. Dok svaka od ovih

grana ima kapacitete 1 vazice, c(P,P )=|X\A|+|B|=|X|-|A|+|B|. Kako je R(A)cB
vazice |R(A)<[B| i dok vaZi |R(A)>|A = [B|>|A|. Iz toga dalie sledi c(P,P)=
|X|+(|B|-|A])> |X|. Svaki rez u mrezi N ima kapacitet najmanje |X|. Kako nalaze
teorema Ford-Fulkerson, svaki maksimalni tok u N ima vrednost |X| Kao Sto ¢e tok
proizvesti, u tacno |X| grana iz X ka Y tok ¢e biti 1. Ovaj protok proizvodi kompletno
sparivanje iz X u Y.

Obrnuto, pretpostavimo da postoji podskup A od X za koji vazi, |A|>|R(A). Neka je
(P,P) rez na slici, gde vazi P={s} UAUR(A) i P=(X\A)U(Y\R(A))u {t}. Tada
uoCavamo da je c(P,E) sastavljen od grana koje povezuju izvor s sa ¢vorovima iz

X\A i grana koje spajaju &vorove iz R(A) sa ponorom t. Otuda je c(P,P)=
| X\ A+R(A) =|X|-(JA]-|R(A)<|X]|, kada je |A|>|R(A)|. Mreza ima rez kapaciteta

manjeg od |X|. Dakle, po teoremi Ford-Fulkerson sledi da svaki maksimalni tok ima
vrednost manju od |X| To bi u ovom slu€aju znacilo da ne postoji potpuno
sparivanje iz X u Y za zadati bipartitni graf.

Teorema 3.2.1.5: Bipartitni graf G(X,Y,E), ima savrSeno sparivanje< |X|=|Y| i ne
postoji skup AcX, takav da za skup R(A):{v eV :3u eA,(u,v)eE} vazi
nejednakost|R(A)| <|A|.

41



3.2.1. Problem dodele i madarska metoda

U kompaniji, radnik mora biti zaposlen na odredenom radnom mestu. Za svakog
radnika postoje jedno ili viSe radnih mesta na kojima on moze biti zaposlen. Zadatak
problema dodele(poznatog pod nazivom The Assignment Problem) je saznati da li je
moguce svim radnicima kompanije dodeliti odredena radna mesta, tako da svako
bude na odredenom radnom mestu u skladu sa onim na kojima on moZzZe biti
zaposlen i ako jeste resiti na koji nacin.

Ovaj problen moze biti modelovan koriS¢enjem bipartitnog grafa G=(X,Y,E), gde je X
skup zaposlenih radnika, Y skup radnih mesta a E skup parova radnik-radno mesto
ako i samo ako radnik moze biti zaposlen na tom radnom mestu. Rasporedivanje
radnika, mozda ne svih, odgovara sparivanju u bipartithom grafu G. Rasporedivanje
svih zaposlenih radnika odgovara sparivanju koje zadovoljava X. Naravno poZeljno je
da svaki radnik dobije jedno odgovarajuce radno mesto i da sva dostupna radna
mesta u kompaniji budu opsluzena od strane jednog radnika. Dakle, nadalje se

pretpostavlja da u kompaniji ima jednak broj radnika i radnih mesta, tj. |X|=[Y|. U
ovom slu€aju rasporedivanje svih zaposlenih dovodi do savrSenog sparivanja u G,
jer su svi radnici i sva radna mesta zadovoljeni. ReSenje postoji ako i samo ako je za
svaki skup zaposlenih Ac X broj radnih mesta koja mogu biti zauzeta od strane
najmanje jednog zaposlenog iz A vedi ili jednak broju zaposlenih u A.

Madarska metoda

Pored pitanja egzistencije savrSenog sparivanja u bipartithom grafu, vazno je i pitanje
njegove konstrukcije u sluaju da takvo sparivanje postoji. Jedna od metoda koja se
bavi pitanjima egzistencije i konstrukcije savrSenog sparivanja u bipartithom grafu je
tzv. madarska metoda(Hungarian Method). Ovaj algoritam dao je J. Edmonds 1965.
god, a zove se madarska metoda jer je zasnovana na idejama dvojice madara

Kéniga i Egervaryja iz 1931. god. Detaljnije na ovu temu moze se naéi u [11], [23],
[28]. Pomoc¢u madarske metode konstuiSe se ako je moguce savrSeno sparivanje u

bipartitnom grafu G(X,Y). U suprotnom se pronalazi podskup Ac X za koji |R(A)|<A.

Po Hall-ovoj teoremi sledi da tada savrSeno sparivanje u bipartitnom grafu
G=(X,Y,E), ne postoji.

Ideja je sledeca: Polne se sa proizvoljnim sparivanjem M u bipartithnom grafu
G=(X,Y,E), pri Cemu za M ako ne znamo nista bolje mozemo uzeti prazan skup. Ako
M zasiéuje X, odnosno svaki ¢vor u X, pronasli smo savr§eno sparivanje. Ako ne,
tada postoji ¢vor uc X, koji je nezasi¢en sparivanjem M. Sada algoritam sistematski
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traZzi M-uvecavajuci put P s poCetkom u ¢voru u. S obzirom na graf G i odgovarajuce
sparivanje M u G, M-alternirajuci put je put za koji su sve grane naizmeni¢no u M i
E\M. M-alternirajuc¢i put je uvecCavajuéi M put ili M-uvecavajuc¢i put ako su krajniji
¢vorovi puta zadovoljeni sparivanjem M. Ako takav put postoji, tada sparivanje
M*=MAE(P), gde je E(P) skup grana puta P, sadrzi viSe grana i zasiCuje vise
c¢vorova u X nego sparivanje M. Tako dobijamo vece sparivanje M*, a zatim ceo
postupak ponovimo tako da umesto polaznog sparivanja M uzmemo sparivanje M*.
U sluCaju da takav put ne postoji, pronademo skup N svih ¢vorova koji su sa
¢vorom u povezani M-alterniraju¢im  putevima. Moze se pokazati da za
skup A=NNX vredi , |R(A)|<A pa po Hall-ovoj teoremi zakljuCujemo da ne postoji

savr$eno sparivanje u bipartitnom grafu G(X,Y).

Algoritam madarske metode:

Ulaz: Bipartitni graf G=(X,Y,E), sa biparticijom (X,Y), [X|=]Y].

1zlaz: Savréeno sparivanje M u G ili skup Ac X za koji je [R(A)[<A.
Korak1. Pronacdi bilo koje sparivanje M od G. Npr. M=QJ.

Korak2. Ako je X zasi¢en sparivanjem M, stop.(M je savr§eno sparivanje.)

U protivnom, neka je ¢vor uc X nezasicen sparivanjem M.
Stavimo A={u},T=92.

Korak3. Ako je R(A)=T, |R(A)|<A, stop.( Po Hall-ovoj teoremi nema savr§enog
sparivanja.)
U protivnom, neka je ¢vor vc R(A)\T.

Korak4. Ako je vc Y, Cvor zasi¢en sparivanjem M, neka je w takav ¢vor da
wvc M. Zamenimo A sa Au{w}, a T sa Tu{v}i vratimo se na Korak3.
Ako je ¢vor v sparivanjem M nezasi¢en, neka je P, M-uvecavajuci

(u,v)-put. Zamenimo M sa M*=M A E(P) i vratimo se na Korak2.
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3.2.2. Problem optimalne dodele i Kuhn-Munkresov algoritam

Madarska metoda opisna u prethodnom odeljku je efikasan nacin za raspodelu
radnika kompanije na radna mesta, ako takva raspodela postoji. Ako se uzme u obzir
da svaki radnik moZe da radi na viSe radnih mesta sa razliCitom efikasnoséu
interesantan je problem maksimiziranja ukupne efikasnosti radnika. Efikasnost
radnika mozZe se meriti na razliCite nacine. Na primer, efikasnost kojom bi kompanija
ostvarila najve¢i moguci profit.

Pretpostavimo da je u kompaniji zaposleno n radnika i postoji n radnih mesta. Ako i-ti
radnik izvrSava posao na j-tom radnom mestu sa efikasnoS¢u c; , potrebno je
pronaci optimalnu podelu radnih mesta medu radnicima. Problem se razmatra na
bipartitnom grafu G=(X,Y,E), |X|=]Y|, tako da svaka grana (x.y;), ima kapacitet c;j=
c(xi,y;) = 0. Problem je pronaci savrSeno sparivanje tako da ukupan kapacitet, kao zbir
kapaciteta svih grana u sparivanju, bude maksimalan. Tada ¢ée kompanija imati
najmanje rashode u isplacivanju radnika(ili najvecu dobit ako je c; profit koji ostvaruje
kompanija ako i-ti radnik radi na j-tom radnom mestu).

Ovaj problem mogao bi biti reSen madarskom metodom tako da se nade svih n!
savrSenih sparivanja pa se sva pronadena sparivanja uporede i pronade se
optimalno. Ali ovaj metod bi bio dosta neefikasan. H. Kuhn i J. Munkres su 1957.
god. konstruisali dobar algoritam &ija je sloZenost pri re§avanju ovog problema O(n®).
Navedeni problem naziva se problem optimalnog zapoS$ljavanja a trazeno sparivanje
je optimalno.

DefiniS§emo, dopustivo oznacavanje ¢vorova kao realnu funkciju f: X UY —R" za koju
je f(u)+f(v)> c(u,v),Vu e X,v €Y . f(u) se naziva oznaka ¢vora u, a f(v) oznaka ¢vora

v. Dakle, oznaCavanje ¢vorova je takvo da je zbir brojeva kojima su oznaceni krajnji
¢vorovi grane bar toliko veliki kao kapacitet te grane. Jedno takvo dopustivo

oznagavanje ¢vorova moze biti zadato formulom f(u)=max{c(u,v)|veY|za ueXi

f(v)=0 za veY. Dopustivo oznaCavanje postoji uvek, bez obzira Sta predstavljaju
kapaciteti grana. Neka je f bilo koje dopustivo oznaCavanje od G. DefiniSemo skup

grana E={(u,v) € E| f (u)+ f (v)=c(u,v)} . Oznacimo sa Girazapinjuéi podgraf grafa G,
E«Gy)= Es. Graf Gt se zove podgraf jednakosti u odnosu na f.
Osnovu za Kuhn-Munkresov algoritam daje sledeCa teorema. Dokaz teoreme

3.2.2.1. videti u [6].

Teorema 3.2.2.1: Neka je f dopustivo oznacCavanje Cvorova iz G. Ako podgraf
jednakosti G; sadrzi savr§eno sparivanje M, onda je M" optimalno sparivanje od G.
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Kuhn-Munkresov algoritam
Korak1. Pocinjemo s nekim dopustivim oznaavanjem f Cvorova grafa G i
odaberemo neko sparivanje M u Gz.

Korak2. Na M primenimo madarsku metodu. Ako je X, M-zasi¢en, onda je M
savr§eno sparivanje, pa je, prema teoremi 3.2.2.1 i optimalno i tada

stop. U protivnom, neka je ueX M-nezasic¢en &vor. Stavimo A:{u},
T=9.

Korak3. Ako je RG, (A)>T, preci na korak 4. U protivnom, ako je RG, (A)=T,
izraGunati df::min{f(u)+f(v)—c(u,v)|ueA,v eT} i neka je novo
dopustivo oznagavanje &vorova f definisano sa

f(v)-d,veA
fr(v)=4f(v)+d,,veT
f(v).inace

(d>0 i RG, (A)>T). Zameni se fsaf i Gi sa Gy.

Korak 4. Odabrati &vor ve R, (A)\T . Ako je v M-zasi¢en i vwe M, zameniti A sa

Au{w}, a T sa Tu{v}i preéi na korak 3. U protivnom, neka je P M-

uveéani (u,v)-put u Gy, zameniti M sa M" = MA E(P) i preéi na korak 2.

Kapaciteti ¢ grana (x;,y;), mogu se posmatrati kao elementi nxn matrice tako da
vrste matrice odgovaraju ¢vorovima iz skupa X, a kolone matrice ¢vorovima iz skupa
Y. Tada se na matricu primenjuje prethodni algoritam.

Opsirno o mnogim aspektima i algoritmima u vezi sparivanja moze se naci u [25],

[27], [33], [35].
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3.3. Koénig-ova teorema

U teoriji grafova Konig-ova teorema prvi put je objavljena 1931. god. Dokazao ju je
madarski matematiCar Denes Konig, po kom je i dobila naziv. Konig-ova teorema
opisuje ekvivalenciju izmedu maksimalnog sparivanja i minimalnog pokrivaca

¢vorova u bipartitnom grafu. Videti [15]. U ovom odeljku se pokazuje da Kodnig-ova

teorema moze biti dokazana iz teoreme Ford-Fulkerson. Pre toga, neophodne su jo$
neke definicije.

Definicija 3.3.1: Neka je G(X,Y,E) bipartitni graf. Maksimalno sparivanje u G je ono
koje spaja najviSe koliko je moguce Cvorova iz X sa ¢vorovima iz Y.

Definicija 3.3.2: Pokriva€ ¢vorova grafa G, KeV je skup &vorova grafa G takvih da
svaka grana od G ima bar jedan kraj u K.

Definicija 3.3.3: Pokriva¢ grana grafa G, LeE je skup grana grafa G takvih da je
svaki ¢vor grafa G kraj bar jednoj grani iz L.

Konig-ova teorema 3.3.1: Ako je G(V,E) bipartitni graf. Veli¢ina maksimalnog
sparivanja u G jednaka je broju ¢vorova minimalnog pokrivaca ¢vorova grafa G.

Dokaz: Ako sa M ozna€imo sparivanje a sa K pokriva¢ ¢vorova grafa G. Tada vazi
IM| < |K|. Kako smo sparivanje skupa grana bipartitnog grafa G definisali tako da

nema dve grane koje imaju zajednicki ¢vor mozemo pretpostaviti da je M sparivanje
koje se sastoji od k grana viVa, VaVa... VakaVok Tada su 2k Evorova viVva Vo Svi
odvojeni. Za svako i=1,2,...k pokriva¢ K mora ukljuciti najmanje jedan od ¢vorova vy
11 Vo Dakle K mora ukljuciti najmanje k ¢vorova jer je pokriva¢ ¢vorova grafa skup
cvorova grafa G takvih da svaka grana od G ima bar jedan kraj u K. Dokaza¢emo da
u slu€aju maksimalnog sparivanja vazi jednakost. Dovoljno je da pronademo

sparivanje M* i pokrivaé K*, tako da vazi [M*|=|K*|. Dokaz tehnicki ilustruje tipi¢an
nacin koriS¢enja algoritma protoka kroz mrezu.

Neka su X={X1 X2 Xm} I Y={y1Y2. . Yyn} biparticije od V. KonstruiSemo transportnu
mrezu N koja produzava graf G predstavljanjem dva nova &vora s(izvor) i t(ponor).
Za svaki ¢vor x;, 1<i<m dodamo granu (s,x), a za svako y;, 1<j<n dodamo granu
(y;,t). Svakoj novoj grani dodelimo kapacitet 1. Dodelimo svakoj grani u G kapacitet
0. Za svaki celobrojni protok u mrezi, vrednost protoka svake grane je 0 ili 1. Skup
grana (x;y;) takvih da xeX, yjeY f(x;y;)=1 stvara sparivanje u G Cija je vrednost
jednaka vrednosti protoka val(f). Dakle i vrednost maksimalnog protoka jednaka je
kardinalnosti maksimalnog sparivanja. Neka je (P,E) neki s-t rez konacnog

kapaciteta u mrezi N. DefiniSemo K*=(X E)U(Yﬂ P), pokrivac¢ ¢vorova grafa G. Za
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grane (x;Y;) € E bez krajnjih ¢vorova u K* za koje vazi xic P, yje P bice c(xi,y)= ato
je kontradiktorno sa konacnos¢u kapaciteta reza c(P,P). Znadi, kapacitet reza
jednak je broju grana od s do P i od P do t a njihov broj je o¢igledno jednak |K*|. Ne

postoje druge grane od P do P koje bi mogle imati konagan kapacitet. Tako je i broj
¢vorova minimalnog pokriva¢a grafa G jednak kapacitetu minimalnog reza. Iz Ford-
Fulkersonove teoreme maksimalni protok je jednak kapacitetu minimalnog reza. Na
osnovu prethodnog razmatranja i Ford-Fulkersonove teoreme ako je val(f)=c(P,P)
radi se o maksimalnom protoku i minimalnom rezu mrezZe. Jasno je i maksimalno
sparivanje jednako broju ¢vorova minimalnog pokrivaca [M*|=|K*|.

3.4. Konig-Egervary teorema

Kdnig-Egervary teorema je ekvivalent Konig-ove teoreme u terminima (0,1)- matrica.
Samim tim je i Konig-Egervary teorema posledica Ford-Fulkersonove teoreme.
Neophodne su nam sledece definicije.

Definicija 3.4.1: Pojam rang (0,1)-matrice je najveéi broj jedinica koje se mogu
izabrati iz matrice, tako da nema dve odabrane jedinice koje leZze na istoj liniji(vrsti ili
koloni).

Definicija 3.4.2: Skup vrsta i kolona S, (0,1)-matrice naziva se pokriva¢ (0,1)-matrice
ako nakon precrtavanja svih vrsta i kolona iz S matrica postane nula matrica ili
nestane.

Konig-Egervary teorema 3.4.1: Rang (0,1)-matrice jednak je kardinalnosti svog
najmanjeg pokrivaca tj. minimalnom broju vrsta i kolona koje sadrze sve jedinice u
matrici.

Dokaz: Neka su u bipartitnom grafu G(V,E), X={x1 X2 Xm} | Y={y1Y2...yn} biparticije
od V. KonstruiSemo mxn (0,1)-matricu susedstva A sa a;=1 ako i samo ako postoji
grana koji sparuje ¢vorove X; 1Y;

Sada je rang od A jednak kardinalnosti maksimalnog sparivanja u G. Takode je i
veli¢ina minimalnog pokrivada od A ista kao veli¢ina minimalnog pokriva¢a ¢vorova u

G. Dok svaka (0,1)-matrica moze biti predstavljena kao matrica susedstva nekog
bipartitnog grafa iz Konig-ove teoreme direktno sledi Kénig-Egervary teorema.
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3.5. Bistohastiéke matrice i Birkhoff-von Neumanova teorema

Kao posledica Konig-Egervary teoreme, a samim tim i teoreme Ford-Fulkerson
pojaviljuje se i jedan od osnovnih rezultata kombinatorike poliedara, Birkhoff-von
Neumanova teorema. Naziv je dobila po nau€nicima koji su je prvobitno dokazali
Birkhof (1949) i von Neumann (1953). Birkhoff-von Neumanova teorema govori o
reprezentaciji bistohasti¢kih matrica, pa je data definicija jo§ nekih pojmova. OpSirnije
pogledati [8], [14], [24].

Definicija 3.5.1: Desno stohasticka matrica je kvadratna matrica u kojoj se svaka od
vrsta sastoji od nenegativnih realnih brojeva, tako da je zbir elemenata u svakoj vrsti
1.

Definicija 3.5.2: Levo stohasticka matrica je kvadratna matrica u kojoj se svaka od
kolona sastoji od nenegativnih realnih brojeva, tako da je zbir elemenata u svakoj
koloni 1.

Definicija 3.5.3: Dvostruko stohasticka matrica je kvadratna matrica gde su svi
elementi nenegativni realni brojevi i zbir elemenata u svakoj vrsti i koloni je 1.
Dvostruko stohastiCka matrica je desno i levo stohastiCka i nazivamo je joS i
bistohasticka matrica.

Bistohasti¢ka matrica je nuzno kvadratna matrica jer, ako je zbir u svakoj vrsti jedan,
tada zbir svih elemenata u matrici mora biti jednak broju vrsta, buduéi da isto vredi i
za kolone, broj vrsta i kolona mora biti jednak. Ove matrice nastaju u vezi sa
stohastic¢kim procesima, problemima pridruzivanja u optimizaciji, kombinatorikom itd.
Primer takve matrice dat je na slici3.5.1.

Wk O|Rr N[k
NIr N|Rr O
QR WL N|R

Slika 3.5.1. Bistohasticka matrica

Definicija 3. 5. 4: Permutaciona matrica je (0,1)-matrica sa taCno jednom jedinicom u
svakoj vrsti i svakoj koloni.
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Uocliivo je i da je svaka permutaciona matrica i bistohasticka, tj. celobrojna
bistohasticka matrica. Teorema Birkhoff-von Neumann daje elegantnu vezu izmedu
ove dve klase matrica.

Definicija 3.5.5: Matrica A je konveksna kombinacija matrica Ay, . . . , Ax ako postoje

k
nenegativni brojevi A; za koje vazi Y’ A=1, tako da
i=1

(3.5.1)

Teorema 3.5.1: Svaka bistohasticka matrica moze se napisati kao konveksna
kombinacija svojih permutacionih matrica.

Dokaz: Bistohasticka matrica moze se tumaciti kao protok kroz usmereni graf sa
jediniénim kapacitetima. Svaki takav graf ima politope tokova, nazvane politop
protoka kroz mrezu. Politop protoka mreze ima ceo broj ¢vorova i to je potpuno
unimodularan politop. Ovo bi bio komplikovan nadin da se pokaze da je teorema
Birkhoff-von Neumann direktna posledica teoreme Ford-Fulkerson. Prikazan je dokaz
preko njene direktne posledice teoreme Koénig-Egervary:

Neka je A, n x n bistohastiCka matrica. Mora postojati n elemenata u A sa vredno$c¢u
razliC¢itom od 0, bez dva elementa u svakoj vrsti ili koloni. Ekvivalent je rec¢i da, (0,1)-
matrica B sa 0 na istim pozicijama kao i 0 u A i 1 na svim ostalim mestima, ima rang
n. Ako bi B bila manjeg ranga, onda po teoremi Koénig-Egervary B moze biti
pokrivena sa r vrsta i s kolona tako da je r+s<n. Ove vrste i kolone u A moraju biti
vrste i kolone takve da je zbir elemenata u svakoj 1. Zbir svih elemenata u A je n,
tako da vazi n < 1(r + s) <n. Ovo je kontradikcija.

Izaberemo n pozicila u A i neka je ci;, najmanji element na ovim pozicijama.
Pretpostavljamo da je A;= A — ci1P;, gde je P; permutacijska matrica sa 1 na
izabranih n pozicija. Postupak se sada moze ponoviti jer A; uvek ima konstantan zbir
vrsta i kolona i (ali sada je taj zbir 1-c;). A; ima bar jednu viSe nulu nego A, tako da
Ce se ovaj proces na kraju zavrsiti i proizvesti Zeljeni proces razgradnje. Dobijamo da

i=1
trebalo pokazati.
Primena: U druStvu je jednak broj muskaraca mim, m, i zZena Z,....Z2, Koji
provode svoj zivot kao parovi. Za svaki par (m;, z) deo zivota koji provode zajedno je
definisan sa a; tako da 0 <a; <1 (pretpostavlja se da sviimaju isti zivotni vek). Zato
n n
moramo imati za svako i, » a; =1 i za svako j, » a, =1. Kvadratna matrica A:[aii]
=1 i=1

reda n je dakle bistohasticka. Osim toga, svakom paru (mj, %),
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dodeljujemo”koeficijent zadovoljstva”, cj, njihovog zajednickog zivota, koji kada se
mnozi njihov deo Zivota u zajednici daje "Zivotno zadovoljstvo". Dakle, zadovoljstvo
para (mj, Z), svojim Zivotom u zajednici je c¢;a;. Pozeljno je da ukupno zadovoljstvo
svih parova bude najve¢e moguce. Tacnije, u potrazi smo za nekim a;, trajanjima

parova, tako da ZCijaij bude maksimalna. Maksimum se postize u sluCaju kada za
i

svako i postoji j tako da je a; =1, odnosno kada su bracni parovi stabilni tokom celog

svog zivota.
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3.6. Dilworth-ova teorema

Problem avio rasporeda

Avio kompanija Zeli da minimizuje broj aviona potrebnih za m letova. Letovi se
realizuju na isti nacin svakog dana. Problem mozZe biti opisan mrezom sa 1,....m
cvorova, gde svaki Cvor predstavlja jedan let. Po rasporedu letova, za svaki par
letova i i j, formira se grana (i) takva, da je odrediste leta iz ¢vora i, polaziste
sledeCeg leta | istog aviona. Nakon zavrSetka leta i pocCinje let j. Ova mreza je
acikliCna jer se vreme ne ponavlja. Slika 3.6.1. je primer takve mreze.

Slika 3.6.1. Problem avio rasporeda sa osam destinacija

Dakle, letovi jednog aviona se nadovezuju jedan na drugi pa se i odgovarajuce grane
aciklicne mreze koje odgovaraju datim letovima nadovezuju jedna na drugu. Takve
grane povezuju ¢vorove aciklicne mreze tako da je ¢vor zavrsni za jednu, pocetni za
drugu granu. Tako nadovezan niz grana naziva se lanac. Svaka aciklicna mreza
moze biti razlozena u disjunktne lance. Time se skup ¢vorova razbija na podskupove
takve da svaki sadrzi ¢vorove posecéene jednim lancem. Skup svih takvih lanaca u
aciklicnoj mrezi naziva se razbijanje u lance.

Degenerisani lanci sastoje se od po jednog ¢vora i ne sadrze grane. MreZza uvek
moze biti razloZzena u m lanaca sa po jednim ¢vorom i tada bi svakom letu ogovarao
drugi avion.

Problem avio rasporeda reSava se nalazenjem najmanjeg razbijanja u lance a svaki
lanac odgovara letovima koje obavlja jedan avion. Tako se pronalazi i najmanji broj
aviona koji su potrebani da opsluze sve letove. | ovaj problem mozemo resiti
pomoc¢u Ford-Fulkersonove teoreme.
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Teorema(Dilworth) 3.6.1: Neka je L razbijanje u lance aciklicne mreze koja ima m
cvorova. | neka je c broj lanaca a p broj svih grana iz L. Tada je zbir broja lanaca c i
broja grana p jednak broju, m, €vorova aciklicne mreze.

Dokaz: Lance iz L indeksiramo sa k, za k=1,2...c a broj ¢vorova koji pripadaju lancu

C
k oznaCimo sa my Kako svaki ¢vor pripada tacno jednom lancu, imamo ka =m.
k=1

Svaki lanac ima za jednu manje granu od broja Cvorova koje sadrzi, pa vaZi
jednakost:

m=>"(m,-1) +c=p+ec. (3.6.1)

k=1
Direktna posledica ove teoreme je da u aciklicnoj mrezi mozemo pronaci minimalano
razbijanje u lance maksimiziranjem broja grana iskoriS¢enih pri razbijanju u lance.
Maksimiziranje broja grana postizemo konstrukcijom mreze L* dobijene iz acikli¢ne
mreze L i reSavanjem problema maksimalnog protoka u L*. Skup ¢vorova u L* je
1,2......,2m. Skup grana u L* se sastoji od svih grana (i, m+j) za (i,j) iz skupa grana od
L. Kapacitet svake od ovih grana je «. Postoji, izvor, €vor 0 i ponor, ¢vor 2m+1, kao i
grane (0,i) za i=1,..m, i grane (j,2m+1) za j=m+1,...2m sa kapacitetima jednakim 1.
Vrednost protoka bi¢e jednak broju grana (i, m+j) sa protokom 1. Neka je vrednost
protoka p. Tada je, po prethodnoj teoremi razbijanje u lance sastavljeno od c=m-p
lanaca.

Lako je primetiti, da maksimalni protok od izvora do ponora u mrezi L* daje
minimalno razbijanje u lance. Svaka grana (i,m+j) u L* sa protokom 1 je grana (i,j) u
L. Ako nema protoka u Cvor i iz ¢vorova i i m+i u L*, tada Cvor i predstavlja lanac
sastavlien od jednog ¢&vora. Cinjenica da je protok u L* maksimalan na osnovu
prethodne teoreme dovodi do toga da je razbijanje u lance minimalno.(Ako je
vrednost p maksimalna tada je m-p minimalno.)

Slika 3.6.2. Prikaz maksimalnog protoka problema avio rasporeda zadatog na slici 3.6.1
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Na slici 3.6.2. data je mreza L* sa maksimalnim protokom 4, koji je oznacen
podebljanim linijjama i reSava problem avio rasporeda sa osam destinacija.

Po Ford-Fulkersonovoj teoremi znamo da je kapacitet minimalnog reza u mrezi
jednak vrednosti maksimalnog protoka, p, pa ¢emo pronadi rez kapaciteta p u L*.
Neka je (P,P), rez konaénog kapaciteta p u L*. DefiniS§emo skup ¢vorova S, tako da
ie S, ako za granu (i,m+)), ieP i m+je P . Ako &vor i¢ S tada najmanje jedna grana od
(0,i) ili (m+},2m+1) pripada (P,P). Postoji najviSe p takvih ¢vorova, jer je kapacitet
reza p. Otuda je |S| >m-p. Kako je p minimalno [S| je maksimalno. Vise izmedu
¢vorova iz S nema grana u L*. Kada bi (i,m+j) bila takva grana tada bi rez bio
neograni¢enog kapaciteta. ZakljuCujemo da nema puta izmedu dva Cvora iz S.
Ovakav skup S, izmedu Ccijih elemenata nema puta naziva se antilanac. Na osnovu

prethodnih razmatranja dobijamo minimalno razbijanje u lance datog avio rasporeda,
sastavljeno od 4 lanca, na slici 3.6.3.

ofcyolojoRoyoNe

Slika 3.6.3. Minimalno razbijanje u lance problema avio rasporeda sa slike 3.6.1

Dokazali smo Dilworth-ovu teoremu. ViSse o Dilworth-ovoj teoremi pogledati u [34],

[35]. Postoji i slede¢a verzija teoreme koja je detaljno opisana u [35].

Teorema 3.6.3: Neka je P konac¢an, parcijalno ureden skup. Najmanji broj disjunktnih
lanaca na koje se P moZe razloziti jednak je broju elemenata maksimalnog antilanca
uP.
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Zaklju€ak

U ovom radu je obraden problem maksimalnog protoka kroz transportnu mrezu.
Pokazano je da je pri odredivanju maksimalnog protoka u mrezi najvaznije odrediti
minimalni rez. Moguc¢nosti primene ovog rezultata su raznovrsne i koristi se pri
reSavanju mnogih problema. Primeri navedeni u radu ukazuju na mogucénost primene
dobijenog rezultata Ford-Fulkersona pri reSavanju problema u avio saobracaju i
racunarskoj viziji i grafici. Primena minimalnog reza u rekonstrukciji slike je relativno
novo otkrice i pokazalo se kao jedno od efikasnijih reSenja problema.

Problem maksimalnog protoka kao Sto je to u radu i pokazano je u bliskoj vezi sa
vaznim teoremama u kombinatorici. Opisan je odnos protoka i disjunktnih puteva u
grafu i digrafu. Zatim je razmatrana veza sa protokom usmerenog grafa i sparivanjem
u bipartitnom grafu. Prikazana je i primena na kombinatoriku matrica i razbijanje
aciklicne mreze na lance i antilance. Vidi se da svi ovi rezultati kombinatorike, imaju
neke zajedniCke karakteristike tj. postavljaju slicne veze medu razliCitim modelima.

Dalje proSirenje i unapredenje date metodologije moze se primeniti na neke
probleme na grafovima i u razli€itim primenama.
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