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._ ••• " ._ •. "._._ 

= (cos vt + i sin yt). (62.5) 

(62.4) . 

. yt +i Sill'yt) + vt -' ,1 sin vt) 
- ,- , , . 

. . ,- - -' 

, ., - ! 

.. + = • 11:· i ..:.. , , 
, , --. . 

- _' I , 

= COsyt +; az Sillvt). 

• 

' , 

= (vt + • , (62.6) 

. t = -' 

, .' - . 
(62.7) 

, 
± 1. , _ 

. 
= + (62.6) .. 

296). 
-', .- ",",,' .,-'", "---'}," 

t =0 '0, 
(62.6) 

• . 
(62.7) 

k 
- . ., . , . 

(62.7). 
2. . .1. > (62.3) 

= --;- k2
• • 

- .' -' ',,' ,'-',' - - , " " . 

= '. '. -(62.8) 

t = =.4.1 + =' = 

1'0> 
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с!.tерпочетне брзине супротан отпору, тачка Ье се донекле кретати у 
позитивњомсмеру, постиhи максимални пут, и од Т.ренутка када буде. 
v= О, враћаЬе се назад до полазне тачке. Ако је пак Vo = О или Vo <О, 

. 

l' . . 
.zq. . '-..~ I . .' . LL . ..l. , :_. 
Д. 

• 
. = . • --t' , , . , 

. Сп: 62.2 

:_' -, ~. ,".'''-', - '. 
тачка Ье се већ упочеТltУ (t -: О) KpeTap~,y не'гативном смеЕУ су 
смеру отр:ора) до noлазног положаја. Д~liаtрами за _ сва три случаја 
приказани су на: сл. 62~2. . ...... •.. ', ,...... '. ' 

3. Прелазни случај, л=~. Оба KOpeH!t карактердс!цчнејеД!lа-
чине су једнаIt8. и реална: , .' 

- . \ - . ' , - , . ,-

-'1 === '! = .-А .. 
Из теорије диференцијалних једначина знамо да су 

. . . 
сада' парти. 

куларни интеграли .. 
А (Гl.t Н' 

• у , 
}' '! '- ' '. ! - : 

даl'~е је. Itоп~.<ща јецначина KP~Taњa' 
.• • ",С' _,.' ,О' <. 

х = (А + Bt) е-Џ . 

. Интеграционе ItOHCTaHTe . одређују. седа датих почетних услова. 
Хармоничпа и 'амортизрвана оС,цилација материјалне тачке, које 

смо до. сада расыатрали, чине основу Теорије осцилација елаетич-
- , " ! ' .' " -, - , " - ,~, " I • • , '_ -

них тела (штапова, плоча итд,),коi~ има ва.жну ириыену у техници." 
, " '. "'_., ." -, -"" ,",' . -' -, -.' , - , " ',- - - , 

Свако еластично. T~fIA које добпј3;~10меџтаниимпулс (силе и:ли спрега) 
почиље да ощiшЙше. Преыа.вРСТИ .. ~~чу.riса. раз.iшкујемОтри врсте 
осцилација еластичног штапа: l)ЈЈ:ОI{гkтудидалне осци.;rациlе (осци­
лације истезања) услед импулса'у правцу осовџне штапа. 2) Транс­
верзалне осцилације (.ОСЩИЛ1щије савлiаЊ.!L) услед импулса управног 
на осовину штапа, п 3) Торзионе осцилације услед моыентаног 
дејства спрега у равни управној наосОвИНУ штапа. Еластичнеосци-' 

. . . 
лациiе тела настају услец ,ме:х:аНИЧItе енергије' 'која . се' 'импулсоы у 
њих уноси. Када би се 'та енергцј!i.'dдржалау првобитној' величини, 
осцилација би била харыонична, тј. трајала/би' 6еСIСОllачно дуго· са· 

сталном аыплитуДоы.· Искуство нам каже, да такве једним јединим 
иМ'пулсоы произведене' осцилације: после ;iIужег . или краЬег времена 



·t~Q· 

П,l>еста.ју. Осцилације су ~loц)ртцзоване. У арщt је томе ;Д!ТО се ИМП;УЛС9М 

УЈЈета епергЩа. не 'l'рощи у целIПП!:' на. извођеље QСЦlщац1I}а. ДОЏ!Ч,RОГ' 

тела. Тела нису ПОТЦУЏQ е.цастцчна, јељап щю ещргцје :гр<:\щп се на 

иавођеље пластичних (трајних) деформаЦIfја, претвара се у топлоту, 
ј'едан. део доводи у осцилациlУ околну средину. . 

ОClџшације неког тела, произведене' једним јеJ,lИНИМ шшулсом 

.зову се сопствене или слободне осцилациј е. Свако тело има 

своју сопствену осцилацију (лопгитудицалну, трансверзалну и торЗН· 

ону), која зависи од материјала,оБЛИ1.а и димензија дотичног тела .. 
. " . 

63. Принудне осцилачпје. Ако на материјалну тачку масе т 

. дејствује осим .елаСЩ"ЦЏI (щл& -:- k 2x и аМ~ОIJт.И~;Уiуh~ силе '. - 2J.v још 
нека.трајна сила која своју величину са временом перн.одично мења, 

зовемо осцилацију ПРИНУДНО!1," а периодичну силу Р зовемо пер­
. турбационом (поремеhајном) силом, јер она сопствену (слободну) 

, • - 'о '. _, ,~. '" 

осцилацију тачке пертурбираСреМети). Ове принудне осцилације IIмају 
- /' '. - " о- ,_ "!"'" 

важну улогу не само у l'ехпичкој мехавици (осцилаЦ'ија' МUС'ra'услед 

ритмичког корачања војске преко моста,' осцилација фундамепта'Ј:I 
" "- - • -" __ , '_ 'о ' •• ' , " 

читаВИI: зграда" услед' ритмичког кретања машипа и.'Т. 'С.)иего и у 

.другим гранама Физике (Акустици, РадиотеХПllЦИ, ОПТИЦИ итд.).' " , •. 
Најпростија периодична, зависност силе од вры.1ена изражена је 

• 
Ј.МПIJ,'ЏЩQМ .. . I . ; 

р = РО sinYjt дакле u -:--- 110 sin1]t . (63.1) . 
, , 

Периода силе је 2л/Уј, а њеца, величцна варира за време једне перио­
де између + Ро - Ро Ставом (63.1) оБУхваТ1IЛ1l смо 11 најопштији 

qлучај зависности Р = f(t). Јер ма како ко}!Пликована 'била' та за:ви' 
сцост, ми је можемо помоhу Фур'ие-овог реда (Ј. Fourier, 1768-]830): 

р = f(t) = a1 sill' '1t + аiI вјn' 21]t + Qs sin 31]t + .. "~.,' 
, + b1 СОВ Уј' +b2 'cos21]t + Ьз СОВ3* +; ..•. 

разЛ6ЖИТИ у поједине триг~нометрНјске функцијеi и утицај сваког 
, " I '" - _. _ _ 

члан~ тога реда појединце~стражtfВати и та појединачн:а' дејства 
на основи прицципа суперuозицијеалгебарски сабрати.' , , .. ' . ,'. 

Са вредноiпhу (63.1) пертуРбаци<>ног убрзања u гласиhе диферен­
цијалка једначина принудне осцилације 

2 - I -

~:. + 2Ј. ~ + kZX='llosin;1]t. (63.2) 
> • 

Оџа. се >јеДЕlaЧIЦЩ ра.:щщсује од (62.2). у: ТОЈЏЏЩ, ШТОII3. десној страцч: 
места нуде сгоји .пеР'l1уQаЦЦОЮI Ч,.дан! UosinYjt. Једначица (62.2) 
зове се ХО.МQrеП<L; јеДIJач:щщ(63.2} је IJeXOMOreHa, а њоl11р,Ull3.да. . - . 

хомогена јеДНlI;чина. (62.2)." ' 
~з. теорије. линеарцих дцфереНЦијал:них једначцна знамо да Ьемо 

ДоQЦТИ општи иН'I!еrрал цеХомогQце јеДllачиве (63.2) када једном ље-



"_ .. 7< '" _ •• .' Е- '" ,' __ !_д.;.,'_ ::. Ј_ 

IliОМ партикулар~ом пнте{'ра.цу: додамо ОПЩТИ . иџтегра.т (62;6) Љена 
хомо{'ене једцачипе (62 2) ". 

, Из искуства нам је познато да се потреси аУТО1fо6ШЈа ИЩI брода 
Kol~I стоје мпрцо, услед мртора који је у љима у Ј!окрету, зривају у 
IIСТОЫ темиу к 10 И покрети мотора. Из те 'ЏPl~Be аакључује~!О да ће 
кретање услед силе Р бити периодично са,ИСТIQМ кружном фреквен­
цијоы 'УЈ као и сш:ra Р. А.ци пошто пеРИQдпчна ПРОThlеШl ct!JIe Р и 
проузрокована ОС!ЏfЛација пе· морају ииа1;И· цету фазу, то ћ~MO пар-

тикуларнп интеграл стаВИТII 
. " -

х = Х1 = С sin(:qt - а);' 
. : \ 

; (63.3) 

Овде С и фазна константна tx ЩIСУ' НРОИЗВОљнепнтеграЦИQIfе кон­

стаrпе, него су ОДРtJђанед'Иф'еренцијалном једнаЧИПО~1 (63.2) као што 
ће се одмах' показати'. 3наком Хl је' наглащено да је то само један 
део (партикуларни) пута Х. • • 

Диференцијалеhи (63.3) двапута по t добијаыо 

dx d2x. 
fЛ""" G1јf.JЈШ(1јl-,,-'*},'dt>:- C7f sш (1] t - а), 

, 
, ј-_ 

Ове вредпос'ГП морају задовољавати једначИRУ (63.2), I{'ада 111 дакле 
сменимо и па десној страни ставимо 'YJt ~-= ('YJ~ - (х) + (! добпј:urо 

-Crl'sin ("I)t~a) + 2С),'УЈС~Э ('YJt-а)+ Ск3siП('УЈt-а) = • • • 

=иовјп ('УЈе - а) cosa + Uocos ('УЈе - а) эјпа. 

"Кај13. коефrщијептс од siп(rjt-' .~) йсоs 
С80} стра~lfизlеД'tтачимо,' добијамо ,';, . 

('YJt--а) па левој II Д6· 

(k" -"- "1)") С ~ ио (ЮS а, .' 

~,\ 1) С =uosill а 

l! из овџхналазимо КЩICтанте: 

С'= ио 
V (k"~ 'УЈ")" + 4 ).2 '/"' 

tg- а = 
. 

~, : . , 

2 ). 'УЈ 
(63.4) -

k2 2' 
-'УЈ 

'! , 

ПРUТiУД1La осцалацuја 'је дакле uросша хаРМОllиЧllа осцилацuја са исшом 

I(РУЖНОЈ" ФреквеЈщијОllf 'УЈ ,соју, Ьма, uериодична сила Р; u са сшалltом 
амuлаШУДОr'UG.Али,.о6е осциmщије (та'l&еиси.це) не Jlролазекроз. 

В.редност НУЈЈе ИС1'овремецо; као IПТО,дз друге једна'lине,(63.4) 

вцюшо, 6иhе за k > 'УЈ тј, . кадас. је RРУЖНа. фреквенција сопствен& 
осцилације већа од кружпе фреквенције СИJIе Р .. а > О,. осци.цација 
тач.ке за,оста,јаhе у фазии;щ осцилацuје СИЈ,!!! за :вр(ще од 
а/'1 секунада. . , 

Ако У једначинаиа (63.4) сматрамо ао> k и ,\ као дате сталне ве­
личине, .можемо испитати како се мељају ,амплитуда С и фазна кон-

, , ' -, .'. .- - " - ;-' 

С1'анта а ПРlIнуднеОСЦlIлаЦlrје када кружна фреквеrщија '1 пеРIlО-



ГЛАВА 111. -ДitКАМИКА J.l:АТЕрИјА.ЛН'Ё Т.АЧRЕ 
- " - - . ,,-- - - - '. - ,- " ,., 

дичце силе прође све вредности одО до оо. ' 3аВИСН()СТИ'С1 '~ (l (17) 
И а = Ј2(уј) приказане су дијаграмима 63.1а и lб.3а ч =0 jeC=u~jK2" 

, , 

, 
- , ., 

, ' ., , ј 

",'iЏ:, ,_' 1 

,LL.:!~~-?~}---,';I f-. ." +. ._", ._. '. 

'о ;" ' \. ," ' " 

, 

• 

• 

I 
I 

, I 
I 
I 
I 

, , 

) . , 

i i ' 

, 
, , • 

• 

l' Ј' ~J;. !f ' 

O.L··_-,-=--:::_~ -~ ·i.L ._._.L :_' _.' ._._._.'. 7Ј 
7l=1f . \ '/ 
• СJI. 63.1 

, ,--

, ' 

, а) 

б) 
, . 

за~ = оо,С -: q, ЛИlшја;с'е асџмп;rотичи приближује ОСО:IJ~НИ х. 
" , 

Највепу вредност имаhе С када имецитељ има најмаљу вредност. И'! ' 

d [к2 ,- ч!}2 + 4~l2ч!] • О 
'"dЧ'.Ј " 

• 
налазим,о да ће СтаХ бити за ч! = k2 - 2Ј."; када::ту вредносТ'унесемо 

у једначину за, С, добијамо .' 
, , ' . 

" ио " 
СтаХ =, v 2" 2 " ,2), l +,.'1) 

, " -, ,- ,. , . 

, ; , , ио 
(63.5) 

, " 
'-'" .' 

3а ч = k је СК = Uo/2.lk, Дакле је Ck <Ста",. у о.вомслучајукада 
је кружна фреквепција пертурбационе' сљuеједнака круж:ilOј фреквен-

, . 
цији Ћеамортизоване ;;хармоничне 'сопствене;' осцилације, :говоримо 'о 

р е со н анц и i и.3а;'fj'';- k ИА :- О, :дакле, када нема амортизацијепо: 
стајеСх= Ста:< = оо';', . 'о:. ""," " " 

. 

3а, ~ = k 6иhеtg'~' '- оо, дакле, IX. 'IC/2, једначина ОСЦllлације' 
(63.3) гласи за случај ресонанције 

" , Г· 
. ~, 

, 
, " 

". , 
, 

И' , 
2 ,~юСО~ ,Ч t. 

, 

- -' , ". 
(63.6) 

, . ' 



, 63. llРИНУ'ДiIе \Ј(ЩДЛАцttЈЕ 
,- ---- • 

Ако је константа амортизације мала, може аыплитуда да буде 

врло велика. 

у случају ресонанције заостаје осцилација тачке иза силе за 

четврт периоде (а =л/2); то значи, када тачка има највећу елонга­
цију ± Ск, сила Р је једнака нули, и обратно, када сила има, своју 

екстремну вредност ± Ри елонгација тачке је једнака нули. 

" Једначина (63.6) наы каже да, ако је Периода пертурбационе силе Р 
приближно једнаltа периоди сопствене осцилације тачке (што важи и 

за свако тело које има сопствену осцилацију), може и сразмерно мала 

еила РО да проузрокује велике осцилације. 
; " 

. Једначина (63.3) је један партикуларни интеграл нехомогене ди-
ференцијалне једнаэ:ине (63.2). Да добијемо љен општи интеграл, мо­
рамо Ћнтегра.JIУ (63.3) додати општи интеграл (62.6) хомогене дифе­
ренцијалне једначине (62.2): 

• • 
Х2 = а е-I.t (sin vt + е), 

дакле гласи опшr.џ: интеграл принудне' осцищщије • 

х = Хј +Х2 = С sin (']t - а) + а e-i.1 sin (vt + 8) 

а љен извод по времену да1е нам брзину: ' 
. ., 

(63.8) , 

~~ = v = С'] cos (']t - и) + ае-и[у сов (vt + В) _:). sin (vt + ~)]. "(63.7) 

У општем интегралу (63,7) су а и е П р'о И з в о љ н е интеграционе 

KOHcTaH~eltoje одређујемо из ,усвојених почетних услова. Ако на при­

мер хоћемо да за t = О буде х = О и v = О, добијамо уносеhи те вред- , 
ности у (63.7) и (63.8):· 

О = - С sin и + а sin е 

О 'Cl)cosa+a(vcose -лsiпе) (63.9) 
, • 

а из ових једна~шна налазимо, имајуhи на уму да је за слабу амор­

тизаЦlIју (). < k) коју преrпоставља~lO,v = yk" ~ ).2, обе Iюнстапте С и Е. 

"Ако 0значиМо y(k" - ']2)" + 4 ).21)" ' N, налазиыо из • 
друге Јед-

начине (63.4) 
. 211) 

Slll а = N' cos а 

затиы из једаачина (63,9) 

. 21V k" -)." 2).2 - k2 + I)"Ј. 
SЩЕ= N ,COSe= N 

(63. 10) 
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, Када вредности [,он стан ти С,а, а и Б из једна.чина (63.4) и 

(63.10) унесемо у општи интеграл (63.7), добијамо једначину кретања 
принудне осцилације за усвојене почетне услове, у којој о се. о налазе 

као константе кружна фреквенција слободне QСЦИJIације k, ПРИНУДlIе 
. '. . . .. -

осцилације ТЈ и [,онстанта амортизација. 21.. 

ДИСКУСИја јеДIщчине (63.7) неАШ практичног интереса, јер соп­

ствена ОСЦИJIација брзо ишчезава услед амортнзације и остаје само . " . -

хармонична принудна оiщилација (63.3). 

Када периодична 

врши даље слободну 

ишчезне. 

о 

СИJIа Р престане дејствовати 
• 

осцилаЦИЈУ, док ова услед 

на тачку т, онц. 

амортизације не 

Када не би бюro амортизУiуhег отпора (л = О), IIмаJIИ бисмо У 

(63,7) да 'ставимо о V, _ k, а = О, Б = 1С, N = k2 - "1)', С = uo/(k'- "1)'), а = о 
~ C"fJ/k, те добијамо о о , О • о' '. о 

(63.11) 

осцилација тачке састојала би се из две хармоничне осцилације раз­

JIи'щте ампд,итуде и .. различите кружне фреквенције. 
Једначина (63.11) нам каже као и једнаЧIЦЈа (63.6) да ак.о о су 

фреквенције периодичне силе и сопствене осцилације приближно јед­

наке, ,аыплитуде постижу врло веJIикевредности; теоријски, за ). = о 

и "1)' k чак и бесконачно велику вредност. о 

. 'Из ових чиљеница које се односё' и на свако елаС'l'ичнотело, 

заКЈРучујемо да сваки технички објект који је изложен дејству какве о 

ритмички променљиве силе (мост, брод, машинска вратила,темељи 

машина итд.) морамо тако димензионисати да фреквенција љегове 

сопствене осцилације има знатно различиту величину од фреквенције 

перИОДlIчне силе. Услед ресонанције могу угиби моста и тиме и на­

презаља материјала постиhи толику величину, да се мост под много 

маљим теретом сруши1),'Ilего што је терет који би мирно }[огао по­

сити. Дуга вратила бродских пропелерасламала су се услед pecoHan­
цнје између торзиопе, осцидације вратила и периодичног, импулса 

мотора. Брод r,оји са бока ударају таласи, може се претурити ако је 

ритам таласа приближно је-\\нак фреквенцијп сопствене осцилације 

око подужнг осовине брода итд. 

У новије доба је Наука. о техничким осцилацијама грана Науке 

о динамичкој чврстоhll којој се обраhа све веЬа пажња. 

1 П Р и м е р. Треба испита'Ш прину дие и амортизоване осцилације материјалне 

тачке тежине Q = 4,9 kg. Еластичнасила' износи 8 kg за елонгацију од 4 mm, отпор 

'), Лаичани мост прек) реке Фонтщще у Петрограду срушио се 1897. када је 

прелазио одред војске ритмичким, кораком. 
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амор'ТИЗ8ције је 1 kg З3 брзину од 1m/sec, пертурбаЦlЮll3' сила Po5iU'lt има екстремне 
величине+ 2 kg. Претпоставља се да је кретање почетног стања ишчезло. 

Тражи се амплитуда С осцилације за разне вредности односа ТЈ/Јс : 

z = 0,1; 0,8; 0,95; 1,0; 1,5; 4,0. 

Приказати графички Функцију С = ('1/Јс). . 
ИзраЗllhемо коистанте Јс, А, ио датим величИнама. Ако са Ре означимо ~ластичну 

силу, имамо Р,/m = P'g/Q = Јс'х, и одавде .к' = Peg/Qx, и са Ре = 8 kg, Q = 4,9 kg 
",=0,4 сl1), g=!180 ст sec-2 налазимо kS = 8'981Ј4,9'О,4= 4000 8ес-2, k =у 4000= 63,1 8сс- I , 
дакле Ье тачка у' 2,. секунада учинитц 6iЏ РСЦljлаццј;Ј бе.!! рб,зира на отпор. Ако отпор 

0значи,мо са W, имамо uw= П'/т = Wg/Q= 2'AV, и одавде л =.·Wg/2QV; када унесемо 
W = 1 kg, " = 100 ст sec-I, нала~имо 

Најзад је 

1= l' 980 = lsec-1 . 
2' 4,9 . 100 

Ро РО 2'980-
ио = - = - g = .. . = 400 ст вес-2 . 

т Q .. 4,9 

Кру~ша фреквенција амортизоване осцилације је по једнаЧИНf\ (627) 

v = V k' - А2 = V 4000 - 1 . 63,1 8сс-1 . 
Константа амортиззције А је према k тако мала да се v од k не раЗЛИКује при· 

метно. Амплитуда принудне осцилације је по једначини (63.4): 

С= uo _ 400 . 

V (Јс' - ТЈ')8 + 4А2ТЈ' . V (4000 - '1')' + 4'1' 
По овом обрасцу нзрачунате су вредности С за траженеодносе '1/Јс .1 конструисан је 

дијаграм С =f(r;/k) у сл. 63.2. 

· . 
I 
• 

I 
• 

I 
• 

I 
• 

о 
• 

О 1. , . 
0,8 
0,95 
1,0 
1.5 
4,0 

·Ј 
1 

'12 С 

I ст 

I • 

б,31 .' 40 0,101 
• 

50,5 255 . , ' , 10' 0,243 
600 36 • 102 3,03 , '. . 
63,1 .40 • 10' 3,17 

.94,8 89,9 . 10' 0,08 
253 6,4 • 104 0,02 •• 

.. . 

• ~.=F,~~'~;=.~,,-~, =.~.~.~.=,~ ... ~ .. ~ 
2 Ј 

Сл. 63.2 
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Дијаграм иа сл. 63.2 очигледно показује "како амплитуда нагло ра,стекада.се 
фреквенција периоднчне прннудне силе приближи фреквеНЦИји сопствене" осцила­

ције тачке. 

2. П Р нм е р. Принудну осцилацију материјалне тачке масе 111 када је аМQРТИ­

зујуhа сила - 2),v једнака нули, можемо изоести помоhу направе прикззане на сл. 

63.3. Тачка m везана је између две опруге 1 и 11 дужине а, н а, у неоптереhеном 

1 л 

о 
~---ф.х, 

~------a 

l 
Сл. 63.3 

стању. Масу опруга не узимамо у Об:iliр. "Љихове еластичне константе означи мо "са 

С, и с" а с,/та, и с,/та, са k', и k',. Ta~KY нападају у супротном смеру силе 111 ",,х, 

·и т k"X2, где су Хl н Х, еластична издужења опруга. дЈ!lIаМИЧl<а јСДllаЧИllа тачке 
• 

111 гласи 

" d2Xl k2 + k" 
111 dt" = - 111 1 Хl 111"2 Х2. 

Пошто скратимо са т и сведемо" на нулу добијамо 

• 

Крај А опруге 1 учвршhен је у зиду: У растојању а = "1 + а2 од зида лежи осовина 
О ОКО које се обрhе крипаја r. Крај С криоаје обухваћен је прорсзом вертикалног 

линеала L за који је учврщћен крај В опруге 11. Ако је угаона брзина '1 криваје 

l{онстантна и вертикални положај линеала вођицама одржава'f "(што претпостављамо). 
ВрШllhе L и са њиме тачка В услед обртања криваје хармоничиу осцилацију са ампли­

тудом r и периодом2л/'1. Укупна дужина АВ опругз'варираhе између а - r и а"+ r. 
, Из геометријског услова који" читамо иасл. б3.3:аl+Х' + а,+"" +rsin'lt=a 

можемо елиминисати Х2 и уносеhи "'добијени израз 'i"' динамичку једначину добиhе ова 
с обзиром да је а1 + а2 = а облик" 

Пошто уведемо k' = k2, + k', и ио = - k22 r гласиhе диференцијална једначина при­

нудне хармоничне осцилације 

Љен интеграл 

јуhи ). = О. 

d2x, + k2 . dt. Хl = ИО Вln '1 t. 
.. 

добили сио Beh из општег случаја пригушене осциnаЩlје ставља-

11 ОГРАНИЧЕНО I<РЕТАЊЕ ТАЧI<Е . 

(6-;)нормалнии тангенцијални отпор. У, 59 ЧЈI.СМО видели 
да тачку везану за чврсту поврD1ИНУ ИЛИ линију напада отпор W те 



. 64. НОРМАЛНИ И ТАНГЕIЩIi:JАЛНИ отпор , "'''''7-
> '1:::L , 

_ површине односно ,линије. По,што,. се засада бавимо, право,линиlским 
.' кретањем, а о,во, се мо,же само, на равно,ј по,вршини и на право,ј д:il:ниiи 
вршити то, ћемо, те претпо,ставке учинити. '.' • '., . r . 

. а) Кретаље тачке па чврсто,ј равни. Јасно, је да се ~тпо,р 

, 

N , 

- .' '1 ~ - .'. , 

W јавља само, ако, тачку напада нека 

--- '.~ ...... , 

дата сила Р (сл. 64.1). Сила Р заклапа 

.са . Ho,PMai[l,o,~I -. непо,мичне по,вршине F 
угао, ,а:.,Силу разлажемо, у Ho,PMaJЏ!~ ко,м-

. , 
по,ненту. Рn = Рсо,ва И тангенцијалну 

Сп, 64 1 
..ко,мпо,IiеНТУ";Рt - Р вјп а. Ма ко,лика 

била ко,мпо,нента РnЊУ ће по,тирати но,р- " 
малн:и о,тпо,р N равни Г.Он .је, дакле'iеднозначно, ОДређен са 

. , 
, -' 

r r-.. 
, '.' 

- '-i.-' ~_;. о- _ ' -

" 

, - 1. " ~. ' " ' 'п - -,:) ."" -, 31l : 
._ Ако,. УГ,ао"а: има, велич;шџ 2' . < ~ <, 2,~ьeгo,B ко,синус је негативан, 
! дакле је Ьтпо,р,N негативан. То, 'з'начи д~"Ъece тачка о,дв~јиiи о,д 
,. . >'-"'1- ."'. '. 

равни F и KpeTa:rIIKao,- слОl?о"Фiата;Чка. Да.,То, спречимо мо,рамо, за-

'мислити да се тачка мо,же кретати само, између дIJе. блиске паралелне 
'равн1\: F'и Р .. У прво,lI случају гово,римо, о, . је'днОстран·о,Ј. вези 
. 'l'ачке'са равни, удруго,м о,О'бостр8.но,ј вези. . .... ", 

- - . ' ., 
Тачку т сматрамо, вр.ri:омалИм паралелепипедом који c~o,jo,M ОСно-

; , ~. 

вом клиз ина равнц F.одно,СlIо, између РаВНИ: F и Р.Ак\), су равни 
хо,ризо,нталне о,нда је N = - mg, када сем тежине никаква друга; сила 

-,не напада. 
, " -; -, 

о 'о , 

- ." , , ,- -, - . i 

.'. '. . Када тачки на ·хо,РИЗ0НташIо,ј равни дамо, IIо,четну брзину Ъ'о о,на 

hе,секретати у с ir о, р е н о,к ПОСlIекраћег или дужег времена етапе. 
Из те' о,чигледне чиљенице' закључује~о, да на тачку дејствује сила 
супротна креТању.ту силу З0вемо,тангенцијалюiм 6TII()Po,:M'T 
или о,тпо,ро,м трења при клизању. Величину отпо,Ј?а у стаљу је 

само, ЦСКУСТ1!о, о,дредити. француски-' физичар и инжењер Куло,н (О. 

Co,ulomb, 1736-1806) на о,сно,ву сво,јих мно,гихогледа ко,је је сам из· 
. ,ВРШИQ, наШао, је ове чињенице: 1. Треље -растеоа < рапаво,тћу по,ВР­
шина ко,је се тару. ,2,.Отпо,р треЉ,а је СР~ЗlIеран но,рмално,м ПРИТ~\mУ. 

3 •. При. ИСТо,м цритиску, треЊ!Ј је незаВисно" о,д по,вршина' Ko,j~. С(\ тару. .. . -
4, Трење у миру је веће. него, при крещњу, 5. Разлика: БРВИНIj; Т!Јла . . 

fto,la.ce Tapy~дeMa на,.,веЛИЧIJНУ треЉа Ко,д истог материј8;JIаЩlкаЩ!а 

утицаја'.а ~o,д некщ ТаКо, маЛи да се веhином мо,жеЗllдемарnти.· 
Код трења у миру узима Куло,н и адхезију у о,бзир. 

" . . ;Цру:гиетав Куло,ново,дређује 'величину тангеНЦИјюiпог "о,тпора 

·-п~ f N 'где је Ј- број :засваки парпо,вршина l(Оје се тару Iщнстантав: 

, 



ГЛАВА Ш. - ДИНАМИКА МАТЕРИЈАЛНЕ ТА.ЧКЕ 

. к О еф и ннј е.н т тр е њ а. По четвртом cTa!ty МОРаМО ра3ЛИКОВI!.<iНКое­
фицијент стати'шо г трења или адхези ОНОГ отпора Јоод 1'tоефи­
цијента кинетичког трењај.. 

Резултујуhи отџор рапаве раввиима према КУЛОБрМ .закону 
-

величиву: 
',' · 

· 

• 
; .' 

w = NV 1 + јВ, 

правац силе Р Вlпаса 'супротним смером. Резултаlfil$у ЛОRОВИХ истра-
ЈltllВ!fљасаДРЋ,апй су у обрасцима: .' , . . ", 

'. ,)", 

. . . . • '1 --:- f N.и 10 > ј. 
'-. • •• --.-.' '-, ОО 
~ ", ;Ј'-.- -.'. ___ I,~ , ,о' 

б) Креfа,ље}~.аЧI'~IjlОКРУТ9i ,лраЈЈој Јrи.Iiнј~I .. Та'lку,-mза­
мишљаыo у' облику малог прстена навучеIIОГ на праву жицу непро-

~' 

, ' . , ' 

. I ... 
. I 

Z .,' меЙљшюt'.облика тако да се прстен и 

жица на целом обиму додирују. Силу Р 
.," .,- , г,' • .-i, 

" .-кОја тачку, напада и' нагнута'је према 

.ЖИЩI "а Y!ll!!?.,a, пројицџ,рi,l-МQ на'.it!щу 
. . " 

Д:R.~ HORMa,1,Il;lypa~aH .у тџ.ЧКИ m.{ C;f( 64,Ю. 

Р;qоsаје.аксијаЛН!L а р siцц:дор­
~~~~,...z'" ' .. MIJ.Jf н а компонеитl,l, Прва Мt\IЬабр:щnу 

TIJ,~~e а друга се потире СаН()р~1,IЏ!I!ИМ 

, , :, ~ . 

Сп. 64.2 

- ~ -"-

, . 

.- . . ' 

я:гр:ором ~ЩЩ!l: ; 
.' •• '_' ."_ 0,- ,_, 

. . . . Psina - N'O; . 
, 

.' ' , 

, . . " . . 

" f , , \ '; -О, 
'.' , _f' _ ~ 

· си~~ . р'у . ~OM~OHeHTe . Х, . У, 

Пошто i е веза тачке т са жищ)м OQ.O­

. страна,. може о~'Пор jIJ имати ,сщщи пра­
.. '.' Ba~ у. нор:щ!-лдој раВЩi тачке.,. m . . Ј\~lj.да 

.N раЗЈЩ?К!lМ.9. у КОМПОН(јнте NII И' N. а 
Z Мож~м(ГпаiП:lсатц.јеДНII:~ЩН~: '.' " ' .. 

о, ' • _ . ~ . _ , 
_" -

• 
, 

...... т '([!;-,- х,,- fVN'
II

+ Na., У ..;..(N
II 

== 'O,Z -Ni ==0. 
dt . .. ., 

• , , ,,-

У' ДинаМIIцикриволинијског кретаља тачке сазнаhеМ(ј да било 
да је тачка слободна, везана· за IIОВРШи.ну' и.ПИ линију постављамо 

· тр'и једначине 'које одређују 'три непознате;' у првом случаЈу трuубр-
· заiьа, у 'другом два убрзаiьа.и'ОТПОР N,a у трећем једно убрЭање и 
два КОМПОНентална отпора.· ДРУТИ)f речима сваку неалОб(ЈДНУ' liillЧКУ 
можемо смаiiiраши 'слободном када Ошиоре смаиiрамо наiiадnuмсuлама. 

· ; -
-' ., " , 

-,:.' " 
,', .-' 

- - . - . " " . 

65. Кретаље. .. тачке 'Цо глаткојсжрмојравни. На стр-, 

мој равци (Iј:агиба 11.) .It~ehe. се :rач~а мао.е т .. ЈедицаНаЩI;ДИз" Qила\је 



65. КРЕТАЉЕ ТЕШКЕ .ТАЧКЕ по ГЛА:rКОЈ СТР}!ОЈ РАВНИ 129 

• 

. љена тежина mg (сл. 65.1). Силу 
mg . разлаже}!о у нор}!алну ко}!по-

t---tJ 

ненту mg сова. И 

mg вјnа. Прва се 
}!ални}! отпоро}! 

је N = - РСОВа. 
• 

ко}!понента даЈе 

и . g sina .. Ако је 
• 

• 
тангеНЦИlалну . 
потире са нор­

равни. дакле 

Тангенцијална 

:rачки убрзаље 

почетна БРЗИН!L 
Сп. 65.1 тачке једнака НУЛИ или и}!а правац 

највећег пада АВ, тачка ће се кретати у тој правој. 3а сваки други 

правац биhе путања тачке парабола (в. чл. 41). 
3а праволинијско кретаље тачке на глаткој (/ = О) стр}!ојравни 

гласе' познате једна'IИне једнако убрзаног кретаља са и = g. вјпа : 

• • - t± g вша t2 s -Vo 2. , v = Vo + gt sina , v' -v2
0 = + 2gs sina. 

Претпоставимо прво да је vo = О и тражимо брзину K~jy је тачка 

на крају пута А В = с постигла. 
• • 

. Из треће једначине налазимо 
v' ~ '2 g с sina 

а ПОШТО је с sin а = h то је 

v= V2g ћ. 

Крајља је брзина дакле независна од нагиба равни и једнака 

је брзини слободног пада за исту висину. Ако са t' означи}!о вре}!е 

Itoje је' протекло у паду АС а cat вре}!е на путу АВ, постоји једначина 

дакле 
, 

v= gt sin а= gt', 

t' 
t =. . 

. Sln а 

3а сваки нагиб а < 11/2 је t > t' што је очевидно. Galile i је 

ту чиљеницу исказао ставо}!: Времена upeljeHux uушова односе се као 

дужине uушова. 

На питаље колике ће путове преhи тачка на разни}! равнима за 
, . . 

исто време t1 добllhe:ll0 одговор када из образаца 

• 
- g sща / • h _ g t 2 
с- 2 '1 И -21 

елминише}!о вре}!е. Резултат елиминације: 

с =h sina 

каже. да ће тачка пуштена из А по стрмој равни АВ стиhи у таЧl>У 

D на периферији круга пречника h за исто време као у слободном 

Механика тачке 9 

• 
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. 
паду од А дО С. Све путеве AD, AD1·., као и путеве DC, D1 С. преhиhе 
тачка из стања мира за исто време 

• 

2h -, 

ти су путеви изохрони. 

Када слику 65.1 обрнемо тако да је страна АС = h хоризонтална, 
имамо низ стрмих равни BA,B1A1, •• Пустимо из В, В1 , .. тешке тачке да 

падају дуж тих равни; пита се по којој ће равни тачка стиhи на нај­

краће време у А? 

Дужине с=АВ свих равни имају за пројекцију h, дакле с =hjsina= 

= gt2 cosa/2 и одавде: 

t= 2 
h 

--;,---;;:- . 
gsin 2а 

Најкраће време је за а = 450, 

tmin = 2 
h - . 
g 

Ако се тачка креЬе из В на више почетном брзином vo' преhиhе 
по стрмој равни пут v20/2g sjna за време t2 = vo/gsina. 3а а -+ О је t2 ... оо . 
На хоризонталној глаткој равни тачка ће се једнолико кретати бесконачно 
дуго. Сличним расуђивањем дошао је Galil еј на идеју принципа 

инерције (чл. ЈО) који је тек Њутн као први закон. кретања изразио. 
Пад на глаткој стрмој равни од историјског је значаја јер је 

. Galilei заКО!l слободног пада проверавао огледима са кретањем 

тачке на стрмој равни. Узимајуhи њену дужину с= 14 т, висину 
h = 1,17 т, добио је sina = hls= 1/12 и тако брзине слободног пада 
смањио на дванаести део да би мерење путова и времена са својим 

примитивним сретствима омогуhио. 

66. Равне врсте отпора треља. Према облику површина које 
се под. притиском додирују и тару (равне, цилиндричне, коничне и у 

опште обртне површине) н према врсти релативног кретања разлику­

јемо три врсте отпора трења 1) при клизању 2) при вртењу 
(франц. piva1ement) и 3) при котрљању. Пример за 1) је укрсна 
глава моторног механизма која под притиском' вођица (линеала) врши 

осцилацију. Овамо се може рачунати отпор трења у рукавцима хо­

ризонталног вратила које се обрhе' око своје геометријске осовине. 

Рукавцису цилиндричнии на целом омотачу 06ухваhени својим ле­

жиштем на које преносе оптереhење вратила. Пример за 2) је верти-

. кално вратило. Сада има доње лежиште да прими цео терет вратила. 
Цилиндрични рукавац завршава се или равном по:вршином управном на 

, ., . 
осовину вратила или коничном површином. Те површине примају при-
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, 
тисак вратила дакле дају отпор трења при вртењу. Оба случаја 1) и 

• 2) еу У суштини иста и раЗЛИКУјУ се само у расподели елементарних 
отпора f dN У појединим елементима dF додирних површина. 

Отпор Tpe~a при котрљању чврстог ваљка (точка) разликује се 

у суштини од прва два случаја. Оп постаје услед деформације (угиба) 
ваЉI,а и његове подлоге. !Соефицијенте 1 и 10 замељују овде коефици-

. . ' . / 

јенти е И ео КОЈИ имаЈУ димеНЗИЈУ дужине и могу се само' огледом 

одредити. 

Отпор трења је поред тежине најважнија сила у природи и тех­

ници. !Сада не би било отпора трења (и то статичкоr треља) не бисмо 

се могли кретати ни . какав предмет у рукама држати. Отпор трења 

(и средине) омогућује саобраhај на суву, у води и ваздуху. При по­

.дедици повеhавамо вештачки отпор трења посипањем песка на шине· 

и путове да (\исмо кретање омогуhили. На супрот овом к орисном деј­

ству стоје ш т е'Т н а дејства отпора кинетичког треља у зглавцима и 

рушi.вцима,машинских органа. -Савлађивање тог отпора троши енер­

гију на рачун хабања додирних површица и загревања околног ма­

теријала и тиме поскупљује погон машине. Губитак енергије. се не 

може потпуно избеhи али се 'може знатно смањити увођењем течно­

сти између додирних површина тј. подмазивањем. Дејство мазива 

састоји се у томе што један део течности испуњава неравнине повр­

шине а други образује слој који раздваја обе површине. 

Проблем трења мазаних површина је предмет Хидромехан:ике. 

Мазива су течности са упутрашњим трењем или вискозне течноСти. 
Теорија л а м и н а р н о г кретања (тј. у паралелним слојевима) налази 

да је за велике брзине и мале притиска отпор трења између два тела 
сразмеран њиховој релативној БРЗИНlI v, вели~IИНИ Р поквашених по­
вршина, а обратно сразмеран дебљини h слоја течности; Т = "f/ F v/h, 

• 
где је "f/ ко е фици ј е н т ви еко з но сти димензије [т 1-1 t-1 ] који се 

}ако мења са температуром течности. , 
Уобичајена мазива смањују отпор трења по овом реду: лој, сув 

сапун, свињска маст, маслиново уље. 

Огледи показују да вода у веhини случајева повеhава отпор 

трења тако да се може назвати контрамазивом. 

3а течности које смањују трење као што су масти и уља пред-
/ 

ложен је назив активне течности, а' за оне које повеhавају отпор 

трења као што су бензин, амонијак. терпентин, назив негаТИВ,не 

течности. Вода је у стању да активним течностима одузме својство 

активности. 

Код, нехомогених материјала ка.о што је дрво, отпор 'трења је 
мањи када еу при клизању влакна оба тела међусобно, управна него 

када су паралелна; ов.о се објашњава тиме што се у другом случају 

обе површине које се тару већма упЩају међусобно. . 

9* / 
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Код «УВОГ треља .зависи отпор треља' од материјаЛа т~ла која 
међусобно клизе. Примена мазива смаљује знатно тај утицај на отпор. 

Тако је на пример за ковано гвожђе на храстовини паралелно влакну 

суво, f = 0,609; мазано лојем f = 0,085; за ковано гвожђе на бресто­

БИНИ паралелно Блакну суво f = 0,252; мазано лојем f = 0,078. 
Прецизна испитиваља су потврдила да врло танки слојеви теч­

ности (течни филмови) који еа зрнцима прашине образУ1У капљице 
могу да величину треља потпуно измене. 

На основу Itулоновог закона' сувог треља и закона о ламинарном 

кретаљу вискозне течности долазимо до овог упоређеља отпора треља 

на једииицу површине. 

Код сувих површина 

Отцор треља је сразмеран 
. нормалном притиску 

Независан од брзине 

Код мазаних површина 

Независан од нормалног 

притиска 

Сразмеран брзини 
• 

3ависи од рапавости површина 
у додиру 

, Независан од рапавости наква-
IIIених површина 

Веhи у тренутку покрета Једнак нули у тренутку покрета. 

Из овог упореljеља је јасно да 'примена образаца за суво треље 

на треље мазаних поврIIIина мора довести до противречности са ствар­

ношhу; зато се ипак у техничким прорачунима због једноставности 

то и данас скоро искључиво чини. 

67. Угао треља. «онус треља. Неодређеност равнотеже. 3а-
• 

мислимо тачку тежине mg да лежи на рапавој стрмој равни нагиба {}. 
Када нагиб постепено малом брзином повеhавамо, тачка Ье остати у 
миру, дакле у равнотежи, док {} не постигне вредност (Јо. 3а сваки 

нагиб {} важе услuви равнотеже: 

_ т = mg sin {} , N = mg cos {}; 

дакле 

Највећа вредност 

т 
tg{) = N' 

tgeo =/0 
је коефицијент статичког треља а угао ео је угао статичког треља. 

Једначина 
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каже да се статички отпор трења ПОЈаВЉује у ОНО] величини КОја је . 

. потребна да спречи међусобно клизање тела. и да извесну граничну 
величину не може преhи. Резултанта од N и Т = /0 N, 

W o = N V 1 + /0· = Nsec ео 

З8клапа са нормалом угао ео. Конус који описује нападна линија W 
, 

око нормале зове се конус статичког трења. 

(сл. 67.1). Сила Р произвољне величине која заклапа са 

нормалом угао ђ < 'ео, тј. лежи у конусу, не може 

тачку т покренути из стања мира ·јер .је њена танген-
• 

ЦИlална компонента 

Psin О = NtgO < Ntgeo. 

Изводнице конуса су гранични положај и силе која још 

~,~~T неће покренути тело из стања мира. Конус трења по­
Сл. 67.1 казује очигледно да за материјалну тачку на рапавој 

'површини има 001 могуhности равнотеже. 

;Вратимо се тачки (телу) т која на равни нагиба ео још. стоји у 

миру. Ако нагиб и за најмању ведичину повеhамо тачка ће се кренути 

и са убрзањем u на ниже клизити. Постепеним смањивањем нагиба 
смањиhе се и убрзање и за величину е нагиба биl1е u = О, тачка ће 

константном брзином клизити. По прющипу инерције тачка се налази 
у равнотежи, дакле је коефицијент кинетичног трења 

j=tge 

а е је угао кинетичког трења. Сак6ефицијентом / налазимо 
убрзање тешке тачке на стрмој равни нагиба О •. 

u -. g (sin 0- / сов О) =g сов О (tg О - !Ј а за О == ео иа =-= g coseo (/0-ј). 

Ва .& < е убрзање је негативно,' тачка ћ'6 КЛИЗllТИ на више ако 

добије почетну брзину У том смеру. 

68. Старији огледи. са отпором треља. Први који је врш~о о,;леде 
. био је вероватно знаменити сликар и инжењер Леонардо да Винчи (Leonardo d а 
Vinci, 1452-1519.) Вршио је огледе са трењем при клизању у равни и у рукавцима. 
у његовим забелешкама има противречпости. Тако вели: .Свако тело одупире се па 
ПОДJlОЗИ о коју се таре, са четвртцном своје тежине·. А одмах затим: • Трења тела су 
од толико различите lIеличине колика је различност клизавости тела која се тару·. 

Фраицуски физичарАмонтон (О. Amontons; 1663 -1705.) вршио је 1699. са доста 
примитивним уређајем опите и дошао до ових резултата: 1. Отпор трења је сразмеран 
притиску и иезависан од величине додирних површина, 2. Овај отпор је за сва тела 
са којима је оглед вршен, скоро једнак и износи од прилике јеДl!у треhину притиска. 

3. Код теJlа која се крећу стоји овај 01'ПОР У сложеном односу притиска, времена и 
брзине. " . 

ПОСJlедња тачка Тиче се отпора трења при обртању и котрљању. По AMOI!TOHY , 
• је отпор трсња саОНllца на '!ВРСТОМ ХОрИЗОНТI!ЛНОIol тлу ОТПРИЈшке 1/3 укупног Tepera, , 
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док је код кола у размери обима рукавца и точка отпор мањи. Тако иалази Амонтон, 

за однос 1/18 и (= 1/3, да отпор трења кола износи 1/54 целокупног терета. 
Амонтонов резултат да је трење . независно од величине додирних dовршина 

изазвао је велику сумњу академика; резултати огледа Лахира(Р. de lа Hire, 1640-
1718.) слагали су се у главном са Амонтоновима али Лахир ипак сматра да у извесним 
приликама. трење расте са додирним ПQ.вршинама. 

Паран (А. f'arent, 1666 - 1716.) потврдио је својим огледиыа да иа величину 

трења немају ни величина додирних ПQвршииа ни брзина кретања никакве утицаје. 
• о 

Он је у својиы оглеД!lыа први приыеН!lО стрму раван променљивог наГ!lба и на· 

звао је највећи наГ!lб Пр!l коме тело још. стоји у миру углом елевације који данас 

зовеыо углом статичког трења. 

Лајбниц (Leibniz, 1646 -1716.) посветио је питању трења кратку расправу 

1710.0и као и Лахир објашњава трење ме~усобним уклањањемшиљастих испуп<fења 

додирних површина која при релативном кретању ыорају бити или слоыљена 

или савијена или издигнута о Отпор трења стога мора зависити од физичког стања 

додирних 110вршнна. Коефицијент трења не може за све материјале бити истн (ј = 1/3) 
као што је Амонтон нашао. Са осталиы резултатима Амонтонових огледа се слаже. 

Холандски физичар и лекар Мушеиброк (Р. vзп Musschenbrock, 1692 - 1761.) вршио 
је огледе искључиво са отпором трења у рукавцима. Његова направа (трибоме тар 

састојао се из дрвеног вратила са челичним рукавциыа који су обухваhени металним . . 
лежиштима. Око вратила положио је уже које носи на крајевима тасове за оптере· 

о • 

Ьење. Својим огледима нашао је: 1. Да. је трење чеJlИЧНОГ р,укщща различите ве.'И· 

чине према материјалу лежишта. 2. Трење није сразмерно притиску него расте у 

веЬем односу. 3. За сваки материјал постој!l !lзвесна величина додирних површина за 
које је отпор трења најмаЊ!l; према томе претпоставка да је отпор трења незаВ!lсан 
од веЛ!lчине додирних ПОВРШ!lна није допуштена. 4. Док је релативна брзина мапа, 

отпор трења је готово сразмеран БРЗИН!I али при веЬнм БРЗ!lнама расте много брже 

него брзина. 

Проф. Зегнер (8 е g п е [, 1704 - 1717.) У својој дисертацији 1758. сматра кине· 
матичко трење неједнако успоравајућом силом која зависи од брзине, и !lЗВОДИ мате· 

матичким путем, на· основу Мушенброкових огледа закон по коме' се прираштаји 
брзине односе као логаР!lТМИ одговарајуhих величина трења. Али се рачунски резул· 

тати већином знатно раЗЛ!lкују од резултата огледа Од већс вредности су раЧУН!I и 

огледи које је вршиорударски инжењер 'Шобер (Scho Ье г) 1746. у једном окну соног 
рудника Вијеличке код Кракова. Направа којом :је вршио огледе СЛ!lчна је познатој 

Атвудовој маШ!lНИ (а. А twoo д, 17~5-1807.) 'названој тако 1784. 
Извештај о његовом раду (објављен 1751.) од вредности је и данас као упут, 

СТВО за срачунавање отпора трења у рукаВЦ!lма из огледа. 

о ЗнамеН!lТИ щвајцарски математичар Ајлер (L Eloler, 1707-1783.) П!lсац прве Ана­
ЛИТ!lчке механике (1736. у Петрограду. I1 !lздање 1790. у Грајфсваnду) бавио се тео. 
ријски отп~ром трења. Отпор трења при Kp~Taњy ,сматра константиом успоравајуhом 
силом и !lз диференцијалне једнаЧ!lне кретаља тела на рапавој равни нагиба О налази 

величину коефицијента f lCинетичког трења f = tgO - 2x/gt' cos О, где х означава пут. 
у суплементу ,11 !lз~ања CBo~a дела у седам поглавља (90 страна) изучава дејство 

отпора трења на: 1) траllслаторно кретање,2) обртање око сталне осовине, 3) кретање 
зврка који својим врхом КЛ!l3!1 по хоризонталној равни, (чигра), 4) котрљање хомогене , 
лопте, 5) котрљање хетерогене лопте на хоризонталној раВНИ!l 6) кретање ф!lЗИЧКОГ 
кnатна. У првом поглављу Ајлер дефИН!lше .трење и објашњава га на исти наЧ!lН као 

Лахир' и Лајбниц. Своја теоријска излагања заснива на трима феноменима: 1) .Трење 
не заВ!lСИ од брзине тела. 2) Величина треља не заВИС!I ии од облика ни веJl!lчина по­
вршина које се додирују и 3) Трење је сразмерно притиску којим се тело на ПОВр' 
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шину притиску је и веl!е је што је већа рапавост површина што се тару. ,Ајлеров 

образац за величину трења између цилиндричног ваљка и обавијеног ужета добро је 

познат машинском инжењеру. ", ' 
Резултати досада наведених и других .испитивања показују велике несаглас­

ности тако да је Француска Академија Наука 1779; расписала награду ва најбољи' 
, 

рад Q отпорима у машинама. Награду је доб,ио Кулон о коме је веl! у чя. 64.било 

говора. Направа Кулона ·З8 огледе са трењем клизања састојала се 'из масивног стола 
на коме је учвршl!ена плоча од једног материјала; плоча од другог материјала (или 

истог) чиии дно саоиица које могу примити терет, што треба да ВрlllИ нормални при­
тисак. Уже везано З8 саонице, пребачсно преко хоризонталног ваљка, носн на свом' 

вертикалном крају тегове кОјима се регулише вучна сила при одређивању величине 

кинетичког трења. За одређивање коефицијента статичког трења учвршl!енаје. за крај 

ужета у место таса за тегове полуга која се једним крајем 'одупире о доњу страну 

стопа и носи померљив тег. -' 
Кулон је вршио огледе Ii са трењем у рукавцима вратила, са трењем верти­

калннх вретепа и најзад са трењем при I<отрљању. Наша", је да је отпор при котр­

љању цнлиндричног ваљка сразмеран оптерећењу а обратно сразмеран полупречнику 

ваљка. О суштини отпора при котрљању ннје дао објашњења . 
. Енглески инжењер Рени (G. R е п п I е) вршио је 1825-1829. огледе да иађе вели­

чииу хабаља додирних површииа при трењу тела разног материјала. Поред тога опажао 

је и отпор трења Служио се као раније Паран СТРМОМ равни. Огледно TeJfO клизило јело 
њој само 11,4 ст. Сем материјЗiIа који је Кулон испитивао, одредио је Рени коефицијент f 
ва кожу па ливеном гвожђу и нашао / = 0,315 за оптерећење 0,5 kg/сmЗ 11. f = 0,255 
sa двоструко оптереl!ење. За међусобно трење сукна: f . 0,5 до 0,35 према квалитету. 
Најмању вредност нашао је за челик на леду: / = 0,027 за 0,7 kg/cmZ а/ = 0,014 
за 0,6 kg/сш'. 

, Скоро 40 година сматрани су Кулонови огледи као једини поуздани за тех-

ничке рачуне. 

1830. почео је француски арт. капетан Морен (А. М о г i п, 1795-1880.) своје врло 
обимне 11 прецизне огледе са отпором клизања. У принципу његов је уређај био сличан , 
Кулоновом. Дужина пута износила је до 4 т а брзина до 3,5 m/sec. Напон ужета које 
је вукло саонице и дијаграм пута и времена бележени су аутоматски.' Нормални при­

тисак варирао је измеђУ 46 и 1145 kg, а додирне површине између 40 и 880 ст2• • 

Огледе је вршио на разним врстама дрвета. камена, ГВО,жђем, месивгом, бронзом 

у многим комбинацијама, са кожом и ужетима, са сувим, овлаженим и мазаним повр­

шинама. Резултати се нису слагали са Кулоновим. Тако на пример за храстовину на 

храстовини са кретањем паралелно влакнима нашао је Кулон:. Ј= 0,104, /0 = 0,440 а 
Морен: Ј= 0,478, /0 = 0,625, Узрок ових иесагласнОСти лако се објашњава тиме што 

степен рапавости'- није могуl!но строго i!ефинисати, према томе није могуl!но ни исти 

степен у доцнијим огледима репродуковати. 

Из свих 179 серија са по хиљаду 'огледа што их је Морен извршио, извео је 
ове опште закључке: Трење при кретању је 1) Сразмерио притиску, 2) Независно 0)1: 

величина ДОдi!РНИХ n вршина . и 3) Независно од брзине кретаља,. 
Морен је 1831. вршио огледе са трењем у рукавцима од кованог и ливеноr 

гвожђа и бронзе и нашао из 188 огледа коефицијеитетрења за подмззиване рукавце 
(са уљем, свиљском масти или сапуном) при сталном мазању: Ј, = 0,054, при обичном 
мазању:/,=О,070-0,080: за мало мазане, суве или ВОАОМ квашене pYKaBne:j,=O,140-
0,160. Доцније (од.1847) вршио је Морен огледе са отпором при котрљању са. циљем 
да одреди отпор запрежних кола на обичним друмовима. 

Оа Мореновим радовима завршена је прва епоха експерименталног испитивања 

трења. Техника је усвојила Кулон-Мореиова глеАишта и коефицијенти /. и ј Море-
пови и данас су скоро ИСКЈЬ учиво прииељени. 
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у доњој таблици наведени су коефицијtШТИ 10 и 1 за неке мате­
ријале који се из познатих разлога могу сматрати приближним ве­

личинама. 

10 за стаТИЧRО трење 1 за трење при клизању 
Материјал 

, , 

, 

Ica водом ,'о 

суво мазано са водом суво мазано 
, I . , 

. 

Чеnик по чеnику 0,15, . 0,10 - 0,10 0,01 -
Ковано гвожђе по ливеном 

иnи бронзи 

Топљено по вареном 

гвожђу 

Метаn по дрвету 

д рво ПО дрвету 

Кожа по метаllУ 

рво по камену д 

ч . еnик по nеду . 

0,18 0,10 

0,50 0,13 

0,60-0,50 0,10 

О,65. . . '0;20 
, 

0,60 0,25 
. 

до 0,70 0,40 

до 0,027 -

- 0,16 0,01 -
. 

0,65 0,44 - 0,22 

- 0,50-0,20 0,08~0,02 0,26-0,22 

0,70 0,40-0,20 0,16 - 0,04 0,25 

0,62 0,25 0,12 . 0,36 

- 0,30 - -
- 0,014 - , -, 

'69. I<ретање таЧI<е по рапавој ХОРИ30Н"fалпој и стрмојравпи. 
а) На хоризонталној рапавој равни креће се тачка под дејством 

р 

Сп. 69.1 , 

• 

дате силе Р и сопствене тежине mg (сл. 69.1) 
У правцу вертикале силе се потиру: 

N +Psin& - mg= О дакле N = mg- Psin&. 

ТаlIгенцијална сила је 

T=Pcos& - 1 N = Рсов&- 1 (mg-Psin&). 
Увођењем у,гла трења е добијамо после лаке 

трансформације убраавајуhу силу: 

т u = 1 Р сов (е - () - mg sin е . 
сове 

,. . 

Тачка ће се. кретати константним убрзаљем. У пракси биhе дата бр_· 
зина V 1 којом ће се тачка једнолико Itретати и време t1 за које треба 

ту брзину да постигне, тиме је дато убрзање u = Vl/tl' Овим IIодат­
цима налазимо величину силе Р са нагибом& из последње једначине: 

Р= (V\cos e)/t1 + g sin е m. 
. cos(e-&)' 

Најмању Вl?едност имаhе сила каДа .је именилац највеhи тј. за &= е" 

, _ ('ОЈ cos е . Рт•П - .. ·t . 
1 

+gSine)m, 
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_ вати тачку да се не креnе убрзано на ниже. У оба случаја најмаљу 
вре.цност ~tIa сила РО за нагиб {} = е према путаљи. Графичко одре­
ђиваље силе Ри ~a -разне нагибе {} је аналогно ономе под а). 

Пример. На двема стрмим равнима нагиба ау. И а2 И коефи­
цијентом статичког треља 10 леже терети Ql и Qz ве:зани међусобно 

Nz ужетом које је пребачено преко котура 

• 

Сл. 69.3 

. 

на врху путаље (сл. 69.3). Када зане­
маримо треље у котуру биhе у целом 

ужету исто затезаље В. Те~{ину ужес 

та не узимамо у обзир. Пита се у ко­

јим границама може однос Ql/Q9 ле­
жати а да не наступи кретаље. Прет­

поставимо да се најмањим повеЬаљем. 

терета Ql почело кретање на лево 

Услови равнотеже су: 

N1 = Q, СОВ a 1 , N2 = Q. сов Ug • 

По Кулоновом закону је 

Сабираљем налазимо 

~+~=~s~al-~sina2~fi(~+~ 

И после смене N1 и Nз добијамо 

Ql ~ ајп «2 + 10 СОВ аз . 
Q2 - ајn a1 -л СОВ а1 

И увођељем .угла треља ео 
-
Q, ~ ајп (a~ + ео) • 
Q2 = вјп (а, - ео} 

Када би услед повеhаља Q~ наступило кретаље на десно обрнули би 
се смерови T1lf- Т2 • ..... • 

Дp~гy границу за равнотежу налазимо из прве када ео ~аменимо са 

- ео и обрнемо знак неједнакости. Тако добијамо одговор да nе равно­
тежа посrојати за све односе QI/Qз који леже између граница 

. . 
вјп (а2 - ео) ~ Ql ~ вјп (а2 + (>0) 

, . эјп (а1 - (>0) = Q2 = ајп (а1 - ео) • 

70. Отпор трења у рукавцима.l(руг трења. Рукавац полупречни­
ка r стегнут је између обе половине лежиmта (ел.70.1) тако да на свц-



'10. отпо!? TPEiЬA у .РУltлiЩЙМл. tфуr .. ТРЕ1ЬА. 

ком елементу ds обима влада нормални 
притисак dN управљен ка центру py~ 
кавца. Распоред сила dN по обиму 

јсруга није познат, али је геометриј-

ски збир rdN једнак терету који на 
• 

2,~ 

рукав цу лежи, дакле Ј iN = Q. ДОК се 
о 

вратило не Обрhе пролази сила Q кроз 
центар круга, а када почиље да се 

обрhе и за време обртаља настају 01'-, 
порIi треља dT= / dN. Статички мо-

Сл. 70.1 

мент отпора треља у погледу на ОСОВИНУ рукавца или краће 
• 

треља РУјсавца је 

М• = Ј' dT , / Ј dN, 

I 

I 
I 
Ј 
I 

I 
I 
I 
I 
I 

момеЋТ 

гдеје Ј dN аритметички збир елементарних dN који је увек,веhи· 
од геометријског абира. Стога постоји једнакост 

f dN=a. Q, 

где је а> 1 .. 
Са ОЗIIак~ а. / = /, добијамо MOMeнr треља:. 

М • . /1' Q. 

Број /, зове се Iсоефнцијент треља рукавца, а круг полу 
пречника/1 ,=r' је круг треља. Пошто је расподела притиска по 
обиму непозната, може се /1 само огледима' одредити. Круг треља је 
обвојница (enveloppa) свих елементарних отпора: dW = dN V1 + Р1' 

Ако је рукавац у лежишту јако стегн.Ут може момент потребан 

за обртаље вратила бити врло· велйк, а Q може бити при том ма 

како мало. 

Обртање рукавца сталном угаоном брзином омогућено је обртним 
моментом једнаким и супротним моменту треља Q ,'. 

Када је рукавац или лежищте излизано, полупреЧIIИК рукавца, 

IIешто маљи од полупреЧIIика лежи шта, налегаhе р;Уlсавац само у јед­

ној изводници, тачније у једној уској прузи лежишта (сл', 70.2). Услед 
обртаља рукав ца попеhе се додирна' тачка из најнижег положаја А 

"""' . 
У В тако да је АВ = Г!!, Услов равнотеже је 

............... 
Q=N + Т; 
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са Т= QsiЩЈ је 

. MT~ Q'sin!1 = 11' Q = '1 Q, 
где sin (} = 11 значи коефицијент треља а 

'1 = 11' полупречник круга треља. 
При константном обртаљу рукавца те­

рет Qдодирује круг треља. У стаљу мира је 

МТ :;;; Т1 Q, 
дакле Ье Q сеhи круг треља. 

• 

Сл. 70.2 Изведени образац момента треља за 

суве површине примељује се у технирiЮј 
пракси и за мазане површине са коефицијентима Мореновим (чл, 68), 

, - . . 
и 'ако код ових владаЈУ сасвим друге прилике. 

П р и м е р. Равна плоча .тежиие Q виси о хоризонталној ЦИЛИНДРИ'lној осовиии 

полупречиика r (сл. 70.3): Пита се колика' мора бити сила Р у датој иападиој nинији 

а':"'" а И са датим поnупречником r.' круга статичког трења, која би могnа плочу К 
покренути из стањамира. 

, у слов равнотеже је да се сипа Р, тежина плоче Q и отпор W секу у јеДIIОј 
тачки. Та је тачка веЬ одређена IIресеком силе Q и дате прав<: а-а. Отпор W мора 
кроз ту тачку С пролазити и круг' статичког трења додиривати. Како из С можемо 

б) 
iJ 

• 

" •• 

р А' А Д' 
1 

~ I 

('... ..." 

а) 

С ... 70.3 

две тангенте на тај круг ПОЛОЖ~ТII, има задатак два решења помоЬу два троугла 

сила (сл. 70.36). Сипа Р ће покренути плочу. К на десно (у смислу скззаљке на сату) 
а сила Р'у 'супротном смисnу. При томе се додирна тачка измеljу nл()че. и' осовине 

помиче из А. у А односно А'. Ако дата нападна линија а - а сече круг трења, никоја 

веnичина си,е Р не може кренути IIЛОЧУ из стања мира. Имамо случај самокочења. 

71. Отпор трења при KOTp~aњy. Цилиндрични ваЉ8,It остаЬе у 
миру на хоризонтално] равни у сваком положају. Искуство нас учи да 

i 



71. отпор ТРЕЊА при КОТРЉАЊУ 

ће остати у миру и ако подлози дамо мали нагиб {}. То значи да у 
додиру ваљка и· подлоге щ>стоји отпор Т који се потире са компонен­

том Q sin {} тежине ваљка. 

Овај отпор котрљања може~о објаснити када ваљак и његову 

подлогу не сматрамо крутим, непроменљивим, него деформабилним 

(еластичним или пластичним телима). Ваљак ће додиривати подлогу 

Сл. 71.1 • 

..... 
Елементарни отпори dW 

у маЛО1>i лукуs (сл. 71.1) и отпор под­
.логе биhе 

• 
• 

W= dW . .... ј .... 
• 

Претпостављамо да се деформапија ва.јр­

ка може занемарити а да је подлога 

пластична тј. трпи. трајну деформа-

цију. Ваљакће у кретаљу на десно оста­

вити подлогу' удубљену за висину h . 
подлоге расподељени су на кружн:и л:уккоме 

i .....' , 

је полутетива а. Њихова резултанта w лежи испред вертикалног преч. 
ника, уда,еназа дужину е. Док је ваљак умиру или у једноликом 
кретању, морају силе што нападају ваљак бити у равнотежи. Отпор 
.... . 
W разложимо у нормаЛRУ компоненту N ИХQРИЗОНТалну компонен'1У 

Т. Прва се потире са Q а Т налазимо из сличности троугла сила 
.......... ..... 
W, Q и Т са троуглом на сл. 71.1: 

\ 

Т: Q = е: R, , 
, е е 

Т= R Q = R N. 

Исти резултат. добијамо из УСЈIOва равнотеже да· збир момената око О 

мора бити једнак нули дакле, 

Ne-' TR=O. 

Момент Ne зове се момент трења при котрљању а дужина 

е је коефицијент трења при котрљању. ОШfIОр крешањаџрu 

кошрљању је i1роi10рцuоналан моменшу шрења u обрашно UРОИ0РЦUО­
налан i10лУi1речнuку ваљка. 

Крак е силе N можемо под извесним претпоставкамарачуном 
одредити. Из Геометрије круга имамо однос а2 = 2Rh. KaKo:jeh према 
R м:ало, можемо кружни лук тетиве а сматрати параболом са: верти­
калном осовином. Са даљом претпоставком да је на сваком месту 

лука притисак пропорционалан угибу, пролазиhе ОтЦОV W кроз тежиште . 
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, 
пар.аболичног сегмента, који је за 3а/8 удаљен од вертикаJIе Тако 

налазимо 

е = ~ а = ~v 2 Rh . . ~ 8 

8а дато оптереhење Q мора 1I0вршина параболичног сегмента дакле и 
производ а h = С БIIти независан од R; копстаП'Iа С зависи само од 

Q и од попустљивости подлоге. Сменом h из последње једпачине ДО;­
бијамо аВ = 2R С И одавде 

3Э.~~ 
e=gV2RC .. 

8бог несигурних претпоставки овај '{'еоријски образац нема ве­

лике вредности. Најсигурнији начин за одређивање ltoефицијента је 

~epeњe вучне силе Н = Т помоhу динамометра и примене обрасца· 

е= TR/Q; 
Ако подлога ваљка није ПОТПУIj:О пластичпа, она Ье се иза ваљка 

мало поднпи; додирни лук Ье се продужити'иза ваљка, тако да Ье се .... 
растојање е резултанте W од вертикале ,смањити и тиме и отпор Т 
бити мањи. 

На потпуно еластичној подлози је додирни лук симетричан пре­

ма вертикали кроз центар ваљка па би се могло мислити да Ье отпор 

котрљања због е = О потпуно нестати. Међутим оглед каже да је сада 

отпор много мањи него код пластичне деформације тла али није јед­

нак нули. Та ,се чињеница може овако објаснити. Под притиском 

ваљка на потпуно еластично тло настаје поред удубљења у вертикал~ 
ном правцу и истезање у уздужном правцу. Услед тога је дужина 

пута што га ваљак за потпуни обрт на тлу пређе, нешто мањи од 

његовог обима, то значи да ће на неким местима настати клизање на 

тлу. Отпори трења тог клизања dT даће са нормалним отпорима dN 
, . .... 

укупни отпор W који Ье као и раније нападати тачку удаљену за е 

, испред вертикале. 
Коефицијент е зависи од физичке особине ваљка и тла. Када 

количник e/R означимо са 1-'1 добијамо отпор трења при котрљању: 

, T=1-'1 N 

истог облика као што је Кулон-Моренов закон за трење при клизању. 

Према огледима варира величина е између 0,05 ст за челичне 
точкове на шинама и (1,0 до 1,5) ст за точкове са гуменим обручем 

на меком тлу. 
, 

72. Отпор точкова код вовила. Најстарија сувоземна возила 

била су саонице. На њима су превожени и нрло велики терети (спо­

меници у Египту и Асирији). Ради смањивања отпора трења саонице 

су клизале на цодметнутим гредама које су уљем маЗ,ане. Доцније су 
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• • 

подм:етани ваљци на којима су се· терети котрљали. Тај нач~н покре~ања 
примењује се и данас при померању, зграда на челичним ваљцИма. 

Истовремено биле су већ познате Двоколице за мање терете (путнике). 

Конструкција точкова за веће терете тек је доцни1е успела. . 
• 

, . ' 
Транспорт ваљцима и колима раЗЛИКУ1е се у томе тТОНII: ваљ-

цима лежи терет непосредно док се код кола преноси преко кота 

(сандука) и постоља на осовине и точкове. Осовине су' или чврсто 

'веЗ3.1lе са. точковим:а (код железничких кола, аутомобила) или сЗ: по· 
стољем (код запрежних кола). 

При' транспорту терета на ваљцима појав~ују се два отпора 

котрљања: између ВЈј.љка. и подлоге (коефицијент еЈ ) и између' ваљка 

и плоче која носи терет (коефицијент e~. Када поред терета Q узмемо 

а) 
Сл. 72.1 

б) 

у обзир и сопствену тежину ваљка О односно 0/2 (сл. 72.1) биhе ко-
мент трења при котрљању 

Мк. = Q (е1 + еа) + о et. 
На сл. 72.1а напада вучна сила Н1 центар ваљка дакле је НЈ = MtIR, 
а на сл. 72.lб напада На обим ваљка, дакле је Н! = 1/з MtIR. 

• 
Код 'колских точкова јавља се само на тлу отпор котрљања,' 

Т eN N ~" 
Ј = R = 111, " , 

·али њему придолази отпор трења урукавцу осnвине око које 

обрhе. Видели смо (у чл. 70) да резулту­
јyhи отпор W2 мора при једноликом обр­

тању додиривати круг трења (сл. 72.2) 
са полупреЧRИКОМ г' = /Ј г, где је г по­

лупречник рукавца а {l коефицијент 
трења у рукав цу. Разлагањем о:rпора 

Ws у компоненте Т1 и N налазимо 
" 

/l Г " 
Т2 = R N = flа N. 

, 

Укупни отпор точка под притиском N, 

• 

Сп. 72.2 ' 

се точак' 

, 
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'услед котрљања и трења у рукавцима (СЛ. 72.3) је 

.. т . о 11 r + е N" ' . 
. = ТЈ + Т2 = о. R о = (."1 + Џ2) N = f' N 

, 

Сл. 72.3 

Отпор трења Т је дакле сраз-
. 

меран' нормалном ОТПОРУ' као 
• 

и код Iшизања по рапаво) 
о 

равни. 

Сви обрасци које смо на-
о • 

шли за клизање тела по хо-
;,.. . . 

ризонтално) и СТРИОl рапаво) 

равни важе и за кретање кола 

када коефиције~т клизања f 
заменимо са коефицијентом f' 
отпора кола. о 

, 
Као што смо f изразили 

углом трења е (J=tg р), тако можемо . и џ = tg fJ изразити тангенсом 

угла (1. У. медеЬој таблици наведене су вредности џ о и (1 за разне 
коловозе. 

• 

Железничв:е шине 

Трамвајске шине 

Асфалтн~ друмови 

Добри обични друмови 

Суви земљани путеви 

Новојпошљунчени путеви 

Пешчани путеви 
, 

0,005 
0,006 - 0,008 

0,0125 о 

0,020 
0,050 

. 0,142 
0,14 - 0,28 

fJ • 

ОО 20' 
ОО 20'- ОО 30' 

0045' 
1010' 
2°50' 
8°10' 

80-15040'. 

Из ових бројева видимо д'а ако одбацимо последњи ред таблице, 
максимални угао (1 износи 80, sin 80 = 0,139, tg 80 = 0,140, cos 8° = 0,990. 

С обзиром на приближне вредности коефиције:nта џ можемо у 

обрасцима чл. 69 са довољпо тачношhу ставити sin fJ = tg fJ и cos {Ј= 1 • 
. 

Нагиб путева а према хоризонтали означава се са успоном 

tga = Р. Тако НII. пример р - 2504'00 о значи да се о за 1000 m хоризон­
талне дужине пут попне за 25 ш.· Максимални успон железница је 
350/.0 а дру!:[ова (60-80)%0 што одговара углу а . 4040'. Можемо дакле 
ставити вјпа = tga и сова =1." О, . • 

Кад још имамо на уму да ће' и нагиб {} вучне силе' према пу­
тањи бити мали, гласиhе iедначина за вучну силу: 

Н = П вјп (е ± а) 
. f сов (е -.:Ј.) 
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. која ће терет Q конотантном брзином вуhи (чл. 69) краће: 

Н= Q(Il± '1'). 
• 

3а кретање на више важи горњи знак, за кретање на ниже доњи. 

3акретање по хоризонта.лном иуту је '1' = О. 
• 

'0 • При раЮlатрању кретања кола сматрали смо кола матеРИЈалном 

таЧIШМ, тј. телом које се транслаторно креће (чл. 47.). Обртање точ­
кова нисмо узели у рачун, што је допуштено јер је маса точкова 

према укупној маси о возила незнатна. 

Коефицијент 10 статичког трења клизања од значаја је за кре. 
таље локомотиве. Ако са Q означимо онај део тежине локомотиве 
који лежи на моторним ТОЧКОВIIма и. онима која су са њима 

спрегнуrа(т. зв. адхеЗlIона теЖIIна локомотиве) а са Н потребну 

вучну силу, локомотива ће се кренути само ако је. Q 10 2:: Н. У про· 
тивном случају локомотива. се неће кренути а адхезиони точкови 

о обртаhе се на месту услед притиока паре. 

Кретање сваког возила састоји се из три дела: 1) Покрет од V:=O 
. до прописане брзине V 1 • 2) Ј еднолико кретање БРЗИНОМV1' 3) У спо­
рено кретање до V = О. Нормална брзина v, као и време t, за које 

треба да је брзина v 1 постигнута дате су величине. Дакле је U = V , /t1 

одређено. 
'Теоријски био би дијаграм убрзања и времена правоугаоник 

основе t1 и висине и. То би значи-

• 

• 

Сл.7~4 

ло да возило масе т моментано на­

иадне сила Р=mи, другим речима 

удар који не би био пријатан ни 

за путнике ни за возило. Да убр­

зање иорасте од нуле до коначне 

величине u и обратно потребно је 

и ако мало, али коначно време Д [. 

Дија-грам u = f (t) биhе· у ствари 

траиез са основом t1 и паралелном 

OTpaHO~l ((l - 2 Д t) (сл. 72.4). Ди­

јаграм v = j(t) биhе у интервалима 
Д t парабола са вертикалом· осови­
.ном које додирује права нагиба 

ср = атс tg tl. 
73. Новији ог леди о отпору трења. Нагли развитак машинске 

и саобраhајне технике у другој половини прошлог века дао је повода 

многим и обимним огледима са циљем да утввде утицај брЗI!:не, нор-
, I .' -

малног притиска и величине додирних површина на коефицијенте 1 и 10' 
Из великог броја прецизних огледа изврmених ради провераваља 

Моренових огледа закључио је Конти (Р. С о п ti 1874/75.) да за мале 

Механика тачке 10 
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брзине 1 I1споче1'ка расте са v, за v = (1 "-- 2) m/sec постизава мак­
симум а после опада, испрва нагло а после спориј'е. Разлика изыеђу 
почетне и максималне вредности 1 је тим мања што је веhи нормални 
притисак. 

3а Механику железничког саобраhаја од интереса 'су отпори тре­

ља клизаља при веhим релативним брзинама, Француски пнжељерп 

Поаре (Ј. Poiree, 1852.) 11 Воше (Н. Bochet, 1861.) врttrиШI су огледе са 
, 

трењем између железничяих точкова у обрrању и папуqе за кочење, 

као и између укочених точкова и шина . за брзине од 4.до 22 m/sec. 
Резултате огледа изразио је Воше обрасцем: 

./ =/0-100 +!. 
l+av оо 

где су а,l, 10 11 100 константе зависне од материјала. 3а v = О 

даје образац f = 10 коефицијент статичког треља. 
У истом циљу вРшиоiе Енглез Галтон(Dоuglаs Gal Љп, 1878-1879.) 

велики број огледа са О;ЩИЧНим уређајем и дошао до сличних резул­

тата као Французи. 3а кретаље точкова по челичним шинама нашао 
• ] е просечно: 

1 = 0,088, 0,065, 0,027 . за v = 3,09, 15,16, 26,7 m/sec. 

Галтон је испитивао трење папуча од ливеног,гвожђа на челичним 

бандажама точкова и нашао екстремне вредности: 

1 = 0,058 - 0,123 код v = 26,8 m/sec 
и 

1= 0,123':"- 0,325 код v = ,2,1 m/sec. 
Све резултате огледа Поаре·а, Воше-а и Галтона изразио је Франке 

(Ј. Franke) обрасцем: 

1= аг-а. (v у m/sec) 
. са константама: . 

а = 0,29 а = 0,04 за лив ено гвожђе на челику, СУВО 
• 

0,29 0,02 за ковано гвожђе на кованом гвожђу, суво 

0,24 0,029,," "» л "влажно. 
, 

Огледи које је Вихерт (Wichert, 1889.) вршио са кочницама же· 
лезниqких кола при брзинама до 90 km/h даЈIИ су резултате r,оји се 

подударали са ранијиМа. Савез Управа немач~их железница Усв01ио 
је стога Воше-ов образац са константама: ' 

а = 0,226, 100 = 0,0495 ј о' 

10 = 0,45 за суве, 10 =0,25 за ·влажне површине. 
Са брзиномV у kmjh гласи Воше-Вихертов образац: 

I_~ 1 +0,0112 V. 
- о 1 + 0,06 V 
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• 

Најновији опити130нтеаи3акса (Н. Bonte, 1915.; G.,Sachs,1924.) 
врmени су помоћу I,ОБИЧНИХ (Бонте) или цилиндричних (3акс) ваљака 
ОД )lатеријала за које је требало испитати отпор треља. Један ваљак 

добија угаону брзину трансмисијом и преНОЩI обртаље на. други ва-

. љa~, који га под притиском додирује. (Фрикциони точкови). Нормални 
притисак између ваљаIШ регулиmе се теговима а отпор треља Т мери 

се динамометром. Најважнији резултат ових огледа је тај да се отпор 

трељаТне може изразити Кулоновим законом него обрасцем: 

Т= To+/ooN 
приr,азаним на сл. 73.1. 

't 
ј: 
'1 

!;аЈ 
11 
. 1 

, 

I ' . \ . 

~\ . Т . 
..,..1~~t -----------------I:.-a 

')fl' -н ....... оо 

Сл. 73.1 

Ако усвојимо Кулонову дефиницију: 

T=/oN 

:>Н 

онда 10 није више независан' од N него је изражен са 

\ 
ј r +ТО 
0= Јоо N" 

дакле опада по хиперболичком зан:ону. . 
Коефицијент 1, треља у РУIшвцима зависи од расподеле нормал­

ног отпора на обиму РУI,авца. Из произвољних претпоставака о тој 

расподели изведени су противречни односи између 11 и Кулоновог. 
коефицијента 1. ' 

у теХlIичкој примени и данас је одржан однос проф. Реја (Th 
Reye, 1860.): 

4 
ft,=-j. 

" 
Инжељер Хирн (G. А. Hil'n) врmио је огледе (1854.) са рукавцима 

ХОРИЗ0нталног вратила у лежиштима од разног материјала. са разнИМ 

10* 
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мазивима; циљ тих огледа било је одређиваље механичког рада утро­
шеног на савлађивање отпора трења у рукавцима. Хирн је нашао за 

механички еIшивалент топлоте вредност 370 kgm (тачно 427) а за 
• • 

отпор 'Трења у рукавцима нашао ]е да ]е за суве површине независан, . ' 
а за добро и RОНТИНУално мазане површине готово сразмеран брзини. 

Знач:~јнији и поузданији су огледи lI:oje је Управа Ханове­

ранских жељезница вршила 1861-62. под руководством директора 

Кирхвегера (Kirchweger). Осовина желеЗНИЧIШХ кола са својим нор­
малним лежиштима YTBplJeHa је у лабораторијп на дрвеном постољу 

и трансмисијом стављена у обртање. На једном лежишту положена је 

равнокрака полуга са тасовима за тегове што треба да врше прити­

сак на рукавац. Главни резултати огледа су: 1) За обична оптереhења 
100 kg сm-2 рукавца отпор трења је независан од величщз:е оптереhене 

површине. 2) При 360 обрта у минути (брзини од 16,7 msec-1) отпор 

трења је независан од брзине. 3) 3а конзистептна мазива (JIOj, IШЈl­
мово уље) и мала оптереhења, коефицијент трења је веhи него за течна 
мазива. При веiин! оптереhењима, када се рУI\авац загреје, смањује се 
коефицијент трења. 

Проф. техничке школе у Њујорку Турстон (R. Ц. Тhнrstоп) кон­
струисао је 1878. апарат за испитивање трења у рукавцима коме 

је главни део било физичко клатно. Циљ му је био да одреди законе 

трења у рукавцима у врло широким границама притиска, брf!ине и 

температуре. Резултати његових огледа као и обрасци које је из ових 

извео, нису поуздани једно због конструктивних недостатака апарата, 

а друго због УСIШХ граница притиска (од нуле до 70 kg сш-2) И брзине 

(6,9 msec-1 ) обртања. 

По решењу Удружења машинских инжењера у JIондону' вршио 

је 1882. инж. Бошан (ВеаисЬатр Tower) огледе са трењем у ру­
кавцима. Рукавац био је од лежишта одвојен слојем уља. НајвеЬе 

оптереhење рукавца било је, 44 kgcm-2 а највећа обимна брзина ру­
кавца 2,4 msec-1. Огледи су показали да отпор трења расте са до­

дирном површнном при истој величини притиска, а при сувом трењу 

је отпор независан од поврmине. До обимне брзине 0,5 msec-1 опада 
отпор трења а преко 0,5 m sec-1 расте са квадратним кореном брзине. 

Теоријска расматрања о трењу у рукавцима циришког п'олитех­

·ничара Реје-а (ТЬ. Reye) доцнијег професора Пројективне Геометрије, 
1860. и проф. Грасхофа (Grashof) 1861. баве се хипотезама о рас­
подели притиска на обимне површине на основу закона еластичнос'1И 

чврстих тела. 

Први који је трење између подмазиваних rtовршина сматрао хид­

родинамичким проблемом био је Петров (Н. Петровъ). Он је зами­

rnљао да се рукавац полупречника r обрhе центрично у лежишту по-
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лупречника r + s; сЛој мазива дебљине s врши притом лашmарно 
кретаље вискозне течности, зависно од обимне брзине v. Тако налази 
коефицијент треља: 

.1.v 
/1 = 211: Р 

r 
s ' 

где је .1. константа унутарљег треља ма3Iща а Р оптеJi)еhељена је.и;и~ 

ницу дужине рукав ца. Овај образац проверавао је Петров огледима 

Hirn-a, Kirchweger-a и Thurston-a. 
Рејнолдс (О. Reynolas, 1886.) закључио је из искуства да се ру­

кавац не обрhе центрично у лежишту, И поставио је теорију са прет­

поставком променљиве дебљине слоја s. У доцнијем свом раду (1!100.) 
сложио се Петров са том теоријом. 30мерфелд (А. Sommerfeld, 
1904.) је мате}IaТИЧКУ обраду теорије знатно упростио и тиме омогу­

hио упоређење са многим најнови1им огледима. Овим су се питаљем , 
бавили и руски научници Жуковски (Н. Е. Ж у к о в с к й) и Чапљигин 
(С. А. Чаплыгин), Москва 1904. 

. 
р. I<РЕТАЊЕ ТАЧI<Е У I<РИВОЈ ПУТАЊИ 

74. Динамички услов ва криволиннјско кретање. Из l{инема· 
• 

тике знамо да при криволинијском кретаљу тачке убрзање заклапа 

са правцем брзине, дакле са тангентом на путању угао ђ, О < {} < л, 
који се континуално мења са временом и да је убрзање управљено 

ка конкавној страни путање. На оним местима путање у којима fJ 
прелази из позитивне вредности у негативну ({} = О), путања има 

""":Ј!о ' - ~ 

превојну тангенту. По Њутновом 1I закону је сила р= muвек· 
тор истог правца и смера као убрзање. 

Динамички услов да се тачка креће по криво} путањи јесте T!Lj, 
• - о. .-

да сила К01а на њу де1СТВУ1е заклапа у сваком моиенту кретања са 

правцем кретања (брзине) угао различит од О и 180°, 

о 

, 

3амислимо да се тачка масе т креће по правој Ох (сл, 74.1), да 
се у времену t .- О налази у О и да 

има брзину Ve, У тренутку t = О на-
А 

- - - -~.- -;:;.,..Ј: падне тачку сила р ЧИ1'и правац 
~ " 
Ц1", заклапа са Vo угао ср, За време dt , 

- ~ - __ ', можемо силу сматрати константном 

- - - - - -- - - ::. ~ t' по правцу· и величини. Када не би 
-+ 

било силе р, тачка би по закону 
Сл. 74.1 инерције у једном тренутку прешла, 

--+ -+ 
У правцу почетне брзине, пут ОА = Vo dt, а када не би имала по­

-+ 
четну брзину, она би се кретала убрзано у правцу и смеру силе Р и 



150 ГЛАВА т. - ДИНАМИКА МАТЕРИЈАЛНЕ tАЧltЕ 

_-+ -+ 4- -+ . --+ -+ 
прешла пут ОВ = а (dt)Зј2 где је а = Рјт. Стварно пређени пут OC=ds 

-+ -+ 
биhе дијагонала паралелограма коме су стране путови Vo dt и a(dt)2j2. 

-+ 
Из овога се види да се утицај силе Р, кад се она не поклапа са прав· 

• 
цем кретања, саСТОЈИ у томе што она приморава тачку да скрене 

-+ 
с правог пута ОХ којим би продужила да се креЬе, када силе Р не . 

.... -+ 
би било. 3бог тога смо елементарни пређени пут D = а (dtYj2 у правцу 
дејства силе назвали девијацијом или скретањем. Из EeKTopcr,or 

-+.... , 
троугла ове види се да девијација D = t:::,. ds претставља геометриј-

, .... 
CIШ (векторски) прираштај пређеног пута ds. У наредном времену dt 

~ ~ -+-+ -+ -+ 
преhи'\1е тачка пут dSj = ds + D, dS2 = dS1 + D, итд. Тако добијамо 

-+~-+ ./ 
полигон са странама ds, ds1 , ds2 , ... који за dt .... О прелази у крив'у иу-

\ .... . .... 
тању тачке. Ако је сила Р константна биhе вектор D константан, а 

• 
путања ће бити парабола (чл. 41.1ј. 

75. Слагање и раsлагање сила. На основи дефиниције силе 

(чл.ll.) закључујемо да став о паралелограму важи за силе као и за 

убрзање тј. да је паралелограм сила сличан паралелограму убрзања. 

3амислимо да на ыатеријалну тачку т делују само два тела К1 и К2 
-+ .... 

која дају тачки т убрзања а1 и и2 • Пошто су по закону независности 
. "" . . 

деЈства тих уорзања иста када тела Једновремено деЛУЈУ као и када 

би посебно деловала, тоЬе тела К1 и К • . када истовремено дејствују 
.... -+ -+ 

дати тачки убрзање: ат.= а1 + а2, а из основног динамичког закона: 
-+ -+ -+ -+ -+ ~ 

. р = ти и једначине: т ат = т и1 + т а2 следује: 
.. - -+ -+ -+ 

Р• = Рl +р., 

, дакле став о паралелограмусила. 
. -+ -+' 

Када та два убрзања и1 и и2 која дају тачки т тела /(1 И /(2 сло· 
' .... 

жимо (сл. 75.1) поиоhу паралелограма, онда нам дијагонала ит тога 

-- -tIZ 15 
~--::- - - "\ - -..,..., 

\ ........ ,... \ \ 
(7.\ .,* \ \ 

'F \ .......... \ \ 
. \ \ ,- - - - - -"'" \ ......... -> -' .. ~ \ 

4"-------- ~ 
Сп. 75.1 
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-+ 
паралелограма помножена са масом тачке значn резултујуhу силу Рт• 

Дејство с твар них тела К1 и К2 на тачку биhе исто каољ дејство 
• -+ . 

замишљеног тела Kr~oje се налази у правцу убрзаља Ur. Јасно је 

да тела К1 • К2 , K r морамо сматрати материјалним тачкама да би 
. ..... , 

правци u били одређени, 

3амену двеју или више стварних сила једном замишљеном силом 
..... ..... -+ 
R ИСТОГ дејства З0вемо сл аг а љ е сила Рl' Р2, ••• а замену једне 

..... 
стварне силе R двема или више замишљеним силама зовемо р азла-. ..... , 
гаље силе R. • 

:Материјалну Т1\ЧКУ т нападаhе уопште више сила, било да су 

све ИСТОГ или различитих физикалних порекла. Ако је тачка слободна 

биhе све силе Д а l' е, ако је пак тачка у СВОМ кретаљу ограничена, 

нападаhе је и непознати отпори које имамо да из динамичких јед-
-+ 

начина одредимо. Геометријски збир свих тих датих: сила Р и непо-
-+ -+ -+-+\ 

знатих отпора W означиhемо краће са "i:,P + ~ W = R па ће тада на 
• • 

основу принципа независног деlства, динампчка Једначина тачке 

гласити: 

• 

Динамичrtу једначину постављамо тако да на једној страни став­

љамо производ из масе и убрзаља тачке а на другој страни све оне 

силе {соје тачку нападају. А за интегралеље ове диференцијалне јед-
• 

начине другог реда сводимо]е на нулу. 

Векторску једначнну разлажемо у три скаларне по ивицама пра· . 
воугаоног триедра што нам је из Rинематике познато. Тако добијамо 
три скаларне динаиичке једначине: 

у Декартовом систему О (х, у, г): 
. 

d
2x _ R т d2y _ l' т d2z R . 

т dt'- х, dt" - 'у. dt.= х· (75.1 ) 

у цилиидричном систему О (ср, r, z): 

d'r /d'P)2 т d (d'P) d2z т dt2 - rl dt = Rr, rdt т2 
dt =Rc,m dt.=Rz; (75.2) 

у природном (Ајлеровом) систему М (t, п, Ь): 

dv mv2 

т d = Rt, - = Rn, О = Rb • 
t е 

(15.3) 

76. МехаНИt{КИ рад силе у кривој путањи. Функција силе • 
. Код кретаља тачке у правој путањи дефинисали смо елементарни ме-
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ханички рад силе Х као производ из силе и елементарног пута dx: 
(}А = Х dx. Правци оба вектора стално се поклапају. Код криволиниј­
ског кретања правац тангенцијалне компоненте Ре У сваком се тре­
нутку поклапа са правцем пређеног пута ds и према томе и при кри­
волинијском кретању дефиниција мехапичког рада је иста, као и код 

праволинијског кретања када силу Х заменимо тангендијалном силом 

Р! а пут dx са ds. Дакле је 

- OA=Ptds. 

Ако угао, којп сила Р заклапа са елементарним путом ds тј. са 

тангентом, обележимо са (Р. ds) (сл. 76.1) онда је величина тангенци-
• 
1алне силе: 

пр 
\ -

\ .,'" 
,П'/" 
~7 

--- т \ 
п 

Сл 76.1 

Р! = р cos (Р, ds) 

а њен механички рад на путу ds је 

Мр = Ptds = Р cos (Р, ds) ds. (76.1) 

Елеменшарнu механички рад силе Р једнак је иро­

lliЗВОДУ ЩЈ сшварно upei}eHoz uуша ds и иројекције 

Р cos (P,ds) силе на иравац uуша. У горњем произ­
воду имамо три чиниоца: . 

Р cos (Pds) и ds 

и ако их напишемо другим реДОll1 

ОАр = Р ds cos (P,ds), 

добијаыо: 
\ 

(76.1а) 
. 

тј. елеменшарни механички рад силе Р једнак 

иројекције upei}eHoz uушй на иравац силе .. 
је ироивводу 113 силе 11 

Механичкн рад је позитиван за cos (Р, ds) > О а негативан' за 
сов (Р, ds) <: О. 3а сов (Р, ds) = о, тј. када је сила Р y~paBHa на правац 

. . . \ 
елементарног пута њен ]е механички рад ]еднак нули. ' 

у Векторској алтебри израз: 

. .... .... 
Р ds cos (Р, ds), 

.... .... 
1·ј.nроизвоД иитензитета двају вектора Р и ds II косинуса угла што га 
ови векгори ыеђу собоы заклапају, назива се: с к ал а р н и м, унутар-

.... .... 
њим или радним производом двају вектора Р и d s и означава се са 

........ .... .... 
Pds или (Р ds). 

Дакле се елементарни рад може бележити: 

........ 
M=Pds .. (7.6.2) 
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Трећа дефиниција механичког' рада гласи: Елем.еншарнu м.еха­

нuч/ш рад је скаларнu ироиввод сuле u елем.еНiIiарног иом.ерања тачке. 
-+ 

Када тачку нападају више сила Р; (i = 1, 2, .. . ,n) и тачка се, по­
-+ 

мери за bs, врmиhе силе укупан мехаНfIЧЮI рад: 

п -+ -+ 
А=02 р OS, 

. I 
-+ 

а пошто је у OBO~1 збиру 11 s заједнички фактор За све силе, то 1е 
-+ -+- ~'~ 

ЬА =дs 2н == дs R. 

Механuчкu рад сuле R једнак јеалгебарском sбuру радова њеНllХ КОМ­
liоленаiIiа. 

-+ 
Ако су Х, У, Z ортогоналне компоненте силе Р. а dx, dy, dz ор-

-+ • 
тогоналне компоне нте помераља д s, елементарни механички • 

рад Је 

д' А = Х dx + У dy + Z dz • 

у цилиндричним координатама је . 

дА = Рт dr + Рс r dr:p + Р' dz. 
. ' . 

Из инфин'итезиыалног ~ачуна знамо да је израз: 

, Xdx + Xdy + Zdz 

саыо онда потпун диференцијал dA када су Х, Y,Z 
изводи по х, у, z једне исте једнозначне фу.нкције: 

• 

И = f (х, у, z), 
Т. зв. функције силе. / 

(76.3) 

(76.4) 

делимични 

Елементарни рад с;rле Р бпhе дакле потпун диференцијал ако 

љене компоненте задовољавају три услова: 
-, , -

дИ . дИ 
Х = дх ' у= ду , (76.5) 

који се могу изразити једном векторском једначином: 

р = i дИ + -'t дИ + k дИ. 
дх ] ду дг (76.6) 

~ 

, 

Израз на десној страни једначине (76.6) зове се гради} е'нт функције·И. 
3а силе које' задовољавају једначину: 

-+ 
р = grad И, 

где је И једино функцуја по'ложаја (х, у, г) је 

• дА=dА=dИ. 
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Ако тачка коју таква сила напада пређе пут од неке тачI\'е 

r (ХћУ" Zr) до тачке s (Xs, У., гз) у којима И има вредности ИГ и И., 
->-

онда је на тоы путу сила Р извршила рад ,: 
s 

с А = fdИ = ИВ - Иr• (76.7) 

r 

МехаllUЧКU рад lIе saBUCll од ДУЖUllе ни облика ауiЛа него само од , 
врещюсшu И У !срајњим шачкама uуШа. Преыа тоые al,o нападна тачка 
пређе од r до s произвољан пут, а затиы од s до r ыа' који други 
пут, биhе . 

->-
тј. ltlехаllUЧКU рад сuле Р = grad И lIа ма којој sашвореној ЛНIlUјU јед-
нак је НУЛU. Силе Iшје иыају функцију силе зову се из разлога л "Коме 

"ће у ЧЛ.79.. БI1ТИ говора конзервативне спле. 
, ' 

77. Скаларна и векторска поља Uбласт простора у којој свакој 

тачки одговара извесна вредност неке физикалне величине зове се 
r 

П О Љ е те величпне Према' томе да ЛИ је она скаларна ИЛI;I, векторска 

величина говоримо о скаларном или веКТОРСКОlI пољу. Скаларна 
поља су поља температуре, специфичне масе, фУНIщr:је r:шле итд., а 

векторска поља су поље брзина, убрзања, силе, итд, 

у пољу функције И значи: 
• 

, - ' f (х, У, z) = С 

IIОВРШIIНУ на којој све таЧltе поља имају исту вредност И = С. Те 
• 

површине зовеыо еквискаларним или еквипотенцизалним повр-

шинама, јер се функција 

V=-И 
зове потенцијална функција или потенцијал . 

.... 
По дефиницији: Р = grad И иыа сила правац нормале на повр-

,шину И = ,С. Норыала у тачки В површине И = С сеhиhе блиску по­

вршину И + дИ у таЧЮI В'. Са ознаком ВВ' =!Ј.n биhе величtIна силе 
одређена изводом; 

1
. /::, И dИ 
lШ --с;-

Аn .... О /::'П - dn ' 

а смер силе је онај у ком И расте. 

Разыак двеју суседних површина И = С биhе уопште у разним 
тачкама В различите величине. Што је мањи размак тим је већа сила. 
у тачки В' нормала, површине И:+ АИ сеhиhе иоврmину И + 2tJ.И у 
тачки В"; правац њен је В' В" '= /::'п' итд. Сви узастопни елементи tш 

чине полигон (раван или просторан) који за ДИ ->- О прелази у криву 
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линију коју- аовемо линијом силе. Оне су ортогоналне траје.I;tТОЈ1цје 
Iювршина И = С а диференцијална једначина линија силе је 

dx 'dy dz - . 
Х У Z (77.1) 

Градијент једног скалара можемо сматрати скаларюш производом 

тог скалара са једним симболичним вектором: 

7д -ta .... д 
\l = l дх + 1 ду +, k OZ ' 

који 9е зове Хамилтонов оператор, ,дакле је 

g'l'ad И = у И.. 

Оператор у ыожемо као сваки вектор иомножити векторски 1I .... 
скаларно са произвољним вектором Р . 

. Векторски производ 
.... 

ухр," 

.... 
зове се РО1'ација вектора Р и пише се 

.... .... 
l'Ot Р или сшl Р. 

Пошто оба вектора разложимо у ортогоналне компоненте добlrjа1iО: 
-

l'OtP=J (OZ_OY) +-tОХ_аZ)+k(ОУ _дХ). 
" ду oz ] oz, дх дх ду , . ' 

(71.2) 

.... -
Ако је Р конзервативна сида, добијамо парцијалним диференци-

јалењем једначина (76.5): 

дХ дУ д"И 
ду =--дх- дх ду 

. '. дУ OZ 
и аналогно: - ~ oz- ду' 

Ове једначине унесене у (71.2) дају резултат: 
.... 

oZ - дХ, ,. (71.3) 

rot Р = rot grad И = О. (71.4) 

Ротација КОllsерваШuвне силе једнака је нули. Ова чињеница може 

такође служити за дефпницију конзервативне силе. 
Векторско поље у Iшме 1'е за сваку 'l"аЧКУ поља: 

.... 
rot Р 'о 

З0ве се безвртложно поље. -
"\ 

Скаларни производ: .... 
уР 

.... 
З0ве се дивергеНЦИја вектора Р и пише се 

.... .... 
div р= уР. 
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Изражена компонентама гласи: 

divР=д~+дУ +дZ. 
дх ду дz 

330 
-+ 
р , gradU 

добијамо 

. 'д"U ,д2U д"U 
dlV grad И = дх' + ду" + дz' . 

(77.5) 

(77.6) 

Дивергенција скалара зове се и Лапласов (I,aplace) извод 
скалара и означава краће са 

\72 И или 6 U. 
Најзад налаЗIIМО 

-+ 
div rot Р = О. 

, -+ 
'Го зпачн да ако ј е у пољу вектора R: 

-+ 
div R= О 

-+ 
можемо тај вектор сматрати ротором неког вектора Р. 

-+ 
,BeKrope R за које је у свакој rачки поља 

-+ 
rot R -с-'О 

(77.7) 

• • • • 
зовемо потеНЦИЈалним векторима а векторе за ко!е lе у свако! 

тачки поља 

-+ 
divR= о 

соленоидалним векторима. 

Векторско поље у коме је 
-+-+ 

rot R= о и div R = О 

ЗОВе се Лапласово, поље. 
Пример: 

х = а (у' - х"), У =2 аху, Z = О. 

Градијент скалара, ротација ,Н ДIщергенција вектора су три основ­

на појма Векторске анализе која има примену у свима гранама мо­

дерне Теоријске физике. 

78. Вакон количине кретаља. Ведичину брзине тачке у кривој 
-+ ' 

нутањи, коју напада сипа Р произвољног правца, мења само њена 

тангенцијална компонента P1'=Pcoscp, где је ср угао што га сила за­

lщапа са тангентом на путању. Из релације: 

р _ d(mv) 
1- (је 
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добијамо једначину: 
Р1 dt = d(mv), 

која каже да је елементарни импулс тангенциiалне силе једнак дифе­
ренцијалу КОЛИ'Iине кретаља. 

у коначном интервалу (t2 - t1) времена даје интеграл: 

~ 

f Рј dt = т Va - т Vj 

" 1 

закон Iщличине кретаља у скаларном облику. 

-

" 

Алгебllрски uрирашшај количиl{е креШаља једнак је имаулсу шан-
, 

генцијалне силе у исШом равмаку времена. 

3аменом силе променљив ог правца Р1 са силом Х константног 

правца важи закон за праволинијско кретаље (чл. 49) . ... 
"'" d(mv) 

Аналогно добијамо из векторске једначине: Р = dt ' 

2 

р dt = d(mv) и Р dt = т Vz - т V1 , "'" "'" Ј"'" "'" "'" 
. 1 

дакле: векШорски арирdшшај колUЧUне кретаља једнак је ШIti1улсу на­
йадне силе (uли инШегралу силе ао времену) ва исШи равмак времена. 

Геометријска' разлика двају вектора увек. је већа од алгебарске раз-
• 

лике,. дакле lе 

2 2 

f р dt > f pt dt. 

1 1 
" 

Када у Декратовом триедру означимо са Х, У, Z компоненте силе 
"'" ... 
Р, а са vx' V Y' и. компоненте брзине v· замељују векторску једначину 
заI,она КОЛl'l:чине кретаља три с~аларне једначнне: 

2 

rXdt= mVz,,-mvЈХ ' 
"' 
1 

2 

f Ydt= mV2U- mvlU, 

1 

2 

Jz dt = т Vzz "--:- т Vlz. 

1 Ј 

(78.1) 

1. Ако су сва три интеграла раЗЛИЧИ1'3 од нуле тачка ће описи-
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вати нросторну криву путању са произвољно промеНЉИВQЫ брзином. 

2. Ако је један I!нтеграл, на пример први, једнак НУЛИ, тачка Пе 
ОI1lIсивати иросторну путаљу али ће бити 1'" = const. Мењаће се само 
компонента параЈ[еЈ[на равни yz. . . 

3. Ако су два интеграла (на пример IIРВП и други) једнltlШ IJY­

Ј[И, биhе Vx = COl!st. и /'у = COl!st., 1'ачка liC се ЩЈСтати У равни управној 
на раван ху ПРО1r!енљивом брзином t'z. 

4. Најзад ако су сва три интеграла једнака нули; тачка ће се 

кретати у правој путањи константном брзином. 

79 .. Вщ(он кинричке енеРГllје . (живе силе). Када једначину 
која дефинише тапгенцијалну· компоненту нападне СИЈ[е: . 

dv 
Рј =Pc~s (Р, ds) = т аТ 

ПОJrШОЖIШО са индентитеТОl1 ds = v dt, добијамо: 

(ти') Pdscos(P,ds)=mvdv=d 2-' 

.... 
На левој страни стоји еЛtJментарви рад· оА силе Р а на десној 

елеl1ентарна кинотичка енергија dL. Интегралеhи у размаli:У од t = О 

(када је v =.ио, а дА -'О) де вреыена t добиhе)ю: 
. ,. . ' , 

s .s ~ , 

Ј Р ds СОБ. (Р, ds) = m;.2 - m~.' = f (Х ах + У dy + Z dZ)i . 

О О 

Ова iедначина исказује закон кинетичке енергије или (по старијеы 
називу) живе силе: Прирашшај живе силе у коначном равмаку времена 

једнак је }'!еханиЧКОЈt раду найадне силе у иСШО.llt размаку. 
3а нападне силе које имају функцију U мехаНИЧIШ рад је изра­

жен разликом: 

. u - и. =Ј р ds cos (Р, ds), 

функције U у неко}! месту где је брзина v и и" где је брзина ~'o' 
3акон живе СИЈlе гласи сада: 

L-Lo = И - ио • 

у место функције U примељује се и потенцијална енергија или 
-потеНЦИlал: 

V= -и. 

СаТИl1 IIој110М гласи закон живе силе: 

L + V = Lo + Vo = Е, 
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тј. Збир кинешичке и i10шенци;алнеенергије је консшднiIiан ц вове се 

JliехаНllчка енергија, Ова једначина исказује општи ПрИНЦl:П ;М,еханике 
о одржаљу мехаНlIчке енергије. Тиме је закон који c~Jo за спеџијалпа 
кретаља упознали (чл, 54. и 57.) проширен на свако кретаље под ути­
цајем конзервативних сила. Назив конзервативан за С!ше које пмају 

,функцију и је тиме објашљен. 
, 

'Отпор треља и отпор средине нису конзервативне силе и зову 

"се Д и с и п а т и в н ~ с и Jl е .. , 

Разлику живе силе:· 

',. ,~ 

можемо изразити импулсо?t1 1 на овај начин: 3акон количине кретаља: 

-+ -+ -+ 
1 = т'и - invo, 

помножимо скаларно прво са 1) затим са t'o а пошто тако добијене 
'једна'lине саберемо, добиiеыо: 

mv' mvo' 1 (-+ -+ -+-+) -2" - 2 --:- 2 1 v + 1 ио, 

-
. тј. йрирашшај живе силе једнак је i10лувбиру скалаРНllХ ироив80да им-
i1улса сале оа време креШања са i10чешном ц крајњом брвllНОМ. 

, 

1. I<РЕТ АЊЕ СЛОБОДНЕ Т А ЧI<Е 

, " (r.~1ђЈеднолиКо кружно -кретаље. Ако се материјална тачка т· 
KPЉ~O кругу, полупречни~а r константном брзином v = с, онда из 
обрасца за центрипетално и 1'ангенцијално убрзаље добијамо .силу која 

при таквом кретаљу на 1'ачку мора деловати. 
\ 
Центрипетална сила биhе: 

с2 
Рс=т-, (80.1) 

r 
• 

а тангеНЦИlална: 

dc 
Pt=m =0. 

dt 
(!>Ю.2) 

Према томе, једпошшо кружно кретаље изазива сила константне 

величине управљена r,a центру кружне путаље. 11>01 супротну 1'. зв. 

центрифугалну силу - тс.2/т осећамо кад заврти мо једну праhку, 
Код КРУЖJIОГ кретаља је елементарни пут тачке ds = га(р дакле 

љена брзина: 
ds rkp . 

V = dt = r dt =Гш, (80.3) 

где је ш позната нам угаона брзина (чл. 29). 
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Угаономбрзином w можемо дефинисати брзину оне тачке која 

се налази на јединици растојаља од центра. Њенаје димензија [t-'] 
а јединица S!,C -!. 

Помоhу угаоне брзине добија израз за центрипеталну силу облИl{: , 

(80.4) 

у машинској техници брзину окретаља (на џриыер неког точка) 

изражава увек број обрта у једној ми пути који се бележи са n. 
Између брзине на периферији точка v у m sec·1 и броја обрта п доби­
јаио релацију рачунајуhи пређени пут тачке па периферији круга за 

једну иинуту и то једанпут помоhуброја обрта (5= п 2гтс) а потом 
. помоhу обимне брзине (8 = 60 v), дакле: 

а одавде 

, 
п 2гn = 60 v 

2гnn 
v= 60 

ш= 
v 
r 

гnn 

""30"; 

пп 

30' 

(80.5) 

(80.6) 

Према тоие, цептрипеталну силу код јеДНОЈIИКОГ. кружног . кретаља 
ножемо изразити и бројем обрта п у једној минути: 

(80.7) 

81. I<ретање 8емље око Сунца.hознато је да ј.е путања по 
којој се креће 3емља око Сунца елипса у чијој се једној жижи налази 

Сунце 1 ) (сл. 81.1). Централна сила којом Сунце привлачи 3емљу, има 
. стално правац и CMepEFp тоје дакле 

.-_--,-...., Iff, IJ правац и смер 3емљиног убрзања -;. 
: ,," ј) Смисао кр;ркења супротан је казаљ-

) " " I " 1 "{, I кама на часовнику2). Када централ-
./ I - ~ 

/' 1 НУ силу Р ра,зложимо У љене при-

4 " 1 Р Р - - - -:!;: - - - - i'Г - - - - - - - р родне компоненте t и п видимо, 

гz ',О: / ;; да тангенцијална компонента Р! цри 
'" 1 ~ __ ' положају 3емље ЕЈ има исти смер 

":, rp\ као и брзина, што значк да ће на 
.......... ___ -...11_'-' томе месту. кретање бити убрзано. 

f; .q I~ада 3емља дође у положај' Ез 
Сл. 81.1 

тангенцијална сила је супротна сме­

ру кретаља па Ье се у томе поло­
жају 3емља кретати успорено. У теменима велике осовине А .(АрЬеЈ) 

1) Први Кеплеров закон. 
') Гледајући на ПУlању са севера. , 
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и Р (Реl'ЉеЈ) је правац централне силе управзн на путању, дакле 

ћ= о, На ТЮI местиыа 3емља се креЬе константном брзином. " 
~бог мале ексцентричности 3емљине путање (е = 0,0167) можемо 

је сматрати I'Pyr01>i коме је центар Сунце, Са том претпоставком је 
.2 • , 

брзина и убрзаље 3емљино с константно. -. 
. r 

Са познатим вредностима с II r можемо приближно наhи КОЈlИКО 
је' ово убззље. Ако узмемо да је средљи полупречник 3емљинепутаље 

r = 148 472'103 kш, онда добијамо као просечну БРЗИНУltретаља 

3емљеоко Сунца: 
2гя 

с= т 

где је Т= 365,24,22 дана. 3амељујуhи ове бројне вредности у образац 
9 - . . 

С· . . 
ИС = налазимо центрипетално убрзаље ис = О ,59 ст вес-2 • То значи 

r , 
када би 3еыља па својој путаљи око Сунца одједном стала, почела 

би да' пада према Сунцу убрзаљем и = 0,59 ст 8ес-Ј , тј. у првој 

сеI,УНДИ прешда би пут од 0,30 ст. . 
На исти начин налазимо да центрипетално убрзаље за кретзiье 

Месеца око 3емље износи Ис = 0,27 ст 8ес-2 • 

82. Кос хитац у пра3ИО&i' простору. Посматрајыо кретаље 

тачк:",е"-:К:Оја добије услед неког кратког импулса брзину V o у произ-
ВОЉНОЫ правцу HaГHY~OM за угао а према хоризонталној равни ху. 

На тачку дејствује само љена тежина, дакле Ье се кретати у равни 
-+ . 

одређеној пеIПОРО;'I L'o И вертикаЛО},I кроз почетни полщкај тачке О. 

у тој вертикалној равни УЗИ1IaЫО координатне осовине х и г, те Ье 
дннамичке једначине гласити: 

d"x 
т dt" =0, 

d'z 
m dt2 =-mg. 

, 

Први интеграли су: 

dx 
dt = const. = Vo COS GG = "1:" , 

dz . 
dt = С1 - gt = Vz, 

за t= О је ~ = V o вјпа. 

Са компонентама: 

V" = Vo СО8 GG И V z = Vo вјпа - gt 

налазимо брзину у времену t: 

V = + Vv,?+ vz
2 = + yvo~ - g (2vo sinGG - gt)t. . . 

Механика тачке 11 
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ПОНОВНИМ интегралењем добијамо с обзиром да је за t = О: х = О 

х = vot сов о!: , 
. 1 2 

Z = v.t sш о!: - 2gt . 
-

Када вредност за zсменимо у израз за v, налазимо: 

v ~± VVo' - 2gz , 
тј. БРiJцна ,ЈаВЦСЦ само од вцсцне z цанад ХОРЦiJоншале кроа liочеiiiак О 
ц ОД велцчцне uочешне БРiJцне. 

Елиминацијом времена добијамо из две параметричне једначине 
• 

х и z ]едначину путање: 

z = х tgo: - g ха . 
сова" 

Путања је парабола са вертикаЈIНОМ осовином, ltонкавнои страном 

окреНУ1'ОМ на ните (јер је коефицијент од х2 негативан). Са полупара-

метром: -

гласи једначина параболе: 

v 2 сов2 о!: 
< О - р=-----

g 

х2 

z = xtg" - 2р' 

Д о м е т о м бачене тачке зовемо аuсцису JiV тачке путање за коју 
је z = О. Из последње једначине нала311ыI:: ' 

< v 2 siп2" 
W = 2р tg о!: = о < • 

g 

Домет заБИСИ од угла " елевацпје и биllе 

Zt 
I 
• 

ј 
• 

I 

2 
'ин 

Wmax = g . 

1t 
највеhп за ,,= 4 ; 

с . .. .r 
... ------ *'------.-----1 

Сл. 82.1 . 
• 

• 1t'J Домети за две елеваци}е 7.1 = 4 - () и "2 
л: 

4 + fЗ имају исту 

величину јер је вiп 2"1 = sin 2"2 (сл. 82.1). 
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Време t
l 

за које ће тачка од почетка О стиви ~исту висину 

добијамо из обрасца за z као функцију времена. Rадз; ставимо z = О, 

добијамо: 

t 
_ 2vo sin а 

1- g 

т=2ро • 
g 

Време tз за које тачка постиже највеву висину добијамо из услова 
v2 = О: 

t 
_ ро sin а t j 

2- g 2 ' 

што је већ из обрасца за v јасно. 
Висину пењања h бисмо добили стављајуhи t = t2 У једначину 

за z. Али пошто је висина независна од V" то- је . 
ро• sin2 a 

h= , 
2g 

\ тј. ј еднака висини пењања в е р т и к ал н о г хитца брзином Vz = ро sin а. 
Највећа вредност: hmax .= Н је 

.2 
Н=РО 

2g . 

Иа Геометрије је познато да праву управну на осовину параболе 

и удаљену за р(2 од њеног темена зовеllО. њеном дир ектрисо м. 

Дакле је у нашем случају: 
2 

Н = h + Р = ро (sin2a + 
2 2g 

V 2 
соsЗа) = О • 

2g 
Све. шрајеlCi1l0рuје са истом веЛИЧИНО;II, почетне 6РiЗине t'o имајv 

iЗаједнuчlCУ ДllреlClllРUСУ, једuаlCУ BIlCU/-lll иеН<ања веРШlllCаЛllог хuтца 

брзи НОАI !'О' . 

Rада једнаЧПJlУ 'I'рајекторпје решимо, по tga можемо одговорити 
на питање: Rолика треба да је елевација а да бисмо почетном брзи­

н.ом Vo погодили дату тачку (мету): х = а, z = Ь1 

. Стављајуhи у једначину 'I'рајеI_торије: - \ = 1 + tg2a 
. cosa 

наЈIaЗИМО: 

х2 

Z = х tga - 4Н (1 + tg 2a), 

а И3 .ове добијамо: 

• 
tga = 2Н ± V 4 Н2 

- (х2 + 4Нг) . 
х . х 

11* 
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Према томе да ли је 

" 4 Н· < х3 -t- 4Hz 
< 

добијамо за tga, две, једну или ниједну реалну вредност. 
у првом случају моте дата иета (х, z) бити погођена двема TP~­

јекторијама (стр мом и спљоштеном), у другои СЮIО једно)!. Све тачке 

(х, z) које могу бити погођене само једном елевацијом: леже па тзв. 

параболи сигурности: 

4 Н' - х2 - 4Hz = О, 

са теменом y:x=O,z=H и х=2Нза z=O (сл. 82.2) . 

• 

• 

I 
• 

~~ 
" I :t::. 
I 

"" " АqoвК!l!t!ш 
---.-----r-- -----

I 
I 

4' 
I 

, 
I 
I 

:ZZ 
.1-._._._ . . _."\....:~. -~>.I 

Ol--__ -=~ ~_~--~c 

Сл. 82.2 

Са ОЗI:IаКО,I q = tga гласи једначина трајекторије: 
х2 

z = qx- 4H(1 + q2) . 
• 

Када q, С:lIатрамо променљивим параметроы претставља ова једначина 
систем од 001 парабола са вертикаЛНО,1 осовином, конкавном страном 

обрнутом на ните и истом константом: 

2 
Н= VO • 

2g 

Обвојницу тог система добијамо када из једначине трајекторије и 

њеног извода по параметру, изједначеним са нулом, елиминишемо q. Из 

имамо 

дz х"' 
дq =х - 2H Q =0 

2Н 
Q= 

х 

и сменом у једначину трајекторије добијамо: 



55. !{()С 
о 

ХИТАЦ У 
о 

ПРА3НОМ ПРостору 
I - ,. 

_ _ х' ( 4Н' ) _ . о _ х2 

Z - 2 Н 4Н \ 1 + х'- Н 4Н 

или 

4 Н' - х' - 4 Hz = о 
о 

тј. једначину параболе сигурности. 

Ходограф брзипе је вертикаЈшаправа, а растојаље пола од ље је 
-+ -+ , 

"0 cosa. Оа векторима 1'0 и g можемо брзину изразити једначи:ном: 

-+ ~ -+ 
l' = 1'0 + gt. 

Ако из О бацимо истовремено две тачке са почетним брзинама 
-+ -+ 
С 1 И /:2, 6иhе љихове брзине: 

-+ -+ -+ -+ -;)оо --+ 
1'1 = с\ + gt и о V2 о == с. + gt, 

дакле, њиховя. релативна брзина: 

-+ -+ -+ -+ 
V 1 - 1'2 = С, - с. , 

независна од Ј:!реыена. Опојна права zt А 1 А. тачака остаће стално паралелна 
• 

I 
• 

-+ -+ 
релатиnнојБРЗИНll (сл. 82.3). Ако С1 ИС. 

I имају исту ХОрИЗОЈ.!.талну пројекцију би-
о 

• 
о 

ће права А1 А2 веРТlfкална и обратно. ·,_·-·_·_·-;· .. ·z 
83. Одреljивање силе сталног 

правца за дату путању таЧI<е. Дата 
о • 

• 
Сл. 82.3 

нам је једначина ращ!е путање z =/ (х). Треба одредити закон силе 
Z паралеЛllе осовини z 1,оја ће тачку масе т приморати да се по 

датој путањи креће. Пошто је по претпоставци Х =0, биhе V x = с, 

константна брзина. 3а Vz добијамо: 

а за 

• 
дакле је 

dz df(x) dx dz -- -=-с 
dt - dx dt ах' 

d'z d 2z dx 
ll: = dt2 = dx' dt 

тражени закон силе. 

1. Пример. Дата је путања парабола (сл. 83.1): 

z = ах- Ьх2• 
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Налазимо: 

и са овим 

ГЛАвА Ш. - ДИНАмиItА. МАfЕРИЈАЈ1НЕ ТА 'lKEJ 

dz dx = а - 2Ьх, 
d 2z 
dx2 =-2b, 

z = - 2 тс" Ь = - mk . 
Убрзање таЧI{е је 

их =-2с·Ь. 

Пошто константу Ь изразимо са параметром р параболе: Ь = lј2р и сме­

нимо с = Vo соа а добијамо: 
Vo' сов"а 

ИХ = - ' . , р 

t Z 

• 

I 
• 

I 
• 

I • 

I 

mК :1 
-'-. &.-._. :-Н_. _. -., '-.~.Z' 

~-------! ~ 
Сл. 83.1 

Н:од КОСОГ хитца била је дата сила Z = - mg и нашли смо да је . 
путања парабола параметра: р ~ (vo' сов2 a)jg. Овде сыо решаваЛИII Н­
в е р з н и задатак: из датог параметра одредили смо убрзање. 

3акон силе ыожеыо тако трансформисати да буде изражен' само 
• 
1едном променљивоы х или z. 

2. Пример. Дата путања је круг: 

. y=Y,"-.г· 
Први и други извод по х су 

дакле је 

а заменом у 

dy х 
dx=-y' 

d'y r 2 

dX'=-YS 

у=_ fI._. 
(г2 _ x")'I. ' 

константа џ има димензију [m14 t-"]. 
Ова два закqна силе дају за путању два различита систеыа ко-

• • 
ничних пресека, али сваки. по]единачни закон са усво]еюш условиыа 

одређује за путању круг: 
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84. I{ретање тачке под дејством силе пропорционаnне ра-
стојању. Тачку масе т напада сила . 

... ... 
р= -mk1r. 

Треба наhи путању тачке. У координатном систему Оху где је О иза­

брано у извору силе, а осовине могу бити произвољне косе, гла.се 

динамичке једначине скраћене са масом 

d2x d2y,- 2 
dt2 = - k'x, dt2 - - k у, 

• 
негативни знаци кажу да је сила привлачна. 

Општи интеграли тих једначина гласе: 

х = А 1 сов kt + 81 sin kt ,. у = А2 сов kt + 82 sil1 kt , 
а љихови изводи по времену 

х' = - A1k вј!] kt + B1k сов kt,y' = - Azk sin kt + 8 2k сов Ict . 
• 

Ако са х., Уа 0значимо координате таЧIС8, а са х.', Уа' брзине у 

времену t = О, добијамо константе: 

Хо' 
81= k ' 

, 
в -~ 
2- k 

те ие интеграЈIИ бити , 
х = хо cos kt + Х; вјl1 kt , 

, 
У = уо сов kt + У; вјп I't . 

Када за осовину Х изаберемо вектор почетног 

:Ја осовину У паралелу са почетном брзином, биие: 

• 
положаЈа тачке, а. 

• , , о 
Х. = Го, Уо = vo , уо = Хо = , 

п закони кретаља добиhе простији израз: 

Када из 

торију тачке: 

Х= r.coskt, У= ~sinkt. 

ових једначина елиминишемо време, добија}lО траlек-

Трајекторија је елппса приказана у координат, 

Ј{; ном систему у ~OMe су осовине конјуговане дужине: 

/;/ а' = го, Ь' =uo'k (сл. 84.1). 
<-.~ .. 1-_ ...... Ј: Како за почеТl!И вектор г. можеllО бирати про· 

О t1 извољни положај тачке, то видимо да је брзина тачке 

Сп 84.1. 

у свако}! положају v = k Ь', где Ь' знаЧИ дУЖИНУ по­
лупречника елипсе паралелног брзини, тј. к о н ј у г О· 

• 
в а н о г са вектором положаја. у том тренутку. 

Трајаље једног обрта је Т = 2111 k. 
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у Кинематици смо расматрали обрнути задатаI, у ортогоналном 
• 

систему и нашли смо за брзину v = abkjlJ, где су а, Ь полуосовине 
. ~ 

е.lIипсе ао растојање центра О од вектора бр31ше 1). Из упоређења ова 

изра;ја за l' добијамо поз~ату особину елипсе: , 
, 

~- ~ 

а Ь = Ь' d = а' Х Ь'. 

Ако је а =Ь = Ь', елипса прелази у круг полупреЧНИl}а а; брзина 

v = ak и убрзање а' ak~ су коНстантни. Тачка ће се кретати у I(Pyry ... ... 
ако је почетна брзина управна на почетни потег го, и сила Р = 

~ 

- - mk" г константне величине: 

р=--

• 
т. ]. 

V o = k г •. 
Када двема динамичкиы једначинама додамо d2zidt' = О (где осо­

вина z стоји управно на раван ху), до~ијамо dz,dt = с константну 

компоненталну брзину, тачка ће описивати завојну линију константном 

брзином v = Va2 k' + с2 • 
Ако ie сила р одбојна: 

~ -+ 
P=mk2

, , , 
добијамо законе кретања из пређашњнх замељујуhи k ,са ik: 

х = Г.СОБ Ьур kt, У = Го sin Ьур kt. 
-

Елиминацијом времена с обзиром на релацију: 

cos Ьур2 х -- sin Ьур2 х = 1 

налазимо за путаљу ,тачке хиперболу: 

х2 

~ 
го 

брзина је и овде v = k Ь' . 

. {~85:)<peTaњe планета. Из опажања Ђ:ретања планете Марса које 
је даиtIfи астроном Тихо (Tycho de B-гаЬе, 154G-1601.) кроз 20 непре­
ltидних 1'0дина вршио, и па својих сопствених иавео је његов наслед­

ник Ј. ~еплер (Ј. Keplbl, 1571-1630.) своја позната три закона IIла­
нетског кретаља: 

1. llланете се крећу у елиисама око Сунца као заједничке жиже. 
2. IIотег повучен .од Сунца ка планети преВЈIaЧИ у једнаким раз-

• • 
мацима времена Једнаке IlОВРШIlне. 
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3. Треће потенције великих полуосовина односе се као 1шадраТIf 
• • 

трајања оптицаја . 
• 
Прва два закона односе се на једну планету а треhи поставља 

однос између разних планета. \ 

А) На основу Кеплерових еыпиричких закона и .пзучних теко· 

ВIIЮl Галилеја, Хајгенса и својих сопствених, поставио је Њутн 
(С N е w t Q 11, 1643--1726.) закон гравитације, тпме ОШрllО хиљадугодишњу 
тајну планетског 1,peTaILa II засновао Н еб е C1, у Ы еха1ПШУ./ Свој 
закон саопшl'ПО је у СВОlI бесмртном делу: Philosoplliae natUl'alis 
РI'јп-Сјрја шаthеmаtiса. London 1607. (Мат'емаТИЧ1Ш принципи Тео­
рпјске фйзике) служеhн се геометри}ским lIзвођеЊШ!а. АнаЛIlтичко1tI 
методом доhиhемо брже и ЛаЈ,те циљу. У поларном доординаТНО)1 си-

стему гласи једначина дош~чног цресека: 
/ , 
'р , r = :;--;-'-----

" "" 1 + eeos fJ! '", 

где р --: Ь2/а значи параметар (сл. 85.1), IJ' центричну аномадију, 

\ Е= Va2
-=:-:b

2 

• . а 
-'''' 

,",' _' -_С -

• 

пуыеричку' ексцентричност која је за 

-- t; -f-I---"'..j... 

Ь 

Сл. 85.1 

елипсу е < 1. Пошто унесемо за р гор­
њу вредност н е = a~, гласиће једна­

чина елипсе:_ 

Ь2 

r = . 
'а + е cos <Р' 

(85.1) 

По другом {{еплеровом закону је 
dF 

секторна брзипа dt донстаптна. 

Када констапту означиыо са с/2 налазимо: 

ар = ~ г2 аср =!.... или г2ш = с . , (85.2) 
dt 2 dt2 

Из Н:инеыаТИI,е ('1л. 44.) су нам познати обl)асци за радијалну 

и цнркуларну 1юмrIOненту убрзаља тачке: 

ис = ~ a~ (г"ш)., 
Пошто је г2w = с то је ис = о, тј. цеЈЈО убрзање, дarше и сила, пада 

у спојну праву Сунца н планете. Убрзаље и=ит је независно од 
аномалиј е ср и зависи. само од потега г. Ту зависност наhиhеМ0 

лакше када место r уведемо као непознату реципрочну величину 

1 и ш сменимо по (85.2) са С2 = ш. 
r r 
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Тако добијю.IО 

dr дг dr с 
-= 0)-__ -=-с 

dt d<p dff Г~ 

ИЗ једначине ·(85.1) је 

дакле 

и сменом у једпачипу 

и С)!енои из (85. 1) 

1 1 ,=fi2 (а+есов(р). 

d(f 
(85.3) 

dr се . 
d[= Ь' SШIf'. 

• (85.3) 

(85.4) 

Пошто унесемо 

радијално убрзаље: 

величине из једначине (85.2) и (85.4) добијамо 

. (85.5) 

Када трајаље једног оптицаја планете означимо са ~ имамо по 

другом Кеплеровом закону: 

и сменом с је 

4а'л2 

ит =-, . 
1:" г1 . 

По трећем Кеплеровом закону је 

аВ 

-0:'2 =" '!' 

за све планете иста конс'танта. Са љоме гласи; 

4Ьл2 

Ur = ---.,-
г2 • 

где је 4дЛ• = А за све планете иста величина . 
. По динамичком закону је сила која планету напада 

Р _. Ат\ 
1-- fl 

(85.6) 

(85.5а) 

(85.7) 
• 
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обратно пропорционална Itвадрату растојаља и управљенаК\t Сунпу; 
. т. је инертна маса планете а константа л зависи само од Сунца. 

По IlI. Њутновом закону кретаља је сила Р2 којом планета деј­
ствује на Сунце: Р, = - Р1 , дакле када је т2 инертна маса Сунца а;" 

" л'm 
l,oHcTaHTa зависна од планете, важи Р2 = - г'" ЈеднаItOСТ аПСОJIУТ-

л'm2 ПlIХ ведичина сила изражена је једначином: г2 што значи да је 

(85.8) 

• • 
константна величина, гравитациона КОIIстанта, КОЈОМ ]е сила из-

међу Сунца и планете изражена обрасцем: 

Р = - к ~I m2 • (85.9) . г2 

, Обе масе m. и m. јављају се и КЗrО тешке и као инертне :иаС8. 
I{ада имамо у. виду силу Р1 онда је m1 Иll.ертна, m. ~'ешка маса, 

обратно када УОЧIlМО силу Р. = ~ Рј • 
• 

Једнакост тешке и инертне масе (чл.47) показује се у ЗIIКОНУ 
гравитације у томе што се у љему појављује производ обих маса. 

Б) Обрнути задатаI,: из закона гравитације одредити кретаље 

планете1 ), решиhемо на основу чиљенице (чл. 45) да је за свако 

централ.чо кретање lјuркуларно убрвање једнако НУЛll, дакле, г"w = с· 
Када означимо l/г= q добија}lO као раније 

дакле 

или 

dr dq а2г d,2q I . 2 d2q 
dt - с drp' dt' = -:- сw drp2 = - с2 q drp2' 

II = _ с2 q' d2q _ с' qЗ 
т " I u!р . 

(85.10) 

Када унесемо у ову једначину убрзаље 

значи масу Сунца, добијамо: 

kM 
планете: ат = - ~, где М . г 

d"q _kM 
аср2 + q - с2 ' 

(85.11) 
, 

где на десној страни стоји константна величина. Ова нехомогена ди-
• 

ференцијална једначина другога реда има партикуларни интеграл: . . , 

klИ 1 
ql = с2 =-, " р 

1) Решење овог задатка први је показао Ј о h"a п п е g В с l' П О II 111, (1667-1748.) 
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где р З,начи константну дуж . 
. Uпшrи пнтеграл хоыогене диференцијалне једпачине: 

d2 q 
d .+q= о, 

'f' 
гласи: 

q = А вјп гр + В cos 'f' 
и увођељеы констант!! г и 'Ро са 

, t, В t 
А = р slП 'Р. и = р сав 'Ро' 

добијамо општи IIRтеграл једна"lIIне (85.11): 
1 t . 

q = ~ + - ('Р - 'Ро)· 
Р Р 

(85.12) 

Ако угао ср рачуна11О од тачке Р најБЛIlже Сунцу (сл. 85.1), или 
п е р их ел а, биhн 'Ро = О и једначнна (85.12) претставља са 

1 р 
- Т- . . q - - 1 + t СОВ 'f' 

• 
познату поларну једначииу КОНИЧIlОГ пресека . 

. IIланета се l\pehe по еЛIIПСН, параболи ИЈШ хiшерБОЛI! према томе 
• 

дали lе 

r • 
, 

што зависи од почетног стања кретања. 

За квадрат брзине: v2 
- (~Y+ ,2002, добијамо увођељем реци­

прочне величине 1/' из једначине елипсе и даљих трансформација у 
које даље неЬемо улазити, израз: 

" . 
'и2 = С2 (1+в'+2всовр) (85.13) 

р , 

који иыа облик косинусовог става аа троугао са странама v, с/р и tcjp. 
. " 

Из чл. 45 зна'мо да је I,ОД централног кретања моыент брзине у 
погледу . центра константна величина. Са ознакаыа у сл .. 85 1 
• 16 дакле 

t'l'l=Vt'2 или t'l:V2='2:'l" 
Из конструкције поменутог троугла видимо да је ходограф 

брзине планете круг цречюша: C/P=Vl+1J.; полходографалежи 
на вертикалном пречнику и дели пречник у обратној сразмери од оне 

у којој жи:жа S дели велику ПОЛУОСОВIIНУ . 
. ' ЈеДllаЧlIна (85.13) може се трансформаЦllјом довести у простији 

облик: , 

v' =А (2 _1.) . , а 
(85.14) . 
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.... . - . II претставља у TO~l оошш:у 1 е д н а ч И н у е н е р г п] е . заелиптичдо 
кретање као што ћемо ниже показати. 

Све центрапие с[ше р= f (г) што зависе са)[О од растојањакон­

аервативне еу јер је ЉИХОВ еJIементарни рад dA = J(r) d1' ПОТПУНII ди· 
ференцијал. 3а гравитациону силу је 

dA=dU . _'~:df-d(~А)=_(lV. 

По принципу жипе силе је 

d(L+V)=O нлн d(m;2_n;A)=~O 

даКЈЈС 
) 

mv' т А 
~---- - -~ = 11, 

2 г 

где је h константа епергпје (Ч.II. 78), 

Из последље једпачиие добијамо, са ОЗllакоы 11' = 2ћ/m, 

?' 
V

2 -_ ~ л + ћ' . (8- 1-) ,;) О 

Г 

-
Максимална брзина '1'1 је у пеРИНЈЈУ Р. за l:оју тачну је Гј = 

= а (1 - Е) Ј дакле је 

" 2 А '. + ћ' 
[Ј1 =а(1_Е) , 

Одав,С\е наЈIаюшо 

ћ ' 2 2 А 
=v1 - а(1-0) . 

у теыенима еЈUlисе је убрзаље ;'/г2 ндеНТИЧIIО са цеНТРППl')талниы 

убрзањем lJ 2/g. У перихелу је полупречник (Ј кривине: g= Ь9ја = а (1-.)2, . 
• 

дакле 1е 

Vt' А 

а (1-02) - il2(1-0)" 

и одавде 

• 

Са овом вредношhу налаЗ!iМО: 

ћ' = ~ 1 + о _ ~ 2 = _ ~ 
а1-0 а1-0 а' 

Сменом ћ' у једначину (85.15) 'добијамо једначину енергије планете: 

v2 = А (2 _ !.) '. 
. , г а Ј 
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дакле једначину (85.14.) 
380 9бшIК путаље меродавна је величина брзине у перихелу. Из 

V
1

2 = ).,1 + ~ 
'1 

видимо да ће путаља бити елипоа;. парабола или хипербола када је 

< 2), 
V 1 = > -' 

Је.iщачина убрзаља Иу планете (85.5а) 
једначице (85.6): 

гласп пошто сменимо d и1 

, 

а ЮЈражено масом М Сунца, је 
• 

м 
Иу = -,-- k •. , 

Изједначељеы оба израза налазимо: 

" 4 n2 аЗ 

1\1 = kT2 ' (86,16 

Ако познајемо велику полуосовину путаље ма које планете и тра 
ја.ње њеног обиласка око Сунца, можемо .одредити Сунчеву масу. 

Закони кретаља планете изведени су под претпоставком да ]1 
Сунце непомично. Динам;икасистема тачака (проблем двају тела 
/iac У'lи да оба тела масе т! и m2 описују елиптичне путање око њи 

ховог заједничког средишта и да је гравитациона сила између њих 

р = ~ К . т1 т.. = _ К-. т1 т2 ' 

. ('1+")' '1'(l+:Ј' 

где '1' '2 значе растојаља маса од љиховог средишта а '1 + '. = , 
Но како је маса Сунца т. далеко веl1а од масе највеЬе ИЈIaнете, т' 

ыожеио однос тI/т. преыа јединици занемарити, тако исто и '2 прем, 
'1' те добијаыо са великои приближношhу закон силе: Р = - к тl т2/,: 
Пре1'!Iоставкоы да је Сунце непомично чинимо тим маљу грешку шт 

је Мања маса планете. . 

86. Кос хитац у вавдуху. Кретаље гранате испаљене из топ 

је врло сложено и зависи од љеног облика, Описиваље тог кретаљ 

задатак је нарочите гране Механике, Qпољашље балистике. 1) 

1) у н у т р а ш њ а б а л и с т и к а изуцава кретање пројектила од тренутка љегов 
покрета до изласка из цеви, 
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. МИ ћемо испитивати кретање материјалне та'11,е под утицајем 
~ --+ -+ 

iЬeae почетне бр31lНе vo, тежине mg и отпора ваздуха W. У мирној 

~:гмосфери ршаhе W правац брзине, дакле тангенте на путању и смер 
супротан брзини. 3акон по коме W зависи од брзине остављамо не-
oд~eђeH и означиhемо га са . 

W = mg(p (v); 

'-Функција <р(1Ј) задовољава уелов tp (О) = О .. 
. У таЧIШ М (сл. 86.1) путање има брзпна Шi.гиб д. Када силе mg 
, N и W проiIщирамо на тангенту 
(+]:t и HopMa~y н поделимо са т, 

• 

I 
• 

I 

- -- . 
<! : ' 

I 
I , , I 

I 

.1.. I -
• 

Сл. 86.1 

добијамо тангенцијiiЛНО убр­
заЉе: 

Ји 
dt = - g [sin 1) + fJ' (v)] (86..1) 

и центрипетално убрзање 

v' 
- = g СОБ {Ј. 
е 

(86.2) 

, 

Из ових једначина кретања читамо неке особине' лутање које 

важе за произвољан закон tp(v). Из друге једначине следује да полу­
Ъре~ник кривине е = МС и убрзањеg теже леже увек на истој страни 
'путање, дакле да је путаља конкавна према осовини Ох. Угао f) стално 

опада; а како је v2/e даКЈrе и cos{} увек позитивно, то веЛичина угла 
лежи у границама {Ја и - л/2. Из прве једначине читамо да пошто 

тачка пређе теме, дакле буде f} < О, тежи dvfdt нули, дакле тежи бр­

зина ста.ц:ној величини k коју ће постиhи за f) = -71/2. Једначина 
(86.1)гласи тада: 0= - g [- 1 + tp (k»), дакле rp (k) =-= 1. Чињеница да је за 
{Ј .... = - n/2 истовремено v .... k значи да се кретање тачке завршава 

као:слободан пад (tщ. 61.2).' 
l{ривина је 

1 Ј{Ј Ј{} 1 
e=-({S= - dtv 

(негаТИВl1Н знак јер {Ј опада када s расте). 
Са том вредношhу l'ривине гласи једначина (86.2): 

Ј{Ј " 
v Је = - g сов {}. . (86.2а) 

Обе једначине (86.1) 11 (86.2а) садрже променљиве t, f} и v. Ели­
}шнацијом времена из ових једначина добијамо диференцијалну јед-
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lIачину првог реда између f} и V Т.3В. PJI:1BllY јеДН:1ЧИНУ спољаш­
њег балистlI'ШОГ проблема: 

dl! d{} 
--;; = СОБ{} rг1/J) + sill Л • (86.3) 

АlЩ усгiеыо да ову једначпну . !iНтеграшшо, одредшIИ смо ходо­
. граф брзцне V = Лt'J). Оада можемо лако одредити квадратура~щ ко­

ординате (x,z) тачке. 
Оа dx = ds сеБ {} = l' СО;; {}dt . - (v2 jg) (IOгде је dt смењено И3 јед­

начине (86.2а) п dz =dx tg 1Ј добијамо: --

х = -~ ~jJ2 (П) d,'f, z = - ~ f f" (.7) tg' ii~f). - (86.4) 

Време које је потребно на путу од О до ЈИ одређено је интегралоы: 

" 
t = _ ~ (f({))d{} . 

. g.J СОБ {} . 

• 

Пошто је V = Д{}) у интервалу {}о > {} > - nј2 неl1рекидна функ-
ција а мења се у интервалу V o > V > k, то одређени IIнтеграл: 

" 
~'jJ2 (П) d{} 
g 

. --- .. 

има KOHa'IllY вредност и претставља растојање а = ОА веРТИIсалнс 

асимптоте од почетка. Из истих разлога је висипа пењања h одре-
ђена интегралом: , 

"о 
h ~- ~ f ј2({}) tg,'} d,'f 

о 
• 

а апсциса теыена 1е 

{јп 

ОП = ~ f Ј2({ј) dt'J. 

о 

-
Када бисмо могли' рtШ!l,ТИ интеграле (86.4) у облику х = х(1Ј) и 

z = z({}) добили бисмо једначину путање: Р(х, z) = О која за z = О Д!1.је 

х -,-- О и х= ОО' . Д ом ет пројектила. 

Ако v1 И V 2 значе брзину у двема Тачкама Рl и 'Р2 на истој ви­
сшIИ Z, налазимо из теореме живе силе: 

-
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• 
, . , 

где је - W ds елементарни рад отпора. ваздуха. Из чињенице да је 
и2 < Vt можемо потврдитн да је за сваки пар тачака Р1 , Ра: {}а > {}1' 

Поделимо: dz = V Bin{} dt са V =-gCOB{}~ (iедн. 86.2а) те добијамо: 

dz 
- g 2 = tg{} а{} ; 

V 
ftgf) d {} = -ln СОВ{} 

и када обележимо 
dz 
v2 = Ј, имамо gJ = Iп cos{} + с. 

Одређени ИRтеграл у границама од Р1 до Рз гласи: 

• 

р. I јП' gJ
p

' = ln СОВ {} • 
1 -81 . 

р. . 

Интеграл Јр' поделиhемо у два дела: ЈЈ 
, ' 

и Ја, У границама од pt 
1 

до темвна N,ОДНUСRО од N до Ра• Од N до. О' z опада, даRле је алге-

барски збир: 
ђ. . 

ЈР1 = Ј, .,.-Ј2 = In сав {Ја -Јп cos {}1' 

Пошто је на сваку вредност z: V: < V\, то је J~ > Ј1> дакле је 
ln СОВ{}а < О . 

СОВ{}1 
и 

Силазна грана путање је стрмија од узлазне. Вертикала кроз теме 
• • 

НИlе осовина симетри]е. 

Колики је огроман утицај отпора ва:щуха при великим брзинама 
показује овај пример. Многобројни огледи са једном бојном пуmком 

модела 88, која даје по~етну брзину v = 620 m вес-! утврдили су да је 
најпеhи домет 4 km и да о.дго.вара елевацији 320. Висина темена 
трајекто.рије је 500. ш. ОП = 2;2km. 3а исту почетну брзину и најко­
риснију елевацију од 450 а без отпора ваздуха налазимо домет од . . 

40 km и висину темена од 10 km. 
Главна једначина Спољашње балистике може се само за неке за­

коне (р(v)интегралити; као за (Р (V)= cvn • Али се даље интегралење 

за х и z не могу елементарним среДС'I'ВШ1а извршити. Једино је то 

могућно за линеарни закон (Р (v) = с V, ко.ји нема практичне важно.ст;!:. 

Поред ових математички:х;, тешкоhа има и физикалних. Огледи потвр­

ђују да закон (p(v) није за све брзине исти и да се утицај облика 

пројектила не може изразити константним коефицијентима, него. да 

сваком пројектилу припада 9собени закоq отпора, зависан од његова 
• 

облика. У след паведених чињеница и многих других утицаја није 

егзактно математичко од'ређи:вање' 1'рајеК1;орије ни до донас потпуно. 
решен про.блем. Теоријска балистика упуhенаје стога на примену 

• Механика тачке 12 

, 
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графичких и нумеричких метода за решаваље главне једначине а ПРаЈ 

тична балистика служи' се таблицама гађања састављених на ОСНОЕ 

. вршених огледа. 

.' '. Балистичким проблемом 

жандр (L е g е п d r е) извршио 

закон отпора: <p(v) = a-bvn .. 

бавио се Ј. Бернули 1719. а Љ 
• • 
је интегралење главне Једначине з 

. 

11. ОГРАНИЧЕНО «РЕТАЊЕ ТАЧI<Е 
а) КРЕТАЊЕ по површини 

87. I<ретање тачке по непомичној глаткој површини. Ако ј 
• 

тачка приморана да при свом кретаљу УВС!, остаје на површин.и дато 

једначином: 

Р(х,у,г) = о (87.1 
• 

она има Д в а с т е п е н а сл о б о д е, јер љене координате x,y,Z мо 
рају у сваком тренутку задовољавати једначину (87.1) тако да је ље] 
положај са две независне велнчнне одреl)ен. Ограничено кретаЉI 

остварено је силом (отпором) W површине. I-I:ада са Р ознзчИllН 

резултанту свих датих (познатих) сила, можемо тачку сматрати сло 
..... ..... 

БОДEIОМ под дејством силе: Р + W, дакле је љена једначина кретаља 
. ..... 
d2 r ..... ..... 

т dt2 =р+ W. (87.2) 

Отпор површине мељаће се од тачке до тачке путаље по величини 

и правцу. Проблем ограниченогкретаља је сложенији од проблема 

слободног кретаља, јер у првом случају имамо да нађемо не само 
..... 

закон кретаља тачке, него и отпор ""У У сваком тренутку. Овај ће 
.' -' 

уопште заклапати са нормало!! површине известан угао, угао юшетич-

ког треља, тако да га можемо разложити у нормалну компоненту.N 
• • 

и тангенцијалну коы1онентуy Т = jN. Компонента Т има правац тангенте 
на путаљу и смер супротан смеру кретаља. 

Претпостављамо за сада да су површина F као и та чка п о l' П У н о 

глатке, тако да је /=0 
..... 

нррмалноы отпору N~ 

Ако на јеДН011 11есту 

заклапа са координантним 
• 

познато, постоје релације: 

дР 

дх 
coSa= Ј ' 

..... 
дакле и Т = О. Отпор W је 

• 
онда једнак 

М(х,у,г) путаље нормала на површину 

осовинама углове а, (1, у, онда, као што је 

дР 

cos/1= дј , \ 

дР 

az 
COSY= Ј I 
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где је Ј краћа ознаltа за именитељ: 

(дР)2 + (дР)2 (aF)". дх ду + az 
.... 

Када непознати с)Тпор N разложимо у ортогоналне компоненте: 

ИХ = N сова, Иу = N сов{Ј . N z = N сов/". 

биhе ове пропорционалае парцијалним изводима једначи.не (87.1). Када 
даlше са l. 0зна:чимо фактор пропорционалдости, добијамо: 

,дР aF дН 
Nx = А д' Иу = А д' Nz = А д • 

х . у z 
, .... 

Када 0значимо ортогоналне компоненте дате силе Р са Х, У, Z, 
изражена је BeltTOpcKa једначина кретања (87.2) трима скаларним 

једначинама: 

d"x aF 
т dta = Х + А дх ' 

) 

, d2y aF 
т dt" = у + А ду , (87.3) 

• 

dИz дР 
т dt2 = Z + А az ; I 

Ј 

које су компоненте векторске једначине: ' .... 
d 2, ..... 

т 'dt2 =Р+ 19radF. (87.4) 

. Четири једначине (87.1) и (87.3) одређују х,у,г као функције 
вреиена, дакле закон кретања, и l као функцију времена, дакле отпор 
N у сваком тренутку. . 

'Када прву је:цначину (87.3) помножимо са dx, другу са dy, а 
Tpehy са dz и тако добијене једначине саберемо, добијамо: , 

dx d (dx) + dy' d (~) +~ d (dZ)' = т dt dt dt dt dt dt, 

, (aF дЕ дР ,) 
= ~dX + У dy -+- Zdz + l ,дх dx + ду dy + дг dz . 

Израз у загради на левој страни је 
• 

~ (dX)2 (dy)2 'dZ)'2 
d 2 dt + dt + (dt ' 

• • 

., 
v-

-d-- 2 ' 

а израз у загради на десној страни је тотални диференцијал једна­
чине (87.1): dF=O. Једначина се дакле своди на: 

(
mV

2
) d 2' = х dx + У dy + Z dz (87.5) , 

12* 
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а то је И<шаз теореме о живој СИЛИ. На десној страни једначине (87.5) 
• 

СТОјИ елементарни механички рад: 

-+ -+ 
о А = Р ds COS (Р, ds) = Р d s , 

-+ -+ 
дате силе Р. Нормални отпор N не врши рад јер пошто је помераље 

-+ • 
ds тачке увек на самој површини" то је N увек управно на ds, дакле 

, cos(Nds) = О. 
-+ 

Ако је сила Р конзервативна даје нам једначина (87.5) први ин-
теграл кретаља, независан од фактора А: 

v' 
т 2 - и + ћ, (87.6) 

, . 
где ]е 

, 
h интеграциона константа. 

-+ 
Пошто смо одредили кретаље тачке, наЈIaЗИМО отпор N као функ-

цију времена када из једне од једначина (87.3) одредимо А. Ако је 
• -+ 

отпор површине обостран, може N иыати произвољан • 
смер; ако ]е 

, -+ 
пак отпор ј е Д н о с т р ~ н, 'мора N имати смер управљен • 

у поље; та] 

-+ 
смер сматрамо позитивним смером N. На Iсонкавној површини је смер 
+ N центрипеталаН,а на конвексној ПОВРШИШI центрифугалан. Ако у 
току кретаља N постане негативним, таЧlса напушта површинуи Kpehe' 
се даље као слободна тачка. 

88. Наставак. Природне једначине кретања. Нека је s - s пу-
таља тачке на површини F (х, у, z) =; О,. На I1утаљи узмемо произ­
'вољну тачку А као почетак, од кога меримо пут (сл. 88.1) .. Тачка се 

, 

А 

С креће од А на десно под дејством силе Р·и 
нормалног' отпора N У нен:ом тредутку t 
тачка се налази у М. МТ је тангента на пу­

.5 тању у тачки М у смеру кретања; МС је 
нормала површине. С је центар кривине пре­

:::.1/-=----1 сека cr - cr површине са нормалноы равни 
NM Т. Равна линиј а G - G И путања s - s (која 
може бити и просторна) имају у тачки М 'за- ' 

. једничку тангенту МТ. Полупречннк кривине 

Сл. 88.1 , тога пресека је: МС = R. C~1ep МС узиыамо 

за позитиван смер нор:ыале. МС' је главна 

нормала путање у тачки М. МС' ' е је полупречник кривине ПУl'ање. 
Раван ТМС' је оскулациона раван ПУl'ање у l'ачки М. Када са tlозна­

чимо угао између оскулационе равни и нормалне равни NMT повр­
шине, rtостоји по Меније-овом ставу (т'. Meusniel', 1785.) релација: 

I! = R CQS .:}. (88.1) 
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. 

Пощто је МС Ј.. МТ и МС' = Т то је раван СМС' нормална раванп.у-
таље. Права MQ.-L МС је пројеlщија главне нормале мС' на танген­
.цијалну раван површине у тачки М, тако да је раван TMQ тангенци­
јална рав'ан површине. TaK~ смо добили ортогонадни триедар М( Q, Т,С). 

Дату силу Р разложимо у три компоненте ћ, Рnи Pq У правцима 
МТ, МС и MQ. Резултанта из силе Р и нормалног отпора N "р.азлаже 
се, као шrонаы је познато у тангенцијалну силу т dvldt у правцу МТ, 
и центрипеrалну силу т и' ј е У правцу М С'. Кад ову последљу раало~ 

жимо у ltoмпопенrе у правцима МС и MQ, добијамо три једначине: 

dv и' . т и2 

.m dt = P t, т - SlП {} = P q , сов {} = Рn + N. (88.2) 
е . е . 

ове се једначине могу упростити увођељем полупреЧllика геодетичке 

кр ив ин e l ): 

, е 

е = sin 1'1 • 
• 

с обзиром на (88.1) и (88.3) гласе једначине (88.2): 

dlJ 
т di= Pt, 

и 2 

т --, = Pq , . е 

Ако сила Р има функцију И, постоји релација: 

mи2 = 2 (И+h) 
, 

помоhу које налазимо из треће једначине (88.2а): 

N = 2(И+h) _Р 
R Л' 

(88.3) 

. (88.2а) 

(88.4) 
~ 

Овим обрасцем можемо одредити N независно од кретаља тачке, 
када познајемо полупречник нормалне криви:Eiе R. . .' 

Из једначина (88.2а) можемо иавуhи интересантне закључке. Ако 

површину 'по којој се тачка креће, . произвољно деформишемо,. али 
тако да се дужина линија на ПОВРШИНJI не меља, остају полупречници 

(/ геодетичке кривине непромељени .. Када силу Р тако ·изменимо. да 
••• • • 

љена ПРОјеКЦИЈа на тангеНЦИјалну раван остане иста као што је на 

првобитној површини била, онда се прве две једначине (88.2а)· које 

дефинишу кретаље, не мељају и кретаље по деформисано] површини 

биhе идентично са кретаљеы по првобитној површини. Мељаће се 

ч Геодетичком кривииом 
sin ,') 

I! 
зове ~e кривина пројекције 

, -' 
краве 

соэ,') 1 
лииије на !ангенцијалну раван, а 12 = R зове се 'нормалном кривином. Изме-

1 1 1 
ђу [!, [!'ЈЈ R постоји однос: !?' = е'2 + R2 . 

• 
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само нормални отпор. Тако на пример добијамо путању тешке та-ше. 

која је приморана да се креЬе на ПQВРШИНИ вертикалног цилиндра, 

када око цилиндра омотамо параболу са вертикалном OCOB~IНOM. 

Путању тешке тачке која се креће по IIОВРШИНИ вертик:щног ,копуса 

добијамо омотавањем око конуса равне' путање тачке која се креће 

под дејством константне централне силе са центром у врху конуса. 
" 

Најпростији случај кретања тачке на површини је онај када је 
р = о. Ј едначине (88,2а) гласе сада: 

11' 
т ,= о, 

е 

dv 
т dt =0, 

v2 

т R = N. 

Из прве једначине излази да ће се тачка кретати константном брзи­

ном v. коју је у почетку добила. Пошто је Nједина сила која на 

тачку дејствује, лежи она у оскулационој равни путање, главна НОР­

мала путање поклапа се у. свакој тачки путање са нормалом површине, 

угао 1'} = О. Криве линије на rrовршини са том осоБИНОЋl ;юву се 

геодетичке линије. Из друге једначине излази да је за геодетичке 

. 1 ~nB ' 
ЛИНИЈе геодетичка кривина: , = = о ,стално једнака нули. Са 

е е 

f} = о излази из (88.1) да је у нашем случају: 

R=e, дакле 

2 

N vo = т --"- , 

тј. да је нормални отпор обратно пропорционалан полупречнику' кри-

вине путање. " 
Опште једначине кретања (87.3) гласе у овом случају: 

d'x дF d2y dF d2z дF 
т dt 2 = iI дх' т dt2 = iI dy' т df2 = iI дz . 

, 
\ 

, 
, ,-. 

Ако се тачка креће по праволинијској 

постаје кретањем једне праве) и дадемо 

јој брзину у правцу једне изводнице, 

она ће се по принципу инерције кре-. 

површини (тј, која 

О 1}Ј: 
)~ F :,н-т>-, . -,--, ,,-Х 

тати по тој правој 

биhе једнак, нули. 

и отпор површине 

89. I<ретање таЧI<е по глаТI<ој 
обртној ПоВрШИИИ, Ако се тачка креће 

по некој обртној површини z = ј(г), где 

је г' = x~ + у', и која је образована 

обртањем меридијана z = f (х) око осо­
вине z (сл, 89.1) можемо поставити 

цве једначине независне од N, које 

одређује кретање тачке. Прву нам даје, 

• 

;/ 
JI 

" 
, , 

z 

I 
I 

I 

IZ -
I 
I 

Сл, 89.1 



М. КРЕТАЉЕ ТАЧКЕ ПО ГЈ1АткоЈ О})РТПЫ.1ЮlIРШlшЙl:ЭВ 
С'_' -------==-=-------------= 
, 

као У ОIlIптем случају, закон живе силе, а. другу TeOpe1rIa 
~g#F\~ине кретаља (или з а м а Х а) примељена на обртну 

. nовршине .. 
• • • 

о м,l;щеч,-\:у 
, . .. . . 

осощщу z 
, <," . 

- _.' ~. 

Према природи површине наlподесии]а ]е примена ЦИЛИНДРИ'lних 

координта: (г, {}, z). Позитивна осовина z УПl'ављена је на ниже. 
. . 

Са компоненталпим брзинама (чл. 46.): 
, . 

dr 
dt ' 

d{} 
Vc = r dt и 1.': == dz =df(r2=f'(" Јг 

dt dt 1') dt ' 

l\о~ијамо: • 

'. df(r) 
где је краће писано f' место f' (г) = d • . r 

у . Кинематици (чл. 45.) смо извели за РаЈЩО кретаље став да је 
статички момент убрзаља тачке у погледу неке тачке О у равни кре­

таља једнак изводу по времену етатичког момента љене брзине у по-
о • ~ • 

гледу на !,ачку. О. Множ~hи брзину и· убрзаље са масом mпокретне 

тачке, добијамо динамички став, да је kод равног крешања моменш 
, . . 

силе у погледу неке iliачке О у равни креШања једнак UfJВОДУ.ПО времену 

моменШа количине креШања mv у .uогледуна исШу шачку. 
-. " . \ " . - , 

: .' . Да бисмо ову теорему могли применити на наш случај простор-
• I • - - . . 

tIor кретаља,. мораио дефинисати појам момента неког' вектора V у 
р:огледу на неку осовину. z. Положимо управно на осовинуz.пРоИз' 
B~ЉHY раван; на пример раван ху (сл. 89.1) која продире Qсовiшу z ~ 
таЧКII О. Вектор V пројицирамо на ту раван, Величина прој'екцијенеRа 
је У. Када са е означимо дужину управне повучене из О на V' или 
~ р а к вектора V', онда је V/e момент вектора V' у погледу на тачку О, 
и тај момент дефинишемо као момент век тора V у погледу H~OCO­
вину z. 

Из ове дефиниције излази непосредно да је момент вектора Ј? у 

погледу на осовину z једнак нули ако се праве z и V секу, или ако. 
, су паралелне. 

Нормале обртне површине секу обртиу осовину, дакле ј е моменТ 

нормалног отпора Ny погледу на осовину z једнак нули, стога N не 
. улази у једна,чину момената. Од компоненталних количина кретаља: 

• mVr сече осовину z, mvz Је паралелан ОСОВИНИ г, дакле су ЊИХОВЈ{ мо-

менти једнаки нули. Момент компоненте mvc је: 
. . , 

d{} 
rmt'c = т г2 dt . 
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Од компонената силе Р је Z паралелна ОСОБИНИ, компонента Х има 
момент - уХ, а компонента У има момент хУ, дакле је момент силе Р 

у погледу осовине Z: 

Обе једначине кретања гласиhе:, , 

т ~ (1 + 1'2) (сЈ!)' 2 + 2 (d{})" = Х СЈ!5. + ydY + Z dZ, 
2 dt· dt' dt d t dt." dt 

m- ,. - =хУ -уХ= d( d{}) . 
dt dt . 

х у 

ХУ' 

, (89.1) 

3а тешку та ч ку је Х = О, У = О, Z = mg, дакЛе први интеграли 
једначина (89.1) гласе сада: 

(
d')2 'd{})2 (~ + 1'2) dt + ,2 tdi =2gz + h = 2g /И + ћ, 

2 d{} - С , dt - , 
_. ", 

где су h и С интеграционе константе. 
Ако је ,= const. дакле и Z . const., дају обе једначине 

__ ,О • 

(89.2) : 
• • 

d{} 
dt = с, • 

тачка се креће константном брзином у ХОРИЗ0нталном кругу. 

Ако је C~O дакле {}=const. тачка се креће увертикалној , 
равни. 

Пошто елиминишемо dt, добијамо једначину пројекције 

на раван ху: 

,4d{}2 
(1 + /12) d,J -t ,Zd{}2 = [2gf(') + ћ] С2 • 

путање 

Променљиве {} и , можемо раздвојити' и добијамо квадратуром {} као 
функцију од ,: 

{}. fCd' = --, 1 +1'2 
"'[ 2CC'e-;;/-;-('~) --j--';ћ~) ]-,2"_---:с=· . 

ИНТt'гралеље једначина кретаља може се извести квадратуром у сва­

ком случају када дате силе имају функцију U која зависи само од ,. 
, I 

. 90. Геодетичке линије на обртним површинама. Ако је Р = О, 

тачка се креће по једној геодетичкој линији. Десне стране једначине 
(89.1) су једнаке нули, те добиј.амо: 

11 

,2d{} = Cdt, 
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, " "' • 

где 110 значц почетну брзину а G пронзвољпу копстанту. ПројекцИју· 
путање на раван ху добијамо елиминиmуhи dt ИЗ обе једнаЧЩiе: 

. .. . - ~ 

(1 + 1'2) d,~ + ,~d{J2 = ~ г. d{)2. 

V 0
2 1 . d' Када ставимо с2 = (1" И последњу ]едначнну решимо 110 О, иал3.зи){о: 

. d, 
,т = ±,--­, 1 + 1'" . ," . 

- -1 z . 
(1 

, 

знак пред кореНОl1 заВIIСП од сыера почетне брзине. 1\оначна једна-
• • 

чина геодетпчких ЛИПИЈа гласи: 

l' + 1'" 
2 

Г 
--1 
а2 

+ јЈ. 

Ова јеДlIачина садржи две константе а 'н tl које одређујемо из датих 
услова; на пример из услова да линија пролази кроз две дате тачке. 

Облик геодетичке линнје зависи само од константе 11; промени кон· 
станте {з одговара обртање геодетичке линије око осовине z, Са еле­

ыентарним луком da меридијана је 

do2 = dr· + dz2 = (1 + 1'2) dr2 . 

И дпференцијална једпачина геодетнчке линије добија простији оБЛI;Il\: 
• 

. аdб . 
d,'} = ± , (r _ а2) . ." 

Када се покретна тачка креће по. једној' гtюдеТИЧКQј линији, 
момент количине кретаља, дакле и момент брзине, у погледу осрвиае 

z је по . другој једначини кретаља: ,2 ~ == с константан. Ако један 
елемент путаље заклапа са меридијаном угао i, разлож.имо . брзину v 

•••• • • 
у компоненту v sш 1 КОЈа ДОДИРУЈе. паралелни круг и vcos 1 КОЈа 

додирује меридијан; ова последља сече осовину z, љен момент 'је 
" . 

'једнак нули. Остаје дакле 'v sin i = const. а пошто је v константно 
то је ,sin i = const. Ову карактеристичну особину геодетичких линија 

на обртним површинама нашао је Клеро (А. Clairaut, 1713-1765.). 

91. Стационарно «ретање. I<онично или центрифугално «лат­
но. Одредиhемо потребне почетне услове да се тачка на обртаој 

IIОВРШИНИ креће у једном паралелном кругу АБ (сл. 91.1). Механичкп 
рад тежине mg је у том случају 'једнак нули и тачка ће Се кретати 
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константном брзином v коју смо јој у 'почетку 
дали. Пошто је кретање једнолико у кругу, мора 

. рез;ултанта R из тежине m!! и :нормалног отпора 
,N бити стално управљена према. центру О па­

ралелног круга и имати величину: R = т v2ofr., 
где јего = АО полупречник круга. Из слике ви­
димо д~ то може бити само· онда ако се врх D 
кРужног конуса што .га образују нормале повр­

шине на паралелном кругу АБ, налази и з н ад 

круга. Ако са а означи{ro угао између осовине 
z површине'и нормале N, налазимо из вектор­

ског троугла MRN: 

IJ А 

), 
1 ' 1\ 
1 ' /1l.f 

Сл. 91.1 
2 / 

N siпа = т V o , N cosa = Ш!!', 
Г ,-

и из ових једначина излази тражена брзина: 

'--,--
V o = ј! gro tga. 

" Акоозначимо: висину OD са h, угаону брзину кружења са (ЈЈ, 

трајање једног кружеља са Т, налазимо И3 последље једначине са 

tgll = r.!h, 1!0 = шго И Тш = 2л: 

со = 
g 
h !Ј 

h ' 
Т=27< • 

Ово стационарно кретање тачке у хоризонтаЛНОЋI кругу можемо извести 
и на тај начин, да тачку М обесимо у тачки D на концу дужине DM, 
коuaц затегн.емо. тако да са вертикалом заклапа угао а И дадемо тачки 

М горе срачунату почетну брзину Vo у хоризонталном правцу управно 
на·затегнути конац. Отпор N појављује се овде као сила која затеже 
конац. Таква се направа зове центрифугално или конично 

?клатно и има примену на регул.аторе моторних машина. 
, . , -, . 

, 92. )Надвишење спољашње шине у КРИВИНИ. Практичан пример -""':§.Г-. • 
принудног н:решња матерИЈалне тачке по хоризонталном кругу lесте 
. , . 

• • 
кретање , жељезничког воза на неком завиЈУТКУ, Јер се кривине коло-

СеЩLувек извршују као кружни луци (сл. 92.1) . 

• Када се воз креће по кружној кривини полупречника R брзи­
ном v, онда он ПРЮ!Iскује на шине не само својом тежином те" већ 

и центрифугалном силом mv2 jR. I{ада би колосек био хоризонталан 

(тј. обе шине у истом нивоу) резултанта N' ових двеју сила која са 
вертикалом заклаrtа угао ср, одступила би од средине колосека упо~ 

ље, те 'би спољащња шина била више оптереhена него унутрашњд. Да 

се то избегне поставља се спољашња шина у кривини тол:иким над-



92.RАДВИШЕЊЕ СПОЉЛШЊЕ ШИIlE V кривинИ 
.' . 

вишељем z колико је потребно да сила 
N' падне у средину колосека и нор­

мално на љегову раван. Попречни :ца· . 
гиб ср колосека премахоризонтаШI 

мора. бити исти онолики н:олики је 

и ;наги б силе N' према вертикали. Arco' 
је ширина колосека s, мора над више­
ље бити: 

z = s вјl1 (Р = s tg (р, 

пошто је (р увыс врло мали угао 

. (siп 'Р "'" tg ср). Па сл. 92.1 читамо: 

о , V· 
tg ср = R' , g, 

па према томе је 

(92.1) 

, 

где је С = s!g константа, зависна од 

шири не колосека (s = 1,435' Il1 ;щ 

пормални, а s = 0,76 rп за уски ко­

лосек). 

, 

, '. 

,L 

, 
• 

. 

. 

ту? 

Il" $ . ' 

1 
1 
1 , 

1 

IМ)О 
1 I Ј!!. 

11;:/ 

AI' I 
t5~-1l:V 

• 
I 
Ј 
Ј 
I , 

1-- l' 
Ј'!I''-:'--'.Ј 

11 , ' 

ЈА 
Ј 

Ј , , , 
Сл. 92.1 

tS7 
, • - -' ј 

, , 
. 

, . 

z 
. 

.' !' 

При грађељу жељеЗНlща нормалног колосека узима се Rтin=250m, 
а за уске пруге Rmin~150m иако се уз то још узме у,обзириуоби-' 
чајена просечна брзина возова, онда се заz рачунски добијају вред­
ности до 0,15rп. Многе жељезничке Управе сматрају да овај теориј-

~ . 
ски ооразац да1е за z сувише велике вредности, те се за 'Израчуна-

ваље надвишеља спољне шине често употребљава и емпирички 

образац: 

(92.1а) 

где је V брзина воза у kmjh. 

При' прелазу из праве пруге у којој је z = О У кружну кривину 

Icoja треба да добије надвиmење z, мора се ово надвишење постепено 
изводити .. 3начи да се изыеђу праве пруге. и кружне кривине мора 

, . , 

уметнути тзв. преЈ!азиа кри.винатј. криви на којој се полупречник 
. -' - ]". . 

кривнне е континуаЈ!НО смањује од оо до R.. Као прелазна кривина у 
праКС1I се обично употребљава кубнапарабола чија је једначина: 

у = х3ј6с, где је с константа која зависи од тога да ЛlI је пруга главна 

или споредна. 3а главне пруге узима се . с = 12 000, а за споредне 
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пруге с = 6 000, тако да се добивају дужине прелазних кривина код 
главних пруга 24-48 m, а. код споредних 12-40m. Прелаз из праве 
у кружну пругу треба да је у толико блажп, у колико је већа брзина 

вожље. 

93. Сферичне или просторно клатно. Најпростија обртна по· 

вршина је лопта. Тешку тачку ко1а се креће на површини.лопте зовемо 

сферичним клатном. Ако са l ознаЧlIМО полупреЧIIИК лопте (д~. 
жину кла'rна), узмемо центар лопте О за почетак координатног система 

а осовину Oz вертикално н а ни же, гласи једначина ЈIопте у ЦlfЛИН' 
дричюш координатама:. 

Теорема живе силе и момента количине кретања дају релације: 

г2 d{) = Cdt. (93.1) 

Са ОВИМ трима једначинама можемо коордппате r, {Ј, z изразити као 
функције времена " али је подесније да изразимо г, t, и {} као фупк, 
ције од z. Тога ради замениhемо v2 њеним цилиндричниы компонентама: 

јг2 + г! ј{)3 + dz2 
---(ј,=tС = 2gz + h 

и' замепиhеыо r са 
• V -zdz l' - г2 а јгса . 

. VZ2_?~ 
Тако добијамо из теореме 

, . N' 

момента: 

d {ј =--" :: dt 
[-_г2 

'и <кад ово сменимо у једначнни живе силе добијамо: 

12{~;Y=(2gz + ћ) (ll- z') - са, (93.2) 

Када означимо краће: f(z) = (2gz + ћ) (1' - Z2) - С2, налазимо из (93.2): 
, . 

, 

dt = ldz . 
± V f(z)' 

а из друге једначине (93.1): 
" 

• 

Ј 
ldz 

t= ±'V ЈИ 

ј{)= Cdt = + сиг. 
г' - (J2- Z2) V f(z)' 

, 

(93.3) 

(93.4) 

Једначинама (93.3) и (93.4) дефинисани су t и {) као функције 
од г; r одређујемо из једначине лопте. 3нак је одређен почетним усло-

/ .',-

вима. Из прве једначине (93.3) видимо да двосмисленост у избору 

знака постоји ако је (~). =0; у том случају бираhемо знак + или .. . 

- uреиа томе да ли од вредности го иора z расти или опадати да би 
f(z) остало позитивно. 
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Решеље задатка своди се на едиптичкеквадратуре. " 
Друга lедначина (93.1) нам каже даdl}/dt има сталан знак за 

време кретаља тачке; значи да пројекција тачке на раван ху обилази 

осовину Z увек у истом" смислу, сем ако је С = О; али у том случају 
је угао {} константан и тачка се креЬе у вертикалном кругу (к ру жн О 
Ј,Л ат но). 

Да би интеграли били' реaJIНИ, мора функција ј(Јс) бити пози­
тивна.; Полино}{ I(z) је треЬег степена, ла;косе можемо уверити да 

има три реалн~ корена. 3а z = - оо, -[, го и + [ налазимо за ј (.е) вред-
- - , ~ 

ности: + оо, - С2,ј (го) > 01) И - С2 • Постоје дакле два реална корена а 

__ о -1_ .. _ 
~ 

о 

frZ) 

Сл. 93.1' 

тl ,:.::.-.. z -cz 

1'1 fJ И1змеђу + [ и' Zo и између Zo и . 
- [ и један реални корен у маљи 

.' од - [ (СЛ: 93.1). Претпостављамо 
• 

за сада да су сва три корена р а з· 

личит 3.. Полином j(z) = О сређен 
по степенима непознате z ГJIаси: . . 

zЗ + h Z2 -['z - Ј_ (ћ [2 - СА) = О. 2g· 20 ' .. . ь 

. Из теорије алгебарских једначина знамо да је коефицијент од Z 

једнак збиру производа од два и два корена, дакле 

у (~ + р) + н{Ј = -12 
• 

и одавде налазимо; 

. . [2 + ар 
у=- а+Р ' 

Пошто се корени и и fJналазе између + [ и -z (сл. 93.1), то 1е 
увек I а/З 1< [2, даlше је бројитељ увек позитиван; а како је у негативно, 
то ЋIopa и именитељ (а + р) бити позитиван: (а + {Ј) > О. То значи да 

••• • 
паралелни круг КОЈИ 1е у Једнаком раСТОЈаљу од паралела: Z = а И 
Z = fJ лежи увеЈ, и сп о Д Ц е н т р а л о п т е, и да је rtopen а. увек пози-
тиван. Функција ј(г) разложена у факторе гласи: ' 

f(z) = - 2 g(z - и) (г - {Ј) (z - у) • 

13еличина z лежи увек између горљег и дољег l'емена лопте, 
даЮЈе између -1 и + Z; корен i' је маљи од -1. Узмимо на приыер 
;1 =. - (17- о); према томе је. z - у = + (z + 1 -t ~) увек позитивно, iep 
му 1е паlвеЬа вредност + (21 + о), а ЮЈ.јыаља· +~. Да би f(z) било 
позитивно, мора због (z - () > О бити: 

(z - a)(z - Р) < О; 
'dz 

1) Јер је почетна Bpe/lHocT ('lt) О реална ~еJlичина, мора /lакле '.f првој jeIIHl\. 

чини {93.3) бити f (zo) > а. 
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корен а је УВеЈС позитиван и веhи од корена (Ј, дакле ће горња неје) 

начина бити задовољепа ca~10 ако је стално: 

(Ј<г<а, 

то значи да ће се тачкау свом кретању увек налазити између пар8 , , 
лелних кругова B1Bt (z = /i) и А1 А 2 (z = а), (сл. !Ж2). 

Узмимо да се тачка из свог почетног положаја Мо (z = zo) крећ 
на више, (г опада). Пошто је dz. негативно, имамо у (93.3) да усво 
јимо з'нак - пред кореном,г ће опадати до z = t1 l!' I,ада тачка А 

- , ,'-, 

. стигне на паралелдои кругу z = fJ у тачку В1 , И1шhе њеда путаЊi 

хоризонталну тангенту јер је по (93.3): 

. t!!. _ ј(јЈ) = о 
dt l . ' ' 

• 
док по (93.4): 

d{} С 
- =---.-
dt Гp~ . 

• 

није једнаIЩ нули. Гр је полупречник паралелног круга z = (:1. Тачка 

ће се дакле И даље обртати око осовине z у ИСТОМ смислу, али ће ве 
од В, кретати на ниже (z ће расти), пред кореном долази :щак +, 
~Гilчка ће се спусти'rи до паралелног круга AIA~ (г= а), њена путања 

имаhе у А 1 хоризонталну тангенту, затим ће се попети дО В2 (z. (Ј) итд. 

Време за које ће 1'ачка преhи пут од 81 дО А 1 је по једначини (93,3): 
а 

Т- ( Zdz 
... -ОЈ V f(z)' 

fJ 
. а толико исто времена требаhе да пређе путеве AIB~, BzAz итд. 

, Ако тачку бацимо брзином ~'o на једну од крајњих паралела, биhе 
у почетку dzjdt = О, то је случај двосыислености о којој смо раније 

----

говорили. Ако се тачка креће са 

круга (Ј, z ће расти и онда важи по­

ЗИ1ЋВНИ знак пред кореноы: +У f(z) , 
-:l ако се пак креће си круга а, Z ће 

опадати и важи знак -. 

, . ....,- . - - +-.-..f. 
-----

·z 
Сл. 93.2 

Меридијане равни кроз додир­

не тачке ВЈ' А" B z, А2, ••• . путање са 
крајњим паралелама а И fJ су рав­
ни сим е тр иј е за путању. Посма­

трајмо две тачке М и М' (сл. 93.2) 
на гранама В1А1 и A1B2 иутање, 

које леже на истом паралелнои кру­

Гу висине г; ако са {}, {}' , {} 1 озна­

чимо вредности угла ,'1 које одгова-
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,рају тачкама М, м' и АЈ , налазимо по (93.4): 
а • 

f} r Cldz 
{}I = 1 = Ј (12 - Z2)V f (z) и {}' {Ј r Cl dz 

-1 = - J(l! _ Z2)V f (г) = {}l - {}; 

тачке М и М' лежедакпе СИ~1етрnчно према меридијану кроз Ар Вре­
мена за која тачка треба да пређе лукове МА1 и А Ј М' једнака су, јер 
оба имају величину: 

а 

f ldz 
Лг) . 

z 

Када хоћемо да прикажемо пројекцију путаље на раван ху мо-
• 

раио разликовати два случа)а према томе да ли оба крајља круга 

леже на истој или на разним хемисферама. . 
П Р в и . с л у ч а ј. Крајље паралеле леже на дољој хемисфери. Нижи 

круг z = а пројицираhе се у кругу z = {Ј; путања ће осциловати из­
међу оба круга и имати облик сл. 93.3; може се доказати да' крива 

..-----::.- ' 

4 

Сл. 93.3 Сл. 93.4 

нема превојних тачака, Посматрачу на осовини z чини се да тачка 

описује криву као елипсу која се помера у смислу кретаља. Р u i ве u х 
је доказао (1842.) да је угао А ЈОВI увек веhи од правог угла. 

Д р у г и с л у ч а ј. Претпоставимо да се оба крајља круга налазе 

са обе стране екватора. Нижи круг z = а биhе и сада у кругу z = (1, 
јер је ,,+ {Ј > О. Пројекција пута ље мора додиривати екватор (Е), 

имаhе дакле облик приказан у сл. 93.4. Крива може имати и пре-
• 

ВОЈне тачке. 

р е а к Ц и ј а Ј1 о п Т е. Нормални отпор N лопl'~ ~!tШtЗlIМО из треће 
од природних ~едначи'На (88.2а): 



~ 

Полупречюш R кривиае нормалног пресека је овде једнак полупреч-

шшу лопте, тј. R = [, Рn = -~ mg z/1, дакле: 

• mv- z т z 
N= l + mg 7 =y(2gz+ll) + mgy 

и сажето: • 

т 
N = y(3gz + h) . 

• 

Нормални отпор је' дакле линеарна фунција од г. Ако је покретна 
тачка везана I,онцем за центl1.р лопте, она ће напустити површину 

лопте чим N постане негативно и падаhе описујуhи параболу која 

оскулише путању на .'10П1'И. Ако пак тачка не може напустити ЈIOПТУ 
• 

на пр. ако се налази између две бесконачно блиске сф~ричне повр-

шине, притискиваhе' спољашњу површину ако је N позитивно, а уну­
трашњу aI,О је N негативно. У ыестима где је N = О имаhе хоризон­

тална пројекцпја путање превојну тачку. То ће наступити само у 

другоы случају, јер N = О може бити само у горњојхемисферИ. 
Случај да полином f(z) има ДВОСТРУКИI,орен; стацио­

нарно кретаље. Поставили смо раније функцију: 

ј(г) = (2gz +h) (lЗ _г2) _,С" =-2g(z-: а) (г -(Ј)(г-у), 

11 пашлJI. смо за величине коренова неједначине: 

- оо < у < - 1 < fЗ < го < а < 1 . 
• 

Полином j(z) може дакле имати два једнака корена или ако је 

fЗ ~~ f = -1, или ако је fЗ = а= го. Прву претпоставку морамо одба­

цитијеронаповлачиса соБО~I [(-l)=О, док је стварно f(-l) = - С". 

УСВОјиhе}IО дакле: 

fЗ=а=zо· 

Пошто z мора I,ao у оиштем случају остати ИЗ~iеђу а И fз, то је у овом 

сиецијалном cJlY'laj;T z константно iI једпаI,О го, тачка описује па­

ралелан (хоризонталан) круг. То се може и аuалити'ши доказати. Јед­

начина (93 2) гласи сада: 
~ 

1" (~~)% = f(z) _ или (dZ)' . [2 dt +2g (z -zo)(z - у) = О. 

Видели смо да је (z - у) увек позитивно; пошто на левој стран!! по­

. следње једначине стоји збир од два позитивна члана, ыоже она бити 
задовољена само ако су оба ЧJIана једнака нули, тј. ако је z '= ZO' 

Овај случај са два једнака корена своди се дакле на конично 

.KJIaTHO, о хоме је већ раније било говора. 
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94. Мале осцилације око равнотежиог ПОJlожаја. У ортогонал­
IiЮl Декартовим координатама гласе једначине кретаља сферичног 

клатна (осовина z управљена на ниже); . 

d'x х m- =-N-::-dt" . 1 ,. 

--NY - -, 
1 

(94.1 ) 

d 2z Z 
m dt2.=mg-N 1 . 

• 
Ако су осцилацијlJ доста мале, биhе х и У врло мале' величине. Ми 

ћемо их сматрати малим ве,'lичинама првог реда и занемариhемо l1але 

веШIчине другог реда. Са том приближноmhу стављамо z = 1 1ер по 
биномијалном реду је : 

. z = V1 2 - (х2 + у2) = 1 (1 __ х
2 t. УЗ + ... ), 

а други члан занемарујемо као малу величину,др~гог реда. Та прет­

поставка идентична је са претпоставком да се ПOI_ретна тачка налази 

на ХОРlIЗ0нталној тангенцијалној равни лопте. Последља из једначина 

(94.1) гласи сада: 0= mg - N и са N = mg гласе прве две једначине: 

d2x Х 
dt' =- gT' 

То су једначине кретаља тачке на коју дејствује централна привлачна 

сила пропорционална растојаљу. Путања је елипса 1) са центром на 
• 

осовини z. Интеграли порледњих једначина познати су нам веЬ из 
праволинијске хармоничне осцилације: 

х = А cos t y~ + 8 sin t 
g -, 
l 

У = С cos t '/ј%... + D sin t' "ј. 
, l l 

Ако претпоставимо да Је за t = О: 

dx 
х = хо , У = О, dt = о , dy 

dt = /10 ' 

• 

тј. 1l0ЛОЖИМО r{ординатну раван zOx кроз једно теме еЈIИпсе, добијамо 
за константе: 

А =хо , с=о . , 

, 

8=0, D.=v. 
1 
g' 

1) Стварно п р о с т о р н а к р и в а којој је хоризонтаJlна пројекција еJlипса. 

Механика тачке 13 
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ГJIАВЛ ш. - ДИНАМИКА 'МА1'ЕРИЈАЛНЕ ТАчКЕ 
_» .. 

и Qa овим вредностима једначине кретања: 

'g 1 . t 
x=xocost l' Y=Vo g SIIl 

g 
-, 
l 

, Елимивацијом времена из последњих једначина добијамо једпачину 
елипсе: 

х2 у2 

---,02 + 3Ј = 1, 
хо V o ...:e.

g
_ 

дакле су константе А и D полуосовине елипсе. 
Трајање једног обрта је индентично са трајаљем једне осцилације 

код праволинијског кретања тј" , 

, 
т = 2" 

l 
• g 

Alto је детерминанта коефицијената AD - ВС = О, онда је у = kx 
(k константа). Пројеlщија путање на хоризонталу раван је права ли­

нија. (I\РУЖIIО клатно). 

95. Кретаље тачке по рапавој повртини. Ако је површина 

F(y,x,z) = О по којој се тачка креће рапава, улази на десној страни 

једн. (87.3) као трећа сила отпор трења: Т = f N l>оји, као што знамо, 
~ 

има правац брзине и супротан смер. ЈеДИНИЧRИ вектор брзине је v/v 
а N= /1 gradFf тако да је 

~ 

т ..:.. - f /1 gl'ad F / v , 
v 

и кад означимо скаларну величину: 

џ = !. l gl'ad F : 
v 

добијамо BeKl'0pcIty једначину кретања: 
.... 

dv ~ -+ 
т dt = Р + l grad F - f fll', 

. " . 
КОјОј одговарајУ три скаларне једначине: , 

d2x дF dx 
т dt2 = Х + 1 дХ - f f! ёП 

d'y _ . дР dy 
т Ш2 - У ;- А. д- - f ,и dt' 

у . 

d2z дР, dz 
т dt2 = Z + А. дг - f џ СЛ' ' -

(95.1 ) 

I (95.2) 



95. КРЕТАЊЕ ТАЧКЕ ПО Р.А.П.А.ВОЈ површини ~95 
• 

АIИ коефицијент трења f сматрамо константним тј. незаl!ИСНИМ 
- '. -

од v и А имамо l'ao и у случају глатке површине четири једначине 
. за одређивање четири непознатих х, у, Z 1I Ј. као функције времена. 
... .. .. . 

. Алп 1е сада интегралење једначина кретања ,много сложеНИlе јер lе 

ft функција брзине. 

У природним координатама гласе једначине кре1'ања: 

dv 
m dt =PI;-flNI, 

v2 

- т R. = Р" + N, 

1 
I 
} 

Ј 

(95.3) 

са о:шаltама једначина (88.2). Услед отпора трења ыења се само прва 
од једначина (89.2а) придоласком члана - fI N I где је I N I апсолутна 

• 
вредност нормалног отпора. 

->-
AI:O је нападна сила Р= О гласиhе последње једначине: 

dv 
m-d =-!lNI, t . (95.4) 

Из друге једначине следује да је геодетичка кривинаједнака 

ПУЈIИ, дакле је путања геодетичка линија на датој поврmини. Пошто 

И3 трепе једнаЧИllе сменимо N у прву, добијену једначину скратимо 
, 

, са масом, ГЈlасипе она: 

fif=-f~; 
делсњем .iеднаЧl1lJе са/! 11 см:епом::v = ds/dt на десној страни елими­

нисали смо dt и добили:. 

~ = _ fdS.' 
11 R 

Интегралење можемо изнршити пошто изразимо R као функцију 
дужине S лука геодети'ше линије. ИнтеграЈI гласи: 

• 

ln v = - f f ~ + ln С. 

ИнтеграЦI[ОПУ ItOHCTaHTY одредиhемо иа услова да је за s = О, 

брЗl!па 'ис • Тако добијамо брзину као функцију пута: 

• 
v;=voeexp (- ff~)=q;(S). (95.5) 

о 

13* 
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Из те једначине следује: 

dt= ds 
. (Р (s) 

-

и оа почетним условом l = О, s = О добија.мо: 
• . t-J ds - rp(s) , 

. о 

• 

. ТАЧКЕ 
• 

а инверзијои тог интеграла тражени закон пута s = s (t); 
, 

Примера ради одредиhеио закон пута када се тачка (не узимајуhи 
у обзир љену тежину) креће на површцни лопте полупречника г. Нор-

• мална Itривииа је R= г. Геодетичке линије па лопти су велИIШ кру­

гови јер се само код љих главна нормала поклапа са нормалом по­

врmине. 3а брзину налазимо: 

v='l,оееч(-f S/Г ), 
и сменом у интеграл: 

• 
t = 1 Је ехр (fsjr) ds =..".--г;г 

. 1'0 JVo 
eexг(fslr)-l , 

о 

а одавде инверзијом добијамо закон пута: 

s = ; ln r;o t - 1)- (95.6) 

Са центричним углом а је у кругу v =-= Vo е ехр ( - Ја) . 
• 

, , 

б) «РЕТ АЊЕ по ЛИНИЈИ 

96. Једначине кретаља. Нормални и тангенцијални отпор. 
а) Поематраhемо кретаље материјалне тачке која је приморана да 

. остаје на датој непомичној и непроменљиво) (крутој) линији. Ако на 

линији lIзаберемо тачку О као почетак од кога меримо пређене пу­

теве, биhе положај тачке М у сваком тренутку одређен дужиноы лука 
r .... 

S = ОМ, дакле једним податком. Стога кажемо да ова. таЧItа има један 
степен слободе. Њено кретаље зовеыо прип у дним кретаљем. На 

тачку М масе т дејствује дата сила Р са ортогоналним коыпонеи:таыа 

Х, У, z. Ако је додир тачке са линијом (на ириыер прстен навучен на 
:кицу или мала лопта која се креће у цеви) бе:з треља., онда линија 

врши на таЧIty CaJlIO нормални отпор N чија нападна линија лежи у 
• • • 

нормалНОl разни КРИЕе путаље адИ у Т01' равни може имати произво-

! 
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-
.~аII _правац. Т~ЧI<а .... ће се кретати по датој линији цод заједничкIOt 

дејством сила Р и N и. има се тада Qматрати слободном .. 
Сваку- криву ЛИНИЈУ можемо сматрати пресеком две]у поврmииа~ 

F1 (x,y,z)=O и F2 (x,y,z)=O. (96.1) 

'1\оор,Ј;инате х, у, z тачке М морају у сваком тренутку заДовољава1'И 
.. :t~e_ две једначине, т:шо .да је само једна координата независна. Бор­
'kалнИ отпор криве ЛИНИЈе биhе резултанта нормалних отпора N1 и N2 

поврЈЈ1lIJlа Р1 n· Е. које" ту линију образују. Ортогоналне компоненте 

_ отпора N, и N 2 су као смо у чл. 87 видели: 

односно: 

). aF, 1. aF1 1. дЕ!: 
1 'дх ' 1 ду' t • az' 

). aF. 
• дх • 

). aFB • 

2 az . 
•• 

:'Ј'ако да']едначине кретаља гласе: 

d2x ~ х+ дЕ1 дЕ. 
т dt2 = 1.1- ах + Л2 дх ' 

d'y_ дЕl, aPz 
т dt2 -- У + Л, ду + Л. ду , 

d 2z Z' 1 дЕ, 1 дРо 
т df' = + '"1 az +'"2 az'· 

08е су једначине компоненте BeKTopCK~ једначине: 

(96.2) 

- , -
• 

Једначине (96.1) и (96.2) чине систем ОД пет једначина које 

'дефинишу х.у. z тј. кретаље, и 1.1. Л" тј. нормални отпор линије као . ~ 

фУШЩИје времена t. 
Пошто кретаље има само један степен слободе, биhе оно одре­

ђено једном }едином једначином у коју не у.лазiI нормални отпор. Ту 
- ћемо једначину добити ако све три једначине (96.2) помно-жимо са 

'dx, dy односно dz и саберемо их, Добиhемо: 

, 

,последља два иараза у заградама претстављају тоталне диференциiале 
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• .арр dFz ' који су по (96.1) једцаки нули, те се последља Једначина 
своди на: 

тv' . . 
d 2 =Xdx+Ydy+Zdz, (96.4) 

дакле на закон живе силе, који је у овом случају једина једпачппа 

кретаља . 
• 

б) Координате покретне тачке можемо изразити као фущщије 

јеДIlОГ параметра q који одређује положај тачке: 

х = ср (q), у = 'I'(q), z = х(ч); 

тако добијамо са: 

'р' = dcp (q) апаl од 110 '1" п х' 
dq 

о ( dOC)2., (dY )% (dZ)2 ('" + ,., + ,п (dq )2 
1'- = dt т dt + dt - ср-,р- . х·Ј 4t . 

и 

х dx + У dy + Z dz = (Х ср' + У,/,' + Z Х') dq = Qdq. 

Закон живе СИЈlе пзражен иараметром q гласи дакле: 

d т ( cpl2 + ,/," + х'2 ) (~: "= ()dq. 

А!со за параметар изаберемо лук 5 биhе: 

(1'/2 + ,/,'% + х'% =1. 

(96.5) 

. 

(~Ю.6) 

(96.4а) 

У најопштијем случају зависи сила Р 'од положаја покретне тачке, од 
љене брзине и од времена. Компоненте Х, У, Z, дакле и Q су онда 
функције од, Ч, dq/dt и е; једначина (96.4) односно (96.4а) је диферен­
цијална једпачина другог реда која даје q као функцију од t. 
. . у специјалном случају н;ада сила зависи само од положаја 
покретне тачке, Q је само функција од q и интегралеље једначине 
кретаља своди се на квадратуре. Једначина (96.4а) даје: 

q 
2 

d тv = Qd 2 q, 
v' vo2 f . 

т2-т 2 = Qdq, 

qo 
где се индеIСС О односи на почетне вредности.· I{ада заиенимо 

.. 
1;- ЛЗ 

(96.5) добијамо И3 заI\Оиа живе силе dq I dt као функцију од q: 

(dq
)' dt = f(q) , 

dq V dt = ± f(q), 

• 
и на]зад 

Ј! = dq , 
. ± У/(ч) 

q 

t - to ....::.... + Ј- dq 
- V j'(q) 

• (96.7) 

qo 
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у почетку кретаља познајемо знак који треба корену дати, јер смер 

почетне брзине даје знак почетној вредности од dqjdt; тај 8нак остаје 
доrtле год не постане dqldt = О •. Тада смер тангенцијалне силе Р 

одређује смер кретаљу, дакле и знак који имамо да ставимо пред 

dq(dt. -
После извршенеКВ<Ј.дратуре добијамо инвеР31Iјом. закон пута 

q = F(t). 
Ако сила Р има функцију и (х, у, z) Н:bl1аЗИ1IО одмах први ИRтеграл: 

• 
ти- = и + h, 
2 

у коме имамо још х, у, z да заменимо љиховим вредностима као функ-
, 

ције од q. Ако је Р ""= О тачка nе се rtретати н:онстантном брзином ~'o 
I\ao што ·из закона живе снле за Q = о излази. Константа h има вред­
ност: f1l1,.2j2 - Иа • 

в) Нормални отпор линије. Пошто смо из закона живе силе 

одредили кре1Ћље, uалазимо из две једначине (9а.2) факторе Ј.1 и Ј.2 П 
'ЛIМе и .отпор N као функцију времена. 

Једноставније је одређиваље отпора N из природних једначина 
кретаља. Ако са индексима t, П, Ь означимо правце тангенте, главне 

нор.!але и бинормале, гласе природне једначине кретаља: 

du 
Р! = т dt ' Pь+Nь=O. (96.8) 

Прва једпачина {\оја је незаВIIсна од N, одређује 
остале две одређују N из компапената Nn и Nb: 

кретаље на линији; 

, 

(96.8а) 

АКОС!Iла Р има фупrщију И, можемо у другој једнаЧИRП (96.8) mv2 

ааменити са 2 (И + h) те добијамо: 

N
n

= 2(И+h) _Рщ 
е 

• 

тако да можемо N одредити и не познавајуhи Х,у, z као функцију од t. 
Прва једначина (96.8) је други, яраhи облик закона живе силе. 

Тангенцијалну компоненту Р! можемо изразити као· збир пројекција 
компонената Х, -У, Z на правац тангенте; а како су косинуси углова 

- dx dy dz . 
КОЈе тангента заклапа са координаНТllИМ осовинама:-d ,- и -d ,то 1е: 

s ds s 

mv' 
dx dy dz dv· ds d!J d 2 

Р1 = Х ds + У ds + Z ds = т ds' dt = mv ds = ds ' 

-
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и ка,n nомножим6 ј(щначину са ds: 

,. nт2 

Х dy + У dy ,.. Z dz = d -- . 
2 

. 

Једначина Рј = т dl,jdt каже да се функција s = f(t) неЬе мељати 
ако криву линију произвољно деформиmемо не мељајуhи љену ду­

жину, и не мењајући тангенцијалну компоненту силе Р. Том дефор­

мацијом мењаЬе. се само отпор N. Могли БИСNlО на пример I,РИВУ пу­

тању трансформисати у праву, а да се закон кретања не промени и 

тако свести проблем на задатак праволинијског I'ретања. 

H~aдa на неком месту путање буде N = О, тачка· ће напустити 

прописану путању и кретаће се даље као слободна тачка. Ив (96.8) и 
(96.8а) видиыо да ће N = О бити када је: 

• v-
Рп=т-, 

. (! 
Рь=О, 

тј. покретна тачка ~Iоже ПРОП1iсану путању саыо· па оном меп у пап;у­

стити на коме сила Р лежи у оскулационој равни криве. 
г) ТангеНЩlјални отпор. На рапавој линији појављује се у 

правцу тангенте на путању а у смеру противном смеру кретаља отпор 

трења Т који стављамо по I'.:улоновом закону T=fN. 

Од природних једначина кретаља (96.8) гласиће прва: 

dv 
Pt-fN=m-

dt' 

а друге две остају непромењене. 

Косннусн правца отпора fN су: - dx/ds, .- dyjds, - dzjds, дакле 
Ье једначине кретања у ортогоналним координатама глаСИТIJ: 

d2x dx 
т dt' = х + Nx - fN dS' } 

tPy . dy 
m dt" = у + Nu - fN d:/ > (96.9) 

d'z 'dz 
m dt l = Z + Nz - fN ds' 

Ј 

Са једначинама путање: 

F1 (x,y,z) = о н (96.1) 

и релацијама које су по себи разумљиве: 
• 

N2 = N./ + Ny' + Nz", 

dx dy dz 
N = N" ds + Ny di + Nz dS = О, 

(96.10) 
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;qиiJе једнаЧЈТне (96.9) систем од седам једв:ачина које одређују Х, У. z, 
,< о функције од t, ДaIше дефивишу l,p6TaJЬe, и одређују N:x;, Ny• Nz 
7tR • Ф . ir И, дакле и отпор ЛИIIИlе као УНlЩИ]6 од t. 

Елементарни механичюград отпора треља је - fNds, ДRlше гласи 

.эRКОН ЖИЕе силе: 
, ' 

mv2 

d ') =х dx + У dy + Z dz - jJ'{ds ; 
~ 

• 

силу: 

mv~ 
d 2 = dU -ЈNds . 

[1" за конзеРЕатщшу 
, 

, 

Последља једпачипа се може интегралити ако је отпор N познат 
као функција пута или ако је константан. Отпор треља ЈПlје конзер­
'ВIJ.ТИВllа сила дакле закон о одржаљу :механичке енергије ОЕде не важи. 

, 97. Кретаље тешке тачке по глаткој кривој линији. Тачка 
М приморана је да се креће по некој кривој (равној или просторној) 

линији под дејством љене тежине тл. Координатну ОСОВИНУ z узмимо 
i ~ прављену п а в и III е; ко)!Понеите силе тл су онда: Х = О, У = О, 

Z = - mл, а еJIЮlептаРШI рад тежине је - mл dz' Закон живе силе: 

• 
АЗЈ6 ИН1'6грал: 

или када .ставимо h = а л: 

, mv' 
d ') = -mgdz. 

~ 

• v 
2-= -gz+h, 

v2=2g(a-z). (97.1) 

у растојаљу а = ОС положимо раван Е паралелну равни ху 

а 

Сл. 97.1 
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(сл. 97.1). Растојаље покретне тачке М од равни: z =а је а - z = МЕ 
'ј'ако да је љена брзина: 

vt = 2g·ME. 

Величина брзине је дакле иста као да је тачка дала слободно без по· 

четне брзине од Е до М. Она не зависи од облика путање, тј. од х и у, 
Не,ка је путања затворена крива ЛIшпја; два случаја могу бити 

према томе да ли раван ё сече или не сече путању. Ма пз ког почет· 

ног положаја М таЧlсе моя;:емо јој увек Да1Ћ тоЈПЩУ браину Vo да ви­

сива а равни буде ПРОИЗВОЉНО велика јер је: 

v2 

a=2;+zo. 

Претпоставимо да је 1'0 ДОВОЉПО велика да се равал Е налази изнад 

лутаље. Из једначипе (97.1) видимо да 6рэипа тачке v юшада пеће 
постати јеДIIaIЩ лули, тачка nе бесконачно !':ружити по својој путањп. 

Кретање nе 6иТI! периодпч Н о; Шlјвеhу БР;ЈЈ!НУ пмаhе тачка у најшr­

жем, а пајмању брэину у нај-вишем положају, тј. у положају у дојима 

ј е тангента па путању хорпзонтаJlна. 

I10сматрајмо сада први случај, Iсада ПУl'ања продирераваПе у 

таЧl\:ама А п А'. Тачку М бацимо из најближег ПОJlожаја Мо према А, 

н путеве s рачунамо од Мо према А. 'l'ачка М приБШlжиhе се толико 
тачки А колико год хоће~IO. Јер нека је В тачка у6Лизинн тачке Ај, 

, ' --
ВВ} љено растојање од равни е, брзина па путу МоВ остаје увек већа 

од V 2!! ВВ!, Tal\o да ће М увек стиhи у В за коначно време. 
Из јеДlIa'пrне (97.1) налазимо са v=ds/(it: 

V2gdt= ds . 
±Va-z 

Време, lШО И лукаве s рачунајмо од почетног положаја Мо; пошто s 
расте са t морамо у I'орњој једначини узети знаI, +, те добијамо: . 

$ • 

t V ?. - f ds _ ј ds d z , 
"-Iе- - . 

Va-z .dz Va-z 
-

(97.2) 

() ~o 

Ако тангента на путању у таЧIШ А није ХОРИЗ0нтална, имаnе ds/dz за 
. z =а коначну вредност и интегра" ће имаТI! I,опачну вредност када 

z lсопвергише према а. 
Време Т за које !Је се тачка попети из МО до А је: 

z 

TV? --'-Ј ds ·е - . 
Va-z '. 
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ПОIllТО је стигла У А, тачка Ье се вратити према. Мо, љена БРЗИlIа ће 

бити: 

ds = _ V2g(a-z) 
dt . 

И У свакој тачки путаље АМо имаhе брзину исте величине И супрот­
пог смера оној· коју је И11ала· пељуhи се од Мо дО А. Тачка ће за 
време Т вратити се од А до МО, стиhи у Мо са брзином Vo и наста­
вИТИ пут до А'. Од Мо до А' требаhе време Т', од А' ће се вратити 
према МО и TaJto бесконачно дуго. Кретаље Ье БИТII дакле осцила- . 
торЛО између А и А' са иериодом Т+ 7'. , . 

, Ако 'је тангепта у А хоризонтална, биhе за'z=а::~ као и V 1 
~ a-z 

бесконачно. велико. Посматраље грапичних вредности пortазУlе да Ье 

интеграл (97.2) бити У Т011 случају 6есконачпо велиr: alИ је А обична 
. тачка, а rtоначап alИ је А повра1Ћа тачка. У прво)! случају тачка 

М неће никада стиhи у А, У другом случају цак стпhиhе за коначпо 
време Ii эаустаВИ\'iе се у тоы раВНО1'еЖНОlll положају. (Види чл. 101) . 

• 

98. I<ретаљ~ тачке по равној кривој линији са отпором 

треља. а) ДИП:lмичк.е ј едпачине. Ако за осовину х иэаберемо таи­

генту, позитивну у смеру rtpeTaJЬa, а за осовину у нормалу, позитивпу 

према центру Itривипе и угао изыеђу позитивне Rор]\[t\ле и щше R 
0значюlO са (! (сл. 98.1), гласиhе природне једнаЧIlне кретаља: 

dv 
т dt =Rsiпа-fN, 

(98.1) 
v' 

т - = R cos а + N. 
Ј 

Прва једнаЧИIlа нам одређује кретаље а друга нормални отпор, 

и љиме п отпор треља. 3нак нормаЛIlОГ отп.ора N биhе позитиван кад 
се тачка' rtpeIie по {{онт,авној страни путање, а негативан кад је тачка 
на конвексиој страни. 3а сада ћемо узети да је N позитивно (тј. да 
је путаља стално конкавна). 

АIЮ из друге од једначина (98. i) одредимо НОРМl1ЛНИ отпор: 

N = т v' / I! - R cos а , 

па нађену вредност заменимо у прву, добијамо основну динамичку , 
једначину 330 припу дно кретаље тачке у Ајлеровом rtоординатно:м 

систему: 

dv (~'2 ) 111 dt = R sillr1 - f т I!· - R сова . (98.2) 
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Закон пута за овај случај можемо наhи ако су нам IR/ и 

познати као функције пута s. 
I\:ада је R = О гласиhе дииамичка једначина: 

dv 
т dt +jN=O, 

-
v2 

т ' -- N = О. 
t! 

I 

Смено.! N из друге у прву јеЈщачину (98.3) добијамо: 
-

dv v~ 
rn-=-јт-

dt е 

(98. 

(98. 

п пошто скра1'ИМО са т, и леву страну помножпмо са dsjds биће: 

d-v v2 

ds v = - jg ; 

скраЬена са 1! гласи диферепцијална јеДН:l'!Ина: 

d'lJ jdS 
-=- -, ./) е 

а љен l!нтеграл: 

• 
- (ds 

lnv + С = - ј Ј - • 
. е 

, 

3а почетно стаље кретаља: to = О, v = Vo и So = О је: 

( fdS' 
Јп Vo + С = - ј -) = О, 

е ,=0 
дакле: 

C=-lnvo. 

Једначина за брзину биhе са том вредношhу за С: 

- 'П (:.) = - ј f~S 
и кад пређемо на експоненцијалну функцију: 

v = Vo е ехр (-ј f~S) . (98.5 

Када нам је функција е = 'P(s) позната, тада можемо извршиТI 
интегралеље у еRспоненту и коначно наhи вредност брзине. 33.кО1 

пута s = [Се) добијамо инверзијом интеграла: 

(98.6: 
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. -fa 
На пример за кружну путању је: е= const. = r, ds = r da, v=v.e , 

а иитеграл (98.6) гласи: . 

t == /vo ( I~ 1 ). 

(Види чл. 95). 
б) Одређивање тоталног отпора путање. Ако сем нор­

малног отпора постоји И тангецијални отџор путање (треље: Т = f N).. 
онда се они слажу у тотални (кос) отпор путаље: + W. Угао што га 
сила W заклапа са нормалом, осевином у, је угао треља 1Ј1 (за разлИRУ 

од ознаке е за полупречник кривине). 

Величина тоталног отпора је: 

(98.7) 

На материјалну тачку делују две силе: резултанта R датих сила 
Р и отпор W (сл. 98.1). Под' љиховим утицајем тачка се креће као 
слободна тангенцијалним убрза~ем dvfdt.и 'цеџтрипеталiIИМ убрзаљем 

·11' 

11 

• 

, ...... R -...".,..---.:: ."'-

Сл. 98.1 

u2/е, што значи да је дејство резултанте й сила R и W еквпвалентно 
дејству центрнпеталне силе РС = m l:"/е И тангеIJцијалне силе р, == т dv /dt. 
То изражава веиорска једначина: 

_..... --.... 

R + W = ( m ~) + ( m ~[) , 
која замељује скаларне једначпне (98.1). 

Притисак који тачка врши на подлогу је: , . .... .... 

~W= R+ (-т~)+( -т*Ј' '(98,9) 
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, 

.\1з једначине (98.9) следује да је тотални ПРИТИСaIС тачке на IJ 
..... ..... 

тању - W једнак геометријскоw зБИру трију СИЛа: R, (- mv'/e) 
--..... 

(- т dv/dt). Силу: 

зовемо центрифугаЛIIОМ силом, а силу: 

_._-..... 

(- т :~), 
негативном тангенцијалном силом. На сл. 98.L дат је полиго 

сила, који изражава геометријско' сабираље према једначини (98.!Ј 

99. Апсолутна и релативна тежа. Притисю{ између поврmш 
(подлоге) или линије (путаље) за коју је }Iaтеријална тачка везана 

саие тачке исте је величине, било да се материјална тачка· креЬ 

док подлога мирује или обрнуто, да се подлога креће а таЧI{а миру ј 

на љој. Овај други случај ииамо за сва тела која '1iирују на 3емљиНl 
поврmинп [{ад узме1Ю у обзир да се 3емља обрhе око своје осовию 

• 
Притисак на подлогу зове се тежина. Када би 3емља у једно 

трену'гку престала да се окрепе, нашли бисмо мерељем да су тежин 

свих тела повеhане. Узрок те појаве је ЦСН1'рифугална сила - т v2/ • • 

која, као што смо видели, смаљује притисак тела на подлогу . 
. Тежину, . коју би тела имала кад се 3емља не би обртала, зовем 

апсолутном тежином. а тежину Iюју тела имају при обртаљу 3емљ 

и коју меримо помоhу разних справа, зовемо релативном теЖИНО!Ј 
Однос изыеђу те две тежине наЛШПIМQ И3 BeKTopcI,e једначине (98.9: 
Но пошто се 3емља обрhе око своје осовине IюнстariТНОМ брзином т' 

је dv/dt = О, дакле је притисак: ' 
--..... 

..... ..... ( v").......... - W =R+ -те =R+F. (99.1 

На сл. 99.1 означили смо са F центрифугалну силу материјаЛНОЈ 
тма. R је сила којом 3емља стварно дејствује па 1'0 тело (апсолутш 

тежина), ДОI, је - W сила 1\:ојои тело притиску је на подлогу и коју ие 
рИМО помоhу теразија (релативна тежина) Према једначини (99.( 
апсолутна тежина R тела која је управљена н:а центру 3емље, трећа j~ 
страна BeKTopcr,or ~fроугла (сл. 99.1) KO~Ie су друге две стране. 

релативна тежина - W и центрифугална сила F. 
. Величина центрифугалне силе по обрасцу: F = т v2ie зависи од 

брзине v којом се тело креЬе по кружној путаљи, следујуhи обртаљу 
, 

• 



99. АПСОЈIУТНА 11 РЕЛАТИВНА ТЕЖА 
- -------------------

N 

s 
а) 

- -MD=AfA 

Сл. 99.1 
б) 

207 

а Talto IКГО и од полупреЧRIша кружне путање е. И v и I! 
ају се са географс!щЬ{ ширином 'р места на коме се теЈlO налаi!И 

ако полупречпик 3емље означи мо са r (= 6370 krn) а константну 
,ОН;'У брзину њеног обртања са со, добијамо: 

I! = r cos <р, 

V = I! со = r со cos ({Ј, 

;што унето у једнаЧИIIУ цен'грифугалне силе даје: 

V 2 

F=m-= 
е 

(99.2) 

(99.3) 

Пентрифугална СИЈra је на половима Земље (/Р = 900) једнака пули те 
'i:a1.!O нема разлике измеlјУ апсолутне й: релативне теже. 

Угаона брзина 3емље је: 
, 

2:1: 
ro =-- Т' 

где је Т трајање једног обрта: Т = 24 h = 86164 sec средњег СУН'Iаног 
~peMeHa. 3а ro добијамо дакле: 

ro= 271= 6,28 = 7,29'10-5 вес-1. 
т !'16164 

Центрифугалну силу F (једн. 99.3) разложимо у радијаЈШУ ком­

F~lIeUTY: Fr = F cOJ!rp = mrco2 cos2rp и тангенцијалну компоненту F = 

'fiF'mrro~ sinrp cosrp. Fr И~Iа на половима вреднос'г нуле а максималну'вред­
*.QQT на екватору. Тангiшцијална компонента тера масе ца 3емљи према 
fl~rToPY и има највеЋУ вреДIIОСТ на ширини: rp = 450 а једнака је ну.ли 
_;f{.~ екватору И на половима. Ово је узрок спљоштекости 3емље, 
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-
Небеско тело које се обрhе око своје осовине мора имати таКаЈ 

облик да резултанта из теже 11 центрифугаJIJнЈ силе стоји управно ш 
љену површину. Тај се облик зове код 3емље . Геоид и приближю 
је једнак спљоште:ном обртном елипсоиду, 

, Ако за релативну тежину уведемо: - И! = Q = ту онда на ИСТI 
начин за апсолутну тежиџу можемо писати: R=mg где,је g апсолутн! 
убрзаље 3емљине теще К9је би важило када се Земља не би обртала 

Из троугла убрзаља (сл 99.1б) читаыо: . 
.-

g= мв - DB = МВ - АН С08<р, 

., 
g = g - Гш- СОВ<р C08r!', 

g=g 1 -,- . ( 
гш2 cos2rl' ) 

g 
(99.{ 

Кад у ову једначину уведемо бројне вредности за Г, со и g, nретпостав, 
љајуhи да је 3емља лопта излази (са гш 2 = 0,0339 и g=9,832) 

Ј 

g:= 9,832 ( 1 - 29~,4 сов"'!, ) ш 8ес-2 • 

Вредности g израчунате из овог теоријског обрасца не слажу се довољне 
са вредностима еМПИРИЧIШ одређенима (поыоп;)' клатна). То неслагаЉЕ 

долази отуд, што 3ещ-\>а нцје лопта веп ешшсоид и што због тога пс 

закону гравитације ни апсолутно убзаље g не може бити исто H~ 

ПQЛQ~има и на екватору. Резул:таТИ1Ш ыер.щьа боље одговара еМПИРИЧЮI 

образац: 

g -:-:- 9,!Щ2 ( 1 - 18~, 3 е082 
tp ) ш 8,ее-2 • 

Релативно 3емљино убрзаље на еКВаТОРУ изнрсџ; пр~ма опажа· 

љима go = 9,7807 m 8ес-%. Ако се узые да је оно на половиыа g = g = 
= 9,83 2 ш вес-% онда би се тежина те.ц:а, на полу према тежини на 

екватору односила као 1,005 : 1. Разшша је дакле веоыа мала .. Када би 
се 3еМЈЬа окретала 17 пута брже но ЩТО се стваЈШО окреће, била би 

центрифугална сила тако велика, да би релаТИВНа тежина тела на 
екватору била једнака нули. То се види из садашљег односа убрзаља 

• 
центрипеталног и релативног К()lИ износи на екватору: 

r ш% 0,03 39 1 1 
-~ - ~=--=:;-go - 9,7807 - 289 - 17" 

јер када би било Ш1 = 17 ш, била би тада центрифугална сила тг ш,2 
једнака иривлачној сили 3еыљиној mgo на екватору. 

Из векторског троугла на сл. 99 1 видиыо да правац релативне теже 
се че 3емљину ОСОЈШНУ ИСПQД центра, за тачке на северној хемисфери а 



100. ПРИНУДНО КРЕТАЉЕ ТЕШКЕ ТАЧКЕ У ВЕРТИКАЛНОЈ РАВНИ 2Q9' 

[зJlад центра за тачке' на јужној хемисфери. Угао" ШТО га релативна 
'е$а (правац виска) заклапа са полупречником 3емље врло је мали 

:~, MOJ!WMO троугао МАВ сматрати npавоуглим. Тако израчунавамо: 

АВ Р т r ОЈ2 COS q> 
: tgo = мв= т g = т g -

.; - l' _ -

r ОЈ! 1 
cos rp = 290 4 cos ср. g -, 

(99.5) 

','.' . Тај угао о зависан је дакле само од географске ширине ион за 
В'еоград (rp = 450) износи 0=6'. -
;,> 100. ПРИНУДНО кретањетешке тачке у. вертикалној равни~ , . 
а) О т п о р т р е њ а: Т = О. Када са rp ОЗЮ1ЧИМО оштар угао изиеђ;у: нер.. 
мале и вертикале: О < (Р < nј2, гласиhе природне јiщначине кретања 
и: закОН живе силе: 

dv . 
т dt = mg sш ср, 

v2 _ 

т е = + mg cOS rp ± N, 

mv2 

А = mrr z = ---;,-- -. ~ . 2 
mv • о 

2 

(100.1) 

• 

Горњи се· знак односи на конкавну, а доњи на конвексну путању. 

Прву и трећу од једначина (100.1) м:ожемо скратити са m. Када трећу 
решимо по v добијамо: 

dv . 
u = dt =gsшrp, 

., v9 =V2gz+vo', 

(100.2) 

( 100.3) 

:где је z висинска разлика између почетног и ма ког другог положаја 
покретне тачке. Најзад, ако је поч:етна брзина V o =-с О, образац за бр­
.:щну на маком месту се упрошћава: 

1] = V 2gz. (100.330) 

Из једначине (100.2) и (100.3а) видимо да је убрзање u покретне тачке 
променљиво и зависно од промене угла ср тј. од облика путање, а да 

се брзина v (за случај да је Vo = О) меља само са променом разлике 
1 _ , -' 

у нивоу z а не зависи од облика путање. Највеће убрзање биhе. 

Си = g) за ср = 900 тј. на местима где је тангента на путању верти­

кална, а највећа брзина биhе на најнижим местима путање. У сви~а 
тачкама путање са истом ординатом z има брзина исту вреднос.т. . 
. Друга од једначина (100.1) служи за одређивањенормалног от­
пора путање. Из сл. 100.1 се види да нормални отпор на конкавној 

страни путање (тачка А) има центрипетални смер, дакле је за тај 
део путање: 

Механика тачке 

ти 2 
N=mgcosrp+ ., 

е . 



210 ГЛАВА Ш.·- ДИНАМИКА МАТЕРЊЈАЛНЕ ТА.чкЕ . 

и 'nОШТu сменимu тv2 = 2тgz (110 = О): 

(100.4) 

Иаовог обрасца следује, пошто је увек yrao:q; < ll(2, да је на коп­
кавном делу путање НОРМаЈIНИ отпор увек ПО~И'l'иван и управљен тако 

да се покретна тачка не може ~одвојити од путање тј. да је за при­

нудно кретање на конкавној страни путање довољан једнострани нор, 

малщr отпор . N. У превојној rаЧlЦI С је (! = оо па је нормални отпор 

N=mgcosp .. 

г----- -----t~---.., ,N 

z 
z, 

-- .... ---1-,. 
[' 

/2ш§ 

С,. 100.1 
, 
На конвеКСRОИ делу путање (тачка А') има нормални отпор цен-

трифугални смер па је: 
, 

бодно по параБОJIИЧRој путањи. 

писане путање, онда можемо из 

Када нам је позната једначина про-

. 2z h В 
релаЦИЈе: cosCf'= па и rачку у 

. о· -
којој ће тело напустити путању. Да кола остану увек на шинама мора на 

~BaKOM месту путање бити сов (р> ~Z а то зн~чи, пошто је највећа вред­
ност за сов q; јединица, да увењ мора бити 2z< (!. 

Ако је почетна брзина у тачки А Vo = О (сл. 100.1), онда је у 
тачки С њоја је у истој хоризонтаJlИ, по закону живе силе: v=;=O, а у 



100. ПРИНУДНО КРЕТАЊЕ' ТЕIПRЕ ТАЧКЕ У ВЕРТИКАЛНОЈ РАВНИ 2\H~ 

- . ,.- - ." , 

најпижој тачки Е путање је итах= V2gh; кретање ће бити периоДИЧИ() 
. (осц ила тор но ) између А и С. Трајања кретањ& од А до Е и од Е до С - -биhе само онда једнака, ако су гране АЕ и ЕС путање симетричне 

према вертикали у Е. , 

б) Ако узмемо у обаир и трење: Т "",jN онда ћемо сем еле­
ментарног рада: mg dz тежинtJ имати још и рад трења: Т ds. Рад силе 
mg биhе позитиван или llегативан, 'npeMa томе да ли се тачка т спу­
шта или nеље,а рад трења биhе стално негати.џан. Целокупни рад 

на путу од Ао до А (сл.l00.1) је: .' 

А 

. А = mgz - f Ј N ds. . . (100.6) 

А" .. 

f[нтеграл можемо израчунати alШ нам је познат закон по коме се отпор 

N ыења са пређеним путом. 
• 

По теореыи о кинетичкој енергији чажиhе за овај случај: 
. 

А 

Ј 
mv2 mvo

2 
mgz - f N ds = 2 ...... 2' (100/7) 

Ао 

што решено по брзини даје: 

А 

v2 = V o 2 + 2gz - ~ f N ds . . ' (100.~) 

А. 

Овај нам образац каже да ће. заразне положај е тачке што леже 
на истом нивоу: А, С, D, ... (сл. 100.1) брзина биваТII све. маља и 
најзад у некој тачки Е' где је нагиб. nутаље једнак углу статичког 

трења постати једнака нули. Место Е' на коме ће се тачка зауставnти 

Qи:hе дабогме близу једног од темена цутање E 1, Е2, • •• путање. 

Ако је почетна брзина 1'0 у месту А једнака нули, биhе највећа 

брзина опет на најнижем месту путаље E1 , али се тачка на супротној 

страни неће зауставити(v = О) У тачки С што. лежи у истом нивоу 
са А, већ за z' ниже у с' (сл. 100.1). Из С' ће се вратити поново у 

Е, (где ће сти:hи са мањом брзином него први пут) и прО.дужити слич­
но пригушено периодично l,ретање док се најаад не заустави "на 
месту Е' близу Е, . - " 

101. Кретаље тачке у вертикалиом. КРУГУ. Ако је путаља круг 
полупречника Г,што лежи у вертикално ј равнn (сл. 101.1), онда је: 

14* 
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• 

z,:;=:; ,1: CQS ср, Zo = r cos '1'0' ' 

" 'По закону живе силе добијамо једначипу: , ' ' 

mVZ mvo" 
mgr(cos rp - сов tpo) = 2 - 2 " 

иа које израqунава}1О брзину покретне l'ачке на ма ком месту: 

v = ± V V0
2 + 2 кг'(сов ср - COS '1'0)' (101.1) 

с ~ЧЈ 

• 

Сп. 101.1 , 
Екстремне величине брзине следују из (101.1) кад у њу ставимо екс· 
тремне вредности cos <р: 

1'. = vmax = V V0
2 + 2 g r (1- cos rpo), 

Vc = Vmin= V ve
2 

- 2 gT(l- cas <Ро). (101.2) 

Величину нормалног отпора, налазимо из опште једначине (100.1) 
кад у њу смениыо е са г, саэЧ' са z/T, а l' из једначине (101.1). До-

бијамо: ' 
mv 2 , 

N = о + mg (3 cos ср - 2 сов (1'0)' (1 о 1.3) " " 

Нормални отпор биhе највеhи за cos <р = + 1, -а најмаљи за cos (Р = - 1. 
Екстремне вредности нормалног отпора биhе: 

mvo
2 

N. = Nтax = + mg (3 - 2 cos <Р.), r 

- ., т V 0
2 

N c = Nmin = - mg (3 + 2 cas <ро). 
г 

(101.4) -

Ако покретна тачка треба да се у С заустави (сл. 101.1) мора 
љен/!. броина у тачки А бити толика као да је слободно пала, са ви­

сине (г + z) дакле: 

v=V2g(r+z) , V2gr(1 + соэ <р), 
vтаж =2V gr. 

(101.5) 

(101.6) 



Време које тачка треба да из А стигне у С добијамо 

начине (101.5) када сменимо: 
I 

V = r ~; и 1 + cos tp =2 сов2 f ; 
једиачина (101.6) гласи тада: 

а њен интеграл: 

t 

d~ 
2 Kdt=--, 

r cos!L 
2 

g . 1 ',= Јп tgT(q> + 11). 

Трајаље Т пута од В цо Сбиhе: 

т 
r 

• 

1 . 
lntg 4, (р +n) 

;п 

ср = " tg -020- ;п 
. = ln ;п = ln tg 2 . 

ср = о tg 
4 

'213. 

из јед. 

А пошто је tg ')1/2 = оо то је Т- оо, тачка ће се асимтотички прибли­

жавати највишој тачки С круга, али· неће никада стиhи у С. (Види 
чл.97). 

Величину нормалног отпора за Vmin = О добијамо на је,nначиJiе 

101.3) кад у њу ставимо: Vo = V 2g(r+z), дакле: 

N= mg (2, + 3z). 
r 

(101.7) 

Отпор N постаће једнак нули на месту Е са ·ординатом z ~ --'2t/3. 
Даље кретање по кругу од Е до С биhе могућно ако покретна таЧl\а 

буде одоздо подупрта. Брзина УЕ је тада: 

2 
VE=-"' ggr. 
,-' .,'--.'; 

Из једначине (101.7) читамо да ће нормални отпор имати својунај- -
мању вредност: - mg у С, а в:ајвећу: 5mg у В. 

Притисак покретне тачке на путању· у њеној најВlIшој тачки С 

биhе једнак нули ако је према другој једначини- (101.4) брзина у некој 
тачки А: 

3а q> = о је: 

• 
а за '1'=11 ]е: 

V = 2gr(~+ соэ ср) . 
V. = V;"ax = V5 gr, 

1!с= Vmin = V ег . 
, -

3а Nmin=O је: Nma" = 6 mg. 

'(101.8) 

(101.9) 



102. Математич«о «латио. Када у једдачиди (101.1) стави}] 
'/)0=0 кретаће се тачка од Ао до А'о (сл. 102 . .1) и дазад са истом. Bt 

а 

О личиноJ.I брзине у свакој хоризOI 

...... ----{}-- тали. Такву тачку зовемо матема 

Сл. 102.1 

тичким или простим клатно!\: , 

Математичко клатно можем, 

и тако извести да малу лопту те 

жине тд обесимо помоhу нерастег 
. љивог конца о непомичну тачку О 
Нормални отпор N кружне подлогt 

- . 
замеЊУЈе тада затезање конца. 

ПОЈlажај Ао узимамо као по­

четни положај. На томе месту бр-
. ; - . , 

зина је По=О. Угао а што правац 
затегнутаг конца у почетном поло­

жају Ао заклапа се' веРТ:!IКалним 
• 

положаЈ!'М, зове се угао амплитуде 

п.ли кратко амплитуда клатна, 

аугао tp што одговара ма ltoме положају .4, зове се, елонгација 

клатна. Угао '1' меримо од вертикаJIе ОВ.-
ПОШl'О у једначини (101.1) ставимо по = О и слова r и '1'0 заме­

ни;мо са 1 и а, добијамо: 

v = ± V 2еЦсов tp - соэ а). (102.1) 

Двоструки знак пред ква.дратним кореном показује да тачка има у 

месту А две брзине исте величине која је једанпут позитивна (у смеру 
,Ао А), а други пут н~гативна ~ смеру А А.) .. 

• 

. 3а tp = о следује: . 

Птах ~ ± V 2gl(1- сова) = ± 2 вјп ~ V gl. (102.2) 

• 

Нормални притисак, односн!! затезање N у концу налазимо из 
опште једначине (101.3) стављајуhи у њуvо= О. Добијамо: , . -

N-mg (3 соэ tp- 2 соэ а) (102.3) 
. 3а tp = О је N max = те (3 -2 саэа), 
"" tp.7 се" '. Nmin = mg сав а. -

} (102.4) 

Вредност N min , као што се види из сл. 102.1, једнака је радијалној 

. кщшоденти тежине у почетном положају А •. 
Време за које тачка стиже из А. у А или обратно, добијамо 

интегралењем једначине (102.1) са позитивним знаком: 

dt = ds· . 
. V2g1 (costp- соэа) 



102. МАТЕМАТИЧКО !>ЛАт:!iО 
• 

Поu1ТО uређе!ш пут s расте кад . ср опада,' добија,ш за. ,ф ,израз 

d~ = --' Мер, дакле: 
dt = _ ldcp , . 

V2gI (cosep - cosd) 

Време !tретања од положаја Ао до положаја. А даје ИI!теграл: 
'р 'р 

t = dt = _ 1 ер , S ~! Ј
· d 

g v 2 (cuscp - cosa) 
(102.5) 

а а 

ОЈзо време можемо добити и па овај начин. Убрзаље тачке у некоМ 

положају А је: 
• d2 

1 
ср . 

dt2 . = - /! ВIIIlI'. (102.6) 
~. 

" ПоШ'Ј'О ову је.!(Начнну помножимо са d'p/dt и сведемо је на нулу, 

добијамо: 
, - . - . 

лева С'грана је сада потпун диференцијални извод те му можню дати 

. облик: 

• • 
из кога слеДУЈе да Је: 

!!..- .1_ (~~)2+ g cas т = О 
dt 2 dt 1 . 't ' 

_ ~ + к ОоВ'1' . С. 1 (а )2 . 
2 dt. l . '. 

(102.7) 

ова једначюш помпожена са масом тачке исказује закон о· одржању 

механичке енергије. [Упореди једпачину (57.3)]. 
Константу С налазимо из. услова да је у тачки Ag,t'o=daldt=O, 

• 
дакле Је : 

..g . 
C=ycosa. 

Сменом константе У једпачипу (102.7) добијамо после ИН'l;сграле:ња 
једначину (102.5) коју смо већ другим путом нашли. . . ' 

Овај елиптички интеграл прве врсте може се решити само 

llомоћу тзв. елиптичких функцијаЈ Тражиhемо приближно решење 
овог интеграла развијањем функција coscp и сова 'у редове .. У тим 
редовима можемо већ треће чланове ср4 и а4 занемарити пошто су код 

стварних клатна ови углови а И ср релативно врло мали. Узмемо ли 

на пример а =50 (наlвећа амплитуда код. клатна у пракси), онда i~ 
arcGt =0,0873, а а4 = 10-4. ., .. 

Узимајуhи само два члана редова добијамо: 

. а2 cp'il 
coscp.,.-cos a ='2 - 2' . 
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што унето у једначину' (102.5) даје: 

или 

'р 

t=- 1 

и после извршене квадратуре: 

t = - v ' . g 

.'Р 

аге siп ( ~,) • (102.8) 

а 

Трајаље Т једне полуперноде добијамо са горљом границом 

ср = - Gt И са изменом граница: 

Т = V ~ [ аге siп( f) +: 
• 

и наЈЗад: 

Т= ~ ; -(-i) =л , 
(102.9) _. ' 

g 

Овај образац за време Т трајаља једне полуосцилације извео је 

први Хајгенс 1673. (Ch;Huygens, 1629-1695.). У обрасцу Се не појав-
, љу је амплитуда што значн да је за .мале осцилације иериода нева­

висна од величине а.мuлишуде. Све тачке што полазе са ма ког места 

на луку АоАо' почетном брзином Vo == О етиhиhе у В за исто време. 
Другим речима: сва клашна исте дужине 1 су Ufюхрона.1) 

Ако у редовима за eOs.a и eos tp узмемо у обзир и треЬе чланове, 

дакле ставимо: 

1 , 
,2(eos а - eos 'р) = а2 - 'р! - 12 (а> - 'Р4), 

добиhемо тачнији образац: 

Т=n Т( а') g 1 + 16 . (102.10) 

• 

3а а = 50 ,излази тада: (1 + а2ј16) = 1,000476, што значи да би једно 
клатно са амплитудом а = 50 нзвршило МНЈIИон осцнлација. за исто 

1) Грчки: ,ао" = једнак, uюvо<; = време. ИЗОХРОIIОСТ клатна за мале ампли­

ту де бнла је веп Г а п и л е ј у позната. Он 'је први научио испитивао кретаље клатна 

И сазнао да периода расте са амплитудом (1638.). 
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време за ,које би са бесконачно малом амплитудом учинило за 476 
.qQцилација више. _ 
.' Отроги образац за {['рајаље осцилације, који важи и за произ-

вољно велике амплнтуде, извео је А ј л е р, 1736. Тај 'образац гласи: 

..... т +(1)2 '2 а +-(1 32 '4 а +(13 5)"'6а+ 
т = 1f g 1 2" SШ"2 2" 4: SIП 2" 24:"6 Slll"2. .. . 

• 

13реДIюстреда у загради износи за а = 200: 1,00767. Тачна вред­

:ност т је само за 0,80/00 већа од приближне (102.9) . 
.Ј'.: Образац (102.9) за трајаље Т једне осцилације са малом ампли-

• • 
тудом добијамо непосредно И31едначине кретаља: 
• 

d2cp . . 
l dt" = - g sш ср, 

,~a,дa sintp заменимо са ср. Јер је 
. . 

d2 cp' g 
dt' +ТСР= о 

диференцијална једначина хармоничне(кружне) осцилације са фрек­

'. венцијом k =' v g/1, дакле је полу периода: 

:л; 

Т=-=:Л; 
k 

-
l -. 

.g 
• 

. Математичко клатно чија полупериодатраје једну секунду, зове 
се секундно клатно.Његову дужину 1. добијамо за Т=1".1.= 
= g/:л;Z. 3а g --:- 9,81 rn/sec2 (средља географска ширина) ie: • 

1. = 0,994 ш . 
• 

Тетка тачка преhи ће косу раван Ао В (сл. 102.1) почетном брзи-. - - . . 
ном v. = О за исто време као у слобоДн;ом паду кроз висину 21 (чл.65), 
дакле за време: 

". ...... 

1 
g 

• 

3а кретаље по луку Ао В требаhе само време: 

:л; l t. =....,,-
2 g' 

дакле је: 

t1 : ~ = 4: :л:, 
тј. тачка ће дужи пут преhlI за краће време. 

• г ..... 

103. Кретаље I(латна са трењем. Ако кружни лук АоВ по ко}[е 
тачка т клизи на ниже даје отпор трења: Т = f N онда са ознакама 



2113 t'ЛАВА т. - диi:tАМИКА ,МАТЕРИЈАЈlIiЕ ТА ЧКЁ 
• 

слике 102.1 важи дифереlfцијална једнаЧИlfа кретаља: . , 
dv dv . 

т ае =тv ds = тgS1Jl11'- fI Nj, 

и пошто ун_есемо: . 
о 

тv· 
N= + тKCO~ ср, 1 . 

, , ~ 

ds=-ldcp 
v' 

Иvdv=d2, 

гласиле једначина (103.1): 
dv2 

drp - 2/v2 = - 2К1 (sin ср - / сов <р). 

. . 
(103.1) 

(10:,\.2 
• 

Оно је линеа.рна диференцијална јеДllачина првог реда општег оБЈIl1ка' 
d ' 
У +Py=Q, 
ах 

где су Р и Q функције од х. 
Решење') ове једваЧl!lfе гласи: 

у = е ехр ( - Ј р dX) f Q е ехр ( Ј ћlх ) dx=C. . (103,3) 

У нашем случају је: . , 

y=v2, Х=ср, Р=-2/и Q=-2gl(sinrp--/casrp), 

Pdx=-2jrp. 
. дакле: Ј . . 
Сменом ових веЛИЧ}lна у (103.3) добијаыо v као функцију елонгацИје ЧЈ: 

-
'2ј(р . - 2ј'а 

vl=e -2gl(sinr,p-/cosrp)е dcp+C· (103.4) 
. ' 

. Константу С одређУЈе услов, даје за ср = а, V = О. 
Интеграли у једна чини (103,4) СУ: 

Ј .-2('1" d - - cos ср + 2/ sin ср . f -2f'Р А __ sin rp - 2/ СОВ tp 
е Вlll ср rp - 1 + 4ј" . , е cas ср uср - 1 + 4 ЈА . 

Сменом ових интеграла У једначину (103.4) добијамо: 

2 _ 2 13/sin rp + (1 - 2ћ сощ С 21'Р 
V - g 1 т 4Р' + е " (103.5) 

Пошто први 'пrан назовемо крале: V(,/,) и ставимо за ср = V а а)' до-
, ( 

бијамо најзад v' као функцију од ср 

vз = V«(f') - V«(r) е2(ср-а) 
у најнижој тачки (ср = О) биhе: 

са 

, 

V'тax = V(O) - V(a) е-21" 

'1-2Ј" 
V(0)=2g1 1 + 4{2 . 

1) Прво решење дао је Јо Ь. В ern о u 11 i 1697. 

• (103.6) , 

Ј 
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Једначина (103.6) важи само док тачкасилази од Ао дО В . . 3ауспон 
од В замењује једначину (103.2): 

dv' 
d(p + 2/v' = - 2g1 (sin(1' + f COSq», 

коју доБИ1амо из (103.2) када коефицијент 1'рења f заменимо са - ј. 

Јасно је да nе тачка УСЈlед отпора трења постиhи брзину О веn 'за 

(11 < (1, тј. етапе у тачки Ао нешто нижој од А'о. (Види сл. 100) .. ' 
Интегралење' једначине (103.6) којом бисмо нзшли закон пута, 

Ј.!Огуhпо је само развијањем подинтегралне фУНЮIије у ред. 

104. Таутохроне. ЦИКЛОИДНО' клатно. Кружно клатно има. Ю10 
што смо нашли: особину изохроности за мале l1;мплитуде и то само 

приближио јер је услов вјпа ~ (1 само приближно тачан. Природно се 

иамеhе ПИТ3Iье да ли постоји крива путања у вертикалној'равви 

на којој he изохроност крешња тачке постојати за сваку величину 
амплиту де. Јасно је да ће тражена линија бити конкавна према горе 

и да ће бити симетрична према' вертикали кроз најнижу тачку, коју 

бирамо за ПQчетак координатног сист~ма Oxz, за осовину Х тангенту, 
а позитивну осовину' z на више. Лук ОА рачунамо од О према А 
и иаш је задатак да нађемо непознату функцију s = f (с). (Сл. 104.1) 

По закону живе силе је: 
,-, 

v' 
-= а(ћ - z) 2 ь , 

d( АоА) d8 
IJ= =--. d, dt' (104.1) 

• 
а из ове 1едначине налазимо: 

• 

, , 

Време т за К5)је покретна тачка пређе лук АоО је: 

о h 1 

't: =Ј' - /(z')dz = f j'(z) dz _ = . ~Ј!Пzј' (hl;,)d 
V2g(h-z) V2g(h-z). V2g V1-l;, '. 

/. О О 

(104.2) 

Сменом z = ћ!;, ослободили смо границе интеграла од' ћ. Пошто 

време r треба да је независно од h то мора тражена функцијаf(z) 
задовољити услов d1idh=;=-O, дакле: 

, 1 

аl = 1 f2hl;, ј"(ћС) + /,(ћС) щ. 
dhVSgh У1-!;, 

о . 

., (104.3) 

.. 
Да ова једнаЧИJlа буде за сваку вредност h задовољена, мора"брgi!lлац 

. ,- , . 

подинтегралне функције бити једнак нули дакле: 

2ћ ~/" (ћ() + f' (hl;,) = О. 

, 
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И пошто опет ћС заменимо са г: 

одавде СЈIедује: 

тј. 

Интеграл је: 

2г Ј" (z) + /' (z) = О, 

ј"(г) _ 1 
/'(z) --2:Z' 

dlnf'(z) = _dz = -dlnzt . 
2г 

( С)" ln/,(z)=ln z--' 

(104.4) 

где је с произвољна интеграциона.константа. ПОНОВНИМ интегралењем 
• 

добдјамо~ 

• 
S=f(Z)=f 

о 

~ dz= 2 Vcz, z 
(104.5) 

(е == О), а то је једначина циклоиде између апсцисе х и лука S са 

теиеном у О (сл. 104.1). l'ачка о зове се тачка таутохроности. 

z 

.z' Е . • 

Сл. 104.1 

Тиме је доказано да је циклоида једина равна шаушохрона тешке 

тачке, јер диференцијална једначина допушта као решење само једну. 

функцију Лг). , 
Таутохроност и изохроност су два имена за исту особину при­

нудног кретања тачке по кривој путањи. Разлика је· само формална. 

Ако уочимо кретање од неке тачке А лутање до најниже тачке О, 

(тачке таутохроности), {)ез обзира на то· какво ће бити даље кретање 

од О (периодично или апериодично), говоримо о таутохроној особини 

циклоиде. Ако пак мислимо на кретаље од А до А' (ОА' симетрично 
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са АО) дакле на перподично кретање, кажемо да је ЦИКЛОllда изо­

хрона путањ~ тешке тачке. У оба случаја је тангента у О хоризонтаЛНIL~ 
r " 3а дужину S = Ао О добијамо: SZ = 4 с h; када иэаберемо с = h до-

бијамо: S = 2 h = 4 а, где је са а означен полупречник I_pyra "генера­
'l'ора" који се котрља по хоризонтали 2 а 1С. 

Елементарни лук циклоиде ностаје оf\ртањем потега СА око мо- ' 

ментаног пола О за елементарни угао. АБ је дакле тангента, а АС 

нормала циклоиде у ~ачки А. -
Из правоугаоног троугла АБС читамо: АБ' = БD· ВС, дакле: 

АБ = Vhz. Дужина лука БА је s= '2 V hz, l'ј. лук ОА је д~апут дужи 
од тангенте АВ. 

Из једначине циклоиде (104.5) добијамо: 

dz s ',0. 

dz -:- 2 h = SIП "(т, 

где {} значи нагиб тангенте према апсциси. 
Једначина, кретања гласи: 

d~ . g 
dt" = - g ВJn 1'Ј = - ::! h s, 

где негативан знак каже да је убрзање позитивно када s опада. Све­
дена на нулу са: h = ~ а гласи једначина кретања: 

dZs g 
dt" + 4а s= О, 

и са k2 = g/4 а: 

. (104.6) 

- , 
" 

То је позната једначина хармоничне осцилације са периодом 
т = 2 n/k. Тешка тачка преhиhе пут' од ма које тачке А до А' на 

истој висини и натраг за време: 2n V 4 а/к, а од ма које тачке А до 
најниже О за време: 

:п 

2 
4а 

g 

, . 

• 
'(104;7) 

, . 
Циклоидно клатно као и свако друго, (елиптично, параболично) 

можемо остварити малом лоптом обешеном нерастегљивим концем ду­

жине 4 а о непомичну тачку О'. Еволуtliа цuклоuде је цuклоuда fiq/lY­
даРIl(1. са датом ЦUКЛОUДОМ померена за а:n у правцу х, а .,з3, ;2,~y 
правцу z (сл. 104.1), Када исечемо шаблону еВОЛУ1'е, конац,hе:јПРИ 
клаhењу једним делом N/} нр.легати на mаблону. У тренутку каД'il.Ссе 

, 
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лопта налази у А, нормала путање у А додирује еволутуу тачки N 
, .---_-

и AN + NO'= 4а. A.N= (! је ТIолупречник криви!!е у А. AN = 2 АС тј. 
[iQлуйречнUlС КРИ8ине јеДllак је двострукој дужинu 1l0рмале. Када УЮIО­

нимо шаблону добијамо кружно клатно дужине l = 4а . 
Изохроност циклоиде можемо непосредно увидети овим расуђива­

љем. Ако нам је дата једначина која изражава тангенцијалво убрзаље 

u тачке као функцију времена или ,растојаља, 1\Јожеыо кретање тачке 

испитивати пезависно од облика'путање. 3намо да јехарыо­

нична осцилација у правој ю!Охрона (чл. 57), -Када праву по којој 

тач[,а осцилише убрзањем gx/4a и центром О савијемо . у ЦИк.ЈIOиду 

тако да је О њено теме а растојаље х постане лук s рачунат од О, закон 
кретања се тиме неЬе мењати, кретаље по циклоиди биhе изохроно са 

-
4а 

g 
периодом 2я • 

Доказали смо да је циклоида једина равна таутохрона теIЧке 

тачке. Ако циклоиду обавијемо око цилиндра произвољне основе и 

вертикалне осовнне добијамо бесконачно много таутохрона двогубе 

кривине. Обратно можемо сваку просторну криву пројицирати на 

хоризонта,лну раван'и развијањем добијеног вертикалног цилиндра у 

вертикалну раван добити равну криву исте дужине, Тангенцијалиа 

сила тежине је такође. остала иста, дакле смо добv.ли равну тауто-

хрону тежине. . 
Таутохроност за тешку та'шу открио је Хајгенс; први је испи­

тивао одвијање са дате криве линије и l'име засновао теорију еволуте 

и еволвенте.') 

105. Таутохроне криве уопште. Циклоида је таутохрона пу­

таља за најједноставнији случај када покретну тачку напада к о Н-. . . 

стантна сила P=mg. Појам таутохроности можемо применити ина 
општи слуСlај I,аД:1 тачка клизи без треља по једној иатеријцшој ли-

..... 
. нији под дејством произвољне п р о м е н љ и в е СИЈlе Р. 

Ако са Р1 0значимо тангетщијалну lСОhшопенту силе 

претпостављамо да зависи само од положаја, ГЈ1асиhе 

кретања: (Види чл. 96). 

d 2s ах dy dz 
т dt2 =P1=Xds + У ds +Z ds' 

..... 
Р за коју 

• 
]едначина 

(105.1) . 

. у првом отсеку СЕога дела "Но r о 1 о g i u m о s с ј 11. t о r i u т" 1658. описује 

Хајгенс конструкцију свога зидног сата са циклоидним клаТlIОМ, у 'другом излаже 
rеоријуциклоидног к .• атна, у трећем теорију енолута, у четвртом одређује центар 

осцилације физичког клатна, и најзад у петом наводи без доказа законе коничног 
клатна .. 
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~--------------~-

. . 

ЛуК S рачуна}!о од тачке таутохропости О. Та иста једначинэ; важи 

п за праволинијско кретање под дејством силеPt· и истим почетком 

О. Познајемо једно праволинијско таутохроно кретање: хармовичну 'ос­
цилацију за коју важ['! закон силе: Р = - mk'x Може се доказати да је 
то једини закон силе за таутохроно кретаље у праВОј; Да би нека 

крива била l'аутохрона мора њена дифереlIцијална једначина гласити: 

X~~+ У: +z ::=-k'S' (105.2) 

Све криве линије које задовољавају овај једини услов, бllЬе таутохроне 
за дати закон силе 3а s = О биhе Х = У = z = О, тј. Шачка ШауШО­

хроносШи је месШо сШабилне равношеже тачке која клизи по кривој 

путањи. 

.... 
Ако је сила Р ItOнзервативна дакле: Х ах + У dy + Z dz = d U (х,у,г), 

добијамо непосредно интеграл је:щачине (105.2): 

I 

• 

k2s' 
U(x,y,z)=- 2 +с. (105.3 

Проблеl.1 таутохроне биn'е одређен. Itада путањи пропиmемо поред 

услова (105.2) још други произвољан услов .. 

1.) Mo~eMO на пример захтевати да се тра:жена путања налази 
• 

на дато] површини: 
\ 

F(x,y,z)=O. (105.4) 

Две lедначине (105.2) и (105.4) У вези са идентитетоl.1: 

( аХ ):Ј + (ау )2. (ае)9 = 1 
ds, ds+ds ' 

. . 

(105.5) 

одређ 1ју х, у, z као функцију од s. Интегралење тих једначина УnОСll 
две произвољне константе сем k' коју смо веn' произвољно и .. абрали. 

--. . 
2.) У место да путању приморамо да се налази на дато] повр-

шини, можемо захтеваlЋ да она буде таутохрона за два закона 'силе 
Х, У, Z и X1 , У l' 21' са истом тачком таутохроности О •• Ј едначини (l05.2) 

• 
придолази сада 1едначина: 

Х ах+ 
1 ds У dy + Z dz - k .~ 

1 ds 1 ds - - 1 S. (105.2а) 

Једначине (105.2) и (105.2а) а у вези (105.5) одређују х, у, z као функ­
ције од в. Тако одређена ltpllBa је по закону суперпозиције таутохрова 
и за силу: АХ + .иХ!, лУ + /1 Ур AZ + .нZl где су А и џ позитивне 
константе. 
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Ако је. сила Х, У, Z такође конзервативна, дакле је и 

k 2S ' 
ИЈ (x,y,z) = - 12 . + С1 , . (105.3а) 

налазимо елиминацијом пута из (105.3) и (105.3а)једначину ПОВРПlине: 
• 

kћИ (х, у, z) - СЈ - k2 [ИI (Х, у, г) - Сј ] = О, (105.6) 
• • 

на КОЈО] се тражена таутохрона налази. 

Таутохрону тешке таЧI,е нащримо из опште једначине (105.2) 
у:щмајуhи почетак координатног система у О а осовинуz на више 

као у сл. 104.1. Онда је: Х = О, У = О, Z = - mg, а тангенцијална 
компонента тежине mg је Р, = - mg dz/ds. Уносеhи ове вредности 

у једначину (105.2) добијамо: . 

• 
а њен интеграл ]е; 

dz ,. k" -mg = - s, ds 

k2s2 

z= + С . 2 mg , 

где је С = О. Инверзијом добијамо: 
. . 

8=2 mg г=2 Vcz, 
21f 

. ., 
дакле ]едначину циклоиде I{OJY смо у прошлом члану непосредним 

путом нашли. 

106. Брахистохрона. Тешка тачка која из стања мира у месту 

А клизи по произвољно) (равној или просторној) глаткој кривој линији 
.-.. 
АБ стиtшhе у Б брзином v = ds;'dt = V2gz, где z значи висинску раз-

, 

ЈШКУ места А и В. Са ds = dx У! + Z'2 налазимо време за које ће тачка 
стиhи из А до В: 

х, 

t- 1 f 
V2g 

о 

1 + Z'2 

2 
dx (106.1) 

Из образаца је јасно да координатни систем на који односимо кретање 

има почетак у А, да је осовина х управљена на десно а осовина z 
на ниже. Горља граница Х1 интеграла значи хоризонтално растојање 
тачака А и В. 

, Већ Галилеји је доказао да ће тешка тачка за краће време 

---стиhи клизеhи по кружном луку АБ коме је центар на вертикали кроз 
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• 

В, него на тетиви АВ и у ОПJIте за краће време него по произвољном 
.-. 

полигону уписаном луку АВ.1) , . 
Проблем по којој криво] путаљи ће тешка т~чка стиlш за нај­

краће време из А у В поставио је и решио Ј. Бернули (Johann Bec~ 
понlН, 1667-1748.) и назвао ту криву брахистоХроном.2)По тадаш­

љем обичају позвао је све познате математичаре на решаваље (1696.). 
Идуhе године објављени су радови браhе Јохана и Јако ба Берnули, 
Меrоде решаваља су потпуно различите. Први је запазио аналогију 
кретаља тешке тачке са путаљом светлосног зрака кроз средину про­

менљивоГ индer,са преламаља и са познатим особинама тог кретаља 

нашао је брзо брахистохрону. Био је изненађен да је ова идентична 
са ХајГенсовом. таутохроном. Ј акоб примеhује да је овај' задатак: из-

~ 

међу бесконачно много кривих АВ наhи ону која има извесну екстре-

ма.лну особину, задатак сасвим нове врсте и стога'захтева нов метод 

решаваља. Он пол~зи од става: Ако нека крива има једну ексшремалну 
особllНУ, онда UJиа II CBah:ll њен елеJlfенШ исшу особину. 3аметном гeo~ 

метријскiщ анализом налааициклоиду као решеље Проблема.·Ње­
гова метода је општија него метода млађег брата. Проблем брахисто­
хроне решили су још и Њутн, Лајбниц и Лопитал (L'Нusрitаl). 
Метод ЈaIюба Бернули уопштио јеи усавршио А ј л е р . решавајуhи 

• 

многе проблеме сличне врсте и тако по~тавио темеље новој грани 

АјЈализе коју је назвао Ва р и ј а Ц и о н и м р а ч у н о м. Главним проб­

лемом варнјационог рачуна дефинише . АјЛfР одређиваље екстремал­
пих вредности неког интеграла: 

Х, 

W= f Zdx, 

где је Z функција од х, у, у', у" итд. и где се тражи зависност из­

међу х и у. Важан напредак постигао је Ајлер при испитиваљу. бра-' 

хистохроне узимајуhи у обзир и о т п о р, с р е Д и н е. Када тешка тачка 
клизи без треља' у празном простору, зависи -Као што знамо, љена 

брзина само од висине кроз коју се СПУСТИЈЈа; брзина једног елемента 

не ЗaIЩСИ од суседних елемената путаље. Тада је стварно и сваки 

елеыент брахистохроне такође брахистохрон. У ОТПОрl!uј средини пак 

иыа цела дужина и об1ИК претходне путаљ~ утицај на брзину неког 

. еЛемента. Цела путања може бити брахистохр(,на а да сваки елемент 

не мора имати ту особину Таквим расуђl1ваљима увидео је АјЈЈер да 

п р и н Ц и п Ј а к о б а Б е р н у л и н е ма "п ш т е в а ж н о с 'f 11. На 

многим примерима показао је како се и у ТаhlШМ (·.л"женијим про()ле 

1) .Разговори и' математицки докази· 1638. Треlш дан. 
2) Грцки: Peax16tor; = најкраhи. 

Механика тацке 15 
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мима .долази до циља. Овоје резултате објавио је у опширном делу 

1744. Једно од његових· најважнијих откриhа је диференцијална је­

дначина која носи његово иие. Решења те једначине зову су ек с т р е­

мале јер се криве које вредност интеграла чине .екстремном (т. мак­

СИМУМО1-1 ИЈIИ минимумом) могу само међу тим решењима налазити. , 
Ајлер је своја испитивања кривдх са екстремалним особинама још 

геометријском методом вршио. Али јеу последљем свом делу напоме­

нуо да недостаје метод који је независан од геометријског решења. 

Нова епоха у развитку .. варијационог рачуна настаје радовима 
Лагранжа (Ј. L. Lagrange, 1736-1813.) ltoји се потпуно ослободио 

посматране геометријске фигуре и дао аналитички метод .. Он приме­
ћује да су прираштаји функција услед промене облика функције пот­

пуно аналогни прираштајима услед промене независне променљиве. 

3а разликовањеувео је за прве знак б а за друге d. Имајуhи у ВИДУ 
ову аналогију могао је Лагранж одмах написати једначине које до­

воде до решења екстремалних задатака. Овој метод саопштио је 

Ајлеру 1755. 
Да ли у неком конкретном случају наступа максимум или мини­

МУМ, то најчешhе показује већ природа задатка. Питање критеријума 

између максимума и минимума ретаВ!lЛИ су ЈЈ агганж, Лежандр, 1786_ 
и Јакоби (О. а.-Ј. ЈасоЬј, 1837.) Тековине 18-ог века поставили су 
на сигурне темеље тек математичари 19-ог BeI,a као Ј ако би, Бај ер­

штрас, Дарбу, Хадамар, Хилберт и многи други. 

у проблему брахистохроне тетке тачке у празном простору имамо 

да тражимо минималну вредност интеграла: 

х 

1 +Z'2 . f 
. 2 dx или I,pahe W = Z dx . (106.2) 

о о 

Брахистохрона: z = f (х) мора задовољити Ајлерову диференцијалну 
јеДliIачину: 

d(dZ)=dZ=o 
dx dz' dz . 

Парцијални изводи од Z гласе: 

dZ 1 1 +Z'2 dZ Z 
-dz 2z 

, 
dz' V z(l+ Z'2) , z 

-
а извод последњег по х 1е: 

d dZ_ 2zz"-z'" (1 + Z'2) 
dx dz' 2 [z (1 + ZI2)]'!' . 

(106.3) 
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Сменом ОВИХ вредности у Ајлерову јеДllачину добијамо диференци­

јалну једначину другог реда: 

1 l+z" 2zz"-z'Ј(1 +z") 
2z z + 2[z(1+z'Z)]'I. =0, 

коју мора тражена путања задовољити. Сажет а она има облик: 

1 + Z'2 + 2zz" = о, 

или: 

(1 + z'"}Э/? 
= - 2 z Ј + Z'2 " 

Z" , 
(106.4) 

на левој страни једначине стоји познати образац за дужину полупреч­

ника кривине (!, а на десној '!\ужина нормале N. 
Последња једначина каже да је код тражене путање однос 

(!: N = - 2: 1 константан .. Ту особину имају само циклоиде којима. је 
основа апсциса. Тако B~ћ диференцијална једначина доказује да је 

једина брахuсiiiохрона iiiешке iiiаЧКе цuклоuда. . 
Циклоиду која спаја дате та.чке 

А cv t' А и В (сл. 106.1) налазимо на основу 

• 
Сл. 106.1 

чињенице да су с в е Ц и к л о и Д е 

с л и ч н е. Конструјишемо произвољну 

циклоиду са пречником 27" круга ге 

нератора. Тетива АВ сече циклоиду 

у тачки Б'. Из пропорције АВ:АВ' = 
= 2г :2г' налазимо пречник; 2г = 

АБ ~ 
= АБ' 2 г' генератора циклоиде АБ. 

Брахистохроне путање изучаване 

отпором трења, отпором средине итд. 

-
су и за разне законе силе, са 

15* 



ГЛАВА IV 

Статика 'тачке 
107. Увод. Статика је по дефИНIJцији наука о равнотежи сила. 

Али, преЋО штопочнемо испитивати услове под којима ће матери­

јална тачка под дејством сила бити у равнотежи, потребно је да 

упознамо разлику која постоји између појмова: ст а њ е м и р а и' 
с т а њ е р а в н о l' е ж е. Стање мира је појам I\:инематике и под љим 

разумемо. онај .случај . кретаља, када је брзина једнака НУЛИ. По прин­
ципу инерције знамо да ће тело остати у миру, кад на њега не деј­
ствује никаква сила; али принцип инерције обухвата још један случај 

кретања: кад. иа тело не . дејствује' НИItаква сила, оно се може и кре­

тати константном брзином у правој линији. ,Ало даlше ВИДИМО да на 

тело (на пример жељезнички воз), које се l':pehe једноликом брзином 
у праврј путаљи, дејствују извесне силе (вучна сила, тежина, отпори 

треља, ваздуха итд.), онда је очевидно да се дејствам(')рају међу­

собно поништавати, чим те силе' ле производе никакву промену у 

стаљу кретаља. У таквом случају кажемо за силе да су у равнотежи, 

а за тело (воз) да се креће по принципу инерције. Стање мира (v=O) 
је дакле један специјални случај стања равнотеже Cv = canst.): ако је 
једна тачка у миру она је и у равнотежи, али ако је у равнотежи 

она не мора бити у миру. Да бисмо јаче истакли ову разлику ми 
• •• 

можемо равнотежу, код КОЈе тачка под утицаЈем сила остаЈе у миру, 

назвати статичком раВНОТ6ЖОМ а ону, при којој се тачкакреhе 

јеДВ:ОЛИRО у правој, динаМИЧRОМ равнотежом. 

Но сем равнотеже сила Статика проучава и еквиваленцију сила 
п --). щ-+-

тј. услове под којима ће две различите групе сила: ~ Р; и ~ Qi што 
• I I 

нападају неко тело изазвати исту промену стаља кретања 

тога тела. У томе случају кажемо да су те две ГIJупе сила е к в и -
• в а л е н l' е и то симболички означавамо изразом: 

(107.1) 
• 

Науку о равнотежи и науку о еквиваленцији сматрамо данас као 

две гране "Геометрија сила". МИ ћемо Геометрију сила звати 

кратко Статиком. 
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Основни појам 
, , , 

Статике је појам- резултанте сила. Пошто су 
-;. -;. -;. 

силе векторске вели:чине, то под резултантом R извесних сила Р1 , Рз , 
-;. 

Рз, ... разумемо љихов збир (сл. 107.1) било: да силе леже у истој 

равни или не: 

~ ~ -+ -+ -;. n-;. 

R= Р, + РЗ + Рз + ... -t- Рn - ~. Pi . 

• 

.4 
!ј , 

\. 
\ 
\ 
\ 

IJ \ 11 
~. 

1{ 
, 

IJ 

-11 

\ 
\~I.t 
\\\ 
\N\I: . 
\~, 

\ 

Сл. 107.1 

1 

-Ij 

(107.2) 

• 

...... 
IJ 

-;. -;. 
Ако је овај збир за две разне групе сила1) исти (Rp = Rq), онда 

-> 
су те две групе сила еквивалентне, а ако је он једнак нули (R == О), 

онда су силе у равнотежи. Према томе све групе сила које .стоје у 

равнотежи, еквивалентне су. 
'.. 

у Статици материјалне тачке претпостављамо да се нападне 

.линија свих сила секу у једној тач).tИ А и зато кажемо да све силе 

имају исту нападну тачку. Пошто у СтатиltУ не улази појам масе то 

ову тачltу можемо сматратиltао геометријсltу тачку. НајприроднИје 
је задатltе СтаТИltе решавати геометријским (графичким) путем. Али 

• 
Itao год што се и у Геометрији сем графИЧltе методе употребљује и 
аналитичltа, тако се и у Статици сви задаци могурешавати и гра­

фичяи и аналитичltи те можемо говорити о Графичкој и Аналитичltој 
. . 

Статици. Према томе имаhемо графичке и анаЛИТИЧltе услове равно-
• 

теже и еltвивалеНЦИје сила. 

При излагању градива Статиltе поступиhемо као и у Динамици: 

прво ћемо проучавати Статиltу слободне, а потом Статику везане тачltе. 

А. СТАТИI<А СЛОБОДНЕ ТАЧI<Е 

108. Општи услови равнотеже и еквиваленције. Alto силе које 
материјалну тачltу нападају леже све у истој равни, онда, ГОВОРИМО' 

1) Кад оне нападају слободну тачку·. 
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о равном систему сила; под просторним системом сила разумемо слу­

чај када су силе распоређене у произвољни м правцима простора. 
-7-~-+~ 

Под једновременим утицајем извесних сила: P1, Ps, Ра, Р" могу 
уопште наступити два случаја, ако је тачка коју те силе. нападајУ 

пре тога била у миру: 

--. ""* -+ -+ -+ о' 
1) ако су силе P t , Р2, Ра, Р, у равнотежи (R = О), онда ће тачка 

и даље остати у миру; 

-+ -+ -+ -+ 
2) ако силе Р1 , Р2, Рз , Р4 нису У равнотежи, онда ће постојати 

-+ 
љихова резултанта R и тачка Ье се кренути убрзано у правцу те ре-
зултанте. Исто такво кретаље изазваhе и нека друга група сила 
-+---77 -+ 
Ql' Q2' Q., Q4 ако и она буде имала исту резултанту R. 

Да бисмо векторским путем дошли до сазнања да ли су неке 
7-+-+-+ 

силе Р" Р2' Рв, Р4 У равнотежи или не, ми Ьемо конструисати век-
торски влак тих сила. Тај ће влак у случају равног система сила бити 

раван, иначе просторни полигон. Ако се почетна (О) и крајља тачка 

(4) тога вла.ка поклопе, онда је резултанта сила једнака нули, а силе 
-+ -+ --+ -+ 

су у равнотежи. У том случају је влак вектора Р" Р2, Р2' Р. затв 0-

рен полигон и можемо га 06иhи идуhи увек у смислу самих век­

тора (исти СМисао 06илажеља). Други случај који може наступити то. 
је: да се почетна тачка (О) и крајна тачка (4) векторског влака не по-
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клапају(сл.l08.1) тада је влак отворен, а страна (0-4) која га за­
-+ 

твара даје нам по~ величини, правцу и смеру резултанту R' датих 
...,.. ...,.. ....,.. ....,.. 

сила: P1, Pz, Рв, Р4 • 
, 

ДО појма еквиваленције сила') долазимо векторским путем, ако 
, 

. -+ 
замислимо да на исту тачку уместо групе сила (Pi) делује друга нека 

-+ -+ 
група сила (Q;), али таквих да имају исту резултанту R (слика 108,1 

-+ -+- -+ ....,.. 
испрекидано). Векторски услов за еItвпва.frенцИју сила: Р" Р2' Ра , Р4 И 
Ql' Qz, Qз, Q4 је дакле 'тај, да векторски влакови што одговарају тим 

-+ 
силама имају 3 ај ед ПИЧI,У з аврш нустра ну R. Влакови могу 

-;. .... 
бити равни или просторни. У свему осталом е р; и Qi могу. бити 

сасвим произвољне. 

109. Услови' равнотеще и еквиваленције ва силе у равни .. 
а) Графичка метода. Ако силе на сл. 108.1 леже све у једној равни 
онда важе сем општих теорема још и следеhе примедбе: 

1) Ако тачку нападају само три силе што су у равнотежи, онда 
је влак сила' троугао Из овога следује' обратно, пошто је троугао 
равна .геометријска слика, да fi1pu силе које нападају једну fi1ачку не 
лtoгу биfi1и у раВНОfi1ежи ако не леже све fi1pu у ucfi10i равни. 

-+ -+ -)оо -+ ..... 
2) Једну познату силу R разложити: у компоненте: Р" Р2, Рз,Р,. 

значи наhи групу сила која је еквивалентна датој сили. . ...... . . ;;- ': 

Полигон сила на сл. 108.1 можемо дакле схватити и као. 
-+ 

цију која служи за разлагање једне дате силе R у компоненте., 
....,.. -+ ." ..• 

је над страном: 04 = R могућно нацртати безбројIlО много .' ...• 
полигона: О - 1 - 2 - 3 - 4; О - l' - 2' - 3' - 4' - 5' ... чије . 

Р1 , Pz, Ра1 Р4 ; Ql' Q2' Qз, Q4' Qs,' ., претстављају компоненте дате 
. то видимо да је задатак разлагања једне силе у компоненте нео 
јер дозвољава безброј но много решења. 3адатак разлагања .' ,J/~,. 
У п компонената идентичан је са геометријским задатком;~, .. . {Ц. 
сати раван полигон од (п + 1) страна, кад једата 

од тих страна., Такав полигон има (п + 1) темена од 
два дата, дакле остаје (п + 1) - 2 = (п - 1) Heuu, 

је за одређивање сваког непознатог темена потр, о. 

датка (две дужи или једну дуж и један угао), то нам 
. ' " 

поменутог полигона над датом страном недостајУ 

података. 3ато у Статици: кажемо да је разлагање ј 

о 

') Када оне нападају слободну тачку. 
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нената које леже све у истој равни (2 n-2) пута неодр е ђ ен задатак. 
3) Ако желимо једну силу разложит~ у две компоненте (п = 2), 

онда је uолигон сила троугао са (п + 1) = 2 + 1 = 3 стране, а задатак 
је (2n -2) = 4 - 2 = 2 пута неодређен, јер нам недостају 2. податка 
за одређиваље троугла сила. Та два непозната податка можемо бирати 

на четири разна начина (сл. 109.1): а) Величину Р1 и правац 1%1 једне 

KOM~OHeHTe; бl величине Р1 и Р2 обеју компонената; в)лравце 1%1 и I%~ 

обеју компонената; г) величину Р, једне а правац 1%2 друге компоненте. 

Први и треhи начиниз60ра дају увек одређено решеље и кад оба 

податка произвољно бирамо, док код другог и четвртог начина одре­

ђена решеља добијамо само ако изабрани подаци задовољавају још 

извесне углове, иначе је решеље немогућно [на пример код другог 

наЧ\lва: (Р, + Р,Ј > R]. 

q (I!IIJ 

Сл. 109.1 

• 
Сл. 109.2 

Најважнији је треhи случај: разлагање дате силе у компонент.е 

у два правца што леже са силом у истој равни. Тај случај IIмаћемо 

нарочито у примени код аналитичке методе. 

-+ -+ -+ 
Тригонометријски услов за равнотежу трију <;ила: Р; Q и R што 

нападају једну тачку у разним правцима. добијамо из графИЧltoг 

услова да оне морају образовати заТВОРЩI троугао, (сл. 109.2). Ако 
углове које силе међусобно заклапају означиыо са (Р, Q), (Q, R) и (Р, R) 
и уз то имамо у виду да се углови у троуглу сила са овима 

њују до 180·, онда по синусном правилу важи пропорција: 

R Р _ Q 
sin(P,Q) - sin(Q,RJ - sin(P,R)' 

допу-

(109.1) 

Тако добијамо теорему: Ако три силе стоје у равнотежи на једној 

тачки, онда је однос сваке силе ирема синусу угла, КОЈи iJaёiiBapa;y друге 

две, исши iJQ све ёiipи силе. , 
Горља пропорција важи и онда, када смер ма које од три силе 

променимо, онда ће та сила бити резултанта осталих двеју. Тео-
• 

рема важи дакле и за такав систем три)у сила, где су две силе 

компоненте а трећа љихова резултанта. 
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1. Приме р. Дате су силе р, и р, И угао а што га међусобом ЗRклапају. Траже 

се углови а, И а, које заклапају са иепознатом резултан~ом. 

Ако су а и Ь дужине двеју страна ,троугла. а, и а, њихови супротни углови 

гласи теорема тангенса I Н а п и е р - о в образац): . 
11' 

(а - Ь) : (а + Ь) = tg 2 (иј - а,) : tg ~ (а, + а,). 

2. П Р и м е р. Два ужета пребачена су 
ризонтали. (сл. 109.3) и чије димензије зане­
марујемо. О вертикалним крајевима обе­

шени су тегови Р и Q. Коси крајеви спо­

јени су у тачки А у којој виси тег С. Пита 

се колики мора бити однос' растојања р/ч 

па да три силе: Р. Q и с бу ду У равнотежи? 

преко два котура што. леже у IIстој хо-

р 

Из сл. 109.3 читамо: ~ = h tga. q = 
= htg (Ј дакле: 

• 

!L = tga _ sin а еОБ fJ • 
q tg(J sin fJ "еов а G 

Сл. 1093 
По синусном ставу је: 

&in а Q 
=-Ј 

sin (Ј Р 

а по косинусном ставу је, 

Q'= Р' + С2 - 2 РОсов а И Р"= Q2+ СЗ -2 QC СОБ (Ј; 

ове две једначине одређују однос eas (J/cas а. и кад оба односа сменимо у образац 

за р/ч добијамо: 
р Q Q2 + С2 _ р'!. 2 рс Q2 + С2 _ р2 
q = р р2 + С' _ Q2 2 QC - 1'2 + с" _ Q2 • 

Равнот~жа је могућна само ако је СОВ а '> О И COS (Ј > Отј. именилац и бројиnац морају 
бити позитивни. . 

б) А н а л и т и ч к а м е т ода. Нападну тачку свих сила узимамо 

за почетак ОРl'огоналпог координатног система Оху (сд. Щ9.4) и раз-. 

Сл. 109.4 

I 
I 
I 

лажемо сваку од датих сила у две ком­

поненте Х и У што падају у пра:ще ко-
• 

ординатних осовина а имаЈУ величине: 

. Х! = Р, cos (х, Pt ), 

Х2 = Р2 COS (х, Р;), 

• • • • • • • 

. 

у 1 = Р1 sin (х, Pt ); 

у 2 = Р2 вјп (х, ћ); 
• • • • • • • 

...Ј- ___ !. ХП =РП cos (х, РП), УП = РП sin (х, РП); 

где (х, P i)· означава угао ИЗ1dеђу силе и 

позитивног правца осовине х. Све ком-
о • 

~ поненте КОlе леже у координатним осо-

Бинама сложимо у резултанту алгебар­

ским сабираљем: 
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п .. 

Rx = R cos (х, R) = ~ Хј = ~ Р; cos (х, р;), 
1 1 

(109.2) п .. 
Ry = R sin (х, R) = ~ Уј = ~ Рј sin (х, р;). 

1 1 

Силе R" и Ru еквивалентне су датим силаыа, оне су компоненте тра­

жене резултанте. Величина резултанте биhе дакле: 

Правац резултапте одређен је једначинама: 

siп (х, R) = ~ , ) Rx 
cos {х, R = R' 

(109.3) 

(109.4) 

Нека друга група сила: р/, Р2 ', Рз / , .. , р'n биhе датим силама 

еквивалентна ако' постоје ове једнакости: 

.1; Х; = ~ Х;' и ~ Уј = ~ У{ . 
Једначине (109.2) исказују теорему да је иројеКЦllја ревулiliанше на 

иPOll~BOЉHY праву једнака алгебарском вбllРУ иројеКЦllја њеНllХ комио­

нената на llсту праву. 

Једначина (109.3) има ово rеоыетријско значење. Ако једну дату 
.... 

силу R узмемо за пречник једног .круга што се зове к р у г с и л а 

и из почетне тачке О силе повучемо ма коју тетиву а, онда дужина 
.... 

тетиве тога круга претставља величину компоненте силе R у правцу 
. I .... . 
те тетиве, Ra• 

Потребан и довољан аналитички услов за равнотежу произвољног 

броја сила, што леже све у истој равни а нападају једну 1'ачку, јесте: 

да њихова резултанта буде једнака нули, дакле према једначини (109.3): 

Ова једначина биhе 

и 

Rx2 +R/=0. 
задовољена само ако је једновремено: 

R:<=~Xi = о, 
Ry = ~Y; =0. 

(109.5) 

Једначине (109.5) су аналитички израз за равнотежу сила што 

леже у једној равни. Оне важе и за коси координатни систем тј. 

када дате силе разлажемо у два произвољна правца х и у. Два ана­

литичка услова равнотеже исказују исто што и један графички услов 

јер ће раван влак вектора бити затворен само ако његове пројекције 

на две произвољне осовине у његовој равни буду једнаке нули. 

110. Услови равнотеже и .S,:I<виваленције ва силе у простору. 
а) Г р а Ф и ч к а м е т ода. Да бисмо графички могли решавати про­

сторни проблем сила што нападају једну тачку, ми ћемо сваку од 

тих сила !Iројицирати на две међусобне норыале (хоризонталну и вер-
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тикалну) равни тако да од просторног полигона сила добијамо о две 

пројекције. Ако желимо на!ш резултанту датих сила" онда о ћемо у обе 
пројекционе равни нацртати по један влак од пројекција датих сила 

и завршне стране тих влакова биhе пројекције траженерезултанте. 

Праву величину и положај резултанте можемо сада лако одредити. о 
Ако су две групе СИЛа у простору еквивалентне, онда оне морају 

имати у обим пројекцијама исту завршну страну у одговарајуhим 

влаковима њихових пројекција. Ако су силе у равнотежи, онда јевлак 

сила затворен, просторни полигон паи његове обе пројекције морају 

бити затворени полигони. 

I{ада отворен просторни влак од п сила заврmимо њиховом резул­

тантом, добијамо просторни полигон од (п + 1) страна. Ако су п сила 
у равнотежи, онда се затворен просторни полигон састоји од п страва. 

Најмаљи број сила које не леже у истој равни је п = 3. Такве три 

силе не могу никад бити у равнотежи јер ПРОС'fорни влак од три 
• 

стране не може никад бити затворен. Најмањи број сила у uросшору, 

које могу стајатll У. равношеЖll на јеДНОј таЧКll, је дакле n= 4. 
Најмањи број сила разног правца, што c'foje у раВНО'ffЖИ на једној 

тачки а леже у истој равни је п = 3. 

Ови односи имају практичног значаја при проучавању равнотеже 

сила на чворовима равних и просторних решеткастих носача 

П р и м е р.Три права штапа спојени суу тачки О (сл. 110.1). lЬихови доњи крајеви 
В, А, е леже иа хоризонталном поду у дубини It испод теменв О. Такав "т р о н о ж а ц" 

о • 

служи као примитивна дизалица. ... 
Теме О напада дата сила Р 

Њена нападна линија продире хори. 

З0нталну раван Аве у тачки D. Пита 
• 

се колике су силе у штаповима ТЈ . ... 
компоненте силе Р. Штап ове и на-

падну линију силе Р обележимо кра­

ће бројевима: 1-4. два пара правих 
1, 3 и2, 4 одреljују две равни што се 
секу у правој 5; ова прод!!ре хор!!­

зонталн.v раван у тачкн Е._ Сила Р 
лежи дакле у равни 2,5 те је можемо 
разложити у компоненте 82 и 85; ова 
друга лежи у равни 1,3 те је разла­
жемо у компоненте 81 и 8з и тиме је 

задатак графички решен. У примеру 

је 82 негативног смера, крај В штапа 

мора бити учвршhен за под да се 

троножац усдед дејства силе 82 не 
би преврнуо око АС као обртне осо-

вине. Разлагање сила изведено је само 

у вертикалној пројекцији, одређене 

А 

А 

су дакле силе S/', B~" и 8"з. Пројицирањем, иа 

() 

Сл. 110.1 

~\ 
• 

, , , , 

\ 

, , , 

с 

основу налазимо хоризонталне про-
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, 

јекције сила 81" 82' И 8з' и иајзад веЛИ'lине: 81 = V 81'2 + 81"" иц. У штапу 2 влада 
услед силе Р затеза!Ь~ у штаповима 1 и 3 Пр!јтисак, 

-+ 
6) Аналитичка метода. Нападну тачку свих п сила Р; (i = 1, 

, ... ,п) бирамо за почетак ортогоналног координатног система Охуг. Ако 
углове што их дате силе заклапају са правцима координатних осовина 

обележимо са ај,!1; И Уј, а углове које њихова резултанта заклапа са 
истим правцима са а, (Ј И 1', онда су компоненте датих сила у прав-. . 
цима координатних осовина: 

Х; = Pi cosai , . У; = Р; c08ili , Zi = Pi С08/';, (110.1) 

а компоненте резултанте: 

. Rx = R cOSC!: , Ни = R cosfJ , R = R cosy . 

Компоненте резултанте добијамо алге6арским сабирањем одгова­
рајуlшх компонената датих сила: 

Rx=~Xi, Hy=~Yj, Rz=~Zi' 
Величина резултанте је: 

R = V Rx' + R'u" + Rz! = Y(~X;)2 + (~Yi)2 + (~Zi)1 , 
а њен правац и смер 

R" С08а = R ' 

одреljен је једначинама: , 

fJ Rv 
cos =R' 

. Rz 
С081'- R . 

->-

(110.2) 
• 

(110.3 

Ако резултанту R узмемо за пречник лопте и из почетка силе R 
повучемо тетиву у неком правцу а, претстављаhе дужина тетиве ком­

поненту Ra силе R у правцу а; дакле Ье и дужина тетива у прав-­

цима х, у, z претстављати величине R", Rv, Rz компонената у правцу 
тихрсовина, Та се лопта назива лопта сила, 

Услов равнотеже је: 

Y(~Xj)2 + (~Yi)" +(~Zi)r = О. 

Пошто су под кореном све сами позитивни бројеви, 

начина може бити задовољена само ако је: 

~X, = О , ~ У; = О , l:z; = О • 

(11 0.4) 
, 

ова последња Јед-

(110.5) 

Изрази (110.5) су апалитички услови равнотеже за просторни 

систем сила. 
, ' 

Аналитичке услове еквиваленције двеју просторних група сила: 
->- -+ 

'2.Р; и '2.Pi што нападају исту тачку, исказују једначине: 
• 

(1106) 
Када у последњем примеру узмемо пројекцију О темена за коор­

динатни почетак, стварне дужине штапова и нападне линије OD силе 
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р обележимо са [; (i = 1,.,4) гласиhе аIiалитички услови раВlIотеже 

троношца: 

\ 

s ћ+5 ћ+ 5 ћ+рh=о 1[ 2[ 3[ Е.' 
1 23' 

(110.7) 

Решењем: овог система једначина, (најпогодније IIоtlюЬу детер-. 
МИIIаната) нала:зимо тражене силе: 51,52' 5з У штаповима ТРОIIошца. 
Последња једначина исказује да су силе независне од h што је по 
себи јасно. 

Б. СТАТИКА ВЕЗАНЕ ТАЧI<Е 

. 11 { •. Општи услови. Из Динамике знамо да материјална тачка 
може 6ити припуђена отпором неке круте површине или линије да се 

, ' 
по тој површини или линији креће. Тада кажемо да је тачка везана 

• 
за ту површину или ЛИНИјУ • 

. Отпор површпнеили линије може бити јеДЋостран или 060-
'стран; у природи и техничкој приыени најчешhе Ю1аМО само једно­

стран отпор и тада кажемо да је тачка поду пр та. Ако је површина 

или линија што тачку подупире, сасвйи глатка, онда постоји само 

нормални отпор, а ако није онда IIостоји и отпор трења (танген-
-. . 

. цијални отпор). 
/ -+ -+ -+ --+ 
На везано} тачки одржаhе се силе: Р!, Р., Ра, •• , Рn у равнотежи .... .... .... 

само онда када њихова резултанта R задовољава услов: R + W = О, 
- ' -+ ~ 

дакле када се правац силе R поклапа са правцем тотаЛНОГ отпора W 
површине или линије за коју је тачка везана. Смер ове резултаите 

мора бити управљен ка тој површини или линији, ако је њен отпор 

јеДIIостран, а може бити произвољан а,ко је отпор обостран. 
3а слободну тачку знамо да има три степена слободе и зато Смо 

њену равнотежу изразили трима једначинама. Ако је тачка везана за 

КРУТУ површину (равну или КРИВЈ') онда тачка има два степена сло­

боде па и равнотежу погодним Избuром координатног система можемо 

изразити двема iедначинама. Најзад, тачка везана за линију (праву 

или криву. равну-или просторну) има само један степен слобод&, ItOMe 
одговара једна iедначина равнотеже, 

112. Услови равнотеже и еквиваленције сила на тачки ве­
. ваној ва површину. а) Без отпора трења.. Ако замислимо да је 
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тачка· А везана за једну криву површину (сл. 112.1) што даје само 
~ ~ ~ 

нормални отпор N и нападају је силе: P1 , • , Р", онда ће она бити у 
~ 

равнотежи ако силе Р; задовољавају само два услова: 

р, 

Сл. 112.1 

~.Y; = О, 

~Y; = О, 
(112.1) 

под пре'[постаВIЮМ да се координатна Ia­
ван ху поклапа са тангенцијалном равни. 

дате површине у тачки А. Трећа iедначина: 

N+ ~Zi=O, (112.2) 

служи за одређИ1зање вели'чине нормалног 
отпора. 

На ·сл. 112.1 има норыаJlНИ OTUOP смер позитивне осовине Az; у 
том случају 2;Х; мора имати смер ка криво] површини којом је тачка 

А подупрта. Негативне вредности отпора могупве су само (сада постоји 

оБОСТРaI;[а веза тачк~. 
-+- ~ ~ ~ 

СИJlе P1 , Pz , Рв, .. , РП биhе у равнотежи на тачки везаној за 
• 

површину када краЈља тачка отвореног полигона лежи на нормаJlИ 

површине за коју је тачка везана. Ако површина даје само једнострап 

отпор; онда ДОJlази још један услов равнотеже: реЗУJlтанта мора имат!! 
и смер управљен ка површини .. 

~ ~ . 

Две групе сила: I:P; и 2;Р;' биhеочевидно еквивалентне, ако 

љихове компоненте у правцима осовина х и у што леже у тангенци-· 
• 

jaJIНoj равни, задовољаваЈУ ова два услова: 
• 

~x;= ~X;', 1 
} 

~}'; = ~Y". - Ј 
(112.3) 

. 
СУ11е компонената у правцу нормале (осовине z) не морају бити 

једнаке међу собом, јер се обе групе СИJlа поништавају нормалним 
• 

отпором тако да Је: 

• . 

~Zi + Nz = О, 

~ Z;'+Nz'· О, 1 
I 

(112.4) 

ТЈ. двема еквшзалентним групама СИJlа не мора одговарати исти нор-

мални отпор. 
• 

б) Са отпором треља. Ако површина за коју је тачка везана 

није. глатка, онда између тачке А и те површине постоји, сем нор-
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мал]'[ог отпора N, 

1 • 

Сл. 112.2 

• 

и отпор трења Т= [. N, а тотални отпор W може 
са нормалним заклапати углове између ОО и 

ео. где је ео угао статичког трења: tge. = /0' Тај 
случај претстављен је на сл. 112.2. Да би силе: 
-r -7 -r --+ 
Р1 , Р2 • Рз,' ., РЛ биле у равнотежи, довољно .... 
је да њихова резултанта Н падне у унутраш· 

њост конуса трења (а < ео) чиiа је осовина 
нормала п - п а угао при Bpxy2Qo' У гранич­
ном случају (а= ео) резултанта се ПОRлапа 
са једном изводницом конуса, а чим падне 

изван њега «t < ео) онда ће њена тангенци­
јална компонента бит'И већа од отпора трења 

који није неограничен, и равнотежа неће бити 

могућна. Ако на пример тангенцијалнl!o ком­

понента резултанте падэ. у правац осовине х, 

онда су услови равнотеже: 
• • 

}: Х; <;, /. Nz, 1 
Ј }: У; = О. 

(112.5) 

113. Услови равнотеже и еквиваленције сила на тачки ве-
/ 

ваној ва линију. а) Без отпора Tpetьa. Тачкаприморана да остане 

на једној крутој линији има један степен .слободе. Овај случај можемо 

остварити кад на круту криву шипку навучемо прстен чија ће путања 

бити прописана том кривом. Нормални отпор линије може имати сваки 
правац што лежи у нормалној равни линије у Дотичној тачки. Сло­

бода кретања постоји још само у правцу' тангенте на криву за коју 

је тачка везана. Ако ову тангенту узмемо за осовину х ортогоналног 
• 

координатног система, а друге две осовине у и z леже у нормално] 
равни, онда као аналитички услов равнотеже добијамо само једну 

једначину: 

(113.1) 

• 
Остале две једначине исказују овде да нормални отпор N потире ре­
зултанту компонената ~y и ~Z. Компоненте нормалног отцора у прав­

цу осовина у и z задовољавају једничине: 

Nu+ 1: у=о, 
Nz+~Z= О, 

а из ових налазимо нормални отпор: 

) 

(113.2) 

(113.3) 
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, 

Графички услов раВНО,теже је тај да крајња тачка полигона сила 
-;. -+ -+ -+ '-
Р" р., Рв"", Рm лежй у нормаЈшој равни ливије положеној у тачки А. 

-+ -+ 

Две групе сила ~ Р; И ~ р;, које нападају тачку везану за l'PYTY . , 
Лl~нију СУ еквивалентне, ако ]е задовољен услов: 

~ .. ђ=~X/, 
тј. нормалне пројекције полигона сила на тавгенту 

(113.4) 
морају бити јед-

наке. 

б) Са отпороы трења. Ако' сем нйрщtJIНОГ отпора N nocTojiI 
и трење Т=ј. N, онда је раВПО'l'ежа могућна и онда када резултанта 
... -+ -+ --* -+ • • 
R СИЈla р,', Р2 , Рз , ... , РП не пада у норыалпу раван· криве ЈlИВИЈе за КОЈУ 

~:..::..-.-

Сл. 113.1 

. х 

је тачка везана. На' сл. 113.1 је 
правац тангенте на крпну узет за 

осовину х а норыаЈша раван yz лежи 
управно па равап цртежа. OIсо тан· 

генте Ах Iсао ОСОВIше нацртан је 

потпун конусса'ОТВОРОЫ 2 (90 0-еоО), 
• 

где је е. угао сrатичког трења. 

Услов равнотеже је 
. . 

таЈ, да ре-

-+ 
зултанта R лежи иав1iн овог ко, 

Г""_' нуса или у крајње1l случају да се 
• 

поклопи са једном од његових из-

водница. Ако резултанта падне у 

унутрашњост конуса, биhе њена 

тангенцијална компонеf[та LX већа 
од отпора трења и раннотеже неће 

бити, нећ ће се тачка помаhи дуж 

тангенте Ах. АнаЛИТИЧЮI услов за равнотежу тачке у ОН01lе случа-ју 

можемо дакле кратко написати у оБЛIШУ: 

X<:JoN, 
где је N одређен једначином (113.3). 

(113.5) 

В. ПРИМЕНА ПQЈМА МЕХАНИЧКОГ РАДА У СТАТИЦИ ТАЧКЕ 

114. Услови равнотеже ва слободну и везану тачну. Главне 
теоре}lе о равнотежи слободне и везане тачке можемо најкраће ана­

лnrичкпм путеы иавести иа појма механичког рада. 
-+ 

3а услов равнотеже материјалне тачке нашли смо ~p = о или 
у аналИТ[IЧКОМ облику: 

~ Х = О, ~ У = О, 1; z = о. 
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""* Alto све снле Р леже у равни ху, отпада треhи услов Потребни и до-

вољни услов равнотеже можемо и овако исказати: Тачка ле биШи у 

равноШежи ако је ири. сваком. могулном иомерању 3s тачке вбир меха­
ничкuх радова једнак нули. Дакле aKoi"e: 

~P Ьв сов ({' = О, 
""* где је ({' угао између bs и резултанте :Е Р. Аuалитички изражен је овај 

• 
услов 1едuачино1ф: 

(114.1) 

где су Ьх, 3у, bz компоненте помераља у правцу КООРДJlва1ВИХ осо­
вина. 3нак Ь треба да каже да су. помераља могуlша (виртуелна) 
за разлику од стварних (актуелних помераља) dx, dy, dz . 

. 
а) Слободна тачка. Ако је тачка слободна онда су помераља 

clх, "у, dz независна међу собом. Једначина (114.1) може бити само 
онда задовољена ако су: 

~Y= О, 

Q) Тачка везана за: поврmину. Ако је тачка принуђена да 
остане на датојповрmини: F (х, у, z) = О онда мора бити задовољена 

и једначина: 

F [(х + Ьх), (у + Ьу), (z + oz)] = О, (114.2) 

тј. мора тотални .дnференцијал од F: . 

aF aF· aF 
dF=a ох+ д 3У+ д bz=O, 

х у z .. (114.3) 

. 

бити једнак нули. У случају да је тачка у равнотежи, морају обе јед-

начипе (114.1) и (114.3) бити задовољене. . . 

1. Метода елиминације. !\ада из једначина (114.1) и (114.3) , 
еЛИМИllишемо једно помераље на пример oz, добијамо условну једначину: 

дЕ ~ дР ~ дР nF) 
~Xaz - ~Zax "х + ~y az - ~Z~y 3у = О. (114.4) 

Тачка на поврmини има два степена слободе, помераља ЬХ и оу су 

међусобно независна. Једначина (114.4) може бити дакле задовољена 
• 

ако су изрази у заградама 1еднаки нули, дакле када су: 

• 

дР aF 
~X -~Z·_=O и . az дх . 

дР дР 
~ }' az - ~ z ду = О. (114.5) 

Механнка тачке 16 

, 
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Ове две једначине у вези са F (х, у, г) = О одређују три координате 
• • • 

х, у, Z, оног положаја на површини, у ком се тачка под дејСТВОМ сила 

~ -+ 
~ Р; наJIази у равнотежи. 

Једну од јеД;начина (114.5) можемо заменити' Са 

~ Х дР _ ~ у дР = О 
~ д ~ дх ' у . 

(114.6) 

. јер се она изводи из обе једначиuе (114.5), дакле је зависна од њих. 
Услове равнотеже на глатко] површини F (х, у, z) = О можемо на­

писати у симетричном облику: 

I:x 
дР 

дх 

- ~Y 
дР 

ду 

-- ~z 
дР 

az 
• 

(114.5а) 

Једначине (114.5) и (114.6) су компоненте векторскот производа 
вектора: 

и вектора: 

• • 
ТЈ. гради]ента површине. Три горње једначине замењују вектор-

• 
СКУ једшtчину: 

(114.7) 
. 

-+ -+ 
тј. вектори ~ Р и V F су паралелни. 

ИЗ диференцијалне Геометрије знамо да су парцијални изводи 
дР/дх,.. пропорционални косинусима углова које заRлапа нормала на 
површину у дотичној тачки са координатним осовинама. 

Ако те углове означимо са а, р, у знамо да је: (В. чл. ~7): 

1 дР 1 aF 1 дР 
cos а = Ј дх ' СОВ Р = Ј ду , СОВ У = Ј az ' 

• 
где]е: 

• -+ 
Према томе градијент V F лежи у нормали површине и Једна-
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--'---~---

.... 
ч[ша (114 7) исказ је да за случај равнотеже L Р има правац нор-

ыале на површину. 

2) Метода мул'Гип.ТIнкатора. Једначину (114.3) ПО~ШОЖIШО 

са произвољном констаптом 1 и саберимо је са једвачивоы(I14.1), те 
добијамо: •. 

(L;X + 1 ~:)ox+(2'Y+ l ~;)oy +(~Z+ 1 д:г) oz _ О. (114.8) 

blултнпликатор 1 можемо изабрати ТОЛПКlI да један од НЗР:ЈЗ3 Ј' загради, 
на ПРJIмер фактор од dx, буде једнак нули. Тада гласи једнаЧИllа (114.8): 

(~У+Л ~;)bY + (~Z+l ~:) O.~ =0. (114.9) 

. Пошто су померања оу и д.г међу собом независна (два .степена сло· 
о • 

боде на површrши) то he (114.9) бити задовољена ако су п остала 

два фактора једнarш нули. 3а одређивање четирн пепознзтс)., х,у и z 
• I 

имамо четири 1едначине: 

Р(х,у,Ј)= О, 

дР 
~X+ 1дх =0, 

2:У+1~~=0, 

'" z+ 1 дР = о . 
..:::..- дЈ 

"(114.10) 

Ј 

Из једначина (114.10) и значења парцијалних ИЗВОДа видимо да 
су друrи чланови компоненте нормащ[ог отпора N ПОВРШIlне: 

·aF aF 
Ny = -1 ду' N z = - ,i дЈ ' N 

_ . дР 
х- -А дх' (114.11) , 

(114.12) 
• 

п р и м е р. Тешка тачка на ПОВРШИНII лопте. Сада је F' = ",2 + у2 + z2 _ r' ,= О, 
дакле: 

дР' 
дх = 2."" 

дР' 
ду . 2у; 

дР' 
Bz = 2г; 

Х=О, z= -1ng; 

негативан знак јер је + z узето на више. Посnедље три једначине (114.10) гласе: 
• 

0+ 2.!х = О , О + 2.!у = О , - mg + 2lz = О • 

Дакле је тачка у равнотежи у положају: х = О, У = О и са овим вредностима 

даје јеД!iзчина nопте: Z2 - r' = О тј. Z = + r. На nопти има тешка тачка два равнотеж-

16* 
• 
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на положаја, на горњем и доњем крају вертикалног пречника. У оба случаја је N. = +mg 
управљен према горе, а Nx = N y = О. 

В) Тачка везана за линију. Сваку линију можемо замислити 

да је. постала пресекои двеју површина: F} (х, у, z) = О и Р2 (х, у, z) = О. 

Пошто се тачка налази и помера на тој линији, морају њене коорди, 

нате задовољити обе једначине облика (П4.3ј а ако се налази у равно· 

тежи, морају задовољити једuачину (114.1). Кала једну дифередцијалну 
једначину (114.3) uомножимо са произвољним факторвм Л 1 , другу са ).2 

и саберемо их са једuачином (114.1), добијамо: 

( ~ х +). дР1 + ).2 дР.) ох + (1: у +). дР\ +' Л дЕ2) О + 
1 дх дх ' 1 ду 2 ду У 

+ ( ~ z +).\ aJz' + ).. д~2 )3z ="' О. (114.13) 

Мултипликаторе Л, и л. можемо тако одредити да два од фактора је'):Ј;­

начине (t14.13) буду једнаки нули Да би једначина (114.13) била 

задовољена за свако 3z мора и трећи фактор у загради бити једнак 
нули. Имамо дакле три једначине: 

и сличне друге две. Ове три једначине заједио са једначинама повр, 
-.., .-

шине F 1 и F 2 одређују пет непознатих л l , Л2 И х, у, z тј. оба мулти· 

пликатора и равноrежни положај. Чланови: 

• 1 дР, N. 
"1 ду = IУ' 

aF1 • N ).\ az = ,% , 

--
су КDЬшоненте нормалног отпора површине F 1 и аналогно важи и за 

компоненте: Н2Х, Н2У и Н2% отпора површине F2 • Компоненте отпора 
• 

ЛИНИје су: 

• 

• 
дакле отпор ЛИНИје: 

. 

Линија за коју је тачка везана, може бити дата и двема једна· 
• • 

чин ама њених ПрОјеКЦИја: 

• 
у = 11 (х) И z = Л (х). (114.14) 

Виртуелна померања оу и "z могу се сада изразити са: 
оу = 1.' (х) ох. "z = N (х) ох, 
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и кад ове вреДНОСТИ.унесемо у услов равно теже (114.1), добијамо: 

дх ~ Х + охН (х) ~ У + 3xN (х) ~ Z = О. 
у сва три члана померање ОХ је. исто, дакле је УМОВ равнотеже: 

~Xг н (х) ~У+fз'(х)~Z '. о. 
• • 

. (114.15) 

Из три једначине (114.14) и (114.15) можемо одреДI!"ТИ кординате х, у, z 
оног места на датој линији (114.14), на коме се тачка џОД дејством. 

~ Х, ~ У, ~ Z ~алази у равнотежи. 
Ако је линија равна и све силе које тачку нападају леже у 

истој равни ху, тј. ~ Z ~~ О, онда је услов равнотеже: 

дх ~ х + оу ~ У = О. (lЊ16) 

Једначина криве је дата: 

у ::. f(x) (114.17) 

Из ње нал'азимо оу = Ј' (х) д:Х и кад ову вредност унесемо у (114.16) и 
скратимо са ох, добијамо услов равнотеже: 

~ х + Лх) ~ У = О, 

или 

/ ~Y 
ј (х) ~x=-1. (114.18) 

ј/(х) , dyjdx = tg ({', где је q> угао који заклапа тангента путање 
са апсцисом. ~ y/~x = tg 1ј1, где је 1ј1 угао који заклапа резултанта са 

апсцисом. 

Једначина (11418) гласи дакле: 

19q> tg1j1 = - 1, 
, 

тј.: 1ј1"':" (tp + л/2), резултанта стоји управно на TaHrtJHTY. 

Из једначина (114.17) и (114.18) налазимо координате х, у места 

на коме се тачка налази у равнотежи. 

Ако је једначина равне криве дата у имплицитном облику 

F (х, у) = о онда из (114.13) и: 

дF дF 
дР(х, у) = дх дх+ дјду=О, 

добијамо услов равнотеже: 

Х дР _ удР =0 
ду дх ' 

који са F (х, у) = о одређује координате х, у, оног места 

кривој линији, на коме се тачка под дејством сила Х, У 

равнотежи. 

(114.5а) 

• 
на равно} 

налази у 
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115. Три врсте равнотеже везане таЧI<е. Када материјалну 
тачку која се налази у равнотежи и миру (дакле је дА . О), померимо 

за врло малу дуж (тј. да.1;емо јој врло малу брзину), мо."у наступити . 
• 

три разна случаЈа: 

. 1. Брзина тачке ће опадатидо нуле, проыенити смер, и тачка 
ће' се вратити у свој првобитни равнотеЖIlИ положај. Тю\Ву равнотежу 
зовемо стабилном. 

2. Брзина тачке ће расти, тачка 
раВllотежног ПОЛОЈ[·:аја I~зкога смо је 

л а б ил н о ј равнотеЖI!. 

ће се све више удал.ава.ти од 

покренули. Тачка је бllла у 
". 

. 3. Најзад може БР3ИН,а коју смо тачки даЛIl, остаТII н е 11 р О Ы е­

љ е н а, таЧIЩ је у том случају на свакоы месту у равноТf'ЖП. ова се 

налази у ИlIдиферентној или неутралној ра.ВlIотежи, 

Математичltо обележје за ове три врсте раВIIотеже нзлаЗJIМО IIЗ 
• 

теоремо о ЖИВО] СИЛИ: • 
• 

(l1fi.l) 

у првом СJlучају је промена живе СИJlе негативна, јер БРЗlJпа 
опада, према томе елеметарни рад од своје првоБИ1 нс вредвости 

оА = О опада тј., . 

д'2А<О. 

у J!PYГO~l случају када бр:шна расте, расте II оА = О тј., 

о'А >0. 
• 

у трећем 

дакле је: 

случају када је брзина константна, дА == О се не меља, 

Према томе равнотежа таЧ!tС је: 

стабилна • дјјА < О, ако 1е 

лабилна • " д"А > О, (115.2) 

неУ1'рална " " tJl!A= О. 

Ова обележја равнотеже ваЖе како за слободну тачку, тако и за 
тачку везану за површину или линију. На једном месту простора, или 

lIовршине, или линије може тачка иыати разне врсте равнотеже према 
томе у ком правцу односно смеру тачку помери мо. 

-
Тако на пример, за тешку тачку, која се 'налази на хоризонталној повратно 

d'A d2z 
tангенти неке линије сл. 115.1, је dA = - mgd/l дакле: d ,= -ту d •. ОбелеЖЈ'е пов-

• Х -х'" 

• 
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• 

d'z 
ратне тачке је dx' = О ; 

• 
према томе је. у тачки М, а2А ==t О, тачка се налази у неу-

тралној равнотежи Апи слика нам показује да се тачка налази у лаБИЛНОј равнотежи 

за померање на лево, у стабилној равнотежи за померање на десно. 

За тешку тачку која је везана за површину лопте, очевидно је да Ье она бити 

у стабилној равнотежи, и то у свима правцима, на доњем, а у ла6илној равнотежи 

на горњем крају веllтикалног !iречника; у неутралној равнотежи биhе она на хори-
• 

зонтаЛНОЈ равни. 
• 

Тешка тачка, везана за површину једног обртног Једнограног. хипербо-

-
с, ---~------ - - - --

~--~ I I 
I 
I 

. . . • .-
I 
I 

• 

+Х I ~ _ .. _о_о 
"-'-' 3' 

-+ . ...E!f-::;; >;~J!. --+ -­
С 

Сл. 115.1 Сл. 115.2 

ло ида (сл. 1J5.~) са хоризонталном осови ом, биhе у равнотежи у темену С1 и С, 
горње и доње меридијане .хиперболе. Хоризонталиа раван што додирује хиперболоид 

у његовом темену, сече га по двема правама; њихова конструкција је из слике јасна. 

Праве се секу под углом а За тачку у С1 биhе равнотежа стабилна у :свима прав­

цима што леже у угловима а, а лабилна у правцима што леже у угловима (" - а). 

За тачку ('2 важи .супротно У правцима двеју правих је равнотежа неутрална. 

116. Астатичке ПОВрШlIне. Једну област простора у коме деј-
• 

ствује нека сила зависна од координата, ЧИ1е су дакле компоненте: 
• 

Х=!",(х,у,г), Y=!v(X,y,Z) и Z=!.(x,y,z), 

Па ПРlIмер грави гациоnа, еЈ1еКТРIIЧНо., магнеТИчна сила, зовемо ПОЉем 

силе (в. <Ј:Л, 'П). Ако У HeKO~l пољу постоји нека површина за коју је 

везана тачка, и ако се та<Ј:каRалави под дејством поЉа: Х, У, Z на 
сваком ыесту по!3ршине у равнотежи, зовемо површиву а с та тичком. 

Тако је П'шр\[~[ер хоризоuтална раван астатичка површина за тешку 

тачку. лопта је астатичка површина за сваку централну силу. 

Диференцијалпа једначина астатичке површипе 1e: 
. 

х dx + У dy +Zdz= О. (116.1) 
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п р и м е р. Нека је:-

X_kmx, Y=kmy, Z=- ти. 

Дифереицијална једначина г~аси: 

kmx ах + kmy ау -ти dz = О, 
и њен интеграл је: 

х2 у? , 
km - + km - - mgz = С, 

2 2 
или: 

k (х2 + у2) - 2gz- С = О; . 

• 

астати'чка површина је дакле· обрти и параболоид око 
осовине .11, отворен према горе (сл. 116.1). . 

I 
• 

I 

-

Када се циnilндрични су Ј1 са неком течности· 'обрhе ' Сп. 116.1 
око своје осовине константном угаоном брзином;"" онда дејствује .еваки Ji.елиh теч-

ности на своју подлогу својом тежином ти и ХЈризонталном "СИЈЈОМ пропорционалном 

растојању х од осовине (центрифугаnном силом хт""), па ме ПОВРlЏина течности.имати . . . 2 
облик параболоида који постаје Qбртањем параболе: х' = ::. z око осовине z су да. Ду.би-. 

1'2ю! 
на h вовршине је h = 2ii' а висину њеног темена О иgнад дна добијамо из услова 

да се запремина течности није променила. 
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Геоид 208. 
Геометрија сила 228. 
Година, тропска 21. 
Градијент површине 242. 

- фуикције 153. 

Густина, Земљина средња96. 
Дан звездани 21. " 
_ прави сунцани 21. 
_ с\?ед.њи сунчан" 21, 22. 

ДевијацИЈа (скретање) 56, 150. 
декремент логаритмицки ОСЦIIЛ. 48. 
деформација' 4., . . 
дивергенција вектора 155. 
Dyn 23, 24, 89. i . 

динамика 26., . 
• транслаторног кретања 79. 

Диференцијалење графИчко 35. 
дl1јаграм брзине и времена 33. 

- - - - интегралење ње-
. гово З6. 

- - и пута 36. 
- пута и времена 31. 

силе и пута 87. ' 
рџа механ и пута 87. 
убрзања и времена 34. 

- - пута 37. -
1 

- и брзине 37. 
и . 

Димензија 17. 
- брзине В9 

-
енергије 89. 
ефекта 89. 
мех. paJ\ilB9. 

- силе В9. 
- убрзања 89. 
- угао не брзине 89. 
- угаоног убрзања 89. 

Домет бачене тачке 162. 
Вквиваленција сила 228, 2З 1, 234 

. Екстремале 226 

• 

Екстремалilа особина 225, 226 • 
Елонгација мат. клатна 214. , 
Енергија кине1'ичка. (покрета) 8!>. 

- механичка 91, 159. 
- потенцијална 91. 

Erg 89. 
Ефект мех. vада В·Т. 

- - - средњи 88. 
Жива сипа 85. 

, 

• 

3аВОјиица (хеnиконда) 59.--. 
Завршна страна векторског II11aK8 231. 
Замах (момент колицине кретања) 183. 

. Закон кинетичке енергије .158,.' ~' . 
КОJIицике кретања 157. . 

-момента колициие кретања у погледу 
тачке 18З. 



Закон опште гравитације 92, 
основни Динамике 79. 

Закони кречња могуhи 27. 
- Кеплерови 168, 169. 
- Њутнови 8; 11. 
- за отпор сре,l.ине 106. 

, IIЗ8\)Д век тора положаја 52. 
- Лапласов, скалара 156. 

ИЗОХРОНОСТ 216, 220. 
И30ХРОНОСТ харм. осцилација 102. . 
Изрхроност путова по глаткој СТрМОЈ 
равни 130, ',' ~ , 

'иЗОХРОНОСТ цнклоидног клатиа 224. 
Иl,lпулс силе 83, 157. 

елемеитарии 84 
- коначни 84. 

Јединице механ. величина 17, 89. 
Јединица брзине 89 

времена 22. 
масе 22, 24. 

- мех. ефекта 89, 90. 
- - рада 89, ОО. 
- силе 24, 89. 90. 

Једнзчина Ајћерева диференцијална 226. 

-
-
-

Динамичка 151, 2ЈЗ. 
~ У природном (Ајлеро-

вом) систему 151. 
- Декартовом СИСТ.151. 

- -iщлиндрич. сист. 151. 
енергије 173. ' 
кретаља дифер слоб. тачке 81. 

- природна путање 50. 
Једначине кретања тачке по линији 196. 

- природне 180. 
, параметри чне криве 51. 

Кеплеров други закон 72. 
Кi10gram 24. 
КiIogram-m.ter 90. 
Кl!нематика 26. 

- тачке 30. 
Кинетостатика 27. 
Клатно кружно 189. 

- математичко просто 214. 
-
-
-

са трењем 217. 
секундно 217. 
сферично (просторно) 188. 
центроифуга,lИО конично 186. 
циклоидио 219. 

Коефицијент вискозцости, 131. 
- отпора кола' 144. 
- трења 128 ' 
- BpeД~OCTH љегове 136. 

- кинеt~чког 127, 133. 
- при КОТРЉ8ЉУ 141 
- - рукавца 139. 
- - статичкрг (адхезионог) 128. 

Количина кретања (иалет) 84, 157. 
Компоиеите брзине 50. , 

- СИllе 233, 236. 
убрзаlЬа 54. 

Константа амортизщије 117. 
-
-

Gauss-ol!a 93. 
гравитациона 92, 171. 

, 

Константа фззна 101. 
КОНУС треља 1.32, 239. 

статичког 133. 
- за криву линију, 

- - за површину. 

Кољска снага (НР) 90. 
Крак' вектора 183. 
Кретање 4. 

апсолутно 9. 
- возила (кола) 145. 

Земљино око С)Онца 160. 
једнолико 5. 

- ламинарно 131. 
-
-

описивање љегово 49, 51. 
планета 168. 
транслаторно 5. 
стационарно 185. 
централно 74.' 

Кретање тачке амортизовано 42, 108. 
апериодично 39. 
једнако убрзано 39. 

успорено 39. 

---
-

-

-
-
-

-
" . -

-

- једнолико 39. 

-
-
-

-

кружно 159. 
ограничено 105, 126, 178. 
осцилаторно у ", правој 99. 
периодично 39. 
по линији кривој глаткој 201. 

- правој крутој 128. 
- - рав", са трењем 203. 

-
површини непом. 178. 

обрт.гл.182. 
правол.182 
рапавој 194. 

равни стрмој глат 129. 
рап. 137. 

хор из. рап. 137. 
под деј силе проп. раст. 167. 
принидно 105, 196. 

- У верт. равни 209. 
- просторно приказ. њег.66, 75. 
- псеудо-периодично 49. 

равно приказ. његово 60,69. 
- релативно 14. 
- слободне 159. 

- У отпор. сред 106. 
слободно 105 
У вертикално м кругу 211. 

- - кривој путањи 49. 149. 
- - правој 30. 

Кривина геодетичка 181. 

-

друга (торзија) 54. 
линије 53. 
нормална 181. 
прва (флексија) 53, 54. 

- прелазна 187. 
Круг генератор 221. 

кривине 54. 
- оскулациони 53. 
- сила 234. 
- треља 139. 

Линија Двогубе кривине 54. 
геодетичка 182, 184. 
силе 155. -
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Лопта сила 236. 
Маса 6. 
- ииертна 171. 
- јединица њена 22. 
'- тешка 80 
Megadyn 24, 99. 
meter 19. 
Метода елимин;щије 241. 

му лтипликатора 243. 
Механика 3. 

_. 

- детермииистичка 25. 
задатак њен 7. 

-

материјалне тачке 28. 
општа 29. 
подела њена 26. 
примењена 28. 
система материјалних тачака 28. 
статистичка ~5. 

- техничка 29. 
Момент вектора у погледу на тачку 73. 

- - -, - осовииу 183. 
- количииекретања 183. 

трења при котрљању 141. 
- рукавца 139 

МоЬ (снага) (еФект) 87. 
Мултипликатор l 243, 244. 
Надвишење спољашње шине у крив. 87. 
Налет (количина кретања тела, тачке) 84. 
Нападна линија (носиоц) вектора 12. 
Начела МехаНИКе 7. 
нормала главна 53. 
Опера тор .Хамилтонов 155. 
Ортоциклоида 58. 
Осцилација амортизована (пригушена)46,144. 

- под утиц. стал. отпора трења 114. 
принудиа 120. 

- хармонична44. 
Осцилације лонгиту диналне (истезања) 119. 

, - мале око равнотеж. положаја 193. 
слободне (сопствене) 120. 

- торзионе 119. 
- трансверзалне (савијаlЬа) 119. 

Отпор ваздуха утицај његов 177. 
- линије 105, 237. 
- нормални 127, 196. 
- линије 199. . 

- одређивање њеГОВО. 181, 209, 
238, 243, 244. 

Отпор површине 105, 237. 
- - једност'ран 180. 

- обостран 180. 
- средине 106. 

тангенцијални 127, 196, 200. 
- тотални 106. 

путање 205. 
- точкова код возила 142. 
- трења 147. 
---
-

-

- корисност његова 131. 
- огледи новији 145. 

старији 1 З3, 136. 
- при вртењ у 130. 

- клизању 130. 
~ котрљању 130, 140. 

- разне врсте 130. 

Отпор трења у рукавицама 130, 1-38. 
- штетност његова 131. 

Пад слободан у Ba~дyxy 108. . 
- - - - празном ПРОСТОРУ 90. 
-- - - извели-

ке висине 96. 
Пnрабола сигурности 164. 
Паралелопипед брзине 50. 

- положаја 50. 
пута .50. 

- убрззња 51. 
Периода кретања 43. 

- амортизоване осцилације 118. 
- осцилације матем. клатиа 216. 

хармоиичне осцилације 4.3. 
- циклоидног клатна 221. 

Перихел 161. 
Површинаастатичка 247. 
Поље 154. 

- векторско 154. 
- безвртложно 155. 
- скаларно 154. 
- силе 79. 
- Лапласово 156. 

Полу-периода осцилације мат. КJlзтна 216 .. 
Померања тачке могуhиа (виртуелна) 

- . - стварна (актуелна) . 
Потенцијал 154. 
Почетни положај 30. 
Принцип инерције 8. 

- најмање акције 88. 
- иезависност дејства 13. 
- о одржању механичке енергије 159 . 

. - површина за једиу тачку 72. 
- реакције 11. -
- релативнос~иI4. 

Притисак успора 107. 
Производ радни (скал3ЈIНИ) (унутарњи) два 

вектора 152. 
Пројекције брзине 50 .. 

- убрзања 50. 
Прототип 19. 
Путања (трајекторија) 4, 8. 

апсолутна 14. 
- релативна 14. 

Раван нормална 180. 
оскулациnна 53. 

- ректификациона 53. 
Равнотежа сила 231, 232. 

- дина мич ка 228. 
- индиФерентна (неутрална) 246. 
- лабилна 246. 
- неодређеност њена 132. 
- стабилна 246. 
- статичка 228. 

Рад механички 86. 
-
-
-
-

-

-
елементарни ~5 .. 
покретни. (мотории) 86.' 
нормалног отпора 180. 
отпорни 86. 

- силе у кривој' путаЊII 152. 
Разлагање кретања 50. . 

- силе 151, 231, 232. 
_ неодређеност њеНо 231. 
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Разлика фазна 4б. 
Резонаiщија 122. 
Резултанта сила 13, 229. 
-- њена пројекција 234 .. 

Ротација 5; 
. - вектора 155. 
- конзервативне силе 155. 

Секунда (вес) средња сунчана 22. 
Сила б, 79. . 

- дефиницИја њена 10. 
- дисипативна 159.· 
- конзерваТИRна 154. 

пертурбациона (поремеhајна) 120. 
централна 160. 

- ценТ\>ифугална 206. 
- моторна 8б. 
- отпорва8б. 
Сипа између две материјалне тачке 92. 
- тачке и хомогене лопте 93. 
(,истем мера апсолутни 23. 

- - технички (терестрички) 24. 
CI!CTeM координатни природни 53. . 

- сила просторан :Ј30. 
. - раван 230. 

Системи инерцијални 8, 9. 
qкзлзрtl . 
Скретање(девијација) 5б, 150. 
слагањекретања 51. 

- сила 151. 
Сличност механичка 19. 
Снага (моЬ) (еФект) 87. 
Спљоштеност Земљина 201. 
Средиште масе 7. 
Стзњекретања 5. • 

- - промена 5, 228. 
- мира 228 
- равнотеже 228. 

Статика 29, 228. 
- аналитичка 229. 
- графичка 28, 220. 
- тачке 228. 
- - везане 

- - слободне 229. 
Sthene (сте н) 23. 
Степен слоб оде 105, 178, 237. 
Таутохрона 219, 222. 
Таутохроне криве 222. 
Таутохроност 220. 
Тачка материјална 7 

- везана за линију 244. 
- - - uовршину 237, 241. 
- подупрта 237, 
- слободна 105. 
- таутохроности 220. 

Тежа Земљина променљивост 95. 
Тежина 23, 20б. 

- з!!!=олутнз 206. 
- релативна 20б 

Тело круто 3. 
- основно (копмаративно) 4 .. 
- тачкасто (матер. тачка) 7. 

Теорема ПОВр'шина (замаха) 74. 
Тоњење тела у води 114. 
Торзнја 54. • 
Трајање оацилације мат. клатна 217. 

_ - цикл. клатна 221. 

Трајекторија (l1утања) 4, 8. 
Транслацнја 5. 
Триедар Галијејев 9. 
у брзање 5. 33, 5з. 

- другог реда 35. 
- Земљино апсолутно 208 . 

- променљивост 208. 
- нормално (центрипетално) 54. 
- површинско (секторно) 74 .. 

компоненте природне 54, бl. 
средње 33. 
тангенцијално 55. 
теже 23. 
угаоно 89. 

Угао амплитуде 214. 
оскулациони 54. 
торзије 54. 
трења 132. 
- статичког 132. 

кинетичког 132. 
" 

Услови еквиваленције за силе у простору 

- -
;234, 235, 236, 
У равни 231. 
234. 

• - сила на тачки везано] 

за линију 240. 
сила на тзчки везаној 

за површину 238, 
- равнотеже графички 229. 

за силе у простору '34,23б. -
-
-

- за силе у равни 231, 232, 234. 
за тачку веззну 241, 244, -
- - слободну 241. 
општи 229. 
потребни и довољни 241. 

• 
сила на тачки везано] 32 

линију 239. 
• 

сила на тачки везано] З2 

површину 238. 
Фактор амортизације 118. 
Флексија 53. 
Форономија 78. 
Фреквенција кружна осцилације 44. 
Функција еквипотенцијална 154. 

еквискаларнз 154. 
потенцијална 154. 
силе 153 

Хеликоида (завојница) 59. 
Хитац вертикални у празном простору 90 

у прозномпростору, ви· 

сина пењања 91. 

Ходограф 

У празном простору, вре 

ме пењања 91. 
кос у празном простору 16\ 

у празном простору, ви 

синз пењања 1 б3. 
У празном простору, тра 

јекторија 1 б4. 
У ваздуху 174, 177. 

брзине 50. 
- особите 
- планете 

убрзања 50. 

тачке 

172. 
његове 57 

Центар силе· 99. 
ЦИКЈlOида 59, 220, 222, 225, 
Џаул (Јоиlе) 89, 90. 

227. 
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