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IOPEATOBOP

Ja cam Mopao He jeganiiymi upegasaiiiu YHUGep3UewicKuy
kypc ocHosa ieomeitipuje. Ilpu wiom Mu ce jaenao Huz ugeja y
ee3u ca usaaiareM iojegunux genosa wioi xypca. Tum cam uge-
jama 6uo eoljen iipusukom iucarba 060i yubeuka.

Tpaguuuonanu Kypc OCHosa ieomeupuje. He ysumajyhu y
003up uciliopujcku 0ceépill KojuM ce Kypc 00uUuHO itoyuree, CagpXxu
yeitiupu iieMe: AKCUOMAWICKO uzipaljueare eykaugcke ieometupuje,
anaau3zy akcuoma eykaugcke leomemipuje, ieomeitipujy Jlodauesckoi,
apojexiiusny ieomeipujy u ocidane ieomeitipuje.

Kag ce usaaxe uuimiarse 0 AaKCUOMAWICKOM uzipahusaroy
eykaugcke ieomeiipuje, waga iipegasay flociiag/ba cedu 3agamiak
ga, ilosrazehu og axcuoma, cuciiieM iocaeguua Koje u3 ogux upou-
cilluyy paseuje go OHOI MOMEHWA Kag u3didrbe y cpegroouikon-
ckoM Kypcy ieomeilipuje #iociiaje gogosHO beciipexopro. IIpak-
{WUYHO ce Wy MOpa Cllipoio 3acHoeauiu Meperve ogceudka u yiaosa,
Mopajy ce gokasaiiu OCHO8He UieopeMe O KOHIpYeHURHOCIU Haj-
@pociiujux guiypa, useeciiu uosHatie HejegHaKocWiu 3a CUipGHUYe
u yiaose wipoyiaa, obpaguitiu cauyHOCW Wipoyinoea u 3aepwiuiau
IHuihaiopurom weopeMoM.

Be3 ob3upa Ha eseMmenidapHocWi wioi geaa Kypca, weioso
usaaiare y HasegeHoM oOuMy 3axiieéa 3HAWIHO 6peMeHa. A iy
ciieap cilioju owmiipusuke osaxo. Kaga ce, HailoCAeWiKy, yiasphyje
#ipupogHu llopegak cAegoearba WHaYaxa Ha iipasoj u 3a ogceuke
ce gokasyje wociojaree gyKuHe, ayguiuiopujym dociiaje W0AUKO
ilogo3pue ga uouuree ga cymra y MmoiyfHocili ga ce ukag WaxKeum
ayuwiem gole go IMuimaiopune ilieopeme. Ta cyMrva y oKy gamel
ussaiarea He camo wilo He caabu Heio ce jows euwle iojaasa
liuMe wimo ce, ycieg Hegociiamika épeMeHa, upegaeay 0buyHo
oipanuuaea Ha 6pA0 Maao0pojue #ocAeguue aAKCUOMa KOHIpyeHili-
Hociiu u @ipeAa3u HA pasMaiipare PASHUX Clliago6a eKeueaneH-
WHUX #eilioM UOCWAYAAY.

Menu ce uunu ga ce ciiéap Wiy MoXxe goHeKae Houpasuiiu
Ha caegehu HawuH.

IIpeo, neoiixogHo je ymecitio Xuabepiliosux axcuoma uopei-
Ka yeoguiliu cucitieM GKCUOMA 3ACHO6AH HA 0gHOCY cregoedrea 3a
wap wavaka. Takae cucilieM, Kao wiio je uosnaitio, exeueadeH-
fan ie XunbepiliogoM cucilieMy akcuomd, au ce og 06oid pas-
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AuKyje #o ceojoj jegrociiasHocwiu U bauckociliu  yodbuuajeHum
upegciiasama 0 iionoxkajy Wavaka Ha @pasoj, u gosseonasa ga
ce itomohy gee-wipu uocaeguue Koje u3 reia upouciiuvy upu-
iipemu uuiaree ysohera Mepe 3a ogceuke u yiaoee,

HApyio, ymecuio axkcuoma KOHIpyeHiliHoOCiu Wipeda yeoguiiu
akcuome Kpeiiatba. YiUpaeo Ha aKCuoMaMa Kpeuiara 3aCHO8AHO
je usaaiaree y CpegroOWKOACKOM KYPCY eneMeHuiapHe ieometupuje.
Tewxo ga ce MOKe CMAMWPAWiU UeAUCXOGHUM YBOGuiliu axcuome
KOHIpyeHWHOCU 3ACHO8aHe Ha WaKeuM OgHOCUMA guiypa xoje
MoxeMo cebu iupegciiasuiiu camo ioMohy Kpewiara — camo
pagu woia ga bu ce iowmoM gokasano #lociuojaree Wioi kpeiarsa.

Tpehe, wpeba camo opmyaucaiiu Jegexungosy axcuomy
HeiipekugHociiu He yiwiephyjyhu reeny exeusanenimnocii ¢ Kaniio-
posom akcuomoMm u Apxumegoeom axcuomom. Tome uuiarey tio-
Kaara ce u tpeMHoio epemena y ileopuju peaanux Opojesa,
Koja je ciiygenity eeh #o3naiia. .

Iliio ce muue exsusarenaiia V ilocidyaaia, wux wipeda
camo #oMenywiu u Wio Ha ogioeapajyhem Mecily y uciiopujckom
upeinegy. Cea thia ywiephuearsa exeUsaseHWHOCIAY UOCIAA]y WpPU-
sujasna Wowilio ce yuwiepgu ga je cucitiem akcuoma Jlobauesckoi
UOMLUYH.

Hako nucy Hosa, Hasegena cxeaiiarsa cy omoiyhusa ga ce
dloueliak u3aaiarba Koje caegu HeilocpegHo 3a AKCUOMAMA OAAKUA
floauxo ga wociliaje MoiyhHo ga ce 3auciia Oe3 HApOUUUX Wiewl-
xoha paseuje eseMeniiapHa ieomeilipuja y iope #ioMeHyiioM 06u-
My. A o He ipeba uinopucaitiu axo ce uma y eugy Oygyha
ipogecuja najeehiei dpoja caywaraya — iupogecuja HacimasHuka
cpegree wiKoze.

Cregeha wiema Kkypca — aHAAU3A AKCUOMA eAeMEHTapHe
ieometipuje — uma 3agaiiak ga pa3Mouwipu iuiliaree Heupowius-
PeuHoCiiu, He3aeuUCHOClu U UOMUYHOCU cucilieMa axkcuoma ene-
MeHiapHe ieomemupuje.

Ty je #épe ceeia Heoiixogho jacho opmyaucaitiu OCHOGHA
#uitiarea Koja ce HOCWABHAJY UPUAUKOM AKCUOMAIICKOI u3ipaliu-
edra Ma Koje Wleopuje a #oceOHO TeoMeiipuje — uuiiarea goka-
3uUsared HeupoOMUBPEUYHOCIY U UOMUYHOCHU CcuclieMa AKCUoMa
enemeHmiapre ieomeitipuje. llilio ce Wude rouxoee He3A6UCHOCIIU,
gOBOBHO je olpaHuuuiliu ce HA goKa3 He3AGUCHOCHIU aKcuoMe He-
épexkugHociiu y o0bauxy Koju joj je gao Hegekung u axcuome
#iapasesnociuu. Y ilocaegroeM uuitiary upeiiopyu/ouso je Kopu-
ciuuiniu ce Kaajuosom uniliepiipeiuayujom. Citieap je y wiome
wio je y o060j uniliepupeiliayuju Wpoeepasarse CéUX AKCUOMA
OoCuUM axkcuoma Kpeiiaroa 3auciia WpueujasHo, a u upoeepasarbe
akcuoma Kpeiiarea axkohe ce MOKe U3BPWIUIUU UPUAUYHO jeg-

HociiagHo #yilieM gogoherba UPOU360bHe TIAYKe Y UeHWap Ha
HeKu CHAHGApgHU HAYUH, a 3aWUM uckopuwhasarbeM eyKAUgCKux
obpmiara OKO UeHWIpa aucoayiie U. CUMeWpUYHOI UpecauKasara
)Y OgHOCYy HQ FbeHe UpeuHuKe. ' '

Hoitpebro je, uunu Ham ce, OUWIHO UIMEHUWIU U3AQiaree
iieme ieomeitipuja Jlobayeesckoi. Ibeno WipaguuuoHaHo usaaiarbe
3aiiouurve HeOpujoM #ApPANEAHUX P CMUCAY Jlabauesckoi. 3aga-
Wwax Koju ce iipu wom #ocidensa cacwioju ce He y tioMe ga ce
iokaxe Kkakeéd ce #apagoxcanHa cegjciiea y3ajamuoi ‘ioaoxaja
épasux Moiy u3eeciiu u3 axkcuome uapaneaHoOCu JIo5ai1eec_Koi
seh y wiome ga ce gokaxe UOWHAYHOCW cuciiemMad AKCUOMa U
uzeege Meitipuuka @opma pasHi: Jlobauesckoi. Osaj 3agailiak
Huje aak u reeiogo pewasarse CojumM OUMHUM geaoM OOUYHO
@ipeaasu y WiaKko3eanu ~HeobagesHu pazgeo Kypca Koju -ce’ gaje
oitucno, 6e3 gokasa.

CMmaiipamo ga je épupogHuje u caépeMeHuje ga ce uouHe
gpyium geaoM UOCWA8/bEHOI 3agaika — usgoherveM AUHUjCKOL
esneMeHia pasHu y oxeupuma dilcoayiine ieomeilipuje, be3 ucko-
puwhagarea 6uno kakeux upeiiiiociiaeaxa o Hapasesnum. Hcio-
cilidema ce ga WaKeo dpu/aixere He caMo Willo Huje de3HagexHo
Heio je u jegnocitiasnuje u exonomuutuje. Ciipoio yuiephena uoui-
fiynocili cuciliema akcuoma ieomewipuje Jlobaueeckoi u usomopu-
3aM C8UX reHuXx peaausauuja oMoiyhyjy ga ce jegnociiaéno u 6e3
Hapouuisioi Wpyga u3noxe OCHO8He uurbenuye ieomeiipuje Jloba-
yeeckoi, pauynajyhu Wy u weopujy uapaseanux, xKopuciiehu ce
3a Wo HajuogecnujuM uHidepupemauujama.

YV iocaegrooj iemu kypca — upojexwiueHa ieomempuja u
ociliane ieomewlipuje — OCHOBHU 3Qgaax jeciie CUipoio axcu-
oMailicko 3acHugaree #pojexiiusne ieomeitipuje. Ociianre ieomeili-
puje obuuno ce gajy ouucro. 3acnusarbe UpojexiiueHe ieomeipuje
wiaxole je iio ceom cagpikajy upuauuno eeauxa vema. H3eecho
o/aKwiaree Hoenoi usaaiarea @ociiuXe ce Ha caegehu HAUUH.

Ilpso, ymeciwio akcuoma iopewika, Koje ce ognoce' Ha
ilojam pasgeajarba uapoea, Moiy ce y3eiliu axcuome C1egoearba
wipojaka. To je Hapouuitio ueAUCxogHo axko ce Upeko ogHoca
clegosarsa iaposa yeoge axkcuome uopeiika eykaugcke ieomewi-
puje, jep ce gobuja awnanoiuja y Wium cucilleMuma axcuoma.

HApyio, iiocae xaacuyHol paceydroa ipojexitiustie pashu gyx
beckonauno gasexe ilpage iHipeda cmeciia Upuciiyuuiau usipa-
husamwy @eopuje eexiopa kopucidehu ce idpu wom y Hajeehoj
Mepu ilocaeguuamd aKcuoma eese, Hopewika, HeupeKkugrocwiu u
#iapanseHociuiu eykaugcke ieomeilipuje, a 3aiWUM yeeciiu agune
koopgunaitie. Ilpu iaom ce uciociiasnd ga je MoiyhHo usbehu
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iionaswarve ogiosdpajyhei pasgeaa eykaugcke ieoMeitipuje u y
oKy u3Aqiarea Ywepguiau UomUyHOCHE cuciieMa aKcuoMa agume
ieomeiipuje. Ilopeg wioia, cipoio ieoMeilipujcko 3acnuearse iieo-
puje eexiwiopa waxohe je eeoma xopucno. IMowilio je yiuephena
dotuyHocii cuciieMa axkcuoma upojexiduene ieomeiupuje, roeHe
OCHOBHe uutbeHuue Moly ce goOuiliu y aHAAUTGUYKOj peasusauuju.

YV oeom yubenuxy mu cmo ce pykosoguau jope nagsegenum
cxeaiiarouma.

Ouwitu #aan usipahusarea Kypca, a wbaxohe u ilojeguno-
Cilu Hexkux gokasa i#o3ajMmenu cy eekunom u3 xrouie H. B.
Jegpumosa ,,Buma ieomeilipuja‘‘*.

* y Beorpany je 1948. objaBibeH cprckoxpBaTCKM mpeBon ,,Bmme
reomerpuje‘ ox H. B. Jepumosa (u3name Beorpajackor yHuBep3uTeTa).

OPENTrOBOP IPEBOOAHOLA

Ilucay, ose krvuie je uciiaknyiu cogjeicku MaieMamiuyap
A. B. Iloiopenos (pohen 1919. iog.), gotuchu usan Axagemuje
nayka CCCP u iipogecop YHueepsuwiewia y Xapkosy, xoju je
y ceeilly #o3Haii @0 CEOjuM 3HAYAjHUM pagoseuma u3 MogepHe
gugeperyujasne ieomeitipuje. Kao ynueep3uilieilicku HACWIABHUK
A. B. Iloiopeaos je tipegasao u iipegaje HeKOAUKO ieOMEMUPUJCKUX
Kypceea, u3 wie HACWABHUYKE geAauwiHOCWiu Hacldaau Cy u rbeiosu
yHugepsumieiticku yubenuyu (,,JIexyuu 70 aHaaumuueckol 2eo-
mempuu‘, 1957; ,Jlexyuu no ocrosanusm zeomempuu‘‘, 1959;
,»Jlexuuu no gudepenyuavroii zeomempuu‘c, usg. 111, 1961).

,, JIpegasarea u3 0CHO8a ieoMeilipuje‘‘ HauucaHa cy o 36a-
HuuHoM #poipamy obaee3noi* kypca ocnoed ieomeiuipuje, Koju je
ayiiop euwe ioguna gpxkao Ha YHusepsuitieidy y Xapkoey. Y
iiopeliervy ca eehunoM cauunux yubeHuka, oea Kreuia o0gauxyje
ce MOgepHOM KOHueduujoM u kpawikohom u3saaiarba.

Ha upeom meciiy eama uciiahu ga je oege eykaugcka
feoMeltipuja 3acH06aHA Ha cucilieMy GKCUOMA KOju je eKeuea/eH-
wan Xunbepwiosom cuciiemy. Y ceom iipegiogopy aywuop je
ofjacruo 3awitio Huje Upuxeaiiuo Xuabepios cucitieM aKcuoma
U Koje cy upegHocmiu cuciieMa Ha KojeM je OH o0ége uieMesnuo
ceéoja ussaiarea. Aywiop je wiakohe HOKA3A0 C KOAUKUM je uH-
wiepecoM, Kao upegasay, #paiiuo peaiosarba ceojux caywasauyd
u Koauku 3Hauaj dpugaje uureenuyu ga he ce eehuna rux io-
ceeliuitiu HacliasHuukoM #o3usy (¢ 003upom Ha Wio je u Hairacuo
8A)KHOCIE aKcuoMa Kpewiara, Koje yaase y OCHO8Y Cpegrbo-
wKoackoi Kypca enemenidapte ieomeitipuje). To je duo HecyMrugo
jegan og ilogcimiuyaja ga He i#ipuxeaiiu WPAGUUUOHANAH HAYUH
usaaiara u ga usipagu jegaw Mogepan caxeill Kypc OCHOGA
ieomempuje; gpyiu iiogciiuyaj (uaxo He Ha gpyiom Meciiy)
wipeda, 40 MOM Muwi/fbervy, WPAKUWU Y HEYMOPHO] CIi6apalayKkoj
auynociu camoi A. B. Iloiopeioga, y OHOM rbei080M CUlAAHOM
Haciwiojarey ga y ceéeMy wiio Uuwie ocwieapu u36ecHO Kpeiiarve
Haiipeg u iwwome ga fieuaili ceoje opuiunaanoctuu. Cilloia Kaxko
#l0 OCHOBHO] KOHuyeuuuju u cagpxajy upouucanux wiemMa WaxKo

* OBO MCTHYEM 32 Da3jIMKy O ONUMOHMX, (aKyaTaTHBHHX M cClic-
HUjaIHAX KypceBa.
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u o Mewlogu u3Aaiare@ U HeKuM UOojeguHoOCiuMa, a Hapoyuuio
fio opuiuHaanoM u3aaiary OcHosa ieomeitipuje Jlobauesckoi
(IV iaaséa) u ocnosa #pojexiiugne ieomeiipuje (V inrasa) y
ueAuHu, 06a Krouia iUpegcuiassa 3Ha&UajaH upuaoi auiiepaiiypu
u3 ocHoed ieomeitipuje.

Kao u ocimaaru yubenuyu A. B. Ioiopeaosa, u ,,Ilpega-
earba u3 OcHosa ieomewipuje‘* cy yihagmueo maaoi odbuma, wiilio
HUMAauA0 He uge Ha Ywipd Oboiawiciiea ruxoeoi cagpxaja. Y
ruMa je u3beinywio iloHaemarbe Oua0 OHOI WO ce, KAKO ayiiop
Kasxe, goGO/LHO KOpeKWiHO o0pchyje y cpegroj wikoau, Ouso
OHOI W0 je, Ha YHueep3uiteily, oOyxeakeno gpyium Kypcesuma;
Ha taj Hayun cy pemedpHuje ucWakHyWle OCHOBHe U Kapaxide-
puciiuyte ugeje Kypca ocHoed ieomeilipuje u roeMy ceojcitieeHa
dpunyuiiujeana uuiiarea. YureeHuya ga je ayiwiop uaxsmsueo og-
Mepasao ueaucxogHocul ceake iuojeguHociiu Kypca Kao u wo
wiio je y c60joj HAcWiaéHU4KOj geaauiHOCHiu Upoeepuo oupas-
GaHOCHi C8OjuX CX8AHAILA gajy 080] Krbu3u 0cedHy yeepnueociil.

,,IIpegasara u3 ocHosa ieometipuje‘‘ Kopucitiuhe He camo
Hawum upoghecopuma MmatlieMaiuke y CpegrouM WKOAaMa Heio
u ciygeHiiuma MaileMaiuke Kao HeOUxXogHu ipupyyHa aullie-
pawiypa u3 ieomeinipuje. Yeepena cam ga he oea Kruia ucitiax-
Hyidoi ieoMeiipuyapa goupuHeiliu Kako cainegasaryy 3Hauaja
MOgepHOi CpegroOWKOACKOI Kypca eneMeHiuapHe ieomeiipuje 3a-
CHO8aHOI Ha ugeju Wpancgopmayuja wako u gamseM MOgepHu-
306ary HAWUX YHUSEp3UMeWicKUx Kypceea 0cHosd ieomeiuipuje.

Ilpesogehu osa ,,Ilpegasarba‘‘ Haciiojasa cam ga wino
agekeaiiHuje U3pasum ayitiopos Kapakwiepuciuyan jesuk u ciiua,
iipu WoMe Hucam gouywiara cedu Hukakee KopeKuuje, u3y3ee
Kag ce paguao o ovuireghum omawkama. To me obasesyje ga
Jjyiocaoeenckoi uuitiaoya yiiozopum ga ke osge nauhu Ha Heke
Heyobuuajene ocobeHociiu y wepMuHooiuju (Ha tipumep, ogcey-
KOM je Ha3eaH uHiliepean, 6uao oilieopeH Odua0 3aiieopen), Koje
My, eepyjem, Hekie upuuureasaliu Huxakee idewkohe upusuxom
yuiarea oee 3auciia epegHe Krvuie.

M. Hnuh-JajoBuh

VBOA

CBakoMe KO je y4HO €JIEMEHTapHY IeOMeTpHjy IO3HATO
je nma meH caapxkaj ymHe TBphema (Teopeme) y Be3H C reo-
MeTPHjCKHM (urypamMa Koja ce IyTeM JIOTHYKHAX 3aKby4YHBAA
IOGHjajy, y Kpaji0j JIMHHJH, H3 M3BECHOT Dpoja MOJAa3sHHX IIO-
cTaBKH (akcuoMma).

V Be3n ¢ THM IIOCTaBlbajy Ce TPH MNHTama Koja ce
NPBEHCTBEHO DPa3MaTpajy y OCHOBaMa IeOMETpHje:

1) nowTo Cy OCHOBHE IOCTaBKE — aKCHOME — Takole
Heka TBphema Koja ce OJHOCE HA IeOMETpPHjcke QHrype, Huje
ax MoryhHO fa ce HeKe OJf HHX JIOTHYKM H3BEJly H3 OCTAJMX;

2) MOXeMO JIH JIOTHIKHM pacybnnal:beM, ocnag,ajyhu ce
Ha aKCHOMe, MOOMTH [Be NOCIEAMIE KOje Ce Yy3ajaMHO HC-
XIBY4Yjy;

3) MOXe N Ce CHCTEM aKCHOMa JOMYHUTH HOBMM aKCH-
oMaMa Koje He O IpoHM3ja3uje W3 CTapHX aKCHOMA, a He ou
Ouiie HH Yy OmpenH Cca OBHMaA. e

Pememe OBHX, 32 AKCHOMATCKY M3rpajiby -TEOMETPHje
BeOMa BaXHMX IHWTamba OMJIO je NOOMjeHO Cpa3MEepHO HEIaBHO.
Hajseha 3aciyra 3a TO DOpAmajga pPYCKOM MaTeMaTH4apy
Huxonajy Visamosuuy JlobadesckoM. Iberoso orkpulie Heey-
KJIMACKE TeOMETPHjs M C THM IOBe3aHO yTBphHBae HE3aBH-
CHOCTM aKCHOMe O IapaJieJHAM NpPaBUM IIOCTABHIIO je TeMelb
MHOTOOPOJHMM ILUIOAHWM MCTPaXHWBawMMa HCTAKHYTHX MaTe-
matmdapa XIX croaeha, y 4djuM Cy pajoBEMa rope mome-
HyTa NATakba A00WIa, Yy OAHOCY HA IEOMETDHjy, CBOje IOT-
TyHO pellemeE.




IFnasa I

OCHOBE I EOMETPPIJE — HUCTOPUJCKM OCBPT

§ 1. Eykaugoeu ,,EqeMeHTH

leoMeTpHja ka0 €MIMPHjCKa Hayka Y DaHOM IIEPHOLY
CBOI Pa3BHTKa AOCTHIJIA je HAPOUHTO BHCOK cremeH y Ermnry,
y Be3d ca pajOBHMa Ha IpeMepaBalkby M HaBOJHAaBamby 3€M-
JBHIITA. .

VYV DpBOM MHJIEHHjyMY Ipe HOBE €pe reOMeTpPHjcka 3Hamba
cy u3 Erunrta npenera y I'puky, rZe je oTmodejia HOBa eTama
y pa3BuTtky rcoMerpHje. 3a Bpeme oA VII mo III croneha
mpe H. €. TPYKH IEOMETPH Cy He caMO. 0DOraTHJIM T€OMETPH]jY
MHOroSpojHAM HOBHUM YHE-€HALAMa HEro M Ipeiy3esid 030HIbHE
KOpake Yy HpaBly IEHOI CTPOTO JIOTMYKOT 3aCHHBAMmA.

MHOroBekOBHH paj IpYKHX reoMerapa H3 TOI BpeMeEHa
cymHpao je u cucreMatu3oBao Eykaug (330—275. r. npe H. €.)
y cBoM uyBtHOM xeny ,Emementu‘. OBo neno ngaje OpBy
CTPOro JIOTHYKY KOHCTPYKHIHjy -TeOMeTpHje Koja je OO Hac
Jounuia. YV HBEMy je M3larame y TOJHMKO] MepH OeCIpeKOpHO
3a CBOje BpeMe, Ia Cy y TOKy [ABe XHJbaJie TOAMHA OX CBOje
nojase ,,EneMeHTu* OHiM jemuHH YIOEHMK 32 OHE KOjH CY
YYHJIM TE€OMETPH]Y.

,»,BlIeMeHTH'* 0DyXBaTajy TpMHAECT KIBbHIra, Of KOjHX CYy
caMo reomerpuju mnocsehene kmure I—IV u VI, y xojuMa
ce u3naxe nnauuMerpuja, u XI—XII, rae je H3noxeHa Cre-
peoMerpHja. Octaje kmure ,,EnreMeHaTa‘ mocBelieHe Cy apHT-
METHIH Y T€OMETPHjCKOM H3Jaramy.

Cpaka kmura ,,Enemenara‘ noynme AeduHHlIMjaMa 1Oj-
MOBa KOju Cce mpBH myT cpeTajy. Tako cy, Ha mpumep, y I
KBU3W HaBeneHe 23 nmedmuumnuje. Mehy muma Cy u:

Hedpunmuuja 1. Tauka je OHO IITO HEMa JIEJOBa.

Hebunnuuja 2. Jlunuja je AyXHHA Oe3 IIHPHHE.

Hebpunuuuja 3. IlpaBa je TakBa JMHHja KOja 3ay-
3MMa MCTH IOJIOX2] Y OJHOCY Ha CBe CBOje TayKe.

V npBoj xmu3u ,,EneMenara‘ 3a AedpuHANMjaMa JoJa3se
nocrynatu 4 akcuome. Ha mpumep:

-
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IMocrynar I 3axTeBa ce ma ce o cBake Tauke Ho
CcBake JApyre Tayke Moxe moByhum mpasa.

IToctynaTt V. 3axteBa ce Ma ce, CBakKH INyT Kaj
npaBa cekylim ce ¢ aBeMa APYr¥M IpaBHMa obpa3syje ca oBd-
Ma C jeaHe MCTe CTpaHe YHYTPalllbe YIJIOBE 9HjH je 35up
MaBb4 OJl /iBa IpaBa yria, OBe JBe IpaBe CEKy Ha OHOj CTpaHM
rae je Taj 30Mp MaBH OX ABa IpaBa yrija.

Axcunoma I. Jemnake cBaxa mojenuHayHo Tpehoj jen-
Hake cy Mely cobom.

Axcuoma Il. Ako jegHakuM AoAaMO jeaHaKe, AOOH-
hemo jemnaxe.

M mocrynatm M akcHoMe Cy TBphema Koja ce y3uMajy
be3 moxasa. ITo koMe cy ce Haveny jegHa TBphema ySpajaia
Meby noctynate a apyra Mely akcuoMe HHMje IO3HATO.

OaMax 3a akcHOMaMa M3JIaXy Ceé TeopeMe H KOHCTPYK-
THBHHM 3aJalM OOJ 3ajelHMYKHM Ha3HBOM ,,CTaBOBH, Pacmo-
peheHH y CTporoM HM3y Tako Aa Ce Aoka3 (pelueme) CBakor
cneneher craBa ocnama Ha mpeTXogHe craBoBe. EBo jeanora
O THX CTaBOBa:.

Axo Cy y nBa Tpoyria ABe CTPaHMOE je[HOra jeJHAKe
ABEMa CTpaHMNaMa APYrora M YIJIOBH 3axBahieHH jeJHaKHM
CTpaHMIlaMa jeJHAKH, TaJla je ¥ OCHOBMIA jeJHOTa Tpoyrjia
jenHaka OCHOBHIM JPYyrora M jeflaH TPOYrao jeIHax je Apy-
roMe, a 4 OCTaJd YIJIOBH jeJHOT TPOYrja jeAHaKHd Cy OCTa-
JIIM YIJIOBHMA [pYyrora, 4 TO Cy jeAHaKH OHH YIJOBH KOju
Jlexe HacmpaM jeJHaKHX CTPaHHMIa.

Haxo cy Eyxkimmnosu ,,EneMeHTH y TOKY MHOrHX CTO-
sneha Sunu y3op OecnpeKOPHOCTH, OHM HH M3 JAajieKa He HO-
CTHXY HHBO JaHAlbe CTPOrocTH H3marama. J[lepununmje
FEOMETPH)CKAX OOJMKa JaTe y I XBH3M Npe Cy OmACH OBHX
obiMKa, ma H Kao TakBH Cy Jajeko Of caBpmeHcTBa. Tako,
Ha mpuMmep, AepuHunuja npase juHAje (dedummumja 3) He
pasjuKyje OBy OX Kpyra, a y Ae(GHHALNMjH IPOM3BOJLHE JHHHjE
(nepunmmHKja 2) MOMHBY Ce AYXHHA M IUMPHHA, KOjeé M caMe
3axTeBajy Ha Hajope OyAy Aeduuucane.

Amu He Tpeba MHCIMTH Ja CBe HOeQUHANMjE Ha ueny
I xwure ,,Enemenara‘ mate ox Hemocraraka. Hacympor Tome
yuTaB HU3 AcpunMIMja, Mely BuMa HeduHMuMje Kpyra, Tpo-
yria, mpaBor, OIUTPOr, H TYNOr Yrja, HIH Cy OeCIpeKOpHe
MM HWMajy He3HaTHe, JAKO OTKJOHHBE HEJOCTaTKe. AKO Ce
npA TOM y3Me Y O0D3HP TO Ja Ce OHA CBOjCTBA IeOMETPHjCKHX
odnuka koja Cy caipxaHa y AedeKTHAM AePHHMIHjaMa HUTHE
Yy AokazuMa He HCKophmhaBajy, Taga ce Te AeHHUIHjE MOTY
H30CTaBATH Oe3 IITeTe MO [ajbe H3Narame.




14

[ITo ce TWYe IMOCTYJNATA M aKkCMOMA, HBUXOBEC (popMmyia-
uuje cy OecnpekopHe, a y IbHMa canpxana TBphema OHTHA
Cy M YMHE OCHOBY /0Ka3a KOjd 3a BHMa J0jas3e.

HanocneTky, npehumo Ha mokase. Ilo 3ammcau ayTopa
,,EileMeHaTa®, [oka3d CBHX CTaBOBa Tpeda Ja ce y Kpajboj
JIMHHjE OCNamajy Ha CBOjCTBA T€OMETPUJCKHX ODJIHKA onpehena
nocTynaTEMa 4 akciomama. Ho Beh ¥ JIETHMHYHO YHO3HaBame
¢ EyximmoBaM [OKasMMa yBepaBa Hac Ja Ce y MHMa He
jemaHmyT uckoprmhaBajy Takea CBOjCTBa reOMETPHjCKUX 00-
nukd ¥ omHOCA m3Mel)y OBHX Koja Ce HM MOCTYJIAaTHMa HH
akcdomaMa He Mory objacumtd. Tako, Ha mpuMep, y AOKasy
rope MOMEHYTOT CTaBa O TOAYAAPHOCTH TPOYIJIOBa Eykmnn
ce KODHCTH KpeTameM, a Yy HM3y ADYruxX Ji0Kasa rnosusa ce
Ha CBOjCTBA y3ajaMHOTr MOJIOXaja Tayaka Ha npaBoj koja ce
M3paxaBajy peunMa ,,JIeXH u3mehy*“.

ITpupoaHO, MOCTaBba Ce NHTamE Ja Jd Ce Eyknamosu
OKa3d MOTry OCIODOJMTH TOr HeZOCTaTka, MOXJIA TYyTEM
3aMeHe APYrHM JOKasHMa KOjH Ce oClamajy camo Ha IOCTY-
nate i akcuome. OATOBOP HA TO MUTame AOOHjEH je CpasMEepHO
HemaBHO. IToka3ano ce Ja je TO MOryhHO YYMHHMTH TEK IIOCIC
HeONXOTHOr TONymaBaka EyKauZOBOI CHCTEMa HOCTyJaTa H
akcmoma. ¥V miasd III Mm heMo ce omeT BpaTHTH Ha TO
NHATAkE.

§ 2. IToxymaju Aa ce Aokaxe V MOCTYJIaT

Heke ox rope IOMEHYTHX Henocraraka Eykmumosax
,,EnemMeHaTa* SHiM Cy 3amaswid jOlI CTapH I'pug, ¥ y Be3d
C TEM OHJO je TOKymaja &a ce H3narame ,Ememenara® yca-
ppmy. I'JaBHE 3aJaTak Koju Cy IpH TOM CTapH I'pug cedu
IOCTaBMJIM CacTojao Ce y TOMe Ja Cce EyKiumoB CHCTEM IO-
CTylaTa M aKCHOMa CBeJe Ha HajMamby MoryhHy Mepy.

IlpaposaH myT pelnaBama OBOT 3aJaTka jecte Taj ma
ce HeKH O TOCTYJaTa W aKCHOMa H3Bely M3 OCTAJHX. YIPaso
THM myTeM ,,EjeMeHTH* Cy OHIM ocnodohenu IV mocrynara
y KOMe Ce TOBOPHM O jeHAKOCTH CBHX NpPaBUX YIjlOBa.

ANy, CBH TOKymaju na ce
Ha Taj HayWH CHCTEM O0CJI0DOAH
V mocTyjaTa OCTalH cy 5e3 pe3yi-
TaTa Mako Cy ce THM TNHTa-
BHEM TIeOMETpH OaBHJIH TOKOM
BHIUE OJ J[Be XHJbalec TOAHWHA.
TunnuHa rpemka BelivHE aOKas3a
V moctynaTta Suio je. CBECHO MU
HeCBeCHO MckopumnhaBame HEKOT
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TBphema Koje Ce HE CalpXH OTBOPEHO y OCTaJMM IIOCTY.Ja-
THMa M akCHOMaMa U.HE OPOM3Ja3d H3 BHUX.

EBo, Ha npumep, IIpoknoBor nokasa.

Haro je: a+f < 2d (ca. 1). Tpeba mokaszatu ga ce npa-
Be g' M g' cexy y Hekoj Tauku C. ,

I'Ionyuumo'xpoa Tayky A upasy g'"’ napai.uenny g'. V3-
MHMO HAa HpaBoj g’ Ta4ky B M CHYyCTHMO H3 e HOpMAIy
Ha g'". Kako, xan ce Tauka B ymamyje om A, oncTojame
Tauke B on g'"' HeorpaHWdeHO pacTe, a paciwiojare uzmehy
tapanesnux upasux g' u g'" je ciiano, To he ce Ha g'’ Hahu
?q:agnc koja mpunama g’'. V Toj Taukm he ce cehim mpase

CBojcTBO mapajieJlHMX HpaBuX KOje je y TOM [OKasy
uCKOpHINEHO He CafpXH Ce OTBOPEHO Yy OCTAJIHM IMOCTYa-
THMa H akcHomama. Illtasaine, xao wto heMo kacHMje BHOETH
OHO C¢ H3 HBHX He MOXE HH H3BECTH. ,

ITocroju BpnO MHOro Apyrux Teopema momohy KOjdx
on ce morao noxa?.am'v mocrynat. Ha npumep:

1. CBe HOpMane jefHOr Kpaka HEKOr OIITPOT yIiia CeKy
APYTH Kpakx. ‘

2. IlocToje CNMYHA a HejeAHAKM TPOYIJIH.

3. IlocToje . TPOYIJIM HPOM3BOJLHO BEJHKE MOBPILIHHE.

4. IToctoje Tpoyriu 4Hjd j j

\ : Jd je 30Hp yriioBa jeHak ca OB
mpaBa yria. ' d i e
) S. I§p03 Ta4yky BaH JaTe mpaBe MOXe ce moByhu HajBuie
JellHa ¥O0j mapajieJHa mnpasa.

Ilpempa HECYy mOBENH [0 XeJBEHOT pesysTaTa, IIOKYIIAjH
Aoxa3uBamka V I0CTyNaTa OOUIPaH Cy HECYMESHBO IO3HTHBHY
y.gory Y Pa3BHTKy reoMeTpHje, jep Cy je y HH3y CiydajeBa
OOOTaTHJIK HOBMM HHTEDECAHTHHM TeOpeMaMa 4YHjH ce MOKa3
He ocnamba Ha V moctynar. JenHa OX TakBAX Teopema, Kojy
Je noxazao Jlexanap, riacu:

. Y ceaxom wpoyiny 36up yinoea
Huje eéehu og gea Wpaea yiaa.

Osa ce TeopeMa mckopumha-
Ba Yy JfajbeM H3jaramy; 3aTo hemo
HaBECTH BeH Noka3. OH ce 3acHH-
Ba Ha JBeMa JieMaMa:

1. V' ceaxom apoyiny 3bup
g6a yHywlpawirea yisa maru je og
gea upasa yiaa.

) 2. 3a_cearcu W@poyiao Moxe ce KOHCHpyucaiiiu Hoe u‘zfo-
yiao ca ucium 36upom yisosa, y Kome jegan og yisoea Hehe
Ouiau eehu og ionosune YHaiipeg 3agaitioi yira gawioi wupoyiaa,
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[IpeMa TO3HATO) TEOPEMH Yy 4YHjeM CE NOKa3y He HCKO-
pumhasa V IOCTYyJIaT, CHOJbAIIBH Yrao je Behm onm Omio
KOjer YHyTpallIlmer HeCyCelHOT yrJa. 3aT0, aKo CY « ¥ 3 YIJIOBH
Tpoyria a o' je CHojpalmilbu yrao CycellaH ca «, Tafa je
B <a'. Kako je a+a'=m, MOpa ouTH o+ P <.

IoxaxuMo Apyry nemy. Heka je ABC Ma Koju TpOyrao,
a a, P M Yy BeroBd yriosu (Ci. 2).

TToBynmaMo M3 TeMeHa A KpO3 CpefdHY O crpauune BC
mpaBy M TOJNOXKMMO Ha Yy H3 O olcedak OA' jemnax QA.
U3 jemmakoctd Tpoyriosa AOB u A'OC cnenn o' =g, B=Y".
Opatne je

B+y+oamtay=0oq+a +v+Y'

OBne Ha JIEBOj CTPaHH jeHAKOCTH CTOjH 30up yriosa
nator Tpoyria ABC, a Ha JeCHOj CTPaHH 354p yriosa TpoO-
yrma AA'C. Kaxo je a'=a;, a a=o+oy, TO Sap jemaH on
yrnosa Tpoyria ACA o' wuaw « nehe Sutm Behu on mOJIO-
BHHE YIJa .

Caga HEje TemKO Roka3aTH JIlexaHAPOBY T€OpEMY. Hexa
je 36Ep yrioBa HEKOT Tpoyriaa a+B+y=m+e (e>0). Ilpu-
Memyjylid HEKOJIHMKO IyTa JIEMY 2 MOXEMO KOHCTPYHCATH
Tpoyrao uuju he 305Wp yrnosa OHTH HCTO TOJNWKH, TO ject

5 o«
n+e¢, a jeman yrao Hehe Gutm Behu on 5 3a nOBOJBHO Be-

o
nuko n omhe §<e te he, mpema TOMe, 30Hp oCTama [Ba

yrna TOT TpOyrjia OSuTH pehdm ox =, a TO je y ompenmu C Jje-
moM 1. Tame je TeopeMa HOKa3aHa.

§ 3. Orxpulie HeeyKIHIACKE reoMertpuje

JemaH on HaYMHa OpHIaXema A0Ka3uBamy V IOCTyIaTa
KOjUM Cy Ce KOPHCTHIM MHOTH reéoMeTpHIapH XVIII u upse
nonosure XIX croneha Smo je cmemehu.

V mocrynaTr 3aMemyje ce CBOjOM HeralujoM HIM KaKBHM
Sui0 TBpHEHmEM EKBHBAJEHTHHM TOj geranuju. Ocnamajyhn ce
Ha TaKO M3MEHmEH CHCTEM IOCTyJaTa M aKCHOMa noka3yjy ce
cBE MOTyhHH CTAaBOBH KOjH M3 T€¢ HEralyje JOTHTHO IPOH3JIase,
CIMUHO OHOME Kako ce TO 4uHH Y ,,EneMenTuma‘‘. Axo V
[IOCTYJNAaT CTBapHO NPOW3Ja3H M3 OCTalHX MOCTyNaTa M aKCH-
OoMa, Taja je Taj Ha MOKa3aHW HAYMH H3MCHCH CHCTEM HOCTY-
jJaTa M aKcAOMa NpoTHBpedaH. 3aTo hemo mpe mid 10OCTE
nohH g0 MABa 3aK/byuka KOjU C€ y3ajaMHO uckpyuyjy. Tume
fie V mocrynar SutH mOKasaH.

e ‘.-‘,_,__,A.b;";.nm,_-_,.,______,,_m,_i

!
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Vnpaso takBaMm nyteM Cy Caxepm, Jlambept u Jlexannp
MOKyIIaJd Ja A0Kaxy V HOCTyJarT.

Cakepn (1733) mocmarpa 4YeTBOpOyrao Ca ABa IpaBa
yIia Ha OCHOBHIM M jeAHAKMM Oo4HAM cTpaHMNama (ci. 3).
. 3a fABa mpeocrana yria, KOjuU Cy, IITO je JIAKO BH/ETH,
jelHakKd, MOTYy Ce IIOCTaBUTH TpPH XHIOTe3e: 0da yrma cy
mpaBa, Tyma HJIM OLITpA.

Caxkepn Hoka3syje Ia je XHIOTe3a IPaBOI Yrijla eKBHBaJICH-
THa V OOCTynary, Tj. ako Ty XHIOTe3y IOCTyJupamo (y3MeMo
Kao WOCTYJIaT), MOXeMO JOKa3aTd V mOCTyJaT; X OJpaTHO,
ako y3MeMo V mOCTyJaT, MOXEMO IOOKa3aTH XHIOTe3y IpaBor
yrina. Ilocrynupajyhin xunmore3y Tymor yrina Cakepd Aojasu

Cn. 3 Cn. 4

I0 NPOTUBPEYHOCTH; HANOCIETKY, OH IOCTYJIApa XHIOTE3Y
OIITPOr YIJja.

OBpe Cakepu moduja pa3He IOCJEAMIE AnCypAHEe C IJle-
[MIITAa YOOHMYajeHNX T'eOMETPHjCKHX mupeiAcTaBa. Ha mupumep:

Hapanesne iipase umajy uau camMo jegHy 3ajegHuuxy Hop-
Many u og ose ce Ha ode cilipane HeoOipaHuueHo pasuasase, uau
HeMajy Hu jegHy 3ajegHuyKy Hopmaay u, y3ajaMHo ce wApudau-
XKyjyhu acumititiodicku y jegnom #pasyy, HeoipaHuueHo ce pasu-
aasze 'y gpyiom. :

3akspy4ax o mporuBpeyHocTH Cakepd M3BOAH HE CaMo
Ha OCHOBY TOra fia Pe3yJiTaTH Koje je OH JODMO He OJroBa-
pajy yobud4ajeHUM INpeAcTaBaMa O y3ajaMHOM IIOJIOXKAjy mpa-
BuX Beh YHOPHO TPaXH JIOTHYKY NPOTHBPEYHOCT. Taksy mnpo-
TUBPEYHOCT OH je Haj3al W ,,Hamao*‘, ajm 3axBajbyjyhu rpemmd
Yy padyHy.

Auanorny. KOHCTPYKIH)Yy mocMaTpao je u Jlambept
(1766.r.). Om je ysumao dYeTBOPOyrao ca TPH mpaBa Yria
(cn. 4) u, xao u Caxepd, pa3MaTpao je TpH XHIOTe3e 3a
yrao Koj 4eTBpTOr TeMeHa. JIamOepT je moka3ao Ha je XHmo-
Te3a MPaBOr yIJIa €KBUBaJICHTHAa V IOCTYJIATY, XHIOTE3a TYIOT
yrna HemoryhHa, a mocTymupajyhil XumoTedy OWTpOr yria
OH jo, ka0 M Caxepu, H0OHO MHOre HMOCJEOUIE KOje OTKPHBAjy
mapafiokcajiHa CBOjCTBA y3ajaMHOT 1OJIOXaja JBejy NpPaBHX.

Tlpenasama H3 OCHOBA IeOMETPHjE
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Hcro xao Cakepu, n JlamOepT He BHAH y TOME HHKAKBY
OPOTHBPEYHOCT, a JIOTMYKY INPOTHBPEYHOCT HHje YCIeo Ja
nabe, Tako Oa HHje MOrao ODOPHTH XMIOTe3y OLUTPOr yria,

PasBujajyhiu cHCTeM mOCIeAMIA XHIOTE3e OIUTPOr Yrija
JIamBepT je OTKPHO aHANOTHjy TOI CHCTeMa C IEOMETPHjOM
Ha chepr H MCKa3ao TayHy NPEeTHOCTaBKy Ja ,,Ta XHIOTe3a
BaXHd Ha HEKoj MMarmHapHoj cdepu‘. Om cBuX reomerapa
XVIII ctoneha JlamGepr je OO HajONMXU TavHOM pelICHY
naTakba V ImocTyjara.

JlexaHap je y cBoM ,,Ao0Ka3y‘‘ V moCTyigaTa pa3sMOTPHO
TpH XHIOTe3e Yy BE3M Ca 30MPOM YrjioBa TPOYria:

1. 35mp yrioBa Tpoyrja jeJHaKk je Ca JBa NpaBa Yria.
2. 36up yryiioBa Tpoyrna Behu je ox nBa mpaBa Yria.

3. 36up yriosa Tpoyriia MabH je ON [Ba UpaBa yria.

Jlexaunp je AOKa3ao Aa je MpBa XUIOTE3a CKBUBAJICHTHA
V mocryaaTy, a Apyra xumorte3a Hemoryhna (B. § 2); y3uma-
jyhm, HamocieTKy, Tpehy XumoTe3y OH Takohe AOJa3H N0 Npo-
THBDEYHOCTH, IPHKPHBEHO ce kopucrehiu y nokasy V mocry-
JIATOM IIPEKO jeAHOT OX ¥heTOBHX E€KBHBAJICHATA.

Bexuku pyckd MateMatuyap H. WM. JIoGayeBcku (1793—
1856. r.), XoMe TpHOaja 4yacT OTKpulia HOBE reoMeTpHje —
reometpuje JloSageBckor, — Takohe je I0Yeo OJ MOKylaja
ma moxaxe V IOCTYJaT. ‘

Kao wmTo je Hampex momeHyTo (§ 2), jedaH O €XBUBa-
neHata V IOCTyJaTa CacTOju ce y TBphemy Ja Kpo3 Tauky
BaH JlaTeé IpaBe He NPOJNa3H BUINE OJ jeAHE IpaBe napajieHe
natoj. JloGauesckn je V moctynaT 3amenuo ciexehum:

Kpos iwauky ean iipase y pasHu uposase gee ilpage Koje
He ceKy gaidy #pas).

Ciau9HO CBOjUM IOpeTXOAHHMIHMa, JIoDadeBCKH ce HaZao
na he OTKPHTM NPOTHBPEYHOCT y CHCTEMY INOCJEAMNE Tako
H3MemeHOT EyKIMOOBOT cuCTeMa. AJM, Xal je CBOj CHCTEM
pasBio no oduma , Enemenara®, JloDaueBCkM HHje y HeMy
OTKPHO NPOTHUBPEYHOCT M Ha OCHOBY TOTa jeé M3BEO OHaj
H3BaHPEOHH 3aK/by4aK Aa IOCTOjH TeOMETpHMja Koja je pasiu-
gypTa on EykidaoBe reoMerpHje M y ko0joj V mocCTynaTy Hema
mecta. To je Smio 1826. romune.

Ha npBu noriex 3akbydak JlobdadeBckor Moxe ce y4d-
HUTH HEJOBOJPHO OCHOBaHMM. ¥V Camoj CTBapH, LITa HaM jeM4H
na, passmjajyhu cmcreM pake, Hehiemo Ha Kpajy Aohu 1o
npotEBpeyHocTA? AJM, Taj IPATOBOP C€ Y NOIjeIHAKO] MepH
onHocu n Ha EyknunoBy reomerpnjy. Crora ce, ca CTaHOBHMIITA

X} b i
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JIOTMYKe HEIPOTHBPEYHOCTH, 0De reoMeTpHje Hamase y jemHa-
koM mojoxajy. IllTaBuime, kako Cy MOKa3aja WCIOHTHBamha
X0ja Cy M3BPIUHJH reoMeTpuyapu mocie Jlodauesckor, m3mely
THX TeOMeTpHja HOCTOjH TECHa BE3a, M JIOTMYKA HENPOTHB-
PEYHOCT jefHe y 3aBHCHOCTH je OJ JIOTHYKE HEIPOTHBPEYHO-
CTH Apyre.

Ha Taj HauuWH, Kao JIOTHYKH CHCTEMH, €YKIHJCKA reo-
MeTpdja U reometpuja JlobadeBckor Cy paBHompaBHe. IluTame
KOja Ol THX reoMeTpHja O0O0Jbe OJpaxaBa IPOCTOPHE OJHOCE
CBeTa KOjH HaC OKpPYyXYje, MOXE Ce DECIIHTH CamMO HCKYCTBOM.
To je cxBatao ¥ caM JIoGaveBCKH, KOjH je Y TOM ILHJby H3-
BPLIHO Mepema 30Hpa yrjioBa aCTPOHOMCKOr TpOYIJa.

JloSageBcku je OHO mpBH, ald HEe H jedUHH TeOMETpHYap
KOjU je 3aKibyddO Ja IIOCTOjH TIeOMeTpHja Ppa3IMiATa Of
EykaumoBe reoMeTpHje.

Jo 3akbyuka O TOCTOjalby HOBE IEOMETpHje OHO je
pomao u I'ayc, o YeMy CBeflouYe HIEroBe H3jaBe y NHCMHMa
KOja je mACao CBOjUM CaBpPEeMEHHMIHMMA.

Tpu romuHe nomro cy oOjaBbeHu panosu Jlobadesckor
mahapckn Marematuyap JaHom Bojam (1822—1860. r.), He
3gajyhin 3a mcrpaxmBama JloDayeBckor, 00jaBHO jeé paj y Kome
je H3JI0KHO OHY HCTY TeopHjy kojy i JIoDaueBCKH, ald y Mame
Pa3BHjeHOM OOJIHMKY.

§ 4. PanoBu H3 OCHOBA reoMeTpHje Y APYyroj IOJIOBHHH
XIX croxneha

Camo ManoOpojuu caBpeMmeHHIE JI0DadeBCKOr CXBAaTHIH
cy M mnpusHaum HeroBo otkpmhe. Behmna, a Mehy muMa u
MHOTM BEJUKH MAaTeMaTH4apH, OJHOCHJIH Cy C€ IPEMa TOM
oTkpuhy ckenTHYKH.

OnmTeM NpH3HaBalkby reoMmeTpuje JIoOaueBCKOr y 3HATHO)
Cy MepH JONPHHE)M PajloBA reoMerpuyapa nocie JIodayeBCKor.
Mebhy taM pagoBama TpeDa Ha NIPBOM MECTY NOMEHYTH paj
E. Bearpamuja (1862.r.). Benrpamu je Zoka3ao Ja Ha NOBPIIH
CTallHe HETaTHBHE KPMBHHE BaXd paBHa reomerpuja Jlodadues-
ckor ako ce mpaBe JIoDadeBCKOr 3aMucie Kao Ieofe3djcKe
JIMHUje, a KpeTame CXBaTH Yy CMHCIY H30METPHYHOI Ipeciu-
KaBamka NOBPINK Ha caMy cede.

Taj pesyarat Ouo je mpuxBalieH ka0 N0Ka3 HEIPOTHB-
peunoctd reoMerpuje JlodadeBckor. V cTBapH, TPOTUBPEYHOCTH
y reomerpuju JloGaueBckor oArosapaia OH y HABEHECHOj HHTEP-
NpeTaldju TNPOTHBPEYHOCT Y TEOPHjH IOBPIIH EYKIMACKOT
IPOCTOpPa, Tj. MPOTHBPEYHOCT Y EYKIHACKO] TE€OMETPHjH.

2¢
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BonHO MECTO H0Ka3a HENMPOTMBPEYHOCTH reoMetpuje Jlo-
bauepckor ocHoBaHOr Ha BenTpammjeBoj MHTepnpeTauHju GUIO
je TO mTO, Kako je moka3ao XuidepT, y eyKIMIACKOM IPOCTOPY
HE IIOCTOjH MOTNYHAa MOBPII HEraTUBHE KPUBHHE 5€3 CHHTya-
pUTETa, M 3aTO CE€ Ha IOBPIUM CTaJHEe HETaTMBHE KPHWBHUHE
MOXE HUHTEpNPETHpATH TeoMeTpHja caMo Aena papud JloDa-
wyeBckor. OBaj HeZOCTaTaK YKIOHEH je y KacHHje 00jaB/LEHHM
uHTepnperanvjama Iloenkapea u KnajHa.

KiajHoBa uHTEpIpeTaLMjd paBHe reoMmeTpuje JloSaueBckor
peanusyje ce yHyrap Kpyra Ha EyxiuZoBoj paBHH, npH 4YeMy
ce IoJ MpaBHUM pa3yMejy TeTHBE TOI Kpyra, a KpeTamuMa ce
Ha3HBajy KOJIMHEapHa NpeciHKaBamba KOja He Memajy mepude-
pujy xpyra. Ha Toj uHTepnperandju OCHOBaH J0Ka3 HENPOTHB-
peuHocTH reomeTpuje Jlodauesckor Gecnpekopan je. Mu hemo
ra u3noxuru y III riasm.

Jloxa3 HempoTHBpPeYHOCTH reomerpuje JloGauesckor Smo
je yjemHO M moka3 He3aBMCHOCTH V IOCTYJaTa O OCTaJMX
EyknuaoBuX NocTysaTa M akcHOMa. 3auWcTa, ako 0d V mocTy-
JaT OMO IOCJeAMNIA OCTaJUX NOCTYJaTa M akCHOMa, Taja O
reomerprja JlodadeBckor Suna npoTHBpedHa, jep Ou caapxka-
Bajia nBa TBphema Koja ce y3ajaMHO HCKIbY9yjy — MOCTYJAT
Jlodavesckor ¥ EyknmmoB V mocTynar.

Onmra TeX®ma Ka CTPOrOCTH Yy MATEMATHLH, KOjOM Cy
odesiexeHH pafoBd U3 apyre mosoBuHe XIX croneha, m pe-
meBe mpodieMa Be3aHOT ¢ V IIOCTYJNATOM IOCTABHIIM CY Iped
reoMeTpHYape 3aJaTak [ia ce NOTIYHO HCIMTAa CHCTEM aKCHMOMa
reoMeTpuje. OBa Ccy ucnHTHBaBba MOKa3aja na je Eykaumos
CHCTEM aKCHOMa HaJIeKO OA CaBpIIEHCTBA M [a, Npe CBera,
Taj cHcTeM HHje noTnyH. Kao mTo heMo kacHHje BHAETH
(rn. II), y ToM cHCTeMy HeEAOCTajy 4YATaBe Ipyle akCHOMa
HEONXOAHUX 3a H3BONeme OeCnpeKOpHHMX HOKa3a.

V Be3u ¢ TEM reomeTpudapu Apyre moaosute XIX croneha
cy EyxnumoB cucTeM akcHoMa MONYHHJIM aKCMOMaMa Koje Cy
Hemocrajaye. Taxo je IMTamw (1882.r.) EykiugoB cuCTeM akcH-
OMa TIONYHAO aKCHOMaMa IHopeTka. JegHa OX THUX aKCHOMA
HOoCcH Beropo mMe (IlamoBa akcuoma).

HcnutuBame akcuoMaTuke EykiumoBe reoMeTpuje 3aBp-
muo je M. XunSepr (1899. r.). CucteM akcHOMa KOju je Jao
Xundepr cacToju ce OJ NET rpyma; TO Cy aKCHOME Bese,
aKCHOME NOPETKa, aKCHOME KOHTDYEHTHOCTH, akCHOMe Helpe-

KAJHOCTH M aKCHOMa IIapaJieJHOCTH. AKCHOMe OBHX IeT rpy-
na OJHOCe Ce Ha ODjeKTe TPW BPCTe: Tauke, MPaBe W DABHU H
Ha Tpu omHoca u3Mmely Tux oOjexata, koju ce H3paxaBajy
peiuma: ,upHnana‘“, ,msmehy u ,xoHrpyentan. Illta cy

Tayka, MpaBa W paBaH W KakaB je KOHKPETaH CMHCA0 IOMe-
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HYTHX oJHOCa — TO XuIOepT He mpenusupa, a CBE IUTO Ce
NPETNOCTaB/ba Ia je O HbHUMa MO3HATO jeCTe OHO LITO je HM3pa-
XeHO y akcmomaMa. 3axBasbyjyhiu TOMe, reoMeTpija u3rpaliena
Ha OCHOBH XuJIOEPTOBHX aKCHMOMA JIONYyLITa KOHKPETHE peasiu-
3augje Koje Cy BpJO [HaJleko OJf YOOMYajeHUX HPOCTOPHHMX
npeacraBa. Kao mpumep Moxe ce HaBECTH apHTMETHYKA pea-
nu3andja xojy pasmatpamo y II1 riaswm.

XunbepT je CBOj CHCTEM akCHOMa IOABPrao AyS5OKOM M
cBecTpaHOM ucnuTHBalmby. ITocedHO, OH je I0Ka3ao Aa je me-
rOB CHCTEM aKCHOMa HENMpPOTMBpPEYaH aKO je HempOTUBPeYHa
aputMmeTtuka. Ilopex Tora, Xundepr je noka3a0 HE3aBUCHOCT
HEKMX aKCHOMa, OCHM aKCHOMe napajenHux. Hamocrerky,
XundepT je npoyyaBao mUTalke [OKJIE Ce TIeOMeTpHja MOXe
Pa3BHTH axKo Ce y HeHy OCHOBY CTaBe OBe WM OHE Ipyme
aKcMoMa Ha KOje Ce CaB CHCTEM pallyiambaBa.

XundepToBUM pafoM Ouia Cy YrjIaBHOM 3aBpLIeHa MHO-
TrOBeKOBHAa HCNHMTHBaMkba 3aCHHBama eJIEMEHTapHe TIeOMETpHje.
Taj pam je nobHO BpJIO BHCOKY OIEHY OO CaBPEMEHHKa M
,,Harpaay Jlobauesckor‘ 1903. roamuue.

Janac ce y caBpeMEHOM aKCHOMAaTCKOM H3Jiaramby eyKiu-
JICKE reOMeTpHje He KODHCTH YBeK XHIOEPTOBOM aKCHOMATH-
koM. UecTo ce y3uMa eKBHBaJIeHTAaH CHCTeM akcHoma. Tako
Ce CHCTEeM aKCHOMa KOju HaBoauMo y cieumelioj rnasu pasiu-
Kyje ox XwundeproBor cmcreMa y apyroj u Tpehoj rpyma.
IIpeumyhcTBO HaBeleHOI CHCTeMa je y TOME IITO OH OMOTY-
hyje ma ce mpocTHje M Opxe HOOHjy MPBOOMTHE reOMETPHjCKE
YRIBEHUIE, KOje OJIaKIuaBajy udnarame. OCHM TOTa, Taj CHCTEM,
KakoO HaM Ce YHHHA, OOJb€ OIHCYyje CBOjCTBA OCHOBHHX TIe€O-
METPHjCKMX oDjekaTa ca TrieAUIITa YODMYajeHMX MPOCTOPHHUX
IpeacTaBa.




I'nasa II

CABPEMEHO AKCHMOMATCKO M3ITPABHUBAIE
EVKJUJACKE T'EOMETPUJE

§ 1. Axcnome Bese. ITocienuue akcuoMa Bele

AKCHOMATCKO HM3JIarame eyKIMACKe reoMerpuje, koje je
cafipXaHO y OBOj IJIaBH, OClamba Ce Ha INeT Ipyna aKCHOMa;
TO Cy: aKkcuome Be3e, AKCHOME IOPETKa, akCHOME KpeTama,
aKCHOMA HEIPEKMAHOCTH M aKCHOMa MNapajieJIHOCTH.

V npBoj rpynu akCHOMa roBOpH Ce O OHUM CBOjCTBUMA
y3ajaMHOI IOJIOXaja Tadaka, MPaBHX ¥ DPaBHH KOja ce H3pa-
xaBajy peyjy ,.nopumana‘. IIpm ToM ce cMarpa fla cy wmcror
3Havyema M3pash: Tauka A IpHmaja IpaBoj 4, Tadka A nexwu
Ha IpaBoj d ¥ IpaBa d NPOJNAa3H KPo3 TaukKy A, a Takobe:
Tauka A TIpMNaza PaBHA «, Tauka A JeXd y PaBHA ¢ W paBaH
« NMpONa3’H Kpo3 Tauky A.

Mz heMo rOBODHTH fOa ce npaBe d M b cexy y TauKku
C axo Tauka C DOpHNaja W NpaBoj @ W UpaBoj b; na mpasa
4 NpEnNaja PaBHE o MM Ja PaBaH « IPOJa3y KpO3 Npasy d
ako CBaka Tauka Ipase a (Tj. CBaka Tauka Koja Npumaja
npaBoj ¢) npumaja pasmm «. Hajsan, rosopulieMo J1a ce paBHH
« W B CeKy Ayk NpaBe ¢ aKO CBaka OJ THX PaBHH TpPOJAasH
Kpo3 HpaBy C.

Tpsa rpyna cajpxu ciefiehux ocaM akcHoMa:

Axcnoma I,. Ma xakee buse gee wauxe* A u B, iiocitioju
fipasa c¢ Koja ©poaasu Kpo3 WAYKY A u xpo3 ihauxy B.

Axcuoma I,. Ma kaxee Guse gee wauke A u B, #iocioju
Hajeuwe jegna @ipasa Koja ipoaasu Kpo3 e wauke.

Axcooma I,. Ha ceaxoj #ipasoj sexke bap gee idauke.
Hocitoje wipu Wauke Koje He aexe HA Jjegnoj 6pasoj.

Axcaoma I,. Ma kaxee bune wipu iiauxe A, B u C, iio-

cilioju pasan « Koja #poaasu Kpo3 cee e iipu iiauke. Y ceaxoj
pashu aexu bap jegna wayka.

* Oppe ® CBYrAe Jabe, Kaj TOBODHMO: [Be Tadyke (Upase, PaBHH},
MMaMoO Y BHAY pa3id4dTe Tauke (Opase, paBHH).

23

Axcnoma X;. Ma Kakee bune wmpu inauxe A, B, C xoje
He sexe Ha jegHoj #ipasoj, wocuioju Hajeuwie jegna paean Koja
fiposasu Kpo3 cee ilie wadKe.

Axcuoma I;. Axo gee iwhauke A u B upase g (Wj. xoje
ipuiiagajy @paeoj g) nexe y pasHu o, waga #ipaéa g aexu y
pasxu o.

Axcuoma I,. Axko gee paeHu o u B umajy jegHy 3ajegHudKy
wauky C (#auxy Koja aexu y céaxoj og Wux paeHu), wiaga owe
umajy bap jow jegHy 3ajegruyKy wauxy D.

Axcuoma Yo, Ilociioje bap uewiupu auke Koje He aexe
y jegnoj paeHu.

W3 akcuoma Bese Mory ce m3Byhu pasme, AOAyIIC HE M
MHOTOOPOjHE MOCJIeHLE. HapemhieMo Heke Of BHX.

Teopema 1. [ee tipase umajy Hajeue jegry 3ajegruyuxy
WiauKky; gee pasHu uau Hemajy 3ajegruuKux taiaka usu umajy
3ajegnuuky wpagy; pasan u upasa Koja He aexu y FoOj umajy
Hajeuwe jegHy 3ajegHutKy WauKy. -

Ioxa3. Ilpso TBpheme ciefu U3 AKCUOME I,. Moxa3a-
hemo apyro TBpheme. Heka papad o X B uMmajy 3ajeHIIKy
tauxy P. Ilo akcuomu I;, oHe Taja HMajy joul ¥ 3ajef[HHYKY
tauxky Q. IlpaBa koja mpojasu kpo3 P u Q npunaja, no aKcu-
omu Ig, papumma o u B. Tume je TBpheme HOKa3aHO. Tpehe
Tepheme cnenu u3 akcaome Ig.

Teopema 2. Kpos ipasy u wauky Koja He AeXU HA FOj,

a imaxkohe u Kpo3 gee updee Koje ce cexy iipoadsu jegha u
camMo jeghnd pasan.

Joxa3s. Hexa Tauka B He JIEXH Ha npasoj a. Ha npa-
Boj @ nexe npe Tauke P u Q (axcmoma Ij). IMocToju paBaH «
KOja mpoJia3d Kpo3 Tavke B, P, Q (akcmoma 1,). ITo axcromu
lg, paBaH « NMpOJIa3sd KpoO3 mpaBy 4. He mocToju HeKa Apyra
paBaH KOja mpoJia3M KpO3 TpaBy a M TadKy B, jep, mpoua3ehu

kpo3 Tauke B, P, Q, Koje He JIEXC¢ Ha jeaHoj mpaBoj, T2 paBaH

_je jemHO3HAYHO onpehena (akcmoma I).

oxasahieMo ApPYro Tepheme. Hexa ce npase a X b cexy
y tauku C. IIpema axcHOMH I;, Ha TPaBOj @ MOCTOjH Tauka y. |
¥ ma npaBoj b Tauka B, — obe pasnuauTe OX C. Tauxe A,
B, C He nexe Ha jemuoj mpasoj. ITo axcmomu 1,, mocToju
paBaH ¢ Koja mposa3M Kpo3 Tauke A, B, C. Opa papaH Ipo-
nasu kpo3 mpase a ® b (akcHoMma I,). JemusOCT MPOHM3J]IA3H U3
akcuoMme Ig.

Teopema 3. Ceaxa pasan cagpiu HajMaree wpu wauxe
Koje He aexe Ha jegHoj iipasoj.
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Hoxas. Obenexumo maty pasaH ca «. Ilo akcmomu I,
y B0j nexu taika A. ITo akcuomu Ig, mocToje weTHpH Tauke
B, B,, B,, B; xoje He jexe y jemHoj paBHA. Bap jemma on
OBHMX Tayaka, Ha IpHMep B, He JeXd y paBHH «. OX Tpujy
pasuu ABB,, ABB,, ABB; HajMame Cy IBe PaBHHM, B, U B,,
pas3iu4dTe; y CynpoTHOM Cciydajy Od Tauke B, B;, B,, B,
nexane y jenHoj pasHd. Kako paBHUMa B, u B, Ipunajga Tadka
B xoja He npumaja paBHH «, TO Cy IpaBe dy H d, AyX KOjHX
paBuu B, ¥ B, cexy paBaH « pa3nmyute (Teopema 2). Ha csa-
KOj OX NpaBHUX a, U 4, Jexe, ocuM A, U Tayke A, U A, pa3-
Jm4ure on A (Ha ocHoBy akcuome Ij). Tpu Tauke A, 4, U A4,
JIeXe y PaBHM «, ajld HE JieXXe Ha jeAHO] IPaBoj.

Teopema je nokasama.

§ 2. AxcHome moperka. V3ajaMHH m0I0Kaj Tauaka HA NPABOj
H Y paBHH

AxcuoMe mopeTka yTBplyjy CBOjcTBa y3ajaMHHX NOJIO-
’Kaja Tayaka Ha [PaBOj U y PaBHH.

CmaTpamMo fAa Ha OpaBOj IIOCTOje [OBa jedaH ApPYroMe
CynpoTHa cMepa H Ja Ce, Yy OJHOCY Ha CBakH O HbHX, CBaKM
map Tavaka 4 X B Hajla3Mm y H3BECHOM OXHOCY KOjH Ce H3pa-
KaBa pedjy ,,JIPETXOMUTH.

OBaj ce onHOC OOenexaBa 3HAKOM <, Te ce M3pa3 ,,4
NPETXOAM Tadkd B* cHMMOONMYHO mHMIIE OBAKO:

A<B.

3axTeBa Ce Ha MOMEHYTH OJHOC 3a Ta4yke Ha IPaBOj
3a10BoJbaBa ciefehux metr axcmoma:

Axcuoma II,. Ako A < B y jemnom cMepy, Taga B < A
Yy CYOpPOTHOM CMepy. -

Axcuoma II,. V jemnom ox mBa cmepa A4 < B ucKiby-
ayje B < A. '

Axcmoma II;. V jemHoM ox naBa cMepa ako A < B u
B<C, tajpa A< C.

Axcuoma II,. V jemHoM ox msa cMepa 3a CBaky TauKy
B nahu he ce Tauke 4 u C TakBe ma A < B< C.

Csako on TBphcma akcmoma II,—Il, ogHOCH ce Ha jeJaH
ox nBa cMmepa Ha mpasoj. ITo axcmomu II;, cBako TO TBpheme
Ta4YHO je H 3a ApyrH (CympoTaH) cMep.

IIpe Hero mTto GopMynHIIEMO MOCIEABY aKCHOMY HebhH-
HucaheMo Hexe mojMose. Heka je @ npaBa W 4 Tadka Ha ¥0j.
Kan je yrBphen cMep Ha npaBoj, Tauka A JAeld NpaBy Ha
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TakBa [Ba fAena (ilosyidpase) Ha je 3a CBaKy Tauky X jemue
on mux X < A4, a 3a cBaKy Tauky X Japyre A << X. Oumrnenso,
OBa MOJejia IpaBe Ha [Ba JieJla He 3aBHCH OJ Ha F0j H3a-
Spanor cmepa (akcmoma II,).

Heka cy 4 u B nBe Tauke Ha mpaBoj a. AKO je 3a Tauky
C npase a ucnymeH yciioB 4 < C < Bumu B < C < A, roso-
puliemMo nma Tauka C sexu usmely Tadaka A u B. OudrienHo,
CBOjCTBO Tadke Ja JIeXH H3Mely ABejy MaTHX Tayaka He 3aBHCH
ox cMmepa Ha mpaBoj. OHaj Jeo NpaBe a uMje CBe TAUKE JIEKE
usmehy 4 u B 3BalieMo ogceukom AB, a Tauke A m B Kkpaje-
BUMa OJCeYkKa.

Axcuoma II;. Ilpasa a y pasnu o geau 08y pasaw na gea
geaa (Woaypasnu) ifiaxo ga, ako cy X u Y gee imauxe jegHe
doaypaenu, waga ce ogceuax XY He ceue c¢ ipasom a, a axo
X u Y dpuiagajy pasnum @iosypaenuma, waga ce ogceuak XY
ceye ¢ upaeom a.

losopuhiemo na nBe Tayke X u Y paBHM « jJexe ¢ jeqHe
CTpaHe IpaBe @ MJHA Ca pa3sHAX CTPaHa IlpemMa TOME Aa JIH
OHC INpHNanajy HCTOj NONYPaBHH WM DPasHAM MOJypaBHEMA
Ha KOje @ Jelu paBaH «.

PasmoTpulieMo Heke mociemuue akcMoMa Beze M aKCHOMA
NOpeTKa. '

Teopema 4. Og wpu iwauke A, B, C na upasoj g jegna
u camo jegha wauka aexu usMehy geejy ocimaiux.
Hoxa3. V jemHoM ox mBa cMmepa Ha npaBoj g A <C.
Axo B me nexu m3mely A u C, oza To 3HauM Aa wix B< A
wia C<B. Anu, y npBoM cuy4dajy A nexu usmehy B u C, a
y apyrom C nexu n3meljy,(1 H B. Teopema je moka3aHa.
Teopema 5. Ceaku oﬁcézak cagpxxu oap jegny wiauky.
Hoxas. Heka cy 4 u B kpajeBu oxuceuka (ci. 5). Io
akcuomu I3, BaH npaBe AB mnocroju Tauka C. V3MuMO Ha
npasoj AC Tadky D Tako ga C Gyne
usmMehy 4 m D. To je moryhxo nmo
axcaomu 11,. Vamumo Ha npaBoj BD 0
Tauky E Taxo ma B Oyme wmsmehy D
n E. IlpaBa CE penu paBaH Ha JBe ¢
nonypasHd. Tauke B u D Hanase ce

y jeZHOj moiypaBHM, jep oacedak BD 2 ,,-\{

He ceye npaBy CE, a Tauke 4 u D

Cy Y pasHMM NOJypaBHMMA, jep OX-

ceyak AD ceye npaBy CE (y tauku C). Cn. 5

Opatie npousnasm fga cy tauke 4 u B

Yy Pa3sHAM DOJypaBHMMa H Ja, mpeMa ToMe, oiceiak AB cede
npaBy CE. IlpeceyHa Tayka F jecte Tauka onceuka AB.
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Teopema 6. Axo je B wmauka ogceuka AC, maga ogceuyu
AB u BC upuiiagajy AC, @Wo jecii ceaxa wauka ogceuka AB
u ceaxa whauka ogceuka BC upuiiaga ogceuky AC.

Joka3. YV jenHoM oA ABa cMepa HA NpaBOj Koja Ca-
apxu oncedak AC umahemo ma 4 <C. Kako B npwnana on-
ceuky AC, To0 A<B<C. Axo je X Tauka oAceuka AB, Tanma
A<X<B u, npema ToMe, 4 <X <C, To jecT X mpumaja oa-
ceuxy AC. AHajorHo ce mokasyje na Tauxa Y oxceuka BC
npunaga ogccuky AC.

Teopema 7. Ako je B inauxa ogceuxka AC, a X uiauka
woi ogceuka pasauuuitia og B, waga X dpuiiaga uau 0gceuxky
AB uau ogceuxy BC.

Jokxas. V jemmom oa asa cmepa Ha mpasoj 4 <C.
Kako B npunmaja oxmceuky AC, To A<B<C. 3a Tauky X
uMamo Wik Ja X <B unu na B<X.V npsoMm ciydajy, OIITO
A<X<C u, npeMa ToMe, A<<X<B, Tauka X npunaga on-
ceuky AB, a y ZIpyroM ciydajy OHa OpHmaja OJCEUKY BC.

Teopema 8. Heka je o pasan u a upasay woj, a b gpyia
dpasa uau @oayiipasa uau ogceyax y woj Uciioj pasHu o.

Taga, ako b He ceye a, cee Wauke b sexe ¢ jegne cuipa-
He épaee a, Wo jecii y jegnoj og uoaypasHu ogpehenux upa-
eoM a.

3amcra, ako Tauke X u Y Xoje mnpunaaajy b sexe ca
pasHux CTpaHa a, Taja oacedak XY cede a. Kako mak cBe
Tauke ojceuka XY npunagajy b, To b ceue d, IITO NPOTMB-
pedd YCJIOBY TeopeMe.

Heka cy A, B, C Tpu Tauke Koje He JIEXe Ha jelHO]
npaBoj. ®durypa cacTaB/beéHa OI TPH OACEYKa AB, BC u CA
30Be ce @wpoyiao, Tauke A, B m C uleMena TpOYria, a OX-
ceun AB, BC, AC ciupanuye.

Teopema 9. Hexa je ABC ipoyiao y pashu « u a upaeda .

y @ioj paenu Koja He #poaasu Hu Kpo3 jeghy og mavaxa A, B, C.
Axo wWa upasa ceue ciipanuyy AB, Waga ona ceve u jegny —
u o camo jegny — og ocilamux geejy cipanuua BC uiu AC.

IHoxa3s. IlpaBa a peau paBaH o« Ha JBe TOJYPaBHH
(akcuoma II;). Tauxe 4 @ B nexe y pasHAM IIOJypaBHUMA.
Axo Tauka C JIeXH y HCTOj NOJIypaBHM Y KOjoj U B. Tajma a
ceue AC, anu He cede BC. Axko Tauka C JeXH y HCTOj IOJNY-
paBHu y kojoj u A, Taja a cede BC, a He ceue AC. Teopema
je moka3aHa.

MpuMmenda. CucreM akcHoMa IOPETKa KOjUM CMO
ce MM KODHCTHIH pa3juKyje ce of XuiaOepTOBOI CHCTEMA akK-
CHOMa IOpeTKa, KOjH Ce 3acCHEBAa Ha OJHOCY KOjH M3pa)xaBaMoO
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peunMa ,,aexatn u3mehy. Teopema 9, Se3s TBphema o jemu-
HOCTH, jemHa je oX&: XunOepToBMX akcHoMa nopetka. Ty ak-
cHoMy yBeo je jomr ITam, Te ce 3ose ITamoBa akcuoma.

§ 3. V3ajamHn nosioxkaj 3pakoBa y mpaMeRny. Yrao

Teopema 10. Hexa u3 iauke O i#oaase gee #oayipase
a u b xoje ne iipuilagajy jegnoj #ipaeoj. Axo #oayiipasa h roja
#ionasu u3 iwmauke O ceue ogceuak AB ¢ kpajesuma Ha #oay-
?pasuu a u b, Wiaga ona ceye u Ma Koju gpyiu ogceuak c Kpa-
jesuma na huM uUoAyupasuM.

3ancra, no teopemm 8, ofaceyum AB u XY u nosynpase
a 1 h Hanase ce y jeAHO] OJ HOJypaBHM ojpeleHHX mpaBom
Koja caapxu b, a monyHa A’ monympaBe h mo mpaBe (odexe-
xulieMo je ca c¢) Hajasu ce y Apyroj moixypaBHu. IIpumemy-
jyhu Teopemy 9 pemom Ha Tpoyrne ABX u BXY u npasy ¢
3aKJbydyyjeMO Ja oBa mpaBa ceue BX m YX. Kako ce ' u XY
Hajia3e y pa3HHM @OJIypaBHAMa M, IpeMa TOMe, He CCKy ce,
TO ojaTie ciefd ma h ceve XY (ci. 6a).

CsojcTBO 3abenexeHo y Teopemu oMoryhyje ma ce ogHoc
,,U3Mehy* 3a noiiynpase (3paxe) nepunumme Ha ciefiehw HaduH.
ToBopuliemo pma ce 3pak / kxoju moyiasu M3 Tauke O, Hajasu
u3Mely 3pakoBa h U k, Koju Takohe mojiaze W3 Te Tadke U
He JIEXE Ha jemHoj npaBoj, ako ! cede cBaku oxacedak HK c
KpajeBUMa Ha NOJIympaBuM h u k.

Teopema 11. Hexka cy h, k, | ipu 3paxa y paenu koju iioaaze
u3s iuauxke O. Axo 3payu k u |l aexe y jegnoj woaypasnu o’
ogpehenoj 3pakom h u meiosum iupogyxeiikom h, thaga ce je-
gaw og Wpu 3paxa naaaszu usmelhy gea ociiaia.

Hoxa3. ¥VamMuMo Tpu Tauke: A Ha h, B Ha h 1 C Ha
k. N3adepumo Ha AC Tauky D mo ciepeliem npaBuiy. Axo /
He ceve AC, tama je D duio xoja Tawka oxceuka AC. Axo [
ceue AC y T1auku E, Taga 3a D y3n-
MaMO Ma Kojy Tauky oxcedxa AE b
(ca. 6b). g

ITo Teopemu 9, mpUMEmEHO]j Ha
Tpoyrao ADB, 3pauu k u [ cexy BD /
y Taukama K u L. Ilpu Tom, axo je L a
usmelhy B u K, I he dnta u3meby k 0 X A
u h, a axo je K msmehy B u L, Tana W
je k usmehy h u l. Teopema je mo- Ci. 6a
Ka3aHa.

Teopema 12. Hexa umamo ueiliupu 3paka Koju ioadse
us wmauke O: h, k, I, m. Axo ce 1 wmasasu usmzhy h u m,
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a k usmehy h u l, maga ce k nasrasu usmehy h u m. Axoce k u
| nanasze usmehy h u m, waga ce k nasasu uau usmehy | u m
uau usmehy h u l.

Cn. 6b

HOokxas3. V3muMo Ha 3pauuma h W m Tauke H u M.
Opnceuax HM ceye 3pake k u | y Taikama K u L. Caja mpBo
TBpheme cieau U3 Teopeme 6, a ApYro M3 Teopeme 7.

Heka cy h u [ 3panu koju moyase M3 jeaue tayke O u
He TpUnajajy jeaHoj mpasoj. Yizom (h, I) 3Baliemo ckym CBHX
3pakoBa KOju Ioiase u3 Tauke O M nexe usMely 3pakosa h
u I. 3panm h u I 30By ce kpayu yisa, a Tayka O ilieMe yiid.

Teopema 13. Ceaku 3pax x yisa (h, ) uposasu y uory-
pasnu Koja je ogpeliena spakom h u reiosum dpogyxeimikom h
u cagpxu 3pax I, u y woaypasnu Koja je ogpehena 3paxom |
u reiosum dpogyxkemikom | u cagpxu 3pax h. Obpaiino, céaxu
3pax Koju #posdsu Ha Hasegewu Hauuw idpuiaga yizy (h, I).

IHoxa3. Heka je AB opcedak c KpajeBuma Ha h u [
(cn. 7). Axo 3pax x npumama (h, I), Tama om cede AB y Hekoj

tauky C. ITo Teopemu 8, C mpunaja IOMEHYTHM IOJypPaBHHMA.
Ilpema TOMe, IO TOj MCTOj TEOPEMH, OBHMa Npumajga # X.

Heka caja 3pak x nmpumajga THM IOJYpaBHHMA. l'onasa_t_-
hemo ma om mpumaga yray (h, I). VamuMo Ha h Tauky A.
Ipasa koja canpxu x ceue win AB mmu AB. Ilpeceyna Tauka
C He Moxe OHTH Ha MPOLYXeTKYy X 3paka X jep ce X HaJjasd
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y Ipyroj uonypahuu. Ilpema ToMe, x ceue AB win AB. Anm.
x He moxe cehin AB, jep Om mHade C M A JNeXann y pasHEM
noJiypaBHHMa oApeleHnM 3pakoM [ ¥ EETOBHM IIPOIYKETKOM.
Haxkne, 3pak x cede AB. TeopeMa je noka3aHa.

§ 4. Axcuome kperama. KourpyenrHoct ¢urypa

ITpenaszehn Ha akcwome III rpyne yBogumo HOB mojam:
KpeTame.

3axTeBaMO Ja NOCTOje INpec/iIHKaBadkha Tadaka, IPaBHX U
PaBHM Ha Tadyke, NMpaBe M pPaBHH KOja ce 30BY KpeTakba M
3a/10BOJbaBajy ciefiehie akcuoMe.

Axcnoma III,. Csaxo xpeimiare H 3agpxkasa oghoc fipuiia-
gara. To ject, ako Tauka A npunaga npasoj d (paBHM «), Tala
BeH JUK npu kperalkby H (obenexmheMo ra ca HA) npunaga
Jmky Ha npase a (oguocHO muky Ho paBHH «).

Axcnoma III,. Csaxo kpeituarwe H 3agpikasa ogHoc iiopeitika
Ha tupasoj. To ject, cBakOM OJA IBa CMepa Ha MpaBoj a
MOXEMO KOPECNOHOMpaTH TakaB cMep Ha npaBoj Ha ma cBaku
nyT Kajg 3a Taike X m Y mpaBe a Baxu ma X <Y, 3a omro-
Bapajyhe mM Tauke mpase Ha Baxu HX < HY.

W3 akcuoma III, u III, cieau fga cBako KpeTame mnpe-
BOIHW MOJIyNpaBy Yy MNOJyNpaBy, HOJIypaBaH Yy IOJypaBaH.

Axcnoma III;. Kpeinarea obpasyjy ipyiiy.

To 3Hauwm:

a) Kopecnongupame H° cBakor eneMeHTa x (Tauke, mpa-
B€, PaBHH) BEMY caMoMe jecTe XpeTame. OBO KpeTame 30Be
ce MIOCHTHYHO KpeTame.

b) Ako kperame H,; KOpPeCHOHAMpPa MOPOH3BOJLHOM e€JIe-
MEHTY X €JIEMEHT y, a kperame H, KOPeCIOHAHpAa €JIEMEHTY
Yy €JEMEHT z, Taia jé KOPeCHOHAHpame eJIEMEHTAa Z €JIEMEHTY
x xpetame. OHO ce obemexaBa ca H, H, u 30Be ce ipoussog
Kkperama H, u H,.

¢) 3a cako kperame H mocrtoju Kperame H-! tako aa
je H1H=H".

Axcnoma IIl,. Axo upu kpemiarey H #oayipasa h kao
ueauHa u reHa uoveiina wauka A ociajy neilokpeidne, waga
cee wmauke uoayupase h ocidajy Hetiokpeiine. — To ject, ako
je Hh=h n HA=A, tana je duno 3a kojy Tauky X mouxy-
npase HX =X,

‘Axcnoma IlI;. 3a ceaku #ap whauaka A u B #ociuoju
kpewiaree H koje ux pasmeryje. HA= B, HB=A.

»
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Axcnoma III;. 3a ceaxu diap 3paxosa h, k (w#oayupasux)
Koju #onaze u3 jegHe thauxe flocitioju kpeinare H Koje um pas-
menyje mecia: Hh=k, Hk=h.

Axcmoma III,. Hexa cy o« u  Mma Koje pasHu, a u b
fipase y wum pasHuma, A u B iuquxe na upasum a u b. Taga
flocilioju jegHo jeguno Kpeuaroe Koje uipesogu Wauky Ay B,
3agaiy #oayiapasy iipase a ogpeheny Wa4KoM A y 3agaiidy
floayiipagy ipase b ogpeheny waukoM B, 3agaiy ioaypasan
pasHu o ogpeheny upasom a y 3agaimy #oAypasan pasHu g
ogpeheny wupasom b. .

Teopema 14. Heka je « pasan u a upasa Koja joj ‘upu-
iiaga. Axo kpeiiare H ceaxy og #osypasHu pasu o ogpehenux
iipasoM a upeeogu y ry camy u lauxe iipage a ocimiasna Heio-
Kpeiine, Wagd je o kpeidarse UgeHUUYHO.

3aucra, WACHTHYHO Kperame H®uMa y TeOpeMH HaBe/le-
HA CBOjCTBa KpeTama Ia ce, O akCHOMH II1,, moxnana ca H.

Jledumncahemo caja nojaM KOETPYEHTHOCTH, BaXaH Yy
reomerpuju. @urypy F, HasusaheMo xouipyeniunom urypu F,
ako mocToju Kperabe H koje mpeBomd Fy y F,: HF,=F, W3
IPYIHHX CBOjCTaBa KpeTamba (axcuoma III;) mpowmsnase cneneha
CBOjCTBa KOHIPYEHTHOCTH:

1. Ceaxa ¢uiypa F xouipyenuna je cama cebu. — 3a-
KCTa, WOCHTHYHO KpeTame IPEBOAU Fy F.

2. Axo je ¢uiypa F, Konipyeniuna F,, waga je Quiypa
F, xonipyeniuna F;. ’

V crBapH, ako je H KpeTalbe KOj¢ NpEBOAH ¢urypy F;
y F, Tana kperabe H-! mpesosu durypy F, y durypy F;.

3. Axo je guiypa F; xouipyenwina Fy a ¢uiypa F, Koh-
ipyeniana ¢uiypu Fy, waga je ¢@uiypa F, KoHipyenuwiHa F,.

BamcTa,  ako je H' Kperame Koje NPEBOAH F,y F, a
H' xperame Kkoje mpesomu F, y F,, Tafia XpeTame H'H'
npesomu F, y Fj.

IMpumenda. Xundeprosa tpeha rpyma akcuoMa pa-
3JHKyje ce OJl Tpyme aKCHOMa KpeTrama. XunbGepToBe aKCHOME
neduHMIIy OTHOC XOHIPYCHTHOCTH.

§ 5. KOHIpyeHTHOCT OJcedaKa, YrJosa, TPOYriosa

Jloxasahemo Heke TeOpeMe O KOHIPYCHTHOCTH Hajopo-
cTHjux ¢urypa — OJceyaka, yrjiosa H TPOYIJIOBa. CaryiacuMo
ce na, paau Kpaher mucama, KOHIPYeHTHOCT odenexaBaMo
3HaKOM jeTHAKOCTH,
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Teopema 15. Ogceuyu AB u BA cy roni 77, i
(h, k) u (k, h) cy xouipyenitinu. g S oy
KonrpyenTHOCT Ocedaka CileAM M3 aKCHO
Me 111, -
TPYeHTHOCT yrjioBa ciaeiu u3 akcaome IlI,. ls: Kon

.

Hoxa3s. Iloctojame P ciemu u3 axcuome III
‘ . Hoxa-
3ahemo JeMEHOCT. IIpeTnocraBUMO Ja mOCTOje ABE 'I?a‘llgt ;
u P;. Kako je OP,=O0P,, nocroju kperame H TakBo na jé
HO=0, HP,=P,. OBo KpeTame NpeBOAH 3pak h y mera
camor. Ilo akcuomu III,, HP,=P,. Ilpema Tome, P,=P,.
'I.‘eope~Ma 17. Hexa je (h, k) yiao a | spax koju 3ajegno
ca ceojuM tfpogy)xeu“mou 1 ogpehyje ioaypasan o. Taga tiocitioju
y o« jegaw jegunu spax m imaxag ga je (h, k)= (I, m).
Hoxa3s. IlocTtojame 3paka m cie
: au A3 akcaome III,.
Hoxa3sahemo JEeRHHOCT. IIpeTnocTaBEMO Aa mOCTOje ABa 3pal<z71:
my 1 my. Kako je (I, m)=(l, my), nocroju xperame H Takso
Ja je Hl=1, Hm;=m,. OBO KpeTame NpeBOAH NOJIypaBaH o
y By camy. Ilo axcwomu III,, H je mpenTwuHo Ha ! m mero-
Boj pomyHu /. Otyma mo Teopemu 14 ciemu na je H HACHTHYHO

| Ha o ITocedno je Hmy=m,. Opmatne je m,=m,.

Teopema 18. Hexa cy AB u A'B' gea
C' wauxe osux ogceuaxa.. Ako je gaa ogeeua, @ C u
AB=A'B" u AC=A'C’', imaga je BC=B'C'.
Ako je
AC=4'C' u BC=B'C’, imaga je AB=A'B'.
Hdoxa3s. ITo akcuwomu III,, mocrtoj j
] P oJju kpeTame H Kkoje
npesou Tauky A’ y A, momympaBy A'B’ y momynpasy Ail?.
Ilpu Tom he Tauke B’ m C’ mpehu y B” u C”. Ilo Teopemn

16, B"=B, C""=C, To ject H npeso, e’
Ompatne je BC=B'C’. ! BERGRF SRSIES S G 86

HOpyro TBpheme mOKasyje ce aHAIOTHO.

Teopema 19. Hexa cy (h, k) u (k' k') I !
 19. Hexa s , gea yina, al ul
gea 3paka koju upuilagajy wum yisosuma. AKo jey ’

(h, )=, k) u (h,1)=(@, 1), imaga je (I, k)=, k).
Axo je

(D=, 1) u (L=, k), magaije (hk)=H,k).




Hoxa3. Ilo akcmomm III,, mocroju kperame H Kkoje
3pak h' mpeBoim y h, a moaypasaH koja je oxpelieHa 3pakom
h' ¥ BEroBUM IPOAYKETKOM M caApxu 3pake !’ m k' mpeBomu
y TmoiypaBaH Koja je oapeleHa 3pakoM i ¥ HETOBHM IPOAY-
XKETKOM H canpxd 3pake !/ m k. IIpm Tom 3pamm /' u k' mpe-
naze y I” m k". Ilo teopemu 17, k"' =k, I'"=I, 10 ject H
npesond yrao (I’, k') y (I, k). Omatne je (I, k)y=(', k).

Apyro TBpheme Dokasyje ce aHANOTHO.

Hexa je (h, k) Hexu yrao, a h ¥ k Hexa cy 3paud Koju
Jonymyjy h w k ;o npaBmx. Tapa 3a yrao (k, h) xaxemo na
je cynnemenTas ca (h, k), a yrao (h, k) na je ynaxpcan ca (h, k).

Teopema 20. Axo cy yinosu (h, k)~u ', k') jegnaxu,
waga cy u ruxosu cyisemenianu yisosu (h, k) u (h', k') jegnaxu.

Viao (h, k) jegnax je ynaxpcnom yiay (h, k).

Hoxa3s. Kako je (h, k)=(h', k'), nocroju kperame H
TakBo na je Hh' =h, Hk'=k. Ha ocroBy akcnoma III, u III,
je Hk'=k. IIpema tome, (h, k)=(h', k').

_Ilo akcuomu Illg, mocroju kpetame S Takso JAa ie Sk=h,
Sh=k. Ha ocmoBy akcmoma IIl; u III, je Sk=h, Sh=k.
Opatne je (h, k)= (h, k). Teopema je mokasaHa. '

Vrao jeiHak CBOM CYIJIEMEHTHOM YTJIy 30Be Ce éipae yiao.
Hoxa3alieMo HocTOjame NOpaBHX YyrioBa. Y3MHMO paBaH «, Y
BOj NIpaBy a M Ha mpaBoj Tauky A. Heka cy «' w o'’ mse
nojypasHH ofpelieHe IpaBOM g, a h jeAHa OA NMOJIyNpaBHX HA
Koje Tayka A4 menm npaBy a. ITo akcmomu Ill,, nocToju TakBo
kperabe H ma je Ha'=o', Hh=h, HA = A. Ilo akcuomu III,,
H je mpenTuuHo Ha a. Hexa je B’ Tauka y NOJypaBHH o'
CnojmMo B’ ¢ TaukoM B’ = HB' mpaBom b. Heka je C Tauka
npeceka npaBux a U b. Tauka C nenm npaBy a Ha moJiympase
a ¥ a’, a npaBy b Ha nonyunpase b u b’’. Oumrieaso,
Ha' =a', Hb'=b". Crora je yrao (a’, b’) jemuax cymnjemeH-
THOMe yriy (a’, b').

Teopema 21. Ceu @ipasu yinrosu cy jegnaxu.

Hoxa3s. Heka cy (h, k) u (h', k') npaer yrnoBu (ci. 8).

Hexa je « paBan yrna (h, k), a o’ oHa

" LA BEeHa NoJypaBaH ojpeleHa 3pakoM h

H BerOBHM IPOAYXETKOM Y KOjOj JIEXH

o  3pax k. ITo axcmomu III,, mocToju Kpe-

tae H koje mpesomu h' y h, a 3pak
k' y 3pak k'’ xoju JIeXHd y HOJypaBHH a'.

OBenexnmo ca S KpeTalme Koje
Cn. 8 NpeBOd h Y FWEroBy HONMYHY h, a 3pak
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k y mera camor. To je moryhno jep je (h, k)=(h, k). Kpe-
Tame S TpeBOAM 3pak k" y Heku 3pak k'’. Vrmomm (k', h)
u (k'', h) jemnHaxm Cy Kao YIJIOBH NODMjeHM O je[HAKHX yrijoBa
KpeTameM. ‘

ITo Teopemu 17, k' ce moxnama ca k'’. Kako ce momy-
paBHE ojpelieHe 3pakoM kK M HEroBHM HPOJYXKETKOM pa3Me-
BYjy IPHIAKOM KpeTama S, To je oBo moryhHO Tama m camo
Taga kax ce k' mnokmama ca k. OBo mak 3Hayd nda je
(h, k)= (h, ¥'') n, npema TOMe, (h, k)=(h', k'). Teopema je
Z0Ka3aHa.

ITpaBe Koje ce CEKy 30By Ce HOpMaaHe iipase ako HHXOBe
moiynpaBe opapelleHe TadykoM mpeceka oOpa3yjy mpaB yrao.

Teopema 22. Hexa je a iipasa y pasnu o. Taga Kpos
ceéaky wmauky B pasénu o #iposasu jegna jeguna iupasa b Hop-
Maixa Ha a.

Jdoxa3. Axo Taika B mpunaja 4, Tajia TeopeMa Cledd
M3 jeAHAKOCTH CBHX NPaBHX YIJIOBa M Teopeme 17.

Hexka B ne nexu Ha a. Iloctoju kperame H xoje je
HACHTHYHO HA IIPaBOj a4 U KOje pa3MemYyje MOJypaBHH pPaBHH
o« Koje cy oxapehene mpaBoM a. IlpaBa koja cmaja B u HB
HOpMaJiHa je Ha da.

V3MuMO Ja mocToje ABe mpaBe Koje mpojiase kpo3 B u
HOpMaJIHe Ccy Ha a: b; um b,. Kperame H cpaky Of mpaBux b,
b, nmpepomu y By camy. Opatie cinegu na je tauka HB 3ajen-
HAYKa 3a Te npaBe, a TO NMpOTHUBpeun akcuomM I,. Teopema
je nmoxasaHa.

Teopema 23. Akxo je xog whpoyinoea ABC u A'B'C’
AB=A'B’, AC=A'C' u /A= _/A', onu cy konipyeniunu.

Hoxas. Kako je /A= /A’, noctoju xperawe H koje
opeBoad Tauky A’ y Tauky A, moiaynpasy A'B’ y noaympaBy
AB, mnonynpaBy A'C’' y nonympaBy AC. ITo Teopemu 16, H
npeBodd Tauky B’y B m C'y C. Teopema je nokasaua.

Tpoyrao Ha3sHBaMoO jegHakoKpakum axo Cy My ABe CTpa-
Hune jemHake. OBe cTpaHWIE HAa3MBaMO OOYHHM CTpaHAIAMA
(xpanuma), a Tpehy CTpPaHMIy OCHOBUUOM.

Teopema 24. Y jegnaxoxkpaxom iipoyiny yinoéu Ha OCHO-
euyu cy jegHaku.

OBa TeopeMa HEMOCPENHO CJeJH W3 IPETXOIHE.

Teopema 25. Akxo je kog iapoyinoea ABC u A'B'C'
AB=A'B', /A= /A", / B= / B', onu cy KoHipyeHinu.

Joxa3. ITocroju kpeTame Koje npeBofn Tauky A y A4',
nonynpaBy AB y monynpaBy A’'B’, monynpaBy AC y moiy-

3 INpenaBama M3 OCHOBA reOMETpHje
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npaBy A’'C’. IIo Teopemu 16, Tauka B npejasu mpu ToMm y B’,
a mo Teopema 17, moaynmpasa BC mpenasu y B'C’', jep je
/ B=/B'. Opatae npou3nasu aa

AC=A'C' u BC=B'C’', oHnu cy

¢ C npenasu y C'. Teopema je no-

Ka3aHa.
) Teopema 26. Axo je kog wpoy-
A\D B  ircéa ABC u A'B'C' AB=A'B,

KOHIpyeHuunu.
) Jdoxka3. IlocToju xperame
(o KOje IpeBOJH IoaympaBy AB y
Ct 9 A’'B’' W paBHH TPOYIrJOBa JOBOAU

J0 IoKJiamama Tako Aa Tayka C'
u Tauka C', y xojy mpenasm C, 3ay3umajy MeCTa y DasHHUM
noJypaBHEMa ofpelieHuM npaBoM A’'B’. Ilo Teopemu 16, 0Bo
KpeTame IPEBOAHM Tauky B y B’'.

) Tpoyrmu C'A'C"” n C'B'C" cy jemuaxokpakm u C'C"’
je BuXoBa 3ajefHHMYKa ocHoBMma. Heka je D mpecek oOnceyka
C'C" u npaBe A’'B’. Kaxo noaynpase C'A’, C'D, C'B’ n
C"4', C”"D, C”B' umajy wmctu mopemak (oBaj je ompeheH
nopeTkoM Tadaka A’, D, B'), a yIJIOBH Ha OCHOBHLH jEJHAKO-
Kpakor TpOyrja Cy jemHakd, TO je, mo Teopemu 19, yrao
msmeby monympaBux C'A4’ u C’'B’ jemHax yray usmely moiry-
IpaBHX C"4’ m C"B'. Opatne je yrao C Tpoyrna ABC
jemaak yrimy C' Tpoyrma A4'B’'C’. A caga cy, 10 TeopeMH
23, Tpoyrimt ABC u A'B’C’ xourpyeutnu. Teopema je moka-
3aHa.

§ 6. Ynopehusame oncevaka W YrjoBa M omepanmje ¢ HEMa

Kpetame omoryhyje ma ce Bpmwm ymopehusame oncedaka
U yIJioBsa.

Heka cy AB u CD Hejenuaxu ojceqnd. IIpesequmo Kpe-
TakbeM nouynpaBy CD y monynpaBy AB. Ilpu Ttom he Tauka
D mpehim y Bexy Tauky D’ pasmmuaty ox B. IopopuhieMo na
je AB mame onx CD u numcatd AB < CD ako ce B Hanasu
usmeljy A u D'. T'opopuheMo na Je AB Belie o CD (AB > CD)
axko je D' m3mebhy A u B.

Axo je AB > CD, wiaga je CD < AB.

3aucTa, npeBeAEMO KpeTameM IOJynpaBy AB y moiy-
npaBy CD. Ilpu tom he B npehu y B’, a D' y D (cn. 10).
ITpema Tome, Tauke 4, B, D' u C, B' D WMajy MCTH IOpelaK
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(akcmoma III,). M3 Tora jma je D’ m3mehy A m B cnemu ma

je D m3mehy C u B’, T0 ject u3 AB > CD cnemu CD < AB.
Axko je AB=A'B', CD=C'D' u

AB << CD, iiaga je A'B' < C'D’. A D’ B
OBo TBpheme Hokasyje ce pacyhusa-

' BEM CIMYHMM mpeTxoiHoM. To ocTaBmamMo .~ 5
YHTAOLY. e
Axo je AB< CD, a CD < EF, iwuaga Ca. 10

e AB < EF.

Ha OCHOBY NpETXOJHOI CBOjCTBa JOBOJHO j€ [OKa3aTH
To TBpheme 3a ciydaj kajy ce Tauke 4, C m E moknamajy ¢
HEKOM TaukoM O, a ocrtaje Tayke — B, D, F — Jiexe Ha
moJIynpaBoj koja mnomasw u3 Tauke O. Ho, y oBOM cuydajy
TBpheme cienm u3 TeopeMe 6.

3a yrmose ce OQHOCH ,.Behm* m ,MaBu* AebHEMITYy Ha
aHajoraH HaYMH M HMMajy aHaJOrHa CBOjCTBA.

Hedunucaliemo cama omepamuje cadupama U OAy3HMama
3a OJICEYKeE.

Hexa cy AB u CD paTtH OncCevIH. Konc‘rpynmnmo Ha
npoayxeTky nomxynpase AB Taiky D' Tako na je CD=AD'.
36upom opcevaxa ABu CD 3pahemo oncegax BD' u odenexa-
Baliemo ra ca AB+ CD.

Cabupame oaceuaka mma ciueficha cBojcTpa:

1. Axo je a=a' u b=0', Tana je

a+b=a +b'.

2. a+b=>b+a.

3. (a+b)+c=a+(+c).

Jloxa3upame OBHX CBOjCTaBa He IPHYMIbaBa Tellkohe
OCTapjba Ce YATAOILY.

Hexa cy 4B u CD pgBa onceuka, npd uemy je AB>CD.
KoHcTpynmuMo Ha nosaynpaBoj AB Tauky D' TakBy naa je
AD' =CD. Pasauxom oxnceyaka AB m CD 3Bahemo opnceuak
jemnak DB’ u obemexaBahemo ra ca AB—CD.

Huje Temko mokasaTH Ja je
CD +(AB- CD)=AB.

Aa ducmo nepuHUCcaTH cabupame U ONy3HMame 3a YIJOBe,
yonmrahemo nojam yria. Hexa cy ~ m k nBa 3paka KOjH
nmoiase u3 3ajedHHYKe Tauke O, a « jeHA OJ] IOJypaBHH OApe-
hena 3pakoM h M HEroBHM l'lpO,Il)')KCTKOM

OBenexumo ca - (h, k); cKym 3pakoBa y3eTHX ojpeheH
Opoj myta kojud ce (CKym) ,ued)mmme Ha cieaehu HavdaH. AKO
k npunama o, Taga ce (h, k)a cacToju OJ 3paKkoBa KOjH JIexe

3%




36

mmehy 2 u k. Axo ce k mokmama c OPOAYXETKOM 3paka A,
tana ce (h, k), CacTOjH OZ 3pakoBa KOjH Jexe y IIOJIypaBHH «.
Axo ‘k JIEXH y IOJNypaBHH KOja Jomymyje o, Taga ce (h, k)a
CacToju OZ 3pakoBa KOjH JieXe y IOJyPaBHH « H 3paKkoBa KOjd
nexe m3Mely k @ mpoxyxerka 3paka A. Hanocaetky, akxo ce
h u k noxmanajy, (h, k) CacToju Ce OX CBHX 3paKoBa KOju
noxase u3 0.

Mromreo 3pakosa (h, k)f CacToju Ce 0 MHOLITBA (, k);
H §-1 myra y3eTor MHOIITBA CBHX 3paKoBa KOju nonase u3 0.

Cama yrnom Ha3swBamMo CBako MHOIITBO 3paKoBa 00iHKa
h, k)S. Hedurammumo onepanujy cabmpama 3a yriose (h, k)3
u (I, m)§. Tora pamu AeduuucahemMo nonypasan y y DPaBHH
mpBor yria. Ako ce h He nokmama ca k, oHpa je To momypa-
BaH lc?ja CaJipXH NpoAyxeTak h. Axo ce mak k mokmama ca h,
OHIIA je TO HOJIypaBaH «.

Iloasprammo (I, m) xperamy H opa kome he ce 3pax /
NOKJIONATH Ca k, a NoJIypaBaH $ ca MOJyDaBHH Y. Huje temxo
BHJIETH Jia CKyI 3pakoBa cacTaBibeH ox (h, k)s w H 4, myg
jecre yrao y cmmcny mate Aepuunmmie. ITo nedunummjn, ox ce
HasBa 35upoM yriosa (h, k)s m (I, m)j .

Pasnuka yrnosa (h, k)s (!, m)§ nedurame ce ananormo.
VMecTo mosypaBuu Y y3mmamo BEHY ONYHY M CMaTpamo naa
ce pasnuka yriosa (A, k)f—(l, m)§, Kao CKyn 3pakosa, cacToju
O 3pakoBa (h, k)i aK0 Ce M3 TOI CKyma OJCTpaHe 3pamu
H(l, m}} ysumajyhu y 0034p H HHXOBY BHINECTPYKOCT.

Cadnpame ¥ omoysumame yrioBa mMa HCTa CBOjCTBa Kao
4 cadupame H Ofy3MMambe OJcedaKxa.

§ 7. Hexn ommocn mimely crpammma m yriaosa Tpoyria

I'osopuhemo na Tauka C npaBe AB #toso6u opnceyax AB,
HJIA [ia je OHa cpeguna oncedka AB, axo je AC=CB.

Teopema 27. Ceaxu ogcevax AB uma Jjegny u camo jegny
cpeguny. Qsa nexu usmely A u B.

HMoxas. Ilpapa 4B nenu PaBaH Xoja Xpo3 By Opoia3n
Ha /B¢ noiypaBHM: o’ M «’’. V nonypaBHAMAa o« ¥ o' moCTa-
BHMO Ha nonympase AB u BA jemHake yriose u y3MHMO Ha
KpalumMa oBHX yrioBa Tauyke C W D T1ako ma je AC = BD.
Onceqak CD ceve ce ¢ mpasom AB y Tagku O (ca. 11).

W3 jenmakoct Tpoyrmosa ACB u BDA (Teopema 23)
cnema / CBA= / DAB. Opatne ciefy jemHakoct TPOYTJIOBA
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CBD u DAC, mu3 dera 3akibydyjeMo Aa Cy yriaosH ACD m
BDC jempaxu. Cama cy, mo Teopem: 25, Tpoyrmt ACO n
BDO jenmaxu u, mpeMa tomMe, A0 =0B, 10 ject O je cpemm-
Ha oncevyka AB.

Tauke A 1 B He MOry JeXaTH ca HCTe cTpame on O,
jep je Tama A =B (Teopema 16). 3aTo O nexu uamelhy A u B.

JHoxa3zahemMo jeAWHOCT cpenuHe. Y3MHMO Oa oncedak AB

uMa ase cpemune: O; u O,. IlocToju kperame Koje Tauky O,
- OCTaBJba Ha MECTY, a mpaBuM 0,4

U O,B pa3sMmemyje Mmecta. To Kpe-

9 Tame npeBomu Tauky Ay B, a B
y A, momTto je 0,4 =0,B (Teope-
Ma 16). Tauxa O, npesia3d IPH TOM
A . 8 5 5
0
D A C
Cn. 11 Cn. 12

y Hexy Tauky O;. Kaxo je A02'=A0;=Boz, 10 je 0,=0,,
mTo je HemoryhHo, jep O, U O, Jexe ca Pa3HAX CTpaHa OX
0,. Teopema je moka3aHa.

Teopema 28. Hexa je (h, k) yiao xoju obpa3syjy 3pauu
h u k. Taga iociloju jegan u camo jegan 3spax 1 usmehy h u
k Koju.iiosoeu yiao (h, k), wmo jecim (h, I)=(l, k).

Hdoxa3s. IToctraBuMO Ha Kpake yria (h,' k) modes on
TemeHa O jeauake oxnceuke OA4 u OB. Heka je C cpenuHa
onceuxa AB. Tpoyriu AOC m BOC cy jemHaxu (Teopema 26).
OTtyna cnemu jenHaxocT yrioBsa koje 3pak OC obpasyje ca
3pamuma h # k.

Hoxazahemo jemmuocT 3paka /. Heka mocToje OBa TaxBa
3paka /; u l,. OHHE cexy onceuak AB y taykama C, u C,. U3

" jenHakoctH Tpoyriaosa AOC; m BOC,;, AOC, n BOC, cuein

Jla je ceaka O THX Tayaka CpeJdHa OZICeYKa AB. Ho, oBo je
y ompenmu ca IpeTXOOHOM TeopeMoM. Teopema je mokxa3saHa.
Ciiomawroum yriom tpoyriia ABC xon TeMeHa A Ha3WBa
ce yrao cycemaH yriuy A:
Teopema 29. Citonawru yiao wpoyira eehu je ma og
Kojei yHywipawrbei HecycegHol yiaa.
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Hoxa3. Heka je ABC matu Tpoyrao, a O cpequHa CTpa-
Hune BC. IloBymuMo m3 Taike A4 xpo3 O mosynpaBy H IOJO-
XAMO Ha OBY movyeB o Tayke O opcevak jemHak OA. Heka
je D npyrm kxpaj Tor oacedka (ci. 12).

Tauka D nexum y monypaBHH Koja je oapeljeHa mpasom
BC u canpxu mpopmyxerak nosxynpaBe CA. C apyre ctpase,
D nexu y monmypaBHH koja je ompehieHa npaBoM AC M caapxu
nonynpaBy CB. Opatne ciend, mo teopeMd 13, ma ce mody-
npaBa CD nanasu usMely nonynpase CB M NpPOAYXETKa MOJY-
npaBe CA. To nax 3Haum Aa je yrao BCD Mamu 0J cnoJba-
mmer yriua tpoyriia ABC xox temeHa C.

Tpoyrnu ABO u DOC jenuaxu cy (teopema 23); crora
cy yrnosu ABO m DCO, xao oprosapajyhm, jenuaku. ITpema
TOMe, yrao B Tpoyria Mamu je O chooJballler Yrjia KOJ
TeMeHa C. Kako cy B u C 1Ba NpoHW3BOJbHA TEMEHA TPOYIJa,
THME J€ TeOpeMa IoKa3aHa Y NOTIYHOCTH.

Kao nocnenuua oBe Teopeme mobuja ce Ha ¢y y ceéakom
wipoyiay gea yina owimipa, wio jecii mare@ og #pasoi.

E‘eppema 30. IIpase xoje c iipasom koja ux ceue ob6pasyjy
Ha ucitioj ciipanu jeghake cyupoiine yisoee, ne cexy ce. ITocedno,
gee iipase Hopmaane Ha whpehy, He cexy ce.

OBa TeopeMa HEMOCPEAHO NpOW3Ta3d M3 Teopeme 29.

) Teopema 31. Kpo3 ceaxy iwwauky X pasnwu koja cagpxu
upasy a Moxe ce Wosyhu y Woj pasnu iipasa b koja ne ceue a.

3a TO je moBoJbHO moByhH kpo3 Tauky X mpaBy ¢ HOD-
MajiHy Ha a, ma 3aTHM Kpo3 Ty Tauyky mnoByhuw mnpaBy b Hop-
MaJIHy Ha c.

Teopema 32. ¥V ceakom wpoyiny, naciipam eehe cipanuye
AU séehu yiao. M obpaimno, naciipam eehei yira aexu eekia
cilipanuya.

Hoxa3. Heka je ABC patu Tpoyrao u AB > AC. ITo-
CTaBMMO Ha AB mnoyeB oX Tauke A oxceuak jemmak AC. Hexa
je C’ npyrm xpaj Tor oaceuxa. Ilo Teopemn 24, yraosu AC'C
u ACC’ cy jemmaxu. Anm, yrao AC'C, XKao CHOBAlIBH 3a
TPOyrao BC’'C, Behu je ox yrma ABC. — OGpaTHO TBpheme
JloXa3yje ce MHAUPEKTHO.

Teopema 33. ¥V iapoyiay je ceaxa ciipanuya Mara og
3bupa a eeha og pasauxe gpyiux geejy cildpanuya.

Hoxas. Hexa je ABC matu Tpoyrao. Ha npoxmyxerak
oJcevka AB'I'IpeKO Ta4ke B NOCTaBUMO, C jeAHHAM KpajeM Yy
B, oxcevax jemHak BC. Ilobmhemo Tauky C’'. Kako je yrao
BC’C jemwax yrmy BCC’, 10 je on Mamu ox yrma ACC'. Ilo
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TeopeMd 33 omatiie cireim Ja je oxacedak AC mawu omx AC,
a oBaj je jemHax 35mpy AB m BC.

Tepheme 0 pa3nuny CTpaHHlAa HOKa3yje Ce aHAJIOTHAM
pacyhuBameM.

§ 8. Axcrmoma HempexkHJAHOCTH

YeTBpTa rpyna akcuoma he ce Xox HAC cacTojaTH of
jemHe akcmomMe — JIeICKMHIOBE aKCHOME.

Axcnoma IV. Axo cy tuauxe upase iiogesbene HA gee He-
éipasne kaace iWiako ga y jeghome 0g gea cMepa Ha upasoj
ceaka whauka ipee Kaace upeiixogu ceéaxoj wauku gpyie Kaace,
aga uau y @peoj Kaacu uocidoju WaAYKa Koja ciegu 3a CeUM
ociiaauM ihaukama ipee Kkaace uau 'y gpyioj Kaacu uocwoju
flauka Koja upemixogu ceuM ocidasum taykama gpyie Kiace.

Teopema 34. Hexa je na iipagoj gaiti beckoHauan Hu3
wauaka A, Ay, Ay, ... KOju 3agoeosasa ycaose:

1. y jegnom og gsea cmepa

A< <4< -

2. AAy=A; A= - - -

Taga ke ce, ma xakea Ousa iwhauka B > A, nahu waxeo
n ga je B< A,.

INMoxas. IIpeTnocTtaBEMO fa je TBpYjeme HETAYHO H J1a,
npema ToMe, OWIO 3a koje n A, < B. Ilomenumo cBe Tauke
npaBe Ha JBe kjace Ha cieaehn Haumn. Tauky X pomemahemo
Opyroj kjiacu ako je Ma 3a koje n 4, < X. Ocrane Tauke
mopesmhieMO NpPBOj KJIacH.

Ha T1aj HauuH, y npsoj kjacu Hahm he ce cBe Tauke A,
4 cBaka Tayka X Koja mpeTxonad dap jemHoj Tadku A4, (X < A4,).
W. npeMa Tome, CBaka Tauka IIpBe KJace MPETXOIU CBAKOj TaYKH
apyre kiace. O4uriieZiHO, HUjeTHA OJf TMX Kjaca HHje Ipa3Ha:
Ipyra Kjaca caipXH Tayky B, a mpBa cBe Tauke 4,.

Heka je C Tauka unje je nocrojame YTBPHEHO akCHOMOM
IV. Tauka C He mOKJama ce HH ca jeSHOM Ta4ykoM A,, jep ou
y CympOTHOM Clly4ajy Tauka A,.; Ouna y apyroj kaacu. IIpema
TOoMe, Ma 3a koje n A, < C.

V3mumo Ha npaBoj Tauky D TakBy Aa D < C u CD = AA,.
Tauka D He mokjama ce HH Ca jeTHOM TaikoM A,, jep Ou
uHaye Omno C= A,y 1, mTo je HeMoryhno. Kako D mnpunaga
npBoj knacd (D<C) M He MOKJIama ce HH Ca jeJTHOM Ta4koM A,
TO . mocToju Tauka A, TakBa Ja D < 4,. VYTommko mpe
D < A,.,. Kaxo je, mopex tora, 4, << C u A2 < C, TO 0A-
cedax A,A,,, npunaga CD, mto je Hemoryhuo (CD < A,An+2)-
Teopema je moKa3aHa.
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Onceuax 4B ce, mo neuHHIMjH, cacTOjH OX Tayaka Koje
nexe usMehy A4 u B. Kaja je ped 0 3aTBOpEHOM O/CEUKy,
Taa ce y IbEroBe Tayke yOpajajy W Heros kpajesu A, B.

Teopema 35. Hexa je gaiti deckonauan Hu3 3aiiéopeHux
ogcevaka A,B, Ha #ipasoj, dpu ueMy ce ceéaxu caegehu ogceuak
cagpxu y upeiixogHom. Heka, game, ne #iocilioju ogceuak Koju
bu buo marmu Mma og Kojei og ogceuaka A,B,. Taga wociwioju
Jegha jeguna wiauxa C Koja #dipuilaga ceum ogceuyuma A, B,.

O oxas3. He orpammyaBajyhu onmrocT, MOXemMO CMa- '
TpaTd Aa Ma 3a koje n A,< B,. Kako 3a m <n opncevak
A, B, npunapa A4, B, un A,<B,, a A, <B,. T0 A,<B, 1

Ay <B,. Ha T1aj HayuH Ma 3a koje m H n A, < B,,.

Ilopenumo MHOMTBO Tayaka mpaBe Ha ABe Kiace. JIpy-
roj KuacM HOAENTMMO CBe Taike B,, a Takohs m Ma Kojyi
Tayky X koja cmeam Oap 3a jemHoMm Taukom B, (B, < X).
IIpBoj xnacu AomenHMo ocraje Tauke. Ha Taj HauyuH, npBa
Kjlaca CacCTOjH ce OX Tayaka X Koje IpeTXOJe CBMM Taukama B,.
(X < B,). IlpeMa TOME, CBaka Tadka NpBe KJace IPETXOMH
CBaKOj TaykH Apyre kiace. OuYuriieHO, HHjeAHA OJ THX Kiaca
HHje mpa3Ha: Tayke Koje MpeTXoje A, mpumajajy mpBoj KJIacH,
a Tayke Koje ciefe 3a B, ApPYroj XiacH.

Heka je C Tauka 4mje ce mocrojame yTBphyje akcCHOMOM
IV. IloxazaheMo na oma mpunaga cBAM ojceyuuma A, B,.
He nocroju Tauka B, xoja nperxoam C, jep 6, y CynpoTHOM
ciy4ajy, 3a Tayke X opaceuka B,C Smio X < C, a To cy Ta-
9yKe JApyre Kijace.

Axo ce tayka C nokmana ca A,, CBe Tauke Anrg (@>0)
nokjanajy ce ca A,. Y cynpoTHoM ciy4ajy, momro A, < Anigs
Tayke oxacevka A, A,i, Npunagaie Ou ApPYyroj KjacH, a YjeAHO
CBaKa TaKBa Ta4yka NPETXOAU A,y,, ITO je HemoryhHo. Oma-

+THe cuelu Jna, ako je A,=C, taga Ttauka C npumaga CBHAM

ofceunuMa 4, B, 3a p>n jep je oHa BHUXOB 3ajeJHAYKH Kpaj,
a opeax n—1 opacedaka cajgpke Ty Tauyky 300r HauMHa
yKIbyYMBama OJcCeYaxka Koju je mpeiBubeH y Teopemu.

Ananorno ce pasmarpa caydaj kax ce C mokjiama c je-
JHOM o Tavaka B,.

Hekxa ce, Hamocierky, tayka C He NOKJIama HU ca je-
AHOM on Tavaka A, u B,. Kako cBaka Tauka 4, npmnaga
IpPBO) KJacH, a ¢Baka Tadka B, Apyroj xjiacu, To je 4, < C < B,
Ma 32 kxoje n. OBo mak 3Haud Aa C NpUnaja CBMM OJcCeY-
numa A, B,.

Hoxz3ahemo jemunoct Tauke C. IlpeTnocTaBuMo Aa mo-
croje ase Tauyke C; U C, Koje mpumagajy CBHM OICEYLAMA
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A, B,. Tapa u onceyak C,C, mnpunaja CBaKOM OJI oO/cevyaka
A, B,. Hexa je C xoja dmno Tauka onceika C,C,. Oncevax
CC, mamiu je on C,C,, ma je, mpeMa ToMe, Malbd 4 Ma OJ
Kojer oxcedka A, B,, IITO je ONPEYHO YCIOBY TeopeMe.

TeopeMa je IHoKa3aHa.

V [ApyraM H3narambAMa 4eTBPTa Ipyna akCHOMa CaApXku
aBe akcaoMe. TBpheme jefiHe ol BHAX NOAyAapa ce ca TBphemem
Teopeme 34. OBy TeopeMy yBco je jomr ApXHMeA, na ce 30Be
ApxumeJoBa TeOpeMa.

JIpyry akcuomy 4dHM TBpBeme Teopeme 35 Oe3 jeauHo-
ctu tauke C. Ta ce akcmoma 3oBe Kanroposa akcmoma,

§ 9. Ilpecex npake H Kpyra, mpeceKk JBa Kpyra

Heka je O Tauka y paBHH «, a r JaTH oicedak. Kpyiom
ca yeniipom O u 0AYUPEUHUKOM ' HA3UBAMO CKYi C6UX u‘taflak:a
X pasnu 3a koje je OX=r. One Tauke X paBHH 3a Koje je
OX <r 30By ce yHyTpalllhe y OJHOCY Ha Kpyr, a OHe Tadke
3a koje je OX>r 30By Ce CHOJbALIE,

Teopema 36. Hexa je ¢ xpyi ¢ uenimipom O u ioasyipeu-
HukoM r. Axo #pasa a upoaasu Kpo3 YHYUWPpaAwry Wayxy P,
waga ona ceue Kpyi y geemMa u camo geema WayKama.

Moxas. Paimarpamo ABa ciyyaja: 1) mpasa @ mponasu
Kpo3 O; 2) npaBa a He npojasu Kpo3 O. YV mpBoM ciyuajy
TBpheme TeopeMe je OYMIJIEAHO, jep Ha CBAaKOj OX IOJYNpaBHX
npaBe a oapeheHnx Taukom O OOCTOjH jenHa Tauka X Takea
ma je OX=r (teopema 16).

PasmoTpamo npyru ciydaj. IloByuumo xpo3 O mnpasy
HopMmaiaHy Ha a. OHa cede a y Hekoj Tauku 4. Tspaumo ja
je A yHyTpamma Tadka. 3auCTa, akO C¢ OHa He mokiana ca P,
(axo ce nokyana ca P, OHa je Tafia yHYTpallllka N0 YCIIOBY), TPO-
yrao OAP je nmpaBOyIiiA 4, carjacHo TeopeMu 32, 04 <OP<r.

Tauka A4 remu DpaBy a Ha [JBe IOJynpaBe a: ua'.
IlomenuMo cBe Tayke mnpaBe & Ha JBe kiace. IIpBoj Kiacu
JOJeIMMO CBE Tauke HOJynpaBe a’ ¥ Takole CBE OHE Tauke
X nonynpase a'’ 3a xoje je OX <r, a npyroj Kiac CBe oCTaje
Tauke npase. IlokasaheMo 1a Ta mojeiga Ta4aka Ipase Ha
KJIace 3aJ0BOJbaBa YCJIOB akcmome IV.

Ilpsa kiaca HHje mpasHa, jep joj mpunaja mOJiympasa a.
Ha nomympaBoj @’ moctoju Tauka X Takea Ja je AX=r.
OBa Tayka Npumaja ApYroj Kjiacy, NOIMITO U3 HPaBOYIJIOT
Ttpoyrna OAX cnegw OX> AX=r. Ha Taj HavyuH, HHJeAHA
Kjlaca HHje Ipa3Ha.
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Hekxa je X Tauka mpBe kiace, a Y Tauka Jpyre Kjace.
ITokasahemo na X <Y. Tepheme je ounrieano ako X mpumaja
nonynpaBoj. @’. Hexa X npunaza nomympasoj a'’.

IIpernocraBamo ga Y <X. Vrao OYA je omrap, ma je,
npeMa Tome, yrao OYX tyn. Kako je yrao OXA omrap, y
Tpoyrmy OXY je OY<OX<r, Tto jecT ,Y mnpmnaga npsoj
KJIacH, HITO je OIPEYHO YCIIOBY. _

Hexa je D Tauka koja BpIIM HOZJeNly Ha KJace CarjacHo
akcuomu IV. Ilokazahemo ma je OD=r.

IIpetnoctaBEMo na je OD <r. ITonmoxumo u3 Tauke D.y
cMepy moaynpase.a’’ oacedak jemHax r— OD. Hexa je E mpyru
kpaj Tor oxcedka. IIo Teopemu 33 mpHUMEEmEHOj Ha TpPOyrao
ODE, OE<r. IIlpema Tome, E mpunada npBoj KjacdH, ajlM TO
je HemoryhHO jep je D <E. AHamorHo ce odapa mpeTmoOcTaBKa
OD>r. Ha Taj HaumH, OD=r, © Tauka D je mpecek Kpyra
¥ noiaynpase a'’.

HoxazalieMo jemuHocT Tauke D.

V3mMuMO [a mocToje ABe Tadke npeceka Ioiynpase a’’
4 kpyra: D, m D,. Hexka je D cpenuna onceyka D,D,. U3
jemaaxocta TpoyrioBa OD,D u OD,D cnemm na je OD mop-
MaJHO Ha @. AuH, oBO je HeMOryhHO jep je, Ha OCHOBY Teo-
peme 22, A=D, a Tauke D, u D, nexe ca jeqHe CTPaHE TauKe A.

AHaJIOTHO ce HOKa3yje IIOCTOjameé W jEeNMHOCT IpecevHe
Ta4ykKe nonynpaBe a’ u kpyra. Teopema je Ioka3zaHa.

Teopema 37. Heka cy gaiia géa Kpyia ¢, u ¢, ca ueh-
wpuma Oy, O, u HoAyupeuHUYUMa ry, ry, apu uemy je
n<ry, rp—r<0,0,<r+r,.

Taga oéu kpyiosu umajy geée u camo gée Wiauke éipecexa.

Hoka3 oBe TeopeMe ce Takolje DHTHO ocClIama Ha AaKCH-
OMY HempeKHAHOCTH. Mu ra HeheMO H3BOJWTH.

§ 10. Mepewe oacedaka H yrJjosa
Teopema 38. Ilociioju jegna jeguna ynkuuja p. xoja je
gedunucana Ha ceum ogceuyuma u 3agosomasa caegehe ycaose:
1. 3a ceaxu ogceuax AB: je p.(AB) > 0. ‘
2. Axo cy ogceuyu AB u CD jegnaxu, waga je p.(AB) =
‘=u (CD). : ;
‘3. Ako ce wauka C Hasaszu usmehy wavaxa A u B, wWaga je

t (4C) + . (CB) = . (4B).
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4. 3a nexu ogcevax AyB, je p.(AyBy)=1.

Bpoj w ce 30Be Mepa gyKuHe OACEYKa, a OAceYak A,B,
jegunuua 3a Meperbe gyiKuHe. '

AHajiorHa TeopeMa BaXH 32 YIJIOBe. -

Teopema 39. Iocitioju jegna jeguna @ymkuuja & xoja je
gegunucana 3a cée yinose u 3agoeobasa ycaose:
' 1. 3a ceaxu yiao (h, k) je % (h, k) > 0.

2. Axo cy yinosu (h, k) u (I, m) jegnaxu, wmaga .je
& (h, k)=3(1, m).

3. Axo ce spax | nasasu usmehy h u k, wmaga je

S, D)+9 0, k)=9(, k).

4. 3a nexu yiao (hy, ko) je 9 (ho, ko)=1. -

Bpoj 9 30Be ce mepa yiaa, a yrao (hy, ko) jegunuya 3a
Meperve yiaa. - :

Mu hemo ce OrpaHMYMTH Ha Ji0OKa3 Teopeme 38; Teopema
39 ce y 3HATHOj MepH HOKa3yje Ha aHAJOraH HaYHH.

IMoxa3s Teopeme 38. KomcTpymmmmo HM3 ofcevaka 3y,
8,, 8, ... OF Kojux je cmakm cnegehm 1Ba nyra Mamd OX
OPETXOAHOT, TO jeCT

8n+ 8,, =8n—la

a 8,=AyB,. Obenexumo Ha mpaBoj AB OHaj cMep y KoMe
A<B ¥ KOHCTpyWIIAMO HA3 Tadaka A, Ay, A, .. Taxkas na
A<A, <Ay, ... w Aj_,A4;=3, Hexa je A, 1pBa Tayka OBOT
HH3a XOja He IpHmajga ojcedky AB. Takea Tayka IOCTOJM Ha
ocioBy Teopeme 34. OumriemHo, axo je m>1, Tana Am—;
npunmaga oacedky AB. VBenumo o3Hake
m—1 m

DT Ty |

VI3 HauMHa KOHCTpyHCama Tauke A, ClIeId Ha, Kax n— oo,
AW3 4, He omajga, a b, He pacte. Kaxo, cem Tora, b,—a,~0,
OBM HHU30BH HMMajy 3ajeAHUYKY rpanuny (. (4B).

Jlaxo je BumeTH na (QyHKIMja g KOjy CMO KOHCTpyHCAJH
uMa ciiegeha cBojcTBa: :

a) Axo je a=a’, Taja je p(a)=w(a),

b) @ (m3,)=m/2" |

c) Axo je a<da', Tama je u(a)<p(a)-

TIpBO CBOjCTBO je OYMIIENHO, jep ce 3a oxcevke ¢ H 4’
HU30BM 4, H b, koju nmedumumy p moxnamajy. Hda ducmo Jni0-
Ka3ad¥ CBOjCTBO b) MOBOJLHO je Ja 3ala3mmo Ja CBH. by
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OAiceuka m3, umajy, Sap 3a k> n, jemny ucry BpemHOCT m/2".
Hajsan, cBojetso ¢) cnenn u3 wnmenume Jia, OYHIJIeIHO, HA30BH
b, na opceumuma a u o' 3a/10BOJbaBajy ycioB b, < b;.

Hoxa3saliemo caga cBojctBa 1—4 HaseaeHa Yy Teopemu.
Apyro u werspro CBOjcTBO Cy Beh mokaszamu. Ha Taj HaYAH
IpeocTaje Ja ce mpoBepH npso # Tpehe. ITourUMO on mpBOTa.

ITo Teopemu 34, mocroju Takeo n Aa je n(AB)>A,B,.
V3mumo 5poj p TakaB na je n<2”. Tapma he, 35or n(AB)>
>2°3,>n8, duru AB>3,. Y, npema Tome, ®(4B)>1/27>0,

Hoxaxmnmo Tpehe cBojcTo. OBo CBOjcTBO je npunEymHO
OYHIJICHO aKO je CBak¥ ON onceyaxa AC, CB, a 10 3Haum u
AB, cacTaBibeH O M3BeCHOr Opoja oxcevaxa §,.

3anasumo cana ma ce, ma kakaB W0 oxceuak d, 3a no-
BOJbHO BEJIMKO 7 MOXe€ HAaBECTH Opoj m TakaB nma oJicevax

d,=m3, nehe Guth Behu ox d, a oxcewax d:=(m+ 1)3, me-
he SuTH Mamu op d. ITocrojame TaxBor m yrBphyje ce xom-
CTPYKLIMjOM KOja je HaBeneHa Y moueTky noxasa. Kako je
’ ’” ’7, ’ l
w@)<p@<pd,), a u(dn)—u(dn)=27,

TO heMo, kan n— oo, uMaTH na

b@)-pd) 1 w@d)-u@).

Konctpyucafiemo cama 3a onceuke AC v CB Hu30Be
oncevaka d, u d, m oSemexasaliemo ux ca a, m a,, OmHOC-
Ho ca b, u b,

Kaxo je a,-- b, <AB<a, +b,, To je
B(@ntbs) <i(4B) < (ar +by).
AJlH, I0 OHOM IITO je HOKA3aHO HMaMmo
B(@ntby) = @) +ur), w(ay+ b)) =w(@)+u(br).
Opatne je
B(@n)+w (by) < 1 (4B) < u (d) + 1 (5).
Ilpenasehu na TpaHULy I0dujamo
w(4B)=p(4AC)+u(CB).
Ha Taj maymn, bynkuuja p 3amcra uma cBojcTBa 1—4.

Hoxasahiemo jemunocr dynxmuje 1. Hexa mmamo nse
(yrxnmuje w, u p, ca cBojcteaMa 1—4. Kaxo je w(®)=1, n3
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1 ;
j u
csojcTBa 3 cield nAa je i (8,,)=—2—". 3aTtuMm, u3 cBojcTaBa 1

3 cieau MOHOTOHOCT yHKIMja (;, TO jecT
w(@) <u; () axo je a<b.

KoHCTpyHIIMMO 3a JAaTH OJCEYaK @ OHACEYKe a, M a,
cacTaBibeHe ofn 8, Tanma je

(@) <1 (@) <py(@n),  ta(an) < pa(a) <palan).
Kako je a, =an+3,, To je

’”. ’ 1
i (@n) — i (an)= ? .

, Opatne cnemu Aa je

1

|11 (@) ~ 1 (@) | <

Ma 3a koje n, a TO 3HaYM Ha je 1 (@) =y, (a@). JemanocT d;)l;l;-
Kodje p je yTBphieHa M Teopema je y MOTIYHOCTH JIOKa3 -
Teopema 39. Ma xakae duo io3uiliusan Opoj o, #ocidoju
ogceyax a wmaxas ga je p(a)=a. ' )

! 3ancTa, XOHCTPYMIIMMO JBa HA3a NO3MTHBHEX Dpojesa «, .

, ’ j j Tako Ja je IpBH
o, obimuxka m[2¥ Kkoju KOHBEprHpajy Xa o !
Henona,uajyhu, a npyra Hepactyhd. Om:x,rnenyo, MOCTOje OJceYnH
a, M a, TakBu 13 je w(@) =0, w(@n) =0 -

" H;noxnmo Ha [paBy g M3 HEKe HCHE Tauke A onceuke
an, W d, y jemaom cmepy. Hexa cy A, " A",, xpa_!enu mx
oacedaka. ITo Tteopemm 35, cBu oxceuuu A, A, UMajy 3ajen-
HHYKY Tadkxy B.

Ounrsienuo, p.(AB)=«.

§ 11. Axcuoma mapanensocTH. C.mdHoct ¢urypa

ITeta rpyna axcMoMa cacToji ce OX jeaHe aKCHOMe—dKCH-
OMe NapajIeTHOCTH.

Axcuoma V. Kpos gaimy u7aux;y 8an gfnﬂe tipase Md:;m
ce #oeyhu y paenu Hajeuwe jegHna iipasa Koja He ceue gauy.

OBa npaBa 30Be ce éapasesHa upasa.

AxcuomoM V 3aBplIaBa ce CHCTEM aKCHOMa CYKJIFI(I:ZI((:
reomeTpuje. V HapenHoj riaBd Oumhe moka3amo Ha ce ::f:o o
TeM aKCHOMa He MOXe NONYyHHTH HOBHM aKCHOMaMa ko, I
OoBE He NpOH3ja3e u3 akcuoma I—V M He HpOTHUBpE .
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ITomohy akcHOMe mapalelHOCTH MOIy Ce JOODMTH HOBE
qumenane Eyxmmmose reomerpuje. HasemfieMo Hexe o7 mHX.

Teopema 40. Ceaxa #pasa cexyhu ce ¢ geema iuapasen-
HuM ipasuma odpasyje jegHake cairacke yinose.

Hoxa3. Heka cy @ u b 1IBe mapasnejue npase, ¢ mpa-
Ba KOja HX cede, a 4 u B Tauke mnpeceka. Ilo Teopemu 30,
Kpo3 Tauyky B mponasu mpasa b’ Koja HE ce¥e d, Tako JAa Cy
onarosapajyhm yrnmoed mox kojuMa mnpasé a u b’ cexy mnpa-
By c¢ jemmaxd. Ho, mo akcmomu V mpasa b’ mokmama ce ca b.
Teopema je moka3aHa. .

TeopeMa 41. V ceaxom ilpoyiasy 36up’yinoea jegnax je ca
gea upasa yiaa.

Hdoxa3. Heka je ABC natu Tpoyrao. IToBymamo kpo3
C mpaBy napanendy AB. JIse nmoxympaBc Ha Koje Ty IIpaBy
Jesm taika C wm monynpaBe CA m CB obpa3syjy Tp yria.
Jeman on ®uX je yrao C Tpoyria, a ocraja OBa Cy Ha OCHO-
By TeopeMe 40 jemmaka yrioBuMa A u B Tpoyrima. Opatie
ciuena na je 35up yrmoma Tpoyria ABC jemHak ca ABa IpaBa
yria. .

YeTBOopoyrao ce 30Be #apaiesoipaM aKo Cy My Cynpo-
THE CTPaHWIE IapaliejHe.

TeopeMa 42. YV ceaxom udpasesoipamy cyupoiinu yiaoeu
cy jegnaxu, 30up yinoea Ha jegHoj cilipanuuu jegHax je ca gea
ipasa yina, cyupouine ciipanuye cy jegHaxe.

Hoxas. Ilppa nsa TBphema HEMOCPEJHO IpOH3JIa3e
u3 Teopeme 40 M M3 cBOjcTaBa CYIUIEMEHTHHX W YHAaKPCHHX
yraoBa. Tpehe TBpheme ciaefd H3 jeAHAKOCTH TPOYIJIOBa Ha
KOje AdjaroHaje HAejle Napaejiorpam.

Teopema 43. Heka cy a, b, ¢ wmpu iipase koje ce cekxy
gee o gee. Yculociiasumo KopecilongeHyujy whavaka upasux a
u b #pojexiiosarvem iiomohy ipasux iapasesnux c. Taga cy
ogioeapajyhu ogceuyu ipasux a u b #poulopyuoHainu.

Hdoxa3. U3 akcuome V ciegu [a cBaka npaBa Inapa-
JleHa ¢ cede @ H b, Tako [da je mOMeHyTa KOPECHOHICHIH]ja
Tajaka cTBapHO Moryhra. Jlako je BHIOETH Mda jeIHAKAM
oJiceynMMa INpaBe @ OAroBapajy jeAHaKH OJcevYld npase b.

KopecnonaupajMo cBakOM OACCYKY O, mpaBe a Opoj v
(32) jemmax myxmuu = u (35) oArosapajyher My ofcedka mpase b.
®ynKIMja OAceuka v 3aJ0BOJbaBa yciaose 1—3 Teopeme 38 m,
opeMa TOMeE, pasjidkyje ce OJ AyXHHE CamMO [0 HEKOM MHO-
xuonmy. Ha Taj HaumH je

‘o v (3a) =k 11.(3p).
TeopemMa. je- joka3aHa.
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Teopema 44. [léa wpoyisa ca o gea peciiexiliusHo je-
gHaka yind caudHa cy.

Mokas. Hexa cy ABC u A4,B,C, pate TPOYIJIH, IpH
vemy je / A=/ A, / B=/ B,. Ilo Teopemu 40 je / C=
= / C,. IlomMepnMo TpOyrao A,B,C; Tako Ja ce Ieroso
teme C, mokaonu ca C, a TemeHa A, W B, npebhy pecnexTueHo
y Tauxe A, W B, monympasux C4 u CB. _

Kako cy Tpoyra 4,B,C; m A,B,C jenHaku, yrao A,
tpoyria A, B, C jemmak je yriuy A Tpoyria ABC. Ilpema
tome, mpaBe A, C; 1 AC cy mapanenne. Opatie DpoH3Nasw,
no TeopeMd 43, NMPONOPUHOHAIHOCT OACEYaKa : . ‘

C4, CB,
CA CB
(Pamu xpaher mucama, MyXHHE O/icedaka O3HadYeHe CY CaMuM

oacevnydMa.)
Kaxo je CAy=C; 4;, CB,=C; B,, TO je

G4 _GB
CA CB
Ananor{o ce noduja
GB_AB
CB 4B

Teopema je Noka3aHa.

Jloka3® ABajy APYTHX KPHTEPHjyMa CIAYHOCTH TPOYIJIOBA,
NO3HATH H3 Cpefmbe IIKOJIE, HE NMPHYNEHaBajy Temxkohe. Mu
nx HehieMO HABOIWTH.

Ha xpajy hemo HamoMenyTH Aa ce momohy Teopeme 44
MoXe nokasaTu ITutaropmHa Teopema.

Teopema 45. 36up reagpaiia gyxuHd kaiewia Upagoyisol
wpoyina jegHak je xkeagpaidy gyxiuHe XuiloudeHyse.

JOoxa3. Heka je ABC mpaBoyrnu Tpoyrao W C Ipas
yrao. CnyctuMo Hopmany CD wu3 TemeHa mpaBor yria Ha XH-
noteny3y. Iloamoxje D Hopmaie Hanasu ce usmehy A # B.
3amcTa, ako OMCMO y3end da ce A ¥ B Hanase ca MCTe CTpa-
He on D, mouum SWcMO y ompeky ¢ TeopeMoM 29.

U3 camyHOCTH Tpoyriosa ABC, ACD m BCD cnene
nmponopugje

AD AC BD BC

AC AB’ BC AB’
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Opatae je
AC2=AB-AD, BC2=BD-AB.
Cabupajylin oBe jeaHaKocTH Aoduhemo
AC?+ BC?= AB2.

TeopeMa je mOKa3aHa.

OpuM hemMO 3aBpIUMTH H3Jaralkbe YHHCHAYKOr MaTepu-
jama emeMeHTapHe reomerpuje. Jlodujame HabUX Teopema He
npuuAmbaBa Temwkohe. J[okasM THX TeOpeMa, YATAONy IO3Ha-

TH M3 CpeAmOINKOJCKOr Kypca, Beh cy mosospHO Oecmpekop-
HH, TaKO Oa BHXOBO IOHaBJbalke HHjE IEIUCXOMHO.

I'nasa III
UCIIMTUBABE AKCUOMA EVKIIMACKE 'EOMETPUJE

§ 1. JlexapToBa peajH3alHja CHCTEMAa aKCHOMA eyKIHJICKe
reoMerTpHje

V Be3u ¢ aKCHOMATCKOM H3rpajlbOM EYKIHACKe TeoMe-
TpHie IPUPOJHO Ce MOCTaBJbajy ciedeha Tpu mATama:

1. Huje 1M CHCTEM akCHOMA KOjH CMO YCBOjUIM IPOTHB-
peyaH, TO jecT Huje i MOTYRHO IyTeM JIOTHYKHX pacyhuBama
W3BECTH W3 TOT CHCTEMa JBe IOCiefuIe Koje ce Y3ajaMHO
HCKIBY1Yjy?

2. Jla nE je cHCTeM aKCHOMa IOTIYH, TO jeCT MOXe JA
ce OH NMONYHHTH HOBHM akCHOMaMa Koje He OH NpOTHBpedHIIe
Beh ycBOjeHMM aKcHOMaMma W He OH U3 OBHX INpoH3Jasmie?

3. Jecy I ycBOjeHE akCHOMe HE3aBACHE, TO jECT He
OpoH3/ia3e JId HeKe akCHOME M3 OCTaJIhX?

Pememe OBHX IUTama, koje hieMo JaTH y OBOj IJaBH,
TECHO je NOBE3aHO C KOHCTPYHCAHkeM KOHKDETHHX peajd3amuja
cHcTeMa akcHoMa. Peaausayuja je yka3suBame TPHjy BpCTa
IpeAMeTa NPOH3BOJbHE NPHPOAE KOJH Ce YCJOBHO HA3HBAjy
,,Ta4KaMa‘‘, ,,NpaBAMa‘‘ H ,,paBHEMA‘‘ M TPHjy omHOca Meby
OBAMa, KOju ce (OZHOCH) YCJIOBHO H3paxaBajy peYdma ,,IpH-
majaTe‘’, ,,IpeTXONMTH H ,KpeTame’‘, H 3a Koje cy, 30or
IbAXOBOT KOHKPETHOIr CajpXaja, aKCHOME HCIyHCHE.

‘CTBap je y TOMe IITO C€, 33 Da3JHKy OJ H3Jarama y
,,BJIEMEHTEMA*‘, TAe Cy, Kao INTO 3HaAMO, CaApXaHH OMHCH
OCHOBHHMX OO0jekaTa — Ta4yaka, IPaBHX H PaBHH, — Yy HameM
H3jaraly O OBMMAa He IOBODH HHMINTA IPEKO OHOTa INTO je
H3paXeHO y aKkCHoMaMa. 3aTo Ce CBH HAIIH 3aK/byIHd OJHOCE
Ha CTBapM NpPOH3BOJbHE IPHPOJE, CaMO ako Cy 3a -OBe H 33
omHOce Mely BUMa — a TH OAHOCH MOry Takole SHTH Haieko
OX OYHIJIEAHAX NpeACcTaBa — AKCHOME HCOYEEHE.

V Besu ¢ THM EyknmmoBa reoMerpmja Aomymnra Oecko-
HAYHO MHOTO peajm3anuja. 3amcra, Heka je S Ma Kxoje odo-
CTPaHO jeDHO3HAYHO NpeCIMKaBamke MHOmMTBA E CBHX Tadaka
Koje Smio peanm3anuje Ha cede caMO HJIH Ha APYro MHOIITBO,
Koje hemo obenexmna ca R. Enemente mmomrsa R Hasupa-

4 IIpenasama M3 OCHOBA FEOMCTPHjC
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hemo rtaukama. IlpaBuma (paBHEMa) HasmBaheMO MOAMHOIITBA
ox R cacraBjbena on nukoBa npasux (paBHH). OpmHoce npH-
NajHOCTA W TNOPETKa W KpeTame AeduHmcaliemo momohy oxro-
Bapajyhux ommoca mpBoSuTHEX nukoBa y E. Jlako je BHIETH
Ala Cy 3a eleMeHTe R Kao Tayke M 3a HaBeJeHa TOAMHOIITBA
NIPaBHX M DaBHH HCNYEEHE CBE aKCHOME.

Cana hemo mokasaTH jeaHy on peaiamsaupja crCTeMa
aKCHOMa EyKJIHJICKE IEOMETDHje — T3B. Hexapitiosy peaau-
3ayujy. JeNHOCTaBHOCTH paju, MH hemo KOHCTpyHcaTH peann-
3aldjy PaBHOT CHCTEMa akcHOMa. AJwd, HHje TEIIKO YBEPHUTH
Ce Ia je TakBa HMCTa KOHCTpyKuHja MoryhHa u 3a MPOCTOPHU
CHCTEM.

Taukom hemo HasuBaTH Ma KOjH map peannux Opojesa
X H y ysetux y onpehsHom mopstky (X, y), a ose G&pojese
3BalieMO KoopAWHaTaMa Tauke. IIpaBom hemo 3BaTH CKYII CBHX
Tayaka 4Mje KOODAHMHATE 3a/(0BOJbABajy JHHEAPHY jemHAYMHY

ax+by+c=0.

OBy jenHaunHy Ha3HBAMO jeJHAYMHOM ILpaBe, opaBe x=0 u
y=0 XoopaMHATHAM ocama, a TauKy (0, 0) koopaMHATHHEM
MOYETKOM. :

Mu hemo rosopuTH na Tauka mpumana IpaBoj ako je
OHa jefHAa OX WeHHX Tayaka. Ha Taj Hauun, Tauxa opumana
TNPaBOj aKO HEHe KOOpAMHATE 3a10BOJHABAjy jemHaunHy mpase.

Ilopenax Tavaka Ha IpaBoj 3a/aTOj jeAHAYAHOM ax+ by +
¢=0 nepunumemo Ha ciemehnm Hawmm. Axo je b0, Tama ce
41 (x1, y)) <Ay (xp, y») y jemmom cmepy ompelbyje ycmosom
X1<.Xy, @ y CYOPOTHOM CMEpY yCIOBOM X,<X;. Ako je b=0,
Taja ce A;<A, y jenmom cMepy onpebyje ycnosom y,< Vs, 2
Y CYHPOTHOM CMEpPY YCIIOBOM y,<<J;. -

Kperame he ce cactojatm y Tome mto he ce y CBakoj
Taukd (X, y) KOpecHOHAWpaTH Tadka (x’, ') mno cuemehmm
dbopmynama:

X' =xcos ¥—eysin ¥ +aq,

*

Y =xsind+eycos 9+, ©
rpe.cy 9, a, b ma xoju Opojesu, e= -+ 1. 3a npaBy ce Kpe-
Tabe NeQUHHINE KpeTameM BCHHX Tadaka. 350T JHHEapHOCTH
U jeHO3HAYHE DEILBEBOCTA (GOpMy.Ia (*) oHO 3amcra Ha no-
Ka3aHd HaYMH CBaKoj IPaBOj KOPECIOHAMpPAa NpaBy.

IIpu TakBOM KOHKDETHOM CXBAaTamy Ta¥aka M OpaBHX M
omHOCA ‘MeDy BHMa CBaka Ol aKCHOMA eyKJIHACKE TeOMETpHje
Ipe/ICTaB/ba HEKO TBpheme KOje Ce OMHOCH Ha pealHe OpojeBe.
Cana hemo mokasatu Ja cBako Of THX TBpheBma 3aHCTA BaXH
Ha' OCHOBY oxrosapajyimx TeopemMa apHTMETHKE.

.
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§ 2. V [lexapToBoj peajM3amdjH HCHYH€HEe Cy aKCHOMe
eyKIH/CKe reoMerpHje :

Axcuoma I;. Ma xakse Ouie Tauke (X, y;) M (x5, ys),
NOCTOjH NpaBa KOja Kpo3 EHX NpoJiasd.

3auncra, npasa
(x=xp) (Ya—y)—(¥—=y1) - (%3—x)=0
npoJyiasu kKpo3 00z Tauke (Xy, yq) U (X3, Va).

Axcnoma I,. Ma xakse Omie aBe Tauke (X, y;) H (X3, Vy),
NOCTOjH HajBMIIC jefHA NIpaBa Koja KpPO3 Te Tauyke NpOJas3H.

HonyctuMo cynpoTHo. Heka xpo3 Tauke (xy, ;) H (X3, Vp)
mpoJjia3e ABe IMpaBe

ax+by+c=0, a;x+b,y+c¢,=0.

Kako cucTeM OJ JABe JIHHeapHe jeOHAYWHE Ca JBEe HEIMO3HATe
¥Ma BHILE OJ jeHOT pellera, jeHAYHHe Cy 3aBHCHE, TO jecT
Pa3smuKyjy ce caMO IO MHOXHONY, a TO 3HA4YH Ja ce NpaB
moayaapajy. _

Axcuoma I;. Ha cBaxoj mpaBoj axfrby+c=0 JexXe Haj-
Mame gBe Tauke. IlocToje Tpu Tauke Koje He JieXe Ha jedHO]
1paBoj.

i Ab, ———bc+)\a Ma 3a Koje A

a*+ b* a®+b*
npunaja npasoj. A 1pu Tauke (0, 0), (0, 1) n (1, 0) He mexe
Ha jeHOj NpaBoj.
Axcuomama I;, I, u l; mcupmpyjy ce cBe paBHe aKCHOMeE
Besze. IIpehuMo Ha axcmoMe MOpeTKa.
~ Axcuome moperka II;, II, u II; 3amoBosbeHe cCy :§60r
oAroeapajyhimx cBojcTaBa HejeIHAKOCTH 3a peajlHe Opojese..

Axcnoma II,. V jenHoM o fABa cMepa Ha IpaBoOj ax -+
+by+c=0 3a cBaky Tauky A4 (x, y) Hahu he ce Tauke A4; u
A, TakBe Ha A; < A < A4,.

3ancTa, ako Tayka 4 (x, y) JeXu Ha npaBoj ax+ by + c=0,
Talla Ha OBOj Jexe M Tauke (x+b, y—a) ¥ (x—b, y+a). Jlako
je BHIHETH Oa Ma y KOjeM OJ ABa cMepa jefHa O THX Tayaka
NpPeTXOAU Taukd A, a Jpyra Clegd 3a OBOM.

Axcuoma II;. IlpaBa g: ax+by+c=0 pnenm paBaH Ha
JIBE IOJIypaBHH TaKO Ha, aKo Cy A;(xy, y;) u As(xy, y;) nBe
TayKe jeOHE NOJNYPaBHH, Taja ojceyak A, A, He cedye IpaBy g,
a ako A4; u A, npunajaajy pasHWM IOJypaBHHMA, Tafla OJce4aK
A; Ay ceye mpaBy g.

3amcra, Tauka (

4‘
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Ilomenumo paBaH Ha OBE OOJIACTH:
ax+by+c<0 m ax+by+c>0.

IToxasalieMo fa OBa MoOJella UMa CBOjCTBA NOMEHYTa Y aKCH-
oMama.

3ancra, Hexa je ax+By+vy=0 mpaBa xoja cmaja Tauke
A, u A, m Hexa je, onpebeHoctm pamu, Pf#0. Tama je 3a
cBe Tadke ofcedka A; Ay x; < x < Xy HIH Xp < X < X3.

: 1
3aMeHEUMO KOOPHAHHATE X H Y= ——B-(ax+ Y) Tauke of-

ceuka A, A, y ax+by+ c. lobnhemo nwHeapHy GyHKIMjy ox X
f(x). Axo Tauke 4, H A, Npumanajy jemHoj odiacTH, Tama Cy
f(x) m f(x;) HcTOr 3HaKa, ma, IpeMa ToMe, f(x) 3aapxasa
CBOj 3HaK y IeJIOM HHTepBaNy (X;, X,). OBO 3Haum Ja ofice¥ax
A, A, He ceve mpaBy ax+by+c=0. Ako mak Tauke 4; H 4,

| npunajajy pasHEM oOyiacTEMa, Taga cy f(x) m f(xy) pasim-
YATOr 3HaKa W, mpeMa ToMe, f(x) mocTaje y HHTEPBAIY (X, Xy)
jemnako Hyyu. Ta 3Hawm Ha oxncedak A; A, cede ImpaBy ax -+
+by+c=0. Ananorao ce pasmarpa ciyyaj =0 (y ToM ciy-
qajy je a« % 0).

|

|

Axcmoma IIT,. Kperame He Mema OJHOC IPHNAAHOCTH.
To je ouuriegso.

Axcaoma III,. Kperame He Mema IOpeJax.

. Hexa xperame npeBofw npaBy ax-+fBy+y=0 y mpaBy
ax+by+c¢=0, u Hexa je, ompeheHoctn pamm, B#0 u b#0.
HspasuheMo KoopauHAaTy X' Tauke Ha mpaBoj ax+by+c=0
noMolly koopAamHaTe X oAroBapajyhe Tauke Ha NpaBoOj ax -+
+By+y=0.V ToM mumy cmeHaMo y mpBy dopmyry (*) y=

| o ;
—E(ax+y). Oyaxngja x’ (x) je JuHEapHAa ma Jakjie H MOHO-

TOHa (OHA Ce He CBOAW HA KOHCTAaHTY, jep O HHaue H3 jemHa-
4dHe ax + by + ¢ =0 cieguno fa je u y KoHcTaHTa). OTYAA Ciemn
Aa je axcmoma IIl, mcmymena.

Ocranu ciaydajesn: =0, b#0; B=0, b=0; B#0, b=0
pa3MaTpajy ce aHaJIOTHO. ‘

Axcuoma III;. Kpetama oOpa3yjy rpymy.

3amcra, MAeHTHYHA TpaHChopmamumja x'=Xx, y'=y caip-
KaHa je y TpaHcopmammjama

X'=xcosd—eysin®+a, Y =xsind+eycosd+b (¥
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3a $=0, a=0, b=0, e=1. TpauchopMandja MHBEP3HA TpaH-
chopmamuju (*) mata je dopmynama

x=x'cos &+ y'sin¥+a’ =x'cos (—ed) - ey’ sin(—ed) +a’,
y=—ex'sin &+ ey’ cos $+ b’ = x' sin (- &9) + ey’ cos (- €3) + b’

M, [akie, IpPEACTaB/ba KpeTame. Y3acTONHO H3BONeme ABejy
Tpanchopmammja obiuka (*) Aaje Takohe Tpancpopmanujy 00-
auka (*).

Axcmoma III,. Hexa cy a, W a, Ae mpase a A, u A4,
Tauke HAa THM NpaBuMa. Taja IOCTOjH je[HO jeUHO KpETame
KOoje npeBoAd Tauky A; y A, 3ajaTy HOJynpaBy Opase 4, ¥y
3a/laTy IOJYNpaBy 0paBe g, 3a/laTy IoJypaBaH ofpeljeHy mpa-
BOM @, Y 3afiaTy moaypaBaH oxpelieHy mpaBoM da,.

Axcmoma III; omoryhyje fia ce y NOKa3y ersmcTeHIWje
OrpaHMYMMO Ha CiIy4aj KaJ je A, KOODAMHATHH IIOYETak, dg
oca x, moJympaBa Ha ®Boj x > 0 u momypasau y > 0. He cy-
Xapajyh# ommToCT MOXe CE CMAaTpaTH JAa je IpaBa @, 3a/iaTa
jemaadamHOM X sin § 4+ y cos &+ p=0. Ha TaxaB odiux jemuaumra
ce JIakO CBOJH.

ITocMaTpajMo KpeTame
+x' =xcos9—ysind+q, £y =xsind+ycosd+p.

OunriefHO, TO KpeTame IpPeBOAHM IpaBy a4, y ocy x (y=0).
H3GopoM ¢ Moxe ce moctrhu To Jia Tauka 4, fiole y xoopmua-
HaTHA TIO¥YeTak, a m30opoM 3Haka OpeX X' H y' MOry ce 3a-
JOBOJLHTH OCTaJId YCJIOBH. '

36or akcmome III; jemuHOCT je MOBOJLHO NOKA3aTH y
ciydajy Kam ce obe Tauke A; mokjiamajy ¢ KOOPAWHATHHM MO-
4eTKOM, IOJIyIpaBe ¢; C MO3HTHBHOM IIOJyOCOM X, & IOJIyPaBHH
ca moxypasHH y > 0. _

Ipehumo capa Ha ¢opmyne (*). Kaxo (0, 0) mpemasu y
(0, 0), To je a=b=0. Kako 3a y=0 mmamo y'=0, TO je
9=0. Kako 3a y > 0 umamo y' > 0, T0o je e=1. [Ipema Tome,
kperambe je X'=Xx, y'=y. JeAuHOCT je JMoKa3aHa.

Axcooma III,. Axo npm kpeTamy moiynpaBa h Xxao me-
JIMHA ¥ ¥eHA NOYeTHAa Tauyka 4 OCTajy HENOKpETHe, Taja CBE
Tadke NOJyOpaBe A OCTajy HENOKPETHE.

IMocne akcmoma III; m III, OBOBHO je Pa3MOTPHTH
cilydaj XaJ ce Tayka 4 XOKJama ¢ KOODJAMHATHHM HOYETKOM,
a moaynpasa h ¢ mosumTHBHOM noimyocom x. Iormenmajmo ¢op-
myze (*). Kaxo 3a y=0 mopa Suru y’' =0, crenn na je $=0. .

Topen Tora, momro 3a x=y=0 mMamo x'= y' =0, 10 je
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a,=b=0. Ha Taj.HaquH,‘ dopmyne (*) umajy obmmk x' = x,
Y =ey. AxcHoma je mcmymeHa.
_ Axcroma III_5. 3a cBaku map Tavaka (x,y,), (x, y;) mo-
CTOJH KpeTame KOje MM pasMemyje MecTa.
AKxo Tauke yexe Ha ocH x, TPaXeHO KpeTam: je

X=—x+x14+%, y=y

OmuTa ciayyaj cBogw ce Ha Taj nocebun momohy akcuoma
Il = III,.

) Axcuoma III;. 3a cpakm nmap 3pakoBa KOjU NIojase u3
JeNHe Tadke IOCTOjH KpeTame Koje uM pasMmemyje MecTa.

v noc§6HOM Cllyyajy KaX Cy 3pald 3afaTH JjemHaYnHaMa
X cos él} +ysind=0, xcos ¥ —ysin9=0, TPaXeHO KpeTame je
WH X' =X, )= —y umm x' = —x, Y'=y. Onmry cnyvaj csoau
c¢ Ha mocedaH NyTeM npejacka Hajipe Ha 3pake p=0,
xc0s 2%+ ysin29=0 HexkuMm KpeTameM (akCHOMa III',), a
3aTHM KpeTameM x'=xcos §—ysin$, y' = xsin +ycos 9 Ha
3pake xcos ¥+ ysin$=0, Xxcos & -ysin$=0. '

AKCHOMa HEIPeKHIHOCTH HCIymeHa je ycuen Jlenexkuw-
AoBe akcHOMe 3a peaiHe Opojese. ;

Axcuoma V. Kpo3 aaty Tauky (X, y,) BaH JaTe mpaBe
ax+by+c=0 moxe ce nosyhu HajBUINE jeHA O] mMapajenHa
nmpasa.

‘ HonyctaMo fa mocToje ABe Takse npaBe @y x+b; y+¢,=0
H a;X+byy+cy=0. Oba cucrema

ayx+by+c=0

ax+by+ c= 0}
jecy HecarnacHa. 3arto je
a b -0 a b,
a b ’ a b
Kako nak cucrem

azx+bay+C2=0
ax+by+ec =O}

=0. Oparne je

a b f

a b,
GxX+byy+c;=0, ayx+byy+c,=0

UMa pememe (X=Xx,, y=y,), TO Cy Herose jenHaumHe 3aBH-

CHE H, IPEMa TOMe, NpaBe Ce IOKJamajy.
OBuM je nmokasamo' ma cy cBe akcmome ACIYbEHE.

§ 3. Hemporuspeynoct m HOTOYHOCT CHCTEMA aKCHOMA
EYKJIHACKe reoMeTpHje
Cuciiem axcuoma ma koje weopuje T, a iiocedno eykau-

gcke ieoMeitipuje, Heiipoiiuepeuan Je axo om goiywiia oap
Jjegny peaausayujy R.

p—
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3aucra, ako Om ce y T MOrjie M3 cHCTeMa aKCHOMa H3-
BeCTH JIB€ MNOCIENMIE KOje Ce y3ajaMHO HCKJbY4yjy, Taga Ou
10 S5m0 m y R. Kako mak TawHOCT cBakor TBphema y R koje
oarosapa akcuomu T He H3a3HBA CyMBbY YCIIeI Came IIPHpPOJIe
crBapd R u omHoca u3mely oBHX, TO je HemoryhHo nobutu
TakBe JABe mociaegune y R. Onatiie mpousnasd W HeMoryhrocT
ma ce mobe mo mpotuspeudoctH y T.

YV npsa nBa maparpadga MU CMO KOHCTPYHCAld jeHY
peand3anujy CHCTEMa aKCHOMAa CYKIHACKE TIeOMETpHje, M TO
HexaproBy peammsanujy. KoHcTpykumja ce cactojana y Tome
IITO CMO [OKAa3aJld CHCTeM OOjekaTa Ha3BaBIIX HMX YCJIOBHO
TaYkamMa 4 OpaBMMa M CHCTeM omHoca Melly ®mnMa, 3a Koje
cy (cucTeme) HCnymeHa CBa TBphema cagpkaHa y akCHOMaMa
eYKJIMACKC reoMeTpHje. 3akibydak Ha Ccy Ta TBphewa 3aucTa
TaYHa H3BeJId CMO Ha OCHOBY OJroBapajyhux Teopema Koje ce
OHOCEe Ha TEODPHjy peamHHX OpojeBa. Kako ce mak oBe Teo-
peMe y KpajmoOj JIMHHjH H3BOAE M3 aKCHOMAa apUTMETHKe, 3a
TaYHOCT KOHCTpykndje JlekapToBe peanm3amdje MOXEMO jeM-
YATH CaMO NOA YCIIOBOM [la je CHCTEM aKCHOMa apUTMETHKE
HenporuBpedan. Ha Taj HaumH nodujamo pememe nMTama He-
OPOTUBPEYHOCTH CHCTEMAa AaKCHOMa eyKJIHACKEe TIeoMeETpHje Y
cneneheM oduuky:

Teopema 46. Cuciliem axcuoma eykaugcke ieomeilipuje
Heupowmuspeyan je dxo je He#poiiuepeudn cucilieM axcuoma
apuidmetliuxe.

IIpehumo Ha mnHUTame NOTOYHOCTH CUCTEMAa AaKCHOMA.
Heka mmamo nse peaymsauuje R° m R’ cucTemMa akcHoma
Heke Teopuje T. OBe ce peanm3aupdje Ha3WBajy uU30MOpPHUM
ako ce u3Mehy emeMeHaTa THX peanH3amMja MOXeE YCIIOCTABHTH
0docTpanHo jeHO3HAYHA KOPECHOHAECHOHja KOja HE MeHa OJIHO-
ce fAeduHACAHE aKCHOMaMa.

Kaxemo ma je cacrem akxcmoma T Howiiiyn aKo ce He
MOXe¢ NONYHUTH HOBMM aKCHOMaMa KOj¢ He MNpowm3jiase H3
T u He mpoTHBpede oBEMa. Pazyme ce, mpH TOM ce IIpeTmo-
CTaB/ba [la HOBE aKCHOME He YBOJEe HOBe oAHOoce. IluTame
NOTOYHOCTH CHCTEMa aKCHMOMa TECHO je IIOBE3aHO C IHTAmeM
M30MOPQHOCTH CBHX HeHHX peanm3andja. Hamme, ako cy cBe
peanusamuje cHcTeMa akcuomMa I H30MODdHe, Taj CHCTEM
aKCHOMa je HOTHYH.

3ancra, Heka je cucTeM akcuoMa T HemormyH. To 3Haum
Aa 1OCTOjH HekO TBpheme a Koje Ce He MOXe H3BECTH H3 aK-
ciomMa T W HHje y ompenu ca oBuMa. IIpu TOM MoxeMoO odpa-
30BaTM ABa HENPOTHBPeYHa cucTemMa akcmoMa 7' u T'' Ha Taj
HaYMH MTO akcuoMaMa T NPHKIbYYYjeMO aKCHOMY d HJIH HeHY
Heramyjy a. :
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Hexa cy R’ # R’ peanusanmje OBHX CUCTEMA aKCHOMa
T' u T”. CBaka oA BHX YjeOHO je ¥ pealH3alHja CHCTEMa
akchomMa T. Kako y T’ Baxm a, a 'y T" Baxu d (Heramuja
TBphema a), oBe peanmsamuje T Hucy um3omopdue. TBpheme
je nokxa3aHo.

Teopema 47. CucideM axcuoma eykaugcke ieomemlipuje je
sotauyn. [pyium peuuma, reMy ce He Moiy gogawliu Huxaxee
HoGe akcuoMe Koje Ou ce ognocuse Ha ihauke, ©pase u paeHu
u ruxoee Mefycobne ogHoce gegunucane axcuomama wupse wipu
ipytie, a xoje He Ou i#ipoussasuse u3z axcuoma I—V u ne bu
buse #Gipottiuepeune oeuma.

Ha Om ce mokasaysa oBa TeopemMa HOOBOJGHO je YTBDAMTH
Ila OOCTOjH M30MOP(HOCT CBHX pealH3alyja CACTEMa aKCHOMA
eyxmaiacke reomerpuje. Kako cy naBe peanusaumje usomopdue
Tpelhoj ouurienno m3somopdHe um Mely coGoMm, TO je JOBOJEHO
AOKa3aTH n30MOP(HOCT CBHX peanm3andja JlexkapToBe peau-
3amuje.

. ¥YBeAMMO y paBHH IPOM3BOJbHE peaju3alyje NpaBOyIJe
HexaproBe KoopAawWHaTe X, Y OHAKO Kako Cé TO paju y aHa-
JATHYKOj reoMeTpuju. I103HATO je a ce cBaka mpaBa 3ajaje Jik-
HEapHOM jeQHAYMHOM oOyHKa ax+by+c=0 H Aa CBaka TakBa
jennmaumsa oxroeapa Hekoj npapoj. Tako ce m3Mely Tavaka W
OpaBMX INPOH3BOJPHE peaju3aldje pPaBHOL CHCTEMa aKCHOMa
CYKJIHMOCKE TFeOMETpHje M Tavyaka ¥ npaBux JlekapToBe peajd-
3aldje YCIOCTaB/ba Y3ajaMHO jEAHO3HAYHA KOPECTIOHACHIHja.
OBa KopecmoHAeHIMja je H30MOpdH3aM.

3ancTa, HaBelleHA KODECHOHZCHIMja He HApyIIaBa OZHOC
npunagHocTH. [lajbe, Kako ce moka3yje Y aHAJHTHIKO] reome-
TPHjH, IOpeflak Ta4aka Ha NpaBoj H3paxasa ce nmomoly xoop-
AHMHATAa Ta4aka CacBUM OHAaKO Kao IITO CMO MH YCBOjHIH
OPHIMKOM KOHCTpyHcama JlekapToBe peanu3andje. Hajsan,
KpeTama C¢ aHAJMTHYKH H3paxaBajy ¢opmMyiama:

x'=xcos¥—eysin$+a,

Y =ysin¥+eycos & +b,
TO jeCcT OHakO Kako je TO Owio nAedunmmcaHo y IekapToBoj
peann3angjd.

Ha Taj HaumH, cBaka peaiM3amuja CHCTEMa aKCHOMa ey-
KJTHCKE TeOMeTpHje H30MOpdHa je JleKapTOBOj peaH3ammjd.
Ilpema ToMme, Taj cucTreM akcmoma je moTmyH. Teopema je
JOKa3aHa.

§ 4. He3aBHCHOCT AKCHOME HENMPEKHIHOCTH .

3a akcuOMy a Ma Koje Teopuje T ca aKCHOMATCKOM
CTPYKTYpOM KaXeMO Ja je He3aeucHa ako cc OHA HE MOXe
IODHTH Kao IOCJeAMIA OcTanux akcuoma 7T. YoduuajeHu Ha-
YHH JOKa3WBaka HE3aBHCHOCTH OBE MJIM OHE aKCHOME CacTOjH
ce y TOMe INTO ce KOHCTPYHINE Takpa peanu3anuja R cmcrema
akcuomMa T Oe3 akcmoMe a, Yy K0joj (peanu3audju) akCHOMa 4
HHje HCnymeHa. AKO ce ycne Ja ce TaKBa peajM3anuja KOHCTpY-
MIIe, TaAa je aKkCHOMa 4 HE3aBHCHA.

3amcTa, ako -OM ce akCHOMa @ JOOHMJa Kao IocjeAuna
ocTamaX akcuoma, Taja O y R Takohe Baxmio TBpheme a,
anM TO jeé HMpOTHBPEYHO KOHCTPYKIHju R.

TaM HCTEM nyTeM MH heMO J0Ka3aTH HE3aBHCHOCT
aKCHOME HENPEKHAHOCTH y €yKJIHACKOj reOMEeTpPHjH.

TeopeMa 48. Axcuoma Heiipekugnociiu je Hesasucha. [py-
iuM peuuma, oHa ce He MOXe goduiliu Kao #Aocaeguua ociliarux
akcuoma eykaugcke ieomeiipuje.

JToxa3. Obenexumo ca G CKyn- peaqHHX OpojeBa KOju
caJpXH CBe pampoHaNHe OpojeBe, a Takolje U cBe DpojeBe KOju
ce nmodujajy M3 palMOHANHHX NpHMeBYjyhH KOHAYHO MHOIO
nyTa omepamdje cabmpama, Oofy3MMama. MHOXEHa, Ac/bemha U
W3BJaYela KBaJpPaTHOI KopeHa. OuuriegHo, 30Hp, pa3idka,
npou3BoA, KOJWYHHK fiBa Opoja m3 G, a Takolhe M KBaapaTHH
KOpeH Ma Kojer Opoja koju npmmajga G, omeT je Spoj MHOIITBA
G. Ilo3mato je na Opojesm u3 G He HCHPIUbYjy CBE peaiHe
Spojese. Y, mrTaBmme, MHOIITBO OpojeBa G HajBuile je mpe-
OpojmuBo.

IMokymajMo ma KoHCTpyHieMo JeKapTOBY peajid3amlujy
CHCTeMa aKCHOMa EyKJIIHACKE TIeOMeTpHjeé Ha HMCTH Ha4yWH Kao
gy § 1, anu xopuctuheMo ce He CBUM pealnHAM OpojeBHMa,
Beh camo SpojeBuma u3 G.

IIpema ToMe, TaukoM hemo HasmBaTH map Opojesa (x,y)
3 G, a NpaBOM CKyn Tayaka Koje 3aJ0BOJbaBajy Ma Kojy
JIMHeapHy jemHaumHy ax+by+c=0 c xoepunujentuma @3 G.
Ilopemak Tavaka Ha npaBoj AedummcahemMo ka0 W paHHje, a
Kperama hemo 3ajgatd opmynama

x'=mx-ny+a, y =nx+my+b,

unju KoeuuEjenTH npuHnamajy G ¥, OCHM TOra, 3aJ0BOJbaBajy
ycinoB m?+n®= 1. OBe dopMyne HH O YeMy Ce He Pa3IHKY;jy
O OHHX KOjEMa CMO Ce KODHCTHJIH DaHHje, jep ce YBEK MOXe
CTaBHTH

m=cos®, n= +sind.
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IMowTo cMo AepuHMCAmM Tauke, mpaBe H OCHOBHE OXHOCE
Mely BHMA, MOXEMO NpPHCTYNHTH IPOBEpaBalby Aa JIM Cy aKCH-
oMe wucnymeHe. IIpu ToM ce oBAE MOTy NOHOBHTH CBa Hama
pacyhuBama u3 § 2, c MaEM M3MeHaMa M OdjammbemEMa. Je-
AuHO HelieMo ycmeTH Ja NOKaXeMO aKCHOMY HEPEKHIHOCTH,
jep ce OHAa HHKaKO He HCIYHaBa.

3aucra, Heka je « Opoj xoju ce He campxm y G. Kao
IITO je rope pedeHO, TaKBA OpojeBH mocroje. IToaeaumo muo-
IITBO Tadaka mnpase y=0 Ha mse kimace craBbajyhu y mnpsy
kymacy oHe Tauke (x, 0) 3a koje je x < «, a y Apyry cBe Tauke
3a Koje je x > a. OuurieaHo, csaka Tauyka NMpPHIaja jensoj ox
THX Xjaca (tauke (x, 0) HemMa Ha NpaBOj) M HUjeJHA Kiaca
HHje mpa3Ha.

V cmucy ycBojeHe AeMHMIMje MOpeTKa Tavyaka Ha npa-
BOj, CBakKa Ta4Ka NpBe KJace NPETXOAH CBAKO] TauKH Jpyre
xinace. ITo akCHOMH HeNpPEeKHAHOCTH, akO Ta aKCHOMa BaX,
Mopa moctojaTh Tayka (B, 0) koja BpWIM TOHeNy Ha Kiace.
Bpoj B uma cneneha cojcrBa: x < B ako je (x, 0) u3 mnpse
knace, a B < x ako je (x, 0) u3 npyre xiuace. Amm, no medn-
HHIMjH KJaca, TaKBO CBOjCTBO HMa camo Opoj B=a«, a (a, 0)
HUje Tauka mpase. [lakme, aKCHOMa HENPEKHIHOCTH HHje
HCIYHEeHA.

Ilto ce THYe ocTanmx akcHoma, NOHaBbajyhm Cckopo
JocioBUe H0ka3 U3 § 2 MOXKEMO Ce YBEpDHTM Oa Cy OHE
HCOYE:EHE.

Ha Taj HauuH, MH CMO KOHCTPYMCAl¥ peajH3alHjy CH-
CTeMa CBMX aKCHOMAa EyKJHACKE TIeOMeTpHjé OCHM aKCHOMe
HENPEKMIAHOCTH, KOja Yy TOj pcanusaldju He Baxu. To m HOKa-
3yje HEe3aBHCHOCT aKCHOME HEINPEKHAHOCTH OJ OCTAJIUX aKCH-
OMa EYKIHMJCKE TeOMeTpHje.

Hokasana Teopema omoryliyje Ja ce HaBene jemaH caip-
XajaH NMpHEMep HeMOTHYHOI CUCTeMa akcMoMa. Hamme, crcTem
aKCHOMa EyKJIMICKE IeOMETpHje 5e3 aKCHOME HEeNpeKHIHOCTH
HenotmyH je. Taj ce cHcTeM MoXe HONMYyHHTH HOBOM aKCHOMOM
(aKCHOMOM HENPEeKHFHOCTH) KOja He TNPOH3NA3H M3 OCTANIHX
aKCHOMa H HHjeé UM NPOTHBDEYHA.

§ 5. He3aBHCHOCT aKCHOMe NApAJIETHOCTH

Teopema 49. Axcuoma aapasesnociau eyxaugcke ieomeiti-
Duje He3agucHa je. OHa ce He MOKe U3BECTAU U3 OCHAAUX AKCUOMA.
ITpema ommTeM mnOCTYyNKy IOKa3MBama HE3aBHCHOCTH
aKCHOMa, O KOMe je OWiIo peuM y § 4, JOBOJBHO je a KOHCTpY-
MINEMO TakBy pealW3alijy CUCTEMa aKCHOMa EYKJIMACKE Ieo-
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MeTpuje De3 aKCHOME MapaJIeIHOCTH Y. K0joj ce (peanusauuju)
aKCHOMa NapaJIeIHOCTH He Hcnymasa. Cana hemo. KoHcTpywm-
caTd TaKBy peanu3alujy, opd uemy hemo ce, jeamocTaBHOCTH
paaM, OrpaHHMYMTH Ha paBaH CHCTEM aKCHOMA.

ITox Taukom hieMo pa3ymeTu Ma KOjy Tauky eyKIHMAcKe
PaBHH YHYTap jeAWHHYHOr Kpyra

x24+)2 <1,

a nox mpaBoM Ma Kojy TeTHBY Tor Kpyra. OgHOC mpHmajHo-
CTH M OJHOC ITOpeTKa pasymeheMo y CMHCIy eykJIMACKke reo-
mcTpuje. Ha xpajy, xperamem hemo HazuBaTH Ma Kojy KoJtu-
HealHjy koja Kpyr x2+)2=1 IpeBoau y mera CaMor.

V T0j peanusanujm — xpatkohe pamm, obenexumo je
ca K — akcuome npBe MABE TIpyne OYHMIJIEJHO Cy MCOYHCHE.
Ocraje Ham, mpemMa ToMe, Ja NPOBEPHMO aKCHOME KpeTamba
M aKCHOMY NapaJIeIHOCTH.

ITouHuMO oI akcMOMa KpCTama.

3anasumo ja eykauAacka odprama OKO IEHTpa Kpyra
x®+)%=1, a Takohe M CHMeTpHYHA NpeciMKaBamka y OJIHOCY
Ha meroBe NpPEYHUKE JeCy KpeTama y peajau3andju K.

Hame, Tpancopmanuja 3amata popmynama
,_x)/1—p2 ,_ Y+
X =" = <1
1+8y Y71 +By B

jecte kperaks y K. Panu npoBepasama 0BOI NOC/IEIEmEr 00pa-
3yjMo x'2+y'2. Jlako je yBepuTu ce ma he 3a x2+)*=1 Gurm
x2+y?%=1. Osa TpaHchopmaumuja — obenexaBahemMo je ca
Hg — npesonu Tauky (0, 0) y Tauky (0, B).

Axcuoma III,. Kperama He MeWajy OAHOC NpPHNATHOCTH.

OBa akcMOMa je HCIYEbSHA OYMIJIEAHO.

Axcuoma III,. Kperama He Mewajy OAHOC NOPETKa.
3aucra, HeKka KpeTame NpPeBOAW TETHBY a y TETHBY b.
Hexka, onpehenocTu panu, HHjemHa TeTMBA HHje TapaleiHa
ocu y. HM3pasumo ancumcy x’ Tauke b mnomohy anciuce x
oarosapajyhe Tauke a. Kako ce XoiuHeaumuje 3ajajy pas3jioM-
JbeHO-IMHEapHUM (opMynama, x’ he OuUTM pa3sIOMIBEHO-THHE-
apHa ¢yHKm@ja on x
ol x+8 .
Yx+39d

OBa ¢yHKUMja, Ka0 IITO je JaKO BHIETH, MOHOTOHA je
M He CBOIM Ce Ha KOHCTaHTY, jep OM Tama )’ OMJIO KOHCTaH-




60

THO, a TO je Hemoryhno. Kako je x' MOHOTOHa QYHKIM)3 OF X,
TO Cce, ovMriIeAHO, akcHoma III, 3amcTa HMCHy®maBa. AHAJIOTHO
ce pa3maTpajy Cly4ajeBH KaJ Cy jenHA Wid oDe TeTHBE Iapa-
JIeNHe OCH Y. .

Axcroma III;. Kperama oOpasyjy rpymy.
OuurieHO, jep CBe KojMHeangdje oOpa3syjy rpymy.

Axcuoma III,. Hexa cy a u b nBe npase, 4 u B Tauke
Ha TEM npaBuMa. Taja NOCTOjU jelHO jeIMHO KpeTame Koje
JaTry NoiypaBaH ozapeleHy npaBoM a NpeBOAM y 3ajaTy No-
nypaBad oxpelieHy mpaBoM b, AaTy nHojaynpaBy npase 4 y
3aJlaTy ToJynpaBy nIpase b M Tauky A y Tauky B.

Iomohy eykmuackux oOprama H Kperama Hy Tauke A
¥ B moBofe ce A0 NOKJamama C LEHTPOM Kpyra. 3aTEM ce
TPaXXeHO KpeTambe cacTaB/ba OA OOpTama OKO IEHTpa Kpyra
H, MOXJa, CAMETPHYHOT NpeCcInKaBama Yy OAHOCY Ha INPEYHUKE.
Tocye ‘Tora ce Tauka B obpaTHuM KpetakbeM Bpaha Ha CBoje
crapo mecro. Ha Taj HauMH, KpeTame O KOME CE roBOpH Y
aKCHOMHM 3aHCTa IOCTOjH.

A caga je IOBOJBHO jeAMHOCT TOT KpeTama dOKa3aTH
3a BpNO CIeUHjajaH ciydaj, HaumMe Kajx ce Taike A H B no-
KJIanajy ¢ KOODAWHATHAM NOYETKOM, IOJIympaBe Ca OJCCUKOM
0 < x <1 mO3HTHBHE MOJyoCE X, a IOJIypaBHA C IHOJIYKpy-
rom y > 0.

OnmTa KoJHMHealHja 3ajaje ce dopmynama

o= ax+by+e¢ ,_GX+by+c

ax+by+c ’ ax+by+c
Kaxo 3a y=0 mopa Suru ' =0, To je ay=cy=0. Kako komu-
Heampja He Mema TpH Tauke mpase y=0, m 1o (0, 0), (1, 0)
u (—1, 0), To oHAa HE Mema HHjeAHYy OX Tayaka OBe Lpase,
Tj. 32 y=0 mopa Sutu x'=x. Oryna je ¢;=0, a=0. Ha Taj
HauaH QopMyse Hobujajy oOIMK

R ok ¢ AR 8y

1+8y 1+By

Kaxo je 3a x2+3%?=1 Takohe x'2+y%=1, TO

2
)
1+By 1+By
Mopa OHTH eKBHBNeHTHO ca x®+)*=1. Oparie je Jnako 3a-

xbyanTd ga je =0, y=0, a §=+1. Kako 3a y >0 mopa
omra y' > 0, TO je 8= + 1. JenumocT je AOKa3aHa.
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Axcmoma III,. Ako NpH KpeTamy monynpasa h kao me-
JMHA ¥ FEHAa [OYeTHA Tayka OCTajy HEIOKPETHE, Tala cBe
Tayke IOJynpaBe h OCTajy HEIOKpETHE.

Konmueanuja Koja 3ajiaje KpeTambe IIOMEHYTO Yy aKCHOMH
OCTaB/ba KpajeBe TeTHBE HemokpeTHUM. Kako ¢y mak mpm xonu-
HeallHjH TpPW TavKe IpaBe HENOKPETHE, TO Cy Takolie cBe Tauke
HCIOKpETHE.

Axcmoma III;. IToctoju XpeTame KOje ABeMa Taukama
A u B pa3sMeBmyje MecCTa.

Axo cy 0o0e Tauke Ha OCH y H CHMETPHYHE Cy Y OLHOCY
Ha KOOD/WHATHH IIOYETaK, KpeTame O KOMe je Ped jecTe CuMe-
TPHYHO NpeciAKaBame y ONHOCY Ha ocy x. Jla Ou ce ommry
clIydaj cBeO Ha Taj NOCEDHH, JOBOJHO j¢ YMETH KpeTameM
peBeCTH Tauke 4 W B y HaBeleHH monoxaj. To HHje Temko
yunnuTa. Hajnpe ce Taike 4 m B npeoje Ha oOcy y KOjuM
OWI0 KpeTameM, and Tako Ja HAje[HA Of BHX He Jocne y
KOODJMHATHH nOYeTaK. 3aTHM c¢ IPMMEHH Kperame Hg, npu
yeMy je B m3abpaHO Ha mofecaH HaYHH.

Axcuoma III;. IlocToju XpeTame KoOje pasMemYje MecTa
spanmpMa h B k KOjH mojase M3 jefHE TauKe.

Axo 3pamd h u k monase W3 IEHTpa Kpyra, TO KpeTame
je CHMETpWYHO IIpECIMKAaBaEme y OJHOCY Ha CHMETpaly yria
u3Mely THX 3pakoBa. ONINTH Clly¥aj CBOAHM Ce Ha OBaj nocebHH
nomohy axcmome III.

Jakne, y peammsamuju K 3aHCTa Ce HCOyHaBajy CBe
aKCcHOMe KpeTama. .

IlpeocTano je ma ce PasMOTPH aKCHOMa MapajieTHOCTH.
OBa ce akcHoMa y peanm3amgju K He Hcmymasa. 3amCTa, Kpo3
TauKy BaH TeTHBE MOXe ce¢ NOBYhim DeCKOHaYHO MHOTO TeTHBA
KOje Ty TeTHBy HE CEKy. ‘

KorcTpyncame peammsamuje K ynpaBo HOKa3yje He3aBH-
CHOCT aKCHOME HapajieJIHOCTH.




I'masa IV
TEOMETPHUJA JTOBAYEBCKOTI'

§ 1. Hexn cTaBOBH aNCOJyTHe reoMeTpHje

VY nperxoAHoj riaBd OWiIO je OKa3aHO Ja je aKkcHOMa
NIapaJIeIHOCTH HE3aBHCHA OJl OCTAJIMX aKCHOMAa EYKIHM/ICKE reo-
Mmerpuje. Otyna cnenm nma hemo, 3amemyjyhm Ty aKCHOMY
HECHOM HErauujoM, JAOOHTH Takohe JIOrMYKM HeNnpOTHBpEYaH
cHcteM. I'eoMeTpHja OCHOBaHa Ha TOME CHCTEMY aKCHOMA 30Be
ce ieomemipuja Jlobauesckoi. Y 0BOj rnaBu mokasalieMo moT-

NYHOCT CHCTeMa akcHoMa reomerpuje JlobayeBCKOr M H30MOp-

¢uocT cBEX mWweHuX peammsamuja. To he Ham omoryhmTa ma
Teopeme reomerpuje JloBauesckor mnobSwjamo Gmio H3 Koje
IbEHE peanu3anuje.

Caja hemo pasmoTpuTu. Heke noMohHe CTaBOBE KOju
cnajajy y Tako3BaHy ancoiyTHy reoMetpdjy. To cy craBoBu
KOjH Ce H3BOJE HA OCHOBY IIPBE YETHDH IPyIle aKCHOMA EyKIIH-
Aicke reoMeTpHje M KOjH, IpeMa TOMe, BaXe KakKo y eyKIHICKOj
reoMeTpuju Tako M y reomerpmju JloSauenckor*.

. CaKepHjeBEM 4eTBOPOYIJIOM HA3MBa Ce 4eTBOPOYrao Kome
Cy JABa y3acTONHA YIJla NpaBa, a CymPOTHE CTPaHHIE HaJerje
y3 Te yriose jemmaxe. CTpaHHNy Koja claja TeMeHa TPaBHX
yrjaosa Ha3uBalieMO HOEOM OCHOBHIIOM, a H0j CyCeIHE CTpa-
HALE DOYHHM CTpaHHIaMa.

JleMa 1. Vizosu na ioproj ocnosuyu Cakepujesoi ueitigo-

poyina jegnaxu cy u Hujegan og rux Huje eefiu og @pasoi yina.

JenguakocT yriioBa Ha ropmOj OCHOBHIM CIENH H3 CHMe-
TPHje HYETBOPOYINIA y ONHOCY HAa HOPMady MOBYYEHY Kpo3
CPe[UHYy NOHm€ OCHOBMLE. AKO Ce IIPETNOCTaBH Aa Cy YIJIOBH
Ha TOPH0j OCHOBHIM TYNH, Taja Oap jefaH OJ TPOYIJIOBa Ha
KOje IujaroHana Jeld YeTBOPOyrao MMa 36up yriosa Behu of
ABa mpaBa yria, wWto je HemoryhHo (ri. I, § 2). Tepheme je
J0Ka3aHo. ’

» I:Iauomnn:emo Aa Teopeme 1—39, run. III, coapmajy y amconytHy
reOMETPHjy. V BHXOBHM [OKa3MMa HUCMO Ce KODHCTHIM aKCHOMOM Ia-
paneIHOCTH.

63

Jlema 2. Ao ce upasoyiau wpoyiao ABC mera wako ga
teiose cilipanuye ociidjy Mare og c, owiliap Yiao B ociuaje

T = _ - g
Maru og ?—e, waga owinap yiao A ociaje eehiu og Hexoi

yiaa €'>0 xoju 3asucu og ¢ u c.

co A A C‘
Cn. 13

Koncrpynmmumo mnpasoyrnu Tpoyrao 4B,C, xome je xa-

Tera AC, jemuaka c, a yrao B, sehn ox %—e (cm. 13). Taxas

TPOyrao jako je koucrpyucatu. Hamme, Hajupe ce koHCTpymiue
npasoyrnu Tpoyrao A’'B,C, c xunoteny3om A’'B, jemsHaxoM a m

3 7
yrioM B, jeaHakum 7—:—:, a 3aTHM ce y3uMa Tauka 4 Ha

npoxyxeTky xatete Cygd’ Tako ma je AC,=c.
TepauMo na yrao A Ttpoyrna ABC HHje Mamb{ O yrjia

ByAC,. Momyctnmo na je To TBpheme HeTauHo. Tama he npo-
Ayxerak AB cehu oxcevak B,C, y Hekoj Taukm D.

Kako 30mp yrmosa uerBopoyrma CBDC, nuje Behu of
4€THpU npaBa yria, yrao ABC uumje mawu ox BDC,. ITo Teo-
PEMH O CHOJBAIIKEM YIJIy Tpoyraa, yrao BDC, sehm je of
yrna AByC,. Ha Taj HaumH, yrao B Tpoyria 4ABC pehn je on
£ AByC,, a To je memoryliHo. Tephieme je gokasaHo.

A 17

-

8

C i &
8
¢

Cn. 14 Cn. 15

Jlema 3. Cumeilipasra yira A w@poyisa ABC geau cyiipoiny
ciipanuyy BC na ogceuxe BD u DC. Axo je yiao B marsu og
yina C, imaga je DC < BD (cn. 14). .
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Kouctpynmumo Ha AB Tauky C’ Tako na je AC=AC'.
Vrao BC'D sehn je om yrma ABC. Oryna je BD > DC'=DC.

Jlema 4. Axo citpanuue wpoyisa ABC ociuajy oipanuuene,
yiao « xog wiemena A Heoipanuueno ouaga, a yido Kog iemeHa
C Hanasu ce y ipanuyama e, n—e (e > 0), wiaga BC[AC— 0.

IlocraBumo Ha mpaBy CB oxacedak CD jemHax AC Tako
ma yrao ACD wue Oyne mMamm of npasor yria. Ilo jmemum 2
OpuMeEeH0j Ha npasoyrnd Tpoyrao ACE, yrao DAC ehn je
ox mexor yria € > 0. IloBymumo m3 Tadke A 3pake AB’,
AB", ..., xoju odpa3yjy mehy cobom yriome jemHake o«. ITo
nmema 3 je BC<B'B<B'B'< ... Opatne je CD/BC=

AC[BC > £ _1. Kako nak «—0, cremu Aa BC[AC—0.
o

JleMa 5. Axo ce tupoyiao ABC mera wako ga meiose
cilipanuye AB u AC ociuajy eekie og ¢ > 0, a cipanuya BC
Heoipanuueno oilaga, Waga yiao A wWpoyisa Wwakole Heoipanu-
YeHo oilaga.

HomyctiMo Oa je 3a Hekd Hu3 TpoyrioBa ABC yrao A
Belim ox oy, > 0. KoHCTpyHmmEMO 3pak h KOjH ca CTPaHHIOM
AC (cn. 16) oSpasyje yrao «,, 4 Tadiky D Ha AC uHje je oA-
crojame on A jemmako c¢. Cmyctumo m3 Tavaka C m D HOp-
Majie Ha 3pak h. :

CC’' Hmje Mame ox DD’, jep Ou y CympoOTHOM Cliydajy
yrao E CakepujeBor yerBopoyria D'ECC’ 6uo Tym, Kao Cmo-
Jpammu yrao tpoyrina EDC ¢ tynuMm yriaom D. IlomTo je BC
Behe on CC’, T0 je BC > DD'. [lona3duMO IO MPOTHBPEYHO-
ctu (BC—0). Tepheme je moxasaHo.

JleMa 6. Axo ce wmpoyiao ABC Merba Wiako ga ceéaxu
reiog yiao ociiaje eehu og e, ogHoc cilipanuyd ocimaje y #o-
suiiueHuM ipanuyama Koje 3aeuce og ¢.

£ D
m

A 8
Cn. 16 Cn. 17

Hexa je¥4B Beha a BC mama cTpanuna Tpoyria. IIpe-
CIIMKajMO TPOYra0 CHMETPHYHO Y OJHOCY Ha crpaHuny AC
(cn. 17). Jdobujeny ¢urypy npeciHKajMO CHMETPHYHO Y OIHO-
cy Ha AD, # Tako Hajbe CBe HOK yrao m3Mmely KpajlHX Of-
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ceyaka koi TemeHa A He moctame Tym. JlodwjeHa ¢durypa ca-

; T .
CTOju ce O HeKor 5poja (He Beher ox —} TPOYIJIOBa jedHa-
€

kux ABC.

Kako je EB Behe om A B C
(yrao EAB je Tym), a W3JIOMIbCHA
nvHMja Koja cmaja E u B mma ny-

xuHy He Behy ox 1BC, T0 je
€

4 D 8

AB[BC < — Tephewe je noxa- Cn 18

. .
3aHO. :
Jlema 7. Axo ce iipasoyisu whpoyiao ABC c¢ i#pasum
yinom C Mewa iiako ga reiose cidpanuye ociiajy oipanuyene,
a owinap yiao A HeoipanuueHo ouaga, waga
AB—AC_»
‘ BC

IToBynumo Bﬂéuny CD w3 npasor yrma C (ca. 18). M3

0.

3
jeMe 2 cieau ga yrao B Texu 7 Kako nak 30up yriosa

tpoyrna muje Behu ox =, yrao C Tpoyria BCD TeXH HYIIH.
Mo nemu 4, BD/[BC—0, a BD > AB - AC. ‘Tepheme je mOKa-
3aHO.

§ 2. Hexe momoline ¢ynxumje

Heka je (I, k) omrap yrao c¢ temesom O. Y3MHMO Ha
3paky | npoM3BOJGHY TauKy A M CHYCTAMO M3 (¢ HOpMAy
AB (cn. 19). Iocmatpahemo Tpu ¢yHKIHje:

s(B)=0B, h(A)=AB u «(4)=/ OAB.

Jlema 8. Cse wapu @ynxyuje s(B), h(4A) u a(A) cy He-
apexugne. Pynxyuje s (B) u h (A) monoiione cy u KOHBeKkcHe *.

Hexa je cala @ TpOM3BOJbHA IIpaBa Ha KOjoOj je n3abpax
nosutuBan cmep (ci. 20). Heka je A4 mpom3BojpHa Tadka Ha
npasoj, a Tauka B Bau npase. IlocmaTpahieMo jour mee ¢dyHK-
nuje: % (4, B)—yrao xoju oncedak AB obGpa3yje C IO3MTHB-
HAM cMepoM mpaBe a — H p (4) — pacTojame oX B 1o A.

Jlema 9. @yukyuja % (A, B) Heapexugna je #o oda ap-
iyMenttia, cidpoio MOHOWIOHA 34 yiuepheno B u mera ce y ipa-

* Kao apryMeHT y3WMaMO TauKky, poapa3symeBajyhu HBeHO pacTo=
jame oa Tauke O.

5 Tpenasama K3 OCHOBA reOMeETpHjC




66

Huyama og 0 go w. Dyukyuja p(A) Helipexugha je, koHeekcHa,
uMa HeilpeKugan Upeu u3e0g u 06aj u3eog 3asucu camo og 9.
Axo je A Hognoxje nopmase ciywitiene Ha iipasy a, wmaga je
p'(4)=0. Kag Ao, wmaga o' (4)—~+ 1.

Cn. 19 ‘ ' Cn. 20

.. ITounumo noxasom seme 9. HenpexuaxocT ¢yHKmmje p
Cleld M3 HejellEAXOCTH 3a CTpaHMIe Tpoyria (Teopema 33):
jp(d)—p(4)|<44'.

Hoxazahiemo menpexmmuoct ¢ynxmuje 9. ITocraBumo Ha
npasy a yrao & (A4, B)—e ¢ TeMeHOM A4, NpH 4eMy je € MalH
nosuTuBaH 5poj (ci. 21). Ha kpaky h OBOr yrjia M OACEUKy
AB ysmumo Tadke C’' u C koje' cy Gimcke Tawkm A4,'a jemHa-
KO Cy yna/beHe OX. OpaBe @, ¥ KOHCTPYHINHMO jeHaKe mpaBo-

D D A PA a

L C

4
Cn. 21

yrae tpoyrne C'D'’A u CDA'. Kako je yrao DAC mehm of
yrna DA'C, To ¢e A Hanasu usmely D m A’. Cama ce Ma 3a
Kojy Tauky P onceuka AA’' DO TEODEMH O CNOJBAINHEM YLy
TpOyria joduja '

'  9(4, B)—c< (P, B)< 9(4, B).

Onatne cneinm HempekumHOCT & 3a yTBpHeHE moJoXkaj B ecHO
on A. HenpexmmaocT nmeBo on A yrephyje ce Ha .aHAJOTHH
HauwH. Jlase ce momoly neme 5 W3BOAM 3aKibydak O Hempe-
KHIOHOCTH 1m0 00a apryMenra 4 # B. _ .
MonotorocT 9 (A4, B) 3a yrBpheno B Ha ovHMIienaH Ha-
YHH CJCZId H3 TeOpeMe O CHObalIkbeM YIIy TPOyria.
HoxasaliemMo cama xoHBeKCHOCT. pyHKIEje p (4). VimuMmo
Ha npaBoj a Tauke A’ m A" jemmakxo ynamene of A (ci. 22).
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Ha npoayxertak - oacedka AB npeko Tauke A IIOCTaBAMO OJ-
cedak AB' jemmax AB. Kaxo je B'A'=p(A"), BA'=p(4"), a
BB'=2p(4), To je mo HejeAHAKOCTH 32 CTDaHHOE TPOYIJa

20 (A) < p(4)+p(4").

A A A" A’ A a

B 8
Cn..22 Cn. 23

Ho oBo, momro je HempekumHOCT (PpyHKmmje p Beh yrBphena,
jeMuHd 3a BeHy KOHBEKCHOCT.

Hoxaszahemo mudepeHnujadbunnoct p. Kako je ¢ynxmmja
p KOHBEKCHa, TO OHa HMMa JIeBH M JecHH H3BoA. IloHOBAMO
KOoHCTpyKnHjy camke 22 (ci. 23). I'paHmna ojHOCa

(A’'B+A'B'—2A4B)[A'A

kagm A'— A jemHaka je pa3iMIM JECHOT H JIEBOT H3Boxa (yHK-
maje p y Taukd A. IToxasahemo na . .je Ta rpaEMma jemHaka
Hynmu. CoyctuMo W3 A’ HopMmainy Ha BB’'. Tajga ce mocMaTpaHH
OIHOC MOX€ IpPEeACTABATH OBaKO:

BA'~BD B'A'—B'D
AA' A4’

OBpne, no yemu 7, xag A'— A, cBaku cadmpakx Texu Hyadn. Ha
Taj HaYMH, HECHH M JIeBH H3BOA (YHKIHje p jeQHAKH CYy.
Opatne ciead HempeKuAHA AMdepeHOHjadMIHOCT QyHKIBjE p.

Ja m3Box p’ 3aBHCH camMO O & — yrjia KOju oace4ak AB
Irpajd C DpaBOM a4, — a He 3aBHCH OJ pacrojama m3Mmely A
H B, To ce yrBphyje MCTO OHaKO Xao M jeHHAKOCT AECHOT H
JIEBOT H3BOZAA, jeAMHO C- TOM pa3JIHKOM LITO Ce Tauka B’ Ha
OPOAYXETKY OAceYka BA y3uMa IpPOH3BOJHHO.

Axo0 je A momHOXje HOpMalle CUylnTeHe H3 B Ha mpaBy
a, Tana je p'(4)=0. Kag A— o0, Tama p’(4)—>+1. Oda opa
TBphema Jlako ce HodHmjajy m3 seme 7. : ,

Hdoxa3 nmeme 8. Vamumo Tauke 4’ u A"’ TOIIHKO
ommzy A, ma ce yrmosu 9 (B, A') u 9 (B, A'") pasnmkyjy on

5*
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« (4) Hajsume 3a e (ci. 24). OBo je 3ajemyeHo HenmpekuaHOW hy
¢ynkouje 9. ITo TeopeMH O CHOBAIIEBLEM YIIYy TPOYIia, Ma
3a kojy Tauky X oxceuka 4’'A’’ dulie $ (B, 4" )> a(X)>$ (B, A").
TO H AOKasyje HempekuaHocT ¢yHkmuje «. IIpehumo cama Ha

o Bl [od Bxa C. B
Cn. 24 Cn. 25

¢ynkupje s v h. V3amMumo Ha 3paky / nse Tauke A’ m A" Ha
pacrojamy € oa A u ca pasHux crpaHa on 4. CmycTHMoO U3
mux HopMane A'B’ m A"B’. Tama heMo Ma 3a KOjy Tauky
X opceuxka B'B” mmatu |s(B)—s(X)| <e. Hakne, ¢pyHEnmja s
je HempekwaHa.

Iloxazahemo HenpekugHocT ¢QyHKHHje hA. Y3MHMO Ha

, €
apaky ! tauke A" © A" Ha pacTojamy ) on Tauke A W ca

pasHux crpana ox A (ci. 25). CoyctaMO M3 BHX HOpMalle
"A’'B’ u A"B”. Yamumo caja Ha oaceunuma BB’ u BB'' Tauke
C’' m C"” TaKko Ja ce OHE Hajlaze Ha pacTojalky oA B MameM

on % ny THM TauUKaMa noaureumo Hopmane C'D' m C''D".
Capna he 3a cBaky Tauky X oxceyka D'D'’ dutm
|h(A)—h(X)| <e.

V caMmoj cTBapW, M3 CBOJCTBa H3JIOMJbEHE JIAHMje M OICEYKa
KOjH je 3aTBapa Ciean

XX'< X'B+BA+AX < BA +e.

AHaNOrHO je
BA < X'X+e.

Opartne ciuenu |h(A) -h(X)| <e, To jecT HempexumuocT QyH-
Kxouje A.
Ounrienso je ma je ¢yukumja s(B) moHOTOHO pacrtyha.
Hoxazahemo MOHOTOHOCT GyHKIHje A. V3MHMO Tadky
A’ u3a Tauke A Ha 3paky h (ci. 26). Tepaumo fa je A'B’ > AB.
V cynpoTHOoM ciydajy nocrojaa oW Ha BA Tauka D TakBa
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na je BD=B'A’', a y CakepujeBoM 4eTBOpoyriy BDA'B’ yrao
D duo Om Tym, mTo je Hemoryhno.

HokazahemMo KOHBeKCHOCT (yHKuHje s. Y3muMo Ha k
tayke B’ 4 B’ jemuaxo ymajseHe OX B M NOJUIHEMO HOpMaJe

Al
A
D
(0} ] |k | ]
] 8’ B B B8
Cn. 26 Cn. 27

B'A' u B"A" (cn. 27). Konctpynmummo Tauyky C Tako na je
B'A’=B"C. Kaxo je yrao ACA" jennak yrmy OA’B’, a oBaj
yrao Huje Mamu ox AA”’C, TO je, Ha OCHOBY CBOjCTBa CTpa-
HUIE TPOYyria Koja jexu Hacnpam Beher yria, A4 > AC=AA'.
Opartne cnepu ma je s (A')+s(A”) > 25 (4), mTo u ykasyje Ha
KOHBEKCHOCT (yHKIHje s.

JloxazahieMO KOHBekCHOCT (yHKumuje h. Y3mumo Tauke 4’
u A" jemHako ymaljseHe O A M CIOYCTHMO W3 HBHX HOpMale
A'B' u A”B" (cn. 28). HonmyHHMO caja CIUKY CIMKOM CHMe-
TPHYHOM y OmHOCY Ha Tauky 4. Taga he CB OurH 3ajequHYka
HOopMaja JBejy mnpaBux. PacyhuBameM CIMYHAM OHOME IpU
JOKa3MBamby MOHOTOHOCTH h JIako ce 3akKibydyje Jia Ta HOp-
Majla HHje AyXa Ma oI Koje Apyre HoOpmalle CHOyIUTEHEe M3
Tayke jeHe mpaBe Ha APYTy NpaBy. YTOJIMKO IIPE H3JIOMJbEHA
nunuja B’A'C” Huje mama ox BC. Otyna je

h(4')+h(4") > 2h (),

mrTo, 350r HempeKWAHOCTH h, paje xousexcHocT. Jlema je
JIOKa3aHa.

§ 3. Iluraropuna TeopeMa ,,y MaJoM‘

CarnacHo JeMH 9, u3BoA dyHKIMje p jecTe Heka (yHKUHja
9 (%) yrma 9. Kakxo je p xoHBekcHa ¢yHKmHMja, BeH he u3BOA
OutH MOHOTOHa (yHKNHja, u momrto je & (4, B) cTporo MOHO-
ToHa (yHKuMja 3a yTBpheHo B, ¢ (¥) Ouhe HenmpskuaHa MOHO-
ToHa ¢yukouja. OOjacumhemo kako Ta (QyHKuMja wH3rnenAa.

Jlema 10. Dyuxyuja ¢ (%)= 4 cos 9.

Hoxa3s. VamuMo npou3Bossan yrao (/, k) c TeMeHOM
O v npoH3BoJbHY Tadky B koja ce He nokiama ca O (ci. 29).
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HWMaMoO MAEHTUTET
() —p(0)) +(p (N —p (X)) +(e(0) —p (Y)) =0

IIpumewyjyhn Ha cBaky 3arpajy TeOpeMy O CpeIEOj BpPEIHO-
CTH, A0OHjaMo

c

Cn. 28 ' Cn. 29
0X9(81)+ XY ¢ (93) + YO0 (83)=0,

rae cy 91, 93, 93 oHe BPEIHOCTH & KOje pPeOM OAroBapajy
HEKHM TavkamMa oxcedaka OX, XY m OY. Opatne je

193¢ XY ox
= .|._.__. 9%+ o (9 ()
oy(') ox 0 AR 0=

Kaxo cy ¢yHKmMje s W h KOHBEKCHE (neMa 8), oba 6;(-
HOca OX/0OY m XY/OX Texe oppeheHoj rpaHuum xag X- 0.
Ha ocHOBY JieMe. 6 oBe rpaHUIlE CY pa3JIM4ATE OA HYJE. -

V3 HenpeKHAHOCTM ¢ M HenpeKHAHOCTH GyHKOmuje &
caenu, xag X—0, ma

PBN-9B), 9B)-91) T ¢(33)>0 @y,

rae cy 9, 9,, ¥; ymroBu koje oxcedak OB obpa3yje penom
ca /, k u HopMasioM Ha k. Ha Taj HauuH, npd TIpaHAYHOM
openasy kag X—0 modmja ce ciemeha penaumja:

Ao (3D +1e B+ By =0,
XY ox
0x oy’
) Axo oxceuak OB okpeHeMo 3a yrao v, godomhémo pena-
ngjy -

rae je

o ol o, gt el
oY

2@ (81 4+7) + 1@ (B +7) + ¢ (95 + 1) = 0.
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ITomro je ¢ynxnuja ¢ (¥) HempeKHAHa U MOHOTOHA, OHA
ce Moxe pa3ButH y DypjeoB pen

?(®) =2 crei’.
Veonehu oBaj pex y rope modujery penangjy, moduhemo
c, eint ()\eim‘h & [_,_eir;\?g_i_ eim‘),) =0.
360r ﬁpou3nonmo naaﬁpénor T ona*rhe he Ourtm:
| | Aeindsyyeinday ginds_ 0,
VBeOuMO O3HaKe oy=9—9y, dp=9— 5. Vrao o ¢
Ta‘momhy 7o 3HAKA IPECTaBIbA YTao CycejlaH ca 'yraom (I, k),

a ay= ;};7 . Veopehu «, 1 o, yMecTO 4, OAHOCHO ¥,, moduhemo
,)\einu,_!_ (.Lei"“’ + 1= 0

Oppajajyhu- y 0OBOj peianuju nmarnnapx-m Ieo | samen,yjyhu

oy ca m/2 mMaliemo

)\sinnal+p.sinn7n‘=0.

Caja TBpAMMO Ja Cy y peny 3a ¢yHkummjy ¢ (%) cBu Xoednmu-
jenTH C; jemmaxu Hymw 3a | k| > 1. IToka3aliemo  TO Hajmpe 3a

mapae k. Kako je sm’—;——O TO je Asinkao;=0. AJm A#0,

a «, je MPOH3BOJGHO, Te JOJNA3UMO N0 NPOTHBPCYHOCTH.

Hexa je cama cxs 7% 0 H ccr # 0, npu demy je | k' | # |k |
1 oba cy wemapHu. Taja je Asin k'atu=0 7 Asink” a+p=0.
Opatne je sink’e; = 4-sink’’a;, MTO je 3a NMPCH3BOJBHO o HeE-
moryhHo.

Harme, y peny 3a pysxumjy ¢ (%) Mory OMTH pasIHYHTH
ol HyJle CaMo Cy, C—_; U Ci, TPU ¥YeMy je k memapHo. Opnatie
cinegd Ha je

q)(&)=c+asink3+asink3.

l'lomTo je bynkmuja o () MOHOTOHa y uHTepBany (0, ),
k He moxe Omtm Behe off 1, ma je, mpema TOoMe, k=1.

. Kaxo je.

-l
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ale@®)|-1 xam $—-0, 10 je

@ (¥) = +co3 3.
Jlema je nmokxa3asa.

IIpehumo caza Ha penauujy
OX ¢ (91)+ XY ¢ (93) + YO ¢ (93) = 0.

V3mMuMo Tauky B moBo/bHO Janeko onx O, a tpoyrao OXY
Heka je Mand. Taja ce Ha CBakOj CTPaHMIM TPOYIJa BPEIHO-
CTH & Majo Memajy. YnpaBo, MOXe ce CMAaTpaTH Ja je Ha
CBaKOj CTpaHMIK Tpoyria |¢ (9)—e (8'')| < ¢ ako cy cTpauuus
Tpoyryia Mame on Hekor 3. To cienu M3 HENPCKHIHOCTH QyHK-
ugje & no oda aprymeHra.

Heka caja Tauka B JieXu Ha NPOAYXeTKy kaTeTe XY.
Tana je

p@)=—1, [p@)|<e [o®@)—coia| e,

rae je « yrao Tpoyrna HacnpaM katete OY. Ha Taj HauuH
JonasuMmo a0 ciaenehe penanuje: '

OXcosa—O0Y +¢' 0X =0,

rae je € NpoM3BOJBHO MAjlo ako Cy CTpaHMlie TPOyrja Maic.

AmHajiorHo, y3umajyhu Tauky B Ha NpoIOyXeTKy Ipyre
KkaTeTe noduheMo penauujy

OXsina— XY +e" 0X=0.

M3 tux JBejy penaudja noduja cc ciaeacha teopoma:

TeopeMa 50. Y ceaxom iipasoyiaom ipoyinry c idpagum
yisom C
AC?+ BC?*=AB%+¢c AB?,

iipu yeMy € UlesXU HYAU 3QjegHO C XUHOWEHY30M WpPoYiia.

§ 4. JIuHnjckn ejleMEHT PaBHH

VBeAMMO y paBHU IOJIapHe KOOpAMHATE 4, v Ha cienehn
HayuH. VI3 mpou3BospHe Tauke O — KOOPAHHATHOI MOYETKa
— HOBYHMMO 3pak A m cBakoj Tauku A4 paBHHU KODECIIOHIH-
pajMo mo nIBa Opoja: u — pacrojambe Tauke 4 ol Tauke O,
H v — yrao koju momynpaBa OA obpa3syje ca h y 3amaTtom
cmuciay. Haliu hemo u3pa3 3a pactojame usmelly nBejy Ounu-
ckux Tavyaka (¥, v) 1 (u+Awu, v+Av). ¥V Bean c THM pasmo-
TpulieMO Heka CBOjCTBa Kpyra.
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Jly)XMHOM KpYXHC JIMHHje (0DMMOM Xpyra) Ha3uBa ce
rpaHuua OyXHHA y by YNHCAHUX MH3JIOMJbEHHX JIMHMWja, HOX
YCIOBOM fa CTPAHMIIS M3JIOMJbEHUX JIMHUja HEOTPAHMYEHO oma-
najy. Mu mnehemo noHaBbaTH A05po no3Hata pacyhnBama
xoja yTBphyjy nocTojame AyKHHE KPYXHE JIMHUJE Y TOM CMHUCITY.

Jlema 11. [Jykuna KpyKHOI AyKa eKeusaieriiHa je wletiueu
koja ia 3aitiexce. O6um Kpyia je KoHeekcHA @PYHKuuja ipedHuKa.

HOoxa3. Yamamo aBe Onucke Tauke 4 v B Ha xpyry
(cn. 30). Kag Tauka B— A, Tama / COB— 0, u, npemMa ToMme,

‘4,430»321_ w / CBD—0. o nemu 7, BD/CB—1, a

~~
AB < AB < AC+ CB. Opatrne npou3sJjla3u CKBMBAJICHTHOCT
KPYXHOT Jiyka ca TETHBOM KOja ra 3aTexe.

Jloka3zaheMo KOHBEKCHOCT KPYXHOr o0MMa kao ¢yHKuuje
NoAynpeyHuka. Y3M“MO TPH KOHLEHTpUYHA kpyra ky, k, H kx ,
C TIONYNPCYHWLHUMA p;, Pz M Apy+(1—=Np, (0 <A < 1). Ilo-
ByIMMO M3 lLicHTpa O Kpyrosa n 3pakoBa IOJ| JeHAKHM YIJIO-
BMMa M ONUIIHMO Y CBaKH Kpyr NpaBHJIHU 7n TOYrao ¢ TeMe-
HMMa Ha TUM 3pauuma. Odenexumo ca a;, d, H a) AyXuHe
CTpaHMLA THX TOJIArOHA.

(o]
Cn. 30 Cn. 31

Ha ocHOBY KOHBCKCHOCTH ¢yHkuuje h (Jiema 8) crpaHulie
a,, a, U a) TONMIOHA Be3aHe Cy HejeaHakowhy
a, < iag+ (1—2)a,.

Kan oBy HejeAHAKOCT MOMHOXHMO ca n M mpeeMo Ha rpa-
HWLY Kaj n— oo, fobuhemMo oxrosapajyhy Hejeamakoct u3Melhy
KPYXHHX OOMMa:

I+ (1—N) pg) < M (py) + (1 =2) L (po)s

a 0BO yKa3yje Ha KOHBEKCHOCT KpyXHor obuma /(p) xao ¢y-
KUMje TOoJynpcYHUKa.
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OBenexumo ca )/G, (1) RyXHUHY KPYXHOT Jiyka KOju OAro-
Bapa IEeHTpPIHOM yriy oa 1 paaujana. Tapa he yrmy Av

ogrobapatn ayk Av |/G (w), a oBum menor xpyra Ouhie

2w l/au.j

Ha ducmo Hamum pacrojame usmely Tavaka A (u, v) u
B(u+Au, v+Av), ciojMo oBe Tauke C KOOPAUHATHAM IOYETKOM
O u cnyctumo m3 Tauke A Hopmany AC Ha OB (cn. 31). Ilo
Teopema 50 je AB%=BC?+ AC?+ AB®e¢, wum, IUTO je HCTO,
AB?=BC?+AC?+,BC? +£,AC?. V3mmajyhu y 003up ma je
nyk AC' exBuBaJieHTaH oaceuky AC, a omcevak CC’ pa je
Manu y nopeljemy ca AC, MOXeMO HanMCaTH

~ N ~~
B:*=AC?+C'B*+¢' AC"?+¢" C' B>
Opatiie ce 3a pacrojame As u3Mely ABejy Onmckmx Tayaka
(w, v) u (u+Au, v+ Av) noduja cneneha ¢opmyna:
As?=Au+ GAV? +e (Au?+Av?),

npu vemy e 0 kax Au u Av Texe HyJH.
3anazuMo [Aa, Kako TO CieAW M3 M3BOema, 3a Malio
Au mw Av y KOHayHOM Jely paBHM € je CpasMEpPHO MaJo.
KBanpatay ¢opmy
ds*=du® + Gdv*

3pahieMO JIMHHJCKUM €JIEMEHTOM pPaBHH.

Axo nyxwHy kpuBe AepHHUIIEMO Kao IPaHHIY LYXHHA
H3JIOMJbCHUX JIMHHjA YNWCaHUX y Ty KpHMBY, Taja hemo 3a
OyXuHy KpuBe u=u(t), v=v(t) modutu dopmyiry

s=f]/u’2+ Gvidr,

IO3HATY U3 AudepeHnHjaTHe reoMeTpHje.

Hanmnmmumo aumdepeHNujanHy jeqHavYnHy npase. 3HaMO Ja
je M3BOZ O # TO JYKy OpaBe jeOHAK KOCHHYCYy YIia KOjH
3paK INTO IOJIa3H U3 KOOPAHHATHOI IO4YeTkKa odOpa3syje y mpe-
CeYHOj TAYKH Ca IpPaBOM: ‘

du _ 1
Yduw? +Gdv Y1+ GvE
Opatne ciuemu fma je 'y KOOpAMHATaMa: u, V upaBa JIMHMja
rjaTka (v je HempekuaHa (yHKOHjA).

cos & =
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Ilowto cy npase Hajkpahe nuHMje, OHE CYy eKCTpeMaie
dbyHknHOHATE

1= [ Y1+ Gviau.
Wnrerpana He 3aBuCH OX v, Te cy 3ato exc'rpemane zare
jenHa9uHOM
GV
Y1+ Gv'2
To m jecte nupepeHndjanHa jenHauYMHa KOjy 3a/l0BOJbA-

Bajy npase. Ilomohy dopmyne 3a cos & MOXeMO je HOBECTH
Ha 00JMK

= const.

sin $ /G =const,

Mocan cMo o dynknuju [/G 3HAAM camo TO Ja je OHa
NO3ATHBHA, KOHBEKCHAa, Ia JaKie H Henpekmma Caga hemo
je ¥ Jajbe MCIIMTUBATH.

V3muMo Ha 3paky v=const. Be Tauke
A, v) u B(u+Au, v+Av)

U KOHCTPYMIIMMO jeNHaKOKpaku Tpoyrao ABC ca yrjioBuma e
Ha ocHoBHIM (ca1. 32). Heka je o onrosapajyhu cnoseamimu
yrao tpoymia kox temena C. PasmotpuhieMo rpaHumy o/e xang
e—0. Jempayuxe mpaBux CB u CA Cy DPECNEKTHBHO

sin$ )/ G=)/G (4) sin (—e),
sin9)/ G=)/G(B)sine.

M3 oBuXx jemgHaudHa oxMax ce xoduja
Ia je

| _VG®),
VG (©) e0 e VG(C)

rae Je C cpemuna mmeljy A u B Ona-
TIe - je

Cn. 32

im VG @+/GE
$50 @ VG(C)

06paTuM0 NaX\sY Ha TO Ja A 3aBUCH CaMO O] 'pacTojama
n3mehy 4 u'B, TOo jecT camo ox 2h.

Crasumo, kpatkohe panu, VG (u)=g (u). Tama g (u) 3a-
JOBOJbaBa jEMHAYHHY C KOHaHWM pasiukaMa

g(u+2h)—rg (u+h)+g(u)=0. *)

=A.
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Kako je ¢yHKuIMja g KOHBEKCHa, TO je
gw+2h)+gW) >2gu+h)

4, npemMa TOMe, A > 2.

W3 Teopnje KOHAYHWX pa3MKa MO3HATO j€ A2 HENPEKHIH3
dyukuuja g koja 3amoBosbaBa jemmaumHy (*) WMa 0DIHMK

g=ciu+cy ako je A=2,
g=ce%+cye ako je A>2.

Momwro g (u)— 0 xag u— 0, TO je y NpBOM CIIy4ajy g =, %,

a y apyrom g=c(e® - e~°). ObjacuufiemMo 3amTO Cy Yy THM
tdopMynamMa jeJHake KOHCTaHTe C.

V3mMuMO Maju npaBoyrid Tpoyrao AOB ¢

MaJIMM OIITPUM yriioM Av ko Temena O (ci. 33).

HmMamo:
A AB~gAv, OA=u.

B Ama, AB~ OA-sinAv (b. nperxonun naparpad).
Opartne je
gAv=usinAv.
0 Ilpema Tome, 3a mane u je g=~u. Crora je

Cn. 33y npeom cnywajy c¢=1, a y apyrom c=2—.
(e}
Ha Taj HauuH jonasumo g0 cieaehe rTeopeme:
Teopema 51. Jlunujcku enemenili pasHu uma jegan og

caegehux obauka: uau

ds?=du?+utdv? uau ds?®=du®+ [?llfi‘} .
g

3ana3uMo fa Ce NpBM OOJMK JIHHUCKOr eeMeHTa A0DH-
ja u3 Apyror y rpaHM4HOM mnpeiacky xax o—0.

§ 5. IToTmyHOCT CHCTeMa aKCHOMa reoMerTpuje Jlobauesckor.
H30MOpHOCT CBHX IEHHX peajn3anuja

Cana xan je Halien koepuuMjeHT G JIMHHMJCKOT €JIEMEHTa
paBHH, MOXe c¢ HNODATH jeAHAaYMHA NPAaBUX y KOHAYHOM 0Oiu-
Ky. HdudepeHuujaaHa jeaHayuHa NpaBuX, Kao IITO Je IMOKa3aHO
y mperxoaHoMm maparpady, uma odmux

Gv'
———— =coast.
Y 1+Gv'?
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HyxX mpasux Koje He mpoJiase Kpo3 KOOPAMHATHMU MOYe-
Tak MOXEMO # IOCMAaTpaTH kao (QyHKOHjy o4 v. 3a Takse
npase Nu(epeHOMjaNHy jeAHAYMHY MOXEMO HAIHCATH y 05muky
u'2
— + —=const.
G G
Capa hiemo yBecTH HOBY Hemo3HaTy (QyHKLHjy A CTaBiba-
jyhu nma je 3a

1
G=u® A\=—, a 32 G=
u c

Tana hemo mobutm cienehy jemHadmHy 3a A:
A'2 4% =const.

Hudepenuupajyhim oBy jemHauuHy modouhemo A’ (A" + 1) =0.
INomro ', ma mpeMa ToMe M A’, NOCTaje HyJa CaMO Y jeIHOj
Taykd, TO je A +A=0. Onmure pememe 0Be jeAHAYHUHE je, KAO
IITO je MO3HATO, A=, COS v+ ¢, sin v. Ha Taj HaunH modujamo,
y cny4ajy G=u? jenHauMHy CBHX IpaBMX KOje He MpoJase
KpO3 KOODAMHATHHU NOYETaK:

sh2ou
A=cthou.

l=c,ucosv+cyusinv.

Ilpae xojc mpoyade Kpo3 KOOpDAMHATHM MOYETaK HMAjy jead-
HaumHy v=const. OmaTie cieAw Ja CBe NpaBe Yy paBHH Yy
ciaydajy G=u?® HMajy jemHAYAHY C,U CO3V + Cousinv+cg=0.

JocnoBue MCTO TaKoO jeAHAYHHA Ce MHTETPHIIE U Y CIy-

; 1 ; :
qajy G= — sh?ou, Te ce onuiTa jenHAYWHA NpaBuWX Xoduja y
G
00IUKy .
¢y thoucos v+ cythousin v+cy=0.

Capa heMO yMecTO u, v YBECTH KOODAHHATE X M y CTaB-
jpajyil y TIpBOM cCliyd4ajy

X=ucosv, y=usinv,
a y apyrom
x=thoucosv, y=thousinv.

V npBoM caydajy X M y MOry y3MMaTd Ma KOje BPEIHOCTH,
a y apyrom cuydajy je, 3bor |thou|< 1,

x:+y?=théou < 1.
V o00a cimy4aja jemHauMHa OPaBHX TJIACH
c1x+cyy+cg=0.

OuyuriemHo, y IIPBOM ClIy4ajy mcoymeHa je Eykiaumosa
aKCHOMa M[apajieIHOCTH, a y APYroM akCHOMa MNapajieTHOCTH
Jlobavesckor.
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Kaxo -ce u3paxaBa y KOOpAMHATAMA YCJOB Aa Ta4yke Ha
npaBoj cieAe jemHA -3a JAPYIOM Yy OBOM HJIM OHOM cMepy?

V cnydajy mojapHMx KOOpDAMHATa u, ¥, 32 HpaBy Koja
He Iposias¥ Kpo3 mouctak O mopenak Tayaka y OBOM HJIH OHOM
cMepy H3paxapa ce, OYHIJIEZHO, Y MOHOTOHOCTH V, a 3a NpaBy
Koja mposia3d KPo3 KOOPAWHAHTHH HOYETAK — Y MOHOTOHOCTH
u. Axo ce y3Me y 003up Beza m3mely #, v M X, y, MOXe ce
1oKa3aTH Aa Ce Y KoopAWHATaMa X, y Mopejak Tadaka y OBOM
HIM OHOM CMepy H3paxkapa MOHOTOHOWNY x U y, Kao M Y
JlekapTOBOj peau3alliju.

Koje Tpanchopmanmje xoopAuHaTa X, y Aajy KpeTama Y
paBuu JlobaveBckor? _

Ako ce Tauku paBHH JIoDayeBckor c KOOpAMHATaAMAa X, Y
KOpECHOHJMpa Tayka eyKJIMJCKe paBHH ¢ THUM HoTHM Jlskap-
TOBHM KOOpJAHMHATaMa, Taja Ce paji O TaKBHM TpaHchopMma-
mujamMa kpyra x2+3)? < 1'y mera caMor mpu KojEMa IpaBe
npenase y npase. 11o3HaTo je ma cy cBe Takse TpaHC(Hopma-
IMje  mpojekTHBHE. AJM, [la JIM cBaka Taksa Tpancdopmaumja
IpeAcTaBba KpeTame? -

Heka je S Ma kakpa mpojekTHBHa TpaHnchopmanmja koja
Kpyr x%®+)? < | mpeBoau y mera camor. Ona Ttauky (0, 0)
OpeBoOM y HeKy Tauyky A, moaymnpasy x > 0, y=0 y mouxy-
OpaBy a H noiypasad y > 0 y Heky nonaypasal a. IIo akcnoMu
III,, mocToju KpeTame, TO jeCT NpojeKTHBHa TpaHchopmamuja,
Koja MMa HaBefleHa cBojctBa S. Ho, kako je moka3aHO NpHIM-
KOM KOHCTpyHcama peanm3ammje K y § 5, ri. III, S je jemna
jenmHa TakBa TpaHChopMamuja. OmaTire cieau Aa je S Kperame.

ITomTo DpPUIUKOM YBOhema KOOpPAHHATA X, y HHCMO
KOHKPETH30BaJIM peanm3anyjy reomerpuje JlodaueBCKoOr, ropme
u3jarame JO3BOJbaBa HAM Ja 3aKJbyYHMO. Ia je CBaKa peaiid-
3andja reomerpuje Jlobagesckor m3omopdpHa menoj K peaymsa-
maju. OBy peamusanujy mokasao je ®. Kimaju. Kako cy zase
peanusamuje m3oMopdHe Tpehoj m3oMmopdHE W jeAHA APYyroj, TO
CMO Ha Taj HauMH AoKasanu cieachy rteopemy:

. Teopema 52. Cse peaausayuje cuciieMa axkcuoma pasHe
feomeiipuje Jlobauesckoi uzomopgne cy. Ilpema iwome, cucitiem
axcuoma ieomemtipuje Jlobauesckoi je uoiiityn.

§ 6. Hajsaxunje murepunperamuje reomerpuje JloGa4enckor

- YecTo ce peanmsalldja CHCTEMa aKCHOMa TIeOMeETpHUje
JloDaueBckor Ha3WBa W MHTepHpeTanHjoM reomerpuje Jloda-

4eBCKOr. JeAHy OJ WHTepnpeTamdja ymosHand cMo y ra. III;
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§ 5. - To je Kiajuosa uHTepnperanuja. Cana hemo pasMoTpuTu
Joml fABe MHTEpnpeTanuje; jeAHY OX HX Hao je Benrpamu
a apyry IToenxape. o

Kao mro je mosmato, ma mospmm ‘F CTAalHO HeraTHB-
He I'aycoBe xpmBmHe K Mose ce yBeCTH Takpa KOOpAHWHATHA
MpeXa u, v a BeH JIMHWCKA eJIeMEHT HMa OOJIHK

T 2
ds?=du® + (sh_l{—__Ku) dv2,
. /-K
HcTH TakaB JIMHMJCKM , €IEMEHT UMa M paBan JlobaveBckor
3a o= —K. KopecnonampajMo Taukn paBHH Jlobauesckor ¢
KOOpAMHATAMA u, V Ta4Ky HOBpmH F ¢ THM MCTHM KOOpZH-
Hatama. Ilomro cy mpaBe majkpale mmmmje, ToO e IM Ha
nospmu F, yciuen H30METpHje YCTAHOBJHEHE KOPECTIOHAEHIHjE,
oarosapatd reofesujcke junmje. IlomTo kperama He MemBajy

AYXHHY Ofcevaka, Ha NOBpWHM F UM OAroBapajy M30MeTpH-

YHa NpEeCNHKaBamka, NPH YeMy CBaKO H30METPHYHO NPeCIIHKa-
Balbe OATOBapa HEKOM KpeTamy. '

Taxo nodujamo mHTepnperanmjy pasHe reomerpdje Jlo-
Oavesckor. QBy HHTepIpeTamujy yka3ao je Bearpamm. Hhen
HEJ0CTaTak je TO INTO y eyKJIHACKOM IPOCTOPY HE MOCTOjH
NOTIyHa NOBPII HEraTMBHE KDHBHHE KOja He OH MMajia CHH-
rylapuTeTa Ha KOHAYHOM pactojamy. Ha Taj Hauum, y Toj ce
HHTEPIPETallMjd MOXe IPE/ICTABHTH TE€OMETPHja HE Neje paB-
HA JlobaweBckor, Beli caMo jemHor meHOr nena.

) HpenmyhgTBo Te HHTEpIpeTanyje y OAHOCY Ha OCTalie
JecTe TO INTO je Mepeme OfCeYaka H YIJIOBA Y KOj OMHXe
HAIIAM ' IPOCTOPHHM . IPEJICTABAMA HETOJH y ADYTMM HHTEp-
nperandjama. OBfe pacrojame m3Mmely Tauaka jecTe myXHHa
Oficeuka reojie3djcke JIMHHje Koja CNaja Te Tauke, a yrao
usmehy mpaBEx jecTe yrao m3Mely THX reome3mjckux JIHHYja
y coMHucIy nn¢epemja.1me reometprje. IIpso je ouuriexmHo,
a QIpyro cnead W3 JeAMHOCTH YIJia Koja je yrephesa Teope:
MoMm 39. i ‘

Hoenxageona HHTepOpeTamMja nodmja ce u3 Kiajrose
HHTEepHpeTanyje Ha cuenchu nHawmn. Kpyr x2+ y2< 1 mpojekryje
ce Ha nmomychpepy x*+y%+22=1, z > 0, a momycpepa ce u3
moma (1, 0, 0) mpojexryje Ha paBan yz (cTepeorpadcka mpo-
jexmgja). TIpBaM mpojexkToBameM he TeTmBe Kpyra npehm y
IIOJTyKPYTOBE Ha cbepu, HopManHe Ha exBaTop z = 0. [IpAIHKOM
ApYror mpojekroBama oBu he moaykpyrosu npehm y moaykpy-
TOBe WM TOJynpaBe y HONypaBHA yz, z > 0, HOpMayiHe Ha
ocy y (upam crepeorpad)ckoM INpojeKTOBamy YIJIOBH OCTajy
HEH3MEHCHU, a KPYroBH Ipellase y Kpyrose HJIA INIpaBe).
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Ha Taj Hauun, y IloeHkapeoBOoj HHTepnpeTalujd Mpase
JloBaueBCckOor mpeacTaBibajy Cce IOJYKpYroBAMa M MNOJympa-
BHMa NOJIypaBHH yz, z >0, HopMmamHuM Ha ocy y. Kperamuma
y paBum JloGayeBcKor oxrosapajy TpaHchopmauuje NOJypaBHU
z>0 y camy cede, Koje NOJYyKpyrose M IOJIynpaBe HOpMaiHe
Ha oCy y NpeBoJe Y NOnykpyrose M nosynpase. ObjacHumO
ImTa NpEACTaB/bajy Te TpaHchopmamwuje.

OvuraeqHo, WHBEp3Hje Yy OJHOCY Ha IEHTPE Ha OCH ),
CIMdHA ITpeCIMKaBalkba y OJHOCY Ha Tayke Ha TOj OCH, Tpe-
CIMKaBakba CHMETPHYHA Yy OZHOCY Ha NpaBe HOPMAJIHE Ha Oly
y M KJIu3ama OyX oce y jecy TpaHc(opMaluje Koje MOynpa-
Be W NOJYKpyroBe HOPMAJlHE Ha OCy y MpPeBOJE ONeT y IOJy-
npaBe WM IIOJYKpyroBe HopmauHe Ha ocy y. Cpaka Taksa
TpaHCcopManuja M CBaka HHXOBA KOMOMHAUMja OAroBapajy
HekOM KpeTamy y paBHH JloDaweBCKOr, jcp TOMC KpCTamy OX-
ropapa komuHeanuja y KuajHoBoj mHTepnperanuju. Anu, Aa
JIK Ce CBAKO KpeTame Jo0Mja Ha jeaH Od MOMEHYTMX HavH-
Ha? Jla Ou ce Ha TO NHMTalke OATOBOPUIIO IIOTBPAHO, Tpeda
NOKa3aTH Aa Cy Te TpaHcopmanudje AOBOJbHE Aa ce 3aA0BOJBH
3aXTeB NOCTOjalba KpeTama Koju je caapxan y akcdomu III,.

Hexa cy A, B nse Ttauke, a ¥ b nmonynpase, a o u B
nosypaBHH O kojuma ce rosopu y akcuomu III,. Tpeba mo-
Ka3aTH Kperame Koje npesomu A y B, a 'y b u a y p. Iloka-
3alieMo Ja cy IOMeHyTe TpaHcopmManMje NOBOJBHE Ha ce TO
octapn y- [loeHkapeoBOj HHTepIpeTanuju. AKO je a Aeo Mouy-
Kpyra a He MOJympaBa, HM3BPIIAMO HHBEP3Hjy Yy OAHOCY Ha
jemaH oA xpajesa IOJYKpYra M Ha Taj Ha4YMH IPEBEAUMO a Y
noJynpaBy HOpMmaiHy Ha ocy y*. To mcTto y4mHEMO u ca b.
Cajma KIM3aBEM H OCHOM CHMETPHjOM JOBEAMMO JO MOKJama-
pba mosnypasEd « ¥ B. M Haj3am, ciomumomhy y onHocy Ha
noyeTak moJynopaBe Ha KOjoj Jexe a W b noBeAMMO A0 IMOKJa-
nawa A w B. Jlakie, rope HaBeleHe TpaHChopMandje U HH-
x0Be KOMOWHalldje MCIpIUBYjy CBa KpeTama paBHH JIoGades-
cxor y IToeHKapeoBOj MHTEPIPETAIHjH.

3ama3uMo Ja CBe moOpojaHe TpaHCchopMaluje: HHBEP3H)E,
K/M3amka, OCHE CHMETpHje M CJIMYHOCTH jecy KOH(pOpMHE TpaH-
chopmamumje. Onatne Ha ocnoBy Tephema o jeHHOCTH Mepe
3a yrao (Teopema 39) cmenu Aa ce y IToeHkapeoBoj uHTepmpe-
TanMjH Mepa yriia y cMuciay reometpuje Jlobavepckor nokmamna
C MepoM yrja y eyKJIHICKOj TeOMETPHjH.

Ioka3ahemo na ce y IloeHKapeoBOj MHTEPNPETALMjH Kpy-
roBu JloDaueBckor mnpeAacTaBibajy EyKJIHAOBMM KpyroBUMa.

* IIpu wHBEp3WjH y OJHOCY Ha jenMy CBOjy Tauky Taj Kpyr mpe-
Na3d y OpaBy.
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3aucra, Kpyr ce OAJMKyje THMEe IITO OH Cede IOA TpPABEM
YIJIOM CBE npaBe KOje Mpojase Kpo3 HeroB mentap. Ilomro
NpameHy IpaBux. Jlobauesckor oxarosapa y IToenkapeoBoj mu-
TepHpeTalldjd IpaMeH KpyroBa, a OPTOTOHAJNHE TpajeKTopHje
npamMeHa Kpyrosa Cy, Kao IUTO Ce 3HA, KPYTOBH, 3aKJbydyjeMo
na xpyrosuma Jlobavesckor oarosapajy Ha IToeHkapeoBoj mo-
nypaBHH EyximZIoBu Kpyrosw. ‘

W3 IloenkapeoBe HHTEpIpeTalje Ha IOJNYPaBHH MOXe
ce JODATH HOBA MHTEPIpPETalMja aKO Ce H3BPIIA HHBEP3Hja
OBe TOJIypaBHM y OJHOCY Ha HEKYy Ta4Ky HONYHCKE HOJYPaBHH.
IIpn Tom he TOJypaBaH npehu y Heku kpyr x. ITpasum JIoba-
YEBCKOI' y TOj MHTEPNpPETAaljH OAroBapajy KPYrOBH M IpaBe
HopManHe Ha Kpyr x. Kperama ce ocrBapyjy uHBep3mjama y
OZIHOCY HA KpYrose HOPMajH¢ Ha KPYTI' %, OCHO-CHAMETPHYHHAM
npeciMKaBakbEMa y OJHOCY Ha NPeYHHKe TOr Kpyra H OOpra-
BUMa OKO Kpyra. ¥V TOj MHTepNpETalHju Mepa YIia y CMHCIY
reomerprje Jlobaueckor Takole ce mokiama ca eyKJIMACKOM
MEpOM yIJia.

Ouucana'nn'repupe'raunja Moria OW ce HOOHMTH M Hemo-
cpenso w3 KnajHose mATEpnpeTanyje Tako WTO SH ce y3mMana
crepeorpadcka npojekmuja He w3 mona (1, 0, 0), Beh u3 moma
(0, 0,—1) na papan xy. Omatne cnemu ma ce, y KnajHosoj
MHTEPNPETANlHjH, y NEHTPYy Kpyra Mepa yIriia y eyKIHACKOj
TeOMETPH{H H y reomeTpaju JIoSa4eBCKOT MOKIamajy.

.Cana_.jom HEKOJIMKO PeYH O Mepemy Oficedaka H YIioBa
y Knajuopoj murepnperanuju. Heka cy 4 u B ape Tauke paBEH
JlobaweBckor Y_Knajuosoj untepnperamuju, a C m D xpajesn
TETHBE HA KOjoj JexH ozcedak A4B. Jlaxo je Bupmerd na ¢ym-
KIOMja OAceYKa, AeduHmcana m3pasom

u(4B)=k|In (4BCD)|,

rae je ca (ABCD) obenexena apopasMepa Tadaka, MMa OHA
CBOJCTBA Mepe OJcevaka Koja Cy modpojaHa y Teopemu 38.
V creapyu, ¢yHkmmja p je mosmTEBEa. OHa je WHBapHjaHTHA
y OJHOCY Ha KpeTake jep je ABOpa3Mepa WMHBADHjaHTHA Y
ONIHOCY Ha NPOjeKTHBHE Tpancpopmangje. Y, HamocneTky, oHa
Je aluTHBHA, jep, ako je Tauka X m3mely 4 m B, Tama je
(4BCD)=(AXCD)(XBCD). Ha ocHOBY TBphema O jEAMHOCTH
U3 IOMEHyTe Teopeme odHja ce na je w(4B) Mepa IyXuHe.

Ananorso ¢yHkmmja AeduEMcaHa 3a yIiIoBe H3pa3’oM
3 (h, k)=k|In (hkap)|,
rge cy h, k xpamu yria, a o 1 B TaHTeHTE Kpyra x2+y*=1

6 IlpenaBama H3 OCHOBA FEOMOTDHjS
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NoBy4eHe M3 TeMeHa yIia, jecTe Mepa 3a yrjose. Ja &u opa-
T 1
BOM yIJIy OAroBapaja BPeOHOCT > Tpeda yset: k=—2-.

Ha xpajy Hanomenumo jga noctoje KiajHoBa u IToenka-
peoBa MHTEepIpeTanuja 3a OPOCTOPHY reoMetpHjy JlobaueBckor.
V KnajaoBoj uHTepnperaudju Ta4uke JlodayeBckor mpeacTaBibajy
ce Taukama Jonte x2+ )2+z2<1, mpaBe oxcednMMa EyKIHI-
CKAX OpaBMX YHYTap JIONTEe, & PaBHA KOMaauMa eyKIHIACKHX
paBHM yHyTap JomTe. Ilopemak Tayaka y CMHCIY reoMerpuje
Jlobadesckor mokjnama ce C lbMXOBHM NOPETKOM Yy EYKIHICKOM
cmucny. Kperama cy mpojexTuBHe TpaHcopMmanuje Koje rpa-
Huny Jonte — cdepy x%+)%+z2=1 — 3aApkaBajy Kao Ie-
JIMHY HEH3MEmEHY.

§ 7. Hexe ynmennne reomerpuje Jlodauesckor

Cana, xaj je JoKa3aHa H30MOPQHOCT CBUX peajlM3andja
reomeTpuje JloDaueBCKOr, HCTHHHTOCT Ma Kojer TBphewa Te
reoMeTpHje JOBOJbHO je YTBPAUTH Yy HEKO] OA EEHHX HHTEp-
mperanyja. Mu hemo oBAe Pa3sMOTPHTH HEKOJHKO IpHMepa.

Ckyu ipasux y paenu Koje iipoaase Kpo3 wmauky A u He
cexy upasy a uciiyrwasa geéa yrakpcHa yisa. Kpayu osux yinosa
iakohe wipuiiagajy oeuM Upasum.

Tepheme je ouurieHO — HOBOJBHO je ceTuTH ce Kiaj-
HOBe HHTepmpeTamuje. Kpamy OBHX YHAaKpCHHX YIJIOBa 30BY CE
#lapanene Jlobauesckoi. JemHa OX BHX YCIOBHO Ce Ha3wBa Jec-
HOM, a JIpyra JIEBOM.

IMapanemsoct npaBux, no JlobDadeBckoMm, uMa ciencha
cBOjcTBa Ko0ja ce jako yTBphyjy momohy KiajHose wuHTED-
npeTanwje.

Axo je #ipasa a #apasesna iipasoj b, wmaga je #pasa b
#iapasesna a; axo je éipaea b éiapasesna a u #paea c iiapasesna
a y uciioM cMmepy, aga je b uapasesna c.

Ha ©u ce modmie mame mociexune, AalieMo MPOjEeKTHBHY
KapaKTepUCTHKY YCIIOBa HOpMajHOCTH mpaBux Yy KiajHoBOj
mHTepnpetanuju. Heka ce y neHTpy KiajHoBor kpyra ceky
mpaBe @ 1 b nox npasum yrioMm y Eykmumoom cmumcny. Tana
ce OHe CeKy IIOA MNpaBMM YIJIOM M y cMmuciy Jlodadesckor.
3aucTa, OCHO CHUMETPUYHO NpECHHKaBalbe Kpyra y OJHOCY Ha
jeAaH oX Kpakopa yria pa3sMmemyje cycemHe yriose. IIpaBe koje
ce CeKy Yy IeHTPY Kpyra IOA NpaBHM YIJIOM IIOJIapHO Cy KO-
HjyroBaHe y onHocy Ha mnepudepujy kpyra. Kako cy kperama
y cmuciy JloSayeBckor mpojeKTHBHE TpaHchopMmamuje Koje He
Memajy nepudepujy KiajHoBor Kpyra, TO cé THM CBOjCTBOM
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noJjiapHe KOHjyrOBaHOCTH OJUIMKYjy Ma KoOje y3ajaMHO HOpMajHe
npase.

Opnatne cnenu: fa Ou ce W3 jgaTe Tauke A4 IOBYKJa HOp-
Maja Ha JaTy mnpaBy 4 y KiajHoBoj wHTepmperanmju, tpeba
A CHOJUTH C NOJOM IIpaBe a.

Axo ce gee upase a u b cexy, Waga owne HeMajy 3ajeg-

HUYKY HopMaay.

3aucTa, HOpMajia MOpa NPpPOJA3HTH KPO3 IOJ TpaBe @ U
non mpase b, a Taja je OHa mojapa IpeceYHe Ta4Ke NPaBHX d
u b. Kako je oBa Tauka y Kpyry, TO je meHa moJapa He cede.

Ako cy gee iupase a u b medlapasesme u He ceky ce
(Waxee upase 306y ce MuMmounaswe), oHe uMajy jeghy jegumy
3ajegHuYKy HopMaiy.

V Kiajr030] MHTepIpeTanMji OBa HOpPMaia je mojapa
Ta4yKe Mpeceka NpaBux a H b.

Ilapasesne wipase a u b nemajy nujegny sajegnuuxy nop-
Mmany.

V KnajHoBOj MHTepIpeTaOujud IpaBa KOja claja IoOJoBe
npaBux a U b nomupyje KinajroB xpyr.

Hexa cy a u b ma xoje gee #pase y pasnu Jlobdaues-
cxoi. Taga He mopa ceaxa #Wpasa Hopmasna Hd a cehu b.

Bamcta y KiajHoBO] MHTepnpeTamuju cBaka mpasa Koja
nposa3y Kpo3 IION IpaBe a M cede Kpyr He Mopa celim mpaBy b.

Axo ¢y a u b gee uipase Jlobauesckoi, ome ce Heoipanu-
YeHo #ipubauxyjy jegna gpyioj y jegnom cmepy u Heoipanuuero
pasuaase y gpyiom cmepy.

Hopmane npase a nponase kpo3 mox A* Te mpase (ci1. 34).
OuMrienso, Kaj ce NpaBa ¢ OPHONMXABAa NpPaBOj ¥, Taja JBO-
pasmepa (ABCD)—1 jep AC/BC—1 u AD/BD- 1. TIpema
ToMe, @ (AB)— 0. Kanma ce nak mpa-
Ba ¢ TpHONMXaBa NpaBoj Vv, Tala
BD/BC—~0, a AD|AC Texu rpaHMOH
pasnnyaToj on Hysxe. Opatie

w(4B)—~>oo.

AHaJIOTHO ce Joxasyje Ja ce Mumo-
una3He updee u ipase xoje ce ceky
Heolpanuueno ygamyjy jegHa og gpy-
ie y oba cMepa. .

V IloeHKapeoBOj HHTEpPIPETALH M
mpaMeH mapaiena Jlobauesckor mpea-
CTaBba Cc€ NPaMEHOM IIOJyKpyroBa
KOjH ce JONMpYjy Yy KpajlbMM TadkaMa WA IPaMeHOM Hapa-
JIEJTHAX TIOJIyIpaBHX.

6*
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Kpusa y paBeM JloDaueBCKOr 30Be Ce Opuyuki axo cede
O] NIPaBEM YIJIOM IIpaMeH NapajelHax npasux. OvurienHo, y
IToenxapeoeoj #oaypaenu yz, z > 0 opuyuka upegciiassod uiu
Kpyi Koju gogupyje kpaj uoaypashu — upasy z=0 — wuau
#ipagy z =const.

IIpaéa u opuyuka usu Hemajy 3ajegHuukux tauaxa, uu
ce gogupyjy, uau ce cexy y geema waukama i#og jegHaKum
yinoeuma, uau ce ceKy Yy jegHoj wdauku ilog UpasuM yiaoM.

V IloeHKapeoBOj HHTepHpeTamuju OBa Cy TBphema Io0-
BOJbHO OYUIJICAHA.

Ceu opuyuKay cy KOHIpYeHUAHU.

3amcra, moMmolly CIMYHOCTH, KiHW3ama H HHBEp3Hje Y
[ToeHkapeoBoj MHTepHpeTalHjd Ma koja [Ba OPHIHMKJIA JIAKO
ce JOBOAe 1O Yy3ajamHOr mokianamwa. IllTaBuire, mpm TOM ce
yaK MOXe NOKIONMTH JaTa Tayka jeJHOT OPHIHMKJIA C JaTOM
Ta4KOM JpYrora, a JaTH IpaBall Ha jeJHOM OPHUIHMKIY C Ja-
THM TpaBIEM Ha APYTroM.

Exeuguciianition UpaBe @ HA3HBAMO IEOMETPHjCKO MECTO
Tadyaka paBHM Koje Cy Ha je[HAKOM OJCTOjamy OX a. Ako je
a #peynux kpyia y Kaajrosoj uniliepuipeiiauuju, exeuguclianiia
je y cilisapu iionosuna eauiice xoja ce gobuja ciiesarbeM ioay-
Kpyia y ogHocy Ha Feeiog @peynux. Y caMoj CTBapH, Hopmale
= ‘mpaBe a Omhe Hopmaine y Eykmumoom
cvueny (cn. 35). Kaxo je AC[AD=1,
To cramHocT ¢QyHKumje (AB) ykasyje
Ha CTagHOCT omHoca BD/BC. Opmpatie
ciemu u cTanHoct AB/AD. Tuame je
TBpheme HOka3zaHo. Ma 3a KXojy Apyry
NpaBy @ e€KBHAHCTaHTa ce JOOHja™ OAro-
BapajyhoM KoiHeamujoM. YV céaxoM cay-
uajy Wo je ayKk eauiice Koju gogupyje
Kkpyi y ceojuM Kpajesuma.

PasmoTprheMO HEKOJIHKO CTaBOBa
- reomerprje JIodaueBCKOr y HpPOCTODY.
Ilpu Tom hemo mpeTmocTaBHTH Ha je W30MOpQHOCT cBuX pea-
JM3a0@ja MPOCTOPDHOT CHCTEMa akcHoMa JOKa3aHa.

Opucgpepom ce Ha3WBa IOBPII KOja HOJ NPaBUM YIJIOM
cede CBaKy OJ npaBux mapameqHux y cmmcay JlobadeBckor.

™

Cn. 35

V npocropuoj IToenkapeoBoj HHTEpIpETAlHMjH CHON Iapa-
nena JlobaueBcKOr cacToju ce HIH OJi CHODA INOJYKpyrosa
KOjH Ce HOAMpYjYy Y KpajlbMM TadkamMa MJIM OJ CBHX IpaBHX
HODMaJHAX HA TpaHHYHy noiypaBadH. Opjarie ciefu na je
opucgepa y ciisapu usu cgepa Koja gogupyje ipaHuuKy pasaw
uAu paeaw #lapaseana ipaHuuHOj pasHu.
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OuHUITIENHO, C8aKa pasan Koja 1poaas’u Kpo3 HeKy #pasy
cHoild Koju ogpehyje opucepy — ceue opucgpepy gyx opuyukia.

Opucgepa ce Moxe kpeiliaiu @0 camoj cedu uciio oHako
iipouseosHo Kako ce u paean Kpehe iio camoj cebu. Ilpu om
he opuuuxau upeaasuiiu y OpuuuKie.

3aucra, y3mEMo cdepy y IloeHkapeoBOj UHTepPIpPETaLHjH
y OOJMKYy paBHM HapajeiHe IDaHHYHO] PaBHA. Y TOM CIy4ajy
cHon mapajena JIoGayeBCKOr CacTOjH ce OJ MPaBUX HOPMaJIHHX
Ha rpaHWuHy paBaH. CBako EYKIHJACKO KpeTame NpH KojeM
rpaHHYHA DaBaH TNpefla3M y caMy cede y HCTO BpeMe je Kpe-
Tame y cMmucity reomerpuje JloSausesckor. OHO IpeBOAM Hamry
opuchepy y By caMy M ODHIMKIE Y OpHIHAKIE.

Ha opucgepu ce peasusyje paéna Eykaugosea ieoMeiipuja
ako ce ilog WipasuM pasymejy opuuuxiu, iopegax wiaiaxa gedu-
Huwe ilopeilikoM #pasux y ipameny ilapasesd xoju ogpehyje
opuyuka, a KpeiiareeM HA3ueajy wAaKea Kpeuwlarea y upociiopy
Jlobauesckoi koja opucgepy iipegoge y ry camy.

V IloeHkapeoBoj HMHTEpUpeTauuju OBO ce TBpheme Jako
nposepaBa nomolly rope yTBphEeHHX CBOjCTaBa OpHUHMKIA M
opucepe. Hamme, npojexToBame opuchepe z=const Ha paBaH
Xy TpaBUM DNapajlelHAM OCH Z W IOpe yKa3aHa KOPECHOH/CH-
I¥ja KpeTama jecTe M3oMopdu3aM. o

Ospa uATepnpeTanuja EykiugoBe reoMerpuje y IPOCTOPY
JloBadeBcKOr aHamorsHa je bBexTpaMujeBOj WHTEPOpPETANHMjH, Y
K0joj ce reomerpuja JloGaueBCKOr peayn3yje Ha INOBPIIA EyKIHM-
CKOI' IIpocTOpa.




IFnasa V
OCHOBE ITPOJEKTUBHE I'EOMETPUJE

§ 1. Axcaome Be3se. Jlezaprosa Teopema

IlojaBa NMpOjEKTHBHE IeOMeTpHje Naja y NIpPBY HOJOBHHY
XIX croneha u Be3aHa je 3a uMe (ppaHmycKor reomerpuyapa Ilon-
cmea (1788—1867), xoju je oapemuo 0OjeKT mpoydaBama Y
OpOjEKTHBHO] TEOMETPHjH — OHA CBOjCTBA (urypa H ¢ HBHUMa
TIOBE3aHMX BEJIHYMHA KOja Cy HHBapHjaHTHa y OOHOCY Ma Ha
KOje IPOjeKTOBamE.

IMax (1793—1880) u Wlrajuep (1769—1863) obSoratuiau
Cy NpPOjEXTHBHY T€OMETPHjy MHOrOOpOjHMM YHE-€HHIAMA. 3ax-
Bannyhn pamoBuma IIrtayra (1798—-1867) l]pOJeKTHBHa reo-
MeTpHja ce ociaodojuna OX CTPaHOT joj mojma merpuke u
'NpeTBOpHNA Ce Y MMCHUILTHHY X0ja IpOy4aBa Camo CBOjCTBa
MeljycoBror nojoxaja reoMeTpujckux ¢urypa.

ITpojexTEBHA reoMeTpdja H3rpalieHa je Ha CHUCTEMY aKCu-
oMa KOjU Ce CacTojEu Of, TPH TIpyme; TO Cy: aKCHOMe Be3e,
aKCHOME IOpETKa H aKCHOMa HENPEKHIAHOCTH.

V rpynu akcuoMa Be3e [OBOPH C€ O OHMM CBOjCTBHMA
MeljycoSHOT moJIOXaja Tadaka Koja ce M3paxaBsajy pedjy ,,Ipu-
majaTu‘. IIpm ToM ocTajy Ha CHa3u carjamiaBalba O €KBHBa-
JIEHTHOCTH M3pa3i KOjé CMO HABENH NPHJIAKOM yBohewa akcu-
oMa Be3e EYKIMACKE reOMeTpHje.

Axcaoma I,. Ma kaxee dusne iauxke A u B, iiocimioju upasa
Koja uiposasu xpo3s wauke A u B.

Axcuoma I,. Ma xaxee Ouae gee wauke A u B, uocitioju
Hajeuwe jegHna ipasa Koja #@posazu Kpo3 iwauke A u B.

Axcaoma I;. Ha ceakoj @ipasoj ilocioje HajMaree WpU

wmauke. Iocitioje najuaree Wipu lauxke Koje He Aexe HA jegHoj

@ipagoj.

Axcuoma I,. Kpos ceaxe wipu wiauxe A, B, C Koje ne aexe
Ha jegHoj #ipaeoj i#poaasu Hexka paean o. Y c6aKoj pasHu uo-
ciioju HajMarve jegna WayKa.

Axcuoma I,. Kpo3 ceake-wipu fiauke Koje aexe Ha jegHoJ
#ipaeoj #poaasu Hajeuwe 90 jegHa pasaH.
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Axcnoma I,. Axo gee wiauke A u B iipase a aexe y pashu
o, Waga cedxa wiauka ule upase AeXuU Yy DAGHU o.

Axcuoma I,. Axo gee paswu umajy 3ajegnuuxy twauxy,
Wlaga oHe uMajy HajMarbe joui jegny 3ajegHUuKy WAUKY.

Axcuoma I;. Iocioje najmaree uewdupu wiauke Koje He
Aexe y Uuciioj pasHu.

Axcuoma I,. Ceaxe gse iipase Kkoje sexe y jegnoj pasnu
umajy 3ajegHuuxy wmayky.

BHIMMO Jla CHCTEM aKCHOMa Be3e IPOjeKTHBHE IEOMETpHje
calpku y ceDH CHCTeM akCHOMa Be3e CYKIHMCKE ICOMETpHje
M pasnuKyje ce OX oBora camo akcuomoM I, y Kojoj ce
3axTeBa Ja Ha IPaBOj IOCTOje HajMame TPH TayKe, H aKCHOMOM
I;, y ¥ojoj ce TBpAM Aa ce Ma Koje JiBe TpaBe Koje Jexe y
jeoHOj paBHH CEKy.

Opatne 3akjbydyjeMoO fa Cy CBe IOCIEAULle aKCHOMa Be3e
CYKJIMACKE IeOMETPHje TayHe M Yy IPOjeKTHBHO] TEOMETPHUjH.
Axcuome I; m I, omoryhyjy na ce mpommupd CKyll THX OOCJe-
IHUIa; MoceDHO Ce JIAaKO JOoKasyje Ja:

1) épasa u pasan yeex umajy 3ajegruyxy WayKy,

2) gee pashu uuajy 3ajegnuuxy upasy,

3) wpu pasnu umajy 3ajeghuuxy WauKy.

Hajnaxmnja nocjefdOa akcmomMa Be3e npo_]exmnne reo-
MeTpuje jecte [ezaprosa TeopeMa O IEPCIEKTHBHOM IOJIOXajy
TPOTEMEHNKA. ' ]

TpoiliemenuKkoM Ce Ha3uBa durypa cacraBbeHa OA TPH
Tauke KOje He Jiexe Ha jefAHOj NpaBoj (TO Cy TeMeHa TpOTe-
MEHHMKa) M TPH NpaBe KOje Crajajy 1o fiBe OJ THX Tayaka (To
cy cTpaHdune TpoTeMeHuka). Kaxe ce ma TporeMmenunu ABC u
A'B'C’' wmajy nenrap nepcnektuBe S ako TemeHa 4 um A,
B wu B, C u C' nexe Ha npapdM LuTO mpoiase kpo3 S. Tpo-
Temennuu ABC u A'B'C’ mMajy ocy nepcnekTdBe § aKo ce
crpanvue AB u A'B’, BC u B'C', AC u A'C’' cexy y Ta-
YKkaMa INTO JIeXe Ha .

Teopema 53. Axo wpomiemenuuyu ABC u A'B'C’ umajy
ocy ilepcilexiliuse, oHu UMajy U uenmap iepciexiauge. Oobpaiino,
aKo whpoieMeHUUU UMAjy UeHlap iepciieKiliuse, OHU UMajy U
ocy nepciiexiiuge (ci. 36).

Joka3s: IIpBo, nppMeTEMO Oa, ako ce€ KOA [Ba TpPOTe-
MeHdKa NOKJIamajy JBa oAroBapajyha TemeHa uim JBe OATrO-
Bapajylie cTpaHune, TBpheme TeopeMe je MPHJIHUYHO OYHIJIEIHO.
3aT0 ce y J0Ka3sy MOXeMO OrpaHHYMTH Ha CIydYaj Kax Cy
oarosapajylia TeMeHa ®M oarosapajylie cTpaHMme TPOTEeMEHHMKA
Pa3IHIHTH.
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ITpeTnocTaBEMO y IOYETKy fAa Cy PaBHU ¢ U ¢’ Y KOjUMa
JIeXe TPOTeMECHHIH pasnmauTe. TalJa ce OBe paBHH CeKy IYX
mpaBe §, IpM Y€MYy Tadyke IpaBe § MCHOPIJbYjy CBE 3ajemMHUYKE
Tayke PaBHM ¢ H o',

Cn. 36

Hexa TpoTeMeHMnM HMajy ocy nepcmektuBe. Kaxo ce
crpanune AB m A'B’' cexy, anum Cy pasiuuMTe, TO IOCTOjH
jemHa jeAWHA paBaH y KOja XpO3 Te€ CTpaHHIE HpoJjia3H. AHa-
JIOTHO ce oapelyjy paBHH « H [3, KOje Ipojiasze Kpo3 CTpanHue
BC u B'C’, omaocHO AC u A'C’. Ilomro cy paBHH ¢ H o
pa3iiMYATe, TO Cy CBE PAaBHA o, § H Yy Da3IMYUTE IPH 9eMy ce
o m B ceky ayx CC', B m vy nyx AA', a y u « gyx BB’.
Opariie cneau Ha je Tauka S, 3ajeHMYKa CBEM TPHMa paBHUMA
«, B H vy, HeHTap NEePCHEeKTHBE TPOTEMEHHKa.

Hekxa TpoTeMeHHIDM WMajy meHTap nepcmexTuBe. ITomto
ce npase AA’ u BB’, cexy, Tauke A, A’, B, B' nexe y jeoHoj
pased. Oparne cnenm na ce npase AB m A'B’ cexy, a Xako
Cy PaBHH o.M ¢’ TPOTEMEHHKa Dpa3jMYHATE, NpPECeYHa Tadka
mpasux AB m A'B’ mnpumaza mpaBoj s DyX KOje Ce CEKy paBHU
¢ u o'. AHaorHo ce mokasyje na ce crpanune AC u A'C’,
BC m B'C’' Takole cexy Ha s. I, mpema TOMe, TPOTEMEHHIIH
HMajy OCy NepCHEKTHBE.

Hexa cama oD0a TpoTeMeHHKa JIeXe Y jeXHOj PaBHA G M
HeKa je s oca IepcneKTHBE THX TpcTeMeHHKa. ITocTaBUMO Xpo3
S paBaH ¢’ Ppa3mMIATy OX o. TakBa paBaH mOCTOjU. ¥V camoj
CTBapH, IO aKCHOMH I mocToju Tauka P Koja He JIEXH Yy PaBHU
6, a mo akcmoMHu I, mocroje mBe Tavke Q, R Ha s. PaBaH o
oposasd kpo3 P, O u R. OHa je, Ha OCHOBY akcHOome I, pas-
JAYHTA OX .
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Y3muMo caga tauky O BaH paBHM o U o. TakBa Tauka
nocTOju. 3aWCcTa, mOCToje deTHpH Tauke K, L, M, N xoje He
Jexe y jemmoj pasHd. HajMmame jenua on OBMX Tayaka He
nexn y paBHH o. Heka je To Tauxa N. Ilpojekryjmo K, L u M

3 neHTpa N Ha pasaH ¢. Tauke K, L, M, koje ce upa Tom
nodujajy, He Jiexe Ha jenHoj mpasoj. IIpeMa ToMe, y paBHU o
IOCTOjH Tayka Koja He JIeXH Ha mpaBoj s. McTo ce Tako Ao-
Ka3yje NIOCTOjame TaKBe Tauke y paBHH o'. [IpaBa koja cnaja
Te Tauke HMa HajMambe joII jemHy Tauky O (axcmoma Ig). Osa
Ta4Ka JIeXH BaH PaBHU 6 M o',

ITpojextyjMo TpoTemeHuk A’ B’C’ Ha paBaH ¢’ U3 Tauke
O. Ilpu Tom heMo mobutu Tporemernuk A’ B’ C''. Ilpasa s je
3a TporeMeHuke ABC u A" B'' C' oca mepcnekruse. Jakne,
Ha OCHOBY [IOKa3aHOI OHe MMajy lieHTap mepcrnektuse S. Hexa

je' S mpojexmuja Tauke S H3 ueHrpa O Ha paBaH ¢. Mu TBp-
ouMo 1a je S meHTap mepcrekTHBe TpoTeMmenuka ABC u A'B'C’

3ancra, nmpase AA”, BB, CC" cexy ce y S. To 3Haum
Aa ce muxose mpojexnuje AA’, BB, CC’' Ha paBaH o Ceky Y
Tavke S.

Hexa cana TPOTEMEHHMIM JIeXKE y jeTHO] PaBHH ¢ U HMajy
LEeHTap nepcuexTHBe S. Y3MMMO BaH ¢ Tauky O. Ha mpaBoj

OA mahu he ce Tauka 4 pasmuuuta ox A u O. Cnojmo je
ca S mpaBoMm g. HpOjeKTijO Ha g u3 O Tauky A’ u oSene-

KEMO HeHy npojexmujy ca 4’. 3a Tpotemennke ABC u A’ BC
Tayka S je ueHTap nepcrnekTuBe. Ha OCHOBY nokasawor, oBu
TPOTEMEHHUILIH nma_]y ocy nepcriektuBe s. IIpojekumja ose oce
S Ha paBaH ¢ jeCTe Oca IepcmekTuBe TpoTeMennka ABC w
A'B'C’. Teopema je moxasana.

§ 2. Xapmonujcke 4erBopke Tauaka

Yeiugopotiemernukor Ha3uBaMO (HUIypy cacTaBibeHy: Of
4YeTUPY TavyKe y PaBHH TaKBe Ja HHKOjeé TPH OX HHX He JIeXe
Ha je[HOj IpaBOj, M OX WIECT MpaBHX Koje cnajajy no nBe OA
TAX Tavaka. OHe CTpaHHIE Y9eTBOPOTEMEHHKA KOje HeMajy 3a-
jemHAYKUX TEMeHa 30BY ce cyilpoiline cilipanuue. Tauke mpeceka
CYNIPOTHHX CTPaHHI2 30BY Ce gujaiondine iiduxe.

Mu hemo rosoputH na je map Tavaka C, D Ha npaBoj
XapMOHHJCKH KOHjyroBaH € IapoM Tavyaka A, B ako MOCTOju
9eTBOPOTEMEHHK 33 KOjH Cy Tauke A M B aujaromaime, a Tauke
C n D pnodujajy ce y mpeceky npase koja cmaja A u B ca
CTpaHHIaMa Koje ce cycTHdy y Tpehoj AujaroHalHOj Tayku
(cn. 37).
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W3 uumeHune Ja HUKOja TPH TeMEHa YeTBOPOTEMEHHKa
He JIeXe Ha jeAHOj MpaBOj CIeAM Aa Cy Y XApMOHujckoj ipyitu
wiauaka A, B, C, D cee ithuauxe pasauvuiie.

A c 8 [5)
Cn. 37 Cn. 38

Teopema 54. Hexa cy na #pasoj g gaiie Wpu inaixe
A, B, C. Taga iwlociioju Hajeuwe jegna wmauka D iakea ga je
iap C, D xapmonujcku koujyiosan ca A, B.

Joxa3s. Y3MuMo Oa moctoje ABe Takse Tauke D u D'
Tana moctoje aBa uerBopoTeMenuka PQRS u P'Q'R'S’ nomohy
KOjHX Ce Ha rope NMOKa3aHW HaYMH Te Tauke AoOHjajy (cim. 38).

IpaBa g je oca mnepcnekTuBe 3a TpoTeMeHuke PSQ u
P'S’Q’, OSR u Q'S'R’. Opatrie no [e3aproBoj TeopeMu ciie-
AW Jla CBaKH OJl HAaBEJCHMX NapoBa TPOTEMEHHKa HMa LEHTap
nepcnextuBe. IlomTo TpoTemenumu PSQ u QSR umajy 3aje-
OHHWYKE map TemeHa Q u S, a TpoTemenumu P'S'Q’ u Q'S'R’
uMajy nap 3ajenuuukex Temena Q' m S’, To oba mapa Tpo-
TeMeHHKa MMajy 3ajelHMuK# UeHTap nepcnektuse 0. Opatie
npousnasd na TporemeHumu PSR u P'S'R’ Takohe umajy
uenTap mepcrmektuBe — Tayky O. ITo [le3aproBoj TeopeMH OBH
TPOTEMEHHLM WMajy ocy mepcrmekTuBe. O4uMrienHo, Ta oca ce
nok;jana ca g u npeMa tome je D=D'. Teopema je oKa3aHa.

Teopema 55. Ceojcilieo xapMonujcke KoHjyiosanociu ua-
poea wavaka 3dgpxkdsa ce Upu uUpojeKuiosarsy. — T(Lje:c_r, _aKo
ce Tauke 4, B, C, D mpase g mpojektyjy y Tauke 4, B, C, D
mpaBe g U3 Heke Tauke O KOja JIeXH BaH THX NpPaBHX, M aKO
je map C, D XapMOHHjCKM KOHjyroBaH ¢ mapomM A, B, Tajma je
nap C, D xomjyrosan c mapom 4, B.

Noxas. Heka je majnpe C=C wmn D=D (c1. 39).
IToBymuMo  npase BA u BA. Owue he ce cehd y Hekoj Tauku
E. 3%or jemmnoctn Tauke C npasa OC mponasu kpo3 E. Ilap

Tavyaka C, D XapMOHHjCKM je KOHjyroBaH ca mapoMm A4, B
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(omrosapajyhu yersBopoTeMenuk je OAEB). Omuru ciyuaj cso-
AK CE Ha Taj YMOCEeOHM NyTeM NPOjeKTOBAbA HA MOCPEAHY NpaBy

koja cmaja tayke D u C. Teopema je moxa3aHa.

Teopema 56. Cgojcitieo xapmoHujcke KoHjyioeanocitiu iia-
posa iaayaxa je ysajamuo. Mpyium pewuma, ako je iap C, D
XapMoHujcku Koujyioean c ilapom A, B, iaga je wap A, B
xapMoHujcku Kowjyiosan c¢ #apom C, D.

Hoxa3. Heka ce xoHjyroaHocT mapa C, D y oamocy
Ha A, B ytephyje momohy uerBoporeMenuka PQRS (ci. 40).

A c B c
Cn. 39 Cn. 40

Ounrneano, nap K, M xosjyroan je ¢ mapom S, D (derBo-
poremeHnk APRB). Kako nak NPHIMKOM INpOjeKTOBama M3
Tauke O Ttauke K, M, S, D npenase peaoM y A, B, C, D, To
je map A, B xapMoHujcku XoHjyroBaH ca C, D. Teopema je
JoOKa3aHa.

Hexa xpo3 Tauky O Yy paBHH INpojia3e 4eTHDH NpaBe
a, b, c, d Mu hemo roBopuTH na je map npaBux c, d Xapmo-
HMJCKM KOHjyroBaH C IapoM a, b ako je, kag ce OBM NapOBH
NpaBHX NpeceKy OHJIO KOjOM INIPaBOM, Iap NpeceYeHHX Tayaka
C, D XapMOHHjCKH KOHjyrOBaH C IIapOM IIpeCeYeHHX Tayaka
A4, B. Ha ocHOBY TeopeMe 55 CBOjCTBO XapMOHHjCKEe KOHjyro-
BAaHOCTH 3a IpaBe HE 3aBHCH O H3Dopa IpecedHe mpase.

Cse TeopeMe Koje CMO y OBOM maparpady Aokasaiud oA-
HOCE Ce Ha IPOjeKTHBHY reOMETpHjy Y paBHH. Hbuxose JoKa3e
Takolle cMo m3Benm He HM3iasdehu w3 paBud. VIcTHHa, NMpH TOM
CMO ce ocnamaad Ha [le3aproBy TeopeMmy, 9HjH JOKa3 y HalIeM
u3jlaralpy 3axTeBa NPOCTOpHe KOHCTpyKouje. IlocraBiba ce mH-
Tame Huje Ju Moryhe [le3aproBy TeopeMy HOKa3aTH OCJamba-
jyhu ce camo Ha paBHe akcuome Bese. OBO ce NMTame jaBiba
y Be3u ca u3rpahuBameM INPOjeKTHBHE IeOMETPHje Ha -paBHH,




92

XundepT je Aokazao ga ce JlesaproBa Teopema He MOXe
noka3ath camMo nomoly paBHux akcuoma Bede. Crora 3a u3-
rpabhuBame NpOjeKTHBHE TeOMETpHjeé Ha PaBHH CHCTEM PaBHMX
akcuoMa Be3de Tpeda HomyHdTH [le3aproBoM TEOPEMOM Kao
aKCHOMOM.

§ 3. Axcuome noperxa. AQuHa paBaH

Axcuome mopetka yTBphyjy cBojcTBa Melhycodmor noso-
’Kaja Tayaka Ha IpaBoj.

Mu cMaTpaMoO [a Ha IpaBoj IIOCTOje ABa jeAaH APYrome
CyOpoTHA CMEpa ¥ y OAHOCY Ha CBaku OJ HHX CBaka TpOjKa
Tayaka Hajla3M Ce y H3BECHOM OIHOCY KOjH Ce M3paxaBa pedjy
,,CIEINTH, P YeMy cy ucmymeHe cienehe akcmome:

Axcuoma II,. Cuegosare iupojxe ABC y jegnom cmepy
UcKkmbyuyje caegoearve ilie Wipojke y CYupowiHOM cMmepy.

Axcnoma II,. Axo wpojxa ABC caegu y jegnom cmepy,
waga wpojxke BAC u ACB caege y cyipouinom cmepy.

Axcuoma II;. Axo wpojxe ABC u CDA caege y jegHom
cMmepy, waga wpojka BCD caegu y oM uciliom cMmepy.

Axcuoma II,. 3a ceaxu uap iwmauaka A u B nahu he ce
wmauce C u D imaxee ga wmapojke ACB u ADB caege y gea
cyupowina cmepa.

Axcuoma II,. Ilopegax whauaka Ha #pasoj He Merba ce
upusukom upojexiuosarsa.

To 3HauM fAa, aKo je mpaBa g IPOjeKTOBaHA Ha NMpaBy g
H ¢ je jemam cMep Ha g, Tala ce Ha g' MOXE IIOKa3aTH TaxaB
cMep t' ma cBaku nyT kajg Tpojka ABC Ha g cnefu y cMepy
t, onroBapajyha joj Tpojka A’'B'C’ mHa g’ cimemu y cMepy t'.

U3 akcuome II, Buau ce ma tpojke Tadaka CAB w BCA
ciege y uctoM cmepy y kome u ABC, a tpojka CBA4 y cy-
NPOTHOM CMeEpy.

Axo Tpojke ACB u ADB cnene y CynpOTHAM CMEPOBHMA,
mu hemo rosoputu na map C, D pasgeaja nap A, B. CBojcTBO
pa3/Bajaka MapoBa je y3ajaMHo, TO ject ako CD pasnsaja AB,
Taga M AB pa3mBaja CD. 3aucra, Tpojke ACB u BDA cnene
y jemHoM HCTOM .cMepy, a Tpojke BCA u ADB y npyrom. Ilo
akcuomu II;, Tpojke CBD m CAD cnene y CynpoTHAM CMe-
poBuMa, TO jecT map AB pa3gBaja map CD.

Hexa Ha npaBoj umamo ase Tauke 4 W B. CKkyn CBHX
Tauyaka X 3a Koje Tpojke AXB cneme y jemHOM cMepy 3Bahiemo
ogceuxom. OuurienHo, nap Tayaka 4 H B oxpelyje Ha mpaBoj
IBa olceYka. 3a TakBe OJiceuke rosopuhemMo Za ce goiyryjy.
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_ Helfa Y PaBHM HMaMO TpH Tauke 4, B, C xoje He mexe
Ha jeqHO] npaBoj. ®HUrypy cacTaBibeHy OX TpM Onceuka AB.
BC u AC 3Bahemo @ipoyisom ako 1OCTOjU mpasa Koja ceqé
CBAKH OJl JIONYHCKHX oOJceyaka. 3a TPOYIJIE y NPOjEKTHBHO]
pasnu Baxu IlamoBa Teopema.

Teopema 57. Ako ipasa g ceue ciapanuyy AB wpoyina
ABC u ne #posasu Hu Kpos jegHo og reiosux wwmemend, waga
oHa ceue uau cipanuuy AC uau BC.

Hoxa3. Obeneximo ca AB, BC, CA oaceuke Koju Jo-
nymyjy cTpanmue Tpoyrna. Heka je S Tauka oxceuka AB, a
h mpasa _koja mpona3d Kpo3 Ty TayKy M ceue 0da Ipeocraia
onceuka BC m CA. Heka je cama k Ma koja npasa Koja mpo-
Jiasu xpo3 S u cede BC. Tepam ce ma oHa ceue u CA.

ITo akcuomu II;, mpojextoBame u3 S (ci. 41) npesomu
oxcedxe mpaBe AC y oxceuke mpase BC. Kako mpasa h ceue
BC u CA, To npm ToMe npojekToBamy BC omrosapa CA
(a He CA). Onatne cnemu nma npasa k cekyhu BC Tpeba na
ceye u CA.

. _Canﬂe JIaKo BHJIETU Ja, ako OpaBa A cede TPH OACeYKa
AB, BC, CA, a npasa k pnsa onceuka AB u BC, Tama oBa
npasa Mopa cefuf.l u Tpehn oxceyak (CA). da Sucmo To moka-
3and, MOBOJbHO J¢ KOPHCTHTH Ce momohHoM mpasom / (cit. 42).
Koprucrehn ce nperxomunM uspohemem 3akbydyjemo Hajmpe

Ha npaea / cede cBa TpH OACEYKa, a 3aTUM JO TOT MCTOr
3aKjbyvKa J0JIa3WMO M 3a mpaBy k.

8
C A
h
k
S
/ ﬁ
Cn. 41 Cn. 42

ITpernocraBuMo cana fma mpasa g ceye CTpaHWNy AB
TPOYIJIa a He ceYe HUjeAHy OJ OCTAIMX HErOBHX JBEjy CTpa-

nana AC m BC. Tapa oHa cede momyHcke oaceuke AC u BC

M, IpeMa paHHje NOKa3aHOM, Tpeda fa ceye W- AB, a To je
HeMoryhro. Teopema je gokasana. '
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Heka je g mpaBa, a ¢ U ¢ ABa jedaH APYroM CyIpOTHA
cmepa Ha TOj mpaBoj. PMKCMPajMO HeKy Tauky A Ha IpaBoj
4 3a CBaKH Nap Tayaka pa3sjdiuTHX OX A YTBpPAHMO MNOpelax
Ha ciemchu maumn. Tosopmhemo ma B nperxomm C y cMepy
t (t) ako Tpojka ABC cuemu y cmepy ! (t).

TpHBHjaNHO ce IpoBepaBa Ja Ha iaj Hauun ge@uHucan
iopegak mayaxa (y wayku A) paceueHne ilpase 3agoeo/pasa cee
AuHeapre aKcuome UOopewika eyKAugcke ieomeiupuje.

Teopema 58. Axo cy ilaposu wavaka AB u CD na upa-
60j xapmonujcku Kowjyiosanu, waga ABC u ABD caege y cy-
UpOWIHUM CcMeposuMa.

JlBa mpojexTOBama H3BPIICHA jEAHO 3a APYrMM — IpO-
jexToBame npaBe AB Ha mpaBy PQ u3 Tauke R, a 3aTEM mpa-
Be PQ Ha npaBy AB u3 Tauke S, — ocTaBbajy Taike C H D
HEeTmoKpeTHe, a Taykama A H B pasmemyjy MecTa (CI. 43).
To 3HaudM Mma, ako ce ca H oOenexH pe3yaraT HABOCTpyKOr
npojexrosama, Mopa oute HA =B, HB=A, HC=C, HD=D.

VTBpaumo Tauky C Ha
npaBsoj W 3a Iap Tavaka mpa-
Be pacedyeHe y C yBeOUMO

P NOpefaK CieJoBama OHAKO

= KaKo je rope OMJIO HABEACHO.

Tana ce TBpheme TeopeMe

Q cactoju y Tome ma ce D Ha-

nasu usMmehy 4 u B. Ilper-

NOCTaBAMO /12 TO HHje TaYHO.

A c 8 0  Tanay jemnoMe oX iBa cMepa

Cn. 43 A<D u B<D. Opatne

HA < HD u, no axcuomn I,

tauke A, B u Tauke HA, HB TpeDa nHa ce Haja3e y jeJTHAKEM

MeljycoSrMM oaHOCEMa, TO jecT mna A < B, HA < HB, nn

B< A, HB< HA. Amu Huje moryhHO HH jeJHO HH IpYro,

jep je HA=B, a HB= A. [lomuy cMO A0 NPOTHBPEYHOCTH. Teo-
peMa je Joka3aHa.

VTBpAMMO Caja y paBHM « HeKy npaBy g,. OBy npaBy
3palieMo deckpajHo gasexoM #pasom, a HBeHe Tadke SeckpajHO
nanekuM Tadkama. PapaH « paceveHy AyX npase g, 3BalieMo
agunom pasHu.

JIako je YBepHTH ce Ja Cy Ha a@uHoj pasHu uciyroene
pasHe akcuoMe @ese eyKaugcke ieomempuje.

Kao mTo je rope OHIO NMOMEHYTO, 3a Tayke NpaBHX
aduHe paBHM HCOyBCHE Cy JIAHEApHEe aKCHOME NOpETKa eyKiH-
nacke reoMmerpuje. IToxazahemo na je MCHymeHa M pPaBHA aKCH-
oMa TnopeTKa.

R
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Tfopeua 59. Ilpasa g geau aumy pasan na gee doay-
pasnu wiaxko ga, axo cy X u Y inauke jegue donypasnu, wiaga
ogceyak XY He ceue g, a ako X u Y apuilagajy pazwum iio-
AypasHuma, waga ogceuax XY ceue g.

Hexa je 4 oHa Tauxa paBHHM KOja He JeXd Ha IpaBoj g.
Heka npBoj moiypaBuu mpumanajy tauka 4 M cBe Tauke X
TakBe fAa AX He cede g, a APYroj moJypaBHH HEKa npHnajajy
Tayke X Takee Ja oxcedak AX ceue g.

Heka cy X u Y nBe Tauke opBe mojypaBHH; moka3zahemo
Aa onceyak XY me ceve g. Tspheme je ounriemso ako ce
Jena ox Ttavaka nokiama ca 4. Jame pasmaTpamo aBa ciy-
qaja: 1) Tauke A4, X,. Y He nmexe Ha jemHoj mpaBoj; 2) Tauke
A4, X, Y nexe Ha jemHoj mpaBoj. V mpBOM cCiyuajy, momTo
AX n AY ne cexy g, T0 mo Teopemn 57 XY He ceve g.

PasmotpuMo apyrm cnydaj. ITpetmoctaBuMo ma onceyak
XY cede npaBy y Hekoj Tauku C. AKO IIpH TOM A JIeXH H3Me-
by X u Y, tana C npunana wian AX nuu AY (Teopema 7).
Axo ‘X aexu usMmehy A u Y, tana C npunaga AY. Hajsan,
ait/;coy sz); a3meby ) A u X, Tana C npunama AX (teopema 6).

M Cly4ajeBEMa JOJIa3H ce 10 j

onceunn AX u AY He ceky g. A0 MPOTHRPETROCTIL, Jep

AHayiorso ce ,noxgasyje Ma oxaceuak XY ceye mpaBy g aKo
Taike X ¥ Y npunajajy pasHMM NOJNypaBHEMA.
i _Ha Ta) HaYMH, Ha dguHoj pasHu uciiyrene cy cee axcuome
uopewika eyxaugcke ieomeitipuje. '

ITomrto cy Ha admHOj paBHE HMCIyEEHe aKCHOME Bese M
aKCHOME IIOPETKa EyKJIHMICKE IeOMETPHje, TO Ha BOj Baxe H
CBE NocjeauIe KOje H3 THX aKCHOMa IPOHCTHYY.

HBe mpaBe adune pasHu Haszmeahemo iapaseanum apasum
aKko ce oHe He cexy. To 3Haum ;e ce oxrosapajyhe um mpase
TIPOJEKTUBHE PaBHU CeKy Y OeCKpajHO Hajiekoj TauKH.

Ha;za.ne.lme npaBe HMajy cienehe OYMIJIENHO CBOJCTBO.
Axo cy #pase a, b wapasesne u ipase b, c dapasene, waga
Cy u dpaee a, c ilapaseare.

Jlaxo Je BHZeTH Ja je sa apase y agunoj pasnu uciiyrwena
aKcuoma HeupekugHociiu eykaugcke ieomeitipuje.

§ 4. Bexropu y apmmoj papmm

Bexiwopom y aduroj paBuu 38ahemMo opHjeHTHCAHHA OZCEYaK
AB. Tauky A4 3'BaheM0 IMOYETKOM BEKTOpa, a TauKy B kpajeM.
3a BEKTOPE KOJH JieX€ Ha je[HOj IpaBOj MM Ha NapajeHaM
OpaBAM T0JaM jeghaxocimiu neduHHmeEMo Ha ciaemehw HavwH:
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Axo BekTOopH AB m CD n¢XKe Ha mapajieIHUM NOPaBUM,
MM MX CMaTpaMoO jeSHaKAM oHnma kax cy mpaBe AC u BD ma-
panenne. Axo mak BekTOpM AB m CD jexe Ha jeXHOj IPaBoj,
MH MX CMaTpaMoO jeOHAKMM aKo IOCTOjU BEKTOp HapajiesiaH W
jeDHOM W JAPYrOM M jeJHaK CBAaKOM OX MHX (ci. 44).

Hexa je AB BexTop, a C Tayka BaH IpaBe; TaAa [OCTOjU
BekTop CD jenHak AB. 3aucra, mpaBa koja mpoiasd xpo3 C ¥
nmapajielina je ca AB m mpaBa koja je mapaiuenHa ca AC u mpo-
Ja3d Kpo3 B ceky ce, Ha OCHOBY aKCHOME IIapaJIeIHOCTH, Y
Hekoj Taykm D. Owumriegno, Bekropu AB m CD cy jemHaxw.

JegHaxociu eexiiopa uMa CE0jCWI60 TPAHIUUBHOCTUY,
Haume ako je AB=CD u AB=EF, tana je CD=EF. V cny-
Yajy XaJ BEKTODH JieXe Ha pa3HHM NapajeJIHAM NpaBUM H
tadyke A, C, E He jieXe Ha jeOHO] IPaBOj, TO CBOJCTBO CJIEAH U3
He3aprose Teopeme mpuMemeHe Ha TpotemeHuke ACE u BDF,
KOjU Cy Yy IepCHEKTHMBHOM IIOJIOXKAjy Yy OLHOCY Ha OeCKpajHO
naneky tauky. Ako mak A, C, E nexe Ha jeAHOj mpaBoj, IO-
MEHYTO CBOJCTBO CleJu H3 aKcuoMe napaieaHoctd. Ommru
clydaj CBOOM Ce Ha pa3MOTpeHH moceDaH ciydaj yBohemeM
jenHakux mNOMONHHX BeKTOpa TIoOpe ONHCaHe KOHCTPYKIHje.

8 3

Cn. 44 Cn. 45

Axo cy Bektopu AB um AE jemBaxm, OHH ce DOKJIamajy,
To ject B=E. 3aucra, Ha InpaBoj mapajieaHoj 4B mocroju
Bektop CD jemnax AB, ma, mpema ToMe, jemax u AE. Ilo-
Klaname Tavyaka 4 u E ciefu W3 jeJWHOCTH TpaBe HapaJieliHe
AC xoja mpojya3H Kpo3 Tauky B. _

BekTop je NOTOYHO OKapaKTEPHCAH CBOJHM IOYETKOM M
KpajeM. 3aTo OMCMO ra MoOrnM AehHHACATH M Kao Nap Tavaxa
y3eTHX oIpeleHMM peaoM W Ha3BaHAX IIOYETKOM H KpajeM
BekTOpa. V Be3H ¢ AebuHHCameM onepanuja cadupama H OXy-
3AMama 3a BEKTOpe ILEJHCXOOHO je Iap Ta4yaka Koje ce IOKJja-
majy cMarTpaTH Takohe BekTopoM. OBaj BEKTOp Ha3MBaMO HyJa-
BeKTOpoM. CBH HyJIa-BEKTODH jeJHAKH Cy IO mepuHMIUju.

36upom Bextopa AB u CD (AB+ CD) Ha3mBalieMo Bek-
Top AE umju je xpaj ompehen ycmoBom BE=CD (cn. 45).

Cabupame BekTOpa MMa cnenehia cBojcra:

1) Axo je a=a' u b=>b’, waga je a+b=a'+b'.

2) (@+b)+c=a+(b+c) (acouujaiiusnocin).

3) a+b=>b+a (xomyimamtiusHoCii).

Hoxa3zalieMo Ta cBOjcTBa. : S ~

Heka je CD=C'D'. Ilokasaliemo ma je "

AB+CD=AB+C'D'. ‘ <
Mo nepuummuju AB+ CD je BekTop AX, mpm dYeMy je. Taduka
X onpehena ycmosom BX =CD. Amanoruo, AB+C'D" je Bek-
TOp AY, npu vemy je BY =C’'D’.

Ha ducMo J0ka3aydm IPBO CBOjCTBO, JOBOJHHO jé IIOKa-
3aTd 1a, ako je AB=A'B', BC=B'C’, tama je AC=A'C'.
Axo cy mpase 4B, A'B’ pasmuwmare u mpase BC, B'C’ Takohe
pasnuyuTe; Tajga cy npase A4’ m BB’, a Takohe u BB' u CC'
napajiesse. Onatne cnemm mapanensocT AA' u CC' ma, maxie,
u jemHakocr AC=A'C’ (cn. 46). V ommreM ciydvajy ME y3u-

-MamMo Tauky Y Koja He JIeXH HH Ha jeOHO] OX npaBuX AB,

A'B', BC, B'C’' m xoHCTpyHmmeMO Tadke X u Z Tako 1a je
XY =AB, YZ=BC. Tana je, npema
Aokaszanome, AC=XZ, A'C'=XZ.
Hakne, AC=A'C'.

A 0
36or cpojcTBa 1 JOBOJBHO je acONHMjaTHBHOCT cabuparmba

nmokasati 3a BekTope 4B, BC m CD. A 3a Takse BeKTOpE
aconMjaTHBHOCT je OYHIJIEHHA. '

30or cpojcTtBa 1 /IOBOJBHO jeé KOMYTATHBHOCT YTBPAHTH
32 BEKTOpE AB m BC. Axo BEKTOpHE He JieXe Ha je[HOj Ipa-
BOj, KoHcTpyHcahemo Tauky D (ci. 47). Tama je

AB+BC=AC=AD+DC=BC+ AB.

Heka cajma Tauke 4, B, C nexe Ha jemHoj mpaBoj (cit. 48).
V3mEMo BaH Te mpaBe Tauky E. Taga je npeMa JokazaEoMe

EC=EB+BC=BC+EB, AE=AB+ BE=BE + AB,
AC=AE+EC=EC+ AE.

7 IlpenaBama H3 OCHOBA reoMeTpEmje

n¥
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Opartie je
AB+ BC =BC + AB.

Heka je AB eexiiop pasauuuiti og nyse. Taga he ce Ha
ogceyky AB nahu wmaxea wauka C ga je AC=CB.

3amcTa, KOHCTpyHMIUMO TadyKy C XapMOHHCKH KOHjyro-
BaHy C 0ecKpajHO AajiekoM TaykoM mpase AB y omsHocy Ha
Tauke A, B (cin. 49). Ounrnenno je CB=C’'B’. lame, TpoTe-
MmeHHIH AA'C’ w B'BC Hanase ce y OEpCNEeKTHBHOM IIOJIO-
xKajy y omHocy Ha Tauky E. Opmatie ciemu jga cy mpase AC
# CB' napanenHe, ma je, npema ToMe, AC=C'B’. Kaxo je,
mopex Tora, CB=C'B,

£ 10 je AC=CB. Tepheme

je moka3aHO.
A 8 C Caga hemo nmedunu-

caTH OAy3UMamhe BEKTOpa.
Cn. 48 Pazauxkom BexTOpa AB W
CD (AB - CD) nasuBamo

35up Bextopa AB u DC. OuurnenHo je (AB—CD)+CD=A4B, .

AB- AB=0. V pameM u3laramy, ako je a=AB matu BekTOD,
tama he —a 3HaunTH BekTop BA. OBaj BekTOp 3Bahemo cy-
@poiinum BeXTOpy AB.

af A

A’ .C 8’
A 0 8 C
A ¢ 8 / 7
Cn. 49 Cn. 50

VBeauMo cajja IojaM BEKTOpa HCTe OpHjeHTauuje. 3a aBa
BekTOpa AB ® .CD X0ju Cy pasnHudATH O HyJe H JiEXe Ha
jemHoj mpaBoj rosopulieMo Ha cy ucilie opujenidayuje ako A < B
aC<Dwm A>Bu C>D.

OuurIeqHo, ceojcilio 8exiliopa ga uMajy uciliy opujexiua-
Yujy apansuiliugHo je, TO jECT, akO Cy W a W b mMcTe OpHjeHTa-
mMje ¥ b U ¢ HCTe OpHjeHTamuje, Taja Cy U a U ¢ MCTe OPHjeH-
Tamygje.

Jenuaxu BekTopu AB w CD cy Hcre opdjeHTalHje.

3aucra, momTo Cy BekTOopH AB m CD jemHaku, IOCTOjU
napanenHu Bektop A’'B’ jennak w jemHoM u Apyrom (ci. 50).
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Hexa, onpehemoctm pamm, 4 < B. Ako je TBpheme Heraumo,
tana C> D. Tauka A penun mpaBy AB Ha 1Be momaympase
h, u h,. Heka je h, oHA HONympaBa KOjOj mpHmana Tayka B.

Tauka C me Moxe ce moxiamatu ca A, jep ce tama D
mokjana ca B ma, mpema ToMe, C < D. Heka C m D mpuna-
nmajy hy. Tama A <D < C. IlpaBa B'D He Moxe cehm oxce-
yak A'A jep ce Taga oxacedak B'D cede ¢ mpaBoM AA’, a To
je memoryhHo, nomro ce Tadke B’ W D Hana3se ca HCTe CTpaHe
Te npase. IIpaBe A'C m B'D He cexy ce jep Cy mapaleiHe.
Haxne, npasa B'D ceue camo jemdy cTpanuny (4AC) Tpoyria
AA'C, o je mporuBpeyHo IlamoBoj TeopeMH.

Hexa ce D mowrana ca 4. Taga mosympaBa A'C 1po-
a3y yHytap yria AA'B’ u, mpeMa ToMe, ceye oacedak DB’,
a To je HemoryhHo.

Cnyvaj xama D npumapga hy, a Takolle M kaja ode Tauke
C u D mpumapajy h, pasMaTpa ce Ha aHAJOrHM HAaYHH.

3a nmBa mapajiesiHa BeKTOpa ropopulieMo Ja Cy ucide opu-

Jjeniayuje ako PWHUMa jeOHAKH BEKTOPH KOjU JieXe Ha jeIHOj

npaBoj UMajy MCTy opHjeHTanmujy. CBOJjCTBO BEeKTOpa Ja HMajy
WCTy OpHjeHTalMjy He 3aBUCH OX IpaBe Ha KO0joj ce y3HMajy
jemHaku BexTopH. OYHIIEAHO, OBOJBHO je IOKa3aTH Ja, ako
cy Bektopu AB u BC ucre opujeHTanmje, a A'B' u B'C’' cy
PECIEXTHBHO jeOHAKM HM BEKTOPH HAa IapajielHOj IpaBoj,
Tafga cy A'B’ u B'C’' ucte opmjeHTalHjeE.

Ilpase AA’, BB', CC' napanenme cy yciex jeaHaKOCTH
oaroBapajyhnx Bektopa. IlomTo mpojekTOBame He Mema IO-
penaxk Tavaka, TO M3 YAHBEHUIE Ja ce B Hamaswm w3meby 4 u C
cnend na ce B’ manasu usmelly A’ u C'. Tepheme je moxasaHo.

3a BexTOpe HCTE OpHjeHTamuje AemHMIIEMO OJHOC ,,8efe
H ,,mMare . Haume, rosooutieMo na je CD < AB axo Ha of-
ceuky AB moctojm TakBa Tauka X nga je AX=CD.

Axo cy BexTOopH™ a4, b, a', b’ ucre opujeHTamHUje U a < b,
a=a', b=b', Tama je @' <b'. OBo cnenw HEMOCPeXHO H3 YH-
BCHUIE J1a jeMHAKW BEKTOPH HMajy HCTY OpPHjeHTAIHjy.

OunursieqHo, ako Cy a ¥ b BeKTOpH HCTe OpHjeHTanuje,
Taja je @ < a+b. Opmatie ce yak0 W3BOAHW 3aKJbydaK Ja, aKo
jea<bmwuc<d, Tama je a+c<b+d.

§ 5. Axcuoma HeupeKHXHOCTH. MHOMKeme BeKTOpa Opojem

Kao mro cMo mokasanm y § 2, ako ce M3 IPOjEeKTHBHE
npaBe YKJIOHM OHJIO KOja Tadka, Taja Ce 3a OCTajie Tauyke Ha
jemVHCTBEH Ha4MH yTBphyje OmHOC clemoBama 3a CBaKH Hap
Tayaka KOjH 3aJl0BOJbaBa aKCHOME IOPETKa EYKJIHICKE IeoMe-
TpHje.

7.
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Axcuoma IIl. 3axiiesa ce ga 3a agumny upasy, Koja ce
gobuja og tpojexitiusne ipase Warko wido ce u3 ose YKAOHU Ma Koja
rena wauka, eaxu - Jlegexungoea axcuoma Hellpexugrocimu.

Kao mTo cM0 nokasanu y mperxommom naparpady, Bek-

TOPH HCTE OpHjeHTauuje MMajy cBa cBojcTBa Eyknmmosux on-.

ceyaka KOja CMO HCKODHCTHNH IIPHITHKOM yrBphuBama Mepe
ayxuHe. Opatne 3akbydyjeMo na Baxd ciemeha Teopema:

Iocigaoju jegna jeguna dynxyuja v gedunucana na ceum
éeKillopuma gaitioi cMepa Koja 3agosomaed ycaoee:

1) Ma 3a koju eexitiop a paszsuuuia 0g Hyzse je p.(a)>0.

2) Axo je a=b, waga je u(a)=u (b).

3) dxo je c=a+b, waga je p(c)=p (a) +u(b).

4) 3a Hexu eexitiop a, je p(dp)=1.

Ha ocHoBy Te Teopeme maxo ce nokasyje cremeha Teopema:

Teopema 60. ITocitoju jegna jeguna dyrKyuja N xoja je
geunucana na ceum éekiilopuMa  gaide @ipase u #HapasesHum
0¢oj u Koja 3agosomasa ycaoee:

1) 3a eexitiope ucite opujenimayuje je A > 0, a 3a sexiiope
cyuipotune opujeniiayuje je A < 0.

2) 3a uyaa-gexiniop je A=0.

3) Axo je a=b, wmaga je \(a)=A(b).

4) Axo je c=a+b, maga je A(c)=n(a) +A (D).

05)) 3a ;telcu 8€Kidop a, pasauyuili og Hyae umamo: A (az)= 1,
A(—ap)=—1.

HAoxas. JenunocT dyHkumje BemocpeaHo cienm u3 npeT-
Xo/iHe TeOpeMe, NOITO je T2 (yHKIHja HaBeJECHHM YCIOBUMA
jemHo3sHawHO nmeuEMCaHa Ha BekTOpEMa maTe OpHjeHTanHdje |
Ha BEKTOpUMa CympoTHe opHjenTamuje. [okasahemo mocTojame
byaxOmEje A

CraBuMO Ha BEKTOpHMa ca OpHjeHTAIHjOM ay A(a)=p(a),
4 HA BCKTOPHMA CYnpOTHE OpHjeRTandje A (2) = —u (—a). Veaosu
1, 2,3 u 5 cy ownrnenno mcnmymenn. ITposepuhemo ycios 4.

Axo cy a u b ucre opujenTammje, Taja je oumraemmo
A(a+b)=2(a)+A(b) Ba ocHOBY oaromapajyher cBojcTBa (hyHK-
mgje . Heka cy Bektopu a m b cymporHe opHjeHTanmje. Tana
jeman om ®HMX uMa opujemTammjy BEKTOpa a,; HeKa je TO Ha
npuMep a. Ako je —b < a, Tama je w(@=w(—b)+up(a+bd).
Onatne je A(a)=—A(b)+Ar(a+b) u, opemMa Tome, A(a+ b)=
A (@) +A (). Axo je —b > a, Tana je p(=b)=p@+p(—>b-a),
oxaxie je —A(b)=A(a)—A(a+b), ma je makne A(a+b)=2(a)
+A(b). Teopema je moxasama.
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®yukuuja A 3aBHCH O M300pa jeNMHHYHOT BEKTOpa a,.
Heka je yMecTo @, y3eT HEKH BEKTOD do H Heka je A’ OZroBa-
pajyha My ¢ynkugmja. Pasmotpumo GyBKmujy A (dg) A’ (x)/A’ (a0).
Jlako je BHJETH Jia OHa 3a/l0BOJbaBa CBE yCJOBe Teopeme 60.
IIpema ToMe, OHa je jemmaka A(x). Ha Taj mawmH, ¢ymxyuje A
Koje o0giogapajy pasHuM jeguHuuHUM 6eKOpUMA pasAukyjy ce
Mehy cobom camo #@o ceoMe MHOXUOUY.

U3 cpojctaBa Qymknmje A Jako ce 3akibydyje Aa, ako je
3a gea eexiopa x u y A(x)=A(p), imaga je x=y.

IIpousBogom BexkTOpa a M Opoja « HasusalieMO BEKTOp
®a Ha TO] MCTOj HJIM TapaJieIHOj IPaBOj TakaB a2 je

A(xa)=aA(a@).
Oumrnenno, oBa AehUHANHja HE 3aBACH OJ jeAMHHYHOT BEKTODa
koju oxapehyje byHKuHAjy A. :
Heka cy a m b mapanemnu BexTopu. Tama moctoju &poj
o TakaB Ja je aa=>b. V caMoj cTBapH, ako y3MeMo

a=XA (b)/)‘ @,
umahemo A (xa)=A(b), omaxne je aa=bh.

Ilokasahemo ga je (x+B)a=aa+Pa. ?am'ra, BPEAHOCTH
¢yskuEje A 3a BexTOope (x+B)@ M wa+PBa jemmake cy. Ilpema
TOME, BEKTODH CY jeIHAKH.

Ananoino ce iokasyje ga je «(Ba)=(B)a.

Hoxaxumo caga ga je

«(a+b)=aa+ ab.

Tepheme je ouMriuenHO ako je jedaH oA BeKTOpa jeHAK
Hyld WIA Cy 00a jemHaka HyJH. AKO Cy BEKTOpH NapaJieiHH,
Taga ce b m3paxasa momohy a: b=pa u oda Hena jemmakocTn
Cy, yclien rope HaBeJeHHX CBOjcTaBa, jemHaka « (1 +B)a.

Hexa cy cana a u b HemapasenaHu BEKTOPH Pas3IMIHTH O
Hyne. MOXeMO CMaTpaTH Ja OHM HMMajy 3ajeHHYKH IIOYeTaK
O, a kpaj uM je y Taukum A4, omHocHO B (ci. 51). Heka cy 4’
U B’ xpajeBn BekTopa aa u ab. IToxasahemo na cy mpase 4B
u A'B’' mapanenme

IlornenajMo xako ce mpasa OA mpojexTyje Ha mpaBy OB
OpaMeHOM mnpaBHX NapaienHnx AB. TuM mnpojekToBameM ce
CBaKOM BeKTOpY X mpaBe OA KOpecIOHAHpa HeKH BeKTOp Hx
npase OB. Mu TBpaaMoO na,

ako je x=y, agad je Hx=Hy u 3a uipoussomHe sexitiope
Xx u y je H(x+y)=Hx+ Hy. - 7

IToxasahemo majupe nma, ako je x=y, Tana je Hx=Hy
(cm. 52). Kako npojekToBame He MeHa IOpefaK Tayaka, TO CV
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Hx u Hy uctor cMmepa. IIpermocTtaBuMo Ja Cy IOYETHE Tayke
L u P BexkTopa X ¥ y pasnugute of O. [ToBymuMo xpo3 Tauky
P npaBy PR napanenny OB, a xpo3 Tauky L' mpaBy L'S ma-
panenny OA. Jla 6u ce yrBpamna jequaxoct Hx = Hy, n0BOLHO
je moka3saTH ma cy mpaBe PL’ v RM’ napainense.

Cn. 51 Cn. 52

Tpoyrmu PQR u L'SM’' nexe mnepcmeKTHBHO Y OAHOCY
Ha Oeckpajro pmaiexy mpaBy. Kako je x=y u, mpema TOMe,
PL'||SQ, To je PL'||RM’. To 3Hawm na je Hx=Hy. Axo ce
L pma P noxnama ca O, Tama ymecto OB Tpeda y TOM pacy-
buBamy y3erm npaBy Koja je mapaienHa OB u He npoJia3u
Kkpo3 L u P.

Capa je nmoBossHO ma cBojcTBO H (x +y)= Hx + Hy HKoka-
XKeMO 3a BekTOope x=PQ M y=QR, a 3a TakBe BEKTOpe TO
CBOjJCTBO je OYHIJIEIHO.

Hexka je A, ¢yHkumja Ha Bekropuma npaBe OA, A, dyHk-
IMja Ha BeKTopmMa mnpase OB # Ay QyHKIHja Ha BeKTOPEMA
npase AB, mpu uemy je M(@)=1, NnMb)=1, A(@-b)=1.
Jebuummumo ¢yHxnujy v Ha Bekropama npase OA YCIOBOM
v (x) =2 (Hx). OBa ¢yuknuja 3amososbaBa yciose 1,2, 3 u 4
TeopeMe 60. IIpema ToMe je v (x)=kA, (x), omakie je

N (HX) % (Hy)
M (%) MO0

Ham je nwmp Ouo ma gokaxemo mapaJie/IHOCT IpaBux AB
u A'B’, tme cy A’ m B’ KpajeBn BeKTOpA ad M ab ca 3ajen-
HMYKEM nodeTtkoM O. [la OucMo TO JAOKa3ajid, JOBOJLHO je Aa
yrBpAEMO jemHakocT H (xa)=oab, a TO caja HHMje Temko. VY
caMoj CTBapH, aKo y rope HOOHjeHy MPONOPLHUjy CTaBUMO X = 4,
y=oa M ¥MaMO Yy BHAY Ja je A (a)=1, A (b) =1, moduhemo
N(Hed)=«. Anz je N\(ab)=a, Te ofaTie NPOH3NA3M Ia je
H (xa) = ab. Tume je napanemsoct npasux AB u A’ B’ joxasana.
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AHaJIOTHO ce MOXe pacyhuBaTd M y Be3H C IIpOjeKTOBa-
weM S npase OA Ha npasy A’'B’ (ci. 53). Tapma hemo modurtm
aHAJIOTHY NPONOPIHjY

2 x) %)
M) MNO)

Crapmajyhu x=a, y=ca u umajyhu y suny Aa je AB=A'B’
350r mapanenHoctd AB u A'B’, mobuhiemo

adg (@~ b) =23 (xa — ab),
a ofartjie
a(@a—b)=o0a—ab.

Axo cajia ymecto BekTOopa b y3memo BekTOop — b, moduhemo

a(@+b)=aa+ab.

Tepheme je mokaszaHo.
A

o] 8 B’ A
Cn. 53 Cn. 53a

Hekxa cy a u b Hellapaaesnu exiiopu passuduiliu og Hyze.
Taga ce Ma Koju éeKiliop a Moxe Ha jegaH jegunu Hauuw Upeg-
ciiqeuiiu y 064uKy

c=aa+pb.

V3MEMO Jia BEKTOp ¢ JAONyINTa Aa ce NpPEACTaBH y ApY-
roM obuuky: c=o a+p' b. Ako Taja omy3mMeMoO jemHY jemHa-
KOCT Of mapyre, aoduhemo (a-«')a+(B—p')b. Axo je a=d,
Taga je (x—o') a Hyjma-BeKTOp, Ia je, mpema Tome, u (B—p')b
Hyna-BexkTop. Omatie je B=p’, Tako Aa cy oda obiuka HCTO-
BetHa. Ocraje [Oa ce mpeTmocTaBd Ja je o« F#«'. AnM, Tajga
BekTopd (x—o')a u (B—B')b, momTO Cy pasAHIATH Of Hyie
H HHCy Napajejlid, He MOTy JaBaTd 30up jeHak Hyad. Jemu-
HOCT je HOKa3aHa.

Jloxa3aheMo mocTojame pasiiarama ¢ =ad+ 3b. Moxemo
CMaTpaTH [a BeKTOpH @, b, ¢ mMajy 3ajemuuuxu noderak O.
TTpojekToBaheMo BexTop ¢ momoly mpaBEx mapanensux b Ha
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npaBy koOja HOCH BEKTOp @, a noMohy HpaBux NapajieqHux d
Ha IpaBy Koja HOCH BekTOp b (ci. 53a). OSenmexumo Te npo-
jexumje ca c,, omHOCHO ;. Odmrnenso je c=c,+ c¢,. Iomro
C; JIEXH Ha TpPaBoj KOja HOCH BEKTOD 4, TO je C,=od, W aHa-
NOTHO je cp=Pb. IIpema TOME je

c=aa+Bb.

ITocTojame pasyiarama je nokasaHo.

_ Ha xpajy hemo npumerutn nma Ou ce ciauuua TeopHja
BEKTOpa MOIJIa M3rpajuTH H y HpPOCTOPy. M CcMO ce orpa-
HUYHMJIA Ha PaBaH Ja OHCMO YOPOCTHIM H3Jaramse.

§ 6. lexaprose H npojekTHBHE KOOpIMHATE

IloBymuMoO Kkpo3 mnpom3sBobHY Tauky O (KoopguHaiinu
fioueimax) abune paBHU JBe IpaBe (KOOpguHailiHe 0ce) W y3MUMO
Ha CBaKOj O BHX IO jefaH BEKTOD e, U e, (OCHOGHU eeKiliopu).
Tama ce ma xoju BekTop O4 MOXe Ha jeflaH jeaMHH HaYMH
Pa3’JIOXHTH y OOJHKY

OA =xe,+ ye,.

Ha Taj HavwH cBakoj Taukum 4 aduHe paBHM y3ajaMHO jeqHO-
3HAYHO ojJroBapa map Opojesa (x, y). BpojeBn x, y 30By ce
Hexapidose xoopgunaitie Tadxe.

Hexa je g mpaBa, A, Tauka, a e BEKTOp Ha TOj IPaBoj
PasjIMIAT O HyJe. Y3MHMO IpPOM3BOJBHY TayKy A Ha IpaBoj.
ITomro BekTOpu Apd=0A - OA, U e nexe Ha jefHO] mpaBoj,
TO je :

OA4A - OA4y=M\e.

Axo e npenérannmo y ODIHKY o, e;+ o, €;, mODHheMO
(x“xo) e1+ U""yo) e2=alllel+a2)‘2e2°
Onarne, a Ha OCHOBY jeAHHOCTH pasnarama Ma KOjer BeKTopa
AYyX OCHOBHHMX BEKTOPa €; H €, 3aK/bydyjeMo:
X—=Xg=uq}, y-Yo=0yA

IToMHOXHMO DNpBY jeAHAYHHY Ca &, & APYTY CA «; H OLY3MHMO
Apyry on mnpse. Tama hemo modutm

(% - xo) a3 = (¥ — yo) %, = 0.

Ha Ta Taj HaumH, koopgunailie céaxe Wliauke dipase g 3agoso-
/basajy auneapry jegnawury. OBa Ce jeIHAYMHA 30BE jegHauuHa
iipage.
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OBpatHo, ceaka auneapna jegnauuna
ax+by+c¢=0 ™*

Jecitie jegnauuna Hexe iipase. 3aMCTa HEKa je Xo, Yo HEKO pellietbe
Te jemHayupe. Taja mpaBa Koja HpONasu KPo3 Tauky (xo, yo)
U HOCH BEKTOp e= - be, + ae, UMa jemuauuHy (*).

ObjacHEMO Kako ce IopeJaKk Tayaka Ha IPaBoOj M3paxapa

KoopauHaTamMa THX Tavaka. Hekxa je y jenqmaumnu mpase (*)
b#0. To 3HauM Aa je y pasjaralby BEKTOpa € KOjH JIeXH Ha
npaBoj e; 7 0. '
: Kao mro 3HaMo, y jeIHOM CMepy Ce CleJOBaEme TaykKe
A, 3a TauykoM A, HM3paxaBa THME IUTO je BeKTOp A4, opu-
jEeHTHCAaH MCTO Kao M HeKH (GUKCHDAHM BEeKTOP HAa MpaBoj, Ha
IPHMEP e, a ClIefloBamke ¥ CYNPOTHOM CMepy M3paxaBa ce THME
LITO Cy OBH BEKTOPH pa3HE OpPHjeHTaIHje.

_ Kaxo je
(OAI“ vo)_—‘)\le, OAz'OAo—_-Age, TO je A1A2=02—)\1) e.

Onatne cineau fa A; < Ay y jemHOM CMepy ako je A, < A, a
y ApYroM cMepy ako je A; > Ay, Kako je x;—xo=a,2,, X, — X,
=]y, TO j€ Xy—X;=0; (A,—Ay). IIpema ToMe 4; < 4, y jen-
HOM CMepy ako X; < X; @ Y JPYIOM CMEPy aKO X; > X,.

ARayOr€Ho ce MmoKa3syje 1a, ako je y jeHa4YuHH mpase (*)
b=0, Taza ce cienoBame jemHe Tauke 3a APYroM Ha NpPaBoj y
jemHOoM cMepy H3paxaBa HejemHaxkomhy y; < y,, a Y Apyrom
N1 > Ve

VBenuMo Ha aQMHOj paBHM XOMOIreHe KoopAauHarte. Xo-
MoienuM KoopguHnaiiama Tadke Ha3mBahemo Ma koja TpH Opoja
Xy, X3, X3 KOjH HHCY CBH jeAHaKH HyJId ¥ C JIeKapTOBHM KO-
OpAMHATaMa X, y Te Tauke IOBE3aHM Cy jeAHAKOCTHMA

Xy Xy

X =— = —

, .
X3 X3

XoMOreHe XOOpAMHATE HHACY jEOHO3HAYHO KOPECHIOHAH-
paHe Tavkd. 3aTO KaJ rOBOPHMO O XOMOTEHHM KOOpAMHATaMa
Tayke MW MMaMo y BHAy He oxapeljeny Tpojky OpojeBa, Beh
CHCTEM TpoOjaka KOje Ce¢ jeOHa O HApyre pasjMKyjy HeKAM
MHOXuoOUeM. OYuriemHo je xoopAamHata Xy 7~ 0.

3aMemyjyhu y jennaymHu mpaBe (*) x 4 y H3pasuma C
XOMOIeHHM KOOpAMHAaTaMa, 3aK/by4yjeMO Aa XOMOreHe KOoop-
IMHATE TNpaBe 3aJ0BOJbABAjy JIMHEAPHY XOMOTEHY jeAHAYHHY

ax, + bx, + cx3=0.
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Jlako je BUAETH Ta, U OOpaTHO, CBaKa TaKBa jeAHAYHHA, aKO
a u b HUCY jeNHaKM HyJH, Yy UCTO BpEMe jecTe H jeNHAYMHA
Heke mpaBe Y aduHO] paBHU.

VseauMo cala dpojexiiugHe KoopguHaitie HAa TPOjEKTHBHOj
paBHM. AKO je Tayka A TDOjeKTUBHE paBHH Takolje M Tauka
apune paBHH, Tafa heMo 3a HpPOjeKTHBHE KOOPAHHATE Y3ETH
XOMOTeHe KoopaWHaTe. AKO je Tauka A OeckpajHO Jajeka
Tayka NpaBe Koja caapxd adpuHy npasy ax-+by+c=0, mu
heMo 3a mpojeKTHBHE KOOpAMHATE Y3eTH TPOjKY OpojeBa
(—b, a, 0) unu Ma Xojy OBOj MPONOPUHOHATHY TPOjKY.

3ama3uMo Ja Kpo3 CBaKy OeCKpajHO HajieKy TadKy IIpo-
JeKTHBHE paBHH NpOJa3H OECKOHAYHO MHOrO IIPOjEKTHBHMX
npaBAX Koje caZpxe aduHe nmpase. 3aTo, Pafd KOPEKTHOT
yBolewa koopauHaTa SeckpajHO Jaseknx Tagaka, MOTPeSHO je Ma
TPOjKe KOje OAroBapajy jemHoj OeckpajHO [ajiekoj Ta9KH H Koje
cy onpehene pasHEM npaBuM ax +by+c=0Hda; x+b,y+¢,=0
OSyny mpomopuuoHamHe. To Tako M jecTe jep CHCTEM jeXHAYHHA

ax+by+c =0,
a1x+b1y+cl=0

HHje carjacaH (mpaBe Cy napajieliHe, TO jeCT He CeKy ce).
Ounatie je

a b . a
=0, nmna je makme. —=-—.
a, by a b

OuurnenHo, #pojexiliueHa ipasa ce y UpojeKiGusHUM KoopguHa-
WmamMa 3dgaje AuUHeapHOM jegHAYUHOM, W TO OHOM HCTOM jeIHa-
YHHOM KOjOM W oJrosapajyha adusa npasa y XOMOTeHHM
KoopauHaTama. BeckpajHo MJajeka mpaBa 3ajaje ce jeAHAYH-
HOM Xx3=0. ObpuyTO, Ma Koja auneapna xomoiena -jegnauuna
Yy ipojeximusnuM KoopguHamiama jecitie jegHauuna Hexe #pase.

Ha xpajy heMo mpumeTHTH Aa Ce Y NMpPOjeKTHBHOM IIpO-
CTOpy Takohe Mory yBecTH HpPOjeKTHBHE KOOPAHHATE X;, X,
X3, X;. IIpm Tome hie ce Ma xoja paBaH 3aiaBaTd JIMHEAPHOM
XOMOT€HOM jeXHAYHHOM

axl + bxz + st + dX‘ = 0,

a Ma Koja IpaBa CHCTEMOM OX /JBejy TaKBUX HE3aBHCHHMX jel-
HaunHa. JenHOCTaBHHjer M3Jaraka pajd, MH CMO Ce OrpaHH-
YHJIA Ha Clly4Yaj NPOjEKTHBHE DaBHH.

—...
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§ 7. HempoTHBPe4YHOCT H NOTHYHOCT CHCTEMAa AKCHOMA
NpojeKTHBHE reoMeTPHje HA PaBHA

Teopema 61. Cucitiem akcuoma vpojexiiugne ieomewipuje
Heilpoiiuspeuan je. To jecid, us roeia ce He Moly iuiyiieM A0iUY-
Kux pdcyhusaroa usseciliu gea 3aKmyyKa KoOju ce y3ajaMHO
UCKBYUY]Y.

OBy TeopeMy HokazaliemMo 3a IIPOjeKTHBHY TEOMETPHjY
Ha paBuu. J{oxas he Omru y ToMe ImTO HieMO KOHCTpYHCATH
TakKBy KOHKPETHY pea.nnsauniy CACTEMAa aKCMOMa IPOjeKTHBHE
reoMeTpuje y kojoj he akcHoMe DHTH HCIYHEHE YCJIEA OAro-
Bapajyhmx TeopemMa apurmermke. Ty peanusamujy 3sahemo
aHAJATHIKOM peann3anyujoM.

Taukom hemMo 3BaTH Ma Kij TPOjKy PpeaJHHX OpojeBa
(%1, X,, X3) KOjH HHECY MCTOBPEMEHO jElHAKH HYIIH; cmaTtpahemo
Ia ce Tayke NOKJAamajy ako Cy Tpojke IpomopuuoHaiHe. Bpo-
jese x;, x,, x; 3BalieMo koopAHHATaMA TadKe.

IIpasom hemo 3BaTH CKyn Tavaka KOjé 3a/lOBOJbaBajy
JIMHEaDHy. XOMOTEHY jeaHAYHHY

alxl+a2.X2+asX3=0-

I'osopuheMo aa Tauka #élpuilaga NpaBoj aKoO je OHA jeAHAa OJX
Tayaka IIpaBe, TO jeCT aKo KOODAHHATE TayKe 3adOBOJbaBajy
jenHa4YdHY TIpaBe.

IIpoBepaBame paBHHX aKCHOMa £
Be3e He IpHIHmbaBa HAKaKBe Telrkohe.

Mu TO OcTaBpaMO YHTAONY.

Kao mTo je OHJIO TOMEHYTO
panumje, Jlezaprosa TeopeMa He MOXe A
ce U3BECTH M3 PaBHAX aKCHOMa Be3e.
3aTo je 3a u3rpahjuBame NpojeKTHBHE
reoMeTpuje Ha papEM noTpeSHO Me- 4, 8
3aproBy TeOpeMYy y3eTH Kao aKCHOMY.

Mu heMo je nNpOBEPUTH Y HAIIOj
peanu3anyjH. c

Kao 1mTo 3HamMo, Yy CIy4ajy Cn. 54
KaJl ce KOA TPOTEMEHHMKA MOKJIamajy
npa oparopapajyha TemMeHa wian IBe oarosapajyhe crpanuue,
Jle3aprosa TeopeMa OYHMIJIEHO je HCHymeHa. 3aTo hemo cma-
TpaTH Aa Cy oAroBapajylie CTpaHWue M TeMeHa TPOTEMEHHKA
PAa3IHYHATH.

Heka TpoTeMeHHIH HMajy LeHTap nepcuekTuse S (Ca. 54).
Obenexumo ca =0, B=0, y=0 u 8§=0 pemom jeaHauuHe
npaBux AS, BS, AB un A’ B’ Tana ce jemnaunHa SC . MOXe
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npeACTaBATU Y oS.nmcy Ao+ pp =0. Wm, nmowmro MHOXHOLE A
Uy YKIBYYMMO Y jemHaumHe o =0 u B =0, noduhemo j jemuawuny
npase SC y odmuky

a+B=0.

Jennauune npaBux AC u BC MOry ce OpeiCTaBUTH Yy
odmuky «+ Ay =0, ogHocHO B + py =0. Kako ce max ose mpase
ceky ¢ mpaBoM SC y Tauku C, To he ce wahu taxsu € u v na je

€ (¢ +AY) 40 B+ py)=a+p.

Opatne ce ycnen HE3aBHCHOCTH ]ez[Ha'lldHﬁ =0, B=0u vy=0
nodmja E=n=1, A= —p. Ha Taj Hauun he jemmaumpe AC wu
BC dutn

at+ry=0, B—Ary=0.
AHajorHo ce nodwmjajy jemuauume mpapux A'C’ u B' C’
a+ud=0, B—pd=0.

OunrnenHo, cBakd Of TpW mapa mpaBux y=0H 8=0, a+Ay=0
Hoa+pd=0,8-Ay=0muB - ud=0 ceue ce Ha nMpaBoj Ay ~ uS =0,
Koja he OHTH oca mepcHeKTHBE.

Hoka3s TBplema odpartHor [e3aprosoj TeopeMH m3pemnhe-
Mo moyazehu ox cymnpoTHe mpernoctaske. Heka TpoTemenmmm
muajy OCy mepchexTHBe S, a A* Heka je oHa Tauka Ha OCH Y
K0joj ce cexy crpannne BC m B!C’'. Obenexuhemo ca S npe-
cek npaBux AA’ m BB'. Heka je C’ Tauka y xojoj npasa SC
ceue A'C'.

Ilpema Majouac noxa3aHoM, TporeMenuuu ABC u A'B'C’
uMajy ocy nepcrmektuBe. O9YHINIEAHO, OHA Ce IOKJama ca s.
Ha Taj Haumu npase BC m B'C’ u npase BC u B'C” ceky
ce Ha § U TO y jeAHoj MCTOj Taukd A*. Opmarie ciemu Ja ce
npase B'C' m B’C” noxnamajy M Aa ce, mpeMa TOME, Tadke
C’' u C" noknamajy. Tepheme je moxazano.

Capa hemo jpebuHHCATH ciiemoBam€ Tpojaka Tadaka Ha
npaBoj ¥ npoBepHlieMO Ja JM Cy HCIyHeHE aKCHOME NOPETKa.

IIpaBy x3=0 3BaleMo OeckpajHo namekoM mHpaBoM, a
BbeHe Tagke DECKpajHO NaJieKMM Taukama, Y MHOIUTBY KOHAYHHX
TaYaka IpaBe MOXE Ce YBECTH Clle[[0Bame MApoBa Tayaka TaKo
na Oyny mcmymeHe CBe aKCHOME IOPETKa EyKIMICKe IeOMeT-
puje. 3a TO je MOTPEOHO YBECTH CleqoBambe Tadaka jefHe 3a
APYroM OHaKO KaKo je TO YyYHEeHO y JleKapTOBOj pead3auuju
eykiauacke reomerpdje. Cala TEPMHHAMA KOjEMa Ce W3PaXaBa
nopeAax naposa Tayaka AepUHMIIEMO ClefOBame TPojaka.

I i

3

"
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Axo cy cBe Tauke A, B, C KOHadHe, Taja je CleHOBAmE
y jemHoM cMepy oxpelieHO jemHHM OX TpPH ycmoBa:
A<B<C,nmmm B<C< A4, mmi C< A< B.
CrenoBame Tpojke y CympoTHOM cmepy ozpelyje ce yciaoBama:
A>B>C,uma B>C>A, amu C>A> B.

Iledmnnmmo caja cieoBalme TPOjKE aKO CE€ Y HOj Ha-
Jla3u jemHa OeckpajHO [Jajieka Tavka; OBY TaYKy ODENeKHMO ca
Q. Mu hemo roBOpUTH Oa TpOjKa ABQ CIead y UPBOM rope
HaBeJIeHOM cMepy axo A < B, a y apyrom, ako B < A. Tpojka

- AQC cnemu y mpBoM cMmepy ako B < C, a y ApYroM ako

B>C.

Ha Taj cMo HauuH JepHHHCAH CleOBAE TPOjaka
Tayaka Ha CBaKoj IpaBoj Koja HHje OeckpajHo Aaneka. Ciemo-
BalkE¢ TpPOjaKa HAa OecKpajHO Majiekoj npaBoj AedUHHMIIEMO
nomolhy IpojekToBama Ha HEKYy KOHAYHY IIpaBy.

Cana Tpeda npOBepUTH [Ja JIA Cy MCOYHEHE aKCHOME
noperka. OBO IpoBepaBame, Kao INTO j€ JAKO YBEDHTH Ce,
HHje TEIIKO, aJii je Be3aHO Cca pa3MaTpPameM MHOTO Pa3IHYHTHX
ciay4ajeBa. 3aTto ra mm oBAe Hehiemo u3Bectu. IllTo ce THue
aKCHOME HENPEKHAHOCTH, OHA je OYHIJIEAHO HMCIyHheHa jep ce
CBOJAYM HAa AaKCHOMY HEHOpPeKHAHOCTH 3a €YKJIHJACKY NpaBy Yy
Be3W Ca CIEeAOBaBkEeM IapoBa TayaKa.

ITomTo C©MO KOHCTPYHCAJIM AHAJIMTHYKY DPeaju3alujy CH-
CTeMa aKCHOM2 IPOjeKTUBHE TE€OMETPHje, MH H3BOAUMO 3aKJby-
4aK Ja je Taj CHCTEM HENpPOTHBPEYaH.

ITpehumo cama Ha mATamE OOTIYHOCTH CHCTEMa aKCHOMA
IOpPOjeKTHBHE reomerpnje HA paBHH.

IIpeMa ommTOj CXeMHM HOKa3uWBama MOTOYHOCTH CHCTEMa
akcHoMa, MH Tpeda Ja yTBPAMMO Ja Cy CBe peann3andje CHC-
TeéMa aKCHOMa IPOjeKTHBHE reoMeTpuje uzoMopdue Mehy codom.

~ 32 TO je MOBOJGHO YTBPAMTH H30MOP(HOCT jemHe Koje Omiro

peanusandje, HA OPEMEP Majioyac KOHCTPYHCAHE aHAJUTHIKE
peanu3anuje.

V § 6 M cMoO, Oe3 MKaKBHX MpPETHOCTaBakKa O KOHKpET-
HOCTH peajin3alnyje, CBAKOj TAYKH KOPECHOHHPAIH CHCTEM TPO-
jaxa 5pojeBa —IpPOjeKTHBHEX KOOP/IMHATA, & CBAKOj IPaBOj MHO-
IITBO TPOjaka Koje 3a/l0BOJBABAjY JIMHEApHy XOMOIEHY je[Ha-
yaHy. Tako je Omaa yTBphena obdocTpaHa jemMHO3HAYHA Kopec-
IOHACHIMja H3Mely elleMeHaTa MPOH3BOJbHE peaymsanyje. a on
TO IPECINKABAKHE OHIIO u30MopdHO, noTpeSHO je ma OAro-
Bapajylie rpyme emeMeHaTa MMajy HCTA HOpeHax.

Ha num je To Tako? [a OucMo Ce yBEpWIH Aa je TO
OIMCTAa TaKo, NPHMETHMO Ipe CBera Aa je, MOLITO. C& OACTpaHe
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SeckpajHO Jajieke Tauke, IOpeJaK ClefjoBala NapoBa Tavyaka
Ha [paBoj y jeAHO] peajM3alyju KOPECHOHAEHTaH TOME IIOPETKY
ciemoBama y Ipyroj peasm3anuju. Crora mpeocTaje caMo ja
ce moXaxe Ja ce yTBphuBame IOpeTKa ClieoBama Tpojaka y
aHAJIATHYKOj peaW3anjd (GopMajlHO IOKJIama ca YCIOCTaBJba-
BEM IIOpeTKa CJeoBalkba Tpojaka Ha MPOjeKTHBHO] MpPaBoj
noMolly mopeTka ciefoBakba DapoBa Tadaka Ha aHHOj IPaBoj.

Hexa cy ¢’ u t'’ mBa cynpoTHa cMepa Ha IPOjeKTHBHO]
npaBoj Ouio y Xojoj peanusamuju. Kajx cMO YOYMIIA HeKy
npaBy KOjy CMO Ha3BaJM 0ECKpajHO JallekOM, MH CMO DaBaH
pacekiad AyX Te OmpaBe M Ha Taj HaA4YMH AOOWIH aQuHY paBaH
X Ha Boj apwnHe npaBe. Ha apuuuM mpaBEM CMO IIOpelaK
ciegoBama mapoBa JMAepHHACANM yYCIoBOM: A<B y jemHoM
cmepy (t') ako Tpojka QAB ciemu y cmepy t', a A>B axko
QAB cnenu y cMmepy t''.

Hexa caga mmamo Ha apuHOj mpaBoj Tpu Tauke A4, B, C,
opu yveMy A<B<C. To 3Haum ma Tpojke QAB u QBC cnene
y cmepy t'. Ilo ~akcmomm II, u II; omaTite mpomsnasu Aa
Tpojka ABC crnemn y cmepy t'. To he ucro Sutm 3a B<C< A4
n C<A<B. Ilpema ToMe, yTBphHBame MNOpPETKA ClEHOBama
TPOjaka y AaHAJUTHYKOj peaju3amuju y CTBapd je, MPOCTO,
yCIIOCTaBJbamkhe CJIEAOBalkba Tpojaka NMPOjeKTHBHE mpaBe IMOMOhyY
oZHOCA ciledoBama 3a IapoBe Tavaka Ha aduHOj apasoj. U
Kako Ha a(uHAM OpaBMM oarosapajylim maposu Tayaka Ipo-
U3BOJbHE peall3alyje W aHaJMTHYKe peajin3amdje MMajy UCTH
nopefak, ojropapajylie Tpojke NpOjeKTHBHHX NpPaBHX THX pea-
JIA3audja Takohe mMajy mctu mopenak. Ha Taj HauwH moma3zumo
no cienehe Teopeme:

Teopema 62. Cuciliem axcuoma wpojexitusHe ieomeilpuje
Ha paenu uowmiiyn je. Cee reioge peaausayuje cy usomopgre.

§ 8. IlpojexTuBHe Tpancdopmannje

IlpojexiauenoM whparncgpopmayujoM paBHH Ha3HUBA CE€ TAKBO
BEHO ODOCTPAHO jEeMHO3HAYHO IpecIHKaBame Ha caMmy cede
OpH KOjeM IpaBe Ipenase y mpape. JIako je HaBecTH TpUMED
npojextuBHe Tpanchopmanuje. Haume, cBakoj Taukn A ¢ mpo-
JEKTUBHHM KOODJMHATAMA X;, X, X3 KODECHOHAMPAMO TadKy

A’ ¢ TMpOjeKTHBHMM KOOPAMHATAMA X, X3, X3 IO (opMyjama

x:l =0y X1+ Q13 X3+ G153 X3, a1 G Ay
X2 = Gy X3 + Gy Xy + g3 X3, A=lay dy ay|#0. (¥
X3 = Qg; X1 + Agg X + 33 X3, a3 Qgs Gy

Osa TpaHcdopmanmja je mpojeKTHBHA.
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3aucra, ako ce Qopmyne (¥) peme IO x;, X, X3 — a
TO je moryhHo jep je merepmmnanTa cmcreMa A # 0, — noSu-
hemo ¢opmyse obimka

Xy =anxi+anx2+ a3 X3,
’ ’ ’ ’ ’ ’

Xy = @1 X1+ a2 X3 + Ax3 X3, **
’ ’ ’, ’ ’, ’

X3 =0a31X1 + A3aX2+ d33Xx3.

Onatne cnend f[a, ako Tauke A4 3a/I0BOJbaBajy JIMHEADHY jed-
HauyuHy ax;+bx,+cx3=0, omrosapajylie M Tauke A’ Takohe
3a/10BOJbaBajy JIMHEApHY jedHAYHHY KOja ce moOHja M3 ax,+
+bxy+cx3=0, Xa;m ce Ty Xx;, X, X; 3aMeHe M3pa3uMa H3
dopmyna (*"‘).. ITlpema TOMe, HaBeneHa TpaHC(OpPMauMja paBHH
3aHCTa je NPOjeKTHBHA.

Teopema 63. Ma xakee Ouie ueiiupu wauke A, A%, A3,
A%, og Kojux o wWpu ne aexe Ha jegHoj wpasoj, u wHauke B,
B, B3, B, og kojux iHiakole #io iipu He sexke Ha jegHoj dpa-
60j, #ocimoju #ipojexiAusHa Wpanchopmayuja Koja upesogu wauke
AL, A% A3, A* pegom y B!, B2, B3, Bt

Takpy Tparchopmamajy Moxemo mokasaTH Mehy mnpo-
jexTuBHEM TpaHchopMammjama (*).

ITocMaTpajMo aBe maTpHne

1

xi x X yi 2 o»
x| ® 4 £ y_| s %A i
x o8 3 n oy o»n
xi x5 x3 yi % ¥

cacTaBJbeHE OJ KOODAMHATA X, Tauka A’ M KOOpAMHATA yj Ta-
vyaka B/. Cpaka O; OBHX MaTpuma uMa padr 3. V caMoj
CTBapH, Heka je Ommo koja nerepmuHanta lII pema jenmaka
HyJld, Ha MPHAMED ’

1 1 1
X1 X2 X3

2 2 2|
X1 X2 X3|= 0.

3 3 .3
X1 X2 X3

Tapa cucreM jemHaunna

axi+Pxz+yx3=0,
axi+ Bx§+ vx3=0,
«x +[3x§+ yx§= 0




112

no «, f, y, MMa HETPHUBMJAJIHO pelIeme oy, By, Yo. A TO 3HAUH
ha Ha TPaBOj %o X;+PoXy+yoXy=0 Jexe Tauke AL, A2, A3.
Houute cMO Z0 NPOTHBPEYHOCTH.

Ilowro je paHr Matpume X jepaax 3, To ce WeHa 4eTBpTa
BPCTAa MOXE NODHTH H3 IIPBE TPH aKO CE OBE IOMHOXE OJrO-
Bapajylium Spojesuma Ay, A,, A;  cabepy. He orpanu4asajyhn
ONIITOCT MOXEMO CMATpaTH Ha je A;=A,=2;= 1. 3amcra, 3a
TO je MOBOJHO Ja Ce KOOpAMHATE Tauike A mMOMHOXe ca AL
Tauke A% ca Ay M Tauke A4° ca Ag.

CacBEM uCTO Tako Moxe ce CMaTpaTH Ja Ce 4eTBpPTa
BpCTa Matpume Y noduja cabupamem mpee Tpu BpCTe.

IToctapajmo ce cama ma xoedmuuumjente bopmyna (*) uza-
depeMo Tako ga Om TpaHchopManmja 3amaTa THM tdopmynama
npeBoawia Tpu Tauke 4, A2, A y Tpu Tauke B!, B2, B®. To
HHjE TEIWKO YYAHUTH. CTaBEMO KOOpAHMHATE THX Tavaka y
dopmyne (*). Tana hemo modutu cmcrem OX [IeBeT jeAHAYHHA
C Hemo3HaTAMa a@;. Taj ce chcTeM pacmafa Ha TpW He3aBHCHA

. CHCTeéMa

1 1 1 1
Yi=anX1+apxr+a;zx;,

Yi=auxt+ayxi+a,x?, (=1, 2, 3).

3 3 3 3
yi =aux1+a;3x2+013x;;.

Ounarnenno, cBaku Of OBakBUX CHCTeMa je pemHB jep My je
AETEPMHMHAHTA Da3JIHIATA OX HyJIe.

Cama hemo moxasatn na je aerepmmmata A Iodujene
TpaHCpopmanuje pasymmnta ox 0. 3amcta, nako je BEpmeTm
ha je

1 1 1 1 1 1
Y1 Y2 y3 QG Gy G| | X1 X2 X3

2 2 2 2 2 2
Y1 Y2 Y3 |=)8n Gy ay|-|x1 X3 X3|.

3 3 3 3 .3 3
Y1 y2 y3 Q31 Qg dgg| | X1 X2 X3

ITomro je max perepMumanTa cacTapibena OX eJleMeHaTa
I pasmrauTux ox O (tauke B!, B2, B® He jexe Ha jemHoj
npaBoj), HeTepMHHaHTa A KOHCTPYHCaHe IPOjeKTHBHE TpaH-
chopmanuje Taxohe je paznmumTa on 0.

Koncrpyncana npojextusra TpanchopmManmja Taxohe mpe-
Bomu Tauky A, y B;. V camoj cTBapu, ako ce Omio Yy K0joj
ox Qopmyna (*) cMeHe KOOpAMHATE Tadaka Ay, A% A3 m
B', B?, B® u nodujene jemmaxocTm cabepy, Tama he ce, mpema
TOpe HABENICHOM HOPMHpamy KOODHMHATAa, HOOHTH De3y.ITaT
cmeHe Tadaka A* m B* y THmM metEM (opMynama.
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Teopema 64. Ilpojexitiusrnum u‘zpanc«j;gpuauujaua (*) ucyp-
umyjy ce cee upojexitiuene wmipancgpopmauuje pasHu. .

Aoxa3. Heka je S Ma Koja NpOjeKTHBHA TpaHC(Op-
maluja. Y3MHMO Ma Koje 4eTHpH Tauke A, A2, A% A* raxse
Ja o TPH OX BHAX HE Jieke Ha jeAHOj IpaBoj. Tpancopma-
ugja S NpeBOAM HMX Y TadKe .Bl, B2, .B3, IB‘, Koje Takohe mo
TPH He JieXe Ha jefHOj mpaBoj. Heka J‘e S 1,1po.|ekmnua TpaH-
chopmamuja (*) xoja npeBoau Tauke B' y A'. Tanma 'rpancc])op-_
Manmja H=S' S, koja he, oanrnemuno, takohe SUTH npojexTHBHA,
ocTaB/ba Tauke A!, A%, A%, A4 HemokpetrHe. Mm TBpmMMO Ha
Tpancdopmanmja H ocTaBba CBe Tayke HEMOKPETHE.

Ha ducmo TO TBpheme mokasamu, Suhie HaM mOTpeSHO
HekonuKko moMohmux ummennna. IIpBo, #pojexiiuena whpanc-
dopmayuja pesogu xapMmonujcke ilapose Wauaxa ¥y xapuonujcx.e
#iapoge. To mpoH3NIa3u HENMOCPEOHO H3 neqmnmm_!e XapMOHHj-
CKHX napopa momoliy 4eTBOPOTEMEHHKa M M3 CBOjCTBa MpPOjek-
THBHE TpaHchopMamuje A2 IpaBe IPEBOAH y Ipase.

Heka je na paBHM yBelleH OMJIO KOjH CHCTEM IPOjeKTHB-
HUX KOODHAMHATA X;. Y3MHMO Ha IIPaBOj X; =0 4eTHpH Tauke
C' (0, \;, ;) ¥ oBpasyjMo Tako3BaHy HBOPa3Mepy

AN Ay pg

A3 g A3 pg
1C2C8C8) = 28 .
(GERCEE) A g Ay iy

Ay by LY

Jlaxo je yeepuTH ce Aa (C1C?C3C*) He 3aBHMCH OJ HOPMHpAama
KOOpJAHHATA.

Mu tBpmuMo Aa Tauke C, C2, C3, C* oBpa3syjy XapMo-
HHjCKY Tpymy, TOo jecTr map C'C? XxapMOHHjCKH pa3/Baja map
C3C* Tama m camo Taja xax je (C'C*C3C% = —1.

Ilpe mero mro mpeheMo Ha HoKa3HBame TOr TBphema
nasemheMo cuenmelie nBe mpumenSe. Heka Ha mpaBoj

ax,+bxy+cx;=0
EMaMoO TPH Pa3He Tauke
P'(x}), P"(x) m P"(x").

Taga ce xoopgunaitie wauke P'"’ Moy uspasuiliu Koopgunaiiama
P' u P" y obmuxy x;”=Ex;+nx]. OBo ciema M3 TOra ImTo

ce Ma Koje pememe (X;) jeTHAYHHE aX; + bxy + cxz=0 JIMHEapHO
U3paxasa ca [pa HE3aBHCHA pellema. Y HAIeM CIydajy To Cy

8 Ilpenasama M3 OCHOBA reOMeTpHje
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(x;) m (x;'). U3paxaBame KoopauHata P’’’ kxoopawmatama P’
u P obenexapaheMo cuMGOIMIHO

Plll - EP’ +'f).PI,.

HanomemuMo jom # TO Aa ce KoopauHaTte Tavaka P’ u P
MOIy HOPMHpPAaTH Tako Ja & H v Oyamy jemmaxu 1. 3a To je
IOTPeSHO /ia ce KOOpAHHATe Tauke P’ moMHoxe ca &, a KoOp-
HuHate Tauke P’ momHOXe ca .

Heka Tauke P, f’" u P He jexe Ha jemHoj. mpasoj.
Tama He mocroje Opojesn &, , { Takem ma je Gap jedan on
BHX pasiueaT o 0 H Ja 3aJ0BOJBaBajy jeHAKOCT '

EP' +9P" +{P" =0.

) V crBapH, OBa jEHAKOCT NpEACTABIbA CHCTEM Of TpH
JEeAHAKOCTH )

Exy+nx; +¢x7 =0,
Exa+nxs+8xs =0,
Exs+nxs+{xs =0.
Ilocmatpajyhu ux xao cmcreM jemmaumna mno £,n,{ BEAAMO Aa
OH HEMa JAPYIMX pemema ocuM §=%={=0, jep merosa Je-

k . .
TEPMUHAHTA, CaCTaBJbCHA OX X;, HUje jenHaka 0 (tauke P’, P",
P'"’" me nexe Ha jemHoj mpasoj).

0

C, €y G Ca
Cn. 55
Capa hemo 0Kka3aTH Ja 32 XapMOHHjCKY YETBOPKY Ta49aKa

C; mopa &ura (C,C;C3C)= - 1. IlornmemajMo Ha ci. 55.
V3 oprosapajylie HopMEpame KOOpAHHATA Tadaka mmahemo

E=C1+.D, C4=CI+C2.
Tauka F nexu ma EC, u C,D. Opmatne je
F=EE+%Cy=E"D+7"'C,,

P
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TO jecT
& (Ci+D)+7' (Ci+ C)=E"D+7"C,.
IIpemMa TOoMe je
gl — - _’,I’ gl — EII’ ,',I =7,II’

Te ce Moxe cmarpatu Aa je F=D - C,. Kopucrehu ce mame
TEMe wWTo G nexn Ha EC, u FC;, aHaJIOTHO Hajla3uMo G =
D+ C, - C,. UckopucTaBImd, HA Kpajy, To mT0 G Jexu Ha
C;C; u DG pobuliemo Cyz=C; - C,.

Haxme, xoopaunate C; u C, u3paxaBajy ce KOOpIAHHA-
Tama C, u C; mo popmynama

MN=M-Ny, pPg=f—ta M=MtAy, @g=ig+ e
VBogehu oBe BpemHocTH A H p Y dopmyny 3a ABOpasmepy,
Jako modujamo ma je (C;C,C3Cy = —1.

Ha je jemaHo 3a xapMoHHjCKY ¥eTBOPKY (C;C,C3Cp = — 1,
TO CIENH H3 HdmbeRANe Aa 3a mate C;,C,,Cj ycinos (C;C,C3Cy)
= -1 ogzpehyje momoxaj Tauke C, jeAHO3HAYHO, jep ce jex-
HO3HAYHO ojpehyje Ayfwy.

OfjacHuMoO kaZja HAa JBa 3aJaTa napa Tasaka 4, B m
C, D mnocroju map P, Q Koju XapMOHHjCKH pa3fiBaja 4, B u
C, D. KOHCTPYHIIEMO CHCTEM INPOjEeKTHBHHUX KOOPAMHATA Y
KojeM Tauke A,B,C,D mexe Ha ocH Xx,=0 H EMajy KOOpHH-
Hate (0,0,1), (1,0,1), (1,0,0), (£, 0,1). OuurmenHo, Takas Koop-
JWAHATHA CHCTEM HHje Temko mocrasutd. Hexa Tauke P u Q
uMajy koopaunate (§5,0,1) u (%,,0,1). Mmamo

01 11 10’ E 1
&11 511 =] 511 . £1 1, =-1
01 11 ’ 1 0] " |§ 1 )
| & 1 & 1 & 1|

Opatie ce mocie jeMHOCTaBHOr pavyHa HodHja cHcTeM
jemHavnmEa 3a & ® §; oBaKBOr odJmHKa:
B +8=28, §&=E.
Ha Taj HaumH cy &, u &, KOpeHH KBajfipaTHe jelHAUHHE
22—28z+E=0

Te he, makie, pemieme OHTH peayiHO ako je E2—E>0, To jecT
3a £<0 m £>1, a umarmmapao 3a 0<§< 1. I'eoMeTpHjcKkm
TO 3Ha4¥ JAa #tap P, Q, xoju xapmonujcku pasgeaja A, B u C, D,
#ociioju axo ce uaposu A, B u C, D ne pasgeajajy, a whaxas
éiap P, Q me uocivioju axo ce iiaposu A, B u C, D pasgsajajy.

Opatiie cirlemd BaxkaH 3aKibyYak: pasgedjarbe #apoea uH-
sapujanitino je y ogHocy Ha i#pojexitiusne idpancgopmayuje.

8*
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Cajma MOXeMO JIaKO 3aBPIIHTH NPEKUHYTO JOKA3HBAE
TeopeMe. Jlakie, mpojekTuBHa TpaHchopmamuja H =S'S ocras-
ma Tauke 4, B, C, D HemokperHe. TBpauMo na je Ta TpaHC-
dopmanuja unentuyna. IlormemajMo Ha ci. 56. IMomrto mpase
AB m CD ocrajy HENOKpeTHE, HHXOB Ipecek A, Takobe je
HENOKPETaH. KoHcTpynmuMmo Tauky A, Tako ma 4,, A, xap-
MOHH]CKH pa3nsaja nap 4,, B,. Oudriaenso, Tauka A, ocTaje
' HETIOKpeTHA. 3aTHM KOHCTpY-
HOIAMO Ha CJIHYaH HAYHH
Tayke Az, Ay, ... CBe cy
OHe Hemokpetue. Tadke 4,
MOTY ce KOHCTPYHCATH H Y
apyrom cmepy. Haume, Tau-
Ky A_; KOHCTPYHMIIEMO TaKo
ma A_,, A; XaDMOHH]jCKH pa3-
ABaja map A, B. 3aTHM KOH-
crpydmeMo A_, HTH.

/ \ IToTroM xoHCTpyHIIEMO

Cn. 56 3a CBaKM nap ravaka A; A;_,

Tauky A; Tako ma A;, B xap-

MOHMjCKH pa3nBaja 4;, 4;—,. Ce oBe Tauke Takole hie Guth He-

nokperHe. Ilocine Tora Morim SHcMO KOHCTPYHCATH HEIOKpET-
He Tauke A, WTA.

VBeauMo Ha aMHOj paBHM C GecKpajHO JANEKOM IPABOM
BC [lexaprose koopnwHaTe ysumajyhm mpase AC u AB 3a
KOOpZIMHATHE OCe, a Tayky D 3a jeAWHWYHY TauKy (Tauky c
KoopamHaTaMa 1, 1).

JemHocTaBHEM pauyHOM mOMOhy ABOpa3zMepe MOXEMO ce
YBEPUTH Jia Tadke A, KOje CMO KOHCTPYHCAJIH HMajy KOODAH-
Hate x Jemmake 1,2,3, ..., -1, —2, ... Tauxe 4, umajy
koopmunate 1/2, 1Y/,, 21, ..., -1/2, —1Y,, ... Jemgom
pedjy, ako IOBOJPHO [[aJIeKO HACTABHMO KOHCTPYHCAHE Tauaka

m
A,, noduheMo cBe Tauke ¢ KOOpAMHATAMA OOJHKA X= +— .
2'1

Y3MEMO caja Opou3BoJsHY Tauky P (x, 0) Ha npasoj

; m .
AB. Axo je x=§, Taja je oHa HemokperHa. Heka Hu 3a

. . m ;
KakBe IEJe m ¥ n HHje x=?. Ounrnenso, Ma 3a xoje n Hahin

Be ce TakBO m ma je
(m-1)/2" < x < m/2".
Obenexnmo ca A’ u A" Tauke 4Ydje Cy KOOpAMHATE X jeTHaKe
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(m—1)/2" u m/2". Oue cy HenokpetHe. Ilap 4, P ux pasnsaja,
ma, opeMa ToMme, map A, HP Takole. pasmBaja A', A”'. Opmatie
clefd Na KOOpAMHAaTa x Tayke HP 3anoBojbaBa HejeAHAKOCTH

(m—1)/2" < x < mf2".

Kakxo ce mak n Moxe y3eTH KOJHKO ce Xohe BeaHKo, TO je
x=Xx ¥, npema Tome, HP=P.

Hakiie, cBe Tauke mpaBe AB cy HemOKpeTHe. AHaJOrHO
yTBphyjeMo nma cy cee Tauke mpaBe BC HemokperHe. Heka je
caga Q Ma xoja Taika paBHH. IloBymumo xpo3 By JBe npaBe
koje He npojna3ze xpo3 A. ITomro one cexy npase AB m AC,
OHe Cy HEDOKpEeTHe jep caZpke IO JBe HEMOKpEeTHE TauKe.
Opatie cienu ga je Tauka Q HemokperHa. [akie, S'S je mueH-
THyHa Tpancdopmamuja. Kako mak Tpamchopmammja S’ mma
CBOjy MHBep3Hy TpaHchopmanujy xoja he Takohe mMaTH 0OJIHK
(*), To he u Tpanchopmanmgja S=S'—! umata odimk (*).

Teopema je moka3aHa.

§ 9. pyrn cTaBoBH NpOjeKTHBHE reoue'rpnje

Heka cy Ha OpojeKTMBHOj PaBHH yBe[eHa JBa MPOjeKTHBHA
KoopauHaTHa cucrema S u S’. Hahu hiemo Besy u3mely koop-
IUHaTa X; X Xx; Tayaka y THM KOODAMHATHAM CHCTEMHMA.

Cpakoj Tayxu A ¢ KOOpIMHATaMa X; Y CHcTeMy S Xope-
CNOHAKpPajMO Tauky A’ ¢ koopauHaTtaMa X;' Takole y chcremy
S. Ta xopecmoHAeHIja je NpOjeKTHBHAa. 3auMCTa, HEKa je g
npaBa, a ax, +bx,+cx;=0 Heka je BeHa jemHaumHa. ITomrro
cy x;/ xoopauHaTte Tadke A y cmcteMy S‘, KoopauHaTe X’
3aJ]0B0JbaBajy jefHAYMHy NpaBe Yy CHCTeMy S': dy X1+ ay %y +
+a;x3=0. Ha Taj HauMH, HaBeleHO NpECIMKABAIE  IPEBOIM
npase y npase. Ilopen Tora OHO je, OYHIVIENHO, ODOCTPaHO
jennosHauyno. Opmatie m u3 TeopeMe 64 3aKibydyjeMo Ja Cy
Koopgunailie Wa4aKa y pasAuuuiiuM upOjeKueHUM KOOpguHail-
HUM cucilieMuMa 6e3aHe AUHEApHUM GopMyasama

Xy =0y X3 + 19 Xy + 3 X3, a1 Gy Gag
X2=y X1+ gy Xy + oz X3, | On Gp Gg3 | 70. (%)
X3 = Qg1 X; + Qgp X3 + Agg X3, d3 Qs dsg

VYV mpocropy Baxe aHaJIOTHE: d)opmyne; o
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HBorasmepa uetupu Tawke C'(x) 30e ce &poj koju ce
noMolly NpOjeKTHBHUX KOODJHWHATa THX Ta4aka H3pavyyHaBa
no ¢opmyim

1 1

Xi X x? X}

xi3 xj3 x? x}
2084y — | ) P Ly
(crerceed = T W Rk o (i#)).

Xi. Xj Xi Xj

4
B B )

Ha ®u oBa nepwnunmja Omima KOpexTHa, nOoTpedHo je ma Ta
dopmyna paje jeman wmcrm pesyaraT 3a IPOU3BOJEHE 1, j W,
OCHM TOTa, Jia Taj Pe3yNTaT He 3aBACH OJ M350pa KOOpMH-
HaTHOT cHcTeMa. [lata medumuumja mMa Ta cBOjcTBa.

3aucra, YBEIAMO CHeNUjajaH KOOPAMHATHH CHCTEM TaKaB
Ha Tauke C" WMajy pemoM KoopamHATE 0, 1, 0), (1, 0, 0),

(1, 1, 0), (& 1, 0). V TakBum xoopamHaTaMma je (C’1C2C3C‘)=-;—.

ITomohy ¢opmyna (*) mamasumo koopammaTe Tawaxa C' Smio
Y KOjeM JpyroM KOODAMHATHOM CHCTEMY: (@1a, ay, ag),
(@, ay, a3), (@31 + Gyg, gy + gy, Ggy + agy), (€ Ay + a1a; & Gy + ayy,
€ a3, + ag,). JemuocTaBaH pauyH noxasyje a je ¥ y TEM Koop-

AmHatama (C'C23C3CYH = T‘l{ Ha Taj BHaumH, geopasmepa

He 3aeucu Hu 0g KOOpguHAWIHOI cucilieMa Hu og u3bopa ungekca
Koopgunaimia woMohy kojux ce ona uspauyHasa.

IMomro ce mpojekrnBHa TpamcdopMammja 3amaje OHEM
actuM ¢opMmynamMa kojama m TpaHCchopMamuja KOOpPAMHATA,
OJaTiIE CIEAH Ha Ce geopasMepa iliayaKa He Mersa #pusuxom
épojexiuusne wpancgopmauuje. :

HBopazmepa wernpu mpaBe jemHor mpameHa JAeununme

€6 Kao JBOpasMepa 4YeTHPH Ta4Ke NpECeKa OBHX NPABHX C
HEKOM I@paBOM ¢ KOjJa He NpojasH Kpo3 LEHTAP INpaMeHa.
OBa nepummmmja we 3aBucH o mpase c.
) 3aucTa, HeKa HMaMo JBe CedHNE ¢ ¥ ¢. VBEIMMO npo-
JEKTHBHE KOOpAWHATE y3uMajyhm 3a KOOpAWHATHE OCe 1Be mpaBe
Ipamena (oce X, H X,) M mpaBy c. Heka je aX;+BX;+yxg=0
jenmavmma mpaBe ¢ y TEM KoopAMHATaMa.

'l'IocmanajMo IPOjeXTHBHY TPAaHCHOPMALHY Xy = X,, X, =
Xg, x3=ux1+ﬁ_3_cz+-{xs. OHa mpeBoau mpaBe IpaMeHa y HHX
came, a npasy ¢ y ¢. Oparie, cienm 1a ce Tauke mpeceka IIpa-
BHX ¢ M ¢ C IIDABMMa IIPAMEHa NPEBOJIE IPOjEKTHBHOM TPaH-
chopmamajom JeqHa y npyry ¥ na cy, npemMa Tome, JBOpa-
3Mepe oxrosapajyhux werBopaka jemmaxe. TBpheme je moka3aHo.
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OuurienHo, geopasmepa ueiliupu ipaee @ipamena He Mervba
ce upuasukom upojexiuusnol wpancopmucarsa. _

ABopasMepa 4eTHpH PaBHH jeJHOr IpaMeHAa JeduHHIIE
ce IBOpa3’MepoM YETHUPH TaYKe IpeceKa OBHX PAaBHE C NPaBOM
Koja He cede ocy mpameHa. Ta gedumunuja Takolie He 3aBHCH
ox m3dopa mpeceuHe mpaBe.

Kpusom gpyiol pega Ha IPOjEXTHBHOj paBHH HA3HBA Ce
¢urypa umje cBe Tauke 3aZ0BOJBABAjy jeJHAUYMHY OOJIHKA

allx%+2amxlx2+"‘+a33x§=0. (**)

Ovurneano, osa NedHHHIMjA WHBAPHjAHTHA je y OMHOCY
Ha M300p NpPOjeKTHBHOI KOOPAMHATHOI CHCTEMA.

M3 Teopeme o cBoljemy KkBafpaTHe dopme JMHEAPHAM
TpaHCHOPMHCAEEM HPOMEH/BPHBAX Ha KAHOHCKH OOJIMK CJIed
HOCTOjalbe TAKBOI IPOjEKTHBHOT KOOPHAAHATHOI CHCTEMA Y
KojeM jemHawmHa kpmBe II pema mMa oOumK

2 2 2
&1X1 + X2+ €3x3=0,

rae je =+ 1 umm 0.

KpuBy npyror pema 30BEMO Hegéienepucanom axo Cy CBR
g 7# 0. AKO Cy OpH TOM CBH € HCTOr 3HAKa, KPHBY Ha3HBaMO
uMaiunapHoM, jep HEMa Tadaka 49dje OM KOOpDJHMHATE 3aJO0BO-
JbaBajie jeAHAYMHY KpuBe. AKO Melly & HMa TakBHX Koju cy
jemaxu 0, XpuBY HasuBaMo geienepucanom. Kpua Jerenepmie
y Hap mpaBMX MJHM Yy jeAHY IpaBy y KOjy Ce Taj map OpaBHX
CnuBa. AKO Cy Yy JereHepHCaHOM OOJIHKY jeqHAYAHE IBa KOe-
¢bunmjenTa ¢; pasmuunTa of 0 M HCTOr 3HAKA, TaJa KaXXeMo Ja
je To HereHepHCaHM Iap MMATMHADHAX TPaBHX.

Hamm famu 3akpydnd ofHOCE Ce, CTpOro rosopehu, Ha
peamHe XpuBe. 3a NpeHOIIEHE THX 3aK/byJaka Ha MMAarMHApHE
KpHBE DOTPEOHO je CIelHjalHO 3acCHUBAEE.

V Besu c xpusam II pema y mpojekTHBHOj reomerpuju
yBOY Ce BaXaH NOjaM #o.sape iliauke Yy ORHOCY Ha xpuBy. U3
2HAJMTHYKE TIEOMETPHjeé YHTAONy jé HO3HATO Ja Ce Iojapa
Tauke A y oaHocy Ha kpuBy II pema (**) mepummme xao
TeOMETPHjCKO MECTO Tauaka B Koje 3ajeHo ca 4 XapMOHHU]jCKH
pasnBajajy nap mnpeceyHux Tadaka npaBe 4B W HaTe KpHBe.

ITo3HaTo je Takohe aa ce monapa Tauke 4 (x;) 3a4aje jeqHAYHHOM
Ay X1 X1+ G (X1 Xg+ X2 X))+ -+ - +AzgX3x3=0.

OBa JedunumMja HEje cacBUM KOpEKTHA jep npasa AB He Mopa
ceim xpuBy (y peanHuM Tauykama). YV Be3H ¢ TUM M heMo
nonapy AepurucaTH GopMalIHO Xao mpaBy 3aJaTy HABEACHOM




120

jemaaumnoM. IIpu ToMm, pasyme ce, MopamMo MOKa3aTH Ja je
ycBojeHa JeduHMNMja MHBADHjaHTHAa y OQHOCY HA TpaHCopma-
nujy KOODAWHATZ, ald TO, OYHIJIEAHO, HHjé HAMAJIO TEUIKO
YYAHUTH.

ITonapa mma HHTEpecaHTHa CBOjCTBA KOja Cy Takohe mo-
3HaTa W3 aHAIUTHIKe reomerpuje. Hamme, axko ce wuauxa A
kpehe wpasom b, rwena #oaapa ysex @posasu kpo3 jegny uciiy
wauky B uyja je iuonapa upasa b. Ilosapna xopeciiongenyuja
wiauaka u Upasux UHEAPUJAHIUHA je Yy OgHOCY Ha Upojexitiughe
wipancghopmanuje pasnu.

VY OpojeKTHBHOM IIPOCTOPY YBOAM ce mojaM mospmm 11
peda CIMYHO Kao M MOjaM KpHBE HA paBHM. VBOIM c€ H IIO-
JApHA KOpECIOHACHNMja Tansaka W paBHM. CBE TO CMAaTpaMo
NMO3HATHAM H3 aHAJMTHYKE IeoMeTpHje.

Cama hemMo ce 3aycTaBUTH Ha jeHOj OA OCHOBHHX UHIbe-
HHUIA IPOjeKTHBHE I€OMETPHj€é — HA dPUHUUILY GYaaHOCHU.

Axo y paBHUM axcMOMaMa Be3¢ H3pa3 ,,TauKa JIEXH Ha
IpaBoj*‘ 3aMEHMMO H3Pa3oM ,,TauKa je HHIUACHTHA C MPaBOM‘,
a Hu3pa3 ,,IpaBa OPOJa3d KPOo3 TadKy‘‘ 3aMEHHMO H3pa3oM
,»IpaBa je HHIOMACHTHA C Ta9KOM*, Taja, KaJ 3aMEHAMO Yy
CBAKOj aKCHOMH ped ,,Tauka‘ pedjy ,,ipaBa‘ u ped ,,npaBa‘

pedjy ,,Tauka‘, modujaMo TBplema Koja BaXXe HA OCHOBY OJ-.

roeapajyhiux akcmoma.
3ancTa, y HOBOj pefaKIMjH NpBa AKCHOMA IJIACH:

3a nmBe Tauke 4 M B mocroju mpaBa Koja je ¢ THM Tau-
KaMa WHIH/JCHTHA.

OnroBapajylie TBplieme: 3a IBe mpaBse MOCTOjH ¢ HHUMA
HHOEACHTHA Tauyka. — To cimemm m3 axchmome I,.

Axcuoma I,: 3a nBe pasumumre Tauke 4 H B mocToju
‘HajBHINE jeHA IpaBa KOja je ¢ HAMAa HHIMICHTHA.

Onrosapajyhe TBpheme: 3a jmBe pasnmuuTe npase @ 4 b
IIOCTOjH HajBAIIE jeqHA ¢ HEMAa HHIUACHTHA Tauka. To ciemm
u3 axcmome I,.

~ AxcmoMma I3 3a jatry mpaBy mocToje TPH ¢ HOM HHIM-
JeHTHe Tauke. IlocToje TpH Tauke KOjeé HUCY HHIUUOCHTHE HH
ca jeIHOM IPaBOM.

Onrosapajyhe TBpheme: 3a maTy Tauky A mocroje Tpu
¢a HOM HHIMACHTHC IpaBe; IIOCTOjé TPH IpaBe KoOje HHUCY
HHOUACHTHE HH Ca jEAHOM Ta4KOM. — 3aHCTa, Ha OCHOBY
akcuome I3 mocroje mBe Tauke B m C Koje He JieXe HA jeHOj
npaBoj ca TaykoM 4. Ha mpaBoj BC mocroje Tpu Tauke —
no Toj Hcroj akcmomu. IIpaBe o kojEMa je ped cmajajy Te Tpu
Tavke ca A.
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: Hpyro T1Bpheme Takohe cnemm m3 akcumome I;. 3amcra,
CIIOjMO TPMMa HOPaBAM AP 1O Hap OX TPHjy Tayaka Koje He
Jexe Ha jemHoj mpaBoj.- OHe He mpojase Kpo3 jedHy Tauky.

Ha xpajy, TBplieme koje oamrosapa Jle3aproBoM CTaBy H
Koje TpeDa NpHKIbYYHTH CHCTEMY PaBHHX AKCHOMA,. [AyalHO je
camMo 1o cedu.

Cnenosambe Tpojaka IpaBHX jeJHOTra -MpaMeHa OeHHH-
calieMo ciiefloBaEEM IPECEYHHX Tayaka IPaBHX TOr TNpaMeHa
¥ Heke mpaBe KOja He INpPOJa3sH Kpo3 NeHTap mpaMeHa. Ilo
akcaomu II;, Ta nepwHMmMja He 3aBHCH Of - M30opa mpecedHe
opase. ITomTo cMO Ha Taj HayWH JgepUHHMCANIH ClleIOBamE
IpaBHX y npaMeHy, BHAAMO Ja Cy 3a mOpase IpaMeHa HCIy-
BeHe cBe akcmoMme moperka. Opatie ce modmja cmemeha Teo-
peMa, Koja ce 30B¢ NPHHIMI AyaJHOCTH HAa DaBHH.

Cn. 57 ’ Cn. 58

Axo je TauHO HeKo TBplieme A 3a Tauke M LpaBe H3pa-
XEHO TEPMHMHMMA HHIUJACHTHOCT M IOpelak, Taja je Takohe
TagHO U TBpheme A’ y KojeM je ped ,,Tauka‘‘ 3aMmemeHa pedjy
»TpaBa‘‘, a ped ,,ipaBa‘‘ pedjy ,,TauKa‘,

ITpumep. Heka cy 4,, A,, A; Tauke MHIUOEHTHE C Ipa-
BOM a, By, B,, B, Tauke HHIOUJEHTHe ¢ mpaBoM b, a C;
(i#j) Tauke WEHOHMAeHTHE C npaBuM A;B; u A;B;. Tapma cy
Ttauke C;; HHOEIACHTHe C jeAHOM mpaBoM ¢ (ci.-57). To je
ITanocora Teopema.

Hyanso TBpheme. Heka cy mpase a,, a,, a; HHOUIEHTHE
‘c TaukoM A, mpase b,, b,, b, HHOMIOEHTHe C TaykoM B, a
npase ¢;; (i #j) HHIMAEHTHe ¢ Taukama a;b; 1 a;b; ... Tama
Cy mpaBe ¢;; HHOMJCHTHE C jeNHOM Ta4ykoM (ci. 58).
_ V mpojeKTHBHOM OPOCTOpPY Takole BaXd MNPHHIMI  AY-
ajgHoctd. Taj OpHHOUII TBPAM Ja M3 BaXKema CBaKOr TBphema
A 3a Tayke ImpaBHX W paBHH ciemu TBpheme A’ y kojeM je
ped ,,Tadka‘ 3aMemeHa pedjy ,,paBaH‘, .a pev ,,paBaH‘ pedjy
,yTA4Ka‘‘,
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IIyanHOCT Yy OPOjeKTHBHOj IE€OMETPHjd HMa, NPHPOMHO,
¥ CBOj aHAJMTHYKM H3pa3, Koju heMo MM caJ HIyCTPOBAaTH.

Koedpunujenre jemnaumne npaBe HazmBaheMo ilianienyujan-
HuM KoopguHamiama npaBe. OYHIIeHO, OHU cy oApeheHH camo
¢ TayHomhy MO NMPOM3BOJBHOI MHOXHOIA pasimwyuTror ox o0,
HCTO K40 W KOODJHHATE TavKe.

JennaunHa

Uy Xy + Uy Xy +Uy3 X3=0

32 yrBpheHe u, uy, U jecre, Kao IUTO je MO3HATO, jeJHAYHHA
npase (C KOODAWHATAMA u;, Uy, Ug), & 332 YTBpPHeHE X;, Xp, X3
TO je jeMHAYMHA INpaMeHa NpPaBAX (C IEHTPOM (X;, Xp, X3)).

Kao mrto je mosHato, Ma kakBe Omyie nBe Tauke (y;) H
(z;) Ha mpaBOj, KOOpAMHATE Ma KOje Ta4ke IpaBe MOry ce
NPEeACTABHTH Yy OONHMKY X;=Ay;+.upz;. McTO Tako, Ma KakBe
Ooune nBe mpaBe (v;) m (w;) TpamMeHa, KOOpAWHATE Ma Koje
npaBe NpaMeHa MPEACTaBibajy ce y odmuky U;=Av;+uw;.

Ha xpajy, MoXe ce mokasaTu Aa ce JBOpasMepa 4eTHPH
opaBe npaMeHa oxpehyje mo Toj ucroj popmyim, jemmHO ce
KOOpJHMHATE Tavaka 3aMemyjy KOOpAWHATaAMa NpaBHX.

V mpocTopy ce aHaJIOrHO yBOAE TaHCeHIHMjaJlHe KOOPHAH-
HaTe paBHM U YTBPlYjy aHaJIOrHe YHFbCHHUIIE.

Kpusom II xmace HasuBa ce ¢urypa cacraBbeHa O/
CBHX INpaBHX 4YHje KOOpAMHATE 33aJ0BOJbABAjy jeXHAYMHY OOIHKa

byt + 2 bigthytlg+ - - - + bygus=0.

‘A3 aHamuTHYKe TreoMeTpHje mO3HATO je Aa je kpusa II xiace
UM obpazopaHa oJ TaHreHata kpuse II pema mim ce cacToju
O NBa IpaMeHa IpPaBAX KOjU C€ MOTYy M NOKJANaTH.

§ 10. Pa3He reoMerpHje y NpoOjeKTHBHOj CXEMH

®. Knaji je y cBOM pagy MO3HATOM NOJ Ha3sHBOM ,,0
TAKO3BaHO] HEEYKJIHACKO] FEOMETPHjU‘ YTBPAMO HHTEPECAHTHY
Bedy m3Mehy eykiuacke reomerpmje, reomerpdje JlodaweBckor
u PumaHoBe reomerpuje y yxem cmuciay. Cama hemo pasMor-
PHTH Ty Be3y. ,

YV rmaeg IV Mu cMo moapoSHO pa3MOTPHIM peanm3a-
mjy reomerpuje Jlobavesckor y Kpyry x24+3? < 1 Ha eykiaun-
CKoj paBHH. O4YHINIENHO, MOXE Ce CMATPaTH Ja je Ta peaju-
3aIMja MCOyMHeHa HAa TNPOjeKTMBHOj PaBHA Yy ODJACTH OrpaHH-
4yeHoj kxpuBoM II penma

2. 2 2
x1+x2—x3 <0.
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IMocTaBba ce HHTame MOa JId Ce TaKBa peanu3anyja Ha
IOpPOjeKTHBHOj PaBHH MOXeE JOOUTH M 3a eyKJIHACKY IEOMETDH]y.

Jlako " je BAAETH Ia HHje TEHIKO HABECTH NPHMEP TaKBE
peanm3anmje. JlekapToBa peaiM3anmyja, Kojy CMO pa3sMaTpald
y rnaBu II, jecre TakBa. 3amcra, HA30BAUMO TavkaMa EyKIHA-
CKe paBHH OHE Tayke IPOjeKTHBHE PaBHH KOX KOjHX je X370,
a KpeTamMMa Ha30BHMO IpOjeKTHBHe TpaHchopManuje odimka

X1=X;c08 % — € xysin ¥ +a; x,

X2=X;5in & +¢€ x,c08 ¥+ ayxg, *)
’

.2(.‘3 =x3.

Axo mpaBy xg=0 HazoBeMO OeckpajHO AajnexoM H mpehemo Ha
HexapToBe XOoOpauHATE, rOpmbe TpaHchopmanuje mMmahe obiuk

x'=xcos¥-eysind +ay,
y' =xsind+eycosd+a,.

Hctum TakBuM ¢opmyrama Omia cy AepuHHMCaHA Kpe-
Tapa y JlexkapToBOj peanm3andju eyKJIMACKe reoMeTpuje.

IIpojekTuBHe Tpanchopmanuje (¥) Mory cé oxapakTepH-
catu u reoMerpujcku. OHe He Memajy HAereHepucany kpusy II
xnace u?+u2=0. V crBapd, Ta ce KpHBa CacTOjH OX JBa Hpa-
MEHA TOpaBHX u;+ily=0 H u;—iu,=0 c DeHTpuMa y Tadkama
(1,i,0) 1 (1, =i, 0).

Jlako je Bupetd -Ja TpaHchopmammja (*) WIM OCTaB/ba
Te TavKe HemoKpeTHe (e = 1) unm UM pa3Mmemyje Mecta (e= — 1),
Te cTora He Mema kpuBy II xmace uf+u§=0. Ho, Tpeda Ha-
OOMEHYTH [Ja MpOjeKTHBHe TpaHchopMmanuje HAedpmHumcane Ha
HaBe[IeHH TEeOMETPHjCKH Ha4YMH ODyXBaTajy He caMoO TpaHc(op-
manuje (*). OHe HMajy ONIOTHjA OOIHK

X;=p(x,c08 9 —ex,8ind) +ay,
x,=p (x;sin$ +ex, cos 9)+42,

’
x3=x3

H caZpxe He caMO KpeTama Hero M CilHYHe TpaHchopmanuje.

CucreM akcuoMa PuMaHOBE reoMerpuje y yXeM CMHUCIY
CacTOju ce OJ aKcHoMa Be3e, aKCHOMa IOpeTKa W aKcHoMe
HENPeKHAHOCTH MPOjeKTHBHE reoMeTpHje M aKCHOMa KOHIDY-
E€HTHOCTH EYKJIHJACKE IeOMETpHje.

Taj cucreM JomymTa pealn3amyjy CIM4HY OHOj KOjy CMO
Majgoyac pasmarpand. Haume, cBe paBHe akcmoMme Ouhe wHcmy-
IbeHe  aKO IOJ TAYKOM OYyAeMO pa3yMeidH TadKy HpOjeKTHBHE
PaBHH, IO OpPaBOM HPOjEeKTHBHY INpaBy, OJHOC NPHUIIAJHOCTH
H IopeTka ymoTped/baBaMO Yy CMHCIY INPOjeKTHBHE IeOMeTpHje
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M, HAIOCJIETKY, IOJ KpeTambHMa Da3syMeMO OHE INPOjeKTUBHE
tpanchopManyje Koje He Memajy WMATHHADHY HEAETreHEPHCAHy
2 2
kpuBy II pema x2+ x2+ x2=0.
AHajlorHa peaiM3alyja BaXHd 32 DOPOCTOPHA CHCTEM
aKcHOMA.

Kpuse II xnace u?+uitu2=0 oSpa3onaHe Cy On TaWre-
nata kpuBux II pema xf+x§+x§—~0. 3aTo cBaka UPOjEeKTHBHA
Tpancdopmamuja koja He mema kpuBy II pema x?+ x2+ x3=0
He Mema HU KpuBy II wiace u2+u§:!:u2—0 Oparne cienu na
he mpojekTnBHe TpanchopMmanuje koje He Memajy kpusy II
knace u?+ul+eul=0 oxnrosapatu erTa}bHMa y PumaHOBOj
reoMeTpdju akKo je e= + 1, Kperamuma y reomerpuju JloSa-
4eBCKOT aKO je €= — 1 U, HAamOCJIETKY, eYKJIHIACKAM KpeTalbHMa
A CIMYHAM TpaHchopmanujama ako je e=0.

Kpusa II pema mnm II wiace koja je MHBapujaHTHA Yy
OJHOCY Ha HpPOjeKTHBHE TpaHchopManuje Koje oxrosapajy OBOj
HJIA OHOj reOMETDHUjH 30BE Ce ailcoayilia.

Kaxg cMo pasmatpamu KiajHOBY HMHTEpmpeTamujy reome-
TpHuje JloDauyeBCKOr HAIOMEHYJIHM CMO Ja je Y TOj HHTepnpe-
Tanuju pacTojame JBejy Tayaka A u B paBHM JlodadeBckor
jemDHAKO JIOTapHTMY ABOpasMepe YeTHPH Tadyke — JBe JaTe M
JiBe mpecevHe Tauke mpase AB u ancosryre. AHAJIOTHU pe3yJITaT
BaxXd W y PumaHoBOj reomerpuju. U, y cBe Tpu reomerpuje
yrao u3Mel)y mpaBHX a W b MepH ce JIOTapHTMOM IBOpa3Mepe
YeTHpPU TpaBe OA KOjHX Cy JiBe a M b, a mpeocrayie HBe - IpH-
mazjajy mpameHy ab W amconytH kao kpuBoj II xiace.

CucteM axcHoMa agyuHe ieomeilipuje CacTOju Ce€ OX CBHX
aKCHOMa EYKIHACKE reOMeTpHjé OCHM aKCHOMa KOHIPYeHTHO-
cru. CucTeM axcuoma aumHe TeOMeETpHje Ha paBHM 0OyXBaTa
jour [esaproBy akcuoMy Yy oarosapajyhoj dopmynanuju xoja
BOOu pavyyHa o MOryhHOCTH a Cy mpaBe mapaJjeiHe.

Jlako je HaBeCTH peanu3aldjy cHCTeMa akcMoMa admuHe
reoMeTpuje. 3a TO je mMOTpeSHO, jeAHOCTaBHO, y3eTH JlekapTOBY
peanu3anmjy eyKJIMACKe TreoMeTphje He YyBojgehm Kperama.
Opatne cneau Ja ce Ta peanm3anuja MOXe HWHTEPIPETHPATHU
HA NPOjeKTHBHO] paBHH M3 KOje je YKJIOBEHa jeJHa mpaBa
(obuyHO je 30By OeckpajHO HalIeKOM).

Veoleme [lexkapTroBHX KOOpAHHATA HAa a(uHOj PpaBHH
(§6) omoryhyje ma ce Se3 HapouuTOr TpyAa HM3Bele 3aK/byyak
Ja je cuCcTeM akcuoMa aduHEe reoMeTpHje Ha PpaBHW IOTIIYH,
HCTO OHaKO KakO CMO TO YHHHJIH H 32 JpYre TreoMeTpHje.

.Ha npBu mornex Moxe ce YYMHHTH 4YyAHO TO INTO je
cacTeM akcmoMa aduHe reoMeTpHje NMOTHYH, jep jeé OH caMo
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60 CHCTEMa aKCHOMa eYKJIMJCKE reoMeTpdje. AJH, y TOMeE
HeMa HWYer WYyAHOBATOL, jep AKCHOME KpeTaka, TO. KojuMa

Ce OBH CHCTEMH pasmzKy,ly, OpETIOCTaB/bajy HOB OJHOC —

,,KpeTame**.

V aduHOj reoMeTpHjH YBOAW Ce BaxaH INojaM agduie
wpancgopmayuje. OBa Tparchopmamuja y Ciydajy paBHH Ipe-
BOAM mpaBe y mpaBe. Jlokadyje ce nHa ce cBaka adumHa TpaH-
chopmanuja y JlexapToBUM KOOpAMHATaMa 3anaje opmynama

X' =a,x+by+c a, by
YV =ayx+byy+c,, ay by

Ha Taj HaduH, y HaBeJIEHO] NPOjeKTHBHO] MHTEPNPETALM)H oHa
ce 3alaje popmynama

#0.

=a1xl+bIX2+CIX3,
ﬁ:%n+%%+%%,
,
X3=Xg
M CacTOjE cé OX OHMX IMPOjeKTMBHMX TpaHchopmammja Koje
3a[pxaBajy kKao LeEJIWHY OeckpajHO JajeKy mpaBy Xg=0.
3ajemHUYKO CBHM reOMeETpHjaMa Koje CMO OBJe IIocMa-
Tpaid jecre TO Aa y cBakoj O HBHX IIOCTOjU rpyma TpaHcdop-
Mallja Koja NpeBOAM Tadke y Tayke a IpaBe y IIpaBe, H HE
Memba ONHOC NMPHNATHOCTH W noperka. To cy kperama y ciy-
4ajy eyKiuACKe reoMerpHje, reomerpmje Jlodadesckor m Pu-
MaHOBE - reOMe'rpuje, adune Tpamchopmanmje y atblmoj reomMe-
TPHju M OpPOjeKTHBHE TpaHchopManmje - y MPOjeKTHBHOj reo-
METpH]H.

Hexa y HeKOj ON IIOMEHYTHX reoMeTpHja MMaMo MABE
durype F u F’ xoje ce oarosapajyiom TpancdopmanmujoM mMory
IpeBecTH . jexHa y apyry. OYuriefHo, MM HE MOXEMO HAa THM
¢urypama 3anma3suTH HAKAKBY PasimKy jep muxoBH oxroBapajyhu

€JIEMEHTH — Ta4Ke M NpaBe — MMajy UCTH OJHOC NPHIANHOCTH
A nopetka. Oxatine ciefd Oa ODjeKT OmpoydaBama y OBOj HJH
OHOj TeOMETpPHjH jecy OHa CBOjcTBa (Urypa Koja Cy HHBapH-
jaHTHA y ofHOCcy HAa TpaHchopmamuje oxrosapajyhie rpyme.

ITpupoaHo, moCTaB/ba ce NHTame KakBe CY OHE Hajopoc-
THje QUrype cacTaBibeHE Of Tayaka M IPaBHX Koje y IOTIEAY
OJIHOCA TMPHOAXHOCTH M MOPEeTKAa CBOJHX eJIeMEHAaTa MMajy MCTO
YCTPOjCTBO, ajld HHECY €KBHBAJICHTHE Y OJHOCY Ha TpaHcdop-
Mangje mate reomerpmje. PazmoTpulieMO HEKOJMKO IpHMeEpa.

IMounuMo OX UPOjeKTHBHE reoMerpuje. JIako.je BHACTH
Ia ce Ma Koje [Be TauyKe MOy IpPEeBeCTH NPOjeKTHBHOM TpaH-
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chopmanujoM Ma y Koje Apyre [JBe, Ma KOje TPHU Tauke Koje
JIexxe Ha jeHOj mpaBOj MOTY ce IPEBECTH Ma y KOje TpH Tadke
Koje Jiexe Ha npaBoj. M caMo ce 4eTHpH Tauke IpaBe HE MOTry
yBeK TIPEBECTH y YETHDH Jpyre Tauke, jep ABOpasMepe OBHX
yeTBopaka Tpeba na Oyny jemmake. Ha Taj HaumH, y mpojek-
THBHOj T€OMETPHjH HajOPOCTHjy HeTpUBHjaJHY QHrypy 4Ymje cBe
Tayke JieXe Ha NPaBOj NPEACTaB/ba YeTBOPKA TavYaka.

Tpeda pehu ma Ty YETBODKY H:eHA ABopasMepa TOTIyHO
KapakTepHme. V IPOjEKTHBHO] l"COMeTijK IBOpasMepa je Haj-
OpPOCTHja H TO OCHOBHa OpojHa nnnapujan'ra Moxe ce moka-
3aTH Ja ce Ma Koja OpojHa HHBapHjaHTA (DUrype y OJHOCY Ha
OpPOjeKTUBHE TpaHCOpMamuje MOXKe W3PA3UTH JIBOpasMepama
BeHUX Tavyaka MM Tadaka ¢urype xoja ce momohy mare ¢u-
Type jeMHO3HAaYHO KOHCTpPYHIIE.

ITpumep. Purypy cacraBbeHy oA IeT Tavaka 4 IpOH3-
BOJGHOT IOJIOXAja MOXEMO OKapakTepucaTd (CiI. 59) mBopas-
MEpOM YECTHpPU Tauke A;, A,, B;, B,.

V cayyajy adumnre reomerpuje HajupoctHja ¢urypa Ha
npaBoj CacTojH ce oA Tpu Tauke. IbeHa OpojHa MEBapHjaHTa
je mpocra pasmepa A Tpujy Tadaka. V JleKapToBEM KOOpHH-
HaTamMa x, y Ta pa3mepa ce ompebyje mo jemoj on ¢opmyna

A=y1_y2 AN A____xl_xz
Ya—JYs X3 xs

M_TOpeicTaBiba JBOPa3Mepy qunpu rawke — TPH JaTe Tauke
H OeckpajHo Jmaneke Tauke. Kako TIPHIAKOM auHOr TpaHC-
dopmucama SeckpajHo maneka Tayka HA IpaBoj (npqexmnnog)
ocTaje HeMOKpeTHa, jacHO je Ha je
Ta JABOpa3Mepa HHBapHjaHTHA. [la
¢urypa oxn nABejy Tauaka HeMa HH-
BapHjaHTy — TO jé jacHO OTyZAa
IITO ce Ma Koje ABe Tauke ahuHOM
TparchOpManUjoM IHpEBOAEe Ma y
Koje Apyre ABe.

Cpaka mHBapujaHTa (urype y
oxHocy Ha apmme TpaHchopManmje
MOX€ Ce WM3pasHuTH NPOCTHEM pas-
Mepama.

Cn. 59 v EYKIUJCKOj TeOMeTpH;H,

reome'rpujn JIobavesckor u Puma-

HOBOJ reoMeTPHjH HAjOpOCTHjA c]mrypa KOja HMa HWHBapHjaHTy

jecte map Tauaka. Ta unsapnjan'ra je pacTojame THX Tadaxa.

Cse Apyre HHBapHjaHTe Ma Koje Qurype MOTy ce H3PasHTH
pacrojamnma H3Mely Tadaka.
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