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ПРЕДИСЛОВИЕ 

рост научного и техничесRого потенциала страны, не:' . 
прерывно растущая потребность в высоRоквалифициро

вапных кадрах в области естественных и техпичесRИХ 
науR вызвали R жизни много новых форм пропаганды 
естественнонаучных знаний. 

Одной из таRИх форм являются физико-математиче
сRИе олимпиады для учащихся средних школ и средних 

специальных учебных заведений. Не случайным· является 
и то, что в организации олимпиад нарЯду с органами 
народного образования принимают самое аi<тивное уча
стие университеты, ведущие физико-математические вузы 
страны и учреждения АН СССР. 

За последние 10-15 лет возниR ряд специализирован
ных физИко-математичесRИх школ-интерпатов при круп
ных университетах, появились вечерние и заочные фи
эихю-математичесRИе школы, неоднох<ратно устраивались 
летние лагеря для победителей олимпиад, значительное 
развитие получили <;амые разные формЫ работы вузов 
физико-математического профиля со ШRольниками. 

Одной из причин активизации такой работы безу
словно является заинтересованность вузов в отборе на
иболее подготовлепной молодежи. Другим важным обсто
ятельством явJrяется то, что именно преподаватели и сту

денты вузов, ученые академичесRИх институтов . могут 

оказать сегодня средней школе ту помощь, в которой она 
очень нуждается. Рвчь идет о необ~одимости существеи
ного повышевин уровня преподавания естественных наук, 

и в первую очередь математпни и физики. 
Переход на новые программы поставил перед средней 

школой много проблем. Одной из самых существенпых 
является проблема повышения интереса учащихся R то•[
ным наукам. Сейчас уже надо не толыю отыскивать на-
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иболее способных и отбирать их для дальнейшего обу
чения в ведущих ф~зико-математических вузах, во и вое~ · 
питывать активвыи интерес к физике и математикс 
в массовой школе. В полвой мере такая задача не может 
быть решена только школьными педагогами. Именно по- · 
этому работа вузов и ученых со шiюльвиками перерастает 
задачу отбора, хотя, конечно, последняя все время оста
ется очень актуальной. Ч резвычайво важным являетсЯ 
по этим причипам и выпуск книг, отражающих резуль

таты работы вузов со школьниками. 
Предлагаемая читателю книга посвящена физико-ма

тематическим олимпиадам. В основу книги легли мате
риалы, вакопщшные организаторами олимпиад ведущеГо 
физического вуза страны - Московского физико-техни
ческого института за последние 15 лет. 

Можно вадеятье<я, что знакомство с этой книгой будет 
интересно и полезно организаторам и участникам раз.,. 

личных физико-мате:матичес1щх олимщ1ад, преподавателям 
средвей и выещей школ, учащи:мся старших классов, 
руководителям физических и математических кружков, · 
студентам, всем те~, кто любит решать задачи и хочет · 
попробовать в этом свои силы. . 

Авторам хотелось бы еще специально отметить здесь, 
что из»ествость физтехо~ски;х олимпиад в очень боль., 
mой степени обязана инициативе и энергии многих быв
~х и нынешних студентов МФТИ, многих препоДавате-
)Iеи института, привимавшцх участие в проведении олим

пиад, о которых будет рассказано дальше. 
Мы исх<ревве приэнательвы и благодарвы всем пре- 1 

~одавателям и выпускникам МФТИб, 11.месте с которыми .{ 
... ы много лет участвовали в этой ра оте, и приносим свои 
извинения за то, что не можем перочислить всех их 

здесь. 

Мы также хотим поблагодарить рецензентов книги 
А. Л. Стасеяко и И. М. Яглома и редактора Н. И. Феок
тистову. 

Авторы -

'\ 
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ГЛАВА 1 

ФИЗИКО-МАТЕМАТИЧЕСКИЕ 
ОЛИМПИАДЫ 

начнем :мы с упоминания о двух книгах. Одна из них 
называется «Московские мате~атические олимпиады 

1935 и 1936 ГГ.>) (ОНТИ, м.-Л, 1936 г.). Автор ее
Р. Н. Бовчковский- один из первых организаторов со
ветских школьных олимпиад. Это, вер.?ятво, перва~ книга 
про олимпиады в вашей стране . . Сеичас об этои книге 
мало кто знает даже среди тех, кто активно занимается 
проведением олимпиад. Прошло уже сорок лет с тех uпор, 
как в Москве пачали проводиться олимпиады. Каков же 
была первая московская олимпиада? 0I<азывается, что в 
вей принимали участие 314 человек. UПкольвиков среди 
них было всего 227, остальвые .- рабфаковцы, учащиес: 
школ взрослых и курсов подготовки в вуз. Подавляuюще 
большинство участников составляли юноши, среднии воз~ 
раст 16-20 лет. Проходила олимпиада в два тура. Первыи 
тур был отборочным, и на нем предлагалисЪ обычные 
школьвые задачи, второй тур включал в· себя решение 
более трудных задач .по геометрии, алгебре и комбинато-
рике. Так это вачиналось. 

Вторая книга, 0 которой мы хотим сказать, известна 
в наши дни гораздо лучше. Эта книга написана руково
дителями советских команд на многих меж~увародвых 
математических · олимпиадах - Е. А. Морозовон, И. С. Пе
траковым и В. А. Скворцовым. Она так и называется «Ме
ждУНародные математические олимпиады>> (М . , «Просве
щевие>>, 1976}. Эти две книги до какой-то степени харак
теризуют то, какими были и какими стали школьные 
олимпиады. От небольших олимпиад в самых крупн~х го
родах до олимпиад в каждой школе, в каждом. раиове и 
области и до ежегодных призов па олимпиадах междува
родных - путь непростой. История школьВЪIХ олимпиад 
богата событияии, а архивы оргкомитетов - задачами, 
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предлагавп:rИмися на олимпиадах. И то, и другое iiредстаВ.: 
ляет не только «исторический>> интерес. Опыт и задачи, 
накопленные за много лет проведения олимпиад, полезны 
сегодня как тем, кто проводит олимпиады, так и тем, кто 
в них участвует. 

Первыми олимпиадами, проводившимися в нашей стра
не, были олимпиады · По математике. Самая первая была 
организована в 1934 г. в Ленииграде по инициативе чле-: 
па-корреспондента АН СССР В. Н. Делоне и профессора 
В. А. Тартаi<овского. Уже в то время леиииградсi<ие уче- ' 
вые думали и о проведении олимпиад по физике. Физиче
ские олимпиады оказались, одиа1ю, моложе математиче
ских. В Московском университете олимпиада по физике 
впервые была организована в 1938 г .. До войны и в первые 
послевоеиные годы олимпиады проводишiсь фактич:ески 
толыю в больших городах, там, где были сильные универ
ситеты. Значительный рост <<Олимпиадного дела>> произо
шел в конце 50-х- начале 60-х годов. Кроме математиче
ских и физичесi<их олимпиад, получили развитие олимпи
ады по химии, биологии, географии, лзыкозпаиюо и мате
матике и по другим предметам. С 1959 г. проходят меж
дуНародные математические олимпиады, несколько позже 
появились и международные олимпиады по физике и 
химии. 

Авторы этой RИИГИ не ставили своей целью подробно 
рассназать все об олимпиадах. Мы имеем возможность 

.лишь очень схематично рассказать о сложившейся струк- 1 
туре физико-математичесi<их олимпиад (замети111, кстати, j 
что) стр0 унбтура химических олимпиад во мнобгом аналогич- .1 
на . со ое внимание в пашем рассназе удет уделено 1 
тем олимпиада111, в органиЗации которых мы много Jieт J 
сами участвовали. Речь идет об олимпиадах Мосi<овского 1 
физико-технического института. Ta1rn:e олимпиады еже- J 
годно организуются для · московсi<ПХ школьпинов. Кроме 
того, МФТИ проводил много олимпиад п в других городах · 
страны. На олп111nпадах физтеха предлагаются, кан npa:.. 
11ило, задачи и по математике, и по физике. Этим олим.:. 
пиады МФТИ отличаются от олимпиад, проводящихся, 
например, на факультетах Московсi<ого университета. 

Задачи я11ляются, конечно, основой любой олимnиады. 
Естественно nоэтому, что большую часть и этой юmги 
танже составляют задачи. Здесь впервые собраны задачи 
одJ<J:Мnиад МФТИ. примерно с 1960 г. По этой nричине 
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носит в известной мере «донумеитальиый» харак
киига шочеиы задачи московских олимтер. В не;~ о~~о=~~: :а~е и задачи, предлагавшиеся на 
пиад МФ ' одившихся студентами физтеха в дру
олимпиадах, пров чи тех мосi<овских физических олим
гих городах, зада М оно) в организации ноторых 
пиад (проводимых осгоiнты ~ преподаватели МФТИ. 
припимали участие студ . о ится в нииге с решени
Значительная часть задач пардивач~иков традициям условия 

Н по обычным для з ями. о в разных главах. 
и решения задач помещены ень часто _..:.. продукт ноллек-

Олимпиадные задачи . оч всегда можно назвать ав-
тивного творчества.u Далеко нес еди тех, кто предлагал 
тора той или ииои задачи. ~ыли студенты и академи
задачи для mкольиы~~;,~и:а:~учиые сотрудники акаде
ки, преподаватели Некоторые задачи, ·начав свою жизнь 
мических инстит~тов. стали уже своеобразным 
на физтеховскои олимпиаде, . х попала даже в 

фо ьклором» часть и <<олимпиадным л ~ки Мы не считали нужным, 
учебники и популярные кии той . прИчине из издаваемого
однако, исключать их п; э задачнике, авторы должны 
сборника. Как и в шо ом й степени на роль собира
претендовать здесь в больше Тем не менее и самими 
тел ей и «обра_ ботчиков» задач. приводимых за-

б жены многие из авторами ылп предло нами заново специально дач. А все решения написаны 

для этой книги. в книге отсутствуют описания эк-
. Отметим еще, что шихся школьникам в 
сперимеитальиых задач, Эпред::~:о как с тем, что экспе
физическом практикуме. то с ока еще очень молоды, так 
римеиталь~е ~~~~~==м::д~ n студенческого ирактикума 
и с тем, чт еуместны Авторам МФТИ здесь были бы совершенно и зад. ач (ска-

одборе экспериментальных кажется, что при п ) нужно исходить прежде 
жем, для областных олимпиад u физических кабине
всего из реальных возможностен тех ие экспе-

базе которых проводятся соответствующ тов, на И всяком случае вопрос о воз-
римеП1·альвые туры. во льиых заданиях тре-
можных олимпиадных эксперимента 

бует совершенно отдельного обсуждения. 
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Московские· олимпиады МФТ И 

_ До середивы 50-х годов в Мос:кве ежегодно пров6ди
лисъ одна :математическая и одна физическая олимпиады. 
Нааывалисъ они :московскими городскими олимпиадам~ 
и проходили па мехапико-математическом и физическом 
факультетах МГУ. У физиков, и особенпо у :математиков 
МГУ, были уже в то время богатые олимпиадвые тра
диции, особую популярность завоевали к тому времени 
и тесно связанные с олимпиадами математические круж

ки па :мехмате МГУ. 
Фивтех в то время еще не быЛ так известен школьни

кам, каz< теперь. Фиатеховские олимпиады начали про
водиться существенпо позЖе университетских, и в первые 

годы они привлекали не так уж много старшеклассников. 

Б начале 60-х годов ситуация, однако, существенпо ив
:иепилась. Это было, безусловно, следствием того большо
го внимания, которое уделялось Московским физико-тех
ническим ипститутом различным формам работы со школъ,
виками. 

В основе проведения московских олимпиад МФТИ 
и сейчас лежат припципы и традиции, сложившиеся в 
те годы. Как и университетские, олимпиады физтеха про- , 
водятся обычно в два (а в последние годы в три) тура; 
Каждому участнику олимпиады предлагают па первом 
и втором турах три задачи по физике и три задачи по 
:математике. На решение этих задач дается, как правило, 
5 часов. В отличие от вступительных экзаменов па олим
пиаде школъииi<у разрешают пользоваться любыми тет
радками, конспектами, киижi<ами и справочниками. Не 
поощряются только разговоры друг с другом . во время 

решения задач. (Заметим, кстати, что таz<ой же порядок 
существует па физтехе и па письменных студенческих 
экзаменах по физике. ) Прошедшие первый тур допуска~ 
ются ко - второму. При распределении премий после вто
рого тура учитывалисъ и результаты первого. Такой по
рядок определения победителей немного изменился nосле 
того, как стал проводитЪся еще и третий - эксnеримев
'i'альвый тур. Груnпа nобедителей второго тура nолучает 
теперь возможность проделать I<акой-пибудь эксперимент 
в студенческом физическом практикуме. Во время экспе
римента или сразу после него устраиваются иидиви;ду

альпые собеседования со школьниками. 
Разумеется, пре:мию па олимпиаде школьпик может 
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__. I<ynнocrи• всех васлуг ·(хотя 
получить не тольi<о «ПО -сов:о и просто за красивое или 
таi< чаще всего и бывает) ~е о пой-единственпой sадачи. 
оригинальное решение - да адд физтеха в начале 60-х 

Жюри :мосi<овских олимпи u :мате:матиi< -и :ме-
извествый советекии 

годов возглавлял Ф р Гаптмахер; Он сыграл очень боль-
ханиi< профессор . . не тольi<о :мосi<овских, но и 
ПIУЮ роль в оргавиз~~И речь о которых еще пойдет 
<<больших• олимпиад • - _ 
ниже. составляли студенты, 

Оргi<омитет и жюри оли:мМ~~И Состав оргi<о:митета 
аспиранты и преподавател; лялся. но при этом всегда 
и жюри систематически о нов ' u основной -
соблюдалось несi<оЛЬI<О прииципов. Пожал:~итет I<омсо
·это доверие. Реi<торат МФТИ, парт~~м :нта:м и студенты 
:мола доверяли проведение оли:мпиа\еJ:ло ча~ов провели 
это доверие всегда оправдыв::еи·аниях жюри, в беседа~ 
на самих олимпиадах, па в еп~даватели I<афедр выешеи 
со школьниками и ~нофгие пр других Rафедр института, 
математики и общеи изики, 

аспиранты. u р- инцип _ это добровольность. 
_ Второй существенвыи п в МФТИ 
Вся работа со _школьниками в;:г~а с~:~~~:,а~то никогда 
на добровольных иачал~:л~щи~ проводить олимпиады, 
не бЪIJIO ведбостатка в школьников, вести занятия в ве
лекции или еседы для х школах и кружках, ор
черпих физико-математичес~ масштабах только москов
rавизованпых институтом. факт что число участви
ских олимпиад говорит уже .;до~й год' превышало тысячу 
ков первого тура почти ка -

б дило и до двух тысяч. 
человек, а, ывало, дохо олимпиадах приходится про-

Работы Шiюльпиков па ия так что совсе_м ветрудно 
верять обычно за два-три д ~й объем работы, Rоторый 
представить себе тот rромади Заметим еще что 

нты и преподаватели. ' 
выполняли студе ы проверлет наi< :минимум, 
:все работы жюри олимпиад тольно в 'проверке работ. 
два раза. И, конечно, дело не «толп • школьников, nо
Встретить в институте тыся~время ~лимпиады (иногда 
заботиться о I<аждом из них в ывалпсь даже легкие зав
во :время олимnиады организ~~ы гостей разобрать через 
траки)' ответить на все вопр ачи п~говорпть с теми, 
неделю после каждого тура зад п~с:мотреть вместе со 
-кто недоволен решением жюри, е и в - че-м они 
iпколъниками их рабобты и объ~:=· ::лько больцю:му 
ошиблись,- такая ра от а - по 
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коЛлективу. Много бывает и чисто «канцелярской» рабо
ты: до олимпиады надо позаботиться о том, чтобы отпе
чатать афиши и разослать их по школам, заказать в ти
пографии грамолы для будуюцих победителей и заполнить 
их после окончательного решевил жюри - все это тоже 
олимпиадные проблемы, требующие и сил, и времени. 
Вряд ли надо говорить, что вся эта работа вовсе не ос
вобождает студентов от посеЩения лекций и семинаров, 
а учебная нагрузка ва физтехе довольно велика. Неудиви
тельно -и то, что число тех, кто организует и проводит 
олимпиады, всегда было трехзначным. 

Нююнец, обязательно нужно сказать еще и о том, что 
в числе членов оргкомитета, жюри, как и среди тех, кто 
не имел во время олимпиад I<аких-то <<официальны;о по
стов, всегда были студевлы младших курсов. Несколыю 
лет они работали вместе со своими старшими товарища:
ии, а тем временем и сами становились старшекурсниками 
и воспитывали уже свою смену. Дело всегда находилось 
всем желающим. А преемственность поколений- очень 
важная черта в работе студентов МФТИ со школьниками. 

За прошедшие годы сменилось, конечно, уже не одно 
поколение участников и организаторов олиипиад. Многие 
из приходивших на олимпиады робкими восьмиКлассника
ми стали впоследствии студентами, а потом и преподава
телями МФТИ, научными сотрудниками различных инсти
тутов. Много бывших участников олимпиад защитило 
кандидатские и докторские диссертации, некоторые воз
rJiавлmот теперь крупвые научные коллективы. Несмотря 
иа большую занятость и множество обязаввоетей, бывшие 
«олимnийцы>> всегда охотно и активно откликаются ва 
просьбу прочитать на олимпиаде лекцию школьникам, 

· принять участие в работе жюри. 

Первые <<большие>> олим~иады 
Самой первой <<большой>> олимпиадой нужно считать 

математическую олимпиаду, состоявшуюся в Москве в 
1960 г. Ее условно называют иногда <<Нулевой» Всероссий
ской математической олимпиадой. ПровоДилась она на 
механико-математическом факультете МГУ. Впервые на 
Qи:ипиаду собрались Школьники из разных областей стра-
ны. Нужно сказать, что олимпиады по математике прохо
дили в то время уже в довольно многих ~бластв.ых и рее-

. лиипиад же по физике и хииm;t публиканеких центрах, о На «нулевой• олимпиаде при-
бЫJiо существенно иеньше~сех областей и республик, но 
сутствовали команды не оваиий юных :математиков окаопыт межобластных соревн 

зался удачным. . мерация началась со еЛ~дующего го-
Официальная ну u математическую олимпиаду 

да. На первую Всероссииск~~ команды почти всех обла
весвой 1961 г. приехали у ы и команды союзных рес
стей РСФСР, были пригла~~:Не олимпиады стали прохо
публи:к. С тех пор всероссии ови с·разу стали всесоюзны-Ф ктически . дить ежегод~о. а них принимали участие победители 
ми - :каждыи год в В было проведено шесть республиканских олимпиад. сего. пиад а с 1967 г. оли.м-

u матических олим • всероссиис:ких мате фи альвое название всесоюзных. 
пиады получили о ци 10 Всесоюзнал олимпиада. 
Б 1976 г. проходила уже -я :мы расскажем дальше. 
О нынешней структуре олимпиадсразу после первой Все-

Совершенно естественв~, что возник вопрос и 
u u мате:матическои олимпиады россинекои пиад по физике. 

о проведении «больших» олим БЛRСМ МФТИ появи-
В конце 1961 г. около комитета аиuти в комитет всех 

0 0 призывало з лось объявление. н нтов :которые собирались 
иногородних студентов и аспира в 'свои родвые города. 
ехать во время зимних кавик~~ одах выездные олимпи
Предлагалось провести в этих а~ого начала органивато-
ады МФТИ. Честно говоря, ~ с себе сколько вай-

0 представляли , ры не слишком хорош каких масштабов вырастет это 
дется желающих и до А желающих оказалось мно-
дело уже через два месяца. МФТИ прошла в фев-

б шал» олимпиада го. Первая . « оль ерез неделю после нее, :когда рале 1962 г. в 58 городах, а ч комсомола где обоево-
Ъ в комитет ' б каникулы кончилис ' ли поступать ра оты 

вался оргкомитет олимпиады, стапреподаватель А. П. Са-
ч евы оргкомитета - М Б участников. л Л Г. Ас.памазов, Ю. · рук, 

виц и тогда еще студ~тС бо ецкий и А. С. Эльте:ков -
П. П. Бороничев, И. . лоре~стрироваrь толстые паке
едва успевали принимать и 

ты со школь:ньnш тетрадкамиб ла так На Центральной 
Организована олимпи~~~и :тпечата.ны афиши, задачи 

станции юных техвикоз дачи запечатывались в конверт 
и анкеты участников. а студентам и аспиран-

дУЩИ:м на :каникулы и вручались е б ой, организация олимпиады 
·там. Если город был не оль~ -тре:м студентам и аспи
в нем могла быть поручена двум 
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рантам (в :в:ес:Кольких · случаях· даже и оДJiому)'. Из боль- 
ших же городов, · как вылснилось, на физтехе уЧилось 

· иногда до деслткц человек. Позтому для организации 
олимПиад создавались целые бригады. Очень помог ф:Из
техам отдел цхкольной моло;цежи ЦК ВЛКСМ. В обкомы 
комсомола и в местные вузы были написаны письма с 
nросьбой помочь физтеховским бригадам. За несколько 
дней до олимnиады были расклеены и разосланы по шко
лам афиши. Сообщения об олимnиаде были опубликов~
ны местными газетами, переданы по местному радиове
щанию и телевидению. На олимпиадУ могли nрийти BC(j . 

желающие школьники 8-11-х классов, но часто прихо
дили семи- и даже шестиклассники. Среди городов, в ко
торых nрошла олимnиада, были и столицы ресnублик 
(Киев, Баку, Ереван), и многие областные города, и срав
нительно небольшве районные центры. Помогли органи
заторам областные отделы народного образования, сту
денты местных университетов, педагогических и техниче
с.ких вузов, журналисты. Общее число участников олим
nиады МФТИ по всем городам nревысило 6000 человек. 

Проверллись все работы на физтехе. Жюри олимnиады 
присудило 5 nервых, 15 вторых и 45 третьих nремий. ЭтИ 
премии и 280 nохвальных отзывов были nосланы череэ . 
ве.которое время в обкомы .комсомола с nросьбой вручить 
их победителям. 

Вскоре nосле возвращения с каникул студентов и ас..:· 
пирантов, проводивших олимпиады в других городах, на 
фиэтехе стало иэвестно о тои, что в Сибири прошла Пер
ван Всесибирская физико-матеиатич~скал олимnиада. Эта 
олимпиада была организована учеными Сибирсiюго отде
лепил АН СССР и охватила области от Урала до Тихого . 
о.кеана. В nервой сибирской олимпиаде nрипяло участие 
о.коло nолутора тысяч школьников. Общие nринцилы nро
ведения олимпиады в Сибири были таковы · же, как и 
принцилы олимnиады МФТИ. Существенное отличие за~ 
ключалось в том, что сибирс.кан олимпиада пе закончи:. 
лась nоездками ученых в области. Сибирл.ки пошли даш.:. 
ше и организовали в Новосибирском Академгородке ле~ 
том 1962 r. летнюю физико-математическую школу. В этой 
школе проводился эаключительный тур Всесибирской 
олимnиады, жоторый стал одновременно и дриеиными 
э.кзаменами в ныне уже широ.ко известную физико-мате
иатичес.кую школу-интернат nри НовосИбирском государ
ственном университете. В 1963 г. начали работу анало-
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гич:ные интернаты при Московском, Ленинградекои и Ки
евском университетах. 

Начали думать о проведении ((больших>> олимпиад и в 
в зах В первую очередь нужно сказать здесь о 

других у ф. акультете МГУ Московском инженерно-фи-физич:ес.ком ' Конеч-
зическом институте, Ленинградском университете. б 
о каждый из вузов был заинтересован в поиске cnoco -

н ~х и подготовленных школьников и nроnаганде своих 
~обственных специальностей и факультетов. Но нужно 
было дУмать и о школьниках - ведь олимпиады ~рово-

ись именно для них. Вряд ли было бы целесоо разно 
~илии разных вуэов одновременно nроводить ~м:::~ 
дои городе множество разрозненных ~~~мдип::~~ . усилия 
оэтому было nризнано раэумным о 

Фиэтеха и физфака МГУ в 1963 г. Всероссийская физиче
ская олимnиада в тот год еще не могла быть организовб= 
на Главной nричиной этого было то, что во многих о 
ла~тях еще не было собственного опыта органиэации об-
ластных физических олимпиад. . ф МГУ 1963 г 

Совместнан олимпиада МФТИ и фиэ ака u . . 
получила название второй физико-матем:атическои о:::~ 
иады европейской части СССР и Закавказья. Она 

п едыдущал олимпна-о ганизована почти так же, как и пр . 
р МФТИ. Число городов, в которых проводилась олимпн
да остиг.Ло на этот раз 167. Было у нее и важное отли
ада, д олимпиады 1962 г. Оно заключалось в том:, что 
ч:ие от п u заочный 
олимпиада проходила уже в два тура .. u ервыиЗ-
. п ошел в декабре 1962 г. по раионам. аранее на 
~~~та рбыли разосланы афиши с задачами по математике 
и физике. Проверку работ заочного тура организовывао~ 
местные органы народного образования. к участию в -
нои туре в феврале 1963 г. допускалисъ победители заоч-
оrо тура и все желающие. Здесь необх,?димо, конечно, 

:делать полевение. Возникает естественныв вопрос - н~ж~ 
но ли было участвовать в заочном: туре, если потом: ~о 
авно можно участвовать в очном? Ответ таков - мож_ 

~ыло не участвовать. Но победителей заочного тура спе-
иалъно привозилИ в областные и республиканс.кие цент

ц ыиu тур Об этом: позаботилисъ областные отделы ры на очн · . . респуб
народного образованиЯ, министерства проевещепил 
Лик И это было очень существенно для многих селъс.ких 
реб~т - ведь далеко не каждый из них смог бы по_ехать 
на олимпиаду в областной центр или столицу ребспубл~ 
самостоятельно. В то же время всегда со людалея 
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«принцип максимальной доступности• -на олимпиаду, всегда были ш:И . двери, ведущиэ 
желающих в ней участвовать. роко открыты для всех 

Говоря об итогах перв б ческих олимпиад, надо ска~ть ольших физиitо-математи-
которую они сыграли в прежде всего о той роли· В развитии олимпиад ' едущие вузы страны оказали бол на местах. 
органам народного образования ьmую помощь местным 
и педагогическим институтам. t::с~ш;g6zниверситетам 
физические олимпиады стали г. областные 
всеместно. Олимпиады европе:ро~одить практически по· 
казья вместе с всесибирским сков части СССР и Закав.:о 
роны, и всероссийс:кие матем~ олимпиадами, с одной сто
rой, послужили основой л тические оЛИИIIиады, с дру
ш:кольных олимпиад в наш~; создания единой системы 
в это время были заложе стране. Важно и то, что уже 
В последующие годы ны основы заочных олимпиад. 
ды•' « Учительс:кой газ~т~~м~щ;бла~~омсомольской прав
ских молодежных газет заоч иых и республиi<ан
рокое развитие. В дальвейшН:е олимпиады получили ши
сийс:ких и всесоюзных олимпи и они были этапом всерос
очередь для m:кольни:ко ад, существенным в первуЮ 
овов. . . в из отдаленных и сельских рай-

Первые олимпиады были · u rанизационной работы ля также отличнои школой ор- J 
Доверие, о:казываемое :м с~тен студентов и аспирантов. 1 
ответственности. Проведе~:е ждало и укрепляло чувство !·, 
важных дел олимпиад стало одвии из 
заций. для студевчес:ких . :комсомольских оргави- j 

Существенную роль сыграли олиипиа · 
1 

чении в вузы увлеченны ды и в привлече- · --~· IIIК Б х и способных выпу . _ ол. олъшие олимпиады в с:кников mой агитационво-пропаган сегда ~опрово~дались и болъ-
о вузах, о достижениях с:~тскои р~ботои - рассказами .. -·~, 
лекциями для учителей и шеиеввои науки и техниiш, . 
студентов и аспирантов е колъви:ков, выступленинии 
в местной и центрально' uуч ных и преподавателей вузов 

р и печати по радио ввю. езультаты этой рабо • и телевиде· 
уже можно подвести немал~ы не замедлили с:каааться, и 
опи:мпиады помогли выб ать :;о:ов. Многим школьникам 
в свои силы, а в :конечп~ ои путь в жизни, поверить 
рованными специалистам: счете стать высококвалифици-
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В~роесийские и всесоюзньiе оJШМПИады 
. 1 . ' 

С 1964 г. всероссийс:кие математические олимпиады 
вместе с олимпиадами физическими проходили под руко
водством объединенного оргкомитета всероссийских физи
ко-математических олимпиад. Председателеи этого орrко:. 
митета в 1964 г. был а:кадеиик П. Л. Капица, позднее 
оргкомитет возглавил а:кадеиик И. К. Кикоин. Он ру:ко
водит Центральвыи оргкомитетом теперь уже всесоюз
ных фиви:ко-матеиатических и химических олимпиад и 
до сих пор. Цептральный оргкомитет является «верховным>> орга-
ном олимпиад. Он создается Министерствами проевещевил 
л выешего и среднего специального образования СССР, 
ЦК ВЛКСМ, Академией наук СССР. Активное участие 
в е.го работе принимают преподаватели ведущих физико
математкческих и химичес:ких вузов, научные сотрудви
.J·:и а:кадемических институтов. С самого начала «больших• 
олимпиад входили в состав Центрального оргкомитета 
nреподаватели и аспиранты Мос:ковсжого физи:ко-техниче
с:кого института. Центральный орг:комитет создает пред
метные комиссии и жюри всесоюзных олимпиад по соот-
ветствующим предметам. 

Расскажем о сложившейся ныне структуре олимпиад. 
Самым первым этапом всесоюзной олимпиады являютел 
олимпиады в школах. Проводател они учителями, а участ
Dовать в них могут все желающие шхюльники. СледуюЩий 
'l'YP олимпиады - обычно его называют вторым туром -
это районные олимпиады. В третьем - областном (а в 
больших городах - городском) - туре участвуют nобеди
тели районных олимпиад. Из победителей третьего тура 
формируютел команды для участил в республиканских 
олимпиадах. В республиках без областного деления вме
сто областной олимпиады организуется сразу республи
l(авс:кая. В РСФСР олимпиады имеют одну особенность. 
Заключае·rся она в тои, что российские республикавекие 
олимпиады проходлт по нес:кольким зонам. Победите~И 
зональных олимпиад в РСФСР и республиканских в дру
r.их союзных республю{аХ едут па олимnиады всесоюв
вые 1 ~ Кроме того, право на участие во всесоюзной олии-

1 До 1975 r. ва всесоюзвые олимпиады приевжали Rомавды 
,всех областей страпы и ресП)'блик, ве имеющих областиого деле-
вии . 
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пиаде им:~ют . школьники, получившие на предыдущей 
всесоюзпои олимпиаде первые и вторые премии. Всесо
юзные олимпиады организуются непосредственно Цент
ральным оргкомитетом, Для организации районных, го
родских, областных и республиканских олимпиад соответ- . 
ствующие оргкомитеты и жюри создаются местными 

органами вародного образования. . 
В состав местных оргкомитетов и жюри входят пред

ставители комсомольских организаций, преподаватели, ас
пиранты и студенты вузов, ученые, учителя, методисты. 

Для оказания методической и организационной помощи 
областным и республиканским оргкомитетам в областные 
и республиканские центры · выезжают представители 
Центрального Оргкомитета. Предметвые комиссии еже
годно разрабатывают задачи, рекомендуемые для област
ных и республиканских олимпиад. Эти задачи, утвержден
вые Ученым методическим советом Министерства проеве
щевил СССР, рассылаются заранее во все облово и 
министерства проевещевил республик. Разумеется, мест
вые оргкомитеты и жюри могут предлагать школьникам 

ва олимпиадах и другие задачи. Цель же рекомендаций 
заключается в том, чтобы повсеместно обеспечить доста
точно высокий научный уровень олимпиад. 

Сроки олимпиад и количественный состав команд от 
школ, районов, областей (городов) и республик на соот
ве~ствующих турах ежегодно определяются органами на

родного образования. -. 
В последние годы на областных, республиканских И 

заключительных турах олимпиад по физике, кроме реше
ния задач, стали . проводиться еще и экспериментальные 
работы. : 
. На Всесоюзной физической олимпиаде 1975 г. впеР:- . 
вые все участники олимпиады выполняли одну-две 
экспериментальные :щдачи. Официально ва олимпиадах 
nроводится, как правило, . только личное первевство. Но,' 
как и на спортивных соревнованиях, иногда веофициаль
ио подводятся и командные итоги. Следует ясно отдавать 
с~ отчет в том, чтuо по выступлениям на республикан
екои или всесоюзпои олимпиаде команды всего из нес

кольких школьников еще нельзя делать выводов об уров
не преподавания в соответствующей области или респу().; 
пвке. 

Каждый тур олимпиады отражает способности и 
~-~вевь подготовки только тех учащихся, ноторые приви~ 

мают -в нем участие. И именно поэтому ноиавдиому пер
вевству никогда не придавалось и не следует придавать 
викакого серьезного значения. Заметим, кстати, что и на 
международных олимпиадах официально проводится то-
же только личное первенство. · 

Первые всероссийские олимпиады .проходили в Мос-

квеСейчас всесоюзвые олимпиады '(а в Российсной Фе
дерации и на Украине и республиканские) <<кочуют•
наждый год они проводятся в одном из крупных област
ных или республиканских городов. В организации олим
пиад активно участвуют университеты, педагогические 
и технические вузы. 

Единая организация всесоюзных олимп~ад очень тесн~ 
связана и с другими формами массовои внешкольпои 
работы по физике и математике. Мы уже упоминали об 
олимпиадах заочных. С заочных олимпиад много раз 
вачивались олимпиады всесибирские. Облаетвые · туры 
олимпиад в сибирских, дальневосточных и ередвеазиат
ских областях являлисъ одновременно этапом всесибир
ской олимпиаДы. В европейской части страны в последние 
годы заочные олимпиады фактически ве проводятся. 
В значительвой степени их роль перешла теперь к за
очным ковкурсам по решению задач, проводимым жур
иалом «Квант•. Победители таких ковкурсов получают 
право участвовать в областных или республиканских олим
пиадах варавне с победителями районных и городских 
олимпиад. . . . 
· Несколько раз проводило олимпиады по физике и мате-
матике и Центральное телевидение. Нельзя не сказать 
и · о специализированных летних лагерях. Впервые боль
шая летняя школа для участников олимпиад была орга
низована, как мы уже упоминали, в Новосибирском науч
ном центре. Центральный Комитет комсомола и Цен
тральный Совет пвоверекой организации им. В. И. Лени
ва вместе с оргкомитетом всесоюзных олимпиад весколЬК() 
раз организовывали для победителей физино-матем~тиче
ских и химических . олимпиад смены во всероссиискок 
комсомольско-пиоверском лагере «Орленок•. Отрядными 
вожатыми и руководителями кружков в «Физико-матеиа
тических• сменах работали студенты, аспиранты и вы
пускники Московского физико-технического . институт~ 
Проведение межобластных летних школ для · победителеи 
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олимпиад давно стало традицией в Московском унИВер
ситете, проводят летние Школы и . друrие вузы. 

Одной. из первоначальных целей Пiкольных олим:пиад 
был отбор наиболее подготовленных и способных. В этом 
заинтересованы вузы, эта цель и сейчас остается очень · 
важной. Вместе с тем в университетах и вузах всегда ~ 
понимали и то, что олимпиады служат активной формой И 
ПIИрокой пропаrанды естественнонаучных знаний. Есте
ственным поэтому нужно считать переход от п'ризывов 

к более г:rубокому изучению физики и математики, к ' 
конкретнои помощи учащи:м:ся в систематических заня

тиях этими науками. Именно таним целям служили .и 
служат физичесние и математичесние нружни и возвин
ПIИе в последние 10-15 лет многочисленные физино
математические вечерние шнолы, заочные шнолы, охва

тывающие (вместе с филиалами) всю территорию нашей 
страны. Одна из этих школ - заочная математическая 
ШRола - организована на мехмате МГУ, вторая - заоч
ная физино-техвичесная шко.11а- работает в МФТИ. 

Само собой разумеется, что все эти формы работы 
вузов со шнольниками взаимно дополняют и обогащают 
одна другую. Значительно возросли возможноети таной 
работы, помощи ученых и вуаоn средпей школе после 
создания научно-популярного фиаюю-математического 
шурвала АН СССР и АПН СССР для Пiнольнинов -
~IЦ!ант». Регулярно рассказывает <<R1щвт» и о всесоюв:
вых и международных олимпиадах школьников. 

Прошло уже 15 лет с той зимы, ногда впервые была . 
проведева ~большая>> олимпиада МФТИ. :Немногим рань- · 
ше . появилась на физтехе и одна из первых в Моснве . . 
вечерних физико-математических школ. Едва ли не боль
ПIИнство нынешних студентов МФТИ еще задолго до 
поступленил в институт начали участвовать в олимпиа-. 

дах. А став студентами, многие ив них становятся и орга:
nиааторами этих олимпиад - :мосновских и ~выездных», 

приходят работать в оочерние физико-математичеекие 
Пiколы и ЗФТШ, становятся аi<тивными пропагандиетами 
физико-математичесних знаний и достижений современ
ной науки. Историю олимпиад продош·кают писать новые 
поколения студентов и аспирантов, ветераны и новички. 
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ГЛАВА 2 

ЗАДАЧИ ПО МАТЕМАТИКЕ 

Числа 

1. Найти целое число, нубичный нореиь из ноторого 
равен ноличеству тысяч этого числа. . 

2. Доказать, что сумма цифр числа, являющегося пол-
ным RВадратом, не может равняться 1967. 

3. Найти все тройки натуральных чисел таких, что 
сумма любых двух из них делится на третье. 

4. При какихk выражение k11+1+ (k+1) 11 делится на 3? 
5. Найти наименьшее натуральное число а такое, что 

выражение 5Qn+a·2Зn делится на 1971 при любом не-
четном n. k u 

6.** Доназать, что для любого натурального нандет-
ел k составных чисел, попарно взаимно простых и обра-
зующих арифметическую прогрессию. u 

7.* Доназать, что не существует арифметиче~кои про
греесии с разностью, меньшей 1968, в которои подряд 
располагалось бы одиннадцать различных простых чисел. 
· 8. Для данного числа n составляется число n1, равное 
сумме нубов цифр числа n. Для числа n1 таким же об
разом составляется число n2 и т. д~ Доназать, что, начи
ная с векоторого номера, числа в этой последовательности: 
начнут периодичесi<И повторяться. · 

· 9. Все двузначные числа, не оканчивающиеся нулем, 
выписывают одно за другим тан, что наждое следУющее 
начинается с той же цифры, на ноторую оканчивается пре
дыдущее. Получается некоторое многозначное число. Иа 
всех многозначных чисел, которые можно получить u таким 
образом, выбирают наибольш~е и наименьшее. Наити их 
сумму. 

10. Пусть ilt, d
2

, d3, ... , dk- всевозможные делители 
числа n. Доказать, что (ilt · d2 • dз · ... · dk)"' = n\ 

11. Обозначmt через s cy"ttw.y всех делителеи числа n, 
а Через k- их число. Доказать, что при n ::> 2 

3 s ,j'-
тn>-;;> у n. 

12 доказать что число <zk)! - целое. 
• ' (n!) · k! 
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13. а, Ь и Va + VЬ- рациональные числа. 
что Уа и УЬ -тоже рациональные · числа. 

14**. Дана песократимая дробь .!!.... • Рассматриваются все 
q 

песократимыв дроби со знаменателем, не иревосходящим q. 
Из дробей, принадлежащих этому множеству и большщ · 

.!!.... , выбирается наименьшая z1 
, а из дробей, принадлежа-

q У1 

щих этому множеству и меньших .!!.... , наибольшая z, . До-. 
q У2 

казать, что 

Многочлены 

15. Даны два многочлена Р1 (х) и Р2 (х) с целыми 
коэффициентами. Их произведение есть многочлен, у RО
торого все Rоэффициенты делятся на пять. ДоRавать, что 
хотя бы у одного из данных многочленов все Rоэффици~ 
енты делятся на пять. · 

16. Доказать, что многочлен (х + a)n (Ьх +с) имеет не 
менее n + 1 члена, если Ьх + с =1= О, а =F О. 

17*. Пусть z1 , z2, ... , z7 -корни векоторого многочлена 
седьмой степени с Rомплексными Rоэффициеитами. Дока
жите, что если соответствующие . им точки па RомплеRс

вой плоскости лежат строго внутри векоторого угла в 60° 
с вершивой R начале Rоордиват (т. е. не лежат па 
сторонах и в вершиве этого угла), то все Rоэффициенты 
:многочлена отличны от нуля. 

t 

Уравнения и веравенства 

18. Решить в целых числах уравнение: 
19х2- 65у2= 1965. 

19. Найти все целые решения уравнения: х3 +у3=1972 ..... · 
20. Найти все решения уравнения х2- 2у2 = 1 в про-

стых числах х, у. . 
21. СRолько решений в целых числах имеет уравнение 

i 1 1 
1970 =ж+ у? 

-2Q-

22. Найти ·1Саим€шьmий Rорень уравнения 

x-[VxJs = n; 

. (п-целое, [Ух]- це.'Iая часть Ух). 

. СRОЛЬRО решений в целых ~слах имеет уравнение ·· 
23 . 

ух+ v?i = yt96o? . 

24 *. Давьt положительвые числа а,. Ь, 
Числа х, у, z удовлетворяют условиям. 

с (а ::> Ь > с). 

fx +у+ z =а+ Ь +с 
\ xyz = аЬс. 

доRавать что если Rаждое ив чисел х, у, z не больше а 
'ьше с то х у z равны в векотором порядке 

и не :мен , • • 
числам а, Ь' с. · вневии~ 

25. Найти все целые решения системы ура 

{
x+y+z=3 
х' + уз + zs = З. 

. 26. Доказать, что если для положительных 
а, Ь и с выполнено соотношение 

а' (Ь _с) + ьt (с- а) + с1 (а- Ь) = О, 
Ь+с с+а . а+Ь 

то хотя бы два из чисел а, Ь и с равны. 

1' 
27. Решить уравнение: 1 + 

1
-+--::-...1-- = х. 

. 1+"'1+ 1 
z 

чисел 

28*. Сколько решений имеет система уравнений: 

· cosx1 = х2 
·cosx1 = Хз . . . . . 
COS Xn.-t = Xn 

COSXn = Х1? 

29. Найти n из уравнения 

.· cos 400 + cos воо + ... + cos 4()о . n = cos 200. 
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30. Последовательность чисел а а а ·а ' 
lt 2t Зt •••t nt ••• 

летворяет следующим рекуррентным ·соотношениям: 
1= а,._ •• lln-з. . 

Известно, что а1 = 1', а2 = 1, lZa = -1 Найти а1964 • 
31.** Числа xn определяются реку~рентно: 

Доказать, . что 

z~+9 . 
:Cn+l = --wz- , ~ = 2. 

n 
4 . 5 
s<xn ~ 4 при всех n> 1. 

32. Числа т, n- целые nоложительные и т -. rq-2 
п< v ~. 

Доказать, что -. f7l т > 1 
v ~- n 2(2п1 • 

33.2 Доюiзать, что наименьшее из 'I'Исел (а_ b}z, (Ь -с)2, 
(с- а) меньше или равно числу 0,5 (az + ьz + с2). 

34. Доказать неравенство · 

n(1 + a2n)- an ~ a2n-l + a2n-2 + ... + а2 +а, 
если ~>О и n- натуральное число. 

35 . Доказать неравенство 

( ~- ~ 
al + а2 + ··· + an) (v 2 -1) < i/2a~ + 22а2~ + ... + 2па~ · 

11' 

сели а1, а2, ... , · an - nоложительвые числа, k - фиi<сиро
ванное натуральное число. 

Задачи на построение 
и описание геометрических фигур 

36. Построить тре,!I'ольник по данным середивам 
двух сторон и прямои, на нотарой лежит биссектриса" 
проведеиная к одной из этих сторон ' 

· 37.: Построить точку Р внутри треугольнина АВС для 
котарои IAK 1 = IBEI = ICHI, где [(, Е, Н- оенов~ния 
nерпендикуляров, опущенных из ТОЧRИ Р на стороны АВ 
ВС, СА соответственно. · ' 
. 38. На плоскости даны две тоЧRИ А и В. Построить ~ 
RВадрат, yu которого эти ТОЧRИ лежат на границе и сумма 
расстоянии от точни А до вершин RВадрата :шши:мат.:в:а: 

39. Дан треугольнИR АВС. На прямой· АС найти таную 
точну М, чтобы сумма радиусов окружностей, описанных 
вокруг треугольников АМВ и СВМ, была ·наименьшей. 

40. Из всех треугольнИRов периметра 1 найти тот, 
у которого сумма аА + ЬВ +се; наименьшая. а, Ь, с -
стороны, А, В, С- соответствующие углы треугольника 
в радианах. 

41:. На плоскости даны четыре точки: А, В, С и D. 
Найти :множество точек М, таких, что 

IАМ\з + jBMI2 = ICMj2 + jDMI3
• 

42. Дан равносторонний треугольник АВС. Найти :мно
жество точек М, таких, что треугольники АВМ и АСМ 
равнобедренные. " 

43. По полю проходит прямолинейная дорога. Человек, 
стоящий на дороге в точке А, :может двигаться по полю 
со скоростью не более 3 км/ч и по дороге со скоростыо 
не более 6 к:м/ч. Найти множество точен, в которые оп. 
может попасть за 1 ч. 

44. Из 'l'ОЧRИ М квадратвого биллиарда пускается 
· шарик параллельна одной из диагоналей. Найти :множе
ство точек Р на биллиарде таких, что шарик, пущенный 
из точки Р одновременно с первым шариком со с1юростъiо, 
равной (по величине и ваправлевиiо) скорости первого, 
столкнется с ним. 

45. На плоскости даны три точки К, L, N. Про че
тырехугольник известно, что он выпу1шый и что середины 
некоторых трех его сторон лежат в данных точках К, L 
и N. Найдите :множества точек, в tюторые может попасть: 

а) середива четвертой стороны; 
б} вершива этого четырехугольнИRа. 
46. * Около населенных пувктов А и В протеi<ает пря

иой канал. 1\ак провести водопровод в А и В, чтобы 
длина труб была минимальва? 

47. А и В- различные фиксированные точки окруffi
ности, [( - переменпая точка той же онружности. На 
каждой ломаной АКВ отметим середину М. Найти :мно
?Кество точек М. (Ес11и, вапри:ме'{), 1 АК 1 >IKB 1, то М
такая точка отрезка АК, чтоiАМI = jMKI + IKBI.) 

48. На необитае:мо:м острове путешественники · нашли 
l!аписку с уназание:и :места, где спрятав клад. В запис•:е 
rоворится: ~от перевернутой лодки дойдите до пальмы. 

" намеряя расстояние, около нее поверните направо и прой
дите еще столько же. Отметьте :м.есто остановки. Потоu 
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вернитесь обратно к .лоДI<е и идите к большому камнЮ, 
от которого пройдите влево такое же .расстояние. Снова 
отметьте место остановки. Посередине между вашими от: 
метками зарыт мад•. Путеmествеввики вiuiхли и пальму 
и камень, во .лодки уже не было. Смогут .ли они 
клад? 

49. Дав угол на плоскости. Найти множество центров 
окружностей, описаввых вокруг раввобедреввых треу
гольников, у которых вершивы при основании леЖат на 

противоположных сторонах этого угла, а третья верши

Па - в дайвой тоЧRе А на его биссектрисе. 

ГеометричесRие задачи на доRазательство 

50. Через точку М ва диаметре окружности проводит
ся секущая CD под углом 45° к диаметру. Докажите, что 
чисЛо \CMI3+\DM\3 не зависит от положения точки М 
ва диаметре. 

51. Дав прямоугольник ABCD. В него вписаны два · 
разных прямоуго.льника, имеющих общую вершину ва 
стороне АВ. Доказать, что сумма площадей этих прямо
угольников равна площади исходного. 

52.* А, В, С, D- последовательвые верiПИвы четы
рехугольника, вmiсаввого в окружность. Проведевы ди
агонали АС и BD. Доказать, что центры окружностей, 
вписанных в треугольники АВС, BCD, CDA и DAB, яв
ляются вершивами прямоуго.львика. 

53. В вЫпуклом четырехугольнике ABCD проведевы 
диагонали. Доказать, что четырехугольник е вершивами 
в тоЧRах пересечения медиан треугольников АВС, ABD, 
ACD и BCD подобен данному. 

54. В векотором треугольнике одна из сторов равна 
полусумме двух других. Доказать, что прямая, соедивя- · 
ющая центр вписанного круга с точкой пересечения ме• 
диав, параллельва одной из его сторон. 

55**. В треугольнике со сторонами а, Ь, с проведева 
прямая через точку nересечения медиан и центр вписав

вой окружности. Доказать, что если эта прямая перпев-
, а+Ь+с 2аЬ 

дикулярва биссектрисе угла с, то 3 = а + ь . 
56. Точки касания вписаввой в треугольник окруж

ности соединяются отрезками с противоположными вер-
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JIIИВами. Док.азать, что указаввые отрезки переевкаются 

D одной точке. · 
57. Доказать, что если прЯI118Я, соедивяющ!я центр 

окружности, вписаввой в треугольви~, с точкои пересе
чения его :медиан, параллельва одвои из его сторон, то 
длины сторов треугольника образуют арифметическую 
прогрессию. . . . 

58. в треугольник АВС вписана окружность и прове-
дсна биссектриса AF, иерееекающая эту окружность в 
точках Е и D (рис. 1}. Доказать, чт.о \AD\>IFEj. 

59 Из точки Р внешвей по отношению к даввой 
окру~вости, провеДсны касательные РТ1 и РТ2 (Т1 и 
т2- точки касания}. Внутри окружности построена дуг~ 
Т 1Т2 с центром в точке Р. Произвольпая точка А этои 
дуги соединена с тоЧRа:Ми т1 и т2. Доказать, что точки 
М 

1 
и М 

2
, в которых прямые АТ 1 и АТ 2 второй раз пе

ресекают окружность, диаметрально противоположны. 
60. • Доказать, что если в треугольнике перпевдику

ляры восставлеввые из оснований биссеi<трис к ~оровам 
треуг'о.львика, переевкаются в одной точке, то треуголь-
ник - равнобедренный. u 

61. :Каждая хорда, делящая площадь выпук.лои пло-
ской фигуры пополам, имеет длину, не . превосход~ 
1. Доказать, что площадь этой фигуры не прево~ходит :n: • 

62. Для треугольника определим три числа. Ro - ра
диус описанного круга, Rь - радиус наименьшего круга, 
вмещающего в себя этот треугольник, и Rn- наименьшее 
ив чисел R таких, что круги радиуса R с центрами в 
вершинах треугольника в су:мме полв?стью его покрыва
ют. Доказать, что если какие-либо два из чисел Ro, Rь 
li Rn равны, то равны все три. 

. 63. Для треугольной пирамиды определяются три чис-
ла: Ro _радиус описанного шара, Rь- радиус · ваюRев~ 
шего шара, вмещающего в себя эту пира:миду, и n с 

· наименьшее ив чисел R таких, что шары радиуса R 
А 

f 
' ' 
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центрами в вершинах пираииды в сумме полностью по

крьmают пирамиду. Доказать, что если какие-либо два, 
из чисел Ra, Rь и Rn раввы, то раввы все три. 

. 64. Внутри треугольной пирамиды ABCD лежит точка 
М. А', В', С', D'- ее проекции нц плоскости граней, 
противолежащие вершивам А, В, С, D. SA, Sв, Sc, 80 -

площади этих граней. Доказать; что: 

SA ·/АМ/ + Sв ·/ВМ/ + Sc · /СМ/+ 80 · /DM/ ::> 
> 3(SA ·/МА'/ +Sв · /МВ'/ +Sc ·/MC'/+So ·/MD'J). 

65. В основании четырехгранвой пирамиды - ромб 
G углом 60° при вершиве А. Боковое ребро, выходящее 
из вершивы А, равно стороне ромба. Доказать, что из 
остальвых боковЫх ребер можно составить прямоугольный , 
треугольник. 

3ада,и на замощение, разрезание, 
вырезание и раскрашивание 

66. Можно ли замостить шашечную доску 10Х10 
nлитками 4Х 1? 

67. Из шахматвой доски вырезавыодна черная и одна . 
белан клетки. Дuказать, что ее можно замостить без на
ложения фишками домино 2Х 1. 

68. На «акое наименьшее число остроугольных треу- ·1· 

гольвиков можно разрезать тупоугольный треугольник? 
69.* На каF.ое наименьшее число тупоугольных тре

угольников можно разрезать правильвый т-угольник 
(m>12)? 

70. Плоскость разбивается на многоугольники, каждый 
из которых оnрашивается в один из трех цветов. Дока
зать, что при этом найдутся по крайней мере две точки; 
расстояние между которыми равно 1 и принадлежащие . · 
М!fОгоугольникам одного цвета. Если .. взять количество 
Ц)!~тов, равное 7, · то существуют таRое разбиение плос
кости и такал раснраска, что любые две точки, находя
щився на расстоянии 1, окрашены в развые цвета. . 

7~. Дан многогранник, Из каждой вершивы которого 
исходят три ребра. Его грани окрашены четырьмя крас
ками так, что любые две грани, имеющие общее ребро, 
окраmевы разными красками. Доказать, что для любых 
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двух цветов ·общее количество многоуrолыnmов этих цве" 
тов с вечетНЬIМ числом сторов четво. 

72.* Фигуру, вырезанную из листа бумаги, раздели.JШ 
весколъкими линиями на 10 частей. Затем ее перевер~ 
ва обратную сторону и вновь разделили на 10 частеи. 
Затем окрасили одну из сторов с помощью 10 развых 
х<расок (каждую из частей одной Rраской), с помощью 
тех же красок авалогично раскрасили и другую сторону. 
Доказать, что раскраску можно произвести так,u чтобы 
площадь окрашенная с обеих сторон одинаковои крас
кой, сос~авила не меньше 1/10 площади всей фигуры. 
. . 73. Клетчатая плоскость раскрашивается десятью кра
сками так, что клетки с . общей стороной (соседние) по-" 
крашены в развые цвета, причем все десять красок ис
пользованы. Две краски называются соседними, если 
nии где-нибудь покрашены соседние клетRИ. Каково :ми
нимальное возможное число пар соседних красок? 

74. Вырезать из Rлетчатой бумаги :многоугольник на
именьшей площади такой, что, играя на не11 в крестики -
нолики- три (КН-3), начинающий всегДа выигрывает. 
}{Н-3- игра в <<крестики- нолИКИ>} , I<огда выигрывает 
тот кто первым поставит три зпаЧI<а - крестика или но-
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лика - подряд на одвои прямок. 

Игры 

75. На трех крайних справа полях шахматной доски 
iXn стоит по одной фишке. Двое играют :в следующую 
игру : каждый по очереди берет одну из фишек и пере
двИJ'ает ее ва несколько полей влево. Проигрывает тот, 
ном:у в свою очередь невозможно сделать ход. Rто вы-
Игрывает в этой игре? 

76. На шахматной доске 8Х8 КJiеток ставите'! две 
фишни. Два игрока поочередно делают ходы каждыи сво
ей фишкой. Фишка первого игрока может при каждом 
ходе передвигаться лишь на одну клетку по вертикаJJИ 
или горизонтали. Фишка второго - на одну клетку по 
вертикали или горизонтали либо на одну клетку .-- по ди
агонали Выигрывает тот, кто поставит свою фишку на 

• u ? 
фишку партнера. Кто выигрывает при правильнов игре. 

77. Павлик и Саша хотят расставить в вершивах куба 
цветвые mapиiOI. У каждого из них по одному беложу, 
еДво:м:у черному, одному красному и одному зеленому ша-
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рику. Мальчики · поочередно ставят по одному шарику. правила. Доi\азать, что при правильной игре второй всег
Первым ставит Павлик, а Саша ставит свои шарики в · · да выигрывает. 
таком порядке: сначала белый, потом красный, потом Ч:ер- 81. Двое пишут 2р-значное число, употребляя только 
вый и последнии зеленый. Всегда - ли Павлик может "tац цифры 6, 7, 8 и 9. Перву~ цифру числа пишет первый, 
расставить свои шарики, чтобы на каждом ребре куба затем вторую пишет второи, за ним трет1>ю ~ишет снова 
оказались шарики разного цвета? ... · . · первый и т. д. При каких значениях р второи может до,-

78. Город N N построен так, ·что каждая его улица со- , биться того, что полученное число будет делиться на 9? 
единлет две площади, а на каждую площадь выходит по 

три улицы от разных площадей. На карте этого города 
играют двое. Они поочередно окрашивают изображения 
площадей. В их ра~поряжении имеются краски четырех 
цветов. Нач~нающии хочет, чтобы для каждой улицы цве
та пл~щадеи, на которые она выходит, были различны, а 
второи, наоборот, хочет, чтобы в одинаковые цвета ока
залисt:, ОI<рашенными :отя бы две площади, соединенные 
улице~. Однако втор~и пользуется сначала первой, потом 
вт~рои, потом третъеи, потом четвертой, потом снова пер
вои и т. д. красками. При каком числе площадей (найти 
все значения) начинающий может играть так, что он 
выиграет, как бы ни играл второй? 

79. n игроков · играют в следующую игру: имеется 
(2n+1) шашек, иэ них 2k черных, остальные белые. 
Играющие садятся вокруг стола и каждый из них полу., 
чает по две шашки. По жребию один из игроков берет 
оставшуюся шашку. Если у него при этом три шашки 
оказываются одного цвета, то щ1 выиграл, и игра прекра- _ 

щается, если нет, то он оставляет себе шашки одинаково
го цв_ета, а третью отдает соседу справа. Если у того ока
жутся три шашки одинакового цвета, то он выиграл, еслИ 
нет, то он делает то же, что и первый, и т. д. 

Доказать, что при k, не равном n, игра окончитсJJ за 
конечное число передач шашек (ходов) . Найти мак си., 
иалъно возможное число ходов в этой игре. 

. 80. Играют двое. Вначале первый из играющих- ставИт. 
две фишки (свою и противника) в какие-либо вершины 
пр_авилъного 2п-угольника, стороны которого не проведе-, .. 
вы, а затем передвигает свою фишку в другую верши~у 
иногоугольника и проводит карандашом диагональ или ' 
сторону, соединяющую эти вершины. После этого второй,· 
передвигает свою фишку в одну из вершин и отмечает 
свой путь и т. д. Запрещается передвигаться в вершину, 
занятую uв этот. момент _ противником, и передвигатьсЯ по 
уже проидеиному пути. Проигрывает тот, ктовнекоторый 
момент не сможет Передвинуть свою фишку, не нарушая· 
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Задачи на ~аксимум и минимум 

82. На всесоюзную олимпиаду школьников посылает
ся от каждой области четыре человека. Rро:ме того, по
сылаются школьники - победители прошлогодней олим
пиады. За каждого 8-классника области начисляется 
1 очко за 9-классника - 2 очка, за 10-классника - 3 оч
ка. Rа'кое :максимальное чисЛо очков :может набрать об
ласть за первые пять лет проведения олимпиад? 

Количество победителей на каждой всесоюзной олим
пиаде заранее не ограничивается. 
- 83. В математичес1юм кружке прини:мают участие 

100 шкш1ьников. Известно, что среди любых четырех 
участников круЖI\а всегда найдется, по :меньшей :мере, 
один, знакомый с остальными тремя. · Доказать, что су
ществует участник кружка, знакомый со всеми остальны
:ми 99 школьниками. Rаким може1• быть число школьни
ков, знакомых со всеми остальными? 

· 84. Человех< идет по шпалам жеЛезной дороги. Макси
мальная длина его шага 0,8 м. ШпалЫ уложенЫ так, что 
на любом стометровом участке · ровно 200 шпал. Рассто
яние меЖду шпалами не меньше 0,3 м и не больше 0,6 и 
и :может меняться в этих Пределах от шпалы к шпале. 
При ка1юй укладке шпал человек сделает максимальное 
tiilcJio шагов на 1 км пути, а при I\акой минимальное? 
' · 85. · На уроке физi\ультуры учитель расставил школЬ
ниКов на прямой тропинке. По сигвалу учителя дети бе,. 
?i к _тому · иэ ш~ольниiюв, на которого покажет учитель, 
•с потом на свои места. Дох\ажите, что после несколЬЮJХ 
т~ни:Х пробежек наибольшее расстояние пробежит одии 

: . ИЗ крайНИХ ШКОЛЬНИКОВ. . 
• ;". ~6. Rанал имеет прямоугольны~ поворот. Rакой :м~
СИМ:альной площади прямоугольный плот :может проити 

Чя~ Зт?~У ка~алу? _ 
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- . 87. - На плос~ости рассматри_ваются самонепересек!\ ат:Ить ее ' в сетку, :Которой моа:но бЫJiо бы ПОЛНQ~ТЬЮ 
ющиеся многоугольники, все стороны которых выража . вр тянуть стенку, чтобы все ячеики были одинаковым~ 
ются целыми числами, а углы прямые. Найти величин sa авильными многоугольпиками площадью не более 3 см ? 
наибольшей и наименьшей площади таких многоуголыiи~ IIP 93 Из вершины А квадрата. ABCD проведена прямая. 
ков, ес.,ли все они имею! один и тот же данный пери:метр, Ta:ure~c угла наклона этой прямой к стороне AD равен 
равныи 4n ( n - целое) . · k , числа) Точка А 1 пересечения 

88. На клетчатой бумаге нарисовав прямоугольниц - ,( k и Р - натуральные · 
mXn клеток. Какой максимальной длины весамопересе- Рой пр~мой с границей квадрата ортоrонально проекти
кающийся путь можно провести по линиям сетки на пря., эт ется в точку А 2 на противоположной стороне юшдрат~; 
моугольн~ке из угла прям:оугольника в угол, ему противо., fls точки А2 проводится прямая, параллельная прямои 
положвыи? - · _ АА вновь до пересечения с границей квадрата в точке 

Аз. 1 Точi<а Аз ортогоналъно проектируется на противопо-
ложную сторону квадрата в точку А4 и т. д. б 

Разные задачи На сколько частей проведеиные прямые разо ъют 

8 в б ~ . l{llaдpaт? u (n~5) 
u 9. олше вый замок имеет в плане вид, изображен-· .. 94. На плос1юсти расnоложены n окружностеи ,р • 

:пыи на рис. 2. Известно, что три двери открыты1 а три Известно, что любые три из них u имеют общую точку. 
закрыты. Если uчеловек или волшебник проходит через Доi<азать, что и все n оi<ружностеи имеют общую точi<у. 
любую из двереи, то тут же открытые двери закрывают-- 95. Космонавты к, Е и Ф соревнуютс__я в космическом 
ся, а закрытые .....? отi<ры_ваются. Хоттабыч хочет войти в многоборье. в IН\Ждом виде соревновании победитель по
замо~, побывать во всех I<омнатах замi<а по одному разу:, лучаст А оч1юв, занявший второе место - В очков, по
и выити из него. Если он вырывает волосок из своей бо- следний _с очков. А, В и С- натуральные числа. Пос
~оды, то все отi<рытые двери закрываются, а закрытые ---: ле окончания всех соревнований К получил 22 очка, Е и 
открываются. Доказать, что Хоттабыч всегда сможет вы- Ф _ по 9 очков. Соревнование на быстроту реакции :вы
полнить свою задачу (независимо от_ того, какие именно играл Е. Кто был вторым в соревновании на выносли-
двери были первонач~льно открыты), затратив не более. вость? . -
двух волосков из своеи бороды. • 96 50 гангстеров стреляют одновременно. -Каждый 

90. В 1964 г~ начинает издаваться альманах <<Юны:Ц ~трел~ет в ближайшего к нему гангстера (в одного из 
физию•, I<Оторый будет выпуСI\атьсл нерегулярпо, но не ближайших, если несколько человек находятся на оди~а
реже, чем 5 номеров в 3 года. Докажите, чт_о если альма71. к_о:вом расстоянии от :него) и убивает его наповал. НаИТJ:I 
пах будет издаваться достаточно долго, то в векотором го- · наименьшее возможное число убитых. 
ду его номер совпадет с годом. • _ 97 В замке появились д:ва привидения. Одно из ВИХ 
· 91. * Из одинаi<овых равноеторовних треугольников tioeт ·другое хохочет. В течение каждой минуты наждое 
черного и белого цвета сложuен большой равносторонний_ из' н~х либо звучит, либо молчит. Поведение же их в по
треугольник, причем каждыи из черных треугольников 

граничит по стороне лишь с четным числом б~Jлых тре
угольников, а наждый белый треугоJiьник - с печетным 
числом белых треугольников. До:казатъ, что маЛенькие 
треугольнюtи, стоящие в вершинах бо.Тiьшого треугольни
ка, обязаны быть оДного и того же цвета (рис. 3). 

92. Одна из степ-ок кубичесi<ой клетки с ребром 150 си 
лолжпа быть затянута .КQПроновой сеткой. Имеется прл- 1 

коугольная ce'i'I<a размl:'ром 105 см>< 180 см с I<вадратИЬiмИ 
вч:ейttа:ми площадьЮ 1 см2 • Как с помощью ножниц npe-
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СJiедующую :минуту зависит от событий предыдущей :ми- · 
нуты СJiедующи:м · образом: Пение в последующую мйну
ту ведет себя так же, как и в предыдущую, если только 
в предыдущую минуту не было игры на органе при 
иолчащем Смехе. В противном случае оно меняет свое · 
поведение на противоположное. Если в предыдущую ми..: 
куту горела свеча, то Смех будет звучать или молчать 1J 
зависимости от того, звучало или молчало Пение. Еслц 
свеча не горела, то Смех будет делать противоположное 
тому, что делало Пение. В настоящую минуту Смех и , 
Пение оба звучат. Какие действия со свечои и органом · 
нужно совершить, чтобы установить и поддерживать ти
шину в замке? · . ·: 

98. Али-Баба хочет поnасть в пещеру с сокровищами~ 
Перед пещерой стоит бочка, в крышке которой имеютс.11 
4 отверстия, образующие квадрат. Под отверстиями ва7 
ходител по кувшину, в каждом из которых торчит селед~ 
ка хвостом вверх либо вниз. 

Али-Баба может просунуть руки в любые два отвер-
стия, определить положение . расположенных под ними се
ледок и повернуть одну щrи обе по своему усмотрению~.· 
Если хвосты всех селедок ока.жутся направленными в однУ 
сторону, то дверь пеЩеры открывается. . 

После того, как Ао11и-Баба вытащит руки из отверстий,. 
бочка быстро пoвop_al:Jивae:rcJJ ~- остаnавливается, прич~и. 
Али-Баба не в состоянии определить новое положение 
бочки по отношению к . старому. . 

Существует ли способ действий, позвоJJяющий Али;.. 
Бабе · за несколы<О попыток наверняка открыть дверь? 

99. Десять рабочих должны изготовить 50 изделий. 
Каждое изделие должно быть первоначально окрашено, 
а затем смонтировано. Время окраски - 10 :мин, время 
мовтаяtа - 20 мин. После окраски изд~лие должно 5 мин 
сохнуть. Rак разбить рабочих на ~аляров и ~~н'\'ажников, · 
чтобы выполнить работу в кратчаишее вре:мю 

100. Дан выпуклый 1970-угольник. Рассматриваются 
все треугольники с вершинами в вершинах этого :много
угольника. Доказать, что всяr<ая точка плоскости, не ле~ 
жащая ни па одной иэ сторон этих треугольников, покры• 
та четным числом указанных треугольников. 
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ГЛАВА 9. 

ЗАДАЧИ ПО ФИЗИКЕ 

Следует предупредить читателей, что распределение 
задач по разделам в этой главе носит условный характер. 
Большая часть задач приводится в том виде, в каком они 

давались на олимпиадах. В нескольких задачах нужно 
ввести дополнительные данные, формально отсутствующие 
в условиях (например, скорость света). Такие «пропускиt 
сделаны умышленно, иногда их ст6ит делать в олимпи
адных задачах · (но, разумеется, не слишком часто!). 
Б практической деятельности и физики-экспериментато
ры, и физики-теоретиi<н тоже ведь далеко не всегда знаiО'l' 
заранее, КЮ<аЯ ИнформаЦИЯ :МОЖет ИМ nопадобиться nри 
решении той или иной задачи. Несколько задач, в кото
рых требуется оценить те или иные величины из сообра
жений размерности, взято из архивов оргкомитета. По 
:мнению авторов, задачи такого типа следует чаще пред

лагать па олимпиадах. 

Задачи по мехавИRе 

101. В звездном скоплении ФАПМ-66 одна из звезд 
ГУ -50 покоится, а все остальные разбегаются от нее оо 
скоростями, пропорциональными их расстояниiQ до звезды 

ГУ-50. Какую картину увидят космонавты, высадившиес~ 
на планете вблизи другой звезды скоnления ФАПМ-66? 

102. Для защиты самолета сзади было предложено 
установить в хвосте самолета реактивный снаряд. При 
испытании было обнаружено, что через некоторое время 
после пуска снаряда он разворачивался и догонял само

лет. Как объясняется это явление? 
103. В · :межзвездной среде с плотностью р вспыхнула 

Новая звезда. Ее оболочка непрерывно расширяется. В мо
мент всnышки масса оболочки равна Мо, а ее скорость v0• · 

Каков будет радиус оболочки R к тому моменту, когда 
ее скорость уменьшится в n раз? 

104. В плоскости (Х, У) находятся N неподвижных 
~динаковых шаров. Параллельна оси Х в отрицательном 
направлении движется еще один точно такой же шар. 

· Какое максимальное число шаров может после всех про
,исшедших столкновений получить скорость, имеющую 
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иенулевую положительную составляющую вдоль оси • · · ·' 
Плоскость считается гладкой, а соударения- упру'ги во, затем налево по полуокружно_сти' р-й.диуса 2R ' 

105 ч снова вдет прямолинейпо. Какой участок ·пути по ' дал_ее . ем лучше замедляются нейтроны - блоко - . б . дверrает-
свинца или таким же по р_ азмера:м блоком парафина? (па Clf паи ольтему разрушению при движенnи поездов? 

,· 114. Может ли оставаться в покое аттnrт. ви .: рафин состоит из водорода и углерода). -~ . u •• ....., ..... , сящии на 
106 В верею<е у вертикальпои стены так, как nоказапо 

. прямолинейном желобе J!ежит (R' -1) шар о.Ци~ ·рис. 5, если трение отсутствует? на 

~~~~~0r;0 ~:=~~;: ~~: ~=ч::~о т;~~ж~:и~аj:fi.(:~~~ . 115. Однородвый стержень длины 2а И весом р oпri-
P_ ается одтrм · концом па nсртю<альную с_ тепу, а други--, соотношение между массами шаров, если после послед• _ .... 

него столкновения все шары стали обладать одииаiювьni концом на гладiши неподвижный профиль. Rаки:м должен 
-количество:м движения. Трения нет, все удары абсолютв& ?ыть этот профиль, чтобы стержень в любом положеппп 
уnругие. оста~ался в равиовес~и, . даже в отсутствие трения? 

107. По гладкому горивовтальво11у проволочиому .колЬ. 116· Стопка тетрадев лежит на столе. Нижняя тетрадь 
цу могут без трения скользить две абсолютно уnругие прюшеена 1' столу. Как будут двигаться тетради, если 
бусиики с ма-ссами m1 и m2• В начаnный момент :а1еждt ; ~едленно потянуть за одну из 1ШХ в горизош·альном на
бусинками помещена сжатая nружиНRа, а бусинки скреп, правлении? 
левы витью. Нить пережиrают. Где столкнутся бусивЮi :. ' 117· Стержень АВ mарвирво закреплен в точi<е А ц 
в п-й раз? Размеры бусинок и пружилки :много меньше . ~пирается концом В на платформу. Какую минимальную 
радиуса .кольца. силу нужно пряложить для того, чтобы сдвинуть тележ-

108. R тележке массы М, .которая может .кататься беа - ку ~ места? Вес стержня равен Р, .коэффициент трения 
трения, на длинной нити подвешен груз точно такой ж. ' стержня о платформу равен k, угол, образуемый стерщ
иассы М. Длина нити l. Тележку и груз отвели в пр нем с вертикалью, равен а. Трением качения колес и 
тивоположвые стороны и одновременно отпустили. Чере _трением в осях иренебречь (рис. 6). · 
некоторое время вачаJIИ ваблюдать за колебаниями сие ' 118. Маховик массы !rl раскрутпли и поместили меж
темы. Считая эти .колебания :малыми, предскажите резуль · · ду двумя стенками, расположонны;\ш под углом 2а друг 
тат измерения периода колебаний (рис. 4). к другу. Зная, tJтo ноэффицигнт ·rревия между махови-

109. Тело брошено под углом .к горизонту. Что займе _ ком и. сте~юJ.ми равен k, определить силы, с которыми 
больше времени - подъем или сnуск? Учесть сопротив , ма:овик деиствует на стенки. Уг.'lы стенок с горизовталь-
левие воздуха. нои плосl':остью одиnюювы (рис. 7). 

110. Камень массы М падает с высоты Н. На каку 119. Груз мас.сы М подвешен к nружине жестiюстью 
глубину h он зароется в землю, если сила трения камн ' k, которая, в свою оqередь, прииреплена к потолпу. Груз 
о землю равна F _(f>,Mg). Сопротивлением воздуха п-ре . приподнимают до nоложения, при .котором пружива пе 
пебречь. . растянута, и отпускают. Какой максималr,ной о.::коросtи 

111. Два автомобиля имеют одинаковую .мощность ' достигпет груs при движении? Собственная длина пру
Максимальная скорость первого V1 х:м./ч; второго V2 к.м/чj живы мала по сраьнению с ее растяжением. 
Какую :иа.кси:мальиую скорость смогут развить авто:моби 
ли, если один возьмет на буксир другого? 

112. Гоночный автомобиль массой т движется вдол 
экватора с востока на запад, а затем с той же скорость 
v относительно Земли в направлении с запада на восток. 
Найдите разиость сил давл~иия автомобиля на поверхноет 
шоссе в этих случаях. 

113. Железная дорога сначала идет пря:молив·ейно, за 
тем поворачивает по полуокружности радиуса R иапр~ 
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· 1.20. На лед плашмя падает хоккейная шайба под · ,. 
углом а со скоростью Vo. Определить ее скорость посл~ 
п-го падения, если известно, что при падении перпевди- ' 
кулярво к поверхности льда происходит абсолютно упру-
гий удар. КоэффиЦиент трения между льдом и шайбой ·- • 
равен k (рис. 8). 

1.21. На край горизонтального стола с высоты Н па~ 
дает горизонтально расположенная гавтеля, состоящая из 

двух одинаковых массивных :маленьких шарИков , паса=: 
жеввых на вевесомый стержень длины l. Какое расстоя
ние пролетит гавтеля после абсолютно упругого соуДаре: 

в 

ВИЯ СО СТОЛОА{ ДО ТОГО МОМента, КОГДа она -впервые ОПЯТЪ ' .,.. -------..-----...;,;~ 
примет горизонтальвое положение? (рис. 9). 

122. На абсолютно упругой плоскости лежит упругий: 
шарик массы m/n. С векоторой высоты на ту же плос
кость падает другой, также упругий, шарик массы т. , 
При этом он передает первому шарику .1/k- часть своеu 
эвер:tии.- При каком соотношении между k и n шарики : 
снова встретятся на плоскости? 

1.23. В закрытом фургоне равном:ерво движущегос 
грузового автом:обиля в центре пола лежит арбуз, а над . -. 
ним: у крыши · вищt:т очень легкий резивовый шарик, па:< 
дутый водородом. Как будУт двйrаться арбуз il шарик, 
если автомобиль резко sаторм:озит? Сопротивлением воз
духа и трением арбуза о пол пренебречь. 

124. Имеется веревка; перекинутая через веподвиж· 
вый блок. Концы веревки свободно лежат на подстав:ках~ 
распоJiожевных на разных уровнях. С какой скоростью 
будет сматываться веревка, когда ее движение стапет рiuJ-
вомерны:м? Расстояние :между уровнями равно R 
(рис. 10). 

125. Оцените :минимальную допустимую продолжи 
тельность суток для планеты с массой М и ·радиусом R.; 

1.26. Оцените :минимальное значение радиуса не слиm:. 
:ком большой твердой планеты, не имеющей жидкого яд 
ра, если средний М:ОдУЛЬ Юнга вещества планеты равен 
Е, а ее :масса равна М .. 

127. На вепроводящей оси свободно васажены два оди 
ваковьiх колесика А и В, сделаввые из металла. На коле . 
си:ко А помещен заряд +Q. В точке С на наклонно 
плоскости находится заряд -Q. Было замечено, чт 
центр этой системы при скатывании с ваклрвной плос 
кости движется по траектории, покаванвой на рис. 11. 
Объясните, почему траектория имеет такую форму? 
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128. llочему сосисitп при варке обычно давление на жидностъ (или газ)' , заставить тело поднят~ 
вдоль, а не поперек? cJi. вверх? . 

129. Для того чтобы оторвать змею от добычи, . _ 136. Трубке радиуса r придана форма кольца радиуса 
пряложить к ее хвосту силу F. За I<акое наименьшее R. Внутри трубRи со скоростью v пропускается вода. 
мя эта змея, не отпуская добычи, может завязать Определить продельное натяжение трубки. Радиус труб-
посредине тела? Масса змеи М; длина L, диаметр 1Ш много меньше радиуса кольца. ВязRостью жидкости 
мноГо больше d. Трения пет. пренебречъ. 

130. На одном из концов соломиiши, лежащей на· 137. KoJieco воданой мельницы с плоскими радиаль-
кой горизонтальпой плоскости, сидит жук. С какой JПiiМИ лопастями приводится во вращение ударом струn 
именъшей скоростью он должен прыгпутъ, чтобы uuuи.l(jиt -воДы, направленпой перпендикулярпо лопастям. Прп 

. на другой конец соломинки? Длина соломинки l, ее м J(акой угловой с1юрости вращения колеса КПД будет 
т, масса жука М. максимальным, если скорость воды в струе v и струя по

~идкостн и гидродинамика 

падает в лоnасть на расстоянии R от оси вращения ко
леса? (рис. 13). 

138. Цилиндрический сосуд до краев заполнен водой 
и плотно закрыт крышкой. В нем находятся три тела: 

131. Стальной кубик с ребром а и плотвостью Р1 пробка, кусочек свинца и тело, плотвость 1юторого равна 
вает в ртути (плотность ртути Р2). Поверх ртути Плотвости воды. Цилиндр приводитсЯ во вращение вок-

. вают воду так, что она едва покрывает кубик. Какова руг оси. Кю< будут расположены тела в цилиндре? Ось 
сота слоя воды? вращения вертпRалъна. 

132. 1\ деревянному бруску, вмороженному в · ·' 139. Дм. предварительно откачанных сосуда равных 
льда, привязана веревка. Другой конец веревки ЗaJIO:>EШЛICII' объемов и высоты опусRают открытыми концами в одИ-
на две сосуда с водой так, что весь лед погружен в наковые кюветы с водой и отRрывают крапы (рис. ·14). 
Как изменится натяжение веревки после того, как Вода полностью затопляет сосуды. Работа сил атмосфер-
растает? пого давления в обоих случаях одинакова . (пoчervry?), по-

133. Оценить, пользуясь соображениями tевциалъпая же энергия воды в сосудах будет различна. 
и задавая плотность жидкости Р и Rоэффициент Объяснить nолучепnое противоречие с за1юном сохране-
ностиого натяжения а, период возможных пия энергии. 

Т жидкой капли радиуса R. · 140. На рисуш<е изображен большой баR с водой, 
134. Трехгранная призма с объемом V и у которого сбоку внизу выведена длинпая трубRа с кра-

Р имеет один из углов 90°, а другой а. Приэма ном па Еопце. Оцепить, па какое давление должен быть 
в сосуд с жидкостью, имеющей плотность Р1 >Р. 
всплывает с постоявной скоростью, скользя по тo:IIIOI>:Мilt 

.r12 

с,пою жидкости вдоль 

сосуда, наклоненному 

под углом а к тononn••n-.: ....... 

_ (рис. 12). Найти силу 
тивления движению. 

135. На дне сосуда с 
костью (или газом) 
тело, удельный вес vn ... n,nn•'<ll 

лишь немного больше 
ного веса жидкости 

за). Можно ли, 
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рассчитан кран, чтобы его не выбило :~ · V был наполнен испытуемым газом до давления Н и взве-
быстром закрывании (рис. 15) ; . "" IJieB. Его вес оказался равным Q. Затем часть газа была 

141. Уже давно было замечепо, что скорость удалена, и давление его упало д!> Н, . Новый вес баллова 
воли в неглубоком бассейне зависит от его п.тоr.п.,..У''"' .. Q1• Какова плотность газа при атмосферном давлении 
Учитывая это, · попытайтесЪ объяснить, почему во · в: температуре То, если температура газа в баллоне все 
шторма на море волна << разбиваетсЯ>> не в открытом время поддерживалась постоявной и была равна Т? 
а вблизи берега или отмелей. · 146. Идеальвый газ может перех9дитъ из состояния 

142. Из соображений размерности получить р1 , V1 в состояние Р2• V2 различными путями. Один раз 
мостъ скорости течения вязкой жидкости на оси переход совершалея сщt.чала по изобаре, а затем по и;:~о-

. тальной цилиндрической трубы от перепада давлений :хоре. Во второй раз переход совершалея ·сначала по 
концах трубы др, длины трубы l, вязкости '1 и в:зохоре, а затем по изобаре. При каком переходе выде-
трубы R. · · лв:лосъ больше тепла и насколько? р 1 =4·105 nfм.2 

Теплота и молекулярная физика 

143. Под колпаком воздушиого насоса стоит 
вый цилиндр с поршне:м массы М. Под поршвем 
шарик :массы т . Скорость шарика равна и, а его 
т много :меньше :массы поршил М. Шарик IJv•cJн~дtш<~.тu.llJrt 
но упруго отражается от два цилиндра и 

mенъ может скользить в цилиндре . без трения. 
из-под колпака и из-под поршил откачав. Было зaJIIe•leEю.f 
что поршевъ практически инкуда не перемещается . .rн.:.СJI>н...,r

дуйте условия такого •квазиравновесия» поршвя. 
вием силы тяжести на движение шарика пn·евеоое''IЬ'f 

_(рис. 16) . 
. 144. В герметически закрытом сосуде смешали ui1Jias1Jt!IO 

количество молекул х<ислорода и гелия. Затем в 
сделали небольшов отверстие. Найти состав :мо·лекуляР-i 
вого пучка, выходящего из отверстия. Средние 
молекул зависят только от температуры. 

145. Для определения плотвости газа поступили 
дующим образом : большой стекляпвый баллон .,. .. .,""'"'-..m1: 

ct5 
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V1=3 м.3, Р2=2·105 п/м.2, V2=1 м.3• ' 

,, 147. Бак, имеющий форму прямоугольного параллеле
пипеда длиной l, движется с ускорением а в направлении 
своей длины. Найдите разность плоткостей газа у задней 

,·. и передвей стенок бака. Плотвость покоящегося газа 
р0, · его молекулярный вес J.t, температура Т. Силой тя
жести, действующей на газ, можно превебречъ. 

148. На весах установлены два одинаковых сосуда. 
,.Один заполнен сухим воздухом при давлении р и тем- · 
пературе Т, другой -влажным при тех . же условиях. 
Какой сосуд тяжелее? 

149. На улице идет мокрый снег. Как определить 
процентвое содержание воды в нем? 

150. Как изменится энергия воздуха в комвате при 
вагревании его от т, до Т2, если известно, что энергия 

· Е =AmT, т- масса воздуха в комнате, а А - посто-
. .явная. ' 

151. Может ли теплоемкость газа быть отрицательной? 
152. При веправильной регулировке двигателя внут-

реннего сгорания иногда вместо сравнительно медленного 

сгорания горючей смеси происходит так называемая •де
тонация», коГда смесь сгорает быстро со взрывом. По
чему при этом падает КПД двигателя? 

153~ Форма сообщающихся сосудов показава иа рис. 17. 
Куда потечет вода по трубке, если нагреть воду в левом 
сосуде? в правом сосуде? 

154. ВертИкальвый металлический стержень равномер
во прогревается в печи от температуры Т о до температу
ры Т1 • В каком случае потребуется больше тепла- если 
он стоит на жесткой подставке или если он подвешен 

иа · нерастяжи:мой нити? 
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155. Почему Rапли воды на расRаленной сRОВ"""""'··
будут <<бежать» (перемещаться) от ее центра R Rраю 

156. Г. Дэвн заметил, что если внести в пламя заж. 
женной газовой горел:ки :металличесRую сетну (рис, 18}, 
то она «отрезает» верхушну яЭыч:ка пламени. Через не. 
которое время язычон снова появляется и горит над сет· 
кой. KaR объяснить .таRой опыт? 

157. Сидя в Rресле зубного врача, пацнент · заметил,' 
что вместе с другими Инструментами врач прогрел и зер· 

кальце. Удивившись, больной спросил у врача, для чего 
это делается. Что ответил врач? 

158. В RaRoм месте температура нити светящейся 
элеitтричесRой лампочки выше - на поверхности нити . 
или внутри ее? 

159. Почему измерение температуры медицинсRИм тер
lliiОметром продолжается 10 мин, а «встряхнуты термо· 
метр можно праRтичесRи сразу после измерения? 

160. Можно ли <тостроиты Маi{симальный спиртовой 
термометр, работающий на том же принципе, что и ме
дицинсiшй термометр? 

161. Двое в столовой взяли на третье чай. Первый _ 
сразу же растворил в стаRаве - сахар, второй евачала съел 
первое · и второе, а потом положил в .стаRан сахар и рас

творил ero. Кто будет пить более горячий чай? 
162. В J{астрюле с Rипящей водой у два образует.ся 

пузырен пара радиуса R. Атмосферное давление рав:но 
Ратм. коэффициент поверхностного натяжения а, плот
ность воды р, высота воды в сосуде Н. Какое количество. 
энергии nошло на образование пузырька? 

163. Два мыльных пузыря радиусов '• и r2 сливаются' 
в один пузырь радиуса R. Определите атмосфервое дав- 1 
ление, если Rоэффициент поверхпостного натяжения мыль
вой плеи:ки равен а. 

• 17-

1.64. Сферическая Rапля ртути радиуса R • пацает без 
начальной сRорости с высоты Н на стеклянную Пластин
ку На Rакое маю~имальвое. ч:исло одинаковых сфериче

. )$ с~х капель она может разбиться? Плотность ртути р, 
-коэффициент поверхвост~ого ~атяжевия а. ТеплоемRостью 
пластивRИ и оRружающеи среды превебречь. 

165. R мокрой вертикальвой стене прилеилев квад-
атвый бумажный лист ABCD со стороной а . и массой 

М. Сторона АВ заRреплена на стене. С какой минималь
ной силой нужно тянуть сторону CD, заворачивая . лист 
Б сторону АВ, чтобы отлепить его за время Т? · Rозфф~
-циент поверхностного натяжения воды равен а. Силои 
-тяж~сти превебреч:ь (рис. 19). 
· 1.66. С RaRoй сRоростью Rапля воды должна налететь 

·на такую же веподвижвую Rаnлю, чтобы в результате 
взаимодействия они исnарились? Начальная температура 

Rаnель 20° С. 
-,с 1.67. В Rабине RОСМИЧ.еСRОГО RОрабля имееТСЯ ВЫСОRО
·Ч'аСТОТВая печь для исследования плавления в условиях 
невесомости. Хорошо проводящий тепло металличесRИй 
шар нагревается в печ:и тоRами высоRой частоты и начи
нает плавиться. Разработайте методиRу эRсnеримевталь
ного определения времени полного расплавления шара. 

Для простоты считайте, что теплообмен шара с оRружа
ющей средой пропорционалев разности их температур. 

Ноемонавт-исследователь имеет возможность ваблюдать 
1щ плавленкем визуально, может изменять подводимую 
к шару :мощность и пользоваться необходимыми ему 
nриборами и справочвиRами. 

Задачи по электричеству 

1.68. Из лампочек для Rарманного фонаря собрана 
гирлянда, рассчитавпая на вRлючение в сеть 220 В. На 
Rаждую из лампочеR приходится напряжение всего оRоло 

3 В, однаRО если вывинтить одну из лампочек из патрона 
и сунуть туда палец, то сильно «дернет>>. Объясните 
почему. 

169. Имеется пять элеRтричесRИх лампочеR на_ 11.0 В 
с мощностями 40, 40, 40, 60, 60 Вт. RaR следует вRлю
чить их в сеть с напряжением · 220 В; чтобы все они 
горели нормальным наRалом? 



170. Имщотся две проволоки : Rвадратпого · сечениЯ, 
сделанные. иа одного и того. же материала. Сторона се
ч.епия qдпой прово~оRи - 1 мм, а другой - 4 мм. Для 
того, чтобы расплавить первую проволоRу, нужно пропу
стить череа нее . TOR в 10 ампер. Какой тоR нужно про
пустить через вторую провоЛоRу, .чтобы она расплавиласъ? 
Количество тепла, уходящего в оRружающую среду . за 
1 с, подчиняется заRопу: Q = kS (Т- Тер), здесь S- пло~ 
щадъ поверхности проволоки, Т- ее температура, Тер--" 
температура окружа·ющей . среды вдали от проволоки, 
k - коэфф}lциепт, одинаковый для обеих проволоR. 

171 .. R источнику постоянного тока подключено соп
ротивление R1 • Внутреннее сопротивление источпиRа то
Rа равно r. На сопротивлении R 1 в единицу времени 
выделяется пекоторое количество т~пла. Можно ли вмю- . 
'Читъ в цепь вместо R1 какое-нибудь другре сопротивление · 
таR, чтобы па нем в единицу времени выделя,лосъ такое 
же количество тепла? 

17i Дв.а удалепных иаолированнъц: сферич~ских . про
водни:ка радиусов Г1 И 1'2 заряжены ДО ПОТеНЦИаЛОВ V1 И. 
V2 соответственно. Затем они соединяются тон1шм про
водниiюм. Какое · количество тепла выделится в провод
пике? 

173: Во . скощ.ко раз нужно увеличить папряжение 
источника, ч~обы потери в линии электропередачи умепъ- · 
mилисъ в 100 раз, а передаваемая линией мощность не 
измепиласъ? Потери папряжения в линии перnоначалъпо 
равПЬI Uno-r = kU, . здесь U - папряжение па нагрузке. 

17 4. Не которая схема содержит источники постояппо-:
го TOI<a, сопротивления · и идеальные диоды. На рис. 20 
приведеп график зависимости показапнй амперметра от 
пцпрящения, приложеиного It точкам А и В. Нарисуйте 
возможную схему <<черного ящиRа•. 

8 

20 
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-~ : . f 75. КаЖдая ив N точек соединена с Rаждой ив остав- · 
пmхся одинаковыми проводпиками с сопротивлением R. 
Определить сопротивление между какими-либо двумя точ
J(ами системы. 
. 176; В однородное электрическое поле плоского кон:

денсатора помещен хорошо проводящий незаряжен:ный 
шар, так что центр его находится на равных рассто~tниях 

от пластин. Потенциалы пластин равны + 100 В и -100 В 
соожветствеппо. Нарисуйте поверхность нулевого noreн-

W~aлa. 
177. На расстояниях а и Ь от двух ввапмпоперпевди-

J<УЛЯРПЫХ бесконечных металлических полуплоскостей 
помещен .заряд Q. Найти силу, действующую на заряд 
(рис. 21). . · · 
·. 178. На два медных шара радиусов R 1 и R2 (R 1 > R,) 
nо:иещ~пы разноименные за.ряды + Q и - Q соответст:веп..: 
в:о: После это&о оба шара разрезаны па две равные половив
кв. Заряды при разрезании с шаров не стекают. Естест-
венно, что половинки шаров будУт отталкиваться одна 
от другой. Если предоставить им: возможность двигатъсв~ 
то для RaRoro шара ·половинки разъедутся быстрее? 

179. Какой заряд проходит через сопротивление R при 
вдвигапии в конденсатор с2 слюдяной пластинки? ДиэлеJ(
тричесRая постояввал слюды равна е (рис. 22). 

· f80. ·Плоский Rовдевсатор состоит из двух м:еталли.; 
ческих пластин, пространство между ноторыми заполнено 

диэлектриком с диэлентрй"Чесной постоянв:ой, равной 2. 
• Кап изменится емкость нопдевсатора, если его поместить 
в изолировайпую м:еталличесную норобку, стенки ноторой 
будУт ва расстоянии от пластин, вдвое м:епъшем:, чем рас
стояние междУ пластинами? · · ·· · 
. ·· · 181. В однородвое элентричесное поле Е пом:еiцен 
иеподвижпый заряд Q. На расстоянии l от него держат 
заряд q. Затеи заряд q отпуснают. Каную мансим:алъпую 

~-~~~---" 

Е, Е, 
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с:корость он получит? Масса заряда q равна 
(рис . 23). 

182. Заряд е помещен в центре однородно заряженной 
полусферы радиуса R с зарядом Q. Какой заряд q нужно 
равномерно распределить на кольце радиуса r, располо

женном на большом расстоянии l от полусферы, чтобы 
заряд е не смог пролететь сквозь него? (рис. 24). 

183. Имеется схема, состоящая из :конденсаторов оди~ 
наковой ем:кости с. Ем:кость, измеренная между некото~" 
рыми двумя точками схемы, оказалась равной С. Затем: 
конденсаторы схемы заменили сопротивлениями r. Соп~ 
ротявление между теми же двумя точками оказалось рав· 

ным R. Определить величину с, если С= 100 пФ, r = 
= 10 Ом, R=100 Ом. 

184. В одной из пластин плос:кого конденсатора име
ется маленькое круглое отверстие, затянутое мыльной 
пленкой. Радиус отверстия · r, конденсатор_заряжен до . 
разности потенциалов и и отсоединен от батареи. Рассто· . 
яние d между пластинами :конденсатора мало по сравне· 
пию с линейными размерами пластин. Коэффициент nо
верхностного натяжения плевки а. Оценить величину 
прогиба пленки внутрь конденсатора, считая его малым 
(слабое поле). 
· 185. Оцените скорости электронов и давление элект-. 
ровного газа в металлах. Как эти величины зависят от · 
плотности? . 

186. Почему пламя вольтовой дуги всегда выгнуто вверх? 
187. В странах, где часто бы:~~ают Грозы, было · заме

чено, что сильный дождь часто начинается только после 
того, :как первая молния <шроскочит» между облакон 
и землей. Объясните, почему это та:к? 

188. Для измерения очень сильных токов част.о ис
пользуют стержни из магнитных материалов. Магнитное , 
поле тока намагничивает их, и по величине остаточной 
намагниченности можно судить о величине тока. Такая 
методика используется, например, для измерения токов 

молний. При этом возникают, однюю, такие проблемы. 
Во-первых, заранее неизвестно, куда ударит молния, во-

___ .,Е 
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. 
вторых, интересно изучить распределение тока по сече· 

'вию канала молнии, в-третьих, одни и те же стержни 

хотелось бы использовать не один · раз. Как решить эти 
проблемы? 

189. Предположим, что молния распространяется по 

цилиндрическому каналу. На что тратится э!lергия 
. молнии? Если считать, что существенная часть этои энер
гии идет на расширение канала молнии, то по !'акому 

закону будет изменятьсЯ давление цилиндрическои удар-

вой волны? u 

190. Используя результаты предыдущеи задачи, оце-

вИте, каковы характерные длины u волн и частоты для 

звуковых волн, излучаемых молпиеи. 
191. На лист бумаги равномерно насыпаны металли

ческие опилки. Этот лист помещают в :магнитное поле. 
Если слегt{а постукивать . по листу, то опилки р~споло

жатся в цепочки по направ.uению силовых линии. Для 
чего необходимо постукивать по листу? Почему опилки 
не проето ориентируются по полю, а соединяются в це-

~ nочки? (рис. 25). 
192. Rак расположится небольтая :магнитная стрел

ка, помещенная в центре плотно намотанной тороидаль
ной катушки, если катушку подключить к источнику 

постоянного тока? Середина стрелки жестко закреплена 
в центре катушки (сама стрелка может крутиться, как 
в компа.се) (рис. 26) . · 

193. Почему трансформатор выходит из строя в том 
случае, если хотя бы два витка обмотки вамкнуты на-
коротко? . ). 

194. По проволоке, изогнутой в виде овала (рис. 27 , , 
протекает электричес:кий ток. Найти отношение сил F А 

· и F в, растягивающих проволоку в точках А и В соответ
ственно, если проволока находится в :магнитном поле, 

перпендикулярном плоскоств овала. 

195. В прямоугольную кювету, передняя и ваднля 

стенки которой :металлические, а остальные сделаны из 

дизлектриi<а, налит электролит. Плотность электролита 
р, электропроводность а. К металлическим стенкам при
ложено напряжение и, а вся кювета помещена в одно
родное вертикальное магнитное поле В. Определить рав
ность уровней жидкости около боковых стенок кюветы. 
Длина кюветы равна l, ширина d. 

196. В вертикальном :магнитном поле В движется го
ризонтально проводящий стержень длины l со скоростью 

-47-. 
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rr. Концы стержня nрисоединены к батарее с ЭДС Е· в 
ввутреввии сопротивлением r. Какое количество теплоты 
выделится в стержне ва время t, если его сопротивление 
равно R? (рис. 28) . .. · 

197. Проволочный квадрат помещается в переменвое 
магвитвое . поле В= aot, перпеиди:кулярное плоскости квад
рата. Как. из:меюiтся ток, текущий через лампочку, вклю
ченную в _ контур квадрата, если из квадрата сделать два 

квадрата, отношение сторон которых PllBHO k? · 
198. Полое резиновое кольцо со ртутью падает па 

:конус, ось которого вертикальна. В :ка:ко:м случае оно 
· 1 палеЗет глубже: в отсутствие :магнитного поля или при 

валичии однородиого и постоливого магвитиого поля, па

раллельвого оси коиуса и направленного вверх (вниз) 
и .поче:му? 

199. Медвые кольца, сделанные ив провоJiо:ки равного 
· диаметра, падают в иеоднородио:м вертикальвом :магнит
пои поле. Индукция поля изменяется по закону: В= 
=Во+а.Н. Как будет зависеть установившалея скорость 
падения колец от диаметра проволоки, из которой ()ИИ 
сделаны? Радиусы колец одинаковы и много больше · ди-
аметра проволоки (рис. 29). · · 

200. Цилиндр радиуса а помещен в горизонтальнЫй 
соленоид радиуса R так, что их оси совпадают. Цилиндр · 
в соленоид сверхпроводящие, причем магнитвое поле не 

проии:кает внутрь цилиндра. Из-за иеодвородиости маг-
. витиого поля вблизи цилиндРа на . него действует сила, 
выталкивающая его из соленоида. Оцените скорость, с 
:которой он вылетит. Силой тяжести п~еиебречь. Плот
восrь энергии :магни:rного поля равна kH (рис. 30)'. 

. r 201. Тонкая длинная :магнитная стрелка протыкает по 
.. дваметру маленький деревянный шарик, :который плавает 

:в цилиндрическом стакане с водой так, что вода пол
. ·; цостью ва:крывает и шар, и стрелку .. Центр стрелки на-

• ходител в центре шара. 
Стакан стоит на столе, 
па него намотано не

, СКОЛЬКО ВИТКОВ медноЙ . 
· проволоки, присоеди-

ненной через большое к 
сопротивление к бата- ~ 
рейке. Ключ К вамы:ка- r==:::~~:l---lll . 
ют и размыкают. Опи-

. ' mите поведение шара ____________ .. а-.1." 



со стрелной "(рис. 31). Как изменится их поведение, е · а" земле шел довольно сильвый дождь. Объясните, поч~ 
изменять величину сопротивления R? - .,· . · "' так различна видимость в облаке и па земле. 

· 202.v В жидком гелии плавает дпэлектричес:кий ша'р -~ 210. Оцепите, какими должны быть размеры мета~JШ-
которыи протыхшет магнитпая спица . . Шари:к про-х::к ~ : eciOIX пылинок в Солнечной системе, чтобы солнечное 
по диаметру, центр спицы находится в центре шариl{ :~~етовое давление сообщило бы им скорость, направлен..: 
Шарик и спица целиком погружевы в гелий. На дюар · ·. от Солнца? Светимость Солнца L=4·1033 эрг/с, ero 
екни сосуд с шариком намотава замкнутая сама па cif' арса М =2·1033 г, гравитационная постоявпая у = 
обмотка из сверхпроводящего :металла. Вся эта систе ' '. 67·10-8 див·см2/г2• 
поыещева в другой дюаровский сосуд, также наполне.;. ; ' 211. Нейтроипая звезда имеет массу, примерно раn
вый жидким гелием. Первоначалъво в системе бьrло n-: массе нашего Солнца М ~2·1033 г. Радиус нейтрон
стояиное магнитное поле, направленное вдоль оси сос · ' ой звезды всего лишь около 10 км, тогда как радиу~ · 
дов. Ориентирована ли при этом спица вдоль оси? Вуд · олвца Rc~7·1010 см. Известно, что проходящий вблизи 
ли шарик совершать Iюлебания после выключения вне рая солнечного диска световой луч из дале:кой галакти
иего :магнитного поля? отклоняется на угол <ре~ 2·10-6 рад. Определите, на-

. Rолько откловится световой луч, проходящий вблизи по
ерхности нейтронной звезды. Гравитационная постояв-

Задачи по оптике ая равна у ~7·10-8 см3fг·с2 • 

203. Почему в ясный солнечный день nри сближе 
двух предметов (карандашей, пальцев и т. п.) их те Г Л А В А . 4 
на экране тянутся друг к другу и слипаются раньше, че" · РЕШЕНИЛ ЗАДАЧ ПО МАТЕМАТИКЕ 
соприi<асаются сами предметы? 

204. Почему днем из комнаты, окно которой завеше ' . . . з -во тюлевой занавеской, предметы на улице хорошо раз. · \ Пусть х- искомое число. По условию 3 з~дачи ух = 
личимы, а предметы, находящиеся в коинате, с улицы н = 

1000 
-а, где О< а< 1 . . Полагая у = v х, получим 

видны? · J , 

205. Почему :молнию мы видим короткое время, '· . -1000у -1000а =О, или у2 
= 1000 + 1000а. Отсюда 

гром от нее длится ДОJiго? . У 
206. В полой сфере проделано маленькое отверстие -у'~ 1000, а у:;> 32. С другой стороны, у2 < 1000 +~~~о , 

через которое внутрь проникает луч света. Внутренн · · · поверхность сферы отражает свет во все стороны одина .о/Сюда у < 32, следовательно, у = 32, а х = 32768. 
ково (диффузно) и не поглощает его. Как будут разл : , 2. Всякое чи~ло, являющееся полн~м квадратом, имее1' 
чаться в этом случае освещенности точки, диа:метрал'ь'Н ,J!Ибо вид (3k) , либо вид (3k±1) . Поэтому число, 
противоположной отверстию, и всех остальных точе , л_яющееся полным квадрат.?м, при делении на три не 
сферы? . может давать в остатне двоИI<у. Но остаток от деления 

207. Rак будет ориентироваться относительно Солнц ·любого числа на три равняется остатку от деления суммы 
спутник сферической формы, одна половина которого зе '"· цифр этого числа на три. Значит, сумма цифр числа, яв
кальная, а другая покрыта черными термо()атареямii? ляющегося полным квадрат~м, не может давать при де-

208. Чистая вода прозрачна для света. Почему н· лении на три в остатке двоику, а 1967=3·655+2. Отсю
прозрачен туман, представляющиП собой мелкие капли · воды );{& следует утверждение з~дачи. . 

209. Пролетая на самолете через облако, висящее на'· 3. Пусть а, Ь, с - тропка натуральных чисел таких, 
аэродромом, авиапассажир не смог увидеть землю из ил 1110 сумма любых двух из них делится на третье. Будем 
люминатора. Когда самолет приэемлился, оказалось, ' чт с~тать для определенности, что а> Ь >с. Тогда 2а>Ь + 
здание аэровокзала можно было раЗглядеть издали, хот ,,~~=ka. Поэтому k < 2. 

·. 
.. . ' . 

,_.,. ., .~.: ' -~ ·. 



1 случай: · k = 2. В этом случае а= Ь =с, и TPIDШta ,;)l . ~ьное, большее чем Р + (k -1) kt. Тогда , числа Nl + р, 
чисел имеет вид: (с, с, с). . Nl+ р + kl, ... , Nl + Р + (k -1) kl составные и образуют 
_ 2 случай: k~= 1, тогда Ь +с= а. По условию а+ с= · 'арифметичес~ую прогрессию. Докажем, что любые два 
= lb, поэтому (Ь +с)+ с= lb, 2с = (l-1} Ь. Так как Ь-;;;,.· числа из э:ои последовательности взаимно просты. Пусть 
:;;г. с, то 2Ь -;;;,. 2с = (l-1) Ь. Отсюда либо l- 1 = 2, либ<;> q - простон делитель пары __таких чисел, тогда q делит 
l-1 = 1. и разн~сть этих чисел, то есть для векоторого j (O<j<k) 

Пусть l ~ 1 = 2. Тогда Ь =с, а= Ь +с= 2с, число 1 ·kl делится на q. Поэтому q ~ k, значит, число 
ка чисел ш1еет вид: (2с, с, с). k! делится на q; тем более, N! делится иаq. Следователь-

Пусть l-1 = 1. Тогда Ь = 2с, а= Ь +с= 3с, и трой- во, р делится на q, что противоречит простоте числа р. 
ка чисел имеет вид: (Зс, 2с, с). · 7. Очевидно, разность прогреесии -, четное число. Да-

4. Пусть вырэ,жевие kk+i + (k + 1)1с делится иа три, лее, если бы разиость прогреесии не делилась на три, то 
Рассмотрим, каков :может быть остаток от деления числа _Jiюбые три последовательные члена прогреесии давали бы 
k иа три. Очевидно, что он не может быть равным иулiо _ разные остатки при делении на три, откуда вытекает, что 
(в этом CJiyчae ваше выражение при делении иа три давало- . один из них делился бы на три, что противоречит уело
бы в остатке единицУ). Пусть k = 3l-1. Тогда kll.+1 + вия:м: задачи. Аналогично показывается, что разиость про-
+ (k + 1)/с = (3l-1)11.+1 + (3l)k = 3m+(-1)k+1 выражение-, греесии де.1ится на пять и на семь, а также на одиннад-
которое, очевидно, не делится на три. цать, если прогреесия не начинается · с одиннадцати. Но 

Остается единствеиная возможность: k=3l+1. Под- в таком случае знаменатель прогреесии не меньше, чем 
стоим k=3l+1 в наше выражение: ~·3·5·7·11=2310, что больше, чем: 1968, следовательно, 

k 
3 

1 21с 3 + 1 + (3 1)/с если такая прогреесия существует, то она обязана начи-
(Зl+ 1)k+1 +(3l+2) = r~-J:- + = "t - · • ваться с 11, а ее разность кратна числу 2·3·5·7=210. 
Отсюда видно, что k- нечетвое чиСJiо, то есть 1-чет- _ То есть d=210 k, где k меньше 10. Нетрудио проверить, 

вое число. Значит, k=6p+1. что при k= 1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9 _найдутся члены, которые 
Обратно, пусть k=6p+1. Тогда лелятся на 13. Их номера будут соответственно 1, 7, 9, 

k"+1 + (k + 1)1с = (6р + 1)11.+1 + (6р + 2)6Р-Н = Зt + 1 + :~с~=~ s17~- А при k=6 четвертый член прогреесии де-
+ (-1)61'+1 · Утверждение задачи дсжазано. Отметим, что если не 

выраЖение, которое, очевидно, делится на три. требовать положительности членов прогрессии, то сущест-
Ответ: k=6p+ 1. вуют две прогрессии, удовлетворяющие условиям задачи. 
5. 1971=27·73. Так как Числа 27 и 73 взаимно просты, Одна из них: -11, 199, 409, 619, 829, 1039, 1459, 1669, 

то делимость числа 50"+ a-23n ва 1971 эквивалентна его· 1879, 2085. Вторая отличается от нее знаком:. · 
делимости ва 27 и на 73. Имеем:50n+а-23" =50n+a(50- 8. Заметим, что если векоторое число в рассматрива-' 
- 27)". · ем:ой последовательности меньше 10 000, то и сумма кубов 
Отсюда, вследствие взаимной простоты чисел 50 и 27, его цифр (т. е. следующее за ним число) также :меньше 
вытекает, что a+1=27l. . 10000 (более точно, оно меньше даже 4·93=2956). Если 

Представив число 5()n +а· 23" в виде же это число больше 10 000, то ·сумма кубов еГо цифр 
+а. 23 n и воспользовавшись иечетиостью числа n, получа-: меньше самого числа. Действительно, пусть k - Число 
ем аналогично: a~1=73k. Следовательно, 73lc+1=27l-1.-. sиаков числа. Тогда само число больше, чем · 1()k-1

, а 
Поэтому 73k+2 делится на 9, а так как 73k=72k+k, то=, су:м:м:а его цифр не больше, чем 93 k. Но при k :;;> 5 вы-
k+2 делится на 9 и k;;;.. 7.Но при k=7 число l являетсЯ · полвено неравенство: 1011.-1>9зk. · 
целым ( l = 19) . . -. Из приведеиного замечания следует, что члены после-

Ответ: а=73·7+1=512. дователыiости либо сразу, либо начиная с векоторого ста-
&. Очевидно, если 1<n~N, то Nl . +п-составное~ иовятся и остаются меньшими 10000. Но тогда среди них 

чи<Що. Пусть р- простое число, .большее найдется по крайней :мере два одинаковых числа. Обозва-

-~~ -~~ 



г. им: их через n171 и nт+l • Отсюда следУет, 
П Пn\+1+1• nm+2 И nm+z+2t •••• nm+i И nm+l+i 1 "' • 

Т о есть последовательность становится пеnиоп:ич·еСJ!Юi 
I\Iы доказали даже более сильное утверждение, 
числа, входящие в период, меньше 10· 000. 

9. Сначала нужно показать, что числа 
можно расположить указанным образом (хотя бы Vl-'o ........ ~, 
способом), а затем заметить, что сумма цифр, стоящих 
одинаковых разрядах наибольшего и наименьшего из 
сел, равна 10. Следовательно, искомое число равно ~ 1 ... 1 

162 раза 

10. Пусть t4 < d,. < ... < dk. Тогда t4 = ; , d,. = d_2:... ,. 
k k-1 

dk =;. Перемножив зти равенства, получим d1 ·d2 • ... ·dk=. 
~ . 

= dl·di· ... ·dk • . 

11. Пусть d1 < d,. < ... < dk- делители числа n. Тогда 
t4 = 1, dk = n. Оценим сумму всех делителей. Во-первых1 
t4 + dk = n + 1 < ~ n, а каждый делитель, 

3 3 ~ : 
от n, меньше, чем 4n. Значит, d1 + dz + ... + dk < 2n+ 

3 3 + (k- 2) 4 п = 4 nk. 

Второе неравенство следует из очевидного 
1 

d1 • d~t-i+1 = n, а по неравенству средних 2 (dt + d~t-i+t) 
:;;;. v di • d~t-i+1 = vn. 
С..1:ожив все такие соотношения, получим t4 + d2 + ... ~ 
+dk:;;;.kyn. · 

12. Представим указанное выражение в виде произве· 
дения k скобок: 

{
1 . 2 ..... 11 } • {(11 + 1) .... · (211)} ..... {(ln + 1) · ... • [(l + 1) nJ}x 

11! • 1 11! • 2 11! (l + 1) , 

{
[(k- 1) 11 + 1) • ... · (kn)} 

Х 1 " ' nl k ' 

Осталось заметить, что каждая c~toбRa 
собой следующее целое число: 

(l11 + 1) · ... · [(l + 1) n) _ (ln + 1) · ... · [(l + 1) n- 1) _ С!'-1 .. . 
nl (l + 1) - (n-1)1 - tn+n-1" 

-54-" 

. ' . ., 

13. Из тождества а.,..- Ь = (Va- уЪ) (Уа+ Vb) еле
. р;ует, что число Va- Vh рационально. Отсюда Уа и 11 Ь 
рационал~ны к~ пол~уr.rма _и полуразность рациональных 

uсел Va-Vb и Va+Vb. . . · 
. 14. Помимо решений традиционными способами эта 

Задача имеет таRже очень изящное геометрическое pe
JПelme. Оно основано на довольно известной <<формуле 

~Пика»: · 
<<Площадь простого многоугольниRа ( ограниченноrо 

' одной самонепересеRающейся кривой) с вершинаА-IИ в 
увлах квадратной сетRИ (клетчатой бумаги) равняется пло-

..щади j + -f -1 клеток, где j- число узлов сетRи внутри 
многоугольника, а r - число узлов сетки на его границе•. 

Сопоставим каждой дроби.=_ тоЧRу плос~tости с Rоорди .. 
у 

ватами (х, у). Рассl.ютрим треугольнИR ОАВ, вершинами 
которого являются. точки О (0, 0), А (р, q) и В(~, у1). Его 

площадь равна ~ (x1q -у 1р). Но, с дру1·ой стороны, в си-

лу песократимости дробей .!!.. и х1 на сторонах ОА и ОВ 
. q У1 · 

треугольника ОАВ нет целочисленных точек. Нет их и В3 
отрезке АВ, таi< как если бы таRая ТОЧI\а С (х, у) нашласJ, 

х :ro ее координ;lта у также была бы меньше q, а дробь У 

была бы меньше, чем х1 
, но больше, чем .!!.. (если дробь ~ co-

Yl . . q У 

~кратшrа, то теми же свойствами обладает ранвал ей несо

Itратпмая дробь). А это противоречит выбору дроби=~. 

Отсюда, по формуле · ПиRа, площадь треугольниRа 
. 1 
, ОАВ равна 2 . Сравнивая полученные значенил площади 

треугольника ОАВ, можем записать равенство: ~q -у1р=1. 
Аналогично, рассматривал треугольник OAD, где D

~оЧRа с координатами (х2,у2), получим равенство x2q -у2р = 
==-1. 

Сложив полученные равенства и произведя с суммой 
преобразования, получим 

xl +Ха р 

V1 +Уа= q' 

j. 
' 
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15. Предnоложим противное и разложим тогда наждый 
из них в сумму двух многочлщюв 

Р1 (х) = Q1 (х} + R 1 (х} и Р2 (х} = Q2 (х} + R2 (х} 
так что все ноэффициевты :многочленов Q 1 (х} и Qz (х) д~ ,. 
лят~я на · 5, а· ни одИн из коэффициентов многочленов Ri ·"'}'" 
и R

2 
(х) на 5 не делится. Тогда 
(Р1 (х) -:-Q1 (х)) (Р2 (х) -Q2 (x)) = R1 (х) · R 2 (х), 

но у :многочлена слева, нан петрудно видеть, все коэф.: 
фициепты делятся на 5, а у :многочлена сnрава старший 
ноэффициент на 5 не делится. v . . 

{6. Предположим противное. Тогда наидутся хотя бьt 
два различных натуральных числа k и l, таких, что коэФ
фициенты при х" и xl многочлена (х + a)n (Ьх +с) равны 
нулю. Запишем это: 

с. an-k . с~+ Ьan...:.k+1 • с~-1 =о, 

с . an-1 . с~ + ьаn-1+1 . с~-1 = о. ' 
Поскольну а =1= О, то nосле упрощений nолучаем 

валентную систему равенств · 
c(n-k + 1.) + abk =О, 
с (n -l + 1} + аЫ = О. 

Отсюда поЛучаем, что с=О и аЬ=О, что противоре-
чит условию задачи. }n 

Замечание. Верен более общий факт: :многочлен (х +а Х 
х р (х), где а =1= О, Р (х} ф О, содержит не менее n + 1 члена, . 
однано известное авrорам доказательство этого факта опи-
рается на nонятие производной. . 

17. Лемма. Пусть числа z1 , ... ,zn лежат по однУ сторо
ну от векоторой nрямой, проходящей через начало НООР) 
динат. Тогда . 
' 1 1 о 

Z + +z _j_Ои-+ ... +-=1= • 
1 • " n 'Т" ZJ . zn 

Решение задачи. 
Пусть z1, z2, ••• , z1 - нор:Ни :многочлена 

Р 7 (z) = z7 + a8z
8 + аъz& + a4z4 + a3z

3 + azz11 + a1z + а01 
удовлетворяющего условиям ;шдачи (каждый ·нратный кО.. 
рень взят здесь соответствующее число раз). Очевидно, что 
ао = - z1 • ... • z7 =1= О. Из условий задачи вытенает, что все 
числа zizf (1 < i, j < 7) находятся внутри неноторого угла 

~ = 2 · ~ , а все числа zizi z,. (1 < i, j, k < 7} -внутри 

векоторого угла у = 3 · ~ с вершинами в начале коорди

нат. Следовательно, 

а5 = z1z2 + Z1Z8 + ... + z1z7 + ... + z8z7 =f= 0, 
а .. 1 = - (z1z2z8 + z1z2z4 + ... + Z~;z8z7) =f= 0. 

По лемме отсюда вытекает, что 

Ьа = _1_ + _1_ + ... + _1_ =1= О, bz = _1_ + ... + 
Z1ZzZз z1z2z4 z6zdz7 z1z1 

' 1 1 ' 1 ' 
т -z·z +-zz + ... + --=1=0. 

1 1 2 з z~z7 

Д\\лее, nрименяя лемму, nолучаем, что а8 =-(z1 + z,+ 
1 1 1 . + ... + z7} =1= О и Ь1 =-+-+ ... +- =1= О. Оrеюда z1 · z~ z7 . · .. 

fls = z1 • z2 • ••• • z7 • Ь8 =1= О 
а2 = - z1 • z2 • • • • • z1 • Ь2 =f= 0 

.al = Z1 • Zz • ••• • z7 • Ь1 =f= 0. 

Предложение доназано. 
Замечание. Утверждение задачи оназывается верНЪiи 

танже и при более слабом условии - норни многочлена 
лежат в одной полуплосности, но доназательство этого 

Доказательство. фанта уже не элементарно. . 
Первое утвер~дение леммы становится очевидным, · 18. Перепишем ураВнение в следующем виде: 

если . использовать представление номпленсНЬIХ чисел каи Х2 + у2 + 1 = 4 (5х2 -16у2 - 491). Заметим, что нвад-
венторов на плоскости. Второе утверждение сводится !1 рат целого числа при делении на 4 :может иметь в остатке 
первому, если учесть, ч1;о наnравления венторов комnлен- лишь О или 1, nоэтому х2 + у2 + 1 не делится на 4, а пра-
сного числа и ему обратного числа симметричны относи- · вая часть уравнения кратна четырем. Следовательно, урав
тельно вещественной оси и поэтому числа, о~ратные д~н- · . нение не имеет решений в целых числах. 
ным, будут лежать по одну сторону от !-lрямои,v сим:метрич- . · 19. Числа х и у, очевидно, одинановой четности. Во-
ной данной относительно вещественнов дрямои. лее того, в«nедствие · равенства х3+уз=4·493 · числа х и 

~w- -и-

!: 
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У. оба нечетные. Поэтому в разложении х3 +у3= (х+у)Х · 
Х {х2-ху+у2} во второй скобке стоит нечетвое число. 
Кроме того, число х2-ху+у2 положительно. Значит, име
ет место одно из двух соотношений: х+у=4, х+у=1972. 

В первом слуЧае 493=х2+у2-ху= (х+у) 2-3ху====· 
=16-Зху. Поэтому ху=-159. Разлагая это число в про
изведение двух целых множителей, видим, что сумма 

этих множителей не равна 4. . 
Во втором случае из очевидного неравеиства х2 + у~ -

- ху > 1 ху 1 следует, ·1то 1 ху 1 < 1. Отсюда х + у не мо-
жет равняться 1972. · 

20. Перепишем уравнение следующим образом: 
(х+ 1) (х-1) =2у2• По условию х- простое число. Отсю
да х+ 1 и х~1- четные числа. Значит, у делится на 2, 
поэтому у= 2, х = 3. 

21. Избавляясь от знаменателя дроби, получаем 
1970х+ 1970у=ху, или (х-1970) (у-1970) = 19702. Но 
19702 = 22 ·52 • '1972, причем 197 - простое число. 

Отсюда следует, что число х:._1970 может содержать 
множитель 2 в одной из трех степепей: нулевой, Первой 
и второй. Аналогично с множителями 5 и 197. Таким об
разом, мы получаем 3 · 3 · 3 = 27 различных натуральных 
значений для числа х-1970, то есть 54 раЗлИЧных целых 
вначепия этого числа. Все соответ.етвующие значения х, 
кроме х =О, удовлетворяют, очевидно, исходно~1у урав-

' 9702 
нению (при этом у= х ~ i 970 + 1 970). 

Окончательно получаем 53 решения. 

22. Введюf обозначение k = (VxJ, тогда х = k2 + n. 
Заметим, что х < (k + 1)2, так как в противном случае 

CVxJ > k + 1. Таким образо111, х = k 2 + n < (k + 1)2, отку
п-1 

да k>-2-. 

Минимальным натуральным числом k, удовлетворяющим 

этому условию, является kшtn = l n -;-
1 J + 1, поэтому Xmtn = 

= ( [ n 2 1 J + 1) 2 + n .. 

23. ух+ VY = 14 V10, или-.Гi +-.!У= 14. r т r и . 
-58 ...... 

' • ' \ 

Отсюда легк~ получить, что -. П и -. П - рацuопа-r 10 r 10 

львые числа (см. задачу 13). Лег~о видеть, что еслиV ': 

есть рациональное число, а натуральные числа т и n вза

имно просты, то т= k2 , n = l2• Поэтому числа х и у де
лятся на 10: х = 10z, у = 10t. 

Перепишем уравнение: Vz + Vt 14. 
Отсюда видно, что уравнение имеет 15 решений. 
24. Рассмотрим два многочлена: 

Р1 (t) = (t -а) (t- Ь) (t- с) и Р 2 (t) = (t- х) (t- у) (t
- z). Так как аЬс = xyz и а+ Ь +с= х +у+ z, то P 1(t)-
-P2(t) = kt. 
Покажем, что k=O. Действительно, P 1 (a)-P2 (a)=ka, 
но Р1 (а) =О, а-х> О, а-у> О, a-z >О. 
Поэтому Р2 (а) >О и ka <О. 
Авалогично доказывается, что kc >О. Значит, . k =О и 
P1 (t) = P2 (t). А поскольку числа а, Ь и с являются кор
нями многочлена Р1 (t), а числа х, у и z- корни много
члена Р2 (t), то числа а, Ь и с равны в векотором порядке 

, числам х, у и z. 
Утверждение задачи доказано. 
25. Возведем первое уравнение в куб и вычтем второе: 

(х +у+ z)8 -z3- y3-z8 = 24. 

Разложим левую ча-сть на :множители: 

~+Y+~-z3-y3-~=3~+~~+~~+~ 

""' Поэтому (х + у) (х + z) (у + z) = 8. Но х + у = 3 - z. Сле
. довательно, число 3 - z является делителем восьми. 
Перебирая возможные значения, получаем четыре ре
шения: (1,1,1), (-5,4,4), (4,-5,4) и (4,4,-5). 

26. Приводя левую часть равенства к общему знаме
нателю и разлагая полученвый числитель на множители, 

. получаем: .. 
(Ь- с) (а -с) (а - Ь) (а -1- Ь + с)1 = О. 

(Ь +с) (а +с)( а + Ь) · 

Отсюда и следует утверждение задачи. 
27. Заметим, что при всяком n рассматриваемое уравне

ние- квадратное, следовательно, имеет не более двух кор
ней, Покажем, что при любом n оно имеет одни и те же 
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корни. При k = 1 уравнение 1 + ~ =х имеет корни: х1.2= 
= ~ (1 ± V5). Пусть при k = n-1 корни уравнения те 

же. Тогда в равенстве 1 + .!. = х . мы можем число в зна-. . z . 

менателе заменить выражением, содержащим n - 1 знак 
дроби, следовательно, при k = n уравнение имеет . те же 
корни. 

28. Докажем сначала, что 1 cos z- cos t 1 < 1 z- t 1. при
чем знак равенства имеет место. лишь при z = t. Из рис. 32 
очевидно, что 1 cos z - cos t 1 = 1 АВ 1. а 1 z - t 1 равняется 
длине дуги CD. Отсюда следует наше утверждение. 

Вычтя из первого уравнения второе, получим cos Xt __:.. 
- cos ~ = х3 - х8 • Отсюда, воспользовавшись только что 
доказанным утверждением, получим 1 х1 - ~ 1 > 1~- Хзl· 
Аналогично выписываем 1 ~-Ха 1 > 1 ж,- х.~ 1 > ··· > 1 Xn-t -

-Хп 1 > lxn-xll > lx~-~1· 
Последнее неравенство получается из рассмотрения раз
ности последнего и первого уравнений. Значит, всюду 
должны стоять знаки равенства. Но по ранее доказанно
иу это может быть лишь при Xt=X2= ... = Х11 • 

Осталось заметить, что уравнение cos х=х имеет един
ственное решение. Отсюда и система уравнений имеет 
единсtвенное решение. 

· 29. Домножив и раздешm левУю часть уравнения на 
40° . 

sin 2 = sin 20°, приведем уравнение к виду: 

Имеем: 

.!. [sln (п+ ~). 40° ] 
2 sln 20о -1 = cos 20о, 

sin (п + ~ ) ~ 40° = sin 20° + sin 40°~ 

sin ( n + ~) · 40° = 2 sin 306 ·cos10°, ... " 

sin ( n + ~ ) · 40° = sin 80°, 

. n · 40°-60° n · 40°+100° · 
s~n 2 · cos . 2 = О. 

-60-

---···.· .. .... -. . ·-- -····--------~~------

' ~ . 

Отсюда либо n · 40° - 60° = 360° k, JIИбо 80° -:::-_ n . 4Q0 =::;:s 
. = 360° l (k и l _.:. целые числа). · 

. Пусть n · 40°-60° = 360° k. Тогда 2n = 3 (6k + 1), что 
невозможно. EcJIИ '80°- n · 40° = 360°l, то 2 - n = 9l. 

Ответ: n = 2 + 9l, где l >О. 
Другой вариант решения может бытЬ основан на сле

дУЮщем факте: сумма любых девяти последовательНЪIХ 
слагаемых в левой части уравнения равна нулю. · Отсюда 
достаточно проверить выполнение равенства для t<n <9, 
чт.о, как и само доказательство указанного факта, удобнее 
всего провести на тригонометрическом круге. 

30. Имеем: а~= а..-1 • а..-э = an-2 ~ а..-э • lln--4 = an-i Х 
Х йn-5 = an-7· Поэтому йt964 = а28о-7+4 = а4 = t. 

31. Докажем, что Х11 ::> ~ : ОЧевидно, все числа Х11 по
... ложительны. Имеем: 

z4 + 9 z3 3 3 . 3 
Х • = n-t = __.!!.=:! + __ + __ . + __ > 

n 10zn-t tO ·10zn_1 10xn_1 10xn_1 
. . • з . . 

4v zn-1 3 · 3 3 2 ~/- 4 > --·--·--·-· -=-у27>-
. 10 10zn-i 10zn-1 10zn-t ~ · · · 5 ' 

· Здесь мы воспольвовались тем, ~то ср~д~ее 'арифме~и
ческое нескольких чисел больше их среднего геометри-
Ческого. · ' 

5 
· Докажем, что Х11 < 4 . 

. 5 
Сначала заметим, что ~ = 4 . Далее исследуем, в ка-

- . z~+9 4 10 2 КИХ СЛJ1!3НХ Xn+1 ~ Х117 Т. е. Х11 >-то:;- 1 ИЛИ Xn- Xn + 
n 

+ 9 <О. Это соотношение справедJIИво тогда, когда 1 < 
2 9 1 . 5 5Е . < xn. < . Отсюда, если < Х11 < 4 , то и Xn-+1 < 4 . CJIИ 

. 9 +z~ 10 5 
же х11 <1, то Х11 =~<~<4 • 

n n 

32. По условию 2n2 - т" - целое положител-ьное чис

ло. Следовательно, 2n2 - т1 > 1, или (n V2 +т) (n V2-
-т)> 1. ТаК как т<nV2, то т+nV.2<2nY2. 

--6t ...... 
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Отсюда следует' что n 112-т > r 
1 > __ 1 _____ _ 

n }1 2 +т 2n ~ · 2 

делив обе части этого :неравенства на n, получим: 
т 1 . - n > 2 . ' что и требовалось ДОJ<:азать. 

у' 2 n~ 

33. Очевидно, можно считать а > Ь >с. 
Предположим, что доказываемсе неравенство не име!J'l! _ 

места, то есть а- Ь>~ Va~ + Ь2 + с2 и Ь-с> 
J' 2 

> .. /2 V а2 + Ь2 +с2. 
Сложив нераве:нства, получим а- с> V2. Va2 + ьz +с2. 

Отсюда (а- Ь)2 + (Ь- с)2 +(с- а)?.> 3 (а2 + ьz + с2). 
Заметим, что (а- b)Z + (Ь ·- с)2 +(с- а)2 = 3 (а2 + Ь2+ 

+ с2)- (а+ Ь + с)2 • 
Тогда получим: 3 (а2 + Ь2 + с2) < 3 (а2 + ьз + с~) - (а + Ь + 
+ с)2 <:. 3 (а2 + ьz + с2). . 

Цротиворечие. 
34. Разделим обе части неравенства на an. Получим 

неравенство, эквивалентное данному, поскольку а>О л, 
следовательно, an>O. Сгруппировав члены, придем к сле
дующему неравенству: 

n ( an + Т J > ( an-t + а:_1 ) .+ ( а"-2 + а:_2) + ... + 

+ (а+ _ ~) + (1 + ·1). 

Докажем, что an + ~ > an-k + 1
_11. , если 

а an 

и а> О. Преобразуем это неравенство к виду: 

a2n + 1 a2(n-k) + 1 
n-h >0. 
а 

Преобразуем левую часть неравенства: 

(a2n + 1) _ (a2n-k + at) _ a2n __ a2n-1t _ at + 1 
an = 

-62-.·· 

'· ... 

·, У полученной дроби знаменателЬ положителен· при 
а.> 1 оба сомножителя числителя положительны по~колъ
~у 2n>k>O; итак, при а>1 дробь положите~ьна. При 
а<1 оба сомножителя числителя отрицательны, следова
тельно, числитель положителен и вся дробь положитель
на. При а= 1 наше перавенство превращается в тождест
во: 2n-1=2n-1. 

Таким образом, справедливость данного неравенства 
доказана. 

35. Выберем из чисел 2а~, 22а~, ... , 2па~ наибольшее· . 
Пусть это будет 25а~, тогда 2saz > 2та~, где т= 1, 2, ... ,n. 

t в-т 

Отсюда а т <: (2•-m а~) "i = 2 -~~- а, и сумма а1 + ~ + 
s-1 s-2 в-n 

+ ... + an не иревосходит 2k as + 2k as + ... + 2k as = 
s . t 2 n 

. = а5 • 2ii' (2- ii' + 2 k + ... + 2k). 
i'· 
В скобках стоит сумма неекольких членов убывающей · re-

1 

ометричесi<ой прогреесии со знаменателем 2-;;-, причем 0< 
t 

< 2-ii' < 1. Следовательно, сумма этой прогреесии меньше, 
j 

211 1 
1 --:-~~.----· 

-- 112-1 
1-2 11 

. а }'2s (}' 2 -1) 
Итак, слева стоит число, меньшее, чем ~ h = 

в 

= йs • 2ii'. 

<112 -1) 

а справа число, не меньшее, чем ~~2Sil = 
V а.в 

Неравенство доказано. 
36. Пусть в треугольнике АВС точка D - середина 

· стороны АС, точка Е- середина стороны ВС, F ~точка 
nересечения прямой DE с прямой 1, на :которой лежит бис
сектриса угла А. Так как LAFD=LFAB=LFAC, то 

· ·rреугольник AD F - равнобедренный (1 F D 1 = 1 AD \). 
Построение. Проведем прямую через точки D и Е и 

отметим. точку пересечения ее с биссектрисой. Проведем 
окружность с центром в точке Е радиуса IEF 1. Эта окруж-

~63-
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иость пересечет даннУJ(f прямую в точнах F и В. Точна 
В найдена. Проведем прямую ЕВ и от точ:ки Е отложии 
иа ней отрезок \ЕС\ = jEВI . Найдена точ~а С. Прямц 
ABI\DE, так как DE - средняя линия. Проведем через 
точку В прямую, параллельную DE, а также прямую DC .. 
Точка пересечениЯ этих прямых будет точкой А. 

37. Пусть точка Р- искомая. Рассмотрим треуголь· 
ник, образованный следующими прямыми: перпендикуля· 
рои к АВ в точке А, перпендикуляром к ВС в точке В, 
перпендикуляром к СА в точке С. Очевидно, что рассто
яния точ:ки Р до сторон полученного треугольника равны, 
т. е. точка Р является в нем центром вписанного круга. 
Отсюда следует требуемое построение. . 

38. Пусть точка А лежит на стороне CD квадрата CDEF. 
Очевидно, расс'Iояние от точки А до одной из вершин Е 
или F не меньше / АВ 1· Будем считать, что \ АЕ 1 ~\АВ 1· 
Имеем: 

\AF\~ \CD\, \AF\+/ACI+\AD\=IAF\+\CD\> 

~21 CD\ . 2 1C~I = V2 · \АВ\. 
. }/ 2 

. Следовательно, 1 АС 1 + 1 AD 1 + \ АЕ 1 + \ AF \ ~ 
> (1 + -у2) 1 АВ\. -

Отсюда вытекает, что искомыи будет квадрат, для ко
тоiюrQ отрезок АВ является диагональю, поскольку лишь 
для него это перавеяство переходит в равенство. 

· 39·; 3аиетим, что сумиа радиусов не меньше полусуи
мы длИн сторон АВ и ВС и равна ей тогда, lФrда точка 
М - основание высоты треугольника АВС, опущенной из 
точкй в. 

· 40. Решение задачи вытекает из следующего неравен-
ства: 

аА + ЬВ + сС ~ ~ (а+ Ь +с) (А+ В+ С)~ 

если а~ Ь ~с, а А~ В ">С. 
Докажем его: 3 (аА+ЬВ+сС)- (а+Ь +с) (А+В+С) = 

= (А -В) (а - Ь) + (А -С) (а -с) + (В ....:. С) (Ь- с) >О. 
Неравенство доказано. Отсюда: поскоJIЬку а + ~ + с = 1, 

. n: 
А +В + С = л:, то аА + ЬВ + сС ~ 3 . Равенство дости· ·' 

rается лишь для равностороннего треугольника. 
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_ 41. · Обозначим расстояние между точками А И В 'че-
рез а; а между точками С и D. через Ь. Соединим точкv · 

:М отрезками с точками Е и F - серединами отрезков ·АВ 
. в CD (рис. 33). Тогда; по теореме о длине медианы тре-
'уrольника, можно записать: . 

jEMI2 = { (2\AMI3 + 2\BMI3 -IAs12), . 
t 

IFM 12 = 4 Х (2/ Ci~-112 + 21 DMI'-\CD 12), 

Отсюда 1 ЕМ 12 - \ F М 12 = ·1 ( Ь2 - а2). Разберем три слу-
чая. , · 

1. Точки Е и F различны. Тогда искомое множество 
.,-есть перпендикуляр к отрезку EF. 

2. Точки Е и F совпадают, а а=t=Ь. Из полученного 
• соотношения следует, что искомое множество цусто . 
. ' 3. Точки Е и F совпадают, а а=Ь. Тогда любая точтщ 
плоскости принадлежит искомому множеству. 

42. Для треугольника АВМ возможны три варианта 
.. его равнобедренности: . · 

1) \АВ\= \AMI, 2) \АВ\= \ВМ\ и 3) IAMI = IBM\. 
Рассмотрим три множества точек, соответствующих 

этим вариантам. Точки М в первом случае располагают
ся по окружности радиуса 1 АВ 1 с центром в точке А, во 

. втором случае - по окружности того же радиуса, но с 

центром в точке В, в третьем случае- по прямой, прове
деиной через середину стороны АВ перпендикулярно ей. 
Аналогично получаем длЯ треугольника АСМ, что он бу
JJ;ет равнобедренным, если · точка М лежит либо на одной 
из онружвостей радиуса 1 АС 1 (заметим, что 1 АС 1 = 1 АВ\) 

N 
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с центром в точке А или С, либо на перпевдикуляре к 
редине -стороны АС. . . . 

Рассмотрим совокупность всех точек, 
щих одновременно обоим множествам. Это будет 
вость О радиуса 1 АВ 1 с центром в точке А и еще .. . 
точек: М1 , М2, М3, М4, Ms, и Мбu (рис. 34). u ·•• . 
что если точка М совпадет с точкои В или с точкои С, то " 
один из треугольников АВМ или АСМ будет вырождев
вым. Вырождение одного из указанных треугольников 
дет также еще в двух случаях: 1) если точка М "v••и"~'>'"
ет с точкой С 1 лежащей на пересечении окружности О 
продолжением 'ст!>ровы АВ, и 2) если М совпадает с точ= 
кой В1, лежащей на пересечении окружиости О с продол . 
жевием стороны АС. 

Окончательно получаем в качестве искомого 
ва точек окружиость О с выколотыми точками В, С, В1 
и С 1 и еще четыре точки: М1, М2, Мз и М4. _ 

43. Проведем окружность с центром в точке А ради : 
уса 3 км и отметим на дороге точки В и С на расстоянии . 
6 км от А . Из точ1m В проведем к этой окружвос~и :ка: ,, 
сательные, обозначив точ:ки :касания через В1 и В2, про
ведем также касательные из точ:ки С с точ:ками :касания 
с1 и С2. Фигура, ограниченная :кривой · вв.с.сс2В2В." 
(рис. 35) , и будет искомым множеством точек. 

Чтобы до:казать это, требуется показатuь, что ':л::~ 
может за 1 ч попасть в любую точку этои фигур 
:может за это время попасть ни в какую точку вне фигу-, 
ры Начнем со второго утверждения. Пусть человек в по-: 
сл~двий раз был на дороге в :момент времени to, тогда_ 
'!'очка М, в :которой ов в этот :мом е вт находился, Р::л.А-. 
жена на расстоянии, ве большем, чем 6to км от т • 
посi<ольку двигаться со скоростью, большей 6 км/ч, он 
не может. Далее он, по предположению, идет полем, 
поскольку его скорость ве более 3 км/ч, то он 

с 

8 

35 
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' _ся внутри круга радиуса R= н---·lо~3 'КМ с центром ·В точ
'",:;;J(е М. Ос~алось показать, что этот круг _леЖит внутри · по
строенвои фигуры. Расстояние от А до М обозначим 

·~ через 1. Проведем окружность с центром в точке М, каса
i хощуюся отрезков ВВ1 и BBz в точках М1 и М2• Легко ви-
- J деть, что ова лежит внутри вашей фигуры. Ее радиус на

.. ходится из подобия треугольников АВ1В и ММ1В 
(IAB! :1 АВ1 1 =IMBI:IMM1\), 

где \АВ\= 6 :км, \АВ1 \ = 3 км, /МВ\= (6-l) км, 
1 

следовательно, 1 М М 1 \ = 2 (6 - l) км. 

J Но, как мы указывали выше, l ~ 6t0, поэтому 

1 1 
ММ1 \ = 2 (6 -l) > 2 (6- 6t0) = 3 (1 - t0) = R. 

Отсюда непосредственно следует, что человек ваходит
:.ся внутри круга радиуса \М М 11 , то есть внутри указан
!S'вой выше фиrуры. 

Осталось показать, что человек может за 1 ч попасть 
в любую точку указаввой фигуры. Пусть N- произволь
пая таi<ая точка ; проведем через N перпевдикуляр к бли

~.>.каiilПiе,му из отрезков вв., вв2, се., сс2 (в вашем слу
чае, см. риr.. 35, к BBJ. Пусть М- точка пересечения 

· ртого перпевдикуляра с дорогой. Тогда, если \ АМ\ = l, то 
. l 

АМ может быть пройден за6 ч,дливаотрезкаМN 

•. пе больше расстояния от М до соответствующего отрезка; 
"" 1 . • это расстояние равно (по предыдущему) 2 (6 -l) км, то 

ертъ отрезок MN может бытr. пройден (со скоростью 3 км/ч) 
·'' 1· 
.за время, не большее 6 (6 - /) ч. Итак, общее время чело-

l 1 
А до N не больше, чем 6 + 6 Х 

- >< (6 -l) ч, то есть 1 ч. 
44. Заметим сначала, что траектория шара, пущенво-

го из произвольвой точки М биллиарда параллельво од
из его диагоналей, является прямоугольником 

со сторонами, параллельвыми диагоналям квад

и периметром, равным сумме длив этих диагоналей 
36).. . . . 
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Заметим, что при столкновении Двух шариков, пущен~ 
иы:х: с . равными скоростями, :может быть всего два . слу
чая: первый - в :момент столкновения скорости против~ 
положвы по направлению, второй - в :момент столкнове
ния скорости перпевди:кулярвы. 

В первом случае траектория второго шарика, :как лег
ко видеть, должна совпадать с траекторией первого, и 
соответствующей частью :множества будет отрезок В2Вз. 

Посмотрим, что происходит _ во втором случае . . 
Здесь очень удобно рассмотреть серию зеркальных от

ражений биллиарда, · изображеввую ва рис. - 36. Квадрат 
А1А2А3А4 - данвый биллиард, :квадраты A~A2AsA~ и А~' А~ · 
AsA4 получены из него зер:кальиыи отражением от прямых · 
А2А8 и А8А4 соответственНо. Квадрат А~"А~А8А~ :может быть 
получен зер:кальвым отражением :как нвадрата А~А2А3А~ от.:; 
восительио прямой А8А~, так и квадрата А;'А~А8А4 относи
'fелъво прямой АзА'. Такое замощение плосности последо-- 2 
вательцыии зеркальвыМи отражениями данного квадрата 
можно продолжать неогравиченво, но вам в освовном бу- · 
дет достаточно лишь четырех вышеописанных квадратов. 

Теперь :можно считать, что первый шарик движется 
не по прямоугольнику ВIВ2ВзВ4, а по лучу мв(. Возъ:ме:м 
точку N па этом луче и посмотрим, из каких точек плос
кости может попасть в эту точку второй шарик одновре
менно с первым, если его траектория перпенди:кулярна 

лучу МВ1, а скорости обоих шариков равны. 
Из рисунка легко увидеть, что таких точек только две: 

К и Q, причем точка К лежит на прямой К1К2, проходя-
А', А;' 

A',.~---f--F-----F 

A,~-~~:---At~------:-_ А~;;-

36 
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_ · щей через точку М параллелъво сторонам А 1А4 и А А • Q ~ Q Q . 2 з, а точка лежит на прямои 1 }• также проходящей че-
рез точку М параллелъно · второи паре сторои :квадрата. 

Этим точкам соответствуют точки внутри :квадрата 
А1А2АзА4, лежащие .ва отрезках К 1К2 и Q1Q2• 

Из того же рисунка непосредственно видно, что и, на- . 
оборот, шарик, выпущенный из любой точки отрезков 
К1К2 и QJQ2 со скоростью, равной (по величине и на
правлению) скорости первого шарика, столкнется с ним. 

45. а) Заметим, что если в четырехугольнике соеди
нить последовательно середивы сторон, то образуется па
раллелограм:м. Для доказательства этого известного факта 
достаточно провести одну из диагоналей четырехугольни
ка: в образовавшихся треугольниках два отрезка, соеди
няющих середивы сторон, являются средиими щшия:ми, 
а следовательно, они параллельвы проведеиной диагона
ли и равнЫ ее половине. 

Из сделавцого замечания следу:ет, что середива чет
ве~_той стороны - точка М - является четвертой верши
пои параллелогра:мма, тремя другими вершивами :которо
го являются точки К, L и N. 
- Отсюда :множество, в :которое :може-т попасть точка М, 
~остоит из трех точе:к:Мt, М2, М3 - вершин треугольника, 

,средними линиями :которого являются стороны треуголъ
ви:ка KLN (рис. 37). 

-< б) Рассмотрим один из параллелогра:м:мов, например, 
KLM1N. Где :могут находиться вершины выпуклого четы
рехугольника, если середины сторон находятся в точках 
К, UL, Mt и N? Напомним, что многоугольник - выпук
лыи, есл~ оп лежит по одну сторону от :каждой прямой, 
являющеися продолжением его стороны. Поэтому верши
ны четырехугольника могут лежать только в полуполосах 
:между продолжениями противоположных сторов шiрал· 

-лелогра:мма. Пользуясь тем, что две соседние вершины 
четырехугольника симметричны относительно вершивы 
параллелогра:м:ма, находим :множество точек, в 1юторых 
:могут оказаться вершивы четырехугольника,- оно состо
ит из четырех параллелограм:мов, получающихся из 

, . К LMlN параллельны:м лереносом и имеющих с ним об
щую сторону (рис. 38) ; нужно еще убедиться, что любая 
точка этого ":креста>> может служить вершиной четырех

. угольника. 
Если рассмотреть теперь еще две точки: М2 и 1113, в 

которых может оказаться середива четвертой стороны 

.,... 69---

,! 1 



зв., 

39 

А А 

.А 

в 8 

40 

и взять объединение трех «крестов•, со
точкам М1 , М2 и Мз, то окончательно -по

.JIУЧИТСЯ множество, выделенное штриховкой на рис. 39; 
оио состоит из ·15 треугольников, конгруэнтных треуrолъ
иВ:ку LKN. 

46. Нетрудно заметить, что существуют три различ
J[ЬIХ типа прокладки водопровода, :которые имеет смысл 

рассмотреть: 

.. 1) Ив А и В независимые подводки :к :каналу. 
' 2) Из А в В (или из В в А) и далее к каналу. 
· 3) Из А и В в некоторую точку М и далее :к :каналу 

{см. рис. 40) . . 
· Если в двух первых случаях кратчайmие пути нахо
дятся с очевидностью (в первом случае по перпенди:ку-
щам к каналу, во втором- соединение А с В, а затем 
ближайшей из них к каналу- с ним), то в третьем слу
чае отыскание точки М достаточно сложно. 
, Для определенности будем везде далее считать, что 
точка А находится дальmе от :канала, чем В. Пусть точка 
М- искомая. Повернем треугольник АВМ на 60° (рис. 
41). вокруг точ:ки А. Точ:ка В перейдет при этом в точ:ку 

' 81, а точ:ка М- в точ:ку М1. Рассмотрим ломаную 
81MtMN, ее длина vавна сумме длин отрез:ков водопро

. вода: \ В1М1 1 = 1 ВМ 1. 1 ММ1 1 = 1 АМ 1, так как треуголъ
JПП( АМ М 1 равносторонний. Длина этой ломаной не мень
ше расстояния точки В 1 до берега канала и равна ему 
пиmъ тогда , когда отрезок М М 1 вертикален. В этом слу
чае углы AMN, АМВ и BMN равны по 120°, так ка:к тре
fl'ОЛьник АММ1 равносторонний, а угол АМВ равен углу 

. АМ1В1. Эти рассуждения справедливы до тех пор, пока 
уrол прямой АВ с направлением канала не иревосходит 
30°. Если же он более 30°, то роль точки М станет . вы
полнять точка В, т. е. третий случай переходит во второй. 
Это также указывает на то, что при наклоне прямой АВ 
к.,. направлению канала под углом, меньmим 30°, третий 
случай выгоднее второго. Определим теперь линию, раз
деляющую первый и второй варианты. Довольно ясно, что 
это будет окружность с центром в точке А и радиусом, 
равным расстоЯнию точ:ки А до канала. Действительно, 
внутри этой окружности расстояние от А до В меньmе 
расстояния точ:ки А до канала, а вне - больmе. 

Осталось определить линии, разделяюЩие первый и тре
. !ИЙ случаи. Рассмотрим одну из точе:к пересечения уже 
~ССМОТреННЫХ ЛИНИЙ разделения, обозначим . ее через С. 
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Восставим в этой точ~tе перпендИкуляр к АС. Возьм:ем точ~ 
к у В па этом перпепдикуляре выше прямой АС. Опустим 
из точки В перпепдИкуляр па направление капала· и оrме- 
тим точку К его пересечения с прямой АС. Выберем па 
прямой АС точку !v/, соответствующую третьему слу'Шю 
соединения точек А и В с к·аналом. Тоrда треуголыriщ " 
МВК, очевидно, равносторонний. Рассмотрим па прямой BR 
точку S, такую, что прямая MS параллельва паправле-- . 
пию капала. Подсчитаем ·rеперь разницу длив при со
единениях первым и третьим способами. В первом случае 
общая длина равна 1 АР 1 + 1 QB 1· Во втором\ АМ 1+1-ВМ 1 + 
+ \MRI. Но \АМ\ = IAP\-IMC \; \МВ\= 2\ BS 1; 
IMR\ =IBQ\-\BS\. Отсюда \АМ\ + \BM\+\MRI= 
=IAP\~\MC\ +2\BSI+IBQI-\BSI=\AP\+ \QB + . + ( 1 BS\-1 МС 1)· Но 1 BS 1 = 1 МС \, следовательно, соеди- ~ 
пения первым и третьим способами дают здесь одинаковую 
длину. Из сказанного следует, что линия, разделяющая 
первый и третий случаи, - прямая, проходящая через точ
ку С перпепдикулярпо прямой АС. Окончательвое распре
деление изображено па рис. 42. 

47. Рассмотрим для начала случай, когда 1 АК 1 >-1 КВ 1:' 
Продолжим отрезок АК до точки С тю<, что 1 КС J -

=\КВ\. тогда L. КСВ = L. КВС и L. ARB = L. КСВ + 
+L.KBC как внешний угол треугольника, поэтому L.KCB= 

1 = 
2 

L. АКВ. Обоэвачая D - середиву отрезка АВ, имеем 

L. AMD = L.ACB, так как М -середина АС. 
1 Следовательно, L. АМD = 2 L. АКВ. Для всех точек К, 

лежащих по одну сторону от АВ, угол АКВ один и тот 
же как вписанный, опирающийся па постоянную дуrу. 
vAEB. Следовательно, угол АИD тоже постоянен и точ
ка М лежит па дуге окружности, в которой AD стягива
ет дугу, равную половиве дУги АЕВ. Обратными раесу
ждениями получается, что каждой точке М па дуге ука
завной окруЖности, заключенпой между точками Р и D 
_(Р- середива дуги АКВ первопачальпой окружности), 
соответствует точка К па первопачальной окружности та
кая, что М- середина ломапой АКВ, причем точка · К 
удовлетворяет условиям случ~J.Я. Случай 1 АК 1< 1 КВ 1 (К 
лежит на v АР~) рассматривается авалогично и приво
дит к дуге, симметричной построевпой · относительно пря
мой PD. Случай; когда К лежит по другую сторону АВ,. 
рассматривается аналогично. · · · -
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В результате получаем изображенную на рис. 43 кри
-· вую. (Отметим, что олимпиада проходила 8 марта. Эта за
дача бЫJiа подарком Жюри для девушек.) 

': 48. Покажем, что искомая точка не зависит от точки 
начала отсчета. Пусть А и В - точки, соответствующие 
цальме и камню, М- одна точка начала, М1 - первая от
метка, М2- вторая отметка, N- другая точка начала N 
и N 2 - соответствующие ей отметки. ' 

1 

Соединим отрезками точки М и N М 1 и N М 
N2 (рис. 44). Заметим, что треугольник AM1N1 мож~т б~т~ 
получе~ из треугольника АМ N поворотом на 90° против 
часовои стрелки вокруг точки А, а треугольник BM2N2 по
лучает~я из треугольника ВМ N поворотом его на 90° по 
часоnои стрелке вокруг точки В. Отсюда отрезки M 1N1 и 
М 2N 2 конгруэнтны и параллельвы, а середивы отрезков 
М1М2 и N1N2 совпадают, поскольку они являются середи
вами диагоналей параллелограмма M 1N2M2N1• 

49. Искомое множество точек состоит из трех частей 
соответствующих трем случаям расположения треугол~ 
виков АВС относительно заданного угла. 

а) Оба угла АВО и АСО тупые (О- вершина данного 
угла). В этом случае точки искомого множества очевидно 
расположены на биссектрисе угла. БлижайшеЙ из них ~ 
точке А будет центр окруж}Jости, вписавной в задаввый 
угол и проходящей через точку А (рис. 45) . 

б) Оба угла АВО и АСО острые. В этом случае точки 
множества также образуют луч, идущий по биссектрисе 

· угла, но в противо~:юложную сторону, с вершивой в точке 
О2 - це~тре второи окружности, вписаввой в угол и про
ходящеп через точку А. 

в) Если же один из углов острый, а другой тупой, то 
тогда они в сумме составляют развернутый угол. Из этого 
следует, что четырехугольник АВОС является в-писанным. 
Отсюда получаем, что центр . окружности, описаввой во
круг треГ'ольвика АВС, является центром окружности, 
описавпои вокруг треугольника АВО, и, следовательно, ле
жит на перпевдикул!Iре к середиве отрезка АО. Гранич-
ные точки искомого множества на этой прямой определя
ются предельными положениями треугольника АВС, то 
есть положениями, при которых точка В или точi<а С сов
падает с точкой О, что соответствует точкам пересечения 
полученной прямой с перпевдикулярами из точки А к сто

. , рова:м заданного угла. 
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50. Рассмотрим точку D' ," симм~ричпую точкеD отно
сительно диаметра АВ. ЗаметJЩ, что угол CMD' , прямой, 
поэтому ICMI2 + IDMI2 = ICM 12 + ID'MI2 = ID'CI2• За
метим далее, что угол CDD' равен 45°, следовательно, дуга 
CD' равна 90°, а, значит, стягивающая ее хорда CD' име-

ет постоянную длину (равную 1 АВ 1 ~2 ) . 
Предложение доказано. 
51. ПустьН-общая вершива вписанных прямоуголь

виков, лежащая на стороне АВ. Рассмотрим диагональ 
Н F одного из этих прямоугольвиков. Ее центр равноуда
лев от сторов АВ и CD. Значит, точка пересечения диаго
налей любого вписанного прямоугольника совпадает с цен
тром О прямоугольника ABCD. Отсюда сразу следует, что 

·• F - общая вершива обоих вписанных прямоугольвиков. 
Пусть Е (Q)- вершива первоrо (второго) вписанного 

прямоугольвика, лежащая на стороне AD; G (Р)- верши
ва первого (второго) вписанного прямоугольнiша, лежащая 

• на стороне ВС. Имеем: L.FEH = L.FQH = L. FGH = 

=L.FPH= ~. 
Значит, точки Е, Q, G и Р лежат на окружности, ди

аметром которой является отрезок HF. Отсюда 1 AQ 1 = 

= IED 1 = IBGI = IPCI и QGIIAB. Поэтому 
1 

SнFG + SнFP = SнFG + SнQF = SнQG + SaQF = 2 SAQGB + 
1 ~~ 1 s + 2 UQDCG = z АВСD• 

52. Обозначения : 10 , 1 А• 1 в. !(;-центры окружностей, 
вписанных в треугольники АВС, BCD, CDA и DAB соот
ветственно. 

1 1 
Имеем: L.BIAC = n- 2 (L.DBC + L.DCB)=n- 2 Х 

л: 1 
х (n- L.BDC) = 2 + 2 L BDC. 

Аналогично L В/ DC = ~ + ~ L ВАС. Но L BDC = 

= L ВАС. СледовЭ.тельно, L В/ АС= L В/ оС: 
Поэтому точки В, 1 А• С ;ц 1 D лежат на одной окружности, 

Отсюда L /0ВС + L !о/АС= n. 
Аналогично L 1 вDС + L 1 вl АС = n. 
Сложим посл.едвие два равенства: 

L I оВС + L I Dl АС+ L J вDС + L. I вl АС = 2n. 
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Но L 1 0ВС + L 1 8 DC = -i (L АВС + L ADC) -:- 2 · и 

L 1 ol А/ в = 2л- (L 1 ol АС + L 1 вl АС) = 2л -
-[(л- L 1 оВС) +(л- L 1 вDC)J = ]-, rrro и требовалось 

доказать. 

53. Обозначим через Р, Q, R и S точки пересечени11 
медиан треугольников BCD, ACD, · ABD и АВС соответст
венно; через М- середину отрезка CD. Тогда АМ- меди
ана . треугольника ACD, ВМ- медиана треугольника BCD. 
Отсюда точка Q принадлежит отрезку АМ, точка Р - от
резку ВМ. Rроме того, IAMI: IQMI = IBMI: IPMI:::::::: 
= 1 АВ 1 : 1 PQ 1 = 3. Следовательно, отрезок PQ параллелен 

отрезку АВ и 1 PQ 1 = 1 ~В 1 • Рассмотрев аналогично отрез
ки QR, RS и SP, получаем утверждение задачи. 

54. По условию, а t с = Ь. Значит, р = ~ (р - полупе
риметр треугольника). 

Поэтому центр вписанного круга находится на том же рас
стоянии от стороны Ь, что и тоЧI{а пересечения медиан. 

55. Пусть D-точка пересечения прямыхМОи АС, а точ
ка Е- nрямых МО и ВС. Из условия задачи следует, что 
1 CD 1 = 1 СЕ 1· Обозначим длину отрезка CD через х, а че
рез ha и hь - длины соответствующих высот треугольника 
АВС, r- радиус вписанной в него · онружности. Выразим 

1 
площадь треугольника CDE: ScvE = Scvм + SсЕм = 2 Х 

(
1 \ 1 1 ) • . Х 3 hь J х + 2 ( 3 ha, х. С другой стороны, ScvE = Scvo + 

1 1 + ScEo = 2rx + тrх. 
П рираnнивая полученные выраж~ния для площади этого 

1 . 
треугольника, получаем: 3 (ha + hь) = 2r. Подставляя в это 

2S 28 8 1 ( 1 1 ) ~' равенство ha =а' hь = ь' г~ р' получаем: 3 -а+ь = 

2 . 
а + Ь + с , что эквивалентно условию задачи. Очевидно, 

верно и обратное утверждение. 

56. Пусть А' и В' - точки касания вписавной окруж
ности со сторонами ВС и АС треугольника, Е - точка пе-
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ресечевия отрезков АА' и Вй', Ь- точка · пересечениЯ 
прямых ~В и СЕ. Заметим, что 

1 А'С 1 8 АСЕ 1 В' А 1 8 АВЕ • 
1 А' в ! = 8 АВЕ ' а 1 В'С 1 = 8 всЕ ' отсюда получаем: 

1 А'С 1 1 В' А 1 8 АСЕ 8 АВЕ , 

IA'BI.IB'CI=-8 -·-8 -. Но, по условию,IАСI= 
АВЕ ВСЕ 

1 
'С 1 С 1 В' А 1 8 АСЕ = в . ледовательво, 1 А' в 1 = 8-- . Заметим, что и 

. ВСЕ 

iDBI 
отношение 

1 
DAI также равно отношению этих площадей. По-

отому IB'AI:IA'BI=IDBI:IDAI. Но если С'-точкака
савия стороны АВ со вписанвой окружностью, то 1 АС' 1 = 
1 АВ' 1 и 1 ВС' 1 = 1 ВА' 1, те.м более, 1 АС' 1 : 1 ВС' 1 -:-1 В' А 1 : 
: 1 А' В 1· СледоВательно, точки D и С' делят отрезок АВ в 
одном и том же отношении, а значит, совпадают. Отсюда 
следует утвер1Ндевие задачи. 

57. Пусть прямая, соединяющая центр вписаввой ок
ружности с точкой пересечения медиан, параллелъна сто 

h 8 
роне Ь. Тогда r :.._ 3ь. Но r = Р (р- полупериметр треу-

28 П 8 28 а+Ь+с 3Ь 
гольника), hь = Ь . оэтому Р = ЗЬ , 2 = 2 , Ь = 

а+с 
=-г (это утвер1Ндевие является обратным к задаче 54). 

58. Проведем касательную к вписаввой окру1Нвости, 
параллельвую одной из сторов треугольника. Пусть К -
точка ее пересечения с прямой AD. Очевидно, что 1 DFI< 
< IKF/. Но ветрудно покавать, чтo\KFI=IAEJ. Отс.юда сле
дует утверждение задачи. 

59. 

(как угол, вписаввый в окружность с центром в точке Р)'. 
Обозначим через vT1T2 дугу даввой окружности с кон

цами Т1 и Т2, меньшую л. 

Им т т LM АМ v T1T1 +vM1Ms 
е ем: \.J 1 2 = л-а, 1 s = 2 

,(здесь \.J М1М2- дуга с концами М1 и М2, на которой не 
лежат точки Т1 и Т2). 

Но L. Т1АТ2 = L М1АМ2• 
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. ' ' а ·. (n: ......:(%) + v MJ.M1 · М М ·. 
, По1n'ому л:-:-;-- 2 = 2 , откуда v 1 1 =л:. 
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60. ОбозначениЯ: D, Е, F -основания биссектрис углов А, 
В, С соответственно ; О- точка пересечения перпевдикуля
ров, восставленных к сторонам треугольника из оснований 

биссектрис; /AEI = х, /CDI =у, IBFI = z. 
Нетрудно заметить, что х2 + у2 + z2 = (а- х)2 + (с -

- у)2 + (Ь- z)2 • Выражая отрезки х, у, z через стороны 
треугольника, приводим это равенство к виду: 

( Ь ~с У+ (с~ а)~+ (а~ ьУ =- { Ь ~с)'+ {с ~а)'+ 
+(а~ь( 

Отсюда а' ib- с) + ьz (с- а) + с2 (а -ЬЬ) =О. 
+с с+а а+ 

Приведем левую часть этого равенства к · общему зна
менателю и разложим полученное выражение на множи

тели. Получим (си. решение задачи 26), что (Ь- с) (с~ 
-а) (а- Ь) (а + Ь + с}2 = О. Отсюда сразу следует доказы
ваемое утверждение. 

61. Возьмем некоторую точку М на границе фигурыФ . 
Поскольку фигура выпукла, TQ можно провести через точ
ку М прямую так, что фигура будет лежать . по одну сто
рону от этой прямой. Покажем, что расстояние любой точ
ки фигуры Ф до точки М не иревосходит 2. Это вытекает 
из рассмотрения следующих утверждений. 

1. Через любую точку фигуры Ф можно провести хор
ду, делящую ее площадь пополам. 

2. Любые две хорды, делящие пополам площадь фигу
ры, переевкаются внутри этой фигуры. 

Первое утверждение считается известным, его доказа
тельство содержится в книге И. М. Яглома и В. Г. Бол
тянекого «Выпуклые фигуры». 

Второе утверждение доказывается следующим образом: 
пусть две хорды, делящие площадь фигуры пополам, во 
переевкаются внутри фигуры, тогда они разбивают ее на 
три части, две из которых имеюТ' площади, равные по по

ловине площади фигуры Ф, а третья, лежащая между эти
ми хордами, следовательно, имеет площадь, равную нулю, 

Ч:то неJtQЗИОЖНО. 
Пусть теперь N --- проиэвщrьная точка фигуры Ф; про

ведем через нее хорду, де~tящую площадь пополам. Пусть 
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далuее О - _'!ОЧКа пересечения этой хорды с соответствую
щеп хор дои, проведеиной . из точки М. Тогда ·JMOI<i 
!ON 1 ~1, следовательно, JMNI~IOMI+JONI~2. ' 

~ Таким образ~м, фигура Ф заключена внутри полукруга 
радиуса 2 с центром в точке М, следовательно, плоЩаДь 

1 
фигуры Ф не иревосходит Т л: • 22 = 2л:. 

_(Имеет место более точная оценка: ~ .) 

62. Возможны два случая. 
1 случай. Треугольник АВС не является тупоугольным. 
В этом случае легко видеть, что Ro=R в· Покажем, что 

Ro=Rn. Ясно, что круги радиуса R0 , помещенные в вер
шинах треугольника, по.ТJностью его покрывают. Поэтому 

Ro >- Rn. Но круги радиуса R<Ro, помещенные в вершинах 
треугольника, не покрывают центр О описанной окружнос

ти. Так как в случае 1 точка О лежит внутри треугольни
ка либо на его границе, то Ro=R~. 

II слУ'Иi{. Треугольник АВС является тупоугольным. 

Пусть С - тупой угол. Очевидно, Rs = Т< R0• 

Поместим в вершинах треугольника круги радиуса Rв. Яс
но, что эти круги полностью покрывают треугольник. :Кро

ме этого, точка пересечения D окружности радиуса R в 
с центром в точке А с отрезкои АВ находИтся внутри кру
га радиуса Rв. помещенного в вершине С. То же верно 
для точки D1 пересечения окружности радиуса Rв, с цен
тром в точке В с отрезком АВ (точки D и Dl, очевидно, 
совпадают) . . Поэтому найдется такое число R<R., что 
круги радиуса R., помещенные в вершинах треугольника, 
полностью его покрывают. 

Следовательно, R" < R в· 
Предложение доказано. 
63. Лемма. Пусть пира:мида ABCD заключена внутри 

шара радиуса R с центром О. Тогда для любой точки Е 
пира:миды, отличной от О, длина хотя бы одного из отрез
ков ЕА, ЕВ, ЕС, ED меньше R. 

Доказательство. Точка Е принадлежит одной из пи
ра:мид ОАВС, OABD, OACD, OBCD. Пусть, например, точ
ка Е принадлежит пирамиде ОАВС. Покаже:м, что длина 
хотя бы одного из отрезков ЕА, ЕВ, ЕС меньше R. Для 
этого рассмотрим прямую, проходящую через точку Е 

перпендикулярно плоскости грани АВС. Обозначим точку 
пересечения этой прямой с плоскостью грани АВС через Н. 
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Очевидно, хотя бы одна из граней ОАВ, ОАС, ОВС пере
секается с прямой ЕН в точке. F такой, что IFH\ ;;> \EHI. 
Будем считать, что точка F принадлежит грани ОАВ. 

Пусть точки Е и F совпадают. Тогда точки F и О раз- с' 
личны. Имеем: точка Е лежит внутри треугольника ОАВ. 
Поэтому ДJiина хотя бы одного из отрезков ЕА и ЕВ мень
ше одной из длин сторонОА иОВ треугольника ОАВ. Но 
\OAI<R. IOB!<R· 

Пусть точ:ки Е и F не совпадают. Тогда \ ЕА 1 < < 1 F А 1. \ЕВ \ < 1 F В \. Но, как и выше, доказывается, что 
F А 1 либо 1 F В 1 меньше или равно R. 

Лемма до:казана. 
Перейдем :к до:казательству утверждения задачи. Воз

можны два случая. 

1 случай. Центр описанного шара О лежит внутри тре
угольной пирамиды либо на ее грани. 

До:кажем, что в этом случае Ro=R в=R~. Очевидно, 
всегда Ro>R •. Если Ro>R~~. то треугольную пирамиду 
можно сдвинуть та:к, что она останется внутри описанпо

го шара. Но в случае 1 вся:кая плос:кость, проведевпал че
рез центр описанного шара, имеет с пирамидой общие 
точки. Значит, в любом из двух полушарий, на :которые 
эта плос:костъ делит описанный шар, найдутся вершипы 
пирамиды (быть может, лежащие в этой плос:кости). От
сюда следует, что при любом сдвиге хотя бы одна точ:ка · 
пирамиды о:кажется вне описанного шара. Значит, Rn=Rв· 

Из леммы следует, что Ro>Rn· Но при R<Ro шары 
радиуса R, помещенные в вершипах пирамиды, не по:кры
вают точ:ку О. Но в случае 1 центр описанного шара О 
принадлежит пирамиде. Поэтому Ro=Rn. 

11 случай. Центр описанного шара О лежит вне пира
миды. 

В этом случае, очевидно, R0 > R •. Поместим пирамиду 
ABCD в шар радиуса Rв. Та:к ка:к R п>R., то можно счи
тать, что точ:ка А лежит внутри этого шара. Значит, 
I01A 1 < R11 (Ot -центр щара радиуса R,). Применяя лем
му, ПОJiучаем отсюда, что для любой точки Е пирамиды · 
длина хотя бы · одного из отрез:ков ЕА, ЕВ, ЕС, ED мепL
ше R •. Следовательно, Rn <:::: R •. 

64. V = -i (SA · \МА' 1 + Sв ·\ МВ~ 1 + Sc • 1 МС' \ + 
+SD·\MD'\). 

1 1 1 t 
у= ЗhА . SA = зhв. Sв = 3 hc. Sc = 3 hD. SD. 

-во-

=' hA ~IMA\ + IMA'I, hв~tMB! +\МВ'\, hc<\MCI + 
, + !MC'I, hD ~!MDI + \MD'j. 
" ; Используя эти соотношения, получаем: 

·}(SA ·\МА'\ + Sв ·lMB'\ + Sc ·IMC'\ + SD·\ MD'\) === 

1 
= 12 (hA · SA + hв · Sв + hc • Sc + hD • SD) <;;: 

~~ [( \МА\ + IMA' ~ · SA +(\МВ\+ \МВ'!)· S 8 + 
+ (\MCI + \МС' \) · Sc + (IMD 1 + / MD' \) ·SDI· 

Отсюда сразу выте:кает до:казываемое перавенство. 
65. Соединим вершипу пирамиды S с точ:кой Е пересе

. чепия диагоналей ромба, лежащего в основании пирамиды. 
Воспользуемся выражением медианы треугольника через 
его стороны. Из треугольпи:ка BSD получим: 

1 SE jl1 = } (2\ BS 12 + 21 SD 12 - 1 BD \2) . · Из треугольни-

АSС получим: 1 SE 12 = } (21 AS j\1 + 21 SC \2 -1 АС 12). 

· .Но 1 BD \ = а, \ AS \ = а, 1 АС\ = а V3. Поэтому, приравпи
- вая два различных выражения: для: \ SE \2, полУчаем: ISC\2 = 
= \ BS \2 + \ SD \2 • Отсюда по теореме, обратной теореме nи
фагора, следует доказываемое утверждение. 

66. Раскрасим досну в четыре цвета, RaR уназапо на · 
рис. 46 (цифры- номера цветов). Тогда каждая фиmi;а 
замостит четыре клетки со всеми четырьмя цветами. Но 
клетон, онрашеппых в 1-й цвет,- 25, во 2-й- 26, в 3-й -
25, а в 4-й - 24. Отсюда 

·следует невозмоЖность 

уназавпой унладки. 
67. Досну можно за

~ мостить по линии, изо

браженной на рис. 47, 
начав от каной-либо 

,, вырезанвой нлетки 

(аналогично можно ре
шить подобную задачу 

· на досне mXn нлеток, 
если одно из чисел т 

или n чети о) . 

\ 
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68. Любой тупоугольвый треугольник можно разрезать 
на семь ост!юугоЛьвых треугольнИков. Докажем это. · · . 

Пусть С- тупой угол треугольнИка АВС. Впишем :8 · 
треуголЬник АВС окружность О. Проведем к окружности 
О касательную DE, такую, что точка D приладлежит от-. 
резку АС, точкаЕ-отрезку АВ и\ AD \=!АЕ \. Проведеи~ 
также касательную F Н, такую, что точка F. принадлежит 
стороне АВ, точкаН-стороне ВС и\ BFJ=\BH \.Соединим 
центр О окружности с точками С, D, Е, F и Н. Докажем,· 
что все семь треугольников, на которые проведеиные · от

резки разбивают треугольник АВС, остроугольные. 
Очевидно, достаточно доказать, что остроугольными яв- ,, 

ляются треугольники с вершиной О. Рассмотрим, например, 
треуrольвш( OCD. Так как СО- биссектриса угла L DCH," 
rro угол L DCO острый. Аналогично, угол L CDO острый::-
(DО- биссектрИса угла L CDE). Но углы АСВ и CDE· 

л: л: п тупые. Следовательно, L DCO > 4 , L CDO > '4 . оэт~ . 

иу L COD < ~ . Авалогично доказывается, что все 
вые треугольники с вершивой О также являются 
гольными. 

Докажем, что викакой тупоугольвый треугольник веЛь- . 
вя разрезать менее чем на семь остроугольных треуголь-. 

виков. Предположим противное. Рассмотрим минимальное 
число п<7, такое, что некоторый тупоугольвый треуголь
ник можно разрезать на n остроугольных треугольников. 
Очевидно, пекоторый отрезок выходит из вершивы С тупо
го угла этого треугольника. Ясно, что этот отрезок не до
ходит до стороны АВ (в противном случае пекоторый ту
поугольный треугольник можно было бы разрезать менее 

~~ 1- ~~ 1- ~ 1- ~ 1-

~ ~~ ~ ~ 
-~~ ~ 1% ~~ 

~ ~~ ~ 1% 

~~ ~ ~~ ~~ 

~~~ ~ ~~ ~ ~ 
~~ ~~~ ~~ · . 

!r/Л ~t=~~ ~ 
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.чем на n остроугольных 
треугольников) . 

РассУотрим лучи, 
выходящие из конца О 
этого отрезка. Так как 
углы между соседними 

лучами острые, то .этих 

лучей не менее пяти. 
Каждый из них прове· •. 
дев до векоторой , сто-
роны треугольника , 

АВС. Действительно, 
если бы векотораЯ ввут-

·-

р'ев:в:яя точка одного из этих Лучей была верШи
-в:ой остроугольв:ого треугольника, то ив этой точки 
· вЪIХодило бы не менее пяти отрезков (см. выше) и общее 
uсло 6строугольных треугольников было бы не мев:ее 'во-
·сь:ми. Кроме этого, к каждой стороне треугольника АВС 
!ходходит не более двух отрезков, выходящих из точки О. 
.Ив:аче, рассуждая, как и выше, мы получили бы, что не
J(оторый тупоугольвый треугольник можно разрезать ме
в:ее чем на n остроугольных треугольников. 

Отсюда сразу следует, что ни один из отрезков, выхо

:дящих из точки О, в:е оканчивается ни в вершине А, ни 
в вершиве В треугольника- АВС. 

Значит, точки А и В принадлежат некоторым други111 
остроугольным треугольникам (не имеющим вершипы в 

.точке О). Так как, очевидно, вершины А и. В принадлежат 
различным остроугольным треугольникам, то общее число 

~-остроугольных треугольников, па которые можно разре

зать данный тупоугольный треугольник, не менее семи. 
69. Во-первых, отметим, что т-угольник нельзя разбитr, 

· менее, чем па (m-2) треугольника. Действительно, суМма 
внутреннИх углов т-угольника равна (т-2) n; следова
тельно, сумма углов треугольников не менее (т-2) n; от-

. сюда вытекает ваше утверждение; более того, m-2 тре
угольника может быть лишь в том случае, если вершива
ми таких треугольников являются только вершины 

~: т-угольника, а сторонами-стороны и диагонали т-уголь
:_ инка. Поскольку же мы рассматриваем правильвые много-

~, угольники, то найдется такой треугольник, у которого 
:центр описавной окружности лежит внутри или на сто

' рове. Такой треугольник будет соответственно остроуголь-
.. пым- или прямоугольвым. · 
· ·.: Из сказанного следует, что правильный мвогоугольвиr( 

.' . разбивается не менее, чем на т-1 тупоугольный треуголь
. пик. Покажем, что при m>12 такое разбиение на т-1 
тупоугольвый треугольник возможно. 

Доказательство проведем отдельно для мвогоугольпи
·- ков с четным и вечетным числом сторон. 

Пусть т= 2n. Завумеруем последовательно вершипы п 
рассмотрим трапецию с вершивами 1, _3, n и n+2. Осталь-
. пую часть 2n-угольника, очевидно, диагоналями можно 
разбить на тупоугольные треугольники. Рассмотрим разби

. епие трапеции на три треугольника отрезками из середи
. . вы верхнего основания в вершивы нижнего основания 

~ ,(рис. 48 )_. Треугольники, примыкающие к боковым сторо-
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вам · трапеции, очевидно, тупоугольвые, - а оставmийсл тре
угольник будет тупоугольвым, если его высота :меньше 
половивы основания. Но в этой трапеции диагональ равна 
нижнему основанию, поэтому высота будет более . чем 
вдвое :меньше диагонали, а следовательно, и освовавил, 

если угол :между нижним основанием и диагональю :мевъ- . 
ше 30°. Этот угол ив:мерлетсл половивой дуги описаввой 
вокруг многоугольника окружности, которая, по построе

нию, равна 360°: n. Отсюда следует ваше утверждение . 
. При вечетвом m=2n+1 авалогичная трапеция изо

бражена на рис. 49. Все рассуждения полностью повтори- . с 
ютсл, за исключением вычисления. дуги окружности, ко

торая в этом случае равна 360°: (2п+ 1). Следовательно, 
для многоугольников с вечетвым · числом сторов утвер-
ждение задачи верно, начинал с m=7. .,. 

70. Вовьмем проиввольвую точку О плоскости; буде~ · 
считать, что она окрашена в первый цвет. Проведем ив 
точки О как ив центра две ковцентрические окружности, 

радиусы которых r= 1 и R = У,З соответственно. Если хо
тя бы одна ив точек окружности радиуса 1 окрашена в 
первый цвет, то утверждение доказано. Будем считать. 
поэтому, что любая точка этой окружности окрашена либо 
во второй, либо в третий цвет. 

Рассмотрим проиввольвую точку А окружности радиу· 

са уЗ. На окружности радиуса 1 есть две точки, удалев
вые от А на расстолвне 1. Расстояние :между этими точ
ками также равно единице. Поэтому, если эти две точки · 
окрашены в один цвет, то утверждение доказано. Значит, 
:можно считать, что одна ив этих точек -второго, а дру-

J А n 

2~n•l 
1 n+2 

48 . 

...... 84 ...... , 

rВJI ·- третьего цвета. Но тогда точка .А окраще~а в пер
'ВЬIЙ цвет. 

. . Итак, произвольвал _точка окружности радиуса R =уЗ 
окрашена в первый цвет. Утверждение доказано. . .. . -

,_ При числе цветов, равном 7, достаточно разбить плос-

1юсть на правильные шестиугольники со стороной а ( { > 

. 1 ) ~>а> у'7 и раскрасить их: так, · как покававо па рис . . 50. 
71. Обозначим через а1 количество вершив, гранича

щих с гранями 2, 3 и · 4 цвета, а2 - количество вершив, 
rравичащих с гранями 1, 3 и 4 цвета, авалогично опре
делим а3 и а4• Заметим, что ребер у многоугольников 1-го 
цвета ровно а2+аз+а4, а · у многоугольников 2-го цвета 
а1 +а3 +а4 • Общее количество ребер у них будет а1 +а2+ 
+2а3+2а4• Теперь отметим, что ив каждой вершины, гра

_ вичащей с гранями 2-го, 3-го и 4-ro цвета или с гранями 
' 1-го, 3-го и 4-го цвета, выходит ровно одно ребро, разде
ляющее грани 3-го и 4-го цвета, и входит оно опять в одну 

. ив вершив указанных двух типов. Таким образом, все 
вершивы этих типов равбились на пары. Следовательно, 
а 1+а2- четвое число, а1 +а2+2аз+2а•- также четво. 
Отсюда следует, что число граней 1-го и 2-го цвета с не
четным числом сторов четво. Авалогичное рассуждение 

. . :можно провести для любой другой пары цветов. 
\. 72. Пусть при первом делении фигура разделена на 
i О частей А1 ( 1 ~ i ~ 10), а при втором делении - па .1 О 
час1ей В1 (1 ~ j ~ 1 0). Обозначим пересечение областей 4i 
и В1 через Aif· Будем считать, что часть А1 закрашена i-й 
краСI{ОЙ. Количество способов раскрашивания частей Bi 
равно 101. Завумеруем их числами k = 1, 2, ... , 101 и обо

. значm1 в каждом способе через S k сумму площадей облас
·-тей А11 , покрашенных с обеих сторов одной краской. 

101 
Лемма.~ Sk = 91. 

11=1 

Док.азательство лем-: 
м.ы:. Подсчитаем, сколько 
раз площадь Sц области 

10/ 
Alj входит в сумму~ sk, 

lt=· 

sk со- r"III0;.:,5:,0 ___________ _ 
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. Для тш·о чтобы площадь Sц вошла в S k• необходимо · 
и достаточно, чтобы при k-ом способе раскраски часть Bi 
была закрашена одним определенным цветом- тем же, что 
и Ai. Остальные 9 цветов могут нак угодно прийтись ва 
остальвые 9 частей; их можно распределить 91 способами. · 

101 
Итак, сумма ~ Sit, выращенная через Sц, содержИт 

11=1 
дую из этих площадей 91 раз. Имеем поэтому: 

101 10 

2:: sk = 91 ~ S 11 = 91. 
11=1 i,j=i 

Лемма доназана. 

Решение задачи. Так 
101 

как~ sk = 91, то найдется 
11=1 

ло ko, таное, что slio > 91: 10! = 0,1, что и требовалось до
назать. , 

73. Докажем, что исномое число не меньше девяти. 
Вовъмем па плоскости составленный ив н.rштон квадрат ' 

. таной, что в нем встречаются все десять красон. Рассмот
рим путь, проходящий через все нл~тки этого квадрата, -
Очевидно, пары с нрасками, встречающимвся впервые, 
разные. Но таких пар девять. 

Понажем, что существует раснраска, содержащая 9 
пар соседних нрасок. Произвольную диагональ нрасим 
первой краской, соседние с пей - второй, соседние с ни
ми- третьей и т. д. Свободные диагонали, соседние с з.а~ 
нрашевными десятой I<раской, красятся в девятую и т. д. 

Очевидно, при .такой раснраске число пар соседних 
красок равно девяти. 

74. При n=7 многоугольник, па нотором выигрывает · 
первый, существует (рис. 51). Вначале первый игрок · 
ставит крестик в клетку а. При любом ответ-ном ходе вто-"" 
рого игрока либо гориаонтальная, либо вертикальная по
лоса свободна от нулей; будем считать, что нулей нет на 
горизонтали. Тогда вторым своим ходом первый игрок 
ставит крестин в клетку Ь и, очевидно, выигрывает, как" 
бы ни пошел второй игрок. · •• 

Покажем, что при n < 6 искомого многоугольника не 
существует. 

1 случай. Нинакие четыре плетки подряд не лежат на .~ 
ОДНОЙ ПрЯIIIОЙ. 

В этом случае пЬсле двух ходов первого игрока оста.:"с 
ется разве · лишь одна- нлетна, таная, что, поставив в нее 

'· 

пе-рвЫй может выиграть. Вторым своим ходом 
игрок ставИт в эту клетку нулик - и первый не 

;:,;,"""''n~ПHI .. T 

случай. Найдутся четыре клеткк подряд, лежащие 
в:а одной прямой. · · 

Если на этой прямой найдется еще хотя бы одна клет
i(а, то поставить три крестика можно только 'на этей пря

JlОЙ, и, очевидно, при правильной игре второго первый не 
выигрывает. 

Пусть на этой прямой пе-т пятой клетки. 
Стратегия второго игрока. 
На любой крестик, поставленный на «прямую четы

рех клеток», второй игрок отвечает постановкой нулика 
на свободную клетitу той же nрямой (если таковая име
ется}. Если прямая заполнена, то второй игрок ходит 
произвольным образом. 

На . любой крестик, поставле-нный вне этой прямой, 
второй игрок отвечает поставовкой нулика на свободную 

·влетку вне этой прямой (если таковая имеется). Если ее 
пет, то второй ходит nроизвольвым образом . 

Ясно, что при такой стратегии второго игрока первый 
··se выиграет. 

75. Выигрывает начинающий. Опишем е:го. стратегию. 
Перенумеруем поля доски слева направо. Первым ходом 

. начинающий передвигает одну из фишек на поле 1, при
чем если n четво, то он передвитает фишку, стоящую на 
.юrетке с нем ером. n, а есшr n нечетно, то фишку, стоящую 
'Ва клетке с номером n-2. Опишем полученную позицию: 

-.одна фишка стоит на клетке 1, остальвые две - рядом, 
-nричем левая - па поле с четным номером. Осталось ва-

·метитъ, что из этой позиции невозможно получить та
х~ же, а из любой другой (при условии, что одна фишка 
-с:rоит на поле 1) можно. Позиция, из которой невозмож
НО· дальше сделать хода, также принадлежит к этому ти

пу - одна фишi<а на хщмке 
1, ос-rальные на хmе-тках 2 

. и 3. 
76. Первый выигрывает 

JШШЬ в том случае, если в 

начаш~вом положении фиш
:ки стоят рядом по горизон

тали или вертикали. Пока
жем, что · в любом другом 
CJiyчae выигрывает второй. 
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Заметим; · что первый каждым своим ходом меняет цвет 
поля, па котором стоит его фишка. Поэтому если второ~ 
своим первым ходом ветапет па поле того · же цвета, па· 

котором очутился первый, и далее будет ходитЪ лишь по 
горизовтали и вертикали, то перед ходом первого его 

фишка всегда будет стоять па поле того же цвета, что и 
фишка первого. Следовательно, первый не сможет поста-
вить свою фишку па фишку второго. · 

Покажем, что второй, двигая свою фишку только по 
горизовтали или вертикали, сможет нагнать фишку пер
вого и поставить па нее свою фишку. 

Сопоставим каждой клетке доски пару натуральных чи
сел (р, q), где р- помер горизонтали, па которой нахо
дится клет.ка, а q -помер ее вертикали. Пусть фишка пер
вого игрока стоит на юrетке (р1, q1), а второго -на клет
ке (р2, q2). До начала игры 1 Р1 - Р2 1 ~n-1; 1 ql- qzl ~ 
~ n - 1. :Каждым своим ходом первый игрок либо а) уве
личивает на единицу ·одно из чисел 1 Р1 - Pz \, 1 qt - qzl · 
(при этом второе число не меняется), либо б) уменьшает на 

· единицу одно из этих чисел (второе число при этом таиже: 
не меняется). 

Стратегия второго игрока. Поскольку первый игрок 
не может выиграть, то перед ходом второго по нрайвей 
мере одно из чисел 1 р1 - p2 l и 1 q1 - q2 l отлично от нуля. · 
Второй игрок своим ходом уменьшает его па единицу. При 
такой стратегии второго после каждого обмена ходами в 
случае а) число 1 р1 -р2 \ + 1 q1 - q2 l остаежся неизменным, . 
а в случае б) уменьшается на два. 

Вследствие конечности досю1 из любого положения 
первый игрок за конечное число ходов попадает в поло
жение, когда он не может сделать ход типа а), так как, 
вапример,для того чтобы все время увеличицать\ р1-Р2\,ов 
должен уходить от второго по вертикали в одну сторону. 

Следовательно, за конечное число ходов первый игроr( по
падет в ситуацию, когда он может сделать лишь ход ти

па б). А так как в начальном положении 1 Pt-P21 + 
+ 1 q1 - q21~ 2 ( n-1), то после повторения этой ситуации 
не более (n-1) раза второй игрок выигрывает. < 

77. При правильвой игре выигрывает Саша. Пусть 
Павлик первым своим ходом ставит белый, краевый либо 
черный шарик. Тогда · одним из первых трех своих ходов 
Саша может поставить шарик того же цвета па одно реб
ро с шариком Павлика. 

Пусть Павлик первым своим ходом ставит зелевый 

·,. 

mарик~ Замеtим сразу; что -каждый · свой шарик Павлик 
вынужден ставить на одно ребро ' с Этим зелепым. шари- . · 

, J(OM. В противном случае выигрывает Саша (см. начало· 
решения). · · · · .. · · 

Первым своим ходом Саша ставит белый шарик в вер
JПИПу, противоположную той, в которой стоит зелевый 
mарик Павлика. . · · · u 

ВторЫм своим ходом Павлик вынужден ставить белыи 
'· JПарик; в противном случае Павлик проигрывает (см. па-
чало решения) . . u · 

Вторым своим ходом Саша ставит красны~ шарик в 
вершину, не лежащую в плоскости, в которав располо

жены белые шарики, и не лежащую па одном ребре с 
зеленым шариком. u 

Павлик вынужден теперь ставить черпыи шарик в 

одну из вершив, лежащих на одном ребре с зелевыи ша
риком. Но есть вершина, свободпая и лежащая на одном 

.. ребре с черным шариком. Поставив в эту вершипу чер
ный шарик, Саша выигрывает. 
. 78. При n ~ 8 при · правильпой иrре выигрывает второй 

(см. решение задачи 77). 
Пусть n < 8. Обозначим через j число улиц. Ясно, что 

Зп = 2j. Поэтому n есть четвое число. 
1. n = 4. Начинающий закрашивает первую свою пло

щадь третьей (четвертой) краской:. а при в~ором своем 
ходе пользуе·тся четвертой (третьеи) краскои. Начинаю
щий выигрывает. 

II. n=6. Существует всего два таких города (рис. 52, 
53). ' й 

Назовем треугольником тройку плащаде , каждая из 
которых соединена с двумя другими. Заметим, что в го
роде не более Двух треугольников. 

Стратегия начинающего. u 
Первым своим ходом uвачиваю~и закрашивает неко

торую площадь четвертои краскои; вторым своим ходом 
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он закрашивает некоторую площадь первой краской. · Ле
во, что начинающий мажет сделать второй свой ход так; 
что после этого: _ 

а) закрашенвые первой краской площади не будУт · 
соединены улицей; -

в) в каждом треугоJ!ьвике (если он имеется)' будет за
крашена хотя бы одна площадь. 

Вторым своим ходом второй играющий закрашив~ет 
какую-либо площадь второй краской. Имеются две воз
можности. 

1 слУчай. Эта площадь соединена с обеими незакрашен-" 
выми. В этом случае две незакрашенные площади не со- ·" 
единены улицей. Первый играющий закрашивает любую 
из · оставшихся площадей третьей краской и выиг- -
рывает. 

11 случай. Эта площадь не соединена хотя бы с одной: 
из везакрашенных площадей. Закрасив ее второй крас
кой, начинающий выигрывает. 

Ответ: n=4, n=6. 
Замечание. Отметим, что начинающий не пользовал

ся викакой краской дважды (хотя по условию задачи оп 
имел на это право) . . 

79. Докажем, что при Те =1= n игра окончится за хюнеч
пое чисдо ходов. Дейс.твитедьно, после (п-1)-го хода у 
каждого игрока будут по две шашRИ одного цвета (если 
иrра еще не будет окончена). Ясно также, что . каждым 
ходом, начиная с п-го, будет передаваться белая шашка. 
Но k =1= n. Следовательно, у векоторого игрока две белые 
шашки. Когда этот игрок получит белую шашку, игра 
о:кончится. 

Найдем максимально возможное число ходов в этой 
игре. Так каi< имее.тся 2k черных шашек, то после 
{n-1)-го хода черные шашки будут у k игреков. Следо
вательно, число ходов в игре не более чем n + k. Но после 
(п-1)-го хода у п-го игрока имеются две черные шюi1ки 
(иначе игра была бы окончена за n-1 ход). Поэтому 
число ходов в игре не более, чем n+k-1. 

Пусть до начала игры у первых (k-1) игроков черные 
шашки, у k-го игрока белая и черная шашки, от (k+ 1)-го 
до (n-1) игрока беJIЫе шашки, а · у п-го игрока черная: 
и белая шашки. В этом случае, как легко видеть, игра 
окончится после n+k-1 хода. 

Ответ: максимально возможное число ходов в игре 
n+k-1. 
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, 80. Сделаем вначале простое замечание. Рассиотрn 
· J{аRую-либо диагональ или сторону прав.ильвого 2n-уrоль
ВИRа и RаRую-либо его вершИну. Легко видеть, что через 
эту вершиву мо·жво провести диагональ или сторону, сии

' "метричвую давной относительно векоторой прямой, про-
ходящей через центр 2п-угольвика. _ · 

1 случай. До начала игры обе фишки расположены на 
одной стороне многоугольника. В этом случае из замеча

~ ння, сделанного выше, ясна стратегия второго игроRа: пос

ле Rаждого хода первого передвигать свою фишку так, что
бы отмеченный путь был симметричен пути, отмеченному 
первыи игроком, относительно прямо!, проходящей через 
центр многоугольника и середину этои стороны. 

,. 11 случай. До начала игры фишRИ стоят в произволъ-
ных вершинах. Отобразим множество вершив данного 2п
угольвика взаимно однозначно на множество вершив не
которого прав.ильного 2п-угольвика таRИМ образом, чтобы 

- фишки оказались в соседних вершинах. · 
Страте1·ия второго игроRа. Каждым ходом второй игрок 

' ставит свою фишку в вершиву данного 2п-угольника, от
вечающую той вершине нового 2п-угольвика, в :которую 
второй игрок поставил бы фишку в случае 1. 

Ясно, что при такой стратегии второй всегда выигры-

вает. 
Замечание. Авторам неизвестно решение этой задачи 

для многоугольников с нечетвыи числом сторон. · 
81. При p=3n второй выигрывает. . · . 
Стратегия второго игрока. После каждого хода первого 

игрока второй пишет цифру, которая в сумме с предыду
щей цифрой при делении на 9 дает в остатке 6: после 6 
второй пишет цифру 9, после 7 - цифру 8, после 8 - циф
РУ 7, после 9 - цифру 6. 

При p=3n+1 выигрывает первый. 
Стратегия первого игрока. Первыи своим ходом пер

вый игрок ставит любую цифру, отличную от 9. Поело 
каждого хода второго игроi<а первый пишет цифру, кото
рая в сумме с предыдущей цифрой при делении на 9 дает 
в остатке 6. u 

При такой игре первого сумма всех цифр, кроме первон 
и последней, делится на 9. Но первая цифра отлична от 9. 
Следовательно, сум:ма всех цифр не делится на 9. 

При р = Зп + 2 выигрывает первый. . 
Стратегия первого игрока. Первым своим ходом пер

вый игрок ставит цифру 9. После каждого хода второго 
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игрока, кроме · последнего, первый ходит так же, как; и в 
случае р = 3n + 1. Если предпоследним своим ходом второй· 
игрок ставит цифру 9, то п~рвый ставит вслед за этим циФ
ру, отличную от 9. Если предпоследним своим ходом вто- · 
рой игрок ставит цифру, отличную от 9, то первый ставит 
вслед за этим цифру 9. . . 

При такой игре первого сумма всех цифр, кроме первой 
и трех последних, ~елится на 9. Среди <<исключительных>У 
четЬJрех цифр найдутся две девятки и найдется хотя бы · 
одна цифра, отличная от 9. Значит, сумма этих четырех· 
цифр не делится на 9, а поэтому и сумма всех цифр не де
лится на 9. 

82. Ответ: 104. 
Доказательство. Будем набирать в команду на протя

жении первых трех лет восьмиклассников, на четвертый 
год - девятиклассников, а на пятый год - десятиклассни
ков. В этом случае мы можем набрать 104 очка. До
кажем, что в любом другом случае мы наберем меньше 
очков. 

Действительно, если мы заменим хотя бы одного · де
сятиклассника девяти- или восьмиклассником, мы, очевид- . 
но, наберем не более 103 ( 102) очков. Замена девятиклас
сника десяти- или восьмиклассником ведет к потерr. не 

менее чем двух очiюв. В самом деле, десятиклассНИI{, вве
денный в команду, дает ей на первом году своего участия 
в олимпиаде выигрыш в одно очко по сравнению с девяти

классником. Однако в этом случае на следующий год 
команда уменьшится по крайней мере на одного человека-, , 
то есть теряет (по сравнению с <<оптимальным>> вариан
том) не менее трех очков. 

Точно так же при замене девятиклассника восьмиклас
сником теряется .одно очко в год замены и не менее одно

го - на следующий год. 
Аналогично показывается, что при замене хотя бы од

ного восьмиклассника десяти- или девятиклассником те

ряется не менее трех (одного) очка. 
83. Возьмем произвольного участника А. Если А зна

ком со всеми остальными 99 школьниками, то утверждение 
доказано. Будем поэтому считать, что А не знаком с не
которым участником В. 

Рассмотрим векоторого mн:ольника С. Если С знаком 
со всеми остальными 99 школьниками, то утверждение до
казано. Будем поэтому считать, что С не знаком с некото
рым участником кружка. 
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Пусть С не знаком · со· школьНиком D. Тогда среди че
тырех участников А, В, С и D кружка ни один не знаком 
со всеми остальными тремя. - Противоречие. 

Пусть С не знаком с одним из шкоЛьников А и В. Для 
определенности будем считать, что С не знаком с А. Рас
смотрим векоторого школьника D. Кан поназано выше, 
D знаком со всеми участниками кружка, кроме, может 

.. быть, А, В, С. 
Рассмотрим четырех участников А, В, С и D кружка. · 

' Один ив них знаком со всеми остальными тремя. Но ни 
один из школьников А, В, С этим свойством не обладает. 
Значит, D аваком с А, В и С, то есть D званом со всеми 
остальными 99 школьниками. 

Рассуждение, проведеиное выше, показывает, что в 
Jtружке найдутся хотя бы 97 школьников, знакомых со 

' всеми остальными. С другой стороны, ясно, что таких 
rонольнИRов может быть ровно 97. 

Итак, наименьшее число школьников в кружке, знако

мых со всеми остальными, равно 97. 
84. Уложим шпалы так, что расстояние между любы

ми двумя соседними шпалами равно 0,5 м. При такой ук
ладке человек будет ступать па каждую шпалу. Поэтому 

· ов сделает максимальное число шагов. · 
; . Уложим теперь шпалы следующим образом. На участ
. Jte длиной 40 м уложим их так, что расстояние между 
любыми двумя соседними шпалами равно 0,4 и; на сосед

. nем участке длиной 60 м уложим шпалы так, что рассто
яние между любыми двумя соседними шпалами равно 

,· 0,6 и, и т. д. 
Понажем, что при такой укладке число шагов на 1 км 

- минимально. 
. Пусть n- число шагов на 100 м пути, длина которых 
больше 0,6 м. При любой укладке шпал на любом стомет
ровом участке п<5 О (в противном случае этот участок 
содержал бы более 200 шпал) . 

Итак, на 1 км пути приходится не более 500 шагов, 
длина которых больше 0,6 м . 

В наtпем случае: 
а) таких шагов сделано 500; 
в) длина каждого из них равна 0,8 м; 
с) длина любого другого шага ....:;. 0,6 м. · . 
85. Предположим противное, пусть наибольшее рассто

яние пробежал мальчик А, а его сосед слева (В) пробе
жал меньше. Пусть А бегал налево n раз, направо m ~раз 
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и оставался на месте k раз. Обозначим расстояние междУ -
А и В через /. Тогда В пробежал меньше, чем А; на 
(n-m-k)l, то есть n-m-:-k> О. Сосед же мальчиRа А' 
справа- мальчиR С~ пробежал на (m-n-k)d меньiПе 
чем А, где d - расстояние между А и С. Но m-n-k ' 
-(n-m-k)-2k<0. Следовательно, вопреRИ предполо
жению, С пробежал больiПе, чем А. Мы использовали 
лишь то обстоятельство, что у пробежавшего больiПе всех 
есть сосед слева и сосед справа. Полученное противоре
чие показывает, что у него сосед может быть лиiПь с од
ной стороны. 

Второе реiПение, из которого и появилась эта задача 
u ' таково: введем на прnмои координаты, пусть в k-й раз 

бежали к точке х k• тогда мальчик, стоящий в точке х, про
бежал lx-xk\· Осталось заметить, что Yk= lx-xkl- фун
IЩИЯ, выпуклая вниз, сумма таRИх функций также вы
nуRла вниз, а выпуклая вниз фунiЩия прищrмает наи
большее значение на одном из Rонцов отрезRа ее задания. 

86. Будем различать два случая: первый - если все 
его стороны не больше Н и второй - одна пара сторов 
больiПе Н (обе пары сторон не могут быть одновременво-
больше Н, иначе плот не уместится в Rанале) . · 

В первом слуЧае площадь S плота не иревосходит Н2• ' 

Квадратвый плот со стороной Н можно провести по кана
лу, соверiПив два параллельных перенооа. Во втором слу
чае плот при прохождении поворота должен повернутьсц 

на 90°. В неRоторый момент его стороны образуют угол· 
в 45° с берегами. При этом он должен уместиться внутри 
равнобедренного прямоугольного треугольника АВС 
(рис. 54). Легко усмотреть, что плот максимальной пло
щади, помещающийся в треугольнике АВС, должен одной 
па своих сторон лежать на гипотенузе этого треуrольни
Rа, а верiПины, лежащие на другой стороне, должны на
ходиться на катетах треугольника. Катеты треугольника 
равны по 2Н. Обозначим длину стороны плота, лежащей 
на гипот~нузе треугольника, через х, тогда перпевдику
лярвая еи сторона равна половине разиости между дливой 

гипотенузы и длиной лежащей на ней стороны плота то 
1 - ' 

есть 2 (2Н V2- х). Таким образом, площадь плота в 
этом случае равна х (Н V2 ~ · ~ ) . П реобразуем это вы
ражение R виду: · . 

- ~ (х2-2НхV2+21Р>+Н2=Н2- ~ (х-нv2>'· 
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Это выражение максимально при х ='Н У~ и при этои 
равно на. И в этом случае мы также получил·и в качестве 

. площади плота S =на, вторая сторОна плота 
1 -.Г<) - . · Н}""2 

. при этом равна 2(2Н v 2 -Н'JI2) = -z. Такой плот 
может быть проведен через поворот сЛедУЮщим образои: 
установим его у поворота так, чтобы одна из больших ero 
сторон своей серединой упиралась в верiПину выступаю
щего угла Rанала, и повернем плот вокруг верiПины этоrо 

·угла на 90°. Это можно сделать, поскольку расстояние 
середины больiПой стороны плота до любой его точRИ не 

· иревосходит расстояния ее до вершин на противополож-

ной стороне, Rоторое равно + HV2 · V2 =Н. Следова
тельно, при повороте плот ЛИIПЬ Rоснется берегов Rанала. 

87. Для удобства будем рассматривать многоугольпики 
па метчатой бумаге со стороной клетRИ, равной 1, причем 
их стороны проходят по линиям . сетRИ, а вершивы нахо
дятся в узлах. Найдем сначала многоугольпик с макси

'' "-~н .... ,..,.,,vn площадью. Пусть дан некоторый многоугольник. 
Рассмотрим вместе с пим прямоугольпик, построенный 
следующим образом: проведем прямые через крайнюю ле
вую, крайнюю правую, самую верхнюю и самую нижнюю 

данного многоугольника. МногоугольниR будет 
. находиться внутри построенного прямоугольника, следова
тельно, его площадь не иревосходИт -площади этого пря
,._tо,угольн:ика, а периметр прямоугольника будет не больше 

i-ПIBDJ!IM~eтt)a данного многоугольника. Если стороны постро
. ениого прямоугольника равны k и т, то его площадь рав
на km; но из условия на периметр 2(k+m)~4n, следова-
тельно, km = k (k + т- k) ~ k (2n - k) = - (k2 

- 2kn + 
· · +па)+ n2= n2 -(n- k)2 <п2• 
Таким образом, · максималь
вал площадь не больiПе n2, 

она будет равна n2 у квадра
та со стороной, равной n. 

Для нахождения наи
. меньшей из площадей наiПих 
.r.шогоугольвпков удобно вос
пользоваться формулой 

S = j + ; - .1, где S -

площадь многоугольника, j
число узлов сетки внутри 
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мвогоуrольвина, а r- число узлов сет:ки Для того чтобЬгобойти все трй: комваты ·замка и 
границе. Из этой формулы вытекает, что из него, необходимо пройти 4 двери. Будем обо- . 
в:ая площадь будет в том случае, когда j=O. Число открытую дверь знаком +, а закрытую -. Мар-
сетки на границе в вашем случае равно периметру и через четыре двери можно будет записать последо-
зависит от формы многоугольника, то есть четырех знаков, отражающих первов:ачаль-
площадь равна 2n-1 и достигается во многих поло:же:ви1е дверей по маршруту, например, + - - +. 

88. Без ограничения общности можно считать, что потребуется 1 волосок, если первым стоит 
меры клетки 1 Х 1. .. Jrfюtyc, и еще по волоску ва каждые два подряд стоящих 

Рассмотрим произволъв:ую несамопересекающуюся ~о- одИнаковых ав:ака. 
мавую, проведеиную по линиям сетки ва прямоугольниl\е , Если :маршрут начинается знаком плюс, то, так как 
из угла А прямоугольника в . противоположный угол С - sваков плюс ва маршруте ве более трех, будет хотя 
Будем передвигаться по этой ломавой из точки А в точ: - бЪ1 одна перемена знака, т. е. ве более двух пар одивако
ку С. Рааобьем ломаную на отреаки единичной длиЮ.i. , :,ЬIХ знаков, следовательно, ов проходител с соблюдением 
Каждый такой отреаок выходит из неrюторого узла сеткn. . ·. -·словий, следовательно, и маршрут, окавчивающийся ва 
Так как ломаная- весамопересекающаяся, то иа каждоrо ~~~вак плюс, можно пройти с соблюдением условий, во в 
узла сетки выходит не более одного отрезка. Кроме этоп;, обратном порядке. Если же маршрут начинается и о~аи-
из точки С не выходит ви одного отрезка. · . эваком минус, то из · трех пар знаков в двух 

Значит, длина любой весамопересекающейся ломавоif; перемена знака, следовательно, опять доста-
удовлетворmощей условиям задачи, .не превосходиt _.,,;; "l11чво двух волосков. · 
(т+ 1) ( n + 1) -1. ' · 90 .. Сначала покажем, что через векоторое время номер 

Рассмотрим два случая. станет больше года его выпуска. Действительно, 
1 случай. Хотя бы одно из чисел т и n четно. 3000 лет по условию выйдет ве · менее 

3~ · • 5- == 
В этом случае существует ломаная, удовлетворяюЩая_ 

условиям задачи, длина которой (т+ 1) ( n + 1) -1 5000 номеров, а . tод будет 1964 + 3000-:-.4964, следова-
(рис. 55). год издания в это время будет меньше ноиера 

11 случай. Оба числа т и n нечетны. Ломаная, удоЦ~ ,.;§:..,!v11•яя.ла 
летворяющая условиям задачи, пересекает любую полоеу основного утверждения задачи прове-
нечетное число раз. Значит, в случае 11 длина ломавоti от протmщого. Предположим, что не существовало 
есть . четное . g:исло и, следовательно, не аревосходИт когда номер Журнала совпадал с годом его выпуска. 
(т+1) (n+ 1) -2. ·: · N-й год- первый ив тех лет, в которых номер 

Ломаная, удовлетворяющая . условиям задачи, длин.Ц стал больше года выпуска. В этом году должен 
которой (т+ 1) ( n + 1) -2, . в случае 11 существуеТ' + 1) .:й номер журнала, ибо если бы он вышел 
(рис. 56). 

....- .- ....-
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раиьmе, ·в · гоцу N-k, тоN-й год ве был бы первым гоДо:ч . 
в котором · помер стал больше года выпуска, поскольку э~ 
имело бы место и для года N-k. Позже N-го года журвц 
тоже ве мог выйти, так как в противпои случае в это)(· 
Г()дУ Jiыmли бы лишь журналы, имеющие помер, ве бот... 
ший N. Итак, в N-ои гоцу вышел (N+1)-й номер журва~·. 
ла, · N-й воиер в этом гоцу ве :мог выйти по предположе..: 
вию, следовательно, оп вышел в векоторои гоцу N -п, во: 
это означает, что в годУ N-n помер журиала (N) больmе 
года издания (N-n). Таким образом, N-й год ве являет. 
ел первыи из 'rex, в которые помер журнала стал больmе 
года выпуска. Получено противоречие с допущением, '1ТО 
ве существует года, в котором помер журнала равен году 

издания, следовательно, такой год существует. · 
91. Заиетии, что если · записать вву'J,'}>и каждого белого. 

треугольника число -'-1, а вву'J,'}>И каждого · червого 'J,'}>&; 
угольника число + 1, то условие задачи выразится так: 
произведение числа, стоящего в произвольпои треуrольи:и .. 
ке, ва числа, стоящие в соседних с пим треугольниках, 

равно +1. 
Расемотрви теперь последние четыре ряда 'J,'}>еугольви 

ков. Они изображены па рис. 57. Цйфры внутри треугошr. 
виков указывают помер ряда. 

Запишем для каждого треугольвиRа третьего ряда со; 
отношение задачи и перемножим эти соотношения . . Есц 
обозначить через П1, П2, Пз и п. произведения всех чием 
в треугольниках соответствующего ряда, то в результате. 
получии слецующее соотношение: П2 ·Пз·П~= +1. Дей. 
ствительво, каждое число из . четвертого ряда войдет · в. 
соотвоmевие ч:о два раза, а из второго и третьего по одному. 
. . АНалогично запiЩiем · такое соотношение для треуголъ-
виков второг«? ряда. Получим: П2 ·П8 ·П~/П=1(черевЛ ~ 
звачево произведение чисел в двух крайних треугольни
ках). Де~~твит~льво, числа ив треугольников второго й 
третьего ряда войдут по одному разу, а из первого- по 
два, за исключением чисел в двух крайних треугольни
ках, :которые войдут по одному разу. 

Перемножив полученвые соот·вошевпя, в результате 

будемИ:м:еть:Пf·П~·Л~·Л2=П. Атаккак все числа равны ±1, 
то П = + 1. Следовательно, числа в :крайних треугольви
:ках и:меют одинаковые зва:ки, то есть они были одиваiюво 
оr<раmевы. · 

Утверждение до:казаво. 
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'· 92. Достато'Цiо раврезать сетку . так, :как показаво на 
58, и превратить полученвые прЛм:оугольiiИR]J . растя

JI(евием _по горивовтали в правильвые mecтиyrмЬJIIIIOI· 
(рис. 59). . . . , 
· 93. Прежде всего отиетии, что указаввое в задаче по- . 
етроевие нужно делать лишь до тех пор, пока КЬ1 ве по

. 11адем в вершиву :квадрата. Далее оно повторяется, и пуч 
:. р:роходит по тем же отрезRам. · 
. "., При дальнейшем решении этой задачи воспользуемся 
ОJiедУЮЩИИ методом: рассмотрим Rвадратную сетку ва 

iJЛоскости и Rаждый отрезоR изобразим в ~воем :квадрате 
tак, чтобы в совоRупвости они образовывали луч, выходя-
,Щий из точ:ки А . Будем .считать, что числа k и р взаимно 
Jlросты. Наш луч пройдет по диагонали прямоугольвиRа, 

ав;леJIВ<>ГО из линий сетки и имеющего одну из сторов 
fJ,JIIaDIIOИ k, а другую равной р (за единицу длины выбира-

дливу стороны :квадрата). При этом оп не проходит ив 
н;,еt)ез один из узлов сетки (не считая Rовцов этой диаrо

. МеждУ Rовцами диагонали оп пересекает k-1 
прямую и р-1 верти:кальвую прямую. 

образом, в а этой диагонали возВИRают . р + k-2 точ:-
Rоторые разобьют ее па р + k-1 отрез:ков, Перевеся 
отрезRи согласно правилу их построевин па исходвый 

получим, что они разобьют его па р + k частей. 
предположили, что р и k взаимно просты, если . же ве 
то смысл задачи ве изменится при замене р на 

k), а k ва k:{p, k), где (р, k) - паибольший общий 
l'~!елитtшь чисел р и k. Таким образом, в общем случае от-

Р+k 
будет таRов: (р, k) • 

94. Заметим, что если Rакие-вибудь две из данных ок
и.иеют единствеиную общую точi<у, то через 

rr'f тоЧRу согласно условию обизавы проходить и все ое.,. · 
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тальвые окружности. В этом мучае утверждение 
очевидно. 

Пусть любые окружности из данных имеют две точки 
пересечения. Выберем две произвольвые окружности. из 
данных 0 1 и 0 2 и обозначим их точки пересечения через 
А и В. По_ условию задачи . каждая из оставшихся окруж
ностей обя~ана прохо~ть по крайней :мере через одну ~з 
точек А и В. Если все они проходят через точку А (или 
все проходят через точку В), то утверждение задачи вы~ 
полнево. . . 

Пусть окружиость 0 3 nроходит через точцу А, но не 
. проходит через точку В, а окружиость О, проходит через . 
точку В, но не проходит через А . . 
. . Одна из точек ш~ресечения этих окружностей ( обозна
чим ее .через С) обязана лежать на Оl\ружиости О1, таи 
каf\ окружности Q1, Оз и О, должны _иметь общую точку, 
а другая . (gбозначим ее через D) -на окружности О2, 
~ак . как окружности О2, Оз и О 4 . также обязаны иметь ~6,
щую точку. . ., 
. · Осталось заметить, что любая пара точек из совокуп
~оети А, В, С, D я,вляется парой точек пересечеJJИя какщ
Щ~будъ двух из четырех ВI!Iбранных ва:ми окружностеi, 
а . любые три: лежат на одной из этих окружностей. По~ 
тому лю.ба,я пятая .оiSружность . из данной совокупности, 
с . одн.ой стороны, н~;~ :может содержать более двух из точек 
А, .В, С, D, а .. с другоi стороны, должна содержать по од
цой . точке из дюбого двухточеч~ого подмножества. этой 
совокупности. А.это, очеви:дио, . не может быть 0дновреиен~ 
во. Доказательство окончено. . . . 

95. Обозначим: n - чимо всех . сореввовани:й, . р·- ' 
=:=;А+В+С • 
. . . . Имеем : nD=22+9+9=40. Значит, n есть делитеJIЬ 
4о. Так как А>В>С>О, то Е в соревновании на быстро;;"· 
ту . реiнщии получил . не · менее трех очков. Всего Е набрап: 
9 очков. Поэтому n<:"7. Таким образом, имеем три мучая: 
n=2; n=4, n 5. · 

I мучай (n=2)' вевозиожеи : очевидно, А<9, значит, 
2А<18<22 . 

.11 . му_чай (n = 4). Имеем: D = 10. Поэтому А~ 7. Но 
К набрал '22 очка. Следовательно, А:;;.. 6. 

· ПУсть А= 7. Тогда Е набрал не менее 10. очков-
противоречие. · 

Пусть А = 6. · Тогда В > 3 и К получил не более 
.6 ~ 3 :+.3. 1 = 21 . ОЧ!{о-цротиворечие, 
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. Итак, · 1I ·cлy'itilй также nе'в6зможеп. '-· 
III случай (n = 5). В этом случае D = 8. · Поэтому 

А~5. . 
: С другой стороны, К Получил 22 очка. Значит, А ~ · s. 

Итаi<, А=5; В=2, С=1. . .· . · · 
. В соревновании на быстроту реакции: Е получил 5 оч
ков; всеГо . Е получИл 9 оЧков. по·это:му в каждом ИЗ ос
тальных Четырех соревнований Е набрал по одному . оЧку. 

В соревновании на быстроту реакцИи К получил ~е . бО
лее 2 очков; всего К набрал 22 очка. Поэтому в кажд~tм 

. ~из остальных четырех соревнований К набрал по 5 очков 
.(а & соревновании на быстроту реакции ---2 очка). _· .. •. · 

Ответ: вторым в соревновании на выносливость был Ф. 
96. Замеrии, во-первых, что в · каждом убитом может 

, оказаться не более шести пуль. Доnустим обратное, т. е. 
.·что гангстер А оказался ближайшим более чем · для шести 

. ·других. Соединим А с его ссубиiЩами» отрезками; т-ак ка~ 
этих · отрезков · не меньше семи, то хотя · бы между одн~и 
парой соседних отрезков угол составит менее 60°. ПусТь 

'зто будут отрез1m, соединяющие А с В и С (рис. 60). Так 
ка:R сумма углов в треугольнике АВС равна 180° · и 

· ·LВАС<60°,то хотя бы оДин из угловLАВС и LВСА 
· боJIЬШе 60° и, · медовательво, больше LВАС; пусть для 
' определенности это угол LABC, тогда !ВС\ <\АС! (против 
; ' большего угла лежит большая сторона), что противоре:.. 
~· чит предположению о тои, что А ближайший для С. Ава
, слоrичвы:м: образом видно, что в убитом может · оказаться 
~ шесть пуль лишь в . муча е, если он находится в центре 
, правильного шестиугольника, в вершивах которого рас-
. положены его · •убийцы». · · 

Предположим теперь, что в А оказалось шесть пуль. 
·· Так как А тоже стреляет, то он убивает одного из своих 
' ·убийц (назовем · его В) . Так как «убийцы» А расположе
. вы в вершинах правильного шестиугольника с центром в 
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А, то, нан легно видеть, для остальных '(нро:ме А) «убийц. 
В остается :место лишь внутри угла в 120° с вершиной в 
точне В вне нруга радиуса R = IABI с центрои в той же 
точне. В самом деле, если ие.RИЙ -гангстер · окажется виутр11 
нруга, то В убьет его, а не А, а если он онажется вне уна~ 
заииог~ угла за нруго:м, то, нан легно видеть, В не будет 
ближаиши:м для ие~о, тан нан С или D будет расположен 
ближuе. В угле 120 · могут расположиться не более трех 
«убииц>> (рассуждения аналогичны доназательству перв~ 
го эа~ечаиия). Следовательно, В будет убит не более · че:и 
четырьмя пулями. 

ТаRИм образом, доназаио, что для наждого гангстера, 
убитого шестью пулями, существует еще один гаигетер · 
убитый не более чем четырьмя пулями. ' 
· · Теперь заметим, что из того, что в наждо:м убитом не 
более шести пуль, а всего выпущено 50 пуль, следует, что , 
убитых не :менее 9. Но, нак легно видеть, если убито ров~ 
но 9, то число убитых шестью пулями не :менее пяти 
Согласно доназаиноку выше отсюда следует, что долЖи~ 
быть по нрайией :мере еще пять убитых гангстеров. Это 
противоречит предположению о том, что убитых ровно де-: 
вять. Следовательно, число · убитых не менее 10. 

Ситуация; в ноторой убитыми оназываются ровно 10 
гангстеров, поназаиа на рис. 61 (гангстеры разбиваются 
на пять групп, по 10 человен в наждой, таких, нан на р:И

· .суине, и в каждой из групп убитыми оназываются двое). 
·· 97. В первую :минуту нужно играть на органе, не за
жигая свечи. Тогда в · течение второй минуты и Смех, и 
Пение будут молчать. · ·· 

Затем необходимо пренратить игру на органе и зажечь 
свечу. 

Тогда в за:мне установится тиmива ... 
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98. Таной способ су-
ществует, например, 

следующий. 
а) Вначале рум 

вставляются в отверс-"' 
тил по накой-иибудь 
стороне нвадРата и се

ледки устанавливаются 

в них головой вверх. 
На рис. 62, а это поло
жение отмечено 

НОИ ПЛЮС. 

. · б)' Далее руки вставляются ·. в ' · отверстия- по · одной из 
.диагоналей квадрата, и селедки в· в:их та:кще устаиавли~ 
ваются головой вверх. . 

в) Мы nолучили расположение, изображенное иа 
· . рис. · 62,6. Если при этом дверь не открылась, значит, се

,_.ледки расположены тан, как на рис. 62,!1 .(минус означает. 
положение хвостом вверх). 

r) Теперь просовываем руки по наной-либо диагонали. 
Если обнаружим при этом селедку Головой вниз, то пере

.вора чиваем ее и тек самым отнрываем дверь. Если же обе 
онажутся ·головой вверх, то первворачиваем ОднУ ив :них. 
В результате приходим к положеиию, изображевиому на 
рис. 62,г. · 

д) Снова просовывае:м руки по одной из сторои квад~ 
рата. Если селедRИ оназываются одиваново направленны
ми, то после их . переворачивания дверь отнрывается, а 

если они были направлены противоположно, то после их 
первворачивания получим расположение, изображенное на 

. рис. 62,д. Теперь, просунув руки по любой диагонали и пе
ревернув селедRИ, открываем дверь. 

99. Ответ: 3 мaJpipa и 6 монтажников, оставшегося ра
бочего можно поставить либ() маляром, либо моитажни

- ком, либо вообще не использовать - от этого в~емя вы
.~ волневил работы - 195 мин - не изменится. Это утвер-
< Qевие можно проверить непосредственно. · 
) . . Покаже:м, что при других расстановка~ время работы 
q больше. Действительно, если маляров меньше трех (один 
;> или два), то время на окраску не меньше 250 мин, а если 
· ". монтажников меньше шести, то время на монтаж не м:ень-
·~ me 200 мин. · 
1>-

r) 1) 
62 

. ,. 
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100. Всякая точка М 11ве мвогоугольвик~J. покрыта ву- .. 
лем треугольвико11 и нуль - четвое число. Будем Дllиrать , 
точку М по плоскости. Посмотрим, как при этом будет из., 
мевлтьсл четность числа покрывающих ее треугольвихюв .. 3 
Очевидно, что это число менлетел лишь при пересечевии · 
стороны или диагонали многоугольника. Пусть по _ одuу . 
сторону от такого отрезка лежит n вершив мвогоугольви., 

ка, тогда по другую будет лежать 1970~п вершив. Поэто-.. 
му если вначале точку покрывало N треугольников, то 
после пересечевил этого отрезка . число станет равВЪIМ 

N+ 1970-2n, следовательно, четность числа покрываю
щих точку треугольников не изменится. Утверждение. 
доказано. 

ГЛАВА 5 

РЕШЕНИЯ ЗАДАЧ ПО ФИЗИКЕ 

101. Пусть космонавты находятел около звезды Х. Рас
смотрим треугольник с 11ершивами; расположенными ва 
звездах ГУ -50, Х и произвольвой з11езде У - рис. 63. · Так' 
как звездЫ Х и У удаляются от ГУ -50 со скоростями, про-;_ 
порциовальвым:и их · расстояниям: от ГУ-50, отношение 
расстояний до звезд Х · и У от ГУ -50 в е ~tзм:евяетсл со вре..; · 
мевем. Звезды Х и У движутся от ГУ -50 по прямым, поз ... 
то:му ве изменяется и уrол а. Следовательно, треугольник 
ГУ-50~Х-У остается все время подобным самому себе; 
Отсюда следует' что звезды х и у разбегаются со CKOp(r 

стями, щ)опорциовальвыми расстоянию между ними. Так 
как в качестве У можно взять любую из звезд скопления; 
мы должны заключить, Что космонавты увидят из ОI<рест"' 
вости звезды Х ту_ же самую картину, что и из окрест
ности звезды ГУ -50. 

· 102. Разберем евачала вопрос об устойчивости ракеты 
в полете. У стойчЙвость ракеты обеспечивают стабилизато-"· 
ры, расположенвые в ее хвосте. Если ракета начинает от-, 
кловяться от ваправлевил своей скорости, т. е. если ось 
рах<еты составит векоторый угол с наnравлением вектора 
скорости, то силы, действующие на стабилизаторы, созда~ 
дут возвращающий момент. Ясно, что если ракету пустить 
хвостом вперед, то эти же моменты сил развервут ее. Но 
как раз хвостом вперед ракета и запускалась па испыта

ниях - ведь ее скорость складывается из сх<орости движе

ния -самоnета и скорости ракеты относительно самолета. 

- ·- --- - ·- -- ·-----·-----.,.,_-

. .ECJiИ ракета еще ве ·.усnела набрать Достаточвьй (больШей, 
·чеы у- самоJlета) . скорости к тому- моменту, когда она по-. 
кинула самолет, то она будет иметь скорость, ваправлев

.вую в с'l'орону полета самолета. При--этом: она разворачи• 
ваетсл, набирает скорость и догоняет само~ет. Чтобы . из:. ' 
баввться от этого веприятиого эффекта, нужно увеличить 
ускорение ракеты или 11ключать ее двигатель чуть равьiпе 

·пуска. Следует помнить, что реактивная сила после пуска. 
ве сразу достигает максимальвой 11еличивы. 

103. Расширение оболочки происходит как за счет ве-· 
щества, выброшенного из звезды, так и за счет межзвезд
ного вещества, захватываемого оболочкой. Закон сохравсr 

-вия импульса длл рассматриваемой системы записывает- . 
ся в таком 11иде: 

{: n.R3p + М0) v = M0v0• Отсюда сразу получается, что 

1 .. R.. [ (n- 1) М0 ]1/3 .. : , . · 
при v = v0 n = 

4 
. • . · 

. ,_ (3 np) . 
104. Обсуждение этой задачи будет состоять из вес.

кольких этапов. Заметим: сначала, что искомое число ша
ров в е может быть равно ( N + 1), так как в противво:и слу
чае импульс системы имел бы положительвую составляю

;;. щую вдоль оси Х, во полвый импульс системы сохравяетс11 
·i в равен импульсу первовачалъво двиrавшегосл шара, т. е. 

- направлен в отрицательном направлении оси Х. Искомое 
': 'ШСЛО шаров не может равняться и N. ЕсЛи бы это было 
~- так, то шар, который будет двигаться в отрицательном 
. направлении оси Х (чтобы компевсирQвать . положител~r
: ную Х-вую составляющую импульса N шаров), вмел ~ы 
: скорость вдоль осв Х больiпую, чем скоро~ть первовачаль:
. во (до всех столкновений) двигавшегося шара. Закон сох-: 
. ранения импульса мы должны были бы записать так: 
· mV_.-mV=Px,здecь V- скоростьпервоначальводвигавmе
госл шара, Vx -Х-ван составляющая скорости «компенси
рующего>> шара; Рх- Х -вал компонента импульса N ша
ров. Но в -этом случае оказалось бы, что кинетическая 
энергия . «компенсирующего» 

шара больше кинетической 
энергии первовачальво двигав

шегосл шара: 

с 63 
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Te:ar саиы:м: м:ы доказали, что искомое число не равно , N. 
Докажем, что шары можно расставить на плоскост. 

так, что после всех столкновений (N-1) шар приобрете'l' 
пОJiожительиую скорость вдоль оси Х. Для этого сделае11 
несколько простых утверждеиий: 

· У-1. Можно так поставить иеподввжиый ша.р на пуц 
движущегмя, что движущийся шар после удара откло• 
иится ва произвольвый наперед заданный малый угол. Это 
ясно из того, что шар можно поставить так, что налетаю

щий шар только немного его коснется, а значит, и от
моиится иесильио. . 
У -2. При столкновении двух одииаковых шаров, иЗ 

которых одни до столкновев:ия покqился, шары разлетают

ся под углом 90°. Докажем зто. Закон сохраиеиия импуль--

са эквивалентен условию: ·-v = ul + u2, v -скорость нале
тающего шара, 111 и U2 -скорости шаров после столкио
веиия. Векторы V, U1 и U1 образуют треугольник, а · из 
закона сохраиев:ия энергии вытекает: V' = и~ + U~. Други
ми словами, треугольник прямоугольный, а значит, векто-

.ры ul и iil перпендикулярны друг другу. 
У-3. Неподвижиый шар моЖно поставить так, что 

если налетающий шар имеет положительную составляЮ: 
щую скорости вдоль оси Х, то после столкновения ска.. 
рости обоих шаров будут иметь положительНЬiе . составляю
щие вдоль· зтой же оси. Это утверждение является след1 
ствием У- 1 и У- 2. В самом деле, пусть скорость на1 

летающего шара V наnравлена под углом а< 900 к осв 
Х. В силу У -·1 неподвижнъtй шар можно поставить та1~, 
что скорость первого шара после столкновения ~U1 будет 

.... 1 
составлять с V угол ~ = 2 (90°- а}, а с осью Х -угол 

. 1 ... 
(а+~)= 2 (а+ 90°) < 90°. Скорость и. в силу У- 2, 

' .... 
будет направлена ПОД УГЛОМ 90° К СКОрооТИ и1, а С ОСЬЮ Х 

1 
составит угол 2 (90°- а)< 90°, то есть обе скорости 

U1 и U1 будут иметь положительНЬiе составляющие вдоль 
оси х. 

Перейдем теперь к доказательству основного утвержде
ния. Перенумеруем шары, которые первоначальио бЫJIИ 
иедодвижиы.ми, номерами 1, 2, 3, 4, ... Первоначально дви-

-106-

, . rавшиiся · шар будем обозначать ·бунвой 0 ; Шар 1 поста-
1 вим на пути шара О так, чтобы ·шар О после столкновения 
отклонился на 10°. Это можно сделать (У-1) . Шар '1, 
в силу У -2, полетит тогда под углом 80° к отрицательно
му направлеиию оси Х. На пути шара 1 поставим: шар 2 
так чтобы шар 1 откловился после столкновения с ша
ро~ 2 на угол - 10°. Шар 2 полетит под угл~м 20° к поло-

. )I(Ительному направлению оси Х. Шар 2 имеет положитель:
иую составляющую скорости вдоль оси Х, поэтому в силу 
у -3, шар 3 можно поставить так, чтобы после столкиове
JIИЯ шаров 2 и 3 оба оии имели скорости 11 положительном 
ваправлеиии оси Х. Аналогично дальше - на пути шаров 

· 2 и 3 поставим: шары 4 и 5 соответственио так, чтобы все 
mары: 2, 3, 4 и 5 после столкиовеиий продолжали двигать
ся в положительном направлении оси Х. Эта процедура 
повторяется до полиого исчерпаиия запаса шаров. 
· 105. Будем для простоты считать вваим:одействие иейт

·. ронов с атом:аии защитиого слоя упругим: цеитралЬНЬIИ 
·. ударом, а сами атом:ы защитиого слоя- первоначальио не.. 

·. подвИЖВЬIИИ.. Пусть масса иейтрона m1, скорость его до 
! еоударенИJI· С атомом v1, после соудареВ:ИЯ W1; масса атома 
.i m2, скорость атома после удара Wz· Законы сохранения 
· ·энергии и импульса: mi~ = m1~ + m2u1; m1v1 = m1W1 + 

~-ms В 
.~· ·+ m1w1 приводят к равенству w1 = v1 т1 + ms . том слу~ 

,; ,чае, когда fflt = m1 (атом водорода) иейтрои после удара 
драктически останавливается: w1 = О. В случае же m, >> m1 

(свинец) иейтрои продолжает движение и, стол~mись 
""" ·с ядрами еще несколько раз, может пройти через защит
:ный слой. Следовательно, парафии и другие соединения, 

·~, содержащие водородные атомы, лучше замедляют иейтро--
.i ны, чем свинец. . , 
··. 106. Ясно, что массы шаров должиы убывать, если 
· смотреть с той стороны, с которой движется шар с им
пульсом КР. Удобнее, однако, смотреть с противополож
,пой стороны. Перенумеруем шары с конца и рассмотрим 
сто.Лкиовеиие шаров с номерами n и (n-1) (от конца!). 
Напишем законы сохраиеиия импульса и энергии для та-:

кого столкновения: 
(Рп)• р2 •. ?. . 

Pn _;_р + mn-tVn-1; -- = - + ffln-1/Т" 1' т т n-
n n 

Мы использовали здесь условие задачи- после удара 
. шары обладают одинаковыми импульсами. · Исключал :им-

.-107.,...,. 
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пуЛьс . ·. 'Р из· ЭтИх . уравнений, nоЛучИм: (тrtn-1/mп). ;:;,. 
=[(n -1)/(n +1)]. Значит, отношение масс, считал ~с конца» ', 
равно · ·· · ' 

1:3:5:7:9:11: .... 
ЗаметиМ, что ·ответ не зависит от начального импуль.. 

·саКР. 

107. Первоначалъно бусинки покоилисъ. После пере. 
жиrани.11 нити они стали ускоряться силой сжатой пру. 
живы, помещенвой между ними. Трение отсутствует, поз-. 
тому единствевпал сила, изменяющая абсолютное · значе- . 
ни~ скорости ~усивок,- это сила упрутости пруживы; Под 

'деиствием этои - силы бусинки ускоряютел ТRI\им образом 
u ' что . в . каждыи момент времени их ускорения будут обрат-

во пропорционалъны их массам, так как па них действуют 
одинаковые по величине силы. Время, в течение котороrо 
бусинки ускоряются, для обеих бусинок одно и то же. Зва
'IИТ и их конечные . скорости будут относиться как уско. 
рения: (vtfv2) = (m2 /mJ. Пути, пройденвые бусинками до 
их первого соударения, будут пропорциовалъвы их скоро
стям, а положение точки, в которой опи столкнутся, будет 
определяться условием: (s1 /s2) = . (m3/m1). Мы считаем при 
этом, что пруживка ((ВыкивуласЫ) после того, как бусинки 
ра~ошлись из вачцлъвой t:очки. При соударении справеД
л.ив закон сохраневил импульса: 

~v1 -m·2v2 = .m1v;- m,v; . . Но m1v1 = m
2
v

2
, 

поэтому (v;tv;) = (m2 /mJ. Кроме того, скорости ивиевлт 
tJщii\и - бусинки не могут пройти одна сквозь другую и 

·начнут после столкновения двигаться в обратпои направ- . 
ленив. После первого столкновения бусинки опять прой-' 
дут до следующего · пути, обратно пропорциовальные их 
массам, то есть те же самые пути s1 и s2• Во второй ра.з 
они ст~лкнутсл: в той точке, откуда они нач:ивали свое 
движение. Далее все будет повторяться - все четные стоJi:
ввовения буду; происходить в начальной rочве, а все не
четные - в тои же точке, что и первое. Ситу~ция не изме
нится, если пружинку считать скреплевной с одной избу
синок, но· при этом имеющей массу, много меньшую массЫ 
бусинки. Если это так, то все четные столкновения будут 
происходитъ · через пруживку, а все нечетвые """'""при вепо-
средственвом воздействии бусинок друг на друга. , 

108.· Центр тяжести системы не должен перемещатьсл 
в горизонтальвом направлеви~ - в этом направлении ни
Rакие силы на систему в целом не действуют (трения. 

..... tos-

вет}. Пусть максимальный уго,л; на KQтojrt.fй: отlg.[овяется 
. иаятвИR, равен ера. Петрудно проверцтъ, чrо аиплиu-Ца 
вертикальных колебаний центра тяжести системы равна 

. l l ер~ . . 
Т (1 ~ cos Cl'o) = т· Т. . Мы считаем колебанил малы-
JоiИ; это значит, что уголср0 мал, и в линейпои по углу при
ближении центр тяжести тем самы:и )(ожно считать 

. неподвижным. Закрепим вить в точке, в которой находит
. ел центр тяжести, то есть в нашем приближении в сере
дине ее. Можно принять, что период колебаний от закре-
пленИя нитИ не изменится - ведь закреплеввал точка 
есть центр тяжести, а мы уже договорилисъ, что он непо-

движен. Но теперь НИЖНЯ11 часть системы превратилась в 
мате.матический маятник с длиной l/2 и периодом колеба
ний T=2tt Vlt2g. Это же есть период колебаний всей 
системы. 

109. Траектория тела, брошенного под углом . к гори
зонту; отличается от параболы, если учесть сопротив~.е
В:ие воздуха (рис. 64). На восходящем участке траектории 

. Вертикальвал составляющаЯ силы сопротивления возцуха 
;Ро наriравлена в ту же сторону, что и сила тяжести . mg, 
· па висходящем участке вертикальная составляющая силы 
сопроТивления и сила тяжести направлены в противоnО
ложные стороны. Это означает, что в любой точке восхо
дящего участка . траектории вертикальная сила по величи

.не . больше · силы тяжести, а на нисходящем участке -
, меньше. Вертикальная . составляющая .ускорения на що~ой 
высоте на восходящем. участке . больше, .. чем вертикальная 
составляющая ускорения на rой же высоте на висходящем 
участке. В -верхней точке траектории вертикальная сцо
рость равна нулю .. Время подъема будет :меньше времени 
спуска. Проанализируйте (не прибегая к точиому вычис-
nевию траектории), какой из отрезков: AD или DC больше 
И почему? · 
· 110. Из вакона сохраневил энергии сразу . получается: 

Mg]l 'В . 
h= F-M . . g 

- П 1~ Будем считать, 
что второй автомьбиль · 
едет с вымюченным 

силы ёопро-
движению 
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складываются. Пусть мощность каждого из авrомобилей есть ~· 
Рап, тогда 
F оопр. 1 • v1 = F оопр. 2 • v1 = Равт·• а для интересующего. пас. 
случая 

· F . (Равт + Равт) Равr = (Fоопр. 1 + сопр. 2) • tlx = - - Vx• · v1 · v1 

и ~·~ скомая скорость Vx = -+ .· v1 v1 

112. Разность давлений числепво равна разности центро
стремительных сил, действующих па авrомобиль в обоих· 
случаях. Эта разность есть . 

(v + ooR)1 (v- ooR)1 ·4m 
т · R - т R = vю. 

Здесь ю = 2п;Т, Т- период обращения Земли вокруг 
оси, . R - радиус Земли. Ответ па поставлеiШЬIЙ вопрос от 
R не зависит. 

113. Сильвее всего будет разрушаться участок сопря
жения полуокружностей, так как развые части его испы- . 
'l'ЫВают нагрузки в разных · направлениях. Для предотвра
щения такого эффекта реальный железподорожный путь 
устроев так, что резкие изменения радиуса кривизиы пути 

отсутствуют. Это достигается включением па переходах 
участков пути переменной кривизны . 

. 114. Не может. В самом деле, рассмотрим моменты 
сил, действующих на ящик. Очень удобно вычислять эти 
коиевты относительно точки О (рис. 65) -точки веревки 
иад центром тяжести ящика. Сила натяжения веревки· 
и сила тяжести · не создают моментов относительно этой 
точки. Стенка гладкая, силы реакции стенки перпевдику- . 
ПJiрвы к вей. Суммарный момент этих сил закручивает . 
ищик против ~асовой стрелки. Этот момент. ничем не 
компенсируется, значит равновесие невозможно. 

115. Так как стержень находится в положении без- ' 
различного равновесия, высота центра тяжести над зем

лей остается постоянной. Если ввести оси координат, как 
показано на рис. 66, то ордината центра тяжести равна 
а (это ясно из рассмотрения крайнего положения cтepж
JIJ[, когда оп приеловен к вертикальной стенке). Этот 

факт выражается формулой: у + У• 
2 

IJ = Yt .t IJ = а. 
Напишем еще условие того, что длина стержня равНа 2а2 
sl + (у1 - у)2 = 4а2• Из этих двух соотношений получается! 
~+ 4 (а- у)2 - 4а2, Это и есть уравнение профиля. 

.... но ..... ; 

116~- Пусть :иьl' потяНули п-ую тетрадь считая . сверху. , 
Очевидно, что все тетради; лежащие на вей, вместе с ие'й 
и поедут. Пусть k- коэффициент трения межДу тетра
дями. Тогда ва (п+1)-ую тетрадь со стороны п-ой дей
ствует сила трения, ве превыmающая kпР, Р-- вес од-
вой тетради. Эта cua меньше предельвой силы трения 

' между (п+1)-ой и (п+2)-ой тетрадями, равной k(п+1)Р, 
(п+2)-ой и (п+З)-ей;..... k(п+2)Р и т~ д. Самая нижвя~ 
тетрадь приклеена к· столу. Значит силы, действующек 
па тетради со стороны п-ой тетрадки, не хватит для то
Го, чтобы сдвинуть какую-~ибудь тетрадь, лежащ6 ую ниже ее. Все тетради ниже п-ои останутся, таким о разом, на 

месте, а все выше- поедут. . 
117. Рассмотрим вначале случай, когда тележку дви

гают впр8Jiо,- рис. 67. На этом рисунке ивображевы си
лы, действуюЩие на стержень. Запишем условие равнС?
весия стержня __.. уравнение моментов си.п относительно 
точRи А (эту тоЧку мы :выбираем, чтобы исключить ив 
уравнения силы, действуюЩие ва стержень в шарвире A):t 

· . Psinaz 0 · 
· (F!J'P.cosa+Nsшa)l---г- = • 

. Когда :иы прилага ем МIIJIJDIBШ.ИfiO силу, тележка еще 
не движется, во · проскальаывавие вот-вот начнется. Это 
значит, что cИJia трения равна предельному значению: 
F тр =. F тр.о = kN. Ив ваписавиых уравнений найдеи силу . 
трения: 

Ясно, что тележку :можно сдвинуть силой больпiе~, · 
чем F 'ГР· 0 • ЕСЩI тележку тянуть влево, то ивмев:ится только 
направление сплы трения . . В этом: случае авалоГИЧ11:о . . 

!/, 

Hg 
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предыдущему получим: F>F тр. 0 = 
2 

( . kP.sln а ., . Интерес ... 
. . sша - k cos а) 

но, что при sin а < k cos а, то есть для k > tg а тележку 
сдвинуть с места нельзя - происходит заклинивание. 

118. На рис. 68- N1 и N2--- силы реакции стенок. 
УравненИя равновесия маховика в проекциях на горизон.
тальную и вертикальную оси есть: 

N1 sina + N2 sina + kN1 cosa-kN2 cosa = Mg; 
kN1 sina-N1 cos а +N11 cosa + kN1 sina =О. 

Из этих уравнений следует, что 

N _М cosa+ksina. N _М cosa-k sina 
1 - _ g sin 2а (1 + k1)' а- g !!in 2а (1 + kl) • 

· . Полные силы, действующие со стороны стенок на иа. 
ховик: . 

R · N V 1 +kii=M cosa+ksina. 
1 1

. g{t+k1 sin2a' 

R · N v1 +kii=Mg·cosa-ksina 
11 1 yt+k1 sin2a • 

· · С такНии же по величине силами маховик действует 
ва · ·стенки; Направление сил, действующих на стенки, прй"' 

тивоiiоложно векторам R1 и R1, указанным на рис~е. 
Приведеиное решение справедливо, если cos а- k sin а> О, 
ro есть k < ctg а. ·Если же k > ctg а, маховик поедет вверх 
по левой стенке. . , · . 
. '119. С~орость груза максимальна в тот иомеат, когдЦ · 
Mg = kxo, Хо_:.растяжеце пружины. Действительно, вЫ~ 
me этой тоЧки на груз действует сила:, · шШравл·енная J.iниз, 
и он усю>ряетсl(, а . ниже ..:.... -сИла, направлена вверх, то естЬ 
движеНие · груза замедляется. Скорость груза найдем из . 
. . . 1 - t - .. 
вакона сохранения энергии: 2 мv2макс + 2"~ = Mgxo. 

Учитывая условие, написанное выше, получим: 

Vмакс. = g V M/k. _ 
120. По условию перпендiшулярная к поверхности щ;,ца 

сворость v J. до и После . удара постоянна и равна v J. = 
= v0 sina. Пусть удар длится время 'f, тогда средняя сила 
вормальвой реакции определяется из уравнения: - Ncp 'f = 
= _2mv .L = 2mv0 sin а. Так как коэффициент трения равен 
k, пОтеря rоризоИТалЪноrо· импульса fj.prop = Fтp.'f :_ Nk'f
= 2mvuk sin а-, Мы считаем, что шайба проскальзывает, т. е ; 

--112-. 

·--- ----- --- - ----~--

· ' rоривоатальная скорость. Если mv0 cos а ~ n . 2 mv0ksin а, 
то шайба «прыгает• вертикалЬно и v = v 1. = vo5in а. Если 
же mv0 cos а > n • 2mv0k sin а, то горизонтальная скорость 
Vrop. = v0 cos а - 2v0nk sin а. Полная скороеть 

Vполн. = V v2rop. + vZJ.· = 

= V v~ + 4~n2ka sin11 а- 4v~nk sin а cos а; tg an = v 1. • 
. vrop. 

121. Скорость гантели в момент удара v = V2gH. Пос·· 
ле удара левый шар изменит направление скорости на 
противоположное. У дар происходит очень быстро, так что 
правый шар не успевает за время удара изменить свою . 
скорость. Гантеля будет после удара вращаться. Угловая 
скорость вращения равна (J)=2v/l. Время Т полупериода 

n 
вращения равно 00 • За это время гантеля пролетИт 

h=gT2/2, отсюда 
п' l' 

h=w н· 
_ 122; . Пусть энергия второго шарика перед первым уда• 

ром о плоскость равнялась . Е. Тогда после этого удара 
1 т 2 Е . 

энергия ~ервоrо шарика 2 n v1 о=;: k 1 а энергия Щ'Ороrо 

~рика . ~ т~ =·Е ( 1 - .о; v1 и v, _:_скорости соот~~ 
~нпо первого и второго шариков, с которЫмИ оии ·взле
тают с Плоскости после · первОго падения :-о .на нее второго 

:~ Шарика. Из ·написанных р~нств с:хедует, что <'11~ '= 
: n/(k ---:-1)~ Между последующими ударами nервого шарЙ:· 

-', - ~а о . плоскость прох9дит вРвмЯ l 1 _ ~ 2v1 / g, а второго 7 
t1 = 2v1/g. Пусть шарики вст-ретятся на плоскости при 

- ... 

g 
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р.:ом ударе первог~>' и · (q + 1}-tш ударе второго. Тоr.ца , 
Plt = qt1 , следовательно, (v1/v2) = (q/p). Но (v1/v1)1=n/(k-t); 
а значит, должно быть (q/p)....:... V n!(k -1), другими сЛова-.. 
мИ, . число V n/(k -1) должно быть рациональнШtf. 

123. Ясно, что арбуз будет двигаться с прежней ско
ростью (трения нет) . Поэтому при торможении он ударит
ся о переднюю стенку. С легким шарикои дело сложнее. 

. Рассмотрим такой же объем воздуха. Такой «шар• из воз
духа будет тормозиться вместе с фургоном '(воздух не пе
ремеmивается). Это значит, что на. <<шар» из воздуха будет 
действовать сила торможения со · стороны окружающего 
воздуха: Эта сила обусловлена не трением, а создается 
разностью давлений - воздух уплотняется при торможе
нии. Эта сила обеспечивает вОздуху ускорение, равное 
ускорению фургона. На шар с водородом действует такая 
Же сила, но масса его меньше «шара• из воЗдуха, значИт 
ускорение его назад будет больше. В результате · шариК, 
наполненный водородом·, отклонится назад. 

124. Рассмотрим уже уставовmfutийся процесс. Пусть 
искомая скорость равна v. Тогда за отрезок времени 6.t с 
верхней полки поднимется и приобретет скорость v кycolf' 
веревкИ, длина которого 6.l = v . 6.t. ОбоЗначим массу еди- · 
mщы длины веревки буквой р, тогда масса куска с длИ- . 
ной 6.l есть 6.m = pbl = pv6.t, а · приобретенный этим ку
ском импульс 6.р = v!!t.m = pv"!!t.t. Этот импульс приобре-., · 
таетел под действием сИJiы F = pgH, так как правая часть 
веревки тяжелее левой как раз на эту величину. По второ
му закону Ньютона F . 6.t = 6.р, шш pgH • М = pv"l!..t, 
откуда v = V gH. При движении веревки выделяется теп.о 
по (в частности, при ударе в ни ау), поэтому пользоватьсs 
·•энергетическимИ>> соображениями без учета выделяюще:

'rося тепла при решении задачи нельзя. 
125. Минимально допустимая продолжительность суток 

Т мин соответствует макс·имально возможной угловой ско~ 
рdсти вращения планеты вокруг собственвой оси - Юманс. 
Для того, чтобы вещество с поверхности планеты не уле
тало в космос, нужно, чтобы скорости всех точеrt поверх
ности были бы меньше первой космической скорости: . v" < 
< gR. Для точек на экваторе планеты скорость v = юR-, 
значит должно выполняться неравенство: ю"R < g. Отсюда 
ясно, что ю~с = g/R. В свою очередь, g = yM!R3, . поэтому · . 
ro~lai{c =уМ /R3

• Оцените теперь сами, чему ·равны Ю.маiЮ: 

:.:....114~ 

. :s: Т !IШв. для планеты с массой и радиусом . такими же, 
J(aK у Земли: Ма = 6 · 1027 г, Ra =6400 км. Гравитационная 
Постоянная у= 6,67 · 10-8 дин · см3/r!'. 

126. Для · того, чтобы могла существовать полностью 
((ТВердотеJiънаяJt планета, . нужно, . чтобы гравитационное 
давление в центре ее (там оно максимально) «не разда
вило• бы твердое тело. Другими словами, гравитационное 

; давление не должно превышатъ модуль Юнга. Модуль 
· Юнга меняется, конечно, по мере продвижения в глубь 
планеты. Однако для не слишком больших планет эти 
изменения не очень велики - по порsдку величины мо

. дуль Юнга в глубине примерно таков же, как и вблизи 
• поверхности. Например, для кристаллических планет с 
· массой и радиусом такими же, как у Земли, модуль 

' Юнга меняется всего в несколько раз и во всяком слу
чае не на порядок. Если бы плотность вещества была 

· постоянна вдоль радиуса планеты, модуль Юнга вообще 
не менялея бы. (Заметьте, -кстати, что плотность у по
верхности и в центре Земли отличается примерно в три 
раза, но не на порядок!) Гравитационное давление в цент-

. ре планеты можно грубо оценить, используя соображения 
: размерности: Р~ ~ (уМ1 JR4), у- гравитационная по~ 
- стоянная, R - радиус планеты. Можно посмотреть на эту 
. формулу и с другой тоЧRИ зрения: величина yM2/R есть 
~ гравитационная энергия планеты, поделив ее на объем 
-, планеты ~ R3, мы получаем плотность гравитационной 
~ энергии ~yМ2fR•. Размерность плотности энергии такова 
.~ же, как и размерность давления. Поэтому можно «наде-
. ятьсю), что они просто пропорционалъны друг другу. Ра
• ауие~тся, мы не можем с помощью таких рассуждений 
~. найти численные коэффициентЫ в написанных фориу,
j' лах. Можно допустить, что дли грубых оценок мы можем 
tзабытu о численных коэффициентах и считать, что по 
поридку велиЧИНЬI давление в центре равно у М2 / R•. Др у
гими словами, мы считаем недостающие численные ко

вффициенты числами порядка единицы. При этом пред
положении мы можем написать приближенное неравен
ство, устанавливающее связь массы и радиуса для пол

ностью «твердотельной• планеты: Е~ (yM2/R•), или 
R' ~ (уМ2/Е). По порsдку величины минимальный ради
ус есть RJDtН~(y!tf2/E) 11•. Разумеется, :мы должны пред
положить еще, что планета холодная - температура ее 

, ,недр должна б:ыть иного меньше . характерной темпера-
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туры плавления вещества, из которого зта планета по

строена. Понять связь плотности знергии и давления пО
могает еще такая аналогия. Пусть у нас есть плоскиЙ 
конденсатор, пусть он варяжен и отсоединен от батареи. 
Можно вычислить силу притяжения пластин друr к дру. 
гу и поделить ее. на площадь пластин. При этом получит. 
ся характерное давление злектростатических сил на пла. 

стины. С другой стороны, можно вычислить энерrиЮ, 
заключенную в конденсаторе, и поделить ее ·на объем ков. 
денс~тора. Мы предоставляем читателям убедитьсЯ са. 
мим в тои, что «злектростатическое• давление · и плот. 
ностъ элек_тростатической знергии в точности равны друr 
другу. Быть может, после этого приведеиные · выmе pat}. 
суждения покажутел более естественнымИ. ПоЛученный 
въimе ревультат следует, конечно, и из точного расчета. 

f27. В верхнем положении на точку А действует сила 
притя:жения со стороны заря.да С (рис. 69). Видно, что 
эта сила совдает ио:иент относительно центра тяжести 

системы, закруЧИваюЩИй ее протиВ часомй стрелки. ' Мо. 
мент сил сиевит наqравление после того, как систе:иа 

пройдет положение А'В'. После этого она станет вра. 
щатъся по 11;асовой стр_елке, катясь одновременно вдоль 
наклонной плосgости. 

t28. Рассмотрим попер~чны~ . . и .. продо~ъцый разрезы 
сосиски (рис. 70). ПредположJ.Iм, чт6 да~евие внутрJ.I 
сосиски · равн() р. Сила, разрывающая · соЪИсну mоперекt, 

' . . :rcd'· . ' . . ,, 
nусть равна F 1 = pS = р Т, d- диаметр сосиски. На еди:-

. F pd 
ницу длины оболочки тоr,ца приходится . _сила: п~ = 4 . Для 

продольного разреза полная сила есть F 1 = pdl, а на . еди-. . . ' . . . . . .. . 1'. . . . d . . 
ницу . д.лины приходится . 2l+!2d = 2 </+afl). Учтем теперь, 
что (d!l) « t, тогда ясно, что «вдолы сосиска порветел . 

раньше, чем лопнет «поперек•: ~ > ~. Мы не учитываем 
здесь, что оболочка имеет различную прочность в разных 
направлениях. Поэтому полученный результат имеет, ко. 
вечно, только качественный смысл. 

t29. Самое выгодВое для змеи, раз уж ей придется 
завязывать узел, зто .завязать er-9 на . ·х1осте, а . затем ПJЮ4 • . 

тянуть до середины равноускоренно, : Пр:Й этом будет пе~ 
тягиватъсJ! минимальная масса (рис: 7t). Оценим массу 
узла, считая его тором. Средний радиус тора R ::::::: d, тогда 
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, ~ - . - :; . ._, · ·м . .. ~· . . . . . ·' : .. 
его масса примерно равна т . L ~л:d; Сила F может GOO~ 

FL ·· · . 
щитъ узлу уснорение а= (F/m) = 2 ам· · Время t можно 

· - . 1t . . 

найти ~з уравнения at2 12 = L/2 или t = V: . у 2tt:d. 
Интересно, что в ответ . не вошла длина змеи .(только 
Jюсвенно - через :массу) . 
. 130. Пусть щун прыгает, имея горизонтальную ско
рость v1 (относительно стола) и вертикальную скорость 
V2. Обозначим скорость соломинки через и. Эта . скорость 
направлена против v1• · Из закона, сохранения импульса 
в горизонтальном направлении следует: ти= Mv1.' Значит, 
относительно соломинки жун движется по горизонтали 

~о споростью v1 + и = v1 ( t + ~ ) : Время полета оп~д~ 
:~~яется вертиналъной споростью жУка.: t ~ (2v1/g). За это 
время жун должен попасть на другой нонец солоМИНRи. 
Значит, 

. 2 ( t +м) · .· · . 
· (v1 + и) t = v1v1 g т = l, то есть ViVa · . 2 (i ;~/т) . . 

. · Нас интересует· минимальная скQростъ, то есть мини

мум выражеНИя V ~ + ~ . . причем задано произвеДение 
J.I1V11 • . Ясно, что минимальное значение V ~ + ~ достигает
ся при v1 = v2 • Тогда 

v • ..и = vt у'2 = У (1+~/ln). 
· t31. Пусть толщина слоя воды х. Тогда давленИе в рту .. 

ти на уровне нижней грани кубика: р = р~х + p.g (а - х). 

Ar-c:( В 
\ ~ 

х ' 1 
1 
1 

, С/у'' J 

, , , , .. 
1 
1 

1 , ". 
89., 

-.t----·1 
- ~го 1С . ) 
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. 
По вертиRRJIИ на кубик действуют сила тяжести и сила ' 
даВJiевиЯ ртути снизу (рис. 72). У еловне равенства сwг. ' 
p1ga3 = ра2, или р~х + р~ (а - х) = p1ga. Отсюла х ·= 
= а Ps- Ppt • Подумайте,' изменится ли ответ, · если над JIO.o 

Ра- о · 
дой есть воздух или пары. 

132. Натяжение веревни равно разности выталнива~ 
ющей силы, действующей на привязанВЬIЙ к вей пред
:а.rет, и веса этого предмета. В первом случае натяжение 
равно: 

во :r,ropoм случае, когда лед растаял: 

Fs = g(Рв- ртJ V11• 

Здесь Рв- плотность воды, Рп - плотвость льда, Рд
плотность дерева, V д- объем дерева, V л - объем льда~ 
Так как Рв > Рп. натяжение веревки уменьшается. Мы пред
поЛагаем здесь, что деревянвый брусок весь остаетсЯ в в~ 
де после таяния льда . 

.. 133. Размерност.ь величивы а в системе СГС есть 
вргfс.н2 = дин/см = гfсе"2• Из соображений размерности полу
чается однозначная формула: Т"' (p/a)1f2 RЗ/2, Метод размер
ностей часто помогает находить качественвые (а иногда 
в количественвые) соотношения между физичесниии ве
лич~ваии (см. дальше задачи 142, 185, 189, 190, 211)·. 

134. Сила сопротивления F направлена против дви~ 
женил. Приэма движется вдоль стенки, значит и сила 
сопротивления направлевц вдоль стевни. Выталнивается 
призма равнодействующей арпмедовой силы и силы тл· 
жести, . эта равводействущщая имf;)ет вдоль стевни соста:ц· 
ля:ющую (P1-p)gVsina. Движение происходит с постояв- · 
вой скоростью, значит · 

F = (р1 - р) gVsina. 

- ~- - . -.,;..._ 
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. 135. Это . завИсит от ежимаекости тела1 Если оно .сжи
мается по~ давлеmiеи меньше,. чек жидкость (газ)· , то 
при векоторои давлении его удельиый вес станет меньше, 
чем у жидности (газа~, и тело всплывет. БольшинстВо 
жидностой оЧень мало сжимается Под давлением, поэто
му такой опыт лучше проделывать с газом. Рассуждеиия 
эти относятся к случаю, когда тело не является «лежа

чии каииеиt (под который, как известно, вода не течет)'. 
Если тело прижато к дну сосуда и под нии нет жидкос

ти (или газа) -оно не всплывет. 

1.36. ВЬIДелим: малый элемент трубки дливой R · t:\(1 
(рис. 73). Деформировавпая стенка трубки сообщает жuдко
сти, протекающей по этому элементу, ускореиие а= (vi!R). 
По тр~ьеиу закону Ньютона на элемент со сторо~ы 

ЖИДRОСТИ будет действовать сила AF = р. nr . RL\(1 ·л; 

р- плотностЬ жидкости. Сила L\ F уравновешивается си-

. лаки натяжения кольца: L\F = 2Т sin 
11
; :::= Т · t:\a. Отсюда 

т :::= pnrv". 
137. Пусть угловая скорость вращения колеса равна 

ю, S- площадь сечения струи, р- плотность воды. При 
поnадании струи на лоl!асть скорость воды меняется от v 
до скорости лопасти roR. 3а время L\t вода теряет импульс 
F • М = pSv (v - roR) • L\t, F- сила, с которой струя 
давит ва лопасть. За время L\t место, на которое попадает 
сrруя, проходит nуть roR · L\t. Полезная работа равна L\A = 
pSv (v - roR) roRM. Подводимая к колесу энергия (энергия 
струи) От ro не зависит. Следовательно, КПД будет мак
симальным при максимальной L\A. Максимум выражения 
roR (v- roR) достигается при roR = (v/2). Это реШение 



спраВедливо, · новечво, · толы<о если иренебречь нагрева- '· 
виеМ: воДы при ударе и разбрызгиванием струи. 

138. · Будем р·ассуждать· так. Сравним силы, действу:.. . 
ющие на наждое тело, с силции, действующими. па .Та•. 
ной же · по форме объем воды. Сразу ясно, что дJIJI тела; . 
плотвость ноторого равна плотвости воды, -любое положе~ 
вие будет положением безразличного равновесия (так же; . 
нак ДJIJI такого же объема воды). Для кусочна свинца: . 
со стороны окруж-ающей его воды на в его действует такая 
же сила, нак и на такой же объем воды. Эта сила сооб- ; 
щила бы объему · воды цевтростре:м:ительвое ускорение · · 
ац = ro2R1 R· - расстояние от центра, ro _,. уrловая ско
рость ( выделенвый объем воды вращается без переме~ . 
ПIJIВавия с остальвой водой в сосуде). Однако .для свинца, 
хасса которого больше, чех у такого же объема воДы1 
эта сила в е обеспечит таiюго же ускорения, значит нус~ · 
~ек свинца будет отброшен па край сосуда. Авалогичвы~ 
рассуждевия для пробки показывают, что она будет вра· , 
щ~tься около оси.~ Само собой разумеется,· что свинеЦ , 
будет находиться у два сосуда, а проб ка - па поверхвос... . 
ТИ ВQДЫ. . ·· . 

139. Цотев~Q~альвая энергия поднятой воды равна 
тоJIЬко части . работы, совершенвой силами атмосферного 
давления. Оставшався часть работы переходит в тепЛо.~ 
Это тепло _в. рассматриваемых случаях различво. Поэ.тоиу., 
викакого противоречия с законом сохранения энергии : 

~~ . . . ·. 

. 140. Rогда крап быстро закрывается, по воде в трубкё 
бежит волНа сжатия, остававливающая воду. СкоростЬ 

. этой ВОJШЫ равна скорости звука в воде с. Пусть s ~ . 
ееЧевit:е трубки, тогда 311 время М оставаВливается объем . 
:в(!д~, равный cS!!.t. Бод(l при эТом: передается импульс, : 
рilввый по абсолютвой величине импульсу этого объема }J.O · 
остановки, то есть !:ip = cS!:itpv. Здесь . р- пЛотвость воды, 
8 v- скорость ее течения до остановки. СИла, действую- · 

.. . · 4 F 
щая на крап, есть, очевидно, F = 4: =Scpv, 8давление S = . 

= cpv. Заметьте еще, что скорость . ВЪiтекавия воды' ПРИ. . 
открытом кране v :может быть ·связана с высотой столба : 
жидкости в баt<е. · 

· 141. Прежде всего получии соотношение, связывающее · 
скорость бегущей волны с · глубиной- бассейна. Нам Помо· . 
Jjт сообраЖеНия размерности. · Пользуясь ими, легко по· · 

пучить ·формулу v ~ Vi/i, зДесь· h - среДняя вЫсота воДЫ · 

-120-. 

в бассейне, 8 .g-:- у-скор_евие сиJIЫ тяжести. Мощет, прав
да, возвикпуть вопрос, не должна ли скорQсть зависеть. 

от дливы волны Л? Ведь рассуждая совсем: . формально, 
. иы могли бы получить и формулу v _. V gЛ (си., вапри
м:ер, статью А. Л. Стасевко «Волны па · воде и «Замор-
ские гости• Н. Рериха•, журнал «Rвавтt, 1972 г., М 9). 
Выбор · :меЖду этими двумя формулами можно сделать, 
исходя из такого рассуждения. Попытаеиен понять - ка-
кой характервый размер в задаче должен играть главную 

роль. Если · бы бассейн бЫJI очень большим в · длину в 
mврвву и очень глубоким, а длина волны Л была бы паи
меньшим . линейвыи разиером в задаче, то очевидно, - что 

ею все бы и определялось. Волна бы ничего «ве звала• 
· ви о Границах бассейна, ви о его глубине; ова · шоив1щаt 

· · бы только о своей собственвой длине. В этом случае была · 
бы правнльва форм:ула v _. УgЛ. Пу~ть теnерь бассейн 
опять Имеет очень больiпие размеры вдаль и вширь (по 
сравненИю с дливой волны), во малую глубину: h«Л. 

1 В этои слуЧае ·разумно считать, что волна должна в пер
вую очередь «чувствоваты глубину бассейна; Это стайо
вится совсем попятным, если рассмотреть такую предель
вуiо ситуацию. Пусть в бассейне совсем мало воды, тог~а 
в гребнях · волны воды относительно «много)), а во впа• 

' дивах - «почти нет•. Период волны соответствуе; подъ- · 
ему, опусканию · и снова подъему гребня в К8Ждои точне~ 

, СиЛой, заставмющей гребень опускаться, является сила 
тяжести, а период в скорость частиц в в.олве зависят от · 

· высоты воды в гребне, которую для вашего предельного_ 

случая :можно считать --h. Поэтому при Л ))h естествепво 
с~тать правиJIЬной формулу v - V ~h. Эти . рассуждения 

, носят, конечно, только качественвыи характ(!р, во акку
' - р~твый расчет . и эксперимев'l'Ы их полцост~ю подтверж

даЮт, Отмеrим еще, что скорость v.....:.есть скорость движе- _ 
ния волны вдоль поверхности воды. . . · 
· Рассмотрим теперь морскую волну. Если размеры моря 

((Вдаль и вширы считать бесконечными, то от них ско
рость волны зависеть ве должна. Морские волны имеют 
обЫЧно оЧень боЛьшую . длину, во всяком слуЧае иного 
больпiую, Чем ГлубиНы вблизи береГов или: ?тие~ей . . ~0:'. · 
этом:у скорость ~олв вблизи берега или отмели опис~в~

е~ся формулоЦ V·'-' -.1 gll. Высота гребвей может быть ~DOJI:
вe сравнима с Глубиной, в этом случае «снорость гр~бвяt _ 
оказывается больше ~скорости впадины• .(г:Лубива под 

' 
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гребнем заиетно больше!)'. В результате вошщ «опро:ки: 
дывается• на мелких местах. Ясно, что . разJIИЧие в сцо. 
ростях гребня и впадины на глубо:ких местах меньше; 
чем: на мелких. 

142. Считаем:, что скорость жидкости на стенках трубw 
равна нулю. На оси трубы скорость v Должна, очевидно, 
зависеть · от отношения (11р 1 l). Двумя дРугими параметрами 
служат Т) и R. Размерность Т) просто найти, если вспои· 
нить, например, формулу Стокеа для силы сопротИВJiения ' 
движению шарика в вязкой жидкости: F = 6:tТ)rv; r- см, 
v- см/се". Искомое соотношение ДJIЯ нашей задачи · тако-
. 4 ~ . 
во: v "' lp • - • Еще раз подчерimеи, что скорость жидкое. 

~ . . 

сти у стенок трубы мы считаем равной нулю. В чем смысл 
этого условия? 

143. Учтем сначала, . что из-за того, что масса шарика 
много меньше массы Поршвя, а его скорость больше ско. 
рости поршвя, моЖно приближенно рассматривать столк· 
вовевие шарика с поршвеи как упругий удар шарика о 

веподвижвую стенку. В этом: случае изменение импульса 
шарика равно 2ти. Пусть непосредственно перед таким 
столЮювевиеи поршень двигался вниз со скоростыо v, 
тогда импульс поршвя перед ударои есть Mv, а для того, 
чт()бы после удара поршевь поехал вверх с той же ско. 
ростью v, его импульс должен стать - Mv. Изменение ИИ· 
пульса поршвя есть 2Mv, и именно в ЭТО)I случае пор· 
шевь будет ползать вверх-вmiз с одинаковой амплитудой, 
то есть в среднем оставаться на одной · и той же высоте. 

Для этого при каждом столкновении должно быть, оче· 

чениЯ порmвя, ·а Sl ·v ..... · объем Под пoprimeи. ТоrДа 
можно записать такие равенства: . ' 

Mg ·. . . М 

mu2 =Mvи=Mgl=-;s V=pV; р ·. 
8

1 , ·. 

По существу, мы получили, тем самым, сiуравilевие 
состояния• одномерного газа, состоящего из одной ча

. стицы. 
144. Так как средние значения энергий молекул зави

сЯт только от температуры, иы должны считать, чт·о 

1 1 . ) о 
2 m1q = 2 m2t1 (v1, v2 означают средние значения . тсюда 

следует, что (qlv~ = (m2!m1). Масса молекулы кислоро· 

да .. В 8 раз . больше массы молекулы _!'еЛИЯ, ~вачит СКо
рОСТЬ молекул гелия в среднем в 2V2 раз больше ско
ростей молекул кислорода. КолИчество . тех . и дРУГИ~ 
молекул в начальный момент в сосуде одинаково. Поэта. 

·м.у молекулы гeJIИR будут в 2 у2 раз чаще. сталкиваться 
со стенками сосуда. Следовательно, и в отверстие моле

куJIЫ Гелия вначале будут пошiдать в 2V2 раз чаще, 
чем молекулы кислорода. Лево также, что по мере изме
ненИя относительвой ковцентрации - молекул гелия и кис
дороДа в сосуде доля молекул геJIИя в . выходящем из от
верстия газе будет уменьшаться. . . . 

145. Разность Q- Q1 представляет собой вес откачан
: ного газа так как вес сосуда и Архимедова сила остаются 
~ в проце~ оПыта nеизмениыми. Прииевим уравнения Rла-

. "' пейр~~- Менделеева: pV_. ~ RT, p1V = : 1 RT .. Вычита:', 
. т т 

, получим (р - р1) V = --=--..! RT. Нас . интересует величи-- ,... . . : 

. видно, выполнено условие: Mv--:-т и. Время подъема пор· 
пшя после удара равно v/g, столько же времени он спус· 
кается назад, значит, если столкновения все время про. 

исходят на одной и той же высоте, то между ВIIИИ, 
проходит время 2v/g. Так как мы превебрегаем: . ВЛИЯ• 
нием: сиJIЫ тяжести на движение шарика, можно считать, 

что шарик за это же время проходит путь до два цилиндра 

в обратно, чтобы «успеты столкнуться с поршвеи на · за· · 
данной высоте. Условие это записывается в виде (2v/g) = i 
= (21/u), ИJIИ uv=lg. Определим еще среднюю силу, дей~ 
ствующую на поршень. Она равна, конечно, изменению' 
импульса ~0mвя, поделенному на время между . столкно~ 

~ ~~у вапи . : на р = RTo • читывая предыдУщее соотношение, · -

вениям:и: . 2.0 g = М g. Пусть теперь S """ площадь се·. · 
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~ шеи окончательно: 

Ратм Т Q~Q1 Натм Т Q-Q. 
р = р . Р1 • Т0 • --gv- = Н- Н1 • Т0 • gv • 

146. В обоих случаях теПJiо выделяется за счет двух 
· .Факторов. Во-первых, изменяется внутренняя . энерГИЯ 

· :rаза .(кинетическая энергия движения молекул), . во-вто
рых, совершается работа. Изменение ввутреввеи энергии 

' rаза в обоих случаях одинаково, так как кивет;ическ/UI 
· энерГМ iiОЛеКуЛ ЗаВИСИТ ТОЛЪКО ОТ температуры, а ИЗМе· 
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ПенИе . т~мпеjlатуры в обоих слуЧаЯХ ОДНО и то . же. Сл:едо. 
вательво; Искомая разность теплот есть разность ра'бот, 
совершенных · газом в . каждом случае. При изохорных 
процессах работа не совершается, поЭтому · · 

А1 = Pt (Vz- Vt); Az = Ps (V2 - Vt)· 

4ИскомаЯ разность /).Q = А2 - А1 = (р2 - р1) (V2 - V1);;::::: 

= _ . н. ltf: :-:- 4. Дж~ . . . .. . . . . 
Во втором случае тепла выделяется больше. 
147, Сила, действующая на газ со стороны задне-Ц 

стенки F1 , больше аналогичной силы со стороны .перед. 
ней · стенки F2 как раз · на величину m0a, m0 - здееь 
масса всего газа. Это становится понятвым, если учестЬ,· 
что именно ·. при действии разности (F 1 - F 2) газ движется 
с ускорением а. В то же время силы F 1 и F;, раввы · про. 
изведеiiИЯМ давления газа у · соответствующей · стенки на 
площадь стенки: F1 = p1S, F2 = р~. Остается воспользо· 
ваться законом . Клапейрона - Менделеева. Выраасая плот. 
вость газа через давление и заменяя S па (V fl), а V на 
(mofp0), пoлyiJmd: 

148. КоJIИЧество молекул в обоих сосудах одинаково. 
Так как молекулярВЬiй вес воды · -18 .....;. меньше среднего 
молекулярного веса воздуха (около 29); сосуД с влажным 
вовдухом легче, чем сосуд с суцм. 

149. Dозьмем т граммов мокрого снега. В нем соде~ 
. т . т . . 
жится fOO х г воды в 100 ( 100- х) .г снега, х- зде-сь п~ 

цептвое содержание воды. Температура мокрого cileгa 
равна о:с. · Добавим теперь М граммов воды с темnера
турой Т С так, чтобы весь снег растаял. Пусть конечнаЯ 
температура будет i°C. Запишем уравнение теШiовогО 
баланса: 

В . этом уравнении с - теплоемкость воды, '}.. .....;. уделЬ
ная тепЛота плавления льда. Процептвое содержание 
воды равно: 

' . 100с . 
х= 100~ Ат (M1'~Mt-:-mt). 
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· 150. Давление. воздуха в . комвате paiJBO внешнему 
атмосферному давлению, поэтому процесс нагревания изо· 
барический. При в_аг.ревавии воздух, занимавший первова ... 
чально объем комнаты V, расширится до объема V' = 
= V(T.,jT1). Если вначале масса воздуха в комвате была 
m1, то после .. нагревания .в . комнате останется масса m2 = 
= (m1/V') V . m1 (1'1/Т J. Значит, m1T1 = m2T1, и энергия 
воздуха в комвате не из:меВИ7Ся. 

151. Может. Очевидно, что теплоемкость газа отрица· 
тельва, если работа, совершаемая газом, больше подво
димого к газу тепла. В ходе такого процесса газ будет 
охлаждаться. 

152. За время взрыва горючей смеси поршевь не ус
J;Iевает набрать необходимую скорость и давление в ци
линдре резко увеличивается. Это приводит к деформациям 
воршвя и цилиндра, а на это. уходит довольно значитель

пая энергия. Если сг.орание смеси «медлеввоеt,. то . по 
. :м:ере сгорания увеличивается объем - газов «под порmвеиt, 
давление же :меня.ется не так значительно, как при детQ-

цацив. .· 
153. Пусть нагревается жидкость в .. nравом . сосуде 

· (рис. 17) . Тогда она расширяется и ванимает больШий 
объем (мы предполагаем, что начальная температура вы
ше точки :максимальной плотности). Если бы правый сосуд 
был цилиндрическим, давление на дно его не И:змеввлось 
бы, так как . уменьшение . плотвости в точности ко:мпев

.с]Jровалось бы увеличением высоты . столба . жидкости. Из
за того, что сосуд кверху расширяется, увеличение высоты 

· сто.цба меньше, .ц давление на дно . сосуда . уиевьша~тся. 
Поэтому жидкость . будет перетекать в правый сосуд. Если 

·наГревать жидкость в левом сосуде, то, авалогично р·ас
суждая, мы . придем . к rо:му ще .резуJ1ьтату ..,....,. жидкость 
буд~т. перетекать в дравый сосуд. Рассмотрите еаии. осо. 
()евио,сти, возиикающие в . том . случае, когда иача.ц~нiш 

· .т.е~ц~ратура ниже точки .иакси:маJiьвой. цлотвости водьi. 
154. При вагревавив стержень расширяется, при ~ток 

в первом случае центр тяжести его . поднимается; а во 

втором опускается. Следовательно; в первом случае нуж
но сообщить стержню больше тепла, чем во втором. Пред· 
полагается, что сама подста,вка и вить _при нагреваНJПI 

· Jie. деформируются. Rоличествевво раз11ица .,:ежду ДВ.)1JQI 
. этими случаями, конечно, очень везвачвтельва. . 

155. Температура сковородки падает от ее Центра п 
крали. Рассмотрим каплю на nекоторои расстоявив от 
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це~;~тра О_ сковородки (рис. 74)'. С вижвей поверпоста 
капли происходит интенсивное испаревие. Давлевке паров 
под каплей больше с той стороны, _ которая ближе к цент .. 
ру (температура вдоль ВС вьппе, чем вдоль СА). Разиость 
давлений и выаывае:r движевие капли от центра сково
родки. Приведеиное объяснение справедливо, если центр•: 
сковородки нагрет сильнее, чеи ее края. Всегда ли это 
так, если сковородка стоит на газовой плите? 

156._ Металлическая сетка от:вииает у горящего газа 
тепло. Проходящий через сетку газ сначала охлаждается 
ниже температуры воспламенения. Поэтому сразу после 
внесения сетки в пламя язычка над сеткой нет. Через не.~ 
которое время сетка раскllJIЯется, и теnерь уже газ эф
фективно не охлаждает - язычок плаиени появляется над 
сеткой . . 

157. Врач ответил, что холодкое зеркальце «запотева-о
етt, так как на нем: конденсируются водявые .пары, выды-о: 

хаеиые пациеитои. Если зеркальЦе нагреть до температу~, 
ры, _ие меньшей, чем температура тела, то пары ковдеиси .. 
роватъся не будУТ. 

158. Температура нити выше внутри, так как через по
верхность происходит отвод тепла в окружающее про-:. 

страиство. 

159. При измерении теипературЬJ термометр должеп 
нагреться от комиатиой температуры до температуры тела, 
ro есть nримерно на 16-17°С. Для того, чтобы можно бъшо 
сстряхиуть» термометр, достаточно, чтобы он остЫл всего 
на 2-4°С, так как mкaJJa термометра начинается с 34°С.
Следует учесть также, что скорость вагрева (иди охлаж· 
дения) термометра пропорциоиалъиа разности температур 
термометра и среды. Термометр будет нагреваться от 34°С 
до . т.емnературы тела существенно дольше, чем остывать. . · 
о.т температуры тела до 34°С при комнатвой темnературе. 

160. Максимальный термометр - это термометр, изм:~ 
-ряющий максимальную за время измерения температуру. 
Спиртовой максимальвый термометр «построить. можно, 
если использовать капилляр, не смачиваемый спиртом:. 

161. При растворении сахара происходит nоглощение 

1 
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"'векоторого количеtтва тепла, температура чая при ·этом 
п-адает. Потери теnла в окружающее пространство тем 
меньше, чем меньше равность· темnератур чая и окружа»

щего пространства. Это значит, что чай с растворенным 
' • в нем сахаром потеряет ·за данвое время меньшее количе· 

, _ ство - тепла, чем - более Горячий чай без сахара. Поэтому 
тот, кто растворил сахар сразу, будет пить более горяЧиЙ 
чай. -

162. Энергия, необходимая для образования nузырька, 
складывается из следующих слагаемых: а) теnлоты паро

: образования W 1 = qm, q- удельная теnлота парообразо
ваиия, т- :масса пара в пузырьке, значение · q должно 

браться при давлении Ратк + pgH; б) энергии, требуемой 
для образования поверхности пузырька. Если его радиус 
R, то эта энергия равна 4nR2a. Следует еще отметить, что 
ноЭффициевт а очень мал при температуре, достаточно 

· близкой к температуре кипения; в) работы протm'l сил дав-
, леиия. Давление на дне еетъ Ратк + pgH, поэтому работа, 
· соверniаемая при раздувании пузырька при постоЯНпом дав-
• леиии, равна произведению этого давления на объем пу-· 

4 ' ' 
. вырька: (раrк + рgН) 3 nR3• Значит, всего ~ля образования 

nузырька требуется энергия: 

W .. Wl + 4nR2a + (ратк + рgН) : n/l3, -

163. Обычная формула для разности даВлений внутри 
и вне сферИческой капли имеет вид: !J.p = (2a!r). В слу-:

. чае ИЫJiьного пузыря, однгко, разность давлений вдвое 
' больше: !J.p = (4a/r). Это связано с тем, что оболочка nуз'ы· 
i ря имеет наружную и ввутреивюrо поверхности, фактiiЧОО-
. и мыльный пузырь - есть nлевка с удвоенным поверх..: 
? ·посТнЫм натяжением . . Заnишем теперь очевидНые' соотно
шения: 

4а . 4а 4а 
Р1- Ро = -; Р2-'- Ро = - ; Р - Ро _ R • _ _ _ r 1 r1 . 

: ·. Для га-за ВВ)"Три каждого пузыря справедлив закон 
~ Менделеева-1-\лаnейрона. _(R- газовая nостоянная): 

i 4 1'1! ml RT 4 З т" RT· 
Pl . 3n 1 . 'j1 . . ; р, . 3 nr 2 ~ ~ ~ ' 

· р • ~ nR3 = m1 + т" RT i 
3 , . J.L . 
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Мы- испоJIЪзовали здесь тот факт, что при сJIИянии · ·пу
вырей суммарная масса газа в них не изиенилась. Отсюда 
вытекает, что 

PR3 = P1'i + Ра'1• 
или (Ро + ~) R 3 == (Ро + ~) 'i + (Ро + ~) r~. 

Атмосферное даВJiение р0 равно поэтому: 

4cr(~ + ~ - R') 
Ро = 8 з з (R-r1-r2) 

164. Упав с высоты Н, капля приобретет кинетичесКУJО 
т~ · 4 · 

анергию -
2
- = mgH = pgH • 3 nR3• Пусть вся зТа кИне-

тическая энергия пойдет на создание поверхностей n кап~ 
ра,циуса r. Поверхностное натяжение можно рассматривать 
как плотность поверхностной энергии, . поэтому рgН х 

х ·. : nЯS = ~rlan, откуда n = (pgHR3 /Зr2о). С . другоЦ 

стороны, сохраняется масСа.: р • : nR' = n • р • : nrl, зна
чит r = Rn-113. ПодстаВJiяя это значение r в написанную 
вьппе формулу, мы получиъ1 · окончательно: · 

n = (pgHR!Зa'f. 

165 . . Будем тянуть сторону СД с постоJШНой силой I( 
Ду.сть работа этой силы . идет только на отрЬIВ JIИста от 
tтевы, но не на его ускорение. Тогда скорость края СД 
будет _ поетоянной. За время !J..t в движение воВJiекается . м . 
масса · !1m, равная !1m = v • !1t · а а' , здесь v- скорость 

края СД. Эта масса получает импульс !1р =!1m· v = 
м . 

= v2!1t-, По второму закону Ньютона F- F ват = (Ap/f1t)1 
а 

· . . v'MAt 
. а сила натяжения F ват. = а а. Поэтому F- аа = aAt · ~ 

= (v'M!a), а значит F = аа + (v3M/a). . 
Учтем теперь, что vT = а, то есть v = (а/Т), окоичатель

s:о теперь получится такое выраЖение · для искомой: сwпо~:·. 

м 1 ( м F = аа +·а ~.=а а+ Тi). 
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166. Закон сохранения импульса т V = 2mv дает v = 
·== ( V /2) , V _.. скорость налетающей капли, v - скорость 
капель сразу после- удара. По закону сохранения энергии 

mV2 2mv2 
2 = 2"- + 2mC (lкип. - lвач.) + 2mA., 

· здесь С- удедьная теплоемкость воды, lнип . - температура 
J<ипе:Вия, tвач. = 20°С, Л.- удельная теплота парообразова
пия. Из написанных формул вытекает, что 

V = 2 V2 уС (tкип.- lвач. )+Л.. 

Для воды С=4,2 . 103 Джjт;г • град, Л.= 2,26 . 108Днсfт;г. 
По порядку величины V.......,4,5 1>М/с. Заметим еще, что 

мы не учли в уравнении . для энергетического баланса 
внергию поверхностного . натяжения капель. Небольшал 
часть кинетической энергии сталкивающихся .капель пой-

- дет еще и на разрушение поверхностей. Аккуратный учет 
этого слагаемого сложен, так как, с одной стороны; поверх
ностная энергия пропорциональва площади поверхности 

. и требовалось бы задать в уСJiовии еще разиеры капель, 
с другой стороны, коэффициент поверхностиого натяже
ния сам зависит от температуры. Преве,9режение поверх
ностной энергией в рассмотреввой задаче вполне законно, 
тах\ кан вас интересует испаряющаяся капля, испарение 

происходит при температуре кипения, а коэффициент по
верхностного натяжения при t~tкип стремится, очевидно, 
к нулю. Обратите внимание, что получившалея выше ско- . 
рость V"'4,5 км/с, грубо говоря, всего в дв~. раза меньше 
характерных ·Для Земли космИческих скоростей. 

167. Пусть в момент to=O космонавт включил -высо
кочастотную печь, поместив предварительно в нее метал

' лический шар. Высоi<ая теплопроводность шара обеспечи
. вает его быстрый прогрев. Температуру внутри шара мож
но считать ве зависящей от его радиалрной координаты. 
;(Глубину скип - слоя считаем больiпой по сравнению с 
радИусом шара.) Температура вне шара отличаетсЯ от 
темпера.туры внутри, повер.хвость шара будет излучать. 
Пусть выделяющаяся внутри мощность равна N и не за
висит для простоты от температуры. Эта. ~ощность обусло
влена выделяющимся джоулевыи теплом, последв~е Же 
ЗависИт от С!>противления. Поэтому фактически мы пред.,
полагаем сейч:ас, что температурвой зависимостью сопро
тивления можно пренебречь. Шар начнет плавиться с по
верхности. И3-за того, . что опыт проводится в условиях 
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невесо:м:ости, образующаяся жидкая плевка будет покрьt· 
вать шар . и никуда не будет стекать. В копечпои счете 
получится жидкая капля с радиусои, равпыи радиусу· 

шара. Изиепепиеи объема при плавлении тоже иожпо' 
препебречь, оно певелико. Лево также, что визуально 
иожпо наблюдать только за поверхностью капли, поэтоиу 
такие наблюдения ничего не скажут о том, расплавился 
iш уЖе весь шар или еще пет. Пусть температура снару
жи равна То, а теипература плавления- Тпл· Можно 
написать уравнение теплового баланса: 

Nt = СмfнVн(Тпл- То)+ Лаl-7нРн + WWin• 

Здесь t- время, См и Л- теплое:м.коеть кристалла и 
удельная теплота плавления (в расчете па единицу массы); 
Рн- плотность кристалла, V к- объем шара, а- доля рас,. 
плавившегосii к моменту t объема, а W изл. - имучеппая 
с поверхности энергия. Заметим теперь, что 

Wвзл = Wизл. о+ 4nR2 (Тпл- То) Х (t- tl); 

R- радиус шара, х- некоторый коэффициент, а W ввл,"о
тепло, излучеппое ва время t1, равное времени нагрева 
шара от Т 0 до Т пп· Очевидно также, что 

Nt1 = СкfнVн(Т пл- Т0) + Wизл. о· 
Это уравнение описьmает нагрев шара от Т0 до Т пл.: при 

t < t1 плавления еще нет, а при t > t1 оно уЖе есть. Из 
написанных уравнений теплового балапса следует, что 

[N- 4nR2x (Т пл- Т0)] (t- t1) = Л.аVмРн· 

Нас интересует время полного расплавления шара. Это
му соответствует а = 1. Величипы N, R, Т пл и Т 0 космо
навт может, вероятно, измерить. Параметры Л и Рн могут 
быть для известного иеталла :взяты нз таблиц. Вреия t1 
замечается по часам, это то :время после включения печи, · 

когда па поверхности только что появилась жидкая пленка 

(придумайте, кстати, способы обнаружения такой пленки 
певизуальными методами!). Что касается коэффициента х, 
то его · :можно определить, например, так. Буде:t.r иенять 
мощность :высокочастотной печки. Добье:м:ся при этом та
кого состояния, когда подводимая к шару и теряемая им 

иощпости равны, в этом случае шар :может иметь темпе

ратуру Т пп. по еще не плавиться. Тогда из уравнения 
4nR2x (Т пл - Т о) = N 1 по измеряеиыи :веJПIЧИНам: N 1 , Т пл• 
Т0 и R ~найдем коэффициент х. Этот дополнительный 

-tэо~ 

опыт надо проводить па rрани плавления: совсеи ' :малое 
rвеличение N 1 должно вести к появлению Жидкой пленки 
на поверхности шара. · · 

168. Палец имеет очень большое сопротивление iro 
сравнению с сопротивлением лампочек. При <<:включении• 
его последовательно с ла:м:uпочками через палец · и череЗ 

лаипочки течет одинаковыи ток, поэтому падение папря

жения па пальце будет значительно больше падения на
пряжения па лампочках, то есть практически все напря

жение - 220 В - будет приложено к пальцу. 
169. Лампочки нужно включить так, как показало па 

рис. 75. В этом случае папряжение поровну распределит
ся иежду двумя группами ламп, на каждой лампочке бу
дет напряжение 110 В. 

170. Уравнение теплового балащ:а: т;~ = kS (ТШJ -
- Т ер), 1 пл- TOI<, при котором проволока плавится, R -
сопротивление ее: R = р {l/a2), р- удельное сопрщоивление 
материала, Z- длина проволоки, а- сторона сечения ее . 

. Величина S = 4al. Уравнение баланса перепишем в виде: 

Рпл = ~ (Тпл......:.. Тер) а3• 
Отсюда видно, что ток плавления пропорциопалеп Jlaa, 

а значит, ток плавления проволоки со стороной сечения 
· 4 :м:м равен 80 А. · 

171. Пусть Е- ЭДС источника. Тогда в цепи идет ток 
1 = E!(R1 + r), а па сопротивлении R1 выделяется коли-' 
чество тепла, равное JV1 = 12R1 = R1 [E!(r + RJ]2• Предполо
жим, что столько же тепла выделяется па сопротивлении 

R1 =t= R1, если вкЛючить R.,. вместо R1• УсловИе W 1 = 

= Rs [E/(r + R2)]2 = wl приводит к уравнению (r :~.JI . 
R1 б (r + R

1
)3 , которое прео разуется к виду 

r (Rз- R1} = R1R2 (Rз- R1). При R 2 =1= R1 сопротивле
ние R 2 = (rZJR1). 
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172. Емкость сферы радиуса r равна r. Электростати:Чес. 
кая энерг~я сферы, варяженной до разности потенциалов 

V, равна 2 rV2. Полная энергия системы До соединеНИR 

1 V2+t V2 проводником 2 r 1 t 2 r z 2' После соединения потенциа. 

л:ьl сфер становятся равными между собой. Этот общий ' 
цотенциал V находится из условия сохранения заряда: · 

r1V + r2V = r1V1 + r2V2• 

О V rl V 1 + r,V t Э 
тсюда = r

1 
+ r, . нергия системы после соеди· 

пения равна ..!. rt V3 + ..!. r V2 = .!_ • (rJ VI + r,V J' . Rоличест-
2 2 2 2 (r1 + rJ 

во выдеJi:ившегося тепла есть: 

Q =..!. [r V2 + r n- (r.Vx + r,V~'] = _! ~(V - V )s 
2 1 1 2 2 (rl + r~ 2 (ra + rJ 1 2 • 

Заметьте, что Q не зависит от сопротивления провод. 
ни ка. 

173. М~щность, выделяющаяся в проводах, равна 
W пот = RI , где R - сопротивление линии, а 1 - текущий 
через нее ток. Для того, чтобы снизить потери в 100 раз, 
ток следует уменьшить в 10 раз. При этом падение напря· 
женив на линии уменьшит.ся в 10 раз; Мощность, переда

· ваемая _линией, измениться не должна, значит на нагруз
ке на.пряжение должно в 10 раз увеличИться. Напряжение . (k источника должно теперь б~ть р~вно Uист= 10 + 10)U. 

Первоначально же . напряжение Источника равнялось 
Uист.о= (k + 1) U. Следовательно, напряжение источнliна 

должно быть уве~ичено в ( 1~-f- t'o);(k + 1) раз. Замет~ 
еще, что это напряжение увеличивается, когда k < 1 О. 
В противном случае для того, чтобы удовлетворить требо. 
ваввям условия задачи, напряжение источнина пришлось 

бы фактически уменьшить. · 
- 17 4. при такой вольт-амперной характеристине, кота. 

рая изображена на рис. 20, сразу ясно, что внутри ((Чер· 
ного ящина>> должен быть хотя бы один нелинейвый эле
мент (диод, транзистор, лампа, реле, срабатывающее при 
определенном напряжении, и т .. п.). Одна из возможных 
схем приведена на рис. 76. Величина R = ctg а. Если на· 
пряжение между А и В превысит Е, диод Д2 откроется. 
Если напряжение между А и В будет отрицательным и 
превысит по величине 2Е, откроется Д2• 
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~ 75. Пусть :мы хотим найти сопротивление между точ
ками 1 и 2. Подключим к ним батареЮ. Легко Понять, что 
по проводникам, соединяющим между собой -остальнЫе 
точки, ток течь не будет. Потенциалы всех этих точек ·дол
ЖНЬI быть равны, они совершенно ((равноправны:. между 
собой относительно точек 1 и 2, значит mi у одной - из них 
потенциал не может быть выше или ниже, чем у осталь
НЪIХ. А если разность потенциалов между этими точкаJ:iи 
отсутствует, токи не текут, то и провода, соединяющие их, 
:можно убрать. Схема при этом сильно упростится. Теперь 
к . каждой из (N-2) точек подходят провода из 1 и 2. 
Это значит, что (N-2) сопротивлений по 2 R каждое под
ключе:ны между 1 и 2 параллельно. Кроме того; один про. 
вод соединяет 1 и 2. Значит, сопротивление R подключепо 

2R . · 
параллелъно с (N _ 2) , результирующее сопротивление 

равно поэтому 
2R 

R 
_ R . '{iV'=2) 2R 

рев. - - 2R = N • 
R+ (N -2) 

t 76. Поверхность нулевого потенциала образует плоС
кость, равноудаленную от пластин конденсатора; вместе 
с поверхностью шара (рис. 77) . 

177. Мы воспользуемся методом- изображений. ПоЛу
плоскости можно заменить таким распределением зарядов 

вне угла х>О, у>О, чтобы потенциал полуплоскостей в 
п_оле этих зарядов и заряда Q равнялся нулю. Такая сис
тема варядов изображена на рис . . 78. Теперь уже лetRo 
'найти х- и у-компоненты силы, действующей на наш «ре
альный» заряд: 

F ~~ · = - ~~ [ Ь~ - (а': Ь')З/2 ] ; 
. Q'[1 а ] 

F" = - 4 iii - (а' + Ь')З/2 • 

k Dt 

·~ в 

2Е R Dz 
+ 11 

76 
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178. Лево, что сила, ~оторая вызывает движение по. 
ловинок после разрезания шаров, есть сила электроста'l'J[ 
ческого отталкивания. Она должна зависеть от заряд; 
шара, его радиуса и расстояния между половинками. Ра~ 
смотрим сначала начало движения. Шары из одного и то. 
го же материала, поэтому массы их пропорциональвы ,RЗ 
а сила отталкивания сразу после разрезания шаров дол~ 
жна быть пропорциовальва Q2/R2• Такая зависимость от 
радиуса связана просто с тем:, что нет никакого другого 
характерного разиера (шары еще не разъехалисьl). Раз _ 
меется, численного коэффициента в формуле F "' ( Q2ЩI)' 
мы не узнаем без точиого расчета, но должgо быть ясно ' 
что он зависит не от размера, а только от геометрическоЙ 
формы тел. Ускорение половинок в начале движен ..... . 

F Q2 1 Q~ .._ 
а-.. м "' R• • ла"' R5 • Поэтому, чем больше радиус; 

тем мены,пе ускорение, а значит, за одинаковые времена 
шар с большим радиусом набирает меньшую скорость, 
то есть его половинки разъезжаются на меньшие расстоя
ния. Рассмотрим теперь си:гуацию, когда половинки обоих 
шаров разъехались на большие расстояния: d))R. В этом 
случае можно считать, что ваша задача превратилась в за
дачу о движении точечных зарядов и теперь собственные 
размеры шаров для вычисления сил взаимодействия уже_ 
не играют роли. Сила взаимодействия теперь пропорциО:. 

Q2fd2 Q2 нальна , а ускорение а'"' d'Ra • Таким образом, и в·, 

этом случае для шара с б6льшим: R ускорение будет менЪ.:. 
ше. Поэтому половинки шара б6льшего радиуса разъезжа
ются после разрезания медленнее. От знака зарядов на 
шарах ничего не зависит. 

179. До вдвигаиия пластины заряды на конДенсаторах 
равны: ql = С1Е1; q1 = С2Е2 (потенциалы обоих концов 

!1 
+!006 
pnnг nг ?ii 

D -q ь ь 11 
-

о-· ------~<=:}~--------
t:l ... 

.. c:s 
ь ь 
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сопротивления R одинаковы - ток в схеме не. течет). Вдви
веи пластину и подождем, пока заряды перестаНут пере

Текать. Теперь заряды на конденсаторах: q~ = С1Е1; - q~ = 
= еС'!.Е2 • Суммарный заряд на правой обкладке С1 и левой 
Обкладке С2 изменился на величину: 

дq = (q~- q~)- (q1 - q2) =-С~2 (е-1). 

·· Этот заряд и протек по сопротивлению. ВелИ'Iина его 
не зависит от R. При из-менении R будет меняться только 
ДJIИтельность процесса перераспределения зарядов в схеме. 

180. Поле в такой . системе будет как между пластина
Ми конденсатора, так и между стеВRами коробки и плас
тииам:и. Систему можно замевить эквивалентной схемой 
из трех. конденсаторов (рис. 79). .Конденсатор емкости ее 
образовав Пластивами с диэлектриКом между ними, а кон
денсаторы 2С - стемами коробки и каждой из пластин. 
Общая емкость системы равна С9бщ = еС +С. Значит, 

соб 1 + 1 з отношение k = есщ = 8 = 2 · 
181. Скорость заряда q будет увеличиваться до тех пор, 

пока сила, действующая на него со стороны заряда Q, не. 

уравновесится силой qE. Очевидно, что это произойдет на 
расстоянии r 0=VQ/E, ватем его скорость начнет уМень
шаться. Следовательно, ъиmсимальную скорость варяд (q, т) 
имеет на рассТоянии r 0 от заряда Q. Для нахождения ско
рости воспользуемся ваконом сохранения энергии. 

mvs + qQ = qQ- qE (r
0 
-l). 

2 r0 l 

Подставляя r 0, получим: 

v
3 =~ (~ + El-2VQE) =~({~-YEly 

I · l2c 
.с I 

••------I"----1т2с 

+ 



· Заметим еще, если Е= (Q/P), то из написавиой для v1 
формулы следует, что v = О. Это и понятно- в · этом му. 
чае варяд q не будет двигаться . после того, как мы его 

-+ . 

отпустим. Действующие на него 
слуЧае уравновешены. : 

силы (Qq/l2) и qE в ЭТО)( 

182. Чтобы заряд е не · смог проЛететь сквозь кольцо, 
его потенциальная энергия в центре кольца дол1Кна быть 
бсщьше, чем в начальном положении: 

eQ +eq >eQ+eq . 
l . r R . l • 

0 · Q r (l-R) . 
тсюда q > · R • (l _ r) • Мы считаем, что l .)) R и 

l))r, поэтому (l-R)!(l~r)=1, тОгда q>Q(r!R). При 
условии l )) R, r заковио рассматривать на больших· рас-
стояниях и полусферу, и кольцо как точечные заряды. . 

183. Пусть r и с- сопротивление или емкость ' одного 
злемента схемы, а R и С - сопротивление IЩИ емкость 
м:е1Кду двумя выбранными точками схемы. Пусть в схеме 
с соnротиnл:епшаm R = F (r). Очевидно, ЧТо F (ar) = aF (r). 
Это последнее равенство мо1Кно доказать так. Любая .схе
ма состоит из участков, которые мо1Кно рассматривать ка:к 

последовательно или параллельно · соедивенвые сопротив
ления. Для последовательного сеединевия двух или нес
к~льки;.х: сопротивлений доказываемое утверждение очевид
но. Для . п~раллельного соединения двJх сопротивлений 

R, и R2 общее сопротивление есть R
1 

+.R'R
2 

, а потому 
изменение ка1Кдого сопротивления в одинаковое число раз 

меняет полное сопротивление во столi>ко 1Ке раз. На сло1К
ные схемы это утвер1Кдение распространяется непосред

ственно. Поэтому всегда замена r-7ar приводиТ к измене
нию полного сопротивления тан1Ке в а раз. Рассмотрим 
теnерь схему с конденсаторами. Пусть в такой схеме те
чет переменвый ток частоты f. Тогда ка1Кдый конденсатор 
:м.о1Кно рассматривать как сопротивление, равное (2nfc)-1. 
Сопротивление всей схемы :ме1Кду выбранными точками 
равно (21!/С)-1 • В силу сделанных выше утверждениймож
но написать: 

2nJc = F ( 2n~c) = F ( 2:,cr ) = 2n~cr F (r) = 2njcr R, . откуда 
cr = CR. Подставляя численные~ значения С, r и ·R, полу
чим с= 1000 nФ. 
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184. Силы nоверхностного натяжения дей.ствуют по ка
сатеЛьной к nленке (рис: 80 - 82). Их составляющая вдоль 
силовых линий электрического поля в . конденсатцре -(пер- · 
nевдикулярная пластинам). получается умно1Кением на от
ношение (h/r), . где ll- величина . прогиба . . Мы считаем, что 
это отношение мало: (h!r) « 1. Сум~арвая силll:, обусловлен
ная поЩJрхностным _натяжением и ~равленная вдоль си-

JIОВЫХ ЛИНИЙ, естЬ, очевидно, · 4nro r = 4мh. Мы учли 
здесь, что :мыльная ПЛенка двусторонняя, с этим связано 
nоявление лишней двойки в nоследней формуле. Эта сила 
дол1Кна быть уравновеШена силой притя1КеНИЯ пленки к 
другой nластиве конденсатора. Последняя ~е равна силе 
притя1КеНИЯ пластин друг к другу, деленнов на площадь 
пластин S и умно1Кенной на площадь пленки, .. nриблизи
тельно равную яr2• Сила притя1Кения пластин друг~ дру-

гу· равна ВS S =!Е_ S. Написав равенство lтcrh:;;:; Bndsnr', 
. 81t 8:rt~ .. U"r2 . 
nолучаем для величины nрогиба: h :;;:; 32nod' • 

185. Прежде всего заМетим, что пользоваться формула-
. mv2 

ми обычной кинетической теории газов р = nkT; - 2- = 

= ; kT (р -давление, n - число частиц в 1 см3 , k - nосто
явная Больцмана, Т - температура, т - :м_асса частиц и 

· v - их скорость) для электронного :Га~ а в · металле пмыsя. 
Это видно уЖе из того, что при т~о из написанных фор
мул следует: р~О, v-+0. Для электронов в металлах ско
рость и давление вовсе не стремятся к пул~ с уменьше
нием темnературы. Например, скорость. свободнЫх элек
тронов (электронов про:iюдимости) не слишком сильно от-
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JIИЧ:аетсл от СI<Орости . электронов Па внеш . 
орбитах, а уж про эти последние ВИRак них атомных 
они зависят от температуры - они оп не скажешь, что 
лоно u ределлютел ведь иtt 

вским взаимодеиствием с ядрами Поэ •. "-
кв скоростей злеЕтронов и их давлен~ в ~~му длл оцеп
использовать канне-то другие сооб . таллМе нужно 
сназал раженил. ы уж 

и, что скорости свободны е 
смысле tблиз:ки» R скоростлм элекхтрэо~~т~~~~:В::~аком-то 
ньzми ядрами. Можно думать поэтом ' с атоА«:
RИ свобоДных электронов долж ..... т б у, что и хараRтерист:u:-

. ( .. .w. ыть существенно кв 
товыми само существование ан~ 
орбит в атоме - типич . • различных электронных 
эффект/) Е НЫй и принципиально квантовЫй 
размерно~ти ~Т:~т:::о~очт:~~п~':лЗ::ХВ.::с~~::раженилми 
воmенил. Во все квантовые фо м лы е нам соот
товал характеристика - посто~н~ал it:~~: в:о:ть кван-
=~· ч:по скорость зависит, кроме h, еще от ~ас~~д:r;~::: 

а и Iювцентрации n. Число частиц в 1 смз n 
связано со средним расстоянием меж 
простой формулой n=а-з,поэтому вместо~о::~~:р·~ц:ииии па 
ио>«во взять и среднее ме 

жчастичное расстояние а Про 

:а~еs:и~ы=>«Ф::::~л~~iх ч~о :е оно зависит от· .1-, т 
х у А т n и Р"' hamfJnv где ' ' z, а, .,, у -некоторые числа и выписывал ' 
ности обеих частей последних равен~тв •·ы размер-. . ' ... получим: 

см с-1 х 2Ж . · -:- г см c-.r гV см-зz; 
г . с:м-1 . с-2 =га см2а с-а гiJ см-зv. 

Размерности правой и левой частей 
должны быть этих равенств . один:ановы, из систем уравнений: 

и 
х + У = О; 2х- Зz = 1; -1 = _ х; 

а+ f3 = 1; 2а- Зу = -1; -а=- 2. 
мы найдем окончательно: 

Х= 1; У=-1; Z=1/3; V,_.!._,_An113. 
та т ' 

а=2; ~=-1; У=5/3; p,_h' п5!Э 
т . 

Заметьте теперь, что давление . 

=~д~~:э~:~~ир~;~::е~~~;~~i~Е~;)::::iа ч~~~ 
вами, давление и плотность э . ' другими сло

нергии есть пропорционалъ-

-fЗ8-

ВЬ1е величины. Заиетии еще, что числовые коэффициеН'lЪI · 
получаеМЫе nри более ПОдрОбНЫХ ВЫЧИСJiеiПЦiх, оказыва~ 
ютсл для написанных формул числами порядка едиRИцit. . , 
Считая, что от калщого атома «отодраН>> в среднем oдim 
электрон:, иы найдем, что число .электронов в 1 см3 равно 
числу атомных ядер в 1 см3, а последнее есть просто 
пя= (р/тя), р- плотность иеталла,тя- масса атомно-
го ядра (примерно равная массе атома, массой всех элек
тронов атома по сравнению с массой ядра при оценках 
ну>КВо, конечно, превебрегать). Мы рекомевдуем читате
лям ераввить полученное значение электронного давленИя 
с модулями Юнга металлов. Необходимые численные зна-
ченил возъм:ите из любого справочника. О чеи говорит · tJe- · 1

J 
зультат такого сраввенил? Если подставить типичные Для <'. 

' h .. 
металлов численные значения n в формулу v-- т · n113, 
то легко убедиться и в тои, что скорости v «с, с - ско
рость света. Это означает, что зл·ектроны в металле по~
илютсл квантовой механике, но использовать для их 
описания релятивистские формулы (формулы теорИи riт
носительности) не ну>«но, релятивистские формулы по
требовались бы только в тои Случае, когда скоростИ v 
стали бы порядка с. . 
· 186. Температура ионизованных газов, ив которых со
стоит плаия дуги, велика, · а плотность их мевъше плОТн<r 

сти воздуха. Поэтому nламя дуги выталкиваетсЯ вверх 
действующей на него архииедовой силой- «всnлывает». 

187. Облако и землю ио>«во рассматривать как обклад
ки варлжен:ного конденсатора. Сильвое "Электрическое по
ле удер>«ивает зарл>Кенн:ые капли на высоте. Молнил 
эквивалевmа · пробою конденсатора. Электрическое поле 
при пробое уиевъшаетсл, и сила тяжести капель теперь 
уже иревосходит удер>Кивающую их электрическую силу. 

188. Длл решевил первой проблемы можно использо
вать громоотвод - обычно это стер>«евъ или труба, под
илтые на большую высоту. Громоотвод специально пред
назначен для тоrо, чтобы иолвил «ударяла» в него. Он 
дол>«ен быть выmе всех друrих предметов в ближайшей 
окрестности. Поэтому первал задача решается легко -
иы ио>Ке:и «уnравлятЬ» молнией, «предписывал ей куда 
поnасть». Вт орал задача хо>Кет быть решена, если распо
ложить щ~сколько стержней на неболь:Шои · расстоЯнии: 
друг от друга и от оси громоотвода, причем так, чтобы их 
оси были параллельны rроиоотводу. Разместить их лучше 
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вблизи - верцего . J{опца громоотвода (почему?)· . . Для того 
'I{Тобы использовать стержни ивогократво, их нужно пос
ле каждого измерения размагничивать. Это можно было 
бы сделать с помощью магнитных полеиu или · токов, во так 

поступать неразумно - для этого нужны · 
п 

такие же токи 

как в молнии, олучевие такит тоvов в б · ' 
де и · · .... · " ла оратории -

ло трудное. л. тому же нужно было бы . за те б · · опять следить n ... и, что ы не ~став ал ось остаточной ваиагв . 
оэтоиу . целесообразнее стержни нагревать ;:::г~~~Т:· 

~~е~:=о~т~~~гвичиваютс1J, и их можно снов~ установит: 
189. Очевидно, что эверги;я, пр.иходящаяся на е . 

длины цилиндрического канала иолнии тратится · :ницу 

;;r=: .::=~=IJВ>~o::j.~~==:a:.::::::.J·:!~ 
и частиц в канале молнии, на расширение 'канала 

также на излучение. Если предположить что ' ~ 
цилиндрического канала г меняется со време~ем t и радиус 
сии~ст;и от величины энергии W,' приходящейся на ~:=~ 
~т::яи::~Т;~и:: ф~~~у:~~:з:~~=~И W07:0 рП(рП~'-
ПЛОТВОСТЬ воздуха). Запишем r "'wxt11p' ~ ' -W есть 1 · с • разиериость 

u эрг си. равнение размерностей правой и лс u 
чаО~еи п~в:водит к системе уравнений: х- Зz = 1; х + ;ои 
и ' :--- х +у= О; откуда х = 1/4; у =1!2· z =- t/4 
.nанал иолнии расширяет • · · ·(w)

114 
ся, следовательно, по закону r"' . 

"' - ti/2 р • 
Этот закон спр·аведлив · W б ' конечно, только если энергия 
много ольше энергии молекул воздуха в столбике ци

лив1Wическоrо канала с. единичной высотой ( э~ой эве 
гиеи ~rы превебрегаем по сравнению с W) С р
диальвого расширения канала для иолнии д~л::~ю;~:ь ра
мевьше скорости распространения энергии в оль . не 
: ~~о~иувд:~ифслучае энергИя будет . уноситься вдо~ь кав~с:~ 

. актически идти на увеличение 
ла. С этим обстоятельством связав тот фа:Та~.;:а:и:~на-

. молния не доходит до земли - ее эве гия « ' u гда 
~;::• • •раооасываетсяо в радиадьво.:' ва~р:.~::..••6~~ 

' чем «доходит до земли»>. Скорость радиального· рас= . 
::~~вб~т:ат~~~е ~о давление на фронте ударвой волны ·(W)i/4 лучены из соображений размерности: 
v"' Р . е-112; р "'(Wp)112t-t. 
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Проверьте теперь, что W "'Pr'. Какой фйзич:еский смысл 
этого соотношения? Численвые коэффИциенты в ваписав
вых формулах из соображений размерности найти, ковеч-
110; нельзя, во все качественвые зависимости поЛуЧаются 
однозначно . . Заметим еще, что если · вс.:J численвые коэФ
фициенты сЧитать числами порядка единицы (см. по это
му поводу статью Ю. М. Брука и А. Л. Стасеяко «Как 
физики делают оценки» в книге «0 совремеивой физИке.:.... 
учителю». М., «Звание»>, 1975), то существование цилин
дрической ударвой волны огравичiшо усЛовием: v :;р s, ·· s
скорость звука в воздJХе. Петрудно проверить, что соот
ношение v .....- s · эквйвалевтво такому: Р ,_, ps2 "'. Ро• 
ро - здесь давление в вевозмущеввом воздухе. Другими 
словами, ударная воЛна · затухает на тех Же · расетоявияХ, 
на которых ее давление ераввивается с давлением вевоз
. :мущеюiой окружающей среды. 

190. Как сказано в решещm предыдущей задачи, . уда~,>:" 
ваJ!. .ВОЛва затухает, . когда ее давление р ераввивается с 
дащхевием:_ вевозиуЩе~щоrо Боадуха р0• Если зафm<сировать 
энергию молнии на единицу ее дливы-W, то равенство 
р fOooJ р0 ваступит через время "' Т, опреДелЯющееся из соО'l'-

вошевия: (Wp)112T-1"' р0• Отсюда Т~1 "' Ро112 • . (Wp) . 
Очевидно, что Т-1 "' ro - характервой частоты звуковой 

волны. Можно прийти к . эrому же результату и с Помощью 
таких рассужденИй. Вспомним, что W "' pr

3
• Ясно, что 

радиус максимальвой возмущенвой области как раз и опре
деляет дли:ву волны звук~ Л. 1Ia границе . Щ)Змущенвой 
ЦИлиндРиЧеской области р"' р0, значит W"' pJ..", а Л"' 
"'(W 1 р0)112. Скорость звука s"' (р0/ р)112, поэтому характе~ 
пая частота естЬ ro"' (s/Л) "'p0/(Wp)

1
12. 

Проделайте сами численные оценки, прИнимая, что ти-
пичное значение W в молнии ,._, 10

5 Дж/м. 
191. Постукивать нужно, чтобы заставить частицы дви-

гаться. Пока частицы находятся в покое, магвитвые силы 
ве :могут преодолеть силы трения покоя (сухое трение) . 
За счет ва:магвичивавия частицы в продольном направле
нии поле около ее концов увеличиваетсЯ; Это создает ус
ловия для соедив~вия частиц цепочкой. 
. 192. Торовдальпап катушка создает в центре такое же 
поле, как один виток с током. Иначе говоря, поле должно 
быть перпевдикулярво к плоскости витка, и направление 
его :можно найти по правилу буравчика. Стрелка развер-
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иется в папразлении :магнитного поля, то есть перпенди~ 
Rулярпо плоскости тороида. 

193. Каждый виток трансформатора представляет с~ 
бой маленькую <<вторичную обмотку>>. Если виток зам
ИВуть с соседним, то эта <<вторичная обмотка>> будет :Ва
'IJУЖепа на очень :малое сопротивление, по этому витку 
потечет большой ток, будет выделяться много тепла. В ре
вультате трапеформатор выйдет из строя. 

f 94. Рас~мотрим одну четверть овала - участок АВ 
. ~ -(рис. 83). На этот участок действуют силы F А и F в со 

~ 

стороны других частей овала и сила F н со стороны маг-
~ mrmoгo поля. У словил равновесия участка АВ есть F н + - - -+ F А + F в = О. Силу F н можно представить как сумму 

CIIJI, действующих на малые участки длиной !!..1
1
: F н = 

~ ~ -
-= l!F 1 + l!P1 + . . . . Сила l!P1 пропорциональна магнитному 
полю Н, току /, текущему по проволоке, длине !!.1

1 
участ

ка и направлена перпендикулярно к направлению тока -
для малого участка перпендикулярно к касательной, 
nроведеиной к цептральной точке участка. Запишем теперь 
проекции . сиЛЬI l!F1 на направления векторов F А и F в. (уrол 
f1t - уrол между вектором !!Ре и горизонталью на рис. 83); 

~ 

ПpA(l!Ft) = kH/bl1sina1; 

Пр в (l!Ft) = kHIЫ1 сов а1• 
Остается переписать условие равновесия в проекциях 

ua направления F А и F в: 
F А = kH l ~ Ы1 sin а1 = kH l : ; 

' 
Fв = kHI ~bl1 cosa1 = kHI;. 

' 
Оrсюда следует, что искомое отношение (FA!Fp) = (Ь/а). 
Приведем еще одно решение этой задачи, которое ка

жется очень поучительным. Рассмотрим моменты cи.ri, дей
ствующих на овал, .относительно _его центра- точки О. 
Проведем для этого симметричные линии MN и PQ. Из 
рис. 84 видно, что моменты сил, обусловленных магнит
иым. полем,. в . точ_но.сrа: компенсируются: пара сил в точ
нах М и N создает момент, направленвый по часовой стрел-

не а пара сил в точках Р и Q- точно такой_ же момеJ;~~, 
но' против часовой стреЛRИ. Если из овала вырезать ех:о 
четверть, то надо приложить к т~чкам А и В силы _точно 
такие же, какие на эти точки деиствовали в «веразрезаи

ном>> овале. При этом условии участок АВ останется в ра~ 
иовесии. Условие отсутствия вращения вокруг точки 
означает равенство моментов : F Aa=F вЬ то есть мы полу
чили то же самое, что в предыдущем решении просто из 

условий симметрии и равновесия без ~сяких вычис:хений. 
195. Будем считать разность уроввеи очень :малои (ела: 

бое магнитное поле). Найдем силы, действующие на тонкЩI 
«шнур.» тока вблизи поверхности. Очевидпо, что это - сила 
тяжести р и еила, действующая со стороны ма~вого 
поля (сила Лоревца)-Fм (рис. 85). ~усть ~чение шну
ра» равно f!S. Тогда на ((ШВ:УР• длипои l деиствует сила 
fi' м = !!../ • В • l. Здесь !!../- ток через «шнур•: !!/ = 1 Х 
х (l!SJS) S-сечение кюветы, перпендикулярное току, а 
1- пол~й ток. Сила тяжести Р = pg · l!S • l. При уста~ 
новившейся форме поверхности сумма сил Р и F м ·должн 
быть направлена перпендикулярно поверхности жгдкости, 
тогда (Fм!Р) = tga или tga = IB/pgS. Сила тока опре-

U oUS П 
деляется из закона Ома: 1 = R = -l- • одставляя это 

значени"е 1 в предыдущую _формулу, v получим: tg а = 
== (oUВjpgl). Искомая равность уровнеи есть l!h = d Х 
· х (oUB;pgl). _ v _ 

196. За время l!t магнитвыи поток через ковтур меня 
ется на Вlvl!t а значит, в проводник~ индуцируется ЭДС
Blv и ток (Blv!R) . Ток от батареи равен E!(R + r). Сум-

( Е ± в lv) Направление марвый ток есть поэтому: R + r R • . . 

F, 

~~'·~а --1 

· ~с~В~3 _____________ . _. ' ссв~··L---------------~-
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ввдilщионного тока опредеJIJiется правилом правой руки, 
а происхождевие двух аваков в формуле для суммарного . 
rока связано с взаимными направлениями индукционного 
и «батарейного• токов. Очевидно, что количество выделяю-

( 
Е Blv )а . 

щегося тепла есть теперь: Q = R + r ± R Rt. . 
Из этой формулы видно, что возможна ситуация, когда 

Q=~ ~ u 
197. До перегибания сторон: Е1 = - Тt = - S "Xi" = 

= - <ioS; Е1 - ЭДС индукции, S- площадь квадрата: S = 
=as. ЕслИ два получившихся квадрата расположены тан, 
как покааано на рис. 86, то ЭДС получившихся контуров 
направлены в противоположные друг другу стороны и вы

читаются. 

ЭДС Е9 = Е21 -Е22 = -- аоа~ + аоа~. Из геометрических 
сообраЖений: а1 + а2 = а. Пусть k = (а1/а2). Подставим 
в формулу для Е1 значения а1 и а1, выраженные через а 

k • а • Е . а (1- k1
) Т 

и k: а1 = 1 + .k а, а3 = 1 + k .' 2 = - а0а (1 + k)'. оrда 

ток через лам11о~ку изменится в (Ea!EJ= ~~+:~ · раз. Ее~ 
ли нвадраты расположИть так, как Покавано на рис. 87, то 
ЭДС будут складываться. В этом случае . тон изменится в 
(1 + k1) . 
(1 + k)' раз, то есть тоже уменьшится по величине. 

198. Когда кольцо растягивается, налезая на конус, то 
при валичии магнитного поля поток магнитвой индукции 
через кольцо будет увеличиваться. При этом в ртути ин
дуцируется ток, который по правилу Ленца направлен так, 

8 

111111!!1 

. а 

85 в в . ., 
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чтобы уменьшить изменение потока, то есть сЖать кольцо: 
. Следовательно, в отсутствие магнитного ПOJIJI кольцо на
.в:евет глубже. Этот эффект не зависит от направления 
nоля (вверх или вниз) . · 

· 199. Пусть скорость падения кольца уставовилась. 
rfoVJ~ из закона сохранения энергии следует: mg!!,H-:-
с::: R !!t. Эдесь !!Н = v!!t- путь, пройденный кольцом за 

время !!t, и- ЭДС, наводимая в кольце, R - его сопро
, )IВJiевие и т - масса. Величина ЭДС и пропорциональна 
корости изменения магнитного потока через кольцо: 
(f1B!f1t) = Sa(f!H/flt) = Sav. Параметры S и а постояв
' поэтому и пропорционально v. Заменим U на kv, k-

екоторый постоянный коэффициент, а (!!Н /f!t) на v, тогда 
gR = k'v. При изменении диаметра проволоки (при не
змеиной ее длине) масса кольца увеличивается пропор

.,, иовальво квадрату диаметра, а электрическое сопротив
евие R также пропорционально квадрату диаметра умень
ается. Лево, что произведение mR, а вместе с ним и 
тавовивmаяся скорость падения кольца v не изменяется. 
200. Будем считать, ЧТ!> среднее магнитвое поле ·между 
линдром и соленоидом равно н\, длина цилиндра d :мно
меньmе длины соленоида, а магвитвое поле внутри 

. , ! 
1 

леноида вдали от цилиндра равно Но. ТоГда можно за
сать, во-первых, закон сохранения энергии, а во-вторых, 

он сохранения магвитиого потока: 

k!Гf!c (R2-a2) d-kH'gnR2d = na1dpVA/i; 
H 11t (R2

- а1)-:- Ho1f.R1• 

Искщочая из этих уравнений поле Н1 , мы получим вы
жевке для скорости выброшеввого циливдрика: 

н (2k)112 1 
v = 0 Р y1-(a1/RI) 

Неяввые предположения, к~ 
.,, рые мы фактически сделали, 

ковы. Мы иренебрегли потеря-
i'· , связанными с краевыми эф- 0 

кта:ми, и учли, что в обмотке 
евоида и в самом цилиндре не 

деляется тепло - их соиротив

е равно нулю. Если _рассмот-
ь предельвый случай (a/R)«1, а 
есть · считать, что Но ::::::Н 1 , тое ..,_8_1 _______ _ 
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ИЗ написаННОЙ формулы ВИДНО, ЧТО с-корОСТЬ CTaBOBИTCJl 
независящей от размера цилиндра а. Такую же задачу можно рассмотреть и для случая, коr-

201. Очевидно, что сила тяжести системы шар+стрел> да шарик сделан из металла. Проанализируйте сами слу-
ка уравновешена силой Архимеда. До включения тона 11 ! чаи.: ногда сам шарик сверхпроводящий и несверхпроводя-
цепи на стрелку действует магнитное поле Земли, и oua щии. Учтите еще, что в зависимости от того, из накого ма
ориентирована вдоль магнитного меридиана. После вюnо- тернала сделана магнитная спица, она может обладать 
чения тока поЯвилось дополнительное магнитное пол.е разным остаточным намагничиванием. 1\ак это скажется 
тока, направленное · вдоль оси стакана. Напрамение маг.. на поведении системы после выключения внешнего маг
нитного поля тока не совпадает с направлением земноГо нитиого поля? Еще один интересный вопрос танов. Пусть 
поля, поэтому стрелна должна занять новое положение ~аи шаринБсверхпроводящий, а обмотки на внутреннем со
равновесия. Процесс ее установления вдоль направления суд~ нет. удет ли шарин колебаться после выключения 
суммарного магнитного поля будет носить колебателъю.iй . вне203егС магнита в этом случае? харан-rер. После выключения тока стрелка должна будет тени б. олнце имеет конечный угловой размер, и края 
вернуться в конце концов в исходное положение равнове- 11282 (~:т 8~)змыты. В наждую точку отрезнов А 1В1 и 
сия. Процесс таиого возвращения также будет носить диска Г ~н попадают лучи лишь от части солнечного 
колебательный характер. Затухание нолебаний обус.ловп:е- 110 из. ·р:сун~ы т:::- точки В1 и В2 совпадут, кан вид:
но вязкостью жидкости. Изменение сопротивления R дол- . Обычно участк~ ~ В шеА ч.;м сблизятся предметы 1 и 2. 
жно приводить н изменению угла отклонениЯ стрелки от . ~вета на них ведь 1 1 и 2 2 назЪIВают полутенями (часть 
первоначальноrо направления. Попробуйте сами оценитЬ · Ъх<азать что поЛТ:се-таки попадает). Правильнее поэтому 
период колебаний шарика, считая мансималъный ·угол оТ- ~ами предметы. енп сливаются раньше, .чем совпадают 
клопения стрелки малым:. Зависит ли период колебаиий 204 Днем когда в 
от величины сопротивления R? В приведепных рассужде- : вредме~ы, на~одящиеся ~мн~~е не включено освещение, 
ниях мы молчал1mо предполагали, что стрелка сделана из lем на улице. с улицы мы наб освещены гораздо слабее, 
«мягкого>> магнитного материала, другими словами, что Диеся в комнате через занав людаем предметы, находя
отсутствует остаточное :Намагничивание. Опишите поведе- tрраздо больше о~вещенности ~~ку, освещенность Rоторой 
ние шара со стрелкой в том случае, если остаточное на- ·i.r мы видим предметы находя;их предметов. Из Rомна
:м:агничивание есть. ~веску почти не освеЩеиную ( с~~с~:аа улице, через .за-

202. В первопачальном внешнем магнитном: поле спи- ~енвая в F.омнату освещена слабо) lfi занавес~, обра-
ца ориентирована вдоль результирующего поля, получаю- ~роисходит вечер~м, ногда в коми~те ~~~~~л:::;уите, что 
щегося при сложении поля, создаваемого магнитом, и поля 8;иоч2и0r5е. лГьрноыме слышен дольше потому, что молн~я и.меет 
Земли. Если поле магнита по величине намного больше .,. размеры 
земного, то . спица буд. ет почти параллельна оси системы. паздывает С ' звук от удаленных ее «частей~ за-. . Rорость же света таR велика, что запаздыва-
Лосле выключения магнита, создающего внешнее поле, в иие его незаметно. Поэтому свернание молнии мы ощ _ 
намотанной на )Jнутренний сосуд обмотке появляетсЯ ЭДС е~ как одну вспыmну. . уща 
индукции, которая «заставляет>> течь по обмотке индукци- · 206. Точка, диамет
онный тон. В обычном металле этот ток быстро затух'ает, рально противопалож
так нак металл имеет сопротивление. Для расс:матривае- ~ая отверстию, освеще
маго случая это не . так- у нас сверхпроводящая обмотна, .~.а . падающим извне 
и пока иеталл находится при достаточно визкой теип:,= f'0фф и рассеянным 
туре, сопротивление обмотки равно нулю. Певатухаю • 0;ди узныю>) светом 
тон создает точно такое же магнитное поле какое бьшо 'о других точен сферы. 

. ' стальны раньше Поэтому шарик нолебаться не будет (сравните~· ' е точки осве-
это с з~дачей 201). · щепы тольно «диффуз- 88 . ным~ светом. Так х<ан ~ ... =----------...;..--
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отверстие очень :мало, то о_свещеввость, обусловл~ннал 
· щиффузliым>> светом, одиванова для всех точен сферы~ васлоНят в l"'ooJ L раз большую ПJiощадь, то 
В частности, танова же освещенность и отверстия иввутри. (Lси) П 
в . _х 1си • ассажир прант_ически равновесии световые потоки .через отверстие изв.ве и из- ничего 

есть ( ~эд"') ~ 
не Увидит, если 

вутри должны быть равны :между собой, позтому :мы :мо.; эта площадь кан раз порядна 1 см•. 
же :м утверждать, что освещенность, создаваемая •диффув..i · ' ( V вод"') (Lси) Напротив, если 
выю> светом, равна освещенности, создавае:иой пада~ . ---r- 1си- « 1 смz, видимость будет относительно хо
щим лучом. Отсюда следует, что освещенность точни, диа-:1 роmей. Можно переписать зто перавеяство та:к: 
метральво противоположной отверстию, в дв.а раза больше . r »· (V в:>д&l/1см2). (Lсм;1см). 

· освещенности остальнЫх точе:к сферы. Этому условию дол 
207. При •ударе» фотона о зер:кальную часть Шара: чтобы были видны ра':::Ч~довлетворять радиус :капель г, 

угол падения равен углу отражения. Это означает, _.Что L см. Различие видимости в ~ предметы на . расстоянии 
изменяется прое:кция импуЛьса фотона на Iiаправп:ение ра:.: . можно объяснить тем что 0 ла:ке и У поверхности земли 
диуса, проведеиного в точ:ку удар·а , прое:кция же импуЛьса / мевъmв;е размеры че ' :капли воды в обла:ке имеют 
на · перпенди:куп:ярвое радиусу наПравленИе остается веИ:вА 1 Для :капель у зе~ли :а~~~::в~~ждя У поверхности зеЮш. 
м~ввой. Это значит, что шар не закручивается при удар~ i ~ыполвено, в то время :как длл :ка~е:ла:енс~во может ~ыть 
частиц о зернальвую часть. Иное дело, :когда фотов поrлО::· 1 ведеиные рассуждения име в 0 ла:ке нет. При-
щается- Шар полvvает эанручоаЮЩИЙ его импульс. ОТ:. ' ИЫЙ СМЫСЛ ЧИСЛСВВую ЮТ, :КОНечно, ТОЛЬ:КО :качест.llен-

••J • площа :тп ~едует же оцев:ку васловеивой каплюш 
сюда следует, Что устойчивое положение равновесия rira.: "'"' м~ считать не вполне а:к у Э 
ра - зеркальной стороной . :к Солнцу. Rан толь:ко шар поД~ . ааво, во-первых с тем что (:куратвои. то свл
ставИт часть червой поверхности Солнцу, удары фотонов пель могут вах~дитьсл' на 0 вес~оль:коу и даже много) каоб эту часть «загонят>> ее на веосвещеввую сторону. Сп~ лельвой оси выбранного на~вои и тои же прлмой, парал
дует отметить, что эффе:кт, о :котором идет речь, вообЩе ·они будут эффе:ктивво эасло:Л.:Ьи~~~':J;:Дьа в этом случао 

. Е у б . мы оценили выше. Во-вто ' меньшую, ~ем 
говоря, довольно мал. сли одно из пщrушарии удет чу:rь на :капелы<ах приводит :к Р~х, расселвне световых лучей 
массивнее другого - зто гораздо больше повлияет на ори-: в цилиндре не параллельвы дрмугу, дчртуго УсаТмеи световые лучи 
евтацию спутви:ка (подумайте, на:к именно?). · по счита . м не менее мож-

. 208. При прохождении через туман луч света испыты- ть, что предел видимости Lмакс.оnределяетсл по 
вает преломление и отраженИе Уна большом числе случай.: порлдку величины соотношением: LQJ(O:~ (! с.м3 ) Эту 
во расположенных поверхностен напелен тумана. Это при- формулу совсем нет . УвоД&! r. 
водит н тому, что свет полностью рассеивается при п~ время дождя ( ру~во проверить энспериментальво во 
хождении достаточно толстого слоя тумана. , са :каnель в об~:думаите ~~:к) · Тиnичное значение радиу-

209. На первый взгляд :количество воды в 1 см8 в облаке у поверхвоет :ках 
00
-- 10 см, радиус дождевых :каnмь . . . · , , и земли ычно --1о-2 . 3 

и на земле не должно сильно различаться, eCJIИ идет до~ j:Реальпое значение L . см. вая это и задавая 
(почему?). Предположим, что мо так и есть, пусть V вод1о1- , формулы :коли манс . , :можно оценить из написаввой 
объем воды в 1 см3• Пусть радиу(} :капель (вблизи зеМлJJ f найте та:кие оцчеество воды в облаках или в дожде Проде-

( 
4 · ). ft вки сами. . ·. 

или в облаке) равен r, тогда в 1 с:мЗ будет V воды fзn~ ео' · 21 О. Пусть пылmm:а находится на . 
. . ,_ •. лица . Сила светово .расстоянии R от 

:капель. «Вырежем• вдоль луча зрения циливдри:к с поде:- тька света q = (L;4nr~)o давп:е:ил зависит, очевидно, от поречным сечением 1 см1 и дливой L см. Rажда11 :кanJISI сечения ПЫJiивки l"'ooJ пrz эрг/см ·сек; nлощади поперечного 
васловлет площадь порядка ее поперечного с,ечеВИЯ"-'W'I"f чес:кой). ECJIИ ПЫJI (для простоты .мы считаем ее - сфери
звачит, :кanJIИ в 1 см8 заслоВЯIОТ длощадь поряд:ка n~ . X считать световы ив:ка дале:ко от · Солнца, то естественно 

( 
4 ) . · fl\ е лучи, падающие на нее . . 

Х Vводыlзя;з ,..;..;(Vвод1>1/r) сма. Капли во всем циJIИJiДре t роме q и nr, в выражение · определяющ' параллельвы:ми.- , 
·." -Давления Ре может ' ее силу светового 

' входить только с:корость . света 
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216. - В - таблице mXn разрешаетсп у всех .чисе~ oЩioi 
строi<И или у всех чисел одного столбца изменить . зuак. 
Доказать, что несколькими таi<Ими замевами можно до.. 

биться того, что сумма чисел в каждом столбце и в каж. 
дой строке будет неотрицательва. - .· 

217. Имеется 35 целых чисел. Разрешаеrся одв.овре. 
мевво прибавить по единице к векоторы;м 23 . ив ви:J. До. 
казать, что, повторив эту операцию достаточное число раз, 

можно сделать· все данвые числа равными. 

· 218. В n стаканах достаточно большой вместимости 
наЛито поровну воды. -Разрешается первливать ив . що()ого 
стакана в любой другой столько воды, ско~ъко имеется в 
атом последнем. При каких n можно за конечное число 
шагов слить всю воду в один стакан? 

219. По окружности написаны в производы10м поряд· 
ке несколько плюсов и минусов, всего n _ штук. Затем в 
промежутке между одинаковыми знаками пишется плюс, 

между разными - минус, а первовачальные .знаки стира. 

ются; с новым набором пrоделыв.ается то же самое и т. д. 
Дока·затъ, что если n=2, то из произвольвого набора 
плюсов и минусов в конце концов получится набор из,· ОД· 
них плюсов. 

220. Доказать, что в любой бесконечной арифметиче. 
ской прогреесии найдется член, десятичная запись которо. 

· го начинается с цифры 1.. -
221. Разбить множество натуральных чисел на два 

подмножества так, чтобы ни одно из них не содержало 
бесконечную арифметическую прогрессию. - . 

222. Доказать, что из 11 любых бесконечных десятич
. · ных дробей можно выбрать две такие, которые совпадают 

в бесконечном количестве разрядов . 
. 223. Найти все десятизвачные числа, - у которых пер

вая цифра равна количеству нулей . в чИсле, вторая- ко- , 
JIИчеству единиц и т. д., десятая- нолячеству девяток. 

· 224. а - число, большее 2. Некто пишет на карточках 
числа а, а2, ... , а'\ (каждое на одной карточке). Цотои 
часть карточек он кладет себе в иравый карман; часть - ~· 
в левый, а остальвые выбрасывает. Доказать, что сумма 
чисел на карточках в правом кармане не может быть рав- ~· 
на сумме чисел в левом. 

-225. Из прямоугольного листа бумаги вырезать . ромб 
наибольшей площади. i 

226. Даны треугольная и четырехугольная пирамиды, !. 
все . ребра которых равны единице. Разрезать эти пирами-
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· Ды на конечное число кусl{ОВ, из которых можно- сложить 
куб. 

· 227. Двое играют в такую игру: из кучi<И, где имеется 
25 спичек, берут по очереди- каждый себе- одну, две 
иJIИ три спИЧI{И. Выигрывает тот, у которого в конце бу
дет четное чисЛо спичек. Кто выигрывает при правильной 
игре - начинающий или противник? . . . _ 

228. На бесi<онечной клетчатой бумаге двое играют 
в крестики-нолюш по следУющим правилам. Первым хо-

... · дом начинающий ставит на произвольвое поле крестик, а 
· второй два нулика на любые свободные поля. Вторым и 
каждым последующим ходом начинающий · ставит крестик 
iia .Любое свободное поле, соседнее - с полем, на котором 
стоит крестик (границы полей имеют хотя бы одну об
щую точку) , а второй ставит по два ~лика на любые сво
бодные поля. :Может ли начинающип поставить . сколь 
угодно :много l{рестиков при любой игре другого? 
· 229; На плоскости дана сетка из шестиугольников 
'(пчелиные соты}. Двое играют па ней в крестиi<И-волики 
по следующим правилам. Первым ходом начинающий ста
вит на произвольвое поле крестик, а второй ставит два 
нулика на любые свободвые поля. Вторым и каждым сле
ДуЮЩим: ходом начинающий ставит крестик на любое сво
бодное поле, соседнее с одним из полей, на которых сто
ят крестики. Второй каждым своим ходом cтaBJIT два 

·· нулика на свободные поля. Второй хочет, чтобы было по
ставлено как :можно :меньше крестиков. Доказать, .что при 
nравильвой игре второго начинающий . поставит не более 
восьми · крестиков . 

230. Стрелки некоторых часов движутся следующим 
образом:: от нуля часов до часу как в обычных часах, 
с часу до двух часовая стрелка двиаtется со скоростью 

минутной, а минутная со скоростью часовой . .. С двух до 
трех они двиаtутся с нормальными скоростями, . далее 

~ опять :менЯЮтся скоростями и т. д. Указать все моменты 
времени , когда ЭТИ Часы показывают верное вре1,1Я. 

. 231. На линии Москва-Дмитров двиаtется n. поездов, 
интервал м:еаtду поездами в кааtдую сторону равен 10 ми

. вутам. В 17 часов со станции Долгоriрудвая, расположен
ной вдвое дальше от Д:митрова,- чем- от Москвы, . оrправ

. JIЯется поезд на Дм:итров. Когда отправитсЯ блиаtайший 
поеsд на Москву? - , 

;. 232. Пусть ai,. a2, ·r.~ •• , а~··- действительвые числа. Чис
· · ло ak назовем:· т-лидером, если при ~~котором р 
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ak+ ak+t + ... + ak+p-1 :::> О, 1 ~ р ~т. Доказать, что сум
ма всех т-лидеров пеотрицательна. 

233. Дан звездный многоуголыnщ (многоугольник на
зывается звездным, если в.нутри него имеется точка, из 

которой видны все его точки). Берутся две его смежные 
стороны, угол между которыми больше развернутого, в · 
на них строится параллелограмм. Эта же операция повто~ 
ряется с полученным многоугольником ·и т. д. Доказать, 
что через конечное число шагов получится выпуклый мно
гоугольник. 

234. Среди девяти мушкетеров некоторые поссорились 
в вызвали друг друга на дуэль. Доказать, что если среди 
них нет трех таних, что все они должны драться друг с 

другом, то найдется четверо мушкетеров, не поссорившИх
ся между собой. 

235. В векоторой стране между любыми двумя горо
дами имеется непосредственвое жел.езнодорожное сообще
ние 1:0лько в одном направлении. Из наждого города мо>к
ио выехать в какой-нибудь другой. Город называется 
слеrкодоступным>>, если из любого другого города можно 
попасть в него либо непосредственно, либо через один 
промежуточный город. Доказать, что существует не ме
нее трех легкодоступных городов. 

236. В алфавите векоторого африканского языка n 
букв. Чтобы передавать телеграммы на этом языне, нуж
но составить «азбуку Морзе», то есть постав.ить каждой 
букве в соответствие некоторую последовательность точек 
в тире. Доказать, что обязательно найдется таi<ая буква, 
для которой соответствующая последовательность точек 
и тире состоит не менее чем из (log2 n-1) зюiков. 

237. Имеется 11 мешков, в каждом: из которых нахо
дится веограниченное количество монет, и весы со стрел

кой. Каково наименьшее число взв.ешввавий, за которое 
:можно выделить мешок с фальшивыми монетами? Извест
но только, что фальшивые монеты отличаются по весу от 
настоящих. 

238. В клетки квадратвой таблицы nXn записаны 
числа, причем известно, что сумма 2n-1 чисел, составля~ 
ющих произвольвый крест (то есть заполняющих некото
рую строку и некоторый столбец), равна нулю. Докажите; 
что все числа в таблице раввы нулю. 

239. По кругу выписаны р плюсов и q минусов.. Пусть 
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а -:- число рядом стоящих плюсов, Ь - число рядом стоя
щих минусов. Доказать, что p-Q=a-b. 

240. Стороны выпуклого n-уголъивка пос.ледовательво 
пронумерованы .числами от 1 до n. Внутри этого п-уrоль
вика берется точка в соединяется с каждой верШивой от
резком . . Нужно пронумеровать эти отрезки числами от 1 
до n так, чтобы сумма номеров сторон для всех n тре
угольников, на которые разбит многоугольник, была одна 
и та же. Доказать, что это можно сделать тогда и только 
тогда, когда n нечетно. 

241. На каждой из планет векоторой системы находит
ся астровом, ваблюдающий ближайшую планету. Рассто
явил между планетами попарно различны. Доказать, что 
если число планет вечетно, то какую-иибудь планету ив-:
кто не наблюдает. 

242. На плоскости дано 100 точек. Доказать; что Их 
можно заключить в несколько непересеi<ающвхся кругов, 

сумма дваметров которых :меньше 100 в расстояние меж
ду любыми двумя из которых больше 1. Расстояние :меж
ду двумя непересекающимися кругами ...... это расстояиве 

· между их ближайшими точками. · 
243. На круглом столе радиуса R расположены без 

наложения n кругJIЫх :монет радиуса r так, что больше 
нельзя положить ив одной :монеты. Доказать систему не
равенств: 

244. Самолет-разведчик летает · по кругу с центром в 
точке А. Радиус ·· круга 10 км, скорость самолета-
1000 км/ч. В некоторый момент из точки А выпускается 
ракета, которая имеет ту же скорость, что в самолет, и 

управляется так, что все время находится на прямой, со
единяющей самолет с точкой А. Через какое время раке
та достигнет самолета? 

245. На маленьком острове стоит прожектор, луч ко-
торого освещает векоторый отрезок поверхности :моря, на
чинающийся у острова. Прожектор вращается равномер
во вокруr в.ертвкальвой оси так, что конец ero луча пере
мещается со скоростью v. Доказать, что катер, и:м;еющий 

v '( максимальную скорость 8 , не сможет незаметно . не по-

падая в луч .прожектqра) подойти к острову. 
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__ __ 246. Дан квадрат. Две вершиНЬI равностороннеrо _ тре
угольника находятся на противоположных сторонах квад-

рата. Найти :множество третьих sершин. -
247. Диаметр Rруга разделен на n равных частей. lla 

окружности взята точка М. ДоRазать, что сумма квадра
_тов расстояний от точм М до точек деления ве зависит 
от выбора точRи М на оRрущности. _ _ . 

248. а) Ив :медиан треугольника со сторонами а, Ь, с 
сложен треугольник. ДоRаsать, что этот треугольник ,ост
роугольный, если а2 + Ь2 < 5с2 ; пря:моугольвый, если а'+ -+ Ь2 · 5с9 , и тупоугольный, если а2 + Ь2 > 5с2 • _ · 

б) Отрезки т1, т2 , т8 (т1 ~ т2 :;;;.. _т3) являются медJ!а,
наии . векоторого треугольвма. Доказать, чтq этот 'тре:
угощ.вик остроугольный, если _т~ +т~< 5т~, прям:оуголь-

ный, если т~+ т~= 5т~, и тупоугольный, если т~+ 
+т~> 5т~. -
· · 249. В нруг радиуса 1 вnисан ·квадрат, в него- круг, 
в него- правильный 8-уголi.пИ:к, в неГо- круГ, в него
щ)авильвый 16-уrольвик и т. д. Доказать, что радиусЫ 
всех кругов больше 2/tt. - - - - -- - -

250. Какую паименьшую ширИну должна иметь беско
нечная полоса бумаги, чтобы из нее :можно было выре
зать любой треугольник площадью 1 с:м2? 

-251. Существует ли тетраэдр, у коrорого каждое ребро 
является стороной тупого плоского угла? · - · 

252. Даны трехrрав:ilый угол и па одной из его граней 
точка А. Найти кратчайший замкнутый путь па nоверхно
сти трехгранного yг.iJ:a, иерееекающий все ребра и прохо-
дящий Через А. · - -- -

253. В кубе расположено выпуклое тело, обладающее 
те:м свойством, что проекция его па каждую грань куба 
совпаДает с этой гранью. Доказать, что объем тела не 
иепьше одной трети объема куба. 

Задачи по физике 

254. В лифте, движущемся с постоявпой скоростью, 
в некоторый момент времени па высоте h от пола отПуiцеп 
шариR. В тот же мо_:мепт лифт получает ускоренИе а 
вверх, которое длится t се.кунд, после чего ускорение · лиф
та меняет знак. Еще через t секунд усRорепие спи:мается, 
а шарик падает ва пол. Определит~, па какую высоту о~-
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посительпо пола подскочит шарик. Удар'· -· считать· абс· ' -
по упругим. - - - - _ _ _ _ _ ол:ют-

255. ДетсRая ИГрушка вертолет запуЩена под опреде
лепп,ым углом к горизонту. Объяснить, почему· вертолет 
взмывает вверх, увеличивая этот угол. - -

256. КакуЮ работу совершает человек при под'I!еме на 
высоту Н по движуще:иуся вниз зекалатору :метро? 'Угол 
ваклова эскалатора, скорости эсRалатора и человеRа отво
сительв~ земли, а также :массу человека считать извест
ными. 

_ ~57. В дливпои коридоре учреждения перед началом 
рабочего дня положили ковровую дорожку. Кто-то поста
sил ва одном из ее концов ящиR. Где будет находиться 
дорожка после окончания рабочего дня, если ее ве попраJi-
лять и ящик не nереставлять? -- -

258. Цилиндр без два радиуса а . стоит в а горизонталь
вом столе (кусоR большой трубы). В цилиндре лежат два 
шара, причем радиус каждого_ из ни~ Ь, а> Ь > а/2. При 
ка:ко:м минимальном отношении т/М, где т-масса шар~, 
а М - :масса цилиндра, край цилиндра оторвется от _стола? 
Силы ;rревия отсутствуют, а cтeвiQI щшивдра достаточно 
топкие. - · -

259. К двум точi<а:м npиRpenлeвl!t цепочка _ длинЫ _ l И 
концы двух стержней, су:м:ма длив Rоторых _равна также 
l, а свободные концы шарвирво связаны. Какой из цент
ров .тяжести будет ниже - цепочм ищ1 ст~ржпей? 

260. 19 одинаковых _ шестеренок сцеплены в кольцо. 
Оси шестереJIОК sакрепле_вы. _ На какой ваи~ольши_й угол 
иожво повернуть одну из шестеренок, если каждУЮ из 

них при веподвижпой соседней можно повернуть За _ счет 
неточиости сцепления ва _угол а? _ · 

261. На горизоцтальпой абсолютно гладкой поверхно
сти находятся три шара: стальной, свинцовый и резино
вый. Их центры лежат ва одной прямой, а :массы равны 
т. Стальному шару сообщается скорость v по направле
нию к резиновому. Найти скорость резивового шара после 
всех соударевий. Все соударения центральные. -

262. Два одинаковых абсолютно уnругих шариRа свя
.ваны перастяжи:мой витью длиПы l. Первый mapиR отпу
сRают, _а Rorдa вить натягивается, отпусRают и второй. 
Определить, RaRoe расстояние шарим проле_тят до 11-ro 
столкновения. 

263. 'Упругий mapиR влетает в пространство :между 
двумя параллельвы:ми ваЮювныии плосRостя:ми. В мо-
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мент пер:вого удара о верхнюю плоскость скорость шари• 

ка горизонтальна и равна Vo. Найти расстояиие междr 
точками п-го и (n+1)-го соудареиий шарика с верхпев 
плоскостью. Расстояние между плоскостями равно h, все 
удары абсолютно упругие. · 

264: По релы~ам движутся параллельио друг другу 

две одинаковые телеЖки, на которЫх сидят одииахювые 
дворники. На тележки падает снег. Сначала тележки име
ди одинаковые скорости. В иекоторый момент дворник на 
первой тележке начинает сметать снег перпендикулярно 
направлению движеиия тележки. Какая тележка будет 
1(Вигаться быстрее? . v 

265. Альпииист хочет взобраться на пик, имеющип 
форму конуса, набросив на его :вершину веревочную пет• 
шо. Угол конуса равен а. Сможет ли альпииист это сде
лать, если треиие веревки о конус пренебрежимо мало 
(пик гладкий-покрыт льдом)? v 

· 266. На боковой стене вагона электрички, идущеп иа 
Москвы в Долгопрудную и обратно, висят маятииковые 
часы. В момент отправления из Москвы часы в вагоне и 
часы Hll. здании Саввловекого вокзала показы:вали о.цио и 
ro же время. Как будут отличаться показания часов, rюг-

да электричка вернется в Москву? . 
267. Объясните, почему, приседаЯ на качелях в момент 

наибольшего отклонения от положения равновесия и вып:

рямляясь при прохождении положения равновесия, чел~ 

век увеличивает амплитуду колебаний. 
268. К пружиие, массой и первоначальной длиной ко

торой · можно пренебречь, подвешивают груз массы т. За
тем на середину уже растяПутой пруживы подвешивают 
еще один груз, также массы т. Определить, во сколько 

. раз уnеличится при этом длина пружииы. 

269. Шарик подвешен на иити длины l. С какой ско
ростью v надо потянуть точку подвеса в горизонтальном 
направлении, чтобы шарик совершил полный оборот в 
вертикальной плоскости? 

270. Легкая стекляиная трубка длины l и поперечиого 
сечения S, запаянная с одного конца, расположена гори

зонтально в резервуаре с ртутью вбпзи его поверхно
сти. Какая мииимальиая работа совершается при первме
щении этой трубки в вертикальное положеиие, в котором 
она касается открытым концом поверхности ртути? 

271. Что будет происходить с параллельиыми стеклян
ными пластинками, находящимвся близко друг от друга, 
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если оии погружеиы: aJ в воду, б)' в ртуть, вJ в воду, но 
одна из пластин nокрыта nарафином? Концы пластин вы~ 
сТупают из жидrюсти, а сами пластины расположены веР
тикально. 

272. В кабине космического корабля nроделывавтел та
кой опыт. В длинный тоикий капилляр, постеnенно сужа
ющийся к концу, со стороны широкого конца помещается 
без начальной скорости капля воды массы т. Максималь
ный внутренний диаметр капилляра 2R. Найти условие, 
nри котором вода вытечет из капилляра. В какую сторону 
и с какой скоростью будет двигаться вода при выполве
ИИii этого . условия? Силами сопротивления преиебречь, 
с:м:ачиваиие полное. 

273. Бутылку бьют двои о стенку. Почему в тои слу
чае, когда бутылка полна воды, пробка не вылетает, а ко
гда в бутылке есть вода и воздух - пробка вылетает иа 
бутылки? . 

27 4. На плите греется чайник. Закипит ли он быстрее, 
если в него добавить горячей воды? . 

275. В далекой галактике вспыхнула Сверхновая. Ее 
радиу"с непрерывно увеличивается со скоростью v. Учиты
вая, что скорость света конечна, найти скорость измене
ниЯ углового размера Сверхновой. 

276. В сосуд с водой nогружается на некоторую глу
бину свинцовый шар на подстаnке. Представим себе; что 
вода лишь слегка покрывает шар. Оцените, можно ли на
блюдать искажения горизонтальвой nоверхности воды, 
обусловленвые гравитационным полем шара. 

277. Почему пассажира в электричке иногда отбрасы
. 

1 
вает назад, а не вперед во вре:м:Ji полвой останов~.? 

1 · 278. Из окна вагона пассажир следит за дымовои тру
! бой. Все предметЫ кажутся ему бегущими. Может ли ды-
\ 1 мовая труба ((Обгонять» поезд? . 

! 
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