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Ugsstopnim prancsenjem jedne te iste cduzi
na neku prave dobijamc niz talaks koje pretstav-
1jaju niz peirodnih brojeva.Podetna talka odgova-
| ra null (v.sl,1), _
| : ‘ Ako u prirodnome aizu broj m predhodt
- , : broju p,kaienc 4a je m menii od n 1 pilemo

m<n

ako broj n sledi broj m,kazemo s je n veél od m
i pisemc

n>mnm

: U nizu prirodnih brojeva nema najvedeg

- broja.Ovo izralavamo ukratko time sto kafemc da
e niz prirodnih brojeva neograni¥en ili beskona-

an,pojamn 23 koji upotrebljsvamo znek oo,

Ako prirodnom nizu dodame nulu { negativ-
ne cele drojeve dobijamo niz R

a‘oé‘“n".oos“’?,“z,"’ ,0,1,2,3.....!1,....—
Prencienjem j24iniéne éuZi u oba smera

Elementi mat.analiza 1.
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Jedns preve linjje i orijentisanjem ove pIRve
snakom — na lovo { znekom ¢ ns desnc dobvljeno %,

sv.brojou iniiwn {v.nl.2).
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81.2.

Hegativen hroj -a nailst'so levo,a yomi~
tivan broj p desnd od nule,t.J. ‘

-n < 0 & a>0

Hiz positivailk 1 noegetivaih 681ih broje~

va je neggrsniden ze obe gtrane: ovo isralavenc §
time 3tc kaZwmo G@ Brojevi ovoga nige Bmogu uzeti

tre vredmeail od —oc 40 o0

{ii 3 Zelt¥nik Gva ecla broja p & g.%.J.
bros % govere raziomljen dred 314 reszlomak, Svas

koa pozisivims i gegatitnon redlomku odgovers ta-
kokje Jjodma telks na brJuod linifi koje dobijsmc
kogatrukoijon pakavanon e 61.9.

*

8‘!1.
i
ACE 3
1
KR o
N
oy
o

e
159
-l

-powitivne 1 negativone razlomke nezivemo rac

nin brojevima.

-.3.-

Ako s@e teSka koja odgovara razlouku‘g
nelasi levo od ta¥ke koja odgovara razlomku %»
keiemo da 38 rezloaak'g»nunji 0d raglomke %»1 pi=
Homo

) W
<9
Kako j@
R_R4 4R _24,
Q@ 99" 2T aqagq

to (e % biti mamie od %: ako Jje
PO <P’a.
. Razlomek g:Je pravi raziomsk.akc je bro-
Jiteld b menjl od imenitelja g,v.j.ako je

u suprotnom wazlomek je slozen,hapr.‘§ w 1%

Pozitivne § negativn@ oele bno;eve{nnlu,
onal -

R s

cnall svakl racionelem broj ima oblik %3

 &de Ja p pozitivan 114 negativan ¢eo byoj,ili nuls

& g Jedan dbroj prirodnog niza,
R Inenitel) g e moZe bitl nula

q F O,
Jer deliti malom uema smisla.

Bvakl onsd broj Xoji se ne mose napisati
u gorijem obliku znwve se iravionalan broj,napr.

vz, &, log 3,7, 1 t.4.

oY
4
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- Svakom od o7ih brofevs odgovara takodjie
o@redjena safka brojne linije;tsxo,na pr.bhroju Ve
odgovars talka koju dobijamc konstrukeijom izvede-

nom na 8.3, '

Rasionaelni 1 {racionalni drojevi nezivsju
se zajednidkin imencm regini brojevi. '

(iii} Pod _a_,g_,g,gg,g.x, i t.d.podrazumeva
se ma koji panlan broj,zavto se slovimae cznalend

broJevi zovu gpitl dbrojevi,za razlika od posebnih
brojeva,kac na pr.

h
"2,‘%‘,\/5.,108.2 ’%.1to&l

Ovekve posebne vrednostl nekog opsteg biro
Ja a8 zovu se jo3 1 njegove pojedine numerilke yred-

nosti. _
- OpSti broj kejil u toku rafuna zadrzava
stalno odredjenu +rednost zove se komstanta.

Broj koji u toku rafuna uzime viZe,il!
sve mogude wvrednosti,t.i.onaj kojil se u toku ra-
Cune moze menjati zove e prgmenljive.

_ Konstante obi3nc obel szavame pcletnim (a,
y...),8 promenliive krajajim (x,7,2,%.....) slo-
vima abescasde.

{iv) Noka je g proizvoljen redlan droj,
tada Je {11 a 111 =g pozitivan droj.Ovaj pozitivan
nroj obsleZavamo sa

lal
1 nazivamo gpsolutna vrednost od g .

Daklo Jo :
&8 kad jJo ax O
a a{”a » * az0

Tako je,na pr. :

{#1 = 4,12l= 3,|0ln 0,]=1,5/« 1,5,1 %.4.

Napomena 1°.Znak > se ¥ita w.
nako,a znak < il e£dn ysako de

P <o

znali da b ne mois Liti vede od g .

2°.Broj lal js merni droj otstojsaja iefke
5 o8 talke O; a bdroj i(a-<bl jo merai broj duii ud,

3°.Buduéi da svakom realnom broju odgovara
odredjena talka drojne linije,to modemo od sada
red bro) cameniti sa vedl ¢t 2 &k & 4§ obratno.

iedsck.

- 1. Napidi w obliku razlomke brojeve: 2,5,
-0,25;77,3%; 0,012; 0,4; 0,073 0,001,

2s Du 24 0,33% 1 4/% pretstavl jaju isti braft

2, Napiii a phliku decimalnih reglomeika bro-
Jeve: 1/5; 7/10; 1072; 16°3; 3.10"2; } 107%a5.1075,
1/%; 1/8; 1070 2"8; 5B,

-4, AkO su a 1 b dve recionmlna broja,tada .
su § hrojevi , .
&*k, "a-b. Bed i &/b. (b *O)

rasicnaini.

By Koji je 0d cicieva

0 2
2, FH)° 1 B

nejvedi,a koJi najmanii ¢

§t Svaki konedan 111 periodidni decimsini
razlomak pretstavlija rasionalan brol 4 obrsino,

: Pokazi da Jef=1° kvadrat celog hroja aeo
broj; kvadrat reazlomka razlomak;otuda zakl Jeéi
da kvadratn! korent brojava

aﬁB'Sréf’?eax"og“‘“ !12"\!&%!;5&“
une mogu biti racionalni brojevi.

- §o Ako su a 1 b dva protzval jna realna
broja pokaz! dea je& uvek

agial | lasd | <la] + |bi{.

9. Sta pretstavljaju izrazi

L

*,
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kada jeo a pogitivan {11 negativen ®roJj ?

10, Ako su & 1 b Gva positivme droja,poe
kaii da Je

a+ la)
2

A - 3B leeb)

uvek jednak vedem od njik,s.J.de Je
e <A i P A

(i) Dve promemljive gevise jednes od druge,
kad su promenama jedne uslovl jene promena Aregs,
t.J.kada datim vrednoatime jedne promenljive o~ -
govaraju odredjene vrednosti druge promenljive;n
ton slulaju kaZemo 48 Jje Jjedna promenliive fupksi-~

a druge. ‘ .
- 8ije su vrednosti odre-

Onu promenl jivu
djene vrednostima promenljive x,zovemo zavisna

2£§%££lll£§,za ragliku o4 negevispe promenliive
X,01)e vrednosti po wvelji dbirsmo: SESS——

No~ primer:Fovriine kvadrata je fumkelia
ngosovc strane;obratno,strena kvadgrata je famkelja
njegove povriine.Zaprumina lopte je funkelja nje-
nog poluprednike.Priviecina sila dvaju telas Jje fun-~
keija njthovih octatojanja.2aprening goasa jo funk-
clja pritiska § temperature.Kveadrst kub kvadratnil
koren,kubni koren,logariten i ¢.4.nekog brojs su
funkoijo toga broja.

(ii) Jnjenicu da y zaviel od x obelesavemo |

58 g f(x), (51te): y jedmako £ o x ).
1 kaZemo ukratko da je y funkcija od x,ill fupke

cija !:%En '

sto slova { moze ge upotredbiti i esvako
drugo slovo ga medjusodno rezlikovanjie pojedinih
funkoi ja,napr.:

y = F(x), y=8(x), y=0(x), y=¢ (%}, y=0 {x).

Neka je a odredjen droj: ¥(a) oznalava
vrednost funkoije koju ova uzima ze X = 8,

Pr, (1) .Neka jo £(x) a'xz‘p¢z.
oarsdl £{1), fi{o) 4 £(-1).Urefl £(1eh) po opada-
judim stepenima o4 B,
(1) = 12434942 = 63
£lo) = o%e3:0e2 = 2;
£i=1)= (~1)%e2(-1)e2 = o. -
£0140) = (190)%e 3(14n)92 = 102nen%e34mm2
I £{1+h) » B2eShes.

?apoge§a. 2pak .°. Xezuje da dobiveni obra-
rezultat gleduje neposredno ix prethodnos.

Pr.(2), Beka Je
aix) 35555-3,
odredl glz),&(-3/2) 1 gl1/x} 3%e dive oe g(x) ked
Jo x = 2 7
imamo 2

gmo 43

*
8‘1/1) &= zf 2333
X i

Za x=3/2 imenitel) funkeije g{x) postaje jednak
ull t.§. ' _ ‘
2z-2 = ¢ za x = 3/2.




Kako sa nulom ne mozemo delgsi funkeija 1o tlE) = 2x%-3x+1

g(x) nije odredjena za x =
ratavamo na taj na¥in,%to k §&o°§:

nije definisana za x = 3/2,
Pr.(3). Neka je

f{x}sstn.x,%J.£(x) je
funkeijo luka Aki=x,de-
finisena dufinom M=f(x);
‘poluprednik kruga Odes1,
(Vbsl -4)'0 L

g::i

g f(x) = Vox .

6210“ %2; |, pokazt dx jeo «
oije gix) £{2) = 30{1),0(=1)af(0) 1 20(-2) = ~£(1),

xad Je 2 2
Ti{x) = cx +x%exe6,

Kolike je £(o), fi% f(%?,'rtg) L () ,

kad je ,
4, £(x) = cod x, 5, £(x) = stngx; €E.f{x)=31in 227

Koliko je t(za‘ ako je

Odredi tis t(g) ,f‘%’:) )
W T i
r), 2,200 1 2(W,

f(g’- sin 90%1,

T . - .
f(a')-.sin 45 -21 VQ_T, Sl.% £(x) = a.

- e _ ¢ " il ° P Ovej trraz rozivemo "jednadine.a vrednosti
£iol = atn P Vs f‘sq = 8in 607w % V3, promenl jive i,za koje je cva Jednayine zadcvolje=
T o ~ ' na (za koje T(x) posteje jedneko a) nazivamo rg-
£(g) = stn 307 = 1/2, £(}) = 2in 180° = ¢ : ¥enfima 111 korsnima te jednaéine.Rositl jednalim

n 8 0. Bt Phood 0, 8~ S AR 5 misras,
' : ) B 1 =nte by odrediti, t.).1zrafunati njene kdreas,
!gpgggggoxraceg pisanja radi kvadras broje Fr.{(1). Resi Jjednadinu f{x) = 3,zde je
f(a) pisemo £“(a),t.]. r(x) 2”21_3 ,
fz(a)‘-{r(a)}a. Imamo
Isto je tako na pr. 2xX=3 = 3
2 v . . ’ » 21' 3+3 = 6
t7(a) ={r(a)}” 111 s1a% «{stn x}2 5 3o BB

i t.4d. 2
: Pr,{2)., Hepl jednadinu T{x) = 0,gde je

z d&c o " A ' '

Zadacl: 1, ra5una) £(3),2(2),2(1),r{1/2), fla) = X2 - Bx & 2.

i

v}d(ﬁ/élwfzfﬁﬁ, gnds

=

r £(x) = ax + »x Vx; 8. £{x) 'V%E%‘ ?

1.3. Jedunad&ineg. _
(i} Akc traZimo one vrednosti od x ,za koje
funkcija £(x) uzime datu vrednost g , s®avljamo

e I | . . . L |
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Pr.(%). Besi jodnadinu £(x) e £(3) kad jeo
£(x) = x?-9x, |
: Jednaline glasi .

- 2>-9% = 33-9.3 = 6.

- £{x)-2(3) = x°-Px~8 = O,
::2ll njen koren Je x = 3,J¢r jJo £(3) = £(3);sai-
Jo % '
| 3 u'!’o‘ a 27=21-8 = O,
ko Qatu Jcenpatnn napifemo u oblikm

£(x)=2(3) = 27-7x-3%473 = (27-3°)-P(x-7) = ©
1 isvedimo x-3 keo szajodnidki faksor,fobijamo

$.4.

£ix)-£(3) = (x-3) {(Pe3me3?)-7} x(x-3) (x®e3202)<0,

"o %3 =0 111 zx%4mme2 = 0.
Dekles data jednadine ima txi korema i to

x=3.""'2‘:=-1'

. x-s nula fumk

T

1ii) ZXoremi Jeduadinme
il = ©

gova se aule funkeiis £(x). Tsko su,nn pr.
x=1 4§ x=2

nule funkolle
/ tix) = xa-wata

x=-2, x=-1 1 x=23 |
\

swle funkelje
g(x}) = £ix}£(3) = ToPx=6.

rr.(ni. Puie fuaksije

¢i{x) = adn x

s I=m O,tﬁ » zEﬁ, i3ﬁ700000«
HADoRena . 1°. x = & J» uvek jedan korem
jednasine f£{x) » £{a) ; tada Je obtSno x-a fakios

St £lx) - £la).

%.4. ova) izres je obilao deljlv sa x+a. '
2°. ako io x~8 faktor isresa £(x),teda io
) eije

je £(x); ako jo z~a nula funk
ijive aktorom x-a.

£{x),opi¥no jo f(x) do
Zadasi. '
Bedi jedanadine? . 2
1, £(x) = 1 kad je £{x) = (af-z-1)2,
£{x) = 2(1) Eod Je -
2. 2(x) = 4n’-7x; 3, 2(x)=z0-x"-xdmder,

ﬂg.ﬂaixs*ﬁgﬁxlwﬂ,sﬂc jo glx} = !t'—!}
5 r{x) = 8,8 ¢{x)=eaterxn-2. |




‘oake vradnosti
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Odredi nule funkeija:

§: Flx)ex-x; 7, Fix)=xt-432, 8. Fix >=§f-£%;

2_xvs. ‘
9; f(x)*E;;Tﬁdg 3 10, P{x) = cos i,

11. Neka je f(x) = 12 + Vx=1i, Je&na&iua<'

f(X§ u f(ﬁ) ima ko ' -
nije deljiv sa ;-1f‘n-t = 1,814 izraz oix)f(1)

1:.“9 !_& b_.].-—" 0 '.o
Prou¥iti

njen tok znali
kad s x amenja.

Ovo se,dcnekle.postizave ¢ o ;
. FodcnRekle,postizava t.ev.numertled
cablicama.Jedna takva numerilika tadlies z&“?ﬁ%k«

giju
14x°

datu funkeiju f(x) 111 ispitett

data ie pod I.

Iz tetlice I vidimno da
izmedju x=4
Je t{x) = 0;

£(x) najpre rasts do
@0 R el 1 x=0; zatim opadsa
na 1 produzi da opada sve dok x ne dostigne nsku

] §agatak.

9pitatl nalin na koii se ona menja

zatim postaje negativ-

Vrednost izmedju x~4 'l ; .
vstajuél negativna, 1 x»3; zatim ponovo raste,

Tablica I. Tablica 11,
x £(x) : x
_g 2.%0 = gfgg
j‘! ) 0530 ""C.q ‘1’{‘(3
. 1,50 “g,8 1,74
2 2,00 0,7 1,84
i ©,5¢ ~0,6 1,9
: 0,00 -0, 5 2,00
2 =9,70 “0,4 2,07
"".?9!2 “0"3 2;1‘?
5 0,12 . 2,12
i 0,11 =0, 2,08
7 =0 g -0 2,00

n1.x—*

e

Procizniji tok dobivamo ako tabilcu upotpu-

Cmime urimajudi gud¥de vrsdnosti za x jtakoe tebli-
L oe fi upwipunjuje tablicu 1 za vrednosti x

= B

izmediv «1 4 L.1lz nje vidimo,napr.da fuakeija £@x)
presteje 9a raste za neku vradnost x-a,koja se

f nalazi u vlizini rrednoeti X e -¢,2.

%gggmaﬁa: Logoritamska tahliga,tadblice ftri-
gonometris funkoija,kvadrata,xutova,kvadratnih
1 kxubninh kereundva,su prizeri numeriskih tadbliea.

1. Cbrazovati tabliieu za fuaksiju
x7+10x

flx) =
xz 1

. + :
58 X & ~H,=3,2,-1,0,1,2,3,4;%amo gde funkciia

menj:s radcenje obrazoveil tablice za vrednocstl od
x,kojs su deset pute gudde.

1.5. biegream

Fregledniji tek funkeije dobijanc uko tebli-
ge gralfidki pretstavimo.iz gornjih tablica preno-
sime vradnosti x aa X-osu,a odgovarajude vradno-
sti Tunkoije y = £(x}, na Y-osu.Time dobijamo niz
sadaka,kols spajanjem Aajn kriva liniju.Ova se
kriva zove disgram funkcije f£{x).

yA
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Gbratno kazeme da je ¥ = £ix) jednaZinn dpbilng
krive linide. :
Blika 5 presssavija disgran funkolje
f‘x’ == -g-:x_ﬁ

£

1ex

Jesto nije posrebme dake Ireeizan »like 44
agrane; vaznljle je iastad: wajbitnije podatke o

toku funkeije 4 0! xada d& funketja Jednaks aul §,

kadn jo oms pomftivma 114 pegativna, kada raste
111 oreda { ¢.4.V tome 8indaju,u koliko se prave
numer:¥ke tablioe,u niia trebe umet! pored fetake
autih vrednostd x-a& i -6 8800 one . kojo su poe
tredbune 4a se Alagrem upotpurs .,

Napomene.Jadinioca u pravew Xe-080,t. ] apscioe
i ordinate ne aoreds imat! fsdu raxmmrﬁ.

Primeel Konstruidd disgrame slededih funk-
eija; ' ‘

(1) =(x=1); (@) x%eq; (n) %—w;
%44

@y Vx §  (8) Vxlz-ay,
rolil. Y441 8l.6. Beks ja ¥y oo x{x=1};

+yh i

A 2t e e e . i b ey a0 e

- lelne I-osi-

anim najx)rﬁ 4‘ Jo _
1% = o Ked j» Ese 1 %=1}

® >0 kad jo x<o0 i x>
Hcy < o ka‘ Ja 0-<I.<1=

.Qo 2a velike pogitivae i naegativine
vredncsti X-a, y J¢ veliko.
| |

£l =10 | -gj-ﬂ\o‘.'s/g!'t;jia!m
y|1e | 6] ajo|/e

|
6 2 6|9
Diagrsm J& parabole Sija Je osovias pare-
Fe (2, Fid1 el ? . Fumkeije
FRERY-VA 5
¥y o= el

+y A
| z

kY

hd

n
RN SR

W1
|

83.%

ima zlsdede cachias:

1% g jo stelmo posisiveo % > 1 |
2% x e velike g6 velike pozitivme i pegativae
vraduostl of x3




30 X "estoc ka@ z raste,bilo u pozitivnom,bilo u
asgstivnor pravou.

x| -10]-1] 0] 4] 10
y |10 | 21210

Diagram Je parabala ¢ije je csuvina Jeoeu.
Pr.{%}. ¥idi 81.8. Imawmo

k +ty A é

S1.8
ako stavimo u = x“+1 bide y -% .
Crteeto izvudena kriva pretstavlja diagram funke
clje e xzﬂ.a ¥+1 gu reciprodae vradnosti od y,
1°g Je>0 1 £17 2a ave x ;
2° za vellke pozttivne i nogativie vrednossi x-a,

2

| pr“'O\l °

-17—

.v je malo,jer je 3 veliko.

3° y opada kad X Faste u poritivnom i negativiom

Al -ted =1t 0! 31 10
nplaa! 2191 21 101
, 0.0“ 0.5 1 0!5 0’01

Pr,{(4) .Vidi s1.9.Imamo
¥ "Vz§ ’/’

~+
l<\r

‘atmlm U= X; tada Jo g = Vu.Crtasto izvulena
kriva (prava 1inijs) pretstavije dlagram fumkcije

fa » x; y-1 su kvadratnl koreni 1z u.

4© X e fGefinisano samo za pozitivmo X ;

12° y=O0Osaxe0; zaxveliko, y Je 'nliko__;
13° u<usza 0o <x <1 g>u sa E>N

vex|o| 1/4| 1] 9/:
y‘0l31/2|1|23/2

1 Elementi mat.analize 2.

LR TH (YRR 0

Bt e b Ll e cati sttt B s D



Diagram je paratcla sa temsnom u poletku
kcordinatnog siatema,a osovina joj Je X-osa,

, Fr.{(8).viéi sl .40.Imamo
y = Vx(2-x) ;

SRR

81,10

stavimo v = x{2-x); =~ [V, Créasto fzvu-

tada je y
Cens krive {parabola) pretstavlja disgram runkci-

IR vl R TR AR VB xe1) (2-x); ogmsain .
}‘lr,g.aazmgk.

"ka;

Je vV e« x{2=-x).
y J& definisano gamo za v > 0,t.J.ze Oszéi
2°y-0vza =0 1 x= 2;
2 ysv ze 0 <X<2,jer Je v<1 za 0<x<2 ;
z ] 2| 1 2] 2 '
v "% 4 1 :;,{l_ [{
y| o +Eﬁ§ +1 ’435 0

.19~

(1) Dete su dva broja. i

brojeve koji se nalaze izmedJu

b, ¥ >a.Sve

1D 111 sve tal-
ke koje se pa brojnoj 1iniji nelegze izmedju ta¥a-

i % nazivamo razmek (intervel) i oznalavemo
ga sa (a,b), (v.s1.11).
< 5 % g
S1.11

P?(ﬂ. vial sl.12. Razmak (0,1) pretstavlja

| sve.po2 tivne brojeve manje od 1.

S

91 .12
Pr.(2). Vidi sl.13.Razmak (0,00} pretetev-

11ja sve rozitivne brojeve.

$1.13

Diegram je& krug sa sredi¥tem u talki xs1,
i polupreiaikom 1.

Kaortaj disgreme funkeija:

e

1, yu(x=1}6x-3); 2, yax"-2x42; 3, 3315;

AT e o

E

r.(3). Vidi sl.14.Rezmak (-00,0) pretatav»

1ja sve negativne brojeve.

G

51.14

»(8) . V141 81.15. Bagmek (a,co) pretstav-
lje s?%zﬁ?é'j‘eve veée od @. ’

7772 7727777777777 77 7772777 7777 77 727777
a o

+0Q
81 .45
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2 » ¥idi ml .16. Ragmak (-oco,e) pretstav-
1da sve cve manje od . g.
éz%z2Zz&zaz&zazazazzzagazaz&zg
-y . ’ " 0
81.16 i
Pr.{6). Razmak (-0o400) protatavl ja sve bro-

Jeve,t.].eve talke brojne l1inije.
{ii} Funkci:a nije uvek odrsdjena za sve

‘u regm

vrednosti od of omi :
i By ;S Jdomije uvek u osloam
Pr.(?). Punkaoije
: Vx 1 log x
su definisane samoc u rezlomiu {0,00)
Pr.(8). Punkoije
| Vx{3-x) 1 1log x(3~x)
su definissne u pszlomku (0,3).
Pr.(9). Funkeije
Y (xea) (box)
Jeo ae:iniaana u rasmeku (a,b).
Pr.(10},. Punkoija :
Vig=1) (x-2)
Je definisena u resmecime (-oo0,1) (2,00),

Fr.{11). Pruakeije
xa. X(x=9) (x=3) 1 xP4q
su definisane u celom m)omku (—-°°°°)

Zadaci.
i1 2.

ladesrte] razmak (1~n ;1+h) za a-1/z 1,3/2 |
2.Pokeil da %afka x » 321 polovi rezicmek

Q :
SaPokail de talke Xy 3'3-. 1 xym ’-—fl !

dele rgzlomak (a,b) na %ri Jednake dela.

{n,b),

%+ uvek naiand
4, Pokaiil ¢e se talfka x= BT

s (&,b) ma kakvi bili positivai brojevi

p iaq. |
5, Palks xe840(b-a) so nalezl u razmekn

(a,b) ksdgod je o<6<'1. |
6, Tatka xn%ﬁ n {b-a) se melazi w razmeku

“ (a,b) kadgod je - §< n<g°

U keme se ragmeku nralepi tafke g keé 1@

<1; 8. \x-—1|<§, 9. x~a <1 ?
su reumecima defimisaRe fumkcije:

YA IS
U kojin

- -
10, Vx{x=1){z-2): m\/:gg— ; m..\[ﬁ_ :
13, V2= VT ; 28, Vsin x; m\ﬁvaia x;
1. 7. e jedned ines.

Kad tra&imo ome vrednosti x-a Za koje %g
a,pa~

funkcija £ix) veéa od neke dete vrednosti &

- (8itaj £(x) vede od @)
111

o x-1%

f(x)>a
@ < flx) (6itaj a menje od £(x)).

Ova) se izrez nazivaﬁgﬁgg_g&g 8 Wredng-
8t1 od x,ze koje je one zadovoljeme Yesgngsn.

Pr,{1). Nejednaiina

x{1-x}) > 0

je zadovoljema za sve vrednosti X
ragmaka (0,1). (v.s1.17). '




0 1 +00
—+ - -+ —
VLI I LA =
~ oa 0 1
= + -
| T, .
0! 1 -
| 51.17
x> 0 u reazgmaku (CG,00),
1*x >0 » » (-09,1),
o x{1-x)>0 v . w (6,1 ).

- Pry,(2). Rejednading

2 <1

X+ 1

12 zadovol jena za svako X

. -Gornja nej edna¥ina se svodi na
S 2x < x°+ 1,

0 <o 1 - 2g a (xe1)2,
P?.l}l'. Bejedna¥insg

T -,
e 'zadov:;l.jena keda se x nalagi u razmac ima
t;":).-,“i) 3. (2,‘0‘003.
Date nejednad¥ina se svodi ne

x-1 - 1 s,

15;1}3;;1>o,

= > 0,

,58133 (v.s).18) ‘ | | ;+
R, + -
0 | oo

_ - +
" 5 v
_ — + LN
! 3 100

+ — +

e
. 2 +00
razmgku (0,00 ],
S R
x.q >0 L] L (1. O iy
; !.!.!4'_2.’. >0 uw razmaku (0,%1) 1 (2,00 ).
L] L] x- ‘
Zadeci.

2x

-

x“41

L

Re&1i nejednaline: 5 |
1, x(x=1)(2-x) > 0; 2. x(x"=1) < 0;

<dia ¥Eornghedy oo

6. X + IX1<1; 25 2 = IxX1>-2.




{i) axo £(x
£ zamaniuo sa.:£ Zt?;.?:gJ; 8voju vrednost kad

£(-x) = r(x)
& sveko x,tade kelemo da je funkcija

{-x)% f!:{ll, Punkeia x? je parne

Fr.{gl. Furkos

¢os (-x) = oos x,

kama 9 i‘g°:ge 8131 su 4y

sJer Je

I8 293 X Je parna,jer je

agrami prikezani na aii«

Je ogoving

ﬁ dko Je f(x)
simetrije njenog afﬁéﬁﬁmg?ﬁfgfgf.¥§°7°

(ii) ako ¢ |
meni znnk,t.J.akgx;gpr°m§”1 690) zuak ksd x pro-

o | £(-x) s -t (x}
kazemo da je Fupked ney ’
_ pkeiie £(x)
Neparne su fﬁnkcijo: R
Eref2). #{x) = xﬁ.Jer.Je {=x)>
Br.fa). f{xjesin X,der Je ain {

5
- ~xs,

“Xiwegin X,

. neparng,jer je

£(x) parna,

Cena {(x+2 W)

-25-

. Punkoeije dete u zadatku 1.4.1 jJe

(=x}%¢ 1

Diasgram neparne funkeije ima
koordiratni podetak kao srediste
sinetrije. (v.s1.20).

488881 -yan10e§ da 11 su navedene
funkolije parae 111 neparne ?

1. _.;‘3., ok,
l&a*x ‘24“: ' 30 X

g&ixgk‘1. EnQ, 125000003 5, £L§~5; €. x cos x ;

2
x“+ 10x
4+ 1

81 .20

k-1.2.3znttct.

;‘_2¢ e oy Ba1xl; 9, X lx1.

129, 2 griodidéne funkedleo.

Ako se vrednosti funkcije ponavl jaju po¥to

? pred)s neki olredjeni razmek duiine w ¢.j.ako
x : e

f{x¢+w ) = £{x} i to za sve vrednosti x-s,
tade kazemo da Je funkcije f(x oriodidna.vel i~
Eina (» Zove ge *{oda runkcije f!x}.

Punkeije 8in x § c?g‘x su periodifne s& pe-
27, jor je sin (2+2T) » 2in x 4

rivdom
w OB X,

Diegram neke perfodilae funkcije prikezan
Je na g81l.21.

. A N _/
: f -~ : a
//IE’ f(a-wn (o) f(a):‘ _ : flarw)l
: R . w;‘4 s
’)5’ a' AN Ol a \J a'W. b3
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Zadpeoi: Kolike su Periode funkcije:

1 . ”~
- tgx; 2, aiuax; 3s 008°x; 4, sip 2%}

5. 8in 3 ; g, etn x; 2s 81n® 5
L0 ¥oposone funpgosy i e

(i) za runkeuﬁ f(x Z
~ } k ‘
raste u razmaky (a,b) eko)aea::ggng:tmonotogo e

boveceju dok x raste u tome tazmaku; t.§.ako Je
r{xa) > r(xﬁ) e x5, > x, (v.s1.22),

81 .22

< Imemo

-27=

'Drugim redima,funkeijs f(x) monotono raste

‘u rezmsku (B,b) ako Je f(x+h) -f{x) > C,za h > O,

-
Pr.(1).Funkeija x“ monotono raste za x > 0.

t(x#h)-f(x) = (x+h)2-x2 « 2hx + h° .

f(xen)-r{x) = h{(2x+h) > 0 za x> Ui h>¢C
(1i) Funkeija f(x) monotono opads u razmaku

A(a,b) ako se vrednosti funkeije smanjuju dok x

raste u tome razmaku,$.j.ako je
t(xa) < r(x1) za X, > X, Av.sl.2%).

L 4

v

)
(o}]
R
e
(2"
o
¥

51.23

Drugim re&ima,runkci)a £{x) monotono opada
u razmaku {a,b) skc jfe

f{x+h) - P{x) <0 za h > C.
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2r.£2). x? monotono opada ze.x 0.
Flx)-rlxy) = % x,® o (xyexy)(my0m,),
r(xa)-t{x1) < 0,Jer jJe Z,-x, > 0 @& X, <0 1

Imemo

X <o

(iii ) Ukratko kesemo da Je funkoije ﬂxl no-
gggona s nekom razmeku ako opna u tome razmaku

stelno opada ili stalneo raste.

Er.{3). Punkoija : '
£{z) = mx+p
Je monotona u celom ragmaku (- 00,4 00 ),
28 h > 0 imame

f(l‘h)hf(!’ ™ m!x+h)+p~(n¢p) = mh,
«"s Plaeh)f(x) N 0 eko Je m> 0

<g =
ko x.

Prema tome fax+p monctono raste
& mopotonoe opada ako Jem <0

{iv) Weka funkcija u(x)

menotona raste u
regmeku (a,d) tada:

i’a+i')' Lorotono opada u regmekny (a,d),

-3 {x) id S - {a,t),
Valxy . raste v " (a,b},

vl{x) = "or e (ab).
Ako funkecije u(x) 1 v(x) monotonmo ragtu u

rogmaku{a,b) tada

u(x)+v{x) monotono vaste u razmaku{ab)

ulx)v(x}) " ” " ” {ab)

" m<0,1 to ga sve- ;

eko je m>0,

-29-

E Zadaol- Kako se u pogledu monotonije ponaéaJ“
funkeljeé: 2

1 . " .

L xt 2o Xt B weai Re 0 B ¥OU2eX

x +1
| Vel .
' . . +1:
6, VX3 2. #in x; 8, oo X; 9, t@ x; 1C. Vx"+1;
| x%exty 1 1exlex; 1%, x¢ VX .
11.VE x5 1. x4+x 7 13

i
1.11, 0 v k s n a unko a

Lk E neke krive je konveksan ako svaka

Jogove tetiva leii se iste strane
njeg

njoj edgovarajuéeg luke (v.s81.24 1 25).
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Za funkciju yef(x) kaZemo da je konvekena
v nekom ragmaku,eko Je odgovarajudéd luk njenog
diagrama u tom razmeku konveksan,i to: funkeija

Je konveksna prema dole,sko se luk nienog diagra?‘
ma nelazi ispod odgoverajuée tetive (v.sl.24),a

konveksna ¥gema gore,ako Je luk iznaé odgovaraju-
e tetive (v.sl. °
. Pr,{(1).Funkeija 2

f(x) = x
Je konveksna préma dole u celom razmaku (-co,00)
(v.s1.26). '
AY

181.26

Neka au 4 1 B krajnje taZke proizvoljne
tetive diagrama te funkeije sa koordinatama:

Tgo ¥gm X1 Xy = %

Akc obeleiimo sa ordinatu one tatke te-

tive,¥ija Je apscisa g tada je jednaline tetive

2
- X

Tedoe Y - 112 - \x~x1)‘11*32’ ’

*a Ye \11012)3—1,12 .
pokto ordinata date punkeijes u tafkl X
1zoosi -

Lo J¢&

e
v

Yeye kxﬂ412)x - X Bp=K

=» \xawx)(xwxqi >0, |
drugim retima funkeija

< X < &,
o svaxo,\x‘i c a 8ole 28 gvako X,

£(xi = X° je komvekena prem
t.).z8 ceo razmak (=00 505 }o

"4, = v je pveksna
adas A Funkel js fix) = ax+v,nije ko

i preme G0le.
ni prema gOIe RiL P | o
T ispivag xopvexslitet funkeija
. 13

: 2
2a oexet; 3p RE=E § &

v

£ S 8.
g nversns LUPR PP

. 1n - LI |
{1) Neka je funkeija x=6,y © fi{z),tada

= Junkeiju
unkeija y=8,%.3.% gyl .
gtx} %agigzmz nversngm funkeijom funkeije f£ix}

3 2
1 %esto je oznecavamo sa £ %) le 1

’ £t Ayl
y® LK) o o z = | 5
Pr,gjzelnverana funkeije funkeije Tix)=X

’e (- ) e
y = 1 L] A 1 ot 4 »




Fr,(2), Inverans funkeija funkecije
q 1) q
fix) = Vx je fiz)ex%,

iz q9 .
y= V.. zegd,
£r.(3). Inversna funxcija funkoije
& @
is

B JECRNF

(ii) Neka je y = gix) inwerene funkeija
‘unkOiJQ y - fl!).t.a.il

¥y = fix; s X w é(y} .

Vodimo tadku A disgruma funkcije £ix) sa
koordipetama g 1 b = f(a);otude siedi da Je
8 = 8ib),prema tome tadka A’ se apseisom b,1 or-
Qinetom a , le#i ne diegramu inversme funketje -
Y = 8ix). Keko {(v.sl. u? tadke A 4 &' lele sime-
1ridno u odnosu na prave { ® X,%.J.8imetralu
prvog 1 treéeg kvedranite,i kekc ovo vezil ze sva-
ku telku diagreme funkcija f(x) 1 €(x), to de
diegram funxcije gix; biti simetridne slike a1~
agrama fuankoije fix} u odnosu na pravu y = x,

Pr.i4), Nacrtej disgrem funkeije 12 i hje- j

ne 1nveran¢ funxcije.

Anversna funkoije funkeije x° Je Vx ; ova
diagrsma su parshole {v.sl .28).

Z‘d aci.

Pokazi da je

ls 1 ¢+ \Aex inversne funkoija funkcite

2

x’zxo

81.2%7
A
X
. Vs
rd /'
\ . /
X
N AN
\
-0 i
nnnnnnn ' A

|

|

i

{

|

|

) >
1

Flementl mat-anaiize 3.
| e A T T b

T




Geometriski problemi pruZaju mogudépost za
cprasovanje nejrezunovrsnijih funkcija,

2%41%1~V33333 visine X upisen je u loptu
puiupreénika 1; odiredi sapreminu V valjak kao
funkciju visine (v.s1.29). ‘

—35-

| Neka je X poluprednik osnove valjka;vradsa
< _ -
2 2% inversna funkeija funkcije : Y= Lex 1 T3 .
! ' ’ | ﬁ 5
f 2. @x 1-x2 " " " %1V7:;3 .o Ve T x(4-x") .
| " i Postaw
L » am ove funkcije dat je na sl.}OTPoa
| 4nomD;2§;etriskom zadatxu odgovara deo disgrama
it b /x " " . 1Yx ; ii se nalezi u razmagu (0,2),jer su samo u tome
i pmaku i X XY >o.
i 5. Kakvu osobinu ima diagram funkcije f(x) ako J¢ na ‘y?
1) (x) - rx)

S1.30

Pr.(2). U krugu polupre¥nika 1 upisan je
vnokrak vtrougac visine x .0dred} njegovu povre

:1nu P keo funkcija visine (v.sl.317).
Neka je a poluosnova trougla;tada je P=ax

e2e(x-1)2 « 1 .. &= VX(2-x) 1 P=Vx{2-X).

na sl.32,

i1

ﬁiagram ove funkecije,prikazan
fobiven je na osnovu sledeCega’

hi et b IR 1 2




-}7w

1 P je definissvc same u razmaka {0,2),jer Jeo
[2-x) < O 28 X <0 1 x>2;

g | 0.2 4 1111 1.8 |
ﬁ‘ﬁ"“““?ﬁo, : “%"", 32““'1"‘\""1‘%6‘, "‘TEF‘%
Negativna strapa ne odgovare postavl jenon

JNoka je O sredikte kruga poluprel-
sektoy se srediinim uglom AOB » 2¢

_odredd otstojanje y . talke B od
kymg v tadki A keo fonkeiju luka t.

' &
. . ¥y - & ﬂi'ﬂ‘ . .
Dok & wvarire od 8 do il ,talka B po-

11821 cd tadks A,cpisuje teo krug i vredis 40 O
{telku A;za to vreme y raste od @ do 2 (kad,
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ate su strane AB = & on.

-38-

) : ' ABC 4 P,
a1 : §§ s tSﬁﬁﬁﬁ? stranu BC .e, tvggzziigiivgéay
se B P°kl°Pi. sa O ,t.j.za t = x),zatim opagy AC = koﬁ‘;l % BAC = © .Kada je po

do O (z& t » ) funkot ja 3 ima p¥ricdu I; nggao funnadmﬂnJ‘ ?

Je diagram dat na sl.34, fa kada ouglu ABC date sY atraml?k;osr:m«
y " oy U trougiy 450 8050 %7 hreue
i ﬁ = c ‘% o 21 .

oiju strane .
| 1.1, Vo DO .

| ro

: 1. Poka%i da se svakl rscionalan b
| X34 iku | )
4sati v obl P

4 sipdy * TES ¢

' ‘\ 1

3 . L o811 drojevi
S A TN :<o<‘5,.....'o<l<n.

b <2, = ime o2 b,
o<a, 0% tuéim stepenli -
h) po res I
s, UreEE P P1. 2° £(x)  x; 3 tt)ex
»

: . . S
(¢] - X
gds )O 17 iz x-3

j moZe

|
-
|
I | I
[
-
le e 2 e )
=]

S1.34 1 ‘1"‘ pokaii da je :

+
Neka je F(x) = X 4 o ) o
Zadaci . s 1). 2° B2 (x) = 2+7(x%); 3° F2(x) -
d.%apremina kutije sa kvagratnom osnovd 4% P(x) = Flg)s

koja je gore otvorena,iznosi 5 cm?,Neks Je x F{x2) .
duzina ivice osnove,0dredi njenu povrsiny £ . 3F(x) + Flx7)e !
| 4, Poksbi aa Jo €
2

funkciju od x .,
53-3; +1
s‘x) - X "._x '

2

f(.,x) - f‘%) L3

) = g(1-x) kad Jo

ve 2 cm.preselena je ma visini x horizontaln
ravinl .0dredi poluprednik 1 povrsinu osnove ka
zapreminu novo dobivene kupe xao funkeije od

' 2. Trapez sa osnovuma 5 ¢emal 3 om.1 vi
nom 2 cm.preseden je pravom paralelnom osnovan
na otstojanju x od vegs oaniva. lzratuns) pov
§ine P i Q tako dobivera dva trapeza kao funkei
od x .

: Neka je M pokretna talka na pravoj
Y = x+42,a 0 po¥etak kKoordinatnog sistema.odvedd
veliéinu,r-dﬁ.kao funkeiju apscise tacke M.

jzrazi C{x+y) po~

&, Neka jeo f(x) = g X.

moéu £ix) 1 £ily)




3. Beka jo p(x) » ax + bx 4015
p(2) = 2 1 p(3) w ~6;

3“““”“”'%5‘3‘.3(-1).3’

85-) =% 1g(2) e 5; yoliko

19, Koje Je gix)1,

84 nule fuakofje T (x)nE 2288+ 2

K=8; {5
1. Neka Je f{x) « -5::--?31
kads de Pi%t Pix) w #izd »

1 8(!) w ?C"&? m

12: Neka ‘
1. Jo £ix) iéi + xJ-F

_ i kads ¢e nhys
{z) +» £{o) w o

?

13s Nacrtay diagrame 8ledadin funkaiaa :

"(I*a}{xmbj 2® x‘gz 2.2
i CLARFRTDT 3 . !

S ——————a
N s s v .

49

\/i(xwa)(x-b) 5° V!b-x) (x-2) .
é le, U kogim oy raa!nacima Zadovol fene nojede
nadine : W .
S Loyt
el ia?%%éTTgi:’15
50 - 4 >
x-g x-o 0; 4° ! g x«-a =0
-
Ix=11 Ix-1] < 2; 6% 8in x <-l'

o
2’ 7'13!.0 z;)(%

oP{1) » 2.'
odredi 8,0.g, 1 pled) .

7

5 ia koja vrednosti od a nejednuéine

> 5’ nems resenja 9
2
{x~ ,”2
16, Keoje ou od dole navédenm funkelija pap-
e & koje DEPEIne ?

Lo aipxlecx®; 2° amhxf’wxf’ 3% 52" a0 pduy”3,
50 aXea™%; 6° soc X; 77 sin ax; 8° ein x sin 2

4 2y -§
1o° [min i3 0% wim 1m1 3 13° afg"’ *ogox 8

oo (1exmi o 11em) 5 13° $hixi); 1C1me) = z-1y

o [xedl = [x=AL o
.

j_z,, Fankoijae £ix) = hi{x)e+hi=x) Je pawrna,a Duck-
leija glx)} = hixz)-h{-x) neparna; proveri us Luuk-
2 1° nix) = a+ba'¢w25 2&® nix) = g%g 3
8° ni{x) = log {isx} .

cijana

{3° n(x) = FBE-
18, 4ko Je T(x) parxna,s gix} neparne Tuwuce
§ o1ja,koje su od dole navedenin funkcija paine,a

1° xf{x); 2% zaix}; S“ fixhgin);
33(1:), 6° Pix+a)=f{x-n};¥ gmm)@wo %

§ koje neparne :

C_“Q QE‘I}t

19, Ako je £{14x) = £{1-z),Lma 11 dingrem

{ funkeije f(x) osovinu simstrije 7 Proveri na
funkoiji £{x) ~ 2x°-4x+5 .

{ 20, 3‘(141) je parna runm-ua Xojo jo osOvie
{ na simetrije diagrsma funkeije ¥ix) .
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21, Ako jJe £(x) = t(%) i ako se diagram i
funkeije f(x) u razmaku (0,1) poklaps sa diagra-
mom tunkoije Vx(2-x), naortaj aiagram funkcije
£{x) u razmaku {1, co }.
' 22. Kolike su periode funkcija:
1° sin x cos x; 2° tg 2x; 3°[x]- 2[5] (v.2.3.,
definicija).
23. Pokazi da su sledeée funkcije monotone
x + sin x; 22 x-sin x; 3° x+cos x; l
4° x-2 sin § ; 59 2% |

(»]
10

24. Neka je diagonala kvadrata duga 3 en.;
izrazi njegovu povr§inﬁ kao funkeijuw zbira stran
25. Neka je x visina kupe opisane oko :
lopte poluprednika r; kako se menja njsna zapre-
mina ? — 3
- 26, U trouglu ABC dasn Je ssrana AE = 4 om
i ugao ACB = 30°.eredi strane AC = x,5C = y 1 |
povriinu § kao fumkeiju ugla ABC = 9 .
27. U prethodoox zadatku stavi AC = 4,a
AB = x '

deljiv sa x-a.0dred1 koliXaik.

29. Nejednadina (1+h)® > 1+nh vazi za sveé‘4

n 1 i n=0,1,2..00..( Stavi u prethodnom
zadatku x = 1+h 1 a8 = 1) .

30. Nejedna¥ina M"A+x < '10% vati za sve
h=>0 1 n=1,2,3,,e¢e0( Zameni u prethodnom
zadatku h za %.) 5

26. Neka je r(xj « x"; izraz f£(x)-f(a) Je;

-43-

. A0 - a
3. Re%i jednadins * 1 £(x)+£(2x) a ka

je £ix) = Viex; 2° £(x) = £l1) kad je £{x}) =

-
|

X
b - :!Z ; 30 f‘x).ﬁﬂn} kad je fix)es2 .

x L
8 ' x4
) 4 stola nalazi 8o
., Na otstojanju 8 © L
< t?osti a izmedju njih na odstojanju .
ety ’ lna povriina vell

: "se horizontia 18 .
o: 1‘018d¥§é2zzeltéinu aenke kao funkeiju Xx-&.
n - !

2%, Pokazi da tafke

a+{n=1)b gels razmek (a,b) na jednekin de-
n .

bl 34, Odredi brojeve A 1 B tako da
ya.kx-fB .
) ‘ dok x predjs razaek 2
1% predje razmak {2,4) ° ° i

(e, @) * x '
e dve konstante g 1 b takve

o w "

. Ako posto}

'da je funkcija b fixea)

neparna tada dajagram funkcije f

simetrije u talki x = 8,y = ) - I
egram funkecije

36, Dieg 5 3 D

£lx) = Ax?+Bx +Cx+ A

ima srediste stmetrijq;ma kakve bile xonstante A,

B,C i D
27, AKo Je

2

(x) ima srediste

A B ¢C ,
A B C|l=014A=0,

lo 24’ ¥

diagram funkclje




~lply

' 2
f ‘x ) o BF_.I "“B__‘ng
Ax

*Bi+d

ima centar simetrije.

8. Radjt inversne funkelije funkaije:
1° 2x +\/x®-1; 2° & \WaexZax +
A3s Pokadi da je
3 f—-—-‘-v—.::-—"- ’ e
Vs 1;;5 + 3Vx~ V}+x2
inversua funkeija funkeige %{ Sxex” )
30, Pokaii da o
f"1’(x) w £(x)
kad je 1°_r(x) = V:‘?-_J::E ; 29 £(x) = 28k

| ex=-a ° n
%ﬁ; 31, Ako Je g hipotenuza,a b 1 8 katete
;F pravouglog trougla tada je - '

Vage Vash 4 Vach

)
" 2a a=2,ba1 1 6= % dobijams
Va2 V3 V43

2" za e =1 4

b= x dovijame da ig
y - V115M§V1nx

x =2y Vieg

to:o da Ja

. .
2x Viex invarana Punienlin Punrntis

y
1 —

: 1

3 s e

VA+x 4 ex

xom razmeku,funkoije

b5~

42, Ako je funkeija f(x) konveksna u ne-

% ne mora bitl konvaksne,

fosmatrej alagram funkcija

2 1
i gix) e—x

’ . 1+ x

Ako Je funkeije f(x) konveksna prema
dole i monotono rasta u nskom razmaku,tade je
njena inversna fuskelja {x) konveksua prema go- .
ro i monotono raste u téhe razmaku; ako f(x) mo-
potono opada tade je g{x) takodje konveksne pre-
ma dole monotono raste.

Pokezi da dée funkcija f{x) biti kon-
yeksne prema dole u razmaku (a,b) ako Je

£ (x+2h)-2f (x+h)+f({x) > O.

2a svako B > 0 1 a <x < x¢h <.

fle) =1 + x
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GLAVA II. \ ! plx) > x=10.000,
| : e,ma kako bio velik unapred dati droj N,

gugné-!-;ngsé | - ' cO jzabaremnQo X tako dsa bude
£ - 10.000 > M t.J. x > M+10.000

. 2,1. Granica beskonadno : X—» oo pice

(1) Kad x daobiva niz sve veéih i veéih
vrednosti,tako da postaje vede od ma kako velikog

pix) > M. i
Ako je u(x) < v(x) 1 ako je

u({x)— oo teda

L unapred datog broja,kafemo: x neogrenidesno rasta | y(x)— 00. 4
| 11 teZi b  ’ 1 ug
: i x__teZl beskonagnosti i plgemo 3 (iil; Za dovoljno veliko x mozemo 3 udiniti

:roi-zvol.Jno malo,tl.;.kad X neogracideno raste

iblizave se nuli.U ovakvom slufaju
aZnosti

' x—> 00 ili x-»> + O
[ Ako ajuti opada i g‘r
i 0 Je medjutim X negativno a njegova a 3 z4 beskcn
iff; ; apsolutne vrednost postaje veéa od ma kakejvgli- kazemo da 3 %e#i puli kad x veil bes

5f kog broja pidema k pisemo 1, 0 kad X-—»>00e
, Xe—p — 09 . * Pr ‘:),-%——»0 ked x-—00.
| (i1) Kad je x veliKo,x2 je jo§ vede . x 2%
dakle x 1 x° teie istovremeno beskona&nosti.Dvo Pr.(3). 2.1 =¥ R Ead ¥ S50,
pi¥emo @ | limamo
12—>wkad X —> 00 - : I+f“ ,xérlj,—x(%—-a.o X —> 00
Isto tako . " "j Pr.ﬂsl.-"'l' — 0 kad x-—>>®
: ax“—>ookKad x-—>o00, 8ko Je a > 0 ‘ ' VE \
ax2—>°° xad x—»>00, ako je a > 0 . -; Budué% da Vx—>ockaa T —>
, ; LI S —" R
' Pr.(1) Vx—cokad x -0 i , VG 3 ¢ '
2;42). X2" 2x >ooknad x-— 00 ‘ M‘ -——l—?_-: —» 0 kKad x->0°
: XHNX +

Jer je 32 - 2x = x{x=2), a x 1 (x-2) su velikil

kad je x veliko. , |
. p(X) = x2- Q0x%- 10.000 — 09

|Ako je 0 <ulx) < vix) 1 ako v(x)— O tada i

julx) — 0.

kad x-— 00
Akc je x >101 imamo |
plx) = x2-100x2-10.000=x% (x=100)~10.000 > x*-10,a0 | rezlixuje od jedinice u koliko X

(Iv) 1Izrez % = 5-;-:-1 - 1«% ge U toliko manje

biva vede 1
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teZi ke jediniel kad X telt beskonadnogti.

Ovo pilemo:
t= ng‘g-l-...) ki kad K> 00 :
2o dle ¢ o gl =1 ;a’{*-* 1 ged x-a-oo
Er-(9i. $ K 8~ 2 REA X—s oo
imamo

x=
;:g ._a*';"‘ia""akm B 0O

1 ,
2;,{19].\(_#1-;—-*‘/_; =2 Xad X-—»co
Zadacy . .
Kad x-»o00 Zemu tede izrazi:

2 .
1 2% 1w e -
nas @ a 5 :R "1 s 5 e
x’+1 2ex? | X209 | 2o x = Vx

Kad x -»o00 ¥emu teda izrazi

2s xsi;g"”‘ Vaeax, Zs. \/1,¢x'a;@&\/§,§3w b Qs Y 10

b 4

L2 G ¥ 801 coa X8,

(i} Nezmvisna prome i

_ ol Jive moLS uzeti
3:::1‘;&:‘:@8& & ,3.0.molemo stavitt zea g goJ
o s : mofemo se i priul iZavatt prexo m’-&dno«
manjih 3111 veéih od a t.d.88 nizne love 114

desne strane., ] - i ]

x > 8 .

Stavimo & = g 1 pustinme da R-—-0;%eda e ]

5 > 8
da 11 Je 1 pozitivno 1li negativno.Ako je h> (,
t.).ako h—>0 preko pozitivnih prednosti pi¥emo

simool 13ki

~4Q~-

88 leve ili sa desne strune,prema tome

R— +0,

ako jo b <0.$.J.uo h—>0 prexoc negatiwvaih . -.

vredanosti,stavl jamo

h—» -o.

| Dakls ¢ x = aeh teiiti ka A ,sa desne ili sa

leve streme prema tome da 11 I—+ O 1l1i h -0,

a 5to simbolifki piiamo
x> 8+0 il1 x—» a-o0, ili zajednilki x-8+0

(i1) Aro u izrazu xojin je definisana fun

| kcija f{x) pustimo da se X postepeno pribliZava

vrednosti a, 18j se izrez moZe pribliZavezi neko}

| vrecnosti A:u tom slu¥aju keemo:f|x) teii ke A
| kad x texl ks & 1 pilgemo: ' ‘

f{x)-> A kad x —>a.

Er.{j. Cemu tefi f(x) = éﬁl kad x — 17 V

Stavimo . x = 1¢bL; bide

4 2 . |
£ (14 =_%{-’ = B Lo 1kad n—>g0 7

e Pixj—>1 kad x —»1 ¢ 0.

| Primetimo aa je 1 £(1) = 1

Pr.(2).0emu tesi £ix) = V-2 ked x— & 7

. Stavimo x = 4+h; tade je za b > O.

f (4+h’ - ‘Qh - 2 =( #*h : 2 F “ +2 -
o h b |
- —B -2 50 kxada n—o
2+\foen 2 +\® ¢ 4

f(x)-—_—>0 ked x —>4,

Elementi mat. analize 4.

i§-

- 2, et e
e S o 4 N W T UL e PR o
Ll 0 R e S L b e ety LT ! etind
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Primetimo de je i £(4) » O

PE“}}’ sin X -— 0 kad
(‘F.SJ “"o 1 1
»n:) izraz — je u $oliko veéi U kolike je x ma-

xje,i poatﬂ.‘jo proizvoljne velik kad je X do~- ‘(

x=»0; S§in Ox= O,

voljno melos
za x = 0,1 bide %vz 10,28 x =
-;- a 100 a
z&a x = 0,001 bide " 1000 1 %.d.

¢,01 pige

" jemO'JCB i oveko  4yyp g(x) -
3 lefi beskona&nosti kad x tesi ke nult i T : X-»3 e i
itaf- d £(x) kad X — a Jedn e A.
%——»-& 0Q kad Xx—+ 0, fired limes od f(x) a4
; | | Na primer:_11M = y LI 1 z- %
e 0O kad x—>e O,

X
Pr.itl. Comu veli fix) = ).‘.2.,‘.

X-+4
Svavine 3 w | :
Stevimo 3 = 14h; bide Liin x?-'i - 0O
4vh 1 1 . ' P ti:
FUh) = q3p0y - gt oo kad A—sd @ 3 | Zadacl. lzraZura) arwiéne ¥reonos
+*e  P{X}—»% coked x—=1 + O,t.].s8a desne 111 1. {“x"f”’} kad jo 1°0ix) < x5
leve strane. 1 i
| . . x°=1; 3°f(x) = , 4°f (x)msin 3%
Pr.t5). Cemu tefi f{x) = -—-1?---2- kad x-» 27 § r‘“ x s x2+x41 ' 5
Stevime x = 2+h ; bide "5°ﬂx) = cos Ix-1).
3 1 1 -1 : "‘ e DR i |
fl2en) = et o " ~ o0 eI 3. lim =3
#w,‘,.ﬁ)z PR n{4+n] " 82 L2 x“-3xe2 -1 %=1
k&d h—+ C “ Vx=1
| cotg X. 5. lim mToog - & S
o f‘(x)-«-; o0 kad x — 230. W X0 x=e

.
. v x7 = 00 3 1im -!er
kad x — 1 7 pild” T8 300 X4

-5~

W
£ix) - g x—>r¢ OO kad X -—rw 0-.

Pr.(6).

Stavimo a = -g— + h; “vide
o f_m(a*h)‘cosh
i‘m):oos(%*h) -sin h

sin b .
(ivl. Cinjeniou 3a fix) — A kad x ---+a,.m.-‘

1; lim \/[x-2 = O}
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W_ekidnost.

4e funkeiju fix) kazemo da Jo ne rekidnaﬂ
buirene) za zeg eko fix) malo ohwpa o |
f{a) ked se & Dalazi u blizini tedie t.j.vredng
8tl &; preciznije ako

fpate mamo:

£(x)— fia) kad x—sa'oo,tj k8d x .5 g 3§ . =
leve 1 gg desns 8trane

Cvo moZemo joz 34 ovako pisati .

Cfle~x)-f(a) —0 kag h—4 @
Punkeija je neprekidna

-53-

z]= -2y [‘\/?] = =2 ['TC] =% [" '1']' =1

lim f£{2-h) = 1.

‘ h—+o #
U nekom ragzmaku,akf.o ’
Je neprekidnn yu 8vin tadkama toga razmeke, | YA e
. ] 4
££287). Funkoije /X je Deprekidne u ta¥f E |
L= 1, o ] £ [ s st st _5,(--_.-.,-——-
Stavimo x=14k sa h > 0,tede Je 3 L
- 1 7
Toh VT o SVAv ;1‘ Vieh ~a__ | )
| 1¢ \/1+n I
4 ; — = P4
] ’/
e 0 <VAEm . g7 <3 7
’/ — | —— - wevmaseta X
T5E g ) ' LY
t,’n v % Sy 1 kaﬂ h — 0. E 8 _21 "i /)fo d
Er.42) Funkoija x° Je neprexidne za sve d '
(x41)%~x"« b {2x4h}—0,xeq h—s+0, 1 L
Er.{%). Punkeija .
£{x) o % i: ///
_l e 331 .4%
ima prekid u tadki X0, dar gy to] ta¥ki{ cna nije A
defintsana. . ’ e
~4o02dd.Oxnalimo 22 [a] najvedi ceo | e
broj ke & <a ; ‘

o so 272 [6] < 0,12 5, 3] o, B

0 za 0=x<{1, [x]=1201<x<2,1t4a
= K

Izrez & - [a|pretstavlije rezlomljeni 111
i deo bdroja 8. . o
e . Funkeije f(x) = [x] ima prekid ked
ceo broj. :
P !Nekajogn-loi>03u2=21mmp

 2+:) = [2¢h] = 2 dok Je £(2-B) = [2-n] = 1,3},
fiﬂ p{2+h) = 1(2) = 2, @
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Siike 35 daje diagrem funkeije y = tz] . 1

-
Pp.(5). Punkcijs g(x) = x-[x] ima prekid |

kad je x = celom broju.

Neke je h malo 1 >> 0,8 n 080 broj;fmamo 5

rg:mh) = n+hfn+h|= nehen = b -+ 0 kad b — 0
&lu~h) = |
g(n~h) = n-be{m-b)= p-b=(n=1) = 1-n -1 jm; h i

1im g{n+h) = -
N0 ) =gln) =0 a ilm ‘gi{n~B) = 1,
L —» O

51.36

Sliks %6 dulfe 4¢
) AW Ulig gxren M &
ona je_pﬁriaﬁi&ma 5 e P8§19d0;h2§czjﬁ Y‘I~[x] H

Pr.{6). Funkelje g(x) = ,f, ked Je x> 0,
0

je prekidma t . - " "xwQ
Imemo 1 tadki I-Q, »

glx) =1 za x>0,
&lx) =-1 " x<g,
Diagram ®uni 3 = ie
g funkeije y'ﬁﬁldat je ne @iics 37

5 .
na pretstavije “gnak cd x",

 Jednak quld ,tj.ze sve nu

YA
1
G
0 —>
671_ i3
-1 81.37
| ’ i
Zadeci . | .
Naortaj dlagrame slededéih funkcija 1 viai

u kojim su tadkema one prekidne:

L2 T el Bl

oprl 3 G Dx-1l 2 EUGET g EEEES

g_,\f 'ﬂ‘; 10, oos® [2x] i 11, oosT [x].

. pak.Mesta gde funkecllla
nilje definisansa .

‘ ~ (3) Neks Je funkcija f(x) data u cbliku

kolidnika 3&1& . Keko se nulom ne moZe delitvi,

tunkeija f{x) ovim lzrazom nije definisana za .
- sve one vrednosti od X Ta koje imenitelJ postaje
le imenitelja vix).

Pr.{1). Funkeije
g%x[ R
- vizd

~Bx+42

nije definisana za xe1 1 x=2,jer e v(j)-v(?)-o-
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£r,(2). Punkoija

viz --x 4
nije definisana Za X = ¢+ 2

Er.(3). Punkeija

e .22

V1+x2-1

nije definisana 28 x=0 jor je v(o) = O

£r.(4). Funkeija

sJer je V(t 2) = o,

%#’- = 00tg x = —r'-!co

nije der . X B <
efinisana za x = O, ¢ T + 27

V(o) = v(+ ) = v(+2T) =-V( 3y

Pr.(5). Funkeija
f(!, = -'—lg_.i
nije definisana ga x = ¢
(11) Ako je v(a) = 0 tada Jo obi3no

iim £(x) = 1im ufxg

looooooJQr Je
:3-”.) =o‘...'. = 0,

kao Ito Je g1
(2) 1 (o] 1u%aJ kod gore navedenth primera (1)
9’
) f‘x) = TL-.
I-hﬁ—?tmk“xﬁﬂ+0

,f(x) = Iz.é_'

Imamo
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Proldl. p(x) = oot x—> $+00 kad x— $0,
£ 10,8 2T $00usee

(111) MoZe se desiti da funkelja £{x) ne
3 definisans za x = a,a da ipak teii odresdje-
{noj vrednosti ked x— a,kac 3tc Je to sluviaj u
{gore navedenim primerima (2),(3) 1 (5).

Praf2). p(x) - 5%~ #4,} kad x— 2 +0.
X =

Stavimo x = 2+h; bide
' 2+h= h 1 -4
r(2+h) = - cadll - 4 wee  w —
(2en)%-%  4nen2 OB %

{kad b — 20, .°. 321——* kad x—2 20.
? ’ x4 5

3 Fraial- £lx) = —>2 ked x>0
Viex"=1
;1 f(X) - gaLﬁV 1*_’_;34'1’ =

( '1+1244}€\/1+£2¢1

2
L Lexte) o \/44xPe1->2 kad x40
1% =

i

M~ &%—x-__)‘l kad x — 0

Ne s1fef 38 je U8 = 06 = 1,luk BC = x

| IZ - s1n x,0% = ¢os x,BD = tg.x,Uporsdjujuéi povr-
1 8ine trougla
| '1&1?&0 da J’

CAC { OBD sa povriinom sektora BGC

%amx sos X <§< %—tgx';

decbom sa % ain x ({>0) dobijemo

X 1
cos x { FTn % <Looa X’




., . ‘X
B coaxx;>'£L%"”:> Pl X

[
Kad je x malo,spoline sirans ove nsjedna=-
i feraz u sreéini malo raziikuje o4 1,%.].

C8in X )
”i;-~»v? ked x-—0,

AN SR EAS AN A4 SRR SN N S R I R I S oS e DA e T T M L I

Izraduna) graniéne vrednoati

e ' .
3 i ; ”1. 10 3-' 3

:!_‘.'. "] LL!"‘ A%;?%l”-‘ 2‘2—& lim ov:?az-— ; i‘& ]1m -!—-—:&122
; X~ e " -0 X 42% R "G (x*“)
jim A2 _=dvsx sy N
| Pt X b 5. 1im iitili.‘.‘s:,&if :
| ‘ ' T Xe»0 Xix= ’
i £, 1im 5?“2&$§ ) : Qin.ar 4wé' ]
6. 1tn EECR g qun 8220 g i Luogey)

. “'. . .' -
Xewwegd X $GXruv L=rD K, e s

| ¢ L2
| fatoavy cca 3 = cos” X -.sina X )¢
. 2 o2

Koliki je lra LL2HBI=I2) yus go

| 4
2. f(x) = ;)gv

{no se malo rezlikuju od jedinice,prema tome se |

Hh==0 E
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3
12, Oemu tezi ‘iizif’Lg“ kad X — a. .
Ked x — O emu tsae funkcije:

2 2 grmetey
13, BB, qe, MBI, g5, \EEE L
b Y

sin x x 8in x

2.5, Prividno neeo 4 redjend

tzrazi

(1) Izraz oblika %{%% moZe teiiti cdredje-

noj greniei I kad v{x)-—>0;
zato izraze ove nazivamo prividno neodred jenim

jzrazime. x
‘ Kako u tom slu¥aju i u(x) mora da OC,to

‘ xajemo da se taj izraz javljas u mecdredjencm ob-

1iku "g"
(o}
Pr.(1).1zraz 218-% oyt —>1 ked x —O0,}av-

lja e u neodredjendn ob]iku"%".

gg,] !. Izraz

x+1 | xd

. 1 -5
58 %avlJa u neodredjenom cbliku % kad x —on, &
iz} —2 . , 6 .
Stavimo ¢ = %{%9tada g —71 kad x--09,
1
t-7 2 :
£ix) = "—%* - :‘f1 s te1—>2 kald xX—-00-
15 ' :
t

Ako brojitelj i imenitel] nekog izraza tsdn
nuli,taj izrez ne mora uvek da teZi odredjeno}

zranieci.

().9—1%—1—+ookad x—> O
frla. =




~60~

(11) Ako u 1zrazu

= 00 ,kaiemo da se izraz
avl neodred] '
obliku “Z2"; pri tome taJJizri: :oieo:ei:tienom
djenoy granioi, . oare-

e
Fr.(4). Funkoija £(z) 1'—::‘?3& Javija se

u neodred i
djenom ob) 1ku,,? kad x — oo Medjutim je

f(x)-3+%+§!

X
’.'r‘x)—’B kad x-— oo
Er.(5). Punkeije \ ,
£{x) = 1-2x"

; 1 1+I-3+ 31-3
avi ja ”
2utin Jo U meodredjenom oblfku 22

12 s oo kad x— 0,Me-
£{x) = Ef:,
.-.t(x)-——»-§ kad x— +0
obl 1ka‘““ﬁ Neka je funkcijae F(x) data izrsz

F(x) = f£(x)~g(x); '

ako 1 f(x) 1 3
taj izpas Jav]s‘(x, teze beskonadnost! kafemo da se

J neodredjen %
ovom slulaju F{x) mose teZzgtiogag:%]i::ao;;:z;gc‘iz
- Er.{gl. Izrez ' .

Javrlia se u reodredjenom ob

om

X -1 x~1
b 1kuoo- odkad x — 1.Me-

diutim je e {1ex
; i o 1
F(x) = 2xz{1ex) | =,
.’ P(x)-» % kad x— +1

'Hx drojitelj 1 imenitely :‘
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Pr,(?). 1Izrez )

P(x) = 14x%-x .
se javlja u neodredjenom obl 1ku,90~°°"kad X —» 00

Medjutim (V1ex2ex) ( VasxPax) _ __ 1

\/1 -ox:u \/ 1 +x2¢x

.7. PFlx)— 0 ked x-—>3t00.
Zadec!. Ispitaj neodredjene izraze:

P(x) =

1, %Ei y(x—00); 3.;_.1;' y(x—o0);

5 QVEURVE) (o0, 3, VR = VS
3/ = .
5 VER | (zmo0), g r AL VD@2 Va) | (o)

4
y ‘(’lil)_ » (I-‘—>00)5 8. (21""3‘)2 - (1“%”20 ‘x->°°)3

x+1

-A 2_,_\1:20:-1 y (x—>00); 10, V x°4x -\ x°-x , (x—00),

2,6. Asimptotska Jjednakost
Za dve funkcije f(x) { gi(x) kafemo da su

asimptotsk! jednake kad x — a,ako

eix - 1 kad x— a.

Ovo kradée pisemo |
f{x)~gl(x) ked x—> a
i kaiemo A

fi{x ‘ tski jedneko g(x

kad x— @,

T ——
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Ako Je

£{x) ~ g{x) kad x —ococdnosmo kad |
x—>0,xef=mo Jo3 da se funkeclje Plx) za velike,
odnosno male vrednost! od x ponela keo g(x).

Pr.(1). Za male vrednosti gma:2x¢3x5
naga keo gx,t). ,
2x+3x§w 2x ¥kad x - @

£e po-

Imario
2x+2x3 R 2

T 1 +§-x——v‘l ked x - 0,
A . . .

Frod2). Ze velike vradnost! xes,{x+1)(x~2)
5 ponasa kao xz,tjo '

(x+1) {z=2) ~o xa kad X —» 00 .
lmsmo '
-1 -2 .
“X «2X — 1 kad ¥ oo,

{xe1) (x-2) _
)4

Pr.{(3). :
' 2
- ....;x._‘tg?,g.*}.m.ﬁg ked x — O.
lmeamo s

x x 3

Nepomena 1°, U slufaju de je lim £f{x) » 4 konad-

X-»8
no { rezlifito od nule,t] sAF0,moiemo piesatt
“g“I‘E"}’“"’“" ked x —a,

t5.

P(x)— A ka8 x—a,

Medjutinm se u ovom slulaju upotrebl java
znak 1im 131 — ,& 2nak oo se zedrisve fakl ju-
¢ive ze mJudaj ked sec upore uju dve funkeije ko-
Je abs teZe i1t ke 1314 ka L9 .

| 2. x(x-1)(2x+3)

~; 3.

6,

W o l v 1

10, xg-juxx Vx (z-+00); 12, V1+x -1m§, (x—~0);

&
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2%, TVezec oblike |
f(x)— & 111 f(x)~glx)

pazivamo esimptotskim relecijama.

i m Proveri sledeée asimptotske relacije’

T 1 3:2..:.\::7744:?\: {3’:‘2 s (x> 0);

x ,{x-=);
-;5::,(:!: .~ 0)
213’(1'400)“

4(x-),{x— 5)

(x-3)2 (x=8) ~ -2(x->)2,(; - 3)
x2, (% = 50 )

: x3+21~i§ N% {x—~0); Sa 21“'415*51'\’2!4, (x-»9)

{ gx 4+ X . ) ‘5
x=1 o .._....,.x‘ ,{I-—» 3) . ", 12(1_2x)2‘_ -8x ,(x-»oo)
ERswnrany | -} '
x=3 11-%

yix == 1)

A

»a
"

2 2 .
B | 4nd, (x —e0); gy xP41aE, (x —00);

57 “. x
12, #in x~ox, (x - 0}); 13, 1-co8 X~m— ,{x = 0).

2:7, Visestruke nule,
(1) UcEimo funxkoije o
4
x‘ﬁ’ (X°a)2. (R’&)s. ‘x'ﬂ) 'WEE R R

: 31j1 su djagremi prikazani na _sli’km. 39 - 42,
Veednost x-a je nula avih ovih funkelija.
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. : , - . RID miakroz v 8G-
1 nu §te ng argog reds.ona
J o ey o e kroz mulu parios

7 U koliko Je red nule veéi u toliko je funk-
f{cija po agsalutnoj vrednosti menja ked s¢ x na-
{1azi u blizini te nule.

“ Erp,{1). x = 2 Je nula drugeg reda funkeije
51.59 | SL40  f(x) = 2x2-8x+8,
o | Jor Je

£(x) = 2{x~2}% .,
Pr.(2). Ako Je

ba-Qac =0 § a+0

B

 tada Jo

X e =g

ea

;nnla drugog reda funkeije
' £(x) = ax®+oxsc,

1 ($1) Opstije kaZeme da jo x = a nula k-tog
jrsda funkeije f(x) ,akc izrez kojim jo definisa-

Za funkeciju | jfﬂa funkeija r(x) sudril faktor oblika
| f{x) = x-a 1 (x-a)¥, gde jo k 66 broj,ti.
Ze funkoiju

fil eko jo g(a) kona¥no 1= 0,
8 Pro{%). x = 1 je nula drugog reds funkcije
£(x) = x7-3x42,

£ix) (1-1)2(x+2)- _
ementi mat.analize 5. \ ! 4

£(x) = (x-8)2

a_drugo reda.,
.Unp¥te katemo da Je x = vi

Kafeuo da je

ruka
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| E2a{8). x = 1 je nule drugog reda funkoijs |

| £{z) =2Vx -1 -1 4 Ako je red nule neparan,diagram funkecije

| Zasota j * |, reseca X-osu,ako je red nule paran disgram funk-
Zaiota je :

| . E ostaje izned i1l1 ispod X-ose,prema tome da
| ) = 4 Vx -1 )(2 Vx +14x) - ?;11;0 AD>0 111 je A< 0O, ’
| 2 \Vx +14x

: Vidi zadatak 1.3.11.

, - ‘x~!1¢x)2 - -‘!_1!2 . ,:, . m
| Dexle § 2YxE +14x 2V x +1ex :Qgém PokaZil da je x = O: s 3
5 & §8 1 )
£{x) = {x-1)® gix) nula 3-6eg reda funkcije 4x”-2x7;

-
.

% sa - ET 7 qe0g " - Vi4x -1;
| glx) = —be ¢ g(1) =- 1+ o, o Vaex®
2 Yz +94x% ' 2, " 2-02 " " 4ex= -2;
{i1i) 4ko je 4, " 4e0g " = 8 xj
£(x) = (x-a)® g{x) sa gla) ¥ o, % " 3-deg " " 2 sin x ~ sin 2x;
tsda js

Koga jo reda x = 1 nula funkoija:

£(x) o gla) (2-a)" xed x~>a i -
. jg‘x=\/;c_;z_,,%x-a'\/;c_;_s_:_smfl.’x;_9__;1-81::%3

Uop&ite kafemo da j& x = a nula k-tog reda
funkeije f{x) sko je ;

Nacrtaj pribliino diagrame gornjih funkoija

fix)roaix-a)® #sd x = @ ¢0, Ju b11zini ovin nula.
2de Je 4FC 1 kK 080 pozitivan breJ. ' §;‘. 2,8, Pribliina vrednost
| s {5} = s s 1 (1) Numeridka vrednost je apsclutno talna
Ex. | . © Jo nuia prvog reda f“nkcu'ii‘a'amo kad je data kao ceu breoj,razlomaek 111 kona-
8in x ' 1 San decimalni razlomak,t.j.kad je broj racionalan,

- \ 3 ns primer
Jar Je | P 2, l, 1, 6, 1td.
sin x~x ked x - O, 2

e _ i U svakom drugom sludaju sluZimo se isklju-

3 i = s s unesto + uzimamo 0,% 111 0,3% 111 0,333
8T jeo 3
1 - oos ;N% 22 xad x — o0, { umesto 2uzimamo 1,4 111 1,41 111 1,414

A ; umesto  uzimamo 3,1 111 3,14 111 3,142 ili 37,1416
U koliko Je red nule funkcije f(x) vedi u ‘

;o%}ﬁobg; i-njog.diagrnn u blisi:i te nule vile
riljudbljen uz X-csu,pa Je funkeija 8 w

vradnosti u soliko n‘gjaf 4 el olutnn{
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PR

~6G- |
| 08 = -0’ = 88,3,d,0,d, <

!

Vrednoaty 0,3% , 1,64 odnosnara 1%
| . o4 su pripd - e d
lidne vrednossi 'broJe_va ; N \/2 N Mnosnoﬁ';ovo ' %0,000% = :'%-. =10
; nadavemo ' ' ' T o
| A stavl jajudy 1 Pra{3l. XKolike je ctstupanje ako broj

. | .1
30,35 , V221,81 ,0tn00m0 Ta 5,14 | = #55 senenino drojem a = 1 7
3 1, 834-823 _ 1

1 kajemo da je v}m blidno jednaka broju 0,33 1 . Aa = a-a = 3%% =Z T T2.83% * 1258

| (11) Pridlifzin vrednostima se 0oz '
;‘ $1 ako zmemo Eatar “emo sl i 1 ... aoap® -3
| nsdnoati iy, raaeady : <igsg™ = 810 " <107,
smatrani . 317 .1
3 o o é‘ﬁ a‘jz

] ~ BRazliku nmodjia tadne vrednosgi i Jelne
: Bjetie pridlisne vrednostst 8’ narivemo Mﬂﬁlﬂ sa otstupanjem koje je manje od 10°0,

t obidno ge beledimo sa Ad,td
[ 1
’ Hapomena. Netalnoe fe pizatd %%% Sl B
Ha = a-a , fa 1st0 taks je nese¥no stavijesi W = 3,13 114

= . Sesse so ststupanje nagiva . axoXitel V2 : i e T a3,

; . : gi;ggka, d V2 = 1,442 . 8edjutin mokeno pleatl il = 3,14...,
ako Jje priblidne vrsdnost dobivena iz pas:atrgég y ‘113 \/"'a'., 1 8 1

1] L 7

id morenem,
Kad jo privliina vrednost desa dgoim_nm' gle tadkice kesuju da decimalnt raslomak nije na-

ﬁgéc’gﬁw“g:“’?g ga :eta senin brojem decimela s .(iﬁiB Prilikom zanamarivania decimale obile
E d o s poslednja decimala koja se zadrxiave poveda-
% ata brojem 0,333 g a za 1,ako je prva zansmarena eifra > 3.7 ton
2O de | Iu€aju kaZemo da j2 pridiiine vrednoet dalta

£r.(1}) fa n deoimala talng,ze remllku o4 sludeja k_eﬂa_;ga
' 1. 3,% odredjuje bxoj sa otatupenjenf pridiizna vreﬁ’i%ﬂ'gﬁam ag n tadnih gecimaln, Sic
keje je menjo od f20a8t da su kod pribliZne vrednoatl prvaih p e~

imala talno, L
Ako pribliZne vrednost deta ga n tadnis
AT { decimaln,ona je uvek manja od ta¥ne vrednosti,u
wll =5 14 3,15-3, 14 « 0.01:-.7!-%6 @ 10-2 om sludaju kaémm;dda c;nzkpr?w;:;r%ihgzdezéeﬁ%;1
2 , iblidnu vrednost.dke je p
£2:(2) K24 Jo bros g dnt ee & tedne deo- g%g r‘:: amg:cimala taéno ,ons mo%e bitt manja

o!malo,atst'upuée Je manje o 10°%, 1t veda od tadne vrednosti.Ako je ona veéu‘ i‘:el'&; )
Neka Je MO da pretatavlia Jednu povikenu pridbliZnu vrednost.

107%,
Imame

“z" = 6'61 'da.dg,d“

N
By
i : .o R




U koliko nrije poznato da 11 je &’ snilemy

111 poviSena pridliina vrednost broje a,otstupd
njo se meri apsolutnom vrednodéu razlike a-a’ tfj
ugima se
Aa = |a-d'] . - 3

Jednu gornju granicu za apsolutnu vrednost
otstupanja moiemo uvek dobiti ako se 1 teZna { }
pridliZne vrednost nalaze izmedju 4dva poznata bdy

Br.(4). Noka je a = 0,4,d,8, jodna pribliff
vrednost broja a pa 3 doocimale ta¥no;kolf
ko jJo otstupanje ? ‘ &
Neka je talna vrednost
a=0,d1aaaBa'at...;
tada Je

a' eko je 8"<5,

[»
N

a

d'+ 1 eko je 4 > 5.

A8}

Prema tome je i1l%

a <0,d,4,d, + 0,000§
114
‘ a > 0,6162(!3 = 00,0005 a,
a otuda sledi (v.sl.43) de je

a-a’ < 0,0005 = 5:10 % - 1073,
Dakle je apsolutna vrednost otstupanja m fi
od polovine zaokrugljene decimale. 1
(iv) Ako apsolutna vrednost otstupanja niff
veéa od ' 1
1 167F « 5.q07(k+1)

tj.ako Je

a-a’ < 5107 (k1)
teda kaiemo takodje da pribliina vrednost a° dif
broj a na k decimala ta¥no. .

~ Imamo
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Tada kaZemo takodje da ribli¥na vrednost g deja

prod & n8 k decimala tacno.

Napominjemo da se pri tome ni prve decima=
je ta%ne 1 pridvliine vrednosti me moraju poduda~

r‘ti .

a a 3+0.005 o
1 § ‘ >
N P
| \ l |
| | { t
e o ) 13 ‘ ‘
| | { H
: : : | t
R R
I B . S
a'-0005 a' 3.+0.005
S1.45%

gg.‘i). Koliko otstupa broj & = & od broja
8 = 1,995 .

. -3 1 ~2
a-a' = 0,005 = 510 = 310 .

Znali 4a a = 1,995 daje dbroj a = 2 na dve
decimale teXno,i axo se ova dva broj% ne poduda-

reju ni u jednoj decimali, :

Tafnu vrednost iracionalnog broja ne _
moiemo(;lkada dobiti u obliku obi&nog il1i konaéa_
nog decimalno razlomka.U kolikc se on Javljg r‘
Sunamo iskljudivo sa njegovim pridliénim vre nol
stima.

14 irsciona-
Jedan broj,bic on racionalan 113 :
lan sma:ramo dajie potpuno odredjen ako njegovu
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priblifnu vrednost moZewmo tzradunaty g9 _onolikom

31 u kolik imo.

Svak:t iractonalan broj je definisan izve~
snim postupkom;taj gs postupak dakle potpuno odpe.

djuje,ako njime mokemo sa proizvoljnom tadnoidu
odrediti njegove pribvliine vrednostyi.

Tako se n.pr._Vg' ilj‘V@; dobtja poznatim

postupkom korenovan a,k0jt omogudavs Postepeno

tzradunavanje onolikeg broja decimela kol iko ia-;:

1imo.
Pr.{6). Neka je o' = %-Jedna pribli%na

vrednost droja & = \/é_ « &ko je wvazltka
P~ q2

davoeljno mela,ptepencovanjem mofemo dobitt prtblii?f
Y2 sa protzvolfnom tadnodée., |

he vrednosti broja

Neka js @ w % tada je

o < 3-2VF . L22V2)32V2) g8 _
3+2 V2 342 V2
1 < 4 ,
°
Iegd VG; 202
o‘o 0 ‘<3"2_V'é~<% «
1° Kvadriranjem ove nejednadine doud §amo
¢ <9-12 V& +8 <§§r
¢ p ﬂ" 5 '_ ._Z__
2 0’ < 4Pt f§<w
L ' v 0 '< ‘B? - [ ..‘3... ; yl-.
| g~ V2 <qyigE = g3z
P,
Ver 3L, |
3%0 daje jednu poviSenu pribliZnu vyrednost sa
et¥stupanjem koje je manje od
1990 . 4073 309073

Dakls §a

735 = 558

Eien o ais:

-?3‘-

2° Ako gornju nejednalinu dignemo na xud
doblIshe 5 <32 V2)3 < 5%

0 323322 Var 3032 VEI2- (2 V2) Xl
"o 0 <99 - 70V2 {55

1 - =
O.. «%g - V—E <%.’i2"§. E?BO
nnkle<%% pretatevlja jednu povidenu priblisnu
vrednost xa\&i,sa otatupanjem kojs jeo manje od

955 = 858 10 %<0

 gadaoi.
Neka Je a telns,a g  Jodna priviizns

§ vrednost;odred! jednu gorju granicw otzptuparis
 kad Je:

531'_1;- - 0,9999, a'= 1; 2, a =\é§ £1° a'= 0.7

".' : ’_ #g
§ 2%'= 0,71, 3° '= 0,707 ; 3. & = V102, &' = 10,7,

(v.2.9 pr.(6) 1 (?); 4. a = sin (C,02),4 = 0,02
(v.2.9 pr.(5)); |
5, a = oos (0,01}, a'= 1 (v.2.9 pr.(3}).

6, Odredi nekoliko pribli¥nih vrednosti broja
V3 (v.2.8 pr.(6)).

(1) Asimptotska relacife

t{x) ~A kad x-—>a

;fz,k&gujg da A proizvoljno malo otstupa od fix}

i :

|
|
#

e e B T

oo e e

oo
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ako Je samo dovel jno blisko vrednosti a. -
Znali de A mofamo smatrati kao jednu od pribliz- § gablica prirodnih vrednostl trigonometriskih

nih vrednostl funkecije f(x) ked se x nalazi u 1 f»ﬁnxoua dobijamo da Je

blizini talke a i pisati .
f(x) =~ A kad je x~ a cos 0,1 = 0,995003, (ne ¥est decimala),

U ovom sludaju kazemo da 4 aproksimire cos 0,01 ~20,999950, | : : : ;.
funkoiju f(x) u dligini tadke x=a,il1 da je A eos 0,001220,999999, | - ‘
jedna gproksimacile,a u prenosnom smislu i priv- f Nepomenimo da lukovima veliZime 0,1,C,0% =
1i%na vrednogt funkolje f(x). | 0,001 odgovaraju uglovi veliZine .

M' + 3 , 9 » 50 43' 45",6 » )“ 22"’7 o 1 5’ 50,7 .

r(x) = =2 kad jJe x=~o0. | |
Buduéi da 1-2x ] (11) U sludaju kad f(x) 1 g(x) tele ka
f(x) > 2 kad x-0 nuli iz asimptotske relacije
to §s za melo x isrez o f(x)~g(x) kad x— a8
il = 1e2x° ' sleduje da g(x) mgmﬂw&%"
pridbliZno jednek vrednosti 2; zaista je post 28 funkeiju f£(x) u blizini talke x « &,
£(0,1) = 2‘6‘?& 2,0418(na Setiri decimala taéno)fﬁ ~ zemo dekle staviti da Je

£(x)~ g{x) kad je x=a,
£{0,01) » %2‘52,00%01 (na Yest decimala |

2. (2) | roksimira funk-
tasne) { tada kazemo da gunkgija g!:!am
e - ju £ 1 |

Za vrednost x-a blizu 1, Yx je pribliino 1-2x
Jednak ].

3 Imamo 3 2 14x/4
e e = e e 1 2+x”=2 11-53_1 - -1
Zaista je \/1 00201 = 1,01, W,002001 = 1,001 % f“%" = 1-2x
_X "; X

4x* (1-2x%)
P .(. [ ]

008 x~1 kad jJe x=x0,
Za male lukove goginus se malo razl ikuje

v

od 1.
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Za male lukove {uglova) simus BOZemO zéme-
Ritl lukom; ukolikc je Juk man3il n¥o)iko Je ote

stupenje manje.Zaista iz tablica pri:.dnih vred-

uosti srigonometriakih funkelja dodi jame

oin 0,1 = 0,09984 (na pot deoimala),
Bin 0,05 =~ C,04998 ( » = L
sin C,01 = 0,009999( * ¥est .

L]

* » X"'Sinx ’<2’10‘4,
<2107,

-6
TACT , AR e 0,01,

Za xR = O,1,

28 X » 0,08,

{341} Reka jo date funkeifa £{r} 4 Jetna
Blena pridifine vredmost o3 aprokeimact $u:ovy

Besto modems pobad et § nadi dArug bod ju appok-

simaciju.Tako smo u primery (1) videit dn je

‘ 3
£{x) = f-*—?—-zmz ked Jg x a0,
w o .

A priveru (4) da Jo ze tu fsey funkeiju £(x)
iz} = f{x)»‘amax‘a kad je x o0,
Mofemo dakle staviti da le

3
Lix) « 28X

o,
"

gde funkeije gi{x}) pretsterl ja bolju aproksimasi Ju
za £(x) nego came vrednost 2

:—«-«—gg awxe v g{x) kad jo x a2 O, ,
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dok je £(0,1) ~ 2,0418

-
gl0,1) = 2,06
‘ deoimale);
(na dotiri ' N |
210,01) = 22,0008 dok je £(0,01) = 2,000%01

{na 3est decimala).

Er.le). Viex a1+ & kad o x < O.
ano
1a 10 \/‘T;?(.—-y" kad I-roi
2° \isx -1~ ¥ kad x>0,
r je e
T a1 L (VAR (VR ) 1
—x " x( VAvx +1) YA

., _\E%,:l—-»% kad x>0,

Dakle %a male vradnosti x-a izrez \/xe1

mobemo zameniti sa 1 ¢ g .

&,.jﬂ JNadji jednu .priblum vrednost 2a

V' 1memo fro1 « \/f,}',z:;. 10 V141072 o

=~10{1+ % 107?) = 10,08,

kI8 \ABTA10,0498 za 4 tadne decimale;

A0"%

L

dakle otstupanje je manje od 2
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Zadsoi.

PokaZi da Je : 1° 4 blizint te¥ke x « O :

Sa 1e3x; 2, 12 E
Lo (ox)7 193x; 20 38 otex; 3, \Tow e -4

4, Viex =1 +§ P 22V 1+x +\/1ex =22 ;-{2

’

14x =
6, ma«s‘! +\VX +2x; 2, sin (x+ %)k\gé("*!) ;

8, cos (x+ g)x%iﬁ-x) .

[
2" u dlizini ta¥ke x = 1

S. x“'.:: =344 x ;_1_9_,_-‘/1;—%1'4-155;

11. a+bxeox® ~ a-o+(ve2e)x; gg:_\/;-?/'i'xigl ;
13, P2 - CESE I

1%, Pokazi da je za x> ©

08 Vix -1 2§

dizanjem ne 3~¢i stepen ove nejednadine vidi xo--
i odre-

Jom se funkeijom moZe aproksimirati Vi+x

di jednu gornju grenie ,
ovo otstupanje n?ie vegez:GOtatupanJe'POkail e

1 -
g = 50107F
kad '
ad se x n:lazi u rasmaku (0,1),niti veée od
375 < 2+10°7
kad se x palazi u razmaku (O, i) .

S] .44

2,90, Granica u geometrdijld

(1) Neka je A stalna tafka na krivol,a M

§ Dpokretna (v.s1.44).Svakom poloiaju M,M,,M,,...
ta¥ke M odgovara po jedna tetiva AM,AM,...AM, ...

] sem kad se taka M poklopi sa taSkom A.Granidan

 polozaj AT tetive AW ked M~ A,ako postoji je

. tangenta krive u ta¥ki A.Drugim re¥ima,kad M—-4A

tetiva AM se priblifave tangenti AT 1 od nje ot~

stupa koliko god Zelimo melo,ako je M dovol jno

blisko tadki A, | _
(11) Neka jo X Quiina tetive a AN duiina

luka krive k .
- Kad l—-*A,N »Oﬁi AM —C., Uopite jeo

“Nm,tj..%.ﬁq kad N -—>A .




Jednek polupredniku krug Je u svim tadkama
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2. 11, Pod el a funkcija.

1 (1) Funkcije se klasifieiraju bilo prema
{svojim osodbiname,na pr.: neprekidne funkcije,mo-
botone funkcije,konveksne funkcije,periodidne

/ ftunkeije 1td.,bi}o prema analitilkom izrazu kojim
/ {gu one definisane.Ova druga klasifikacija je za
{sed za nas vainija.

: 0bi3no su funkeije definisane analitilkim
{izrazima u kojima pored osnovnih radunskih radnja
- H(+,=,%,°) PiguriSu 1zvesnl znakovi ¥1ji1 je smisao
fpotpuno 1 jednoznaXeno definisan.Na pr.: lg, |,
gin,ooﬂ,l |.[ ],1“. .

3 Klasifikaciju tj.podelu funkcija vriimo
{prema prirodi tih analitilkih izraza,tj.prema ope-
fracijama koje se u ovim izrazima javljaju.

! !11! Polinom. Ako se javl jaju samo operaci-
1 je sablranja,oduzimanja 1 mnoZenja primen)ene na
31.45 fnezavisnu promenl jivu x, dobiveni analitidki i1z~
frez nazivamo polinom na pr.

1+x,x3-2x,xz-x 2+ 1,(x-1)(x-3),

na SInh:’("z. Xod kr'ugn 8@ ova ¥4 |
Xrox kad x—=0,Jer jg x4+3xox2+5x-2,15-x+1,(x+1)(2x}3)(3x-2) 1t4.

atn x ..@'_ - = 1 \ (111) Recionalna funkcija. Ako se pored
2+ 8 Xa %? . { romenutih operacija Javlija del jenje,t) .ako se

{ analitidki izraz sastoji iz kolifnika od dva po-
(111) Normalm 4N krive x ] linoma 11i iz zbira istih,tada on defini¥e jednu

njenica svody

{ves1, ]
t1 u tggng: Prava koja gtoj+ aoru:b::B:: éing { racionalnu funkeiju;na pr.
* en- | :
" Neka je y task 1 x° xsan 2
v. ° a Prﬁsak- E ; e a—— 1+x“4
nesivi sy reaidan polona o saprewa 4, | X Tww?’ T RE
v e '
kr;!LEE krive u ta 2.-9 dﬂé.ac.zglaggpén!k , x3 *_ 2+2x-ﬂ
' x+e . B .
x/=3x+1

'y Kod kr
sredii%%'éal'lu uga se sve normale g :
lupos APrednik krivine sku u ? Napomena. Polinom je specijmlan sludaj ra-
]. fonalns funﬁcije kada je imenitelj konstantan,

2ato se on %esto zove cela racionalna funkeija. .

eémenti mat.analize 5,
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 Napomena. Analitidéki izraz u kome s¢ pored

v) Algebargka funkeije. Ako se u posmatygd SR -
nom analitidkom izrezu javlje pored osnovge Xatif racionalnih 1 algebarskih funkelja javijaju trans

y ‘s defini%s funkciju koja pripada
radunske radnje jo3 i korenovanje tada on defin{y§ oendentne funkecije :
Jednu algebarikujrnnkctgu; nea pi. gffxlasi transcendeptnih funkeija; na pr.

- 3/ 1+ 3% NEE sin x x+sin x Ve = 12X
142~ , VX + x+1,14’\/;. T:%. «-;-—-,;:E-i%—;,x'b GQBI,:‘—:;:,
x+ V14-Vx itd.

(v) Sve ostale funkcije,dakls sve one koje]
nisu ni racionalne ni algebarske,nazivamo trans-
cendentnim funkoijama. Dve glavne grupe transacen
dentnih funkcija su

1) Irigonometrijske funkoije 1 to

2"%ain x,x 2%, 24X 444,

1+32

2.12., Veifbde

Odredi granidne vrednosti :

9. !_3.1%1‘._ - X,{E—>00)} 2. :{ \/xz+ \/x“ﬂ -xv'i"},

sin x i cos i,

: % axletxed
kao 1 njihove kombinacije,na pr. | x-0); 3. VE+9 =3 ,(x—0); 4. 8 X +x-=8x -‘ut. ,
8 X, cotg T, sin’x, sln x + 2 sin 2x, el I 1
‘ (x«—&-co);_'j_,_-—’-——rm,(x-xo);g_,.m- ’
oRAl 1 X x“el
2) Eksponencijalne i logaritamske funkoije|
' 1 . sin x - sin a
0%, 25 1 1gx, | a2 8o o) snzoine,

kao 1 nJihoﬁe kombinacijoe,na pr.

| ~ T It .
X, =X 2 b (z—>a); 2_,_5—:—?—,—% J(x - %) 10, (x-3)%e x,(x )
2%2™ , 2¥ 111 18%x, 18 1g x 104. | |

_ n |
1. im 5“;‘3—- , (v.vedbu 1,14.28);
: T—>a _ N i

e :
s e R et A i T T -




s {podell i pomnoZi sa x-1);

¥ «»«?/?”
,(m%avi 53 mt) :

ﬁu

e ’?;'{vidi vaibvu 1,14,%0); 16, Iog z kad '

v 17, Funkeija £(x) je neprekidna
Jemu tefi. |

T e OO 1 K-
2 tadki = s wq;

3
£i{x) .?5,2.!_‘1 kad x—» =1 9
x

Froveri asimtctske reiacijs:

18, (x—‘i)gi;ﬂzz‘fwéﬂ'?‘wxs,{x«-oo); 1&,,‘ €32¢a2}n~ -

{x~00); 20, {xen)¥(xen)do xP?e s {x~»ca),

P
m1 g ¥ :
g:g., VxPeax? sbud T {x-—co};

p
LB \/’tqﬂa:cq 7 Vxd ,(x-—>00);

2%, V=0 aa'?)*p!mbiq

T {xso0);

S . P | ( e -('w
St gin x™ X ¢ r’“"""‘“}'»:.!.-,.d.z‘ te x

A

25, Sa kolikom je taduosdu droj 2 V2 odredjen
priblisznis vrednostine

: ,2,2-\/5 mofemo ovako izreBunasi {v.2.9.pr.(8)1(7});

10 N2 = m = 2\/'1 "'%:\51I5 3

20 VE = VI 50,55 = V(1,5)%0,25 =

ERREET

ia kojom ta¥noddu je dat V2 pridblidnom vredno-

Béu koju dobijamo posls tredeg ©vakvog postupka 7
| | . _att
28, Deti subrojevi 8 1 b > Neka jo A =—x—
:b ;ritmetiéka,a G = \ab geometriska sredina;pokafi:

1° da jo e <G <A<,

L9

2° aa A otstups od G 2za manje od
“1 ako jeb-m =1 1 a>1.

Proveri s)ededs aproksimecije :

10

29, \[3+ Virx m2+ § (x=0),

-4 ~ Y.
20, %—+3x2z26*- "",’ y» (x5
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=85=
2lpelxeacl o oy 02 <
X +2bx+a ~ex-x” ,(x==1). . Na simetrall duii 75 =« a aate Jo tal8ka C
u h od te duii,a van nje pokretne

otstodand
a M. Neka je B talka prese

sa simetiralom duzl; koji Je gran
e W kad talka M > C 7

33. \/3 + JVi+x; &;‘:_ﬁ ; 35, ein ‘:“%) . sg_._Na 4nu suda koji Je ne.pu'm
§ visine 2 nalazi seo predmet A;
'*i'g 0 van teSnoati, te] 88 predmet ¥

' Koji Je grenilkl poloaad slike

posmetre vertikalno 7 :

Ka simgtra)e ugle

8k
1¥ni poloia]

- Odredi koeficteate g 1 b teko,da u bly
n‘ _t - -
re 81922:: fx 0 funkeija g(x) = asbx aproksimid
unkeije: 1 ek
1 jen tednoiéu do
posmatran 1z tal-
jdi u polozaju

A' kad se pred-

%g. Krug se sredidtem u ta¥ki O dodiruje dui
= a4 v rev
a tlngezt::ik: B; preva 04 praseca krug u tadki gf set A
rug u toJ ta3ki preseoa 1

prevu AB u |
:aﬁki D.Kad polupreZnik kruga UB = x— oo Bemu % 1 41, Nadji dlagreame gsledeéih funk
3e duzi: @ { su prekidne @
1° y=k%, 2° 2 = TB, 3° 6 = A6 1 % x¥(e-z) 2 | | ﬂo’%{xﬁﬁﬁlk‘ 2° oos [xx] T &

cija 1 vidl da

3° § (x-u¢ |x-a)) + &P (x-be|x-b|) gde

32; irug sa sredistem u tadki ¢ 1 poluproénikom,fff
.:‘ : iruje pravu AT u talki A;neke je Q jedna t“;;
ruga a x duiina luke AQ, Ako rasvijemo taj | sop = tex 1q=%€p - g
= \ i 2

i 42, Cdredi jednu gornju graniou otatupanju?iko

Juk na ta
ngentu AT od talke A do te¥ke R,IR = x, 1
u primeru 2.8{(6) 1 p puta stepe-

e prave OR 1 0A produiimo 4 |
% ' 0 preseka C 1
tezitd dui X0 kad x -0 ¢ Xemu de ?,seipostupi K80
1 nu Q. - .
| 4z, xeko b1 1zgledeo postupak is primera
nih vrednosti bro-

38, Fa preknik 4B - o |
2r datog kruga premosimo dui | 2.8(6) za odredjivanje privliz

.
r,spojimo jednu tadku M krugs sa ta¥kom C 1 | ja 3/2 ¥
.I k-tog reda funkcije g(x)

pravu OM produiimo do taZke : :
presska N sa ¢ - B '
tom na k , angen= 3 44, Ako j& X = 1 nula
ok ia’}:;; T talki 4., PokeaZi da Je_za male lukovq;{ iy r‘alnn]‘ e
: - 1 /
1© gix); 2° elxd)i % gx); #° sx)
2
5° &° sin gix); 7° s(xz)~g(x) ?
g(x*) .




GLAVA II1.

Zorinow

(1) Stepen polinoms je najvedi stepen x-a

koji se u. tom

Pol inomi .
3x+4 111 2x+\/2
ili uopdte _
. ex+b
'su polimomi prvog stepena,a zovu 88 JOi i lineard
funkoije. ' j
% Pol inomi }12*1’ 0z

111 oni koji se dobijaju kao proizvod iz dva lind

% arna faktora,na pr.

i' (3x+4) (4x-1) = 1212+131-4.
% iv (x V2 =1) (x V2 +1) = 2x°-1,
(2x-1)2 = 4x2-4x41,

su polinomi drugog stepema 111
Polinomi

: 15"2 ,13-2x+3 ’215+12-21+1 ,

kvadratng funic

111 onil kxoji nastaju iz proizvode Jedﬁog 11395?'?f;,

nog 1 jednog kvadratnog faktera,ns pr.

; 411 naposl etk
3.1. St epen 4 nule polinomaljztrl 1inearnsa

-89~

3 g ext?
(x+1)(x2+1) = g 4x°+xY,

20. we
(x-a)(xa+x+1) = xB-x x-2 d
u oni kojl se dobivaju kac proizfo
faktora,na PT. ¥
3+xz-2x-1.‘
(x=1)(x41) (2x41) = 2%

! 2 .
(141)(x+2)(x*3) e x246x°4+11x+6

4
(x+1)(x+2)2 = x0+5x°48xH

(2:-3)3 = 8:3-5612+54x-27,

tredeg stepens 1td.

'su pol inomi
- om £i{x}) 4

at u obliku proiz-

nib
bl A;g i?apﬁiigan raktoruoszée pojeéi !
;ggzoitF::rggtovremano pule polin
Na pr}mer.neka Jo. _“ 3 ) q
£ix) = (2x—1)(x+1)(xa+1) - 22X *X7AX X0
tuda je 1
1 14 -4 =0
e -g*B*R"2 :
jer je 1,
J ox-1 =0 28 X =7
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Ako se linearni faktor Javlja na 1zvesnom
stepenu,cdgovarajuéa nuls Je vilestruka i stepen {11) lNeka je,najpre
linearnog faktors odredjuje red nule. : (x) n

fi{x) » =,
Tako je,ne primer x = 2 nula drugog reda
polinome 4-og stepena: , tada Je n.n
% 4xDe6xll 2,.2 1 fix)-f{a) = x"-a".
X -4x746x“-8x48 « (x-2)%(x%41), ifipgdbom ovog binoma sa x=g dobivamo

@ x = 1 nula 3-§eg reda polinoma 5-08 stepena an)“!°‘) --xn'1+axn 2*&2!n 3‘°""*“ e ?

15f4i4+?x3+712+4x+1 - (x+1)3(x2+x+1). n~9
é!ﬂgc!, ' n“q'&n
Odredi stepen i red pojedinih mula slededéih n-1_ 2,n-2
polinoma: P pod —cELE
2. n=2 .n
1o x2(x-1)2-(x2.1)2, 2s z(x7+1)=32%(x-1); X
| ‘ | “ aaxn-z_ezzn-s
-7 (15-1)-12211)35 7Y 4(1501)-3(1-1)(12-1). o 2>z 3"
| o ° 01 1“0 ewe o090 90
n-2,2_,0

e faktore é;\ ' -

(1) Za polinome va%i 1 obratno tj.ako je  § ne1_ .n
X e x, nula polinoma f(x),polinom Jo deljiv line-~ o o a’ x-a

arnim™ faktorom X=X

Opitije,neka Je a proizvoljan broj 1 f(x)
polinom n-tog stepena,tada je

£{x)-r(a) |
deljivo sa x-a,e kol13nik q(x) je neki polinom
(n~1)-0g stepena.

an-"lx_._n

L) o)
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tJ.
pekle Je |
n n .
;;Eﬁ— - xn~1+axn-z*32,n-3+.....+gn-2x,,n-1 r(x)-r(g) = q(x)

X~8

Bapomene. 1° Za me2 Jo x-a®a (xta) (xva);| 11 )a(x)-f (a)
f | S )=
Za n=3X .JQ 13"638(:0‘)(124“.}62) 124. | f(I) '(I ajq . »

Etgde je atepen polinoma q(x)‘za Jedinicu manji od

tepena pol inoma r(x}.
(49) Ako je a nula polinoma f(x),tj.

gko je £(a} = 0,teda Je

2°  ako atavimo a = 1 dobivamo

' n
1+x+12+,......+xn'1 e %:%1 ,
_ ’ _. __‘ = (z-a)q(x);
koJi izraz pretstavlja obrazac za zbir gsometrif. £(x) = (= a)q(x)#f(AD {x-a)q(x);

ske progresije. akl® je polinom f£(x) holjiv linearnim faktorom

(141) Neke fe f(x) roizvoljan pelinom i-a.
J ’ — F Taj se linearni faktor zove Jo¥ 1 koreni

ne primer ; | .
| ‘ dna¥ine f{x} = 0.
£(x) = 2x7+32%xsa §inilac Je y
' Kako polinom n-tog stepena ne mofe ima
P f§1§e od  linearnih faktora to polinom n-tog ste-

- W ' -3,,, ?} 2_ 2 - "
rix) £{a) 2(x"=a }+3(I &%)=(x a’o ena moie gmati najvile 1 nula.

Kako je sveki cd izrazs W zagradame deljiv | Pr.{1}. Bastavi polinom
Ba x-8,ma kakvi »113 koeficients 2,3 1 «1 1 ma kod 3 Br.{1)
, 11ko tekvib 51anova bilo,to je occo izraz ]

t{x)-t{a) deljiv sa X-&,a stepen koliZnika

£(x) = 3x2~21«1

na linearne faktore.
'rKako su nule datog polinoma koreni jednali-~

|

g{x) = E(xz#aifa2)+3(x+a)w1 -

= Exe*(éa¢33x+2a2+§a-1 | 3,2-2x-1 = 0
» | dekle | (1
Je ze Jedinieu manji od stepena pelinoma £(x), . O 4+ 2 4
- 3 (1: V1e3) = 25 “{"3




D . o

to su njeni koreni 3inicel
x+§ 1. x-1,
pa Je :
£(x) = 3(xs 3)(2=1) = (3541) (£=1)

Pr.{(2). Polinomt
12+1 i x2+x+1
82 ne mogu rastaviti na linearne faktore,jer je

a | o |
%41 >0 4 2%4x41 > 0 za svako x,

a odgovaggjuée Jednadine

x2+1 = 0 4 12+x+1 a 0

nemaju  pealnih korena .

2;;151. Restavi na faktore polinom
x4-1.
Nule datog polinoma su *1,pa Je,
%1 o (x41) (x-1) (x241)

- Pr.(8). Cdred! koefisiente |
i
polinom ATR weko.e

-514#813+1

bude del jiv polinomom (x-1)2.

?gfbiéa

Ako dati polinom podelimo sa

(1-1)2 - 12-2241

(Ax*+Bx#1): (x2-2241) = AxZ¢(24+4B)x+3442B

! 4_2!!3,!!2

(24+B) x5 -ax+1

‘wn.l ;3-2 (24+B ) x2+ (2A+B)x

(3;*28):?-(21»3):41

2

+2B) x5~ +2B ) x+24+2B

Da bi deoba bila bez cstataka mora biti
2(3A+2B) « 2A+B 1 3A+2B = 1,

‘.5. B.-‘Q
Prema tome kolidnik iznosi

3:202301,
 tako da Je |
;x‘-#x3+1 - (x-1)2(532+2x+1).

Zadaci.
. Odredi nule polinome

£(x) = x¥=7x2410
stavl jajuéi 12 -8 .

§
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Rastevi ra faktore polinome:

4
s X ‘!2"2 HE- T x‘-‘&xzﬁ&x-‘l =

, | = ,(x-‘l)z(xﬂ* V2) (x+1- V2).
' odredi nule polinoma:
&, u3+bxa¢bxn P 5. ax>+dz2-bx-a .
Stavljajuéi
x+%s t 1 _x2+%é-= t"--a.

odredi rule sledeéih polinoma:

6. x*-7x>-10x2.9x 1; 2, 2*-1022eq;

Zadatek 7 re3i i atavlja:uéi xzaz. uporedi rogul -~

tate,

Podeli sledeée polinome ss x2+x+1:
8. x‘oxzﬂ v 9. x +x4+1.
Za koje ée vrednosti x-a biti

10, 614-512-7 < 0;

-t

-3:41

99?°

cionalne nule polinoma.

(1) Da bi smo rastavili poliinom f(x) na

Jinaarne fektore treba da prethodno nadjemo nje-
§ gove nule,t).qa resimo algevarsku jednadinu

tix) = O

' AkO su koefiocienti polinoma f(x) celi bro-
vi,njegove racionalne pule mozemo uvex naci.

meka je na pr.dat polinom
fix) = 3x4+515-8x2-101-+#
o on ima racionalnih nula,tj.nula oblika %
esup 1 g ¢ell brojevi ,mora

2 - 3(—)“+5(2>3-a(2)2+1otl)+4 - 0.

.t 3p %y5p3q-8p202-10pg3+aq* = 0

.. p(3p +5p2q-8pqe-10q°) = 4q"

xako su leva i desna strana ove Jedna&ine
eli dbrojevi § kako broJ na levoj strani sadrit

aktor ,t0 mora % Qg biti deljiv sa p.Podto q
Jo del jiv sa g.Jer pretpostavl] jamo da smo u raz-

omku % skratili sve zajednilke faktore,to mora 4

enti mat.analize 7.




$to dati polinom
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‘ - 02 = ‘l»O
hiti deljiv sa p , tJ. p moZe Ditl samo jedan 18x+4 = 18.2+4 ’

od brojeva

‘ ... f(Z) = 40.
“1,41,72,42,=4 114 +4. \

Za osiale vrednosti dobijamo na sliZan nadin.

Na tst{ nadin vidimo kad gornju Jednaéinu nap1§
mo u obliku
-3p* = q(5p>-8p

da g mora biti faktor broja 3 ,tJ. 114 ] 11t

Dakle jedine racionalne nule koje moie ima
ti dati polinom su

. | ' 1
£(1) » -6, £(=1) = &, f(-2) = 0, £(3) = O,

, 1 2y o 28,
.f(-%) = ‘1'2'%: f‘%) = _%%’ e 3) %

2q-10pg°+4q’),

i it e e B B b - g

g 4 ra§l dati polinom ima samo dve racionalpe nule 1

UvrStavenjem ovih brojeva u polinom f{x) neposre
no provéravamd koji od njih zadovol java jednading

r{x) = O,

1

Ovo uvritavanje postizevamo najbrie tako

£(x) = (3xt+5x>-8x°-10x+4 -
: .faktorom

napiéemq u obl iku (3x-1) (x+2) = 3x245Xf2,

f{x) = {[(3:#5)148'] ;-10} p S

i pojedine ralunske radnje vriimo postepeno redo
koji je ukazan zagredama.Teko j&,na primer,za Xs=

2
3x“+5x3-832-1dx+4 : 3x2¢51-2 - X -2‘
3x+45 = 3:245 b 11

nobtjamo ,

11x-8 = 11.2-8 = 13 3 3 5x3-8x2-10x+4 = (3x-1) (x+2) (x 2-2).

14x-10 = 14.2-10 = 18
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Otuda vidimo da su joy 1 V2 nule datog
polinoma tako q. Su njegove etiri nule

; .
3‘: -2, VE.l '\ﬁg
Pr.(1). odreds racionalne nule polinoma

f(x) = x3-2x2412x-24,

Kako je koeficient od x>
X~ Jedn
to mora bity qQ = 1,t1.raoiona1n£ nn?f g:génioi

Doma mogu biti s 8
broja 24,dakle brojevs & oIVl 1 to delite

*1 "'1 ’*2 ,"2,*'3,"5,44,"4."6.'6,48.'85*12."12.
’24,-240 |

da je samo venjem ovih vrednosti u £(x) wviaim

f(*Z) = (o]

deobom korenim Einiocem x-2 dobivamo

2

, |
2°-2x%412x-24 = (x-2) (x%412)

Pr.(2): 0dredi racionalne nuje pol inoma
f(x) = x‘-512+6

Racionelne nule datog polinoms

‘mogu biti |
samo 0?11 brojevi 1 to faktori broJi

6,t).brojev

pol inom

ko
pgativni razlomei p

ednadinu f(x
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Kako je

r(: 1)=2, £(t 2)=2, (s 3)=42,

r(t 6)=1122 | ‘ .

f(x) -,x“-'512+ 6

racionalnih nula.

Ako stavimo

xz-z

§imo kvadratnu jednaZinu

22—5z+6 = 0

imo da su nule datog polinoma

4'\/—2—:'\/?;"*\/? 1 "\/—.3-

(11) Racionalne nule polinome f(x) sa ce-
efioientime mogu bit!l samo oni pozitivni 111
834ji Je imenitely g fak-

q
or koeficienta uz najveéi stepen x-a,a brojitel}]
faktor stalnog &lana.

Ako je koeficienat najveésg stepsna x-a

sdnak jedinici,racionelne nule polinoma f£(x) mo-
1 bitl samo celi brojevi. '

Ako ni ;aaan o4 ovih brojeva ne zadovol java
= 0 dati polinom nema racionalnih

Zadaci.

Cdredi racionalne nule polinoma:

1, xO+3x%43349 5 2. 6XT-5xP+7x7=5x41 |
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3. 2xo-xt-x3-2x°

pealale ) o Sesehea? o~ 2f, xos 20

ox+1; 4, ax =9x7-27x°-27x429,

(1) Polinom je definisan za sve vrednosti 2x

z-a 1 protstavlja jednu neprekidnu funkeiju od !

ﬁ%)- -.a 1-' %x + %x’-—» 4 xad x— X0,

Neka Je Kako 86 ponasaju sledeél polinoml kead
£{x) = x%; b & .
~ = e ,
tada je 5 ogde; 2, N5
3x°= )

r(x+h)-f(x)-(x+h)n-xn-h{%n'1¥(x+h)n'2+...(i+h)ni a, (x3¢))(x;2)3.

(35+1)(I~‘1)3
Kako se pona3aju
S { VI

(x2+1)3=1;

o3& amy tunkcile |
LLL___(}:_!_),E

‘ ‘ ‘ ba PO~
, rukeije diagrama tre
}4{kom konstruke 5 tadki 1.5
{1) Pri rednosatl nave%:gigija kad X—> 200 ,

' sl ededi pol inomi kad
o'y (x+h)"%-x® > 0 kxad h—%0.

n 6. (51*1’5-(512051"1)3-

Prema tome je monom x neprekidna funkcija x-a

za svake n = 1,2.3..--0.--..

Kako je polinom zbir Zlenova cblika ax™,

& zbir neprekidnih funkeija je neprekidna funkel
Ja,to je sveki polinom neprekidna funkeija.

{11) 2a velike pozitivme vrednosti x-a po-
l1inom sze ponaa kao &lan sa najveéim stepenom x-

i a za velike vrednosti x-a.
Er(1).flx) - 213'30x +2x-4o-«a215,x~+ + j diagrama

je med jusobni poloZa

za pozitivne vrednostl x-a kad

PI'u ’.1 L Kakaﬁ

4 - B funkoija y(x} = ¥
£ix) . 1155 axPozoxd o1 Jon-ﬁ"ogo s ans
2x 1° y = x Je prava,

parabola sa temenom U

Jer Jo

4 111 kvadrenta.
potetku 1

simetrala 1

kad to0e
a X -+t | 2oysxa Je
(111) Ze male vrednosti x-a polinom se
ukoliko nems stalnog %lana,ponaia kao 3lan sa

najmanjim stepenom x-a.

 !-osom kac 6som simetrije:
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ST

4° yix) » x™: dlegranm stalno raste 1

=1

<xn-1 ze 0 <x <1 2> x za x > 1.

5°% Za svekako n = 1,2,3,4....Je y{o)e0 !1 r
y(1) = 1.(v.el.46). S i

(11) 0@ naro¥ite je vainosti da se 1spits i
tok diagrame u blizini nule odgovarajude funkoije, !
tj. njegov poloiaj prema X-osi.
& =4 ‘l
§
f

S1.46

2 .

2
X">x za x5

(-
3 J = 1.3 Je tako Zvens

stalno raste,al jo kubna parabola;onas

33<12 2
=X za x>1,

.z.°<"<".a'x5

i
i

S
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£(x) = (x-2)P

'so Z8 xéa
,(x-2)3 { -
U rezmaku (1,3) kad Jje

n = 1 2 cooo? Va 3.“ . :“3'_ ’ e
12,3, (‘ 8 ?! | “O n = 4. Dicgram funkei
£(2) = 0 za svako D= 1,2,3.... § y - (x-a)“ :
2 Je nulg evih ovin funkeija i to n-togf §x=21 ralezi se
reda : - x-osu u vadk
1 & )
{3} = 1 2a svako n = 1,2.3......2;12“36 '. (x 2)* >0 za svake X

jubl jena uz
{+1 za n = R,4,6,..... ule x = 2 vi¥e priljupld
£{1) = i al4 je u blizinl n

-1 2a n-1,3.5,.....

X-o8u parabole,jer Je

talne

N R = 19,

A x<3 .
Diagram funkoi je

¥ = x-2

A

(x-Zf“S_(x'a)a sl

ije
| 5° Uopste diagram funkei
Je prave koja se¥e x-

osu u taéki X = 2 pod uglom

(X-Z)n.- D= 1.203i40"'.°.
y = kad Je
a X=08u
od 459, . 4 xroz pulu x = 2 presec neparan broj,
= prolazeé diruje kad je n a4~
| 27 n e 2, Diagram funkeije ‘ eseca je i do .pri tome je
| | ]2 - B~ apr 4 98 B pECAE MPGAGRRS EE ke
| V= (x=2) | & dodairuje je ke %o priljubljen uz X-osu u
| ‘ E vige '
| 48 parsbols sa temencm u tadki x = R,y = 0 § osom § agrem u tolikzko fe p vede-
1‘ X ~ 2 (peralelnom Y-0si).op dodiruje Xeosu u tad- ] i nule,u kol
Kl x = 2 1

i nalazg se atalno iznad 2je,jer je (111) ko, Je

L pix) ~ AX" kad Xx-—r©°
(x-a)"’;o 2a avako x, |

en pO] innma f(x}i;onitﬁmiai ukoli
toda Je }%knszigdnﬂsti x-a u %o
je zf: !.A,'e L~ 7

» 'Veée‘
ko Je &
' Dukle,kad x— ¥ 09

3° nw 3, Disgram funketje

h'4 exfx-2)3
Je kutna parebola sg sredifitem simetpt
X = 2. 0n dodiruje 1 Preseca X-osu y o

Je u tadki

f{x)> 20
J tadki,
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gde ovaj poslednji znak zavisi od znaka dbroja A

414 ne,prema tome da 11 je
1 od toge da 11 je stepen n paran ili neparen

resecase §3

qeée 1 2 11 paren drod.
bro) | JEitme Tk neperen 01 2T S0
(1v)  Ako Je i Pr.(1). Skioiral aisgrem
E - x(x+1) (x-2)
£(x) ~ Alx-a)* kad x— a1 4%0,] v = xl

tada Je x = a nula k-tog reda polinoma f(x).

Diegram te funkeije presecsa,preseca i dodiruje 114 § : YT
dodiruje X-osu prema tome,da li je ke1,0dnosno da |

11 Je k neparan ili psran broj.Pri tome se cvaj
didgram u toliko vige priljubi X-osi u blizint te

nule,u koliko je red nule veéi.
Zadaci.

- Keakav je ze n = 1,2,%,........,medjusodbni
poloie) disgrama funkeija:

1. (x-1)7 20 x®-1; 3. 2™ 4, (x-1)58 2

- Koliki je red nule x = 1 sledeéih furkcija

1 keksv Jje poloza) njihovih diagrama u blizini te
nule:

5. 2x%-8x42; 6, 3x5-9x°49x-3; 7. xO-2x°4x 7

3.6, D1 uwugram polinoma

Za velike vrednosti x-a polinom se ponaXa
keo 8lan se najvecim stepenom od x (v.X.4(ii));
u koliko je stepen polinoma veéi,u toliko je nje=
gov diegram za veliko x strmiji.

Ako je x = & nula k~tog reda toga polinoma,
on se u hblizini te nule ponesas kso

81 .48

R S T T S e
e

x =20 x = 2; Sve su

A(x-a)¥, "o u ovim tefkema di-

prema tome ée se i njegov dlagram u blizini te
nule u toliko vie priljudbiti uz X-osu,u koliko Jje

© .0 za x= =1, 7
ove1nule prveg reda,prema %o
agran presece X~CcBWl.

, 4
kad x —Lo% znall za velike negas

2° gy

L —
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tivne vrednosti x-a y Je’velikd.negativno,a za
velike pozitivne vrednosti Xx-a y Je veltiko

zitivno,
3o

Diagram posmatrane funkcije dolazi iz

~.29 . preseca X-osu u ta&kama

X = =%

(v.s1.48)

.x F°°|°2l -3/2 l -1 J -1/2 IOI 1 '2

-111-

po- .
' rl tome su X = -1 1

u tad

;poztttvno kad je X
givno.

5/2] 3froo

reseca X-o08u U talkamg X =

y |-oo[-8|-25/87] 0 | s/8|oj-2]o0

Pr,(2). Skicirsaj] dlegram funkctje

y '_X(x+1)(x-1)2.

<

’

je Je u tadki x = 41 ostajuc
je se u ¢+ co ; (v.s81.49)..

35/8[12]+00 |

-1

1° y=0 za x=-1,%X =0 &t x

x| -»|-2 | -1]-1/2 |ot1/2 |1 2|re

= 4

ti.

(vid: sliku 50).
x |- o] -2 | -1] -1/2

g= y~x5. kad x-—>1900;

y—> rooked Xx -»roo;

0 |

Tre]i8 | 0]-9/16] 0]3/16[1 ] 6]+

Pr.(3). Skiciraj dtagram funkcije
y = x{x+1)(x-1)§.

19 y= 0 ze x=-=1, + 1.0
nula x = +1 je 3-ceg reda.

&

x = O nule prvog reda,a
= 1 nula drugog reda;znali dlagram preseca X-08u
kema x = =1 1 x = 0,8 dodiruje je u talkil xff.

2° y o~ x* kadwreo;znadi de je y vellko
veliko peczitivno ili nega-

30 Diagrdm datelfunkcije dolazi iz +to
i x = O,d08iru-

t izned nje 1 udalju-

| 00

T2 | o | 2

o]

1/2 |1
-3/32 | ©

|

6|00




‘

Nepomena. ako Polinom pored linearnih rak-
tora ime 1{ Evadratnih koji se ne mogu rastaviti
na linearns,u nj
talasl koji ne

gavlti
Presecaju E-osu;v.pr.3.7.(1 »81.51
1 pr.3.7.(2) s1.52, .
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S
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| ,
g, x(x-1)(x-2)(x-3) i & x? (x-2) ,3
q (12-1)3 ; 10, x (x=2) {x+1)
2
gu
b
I

81.5C

egovom se disgramuy mogu po

Zadacy
Skioiraj diegrame sledeéih funkeija:

x(z;3)2 P 2. ‘2-1)(;*2)33 2. xaxt ;

(x+1}(x-1)3; s 33(1-1); & 2(12-1) H

’

, . 2(55-3)2 .
- ;  12. (3x-2)%(2x-3
. ex-nPlen? s 12 |

ﬂ, ,y.-:U"V
’E(
|
7V
/
%
2

Eler;renti mat.analize 8.

| $1.51
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51.52
o D1 ag am
Ako je polinom dat u razvy

Jenom obliku %
mogemo ga napisati kao pProizvod ¢
Pena,postupamo kao y sledeédinm primerima,

Pr.(1). Skiciraj diagram funkcije

y o= 13-x+1.

- Stavimo u = x3 1 y . x-1, y = u-v,
Diegrami funkeije u(x

izvudeni ortidasto.Razl {ka

8lioi Satirana

funkeije Y

Vtalki xwa je yavy ‘e y =0,

) 1 v(x) su na 8),.51
ordinate u-v = y,na
»PTONES6DA na X-osu daje diagran

A et S A

p o1 inomaeg nastavaj

aktora nizeg ste

&

«115~

jagraw sele X-osu; ze x > & Je u>v

L] O.
y > 0; 28x<a Je u<yvw o s ¥y <
Pr (2). Skieirej diagram funkelje

y = x4+2x3-x~1
b im0 , ,
- u = xTe2x” = 15(x+2), v = x+1.
Diagram funkeije u 1 3 izvuleni su
~ti%a8to na sl.Se.

u<v kad je a<x<Db,

u>v " " x<a i x>

e Je reazlika

114 u regmsku (a,b).Ked ovu razliku prene-
Cne e
o ne X-osu dobivamo trafeni diagrem.On sed
su u tadkema x = a 1 x =D,

ggdgclf

Skiciraj diegrame slededih funkcijal

ne
5. 1.3, 1 x2
j_'. y = X“"XZ"’I.;‘ oy =X Kx ¥ .

6 4

=2y = paPea®)); By = 2

3 Q.
4x2=xé)i Re ¥ = x2+ax4bi 2 ¥ = x +Px+e

'+14—4125(“ i el




28, 8 r 8 13K o s R4 .Y a ni &

(1) Ako jo x » & ppia Tunkeije f£{x) {.
£{a) = 0,tada njen disgram sede 114 dodirujef
X-08u U tadki X w & 1 obratno.Prems tome t4

preseka diagrems funkeije £{x) sa X-osom dajfy
privlidan roloZal nuls date funkeije.

£x.{1). 0dred! priviizan poloZaj nula j

~  noma s - ,
£(x) = xde4x42. - g -

Dlagram polinoma

P(x) = xdetix « X (2%n4)

Jo na 81.5% izvuden wrii¥asto.dko svakos ordig
tog diagrama dodamo =e 4Je.rko ga transiatornd

-~

Pomarime 2a dve jedinies

W pozitivnom praven ff -3

dobivamo diagram datzg volinoms
£x} =« plx}s2, |

Un seée Leosu na trl meste,znaXi dp dati pm}iﬁ}:
Ima tri nule i to Jednu izmedju -~
izmedjy 85 1 1, a8 jednu izmed ju a :
(14} axo daty funkeije £{x) napigemo d}i
obl tku .

£lx) » u{x}ew(x)

ieke Je x = a njens nula,teda Je

ufa)~v{a) = f{a}) « 0
e ux) - vi{a).

Hul«xfunkcije , . -
f{x} « U{x}-vizx) moéamo'cobiti i

kao(a?acise tefaka preseka diagrama funietia uf
1‘7. * g ' .1

!
!
/
I
i
/
I
1
l
I

' r .o}oi
‘ a1 privliZen P
Pr,(2). Odre
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S1.53

>
f£(x) = X5ﬂ213—x »

t{z) = wix)=v{z}.

&) nula polt- ,




t(x) 1y |1 restevi polinom alx) - a
tr1 nule 1 to jedny lzmedju 22 1 - V2, jednu , rne faktore.
izmedju =1 41 0, { Jednqg izmed ju 2 1. Xé; aa 1;nea ia 36
- . xe3il de
Négoggga. Prilikom odredjivanja raclona]nih{ Sy ¥o
nula trebpa uzeti u obzir Samo one koje padaju y
oveko dobivene razmake. .

daci.
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» 'V - olinoma
& edenih u zadac ima 3 Y& i )
pma n | ‘ ?.1=3

8 2 2z-3.
) . . nule
- ! dx :e u ovom poslednjem sluéaizka
POK:ii) :ogu dobiti 1 keo apsciae ta
{noma f(Xx

= 4:
'E; arabole y = X 1 kruga ¥y +(x-1)
' jppseka pPETE
‘ 2: POkﬂZi da su nule pOlinom
4x®-32x7+96x 1 -128 3449x2+14-4
x°-32x”+96x -128x

' biti kao apscise talaka preseka diagraus
bogu do
= ogu

(1-1)2+(342)2 = 9.

AE; l Odre : ' tako da
P a1 poiinom drugog stepena pix)
CE 1

S1.54

C
i =b 1 p(1) =€
Joude 1° p(-1) = &, p(0) = ®

- C,
. 2% p(1) = a, pf2y=d 1 p(3)
u(X; = 15—213 = 13(1{2_2)

~ teko de
g dred! polinom tredeg stepena a(x)
.Ore“k,
vix) = 1-x2 | § bude
vidimo da ge diagrami funkelje

= g{2) = b,
1 ql1) = qf

o~ - (-1) = a i
ku na tri mesta; polinonm

4 e +1).
x3-(1+p2)x+p = (x-p) (x"+px
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‘ (x) = 2x0-3xt-6x240x°+12x-18;
42 Cdredt nuie Polinoma . ¥is

rte) ¢iegram ovog polinona.
c

ax4+2bx2+o: (Stavi x2 = z) '2. Ostatuk decbe polinoma £(x)

2s 0dredi nule polinoms’

ax4+bx3+cx2+bx+a, -

M—'a
b=x :
(Podell sa x° £i{a) =y ¥ f(?) %:3 ’
6. Izrazi

n, _-u

”’ sa (x-&)(z-d)(x-¢) Je
x4z L '

y D = 203)4»5'
ka0 polinom od z=x 4 J

x ®

: 5 olinomi
2: Neka jeo ~  10.Pokazl P
f(X) = &+b-x+. --nolesua""xn

d

\ & 4
b f(X) - x3p+x}'q*“'éx) [
polinom n-

tog stepena sa celim koeficiontima.dko

82 g8 1 » deljivi brojem R & a nije deljiv

88 pa,'g ne moZe biti koren Jedna¥ine t{x) = 0,
U primeru 3:.3.{(1) Je a = =24, b = 42
ni jedan ogd brojeva 3, 4,

tit!l nule toga polinome

: i P +4‘
g(x) = 2P, sa m = 3k 11,

yBrema toms
16, $12 ne nogu

,geijivi sa x°+x+1.

1 T e e izraz
»Jer kvadraty gornjth hyo- | 1i. Poke3i da Je e
J2va nlsu del 1telj1 troja 24, K )Ek*" ka‘” _ a2k+", - pe
' - x+a+b S
8, Neks Je ?£(x) Polinom s8a eelim knﬁfiuﬁentima; (
R

: , a+b).
q moZe bit! nula polinoma f(x) samo aku je eljiv sa (x+a)(x+b){ ‘

(1) deljive sa P~q

5 N toeko da pO] inom
12. Cfire
111 ako Je

T

-’ ‘
ax™ + BX0T 4+ 1

- ' 2
£(-1) deljivo sa P+q. ude del jiv ss (x-1)%.

P T

l
i
L
£
]

st

R

O A T——



=128~

1. 4x0 3¢ polinom f(x) napide u obliku

£(x) = p(x2)exq(x?)
pokaZi da je
| pl=1)exq(-1)
ostatak deobds toga pélinoma aa 12
1a, PokeXi de su

+1,

xn*? -1 1 xB

raktori pol{noma

-1

‘:“X'PXZ"" vervoee .’xniz"xn.

13. PckaXi da jJe polinem
(x-2}20 , (x-1)2 ~ 4

deljiv we 32'3xﬁ2 1 odredi koli¥nik.

16, Akc polinom g

a racionalnim koeficlentima
ime nulu oblika

A 24+ V2 sPokeZi cm on mora {maty { nulu
sbiika 5 « V3 ,

1Zs Rassuavi pclinom
' 2(x4+aq+b4)-(x2+a2+b2)9

na linearne faktore i naortay

njegov diagrem.
(x~a-b, x+a+d,

x-a+db i  xea-p).

~123-

18. PokeZi ds Je
| 2, (x-b124 (a-1}2) .
5-3abx+a34h3 -A%Lx+a¢b) {(xon) +(x-b)“+(a-b} }

19, ¥eka je
£(x) = (x-a) (x-D) (x-0) (x-4);

e
ko J x«}y = g+beovd
x34y3 = a34bIeod+a’,
| okeZi da js ' ‘
20. Pokedi da je

. n-14
xznen21n+1+2(n2-1)xn'n?x #

4
deljiv se (x=1) . .
linoma iz vez
21, Skiciraj diegrams po
14,15 1 29, za n = 2,3,4 1 5 1 odredi pridliiam
?
poloiej ostalih nula.

22, Pokaii da se 901;n°m

£f(x) = xq+px +q

4 od dva kvaldrsina
. mo¥ astaviti na proizvo ’ |
- uvek(:ko Je pz-uq'>-0,re§avandem Jednaéine
faktorea. ,

£ix) 0, a sko je p“-4q <0, stavljajuéi
\ "% >

x4+d « (x%+ VQ)%-2 \Q x°).




(1) Svaka se racionalna funkcije moZe napi-
sati u obliku koli¥nika dva polinoma.

Pr,{1). Izrazi u obliku kolidnike funkeciju
: 2 . 1 31
£{x) = xT-x+1t =3 + ggfo
‘ x X +1

Svodjenjem na zajednifki imenitelj
_ (x~1)(12+1) . xJmxZ4xe1
dobljamo

£(x) = sz:x+1)(x3~x2*x-1)+(x2+1)+(2x§1)(x-1) .
x3-;2+x-ﬂ - B
- 15-Zx4+gx3+x-1
15-2 +x=1
(11) Ako je stepen brojitel ja racionalne
funkcije veéi od stepena imenitelja,mofemo je na-~
pisati u odbliku zbira jednog polinoma i1 jedne rea-

cionalne funkcije kod koje je stepen brojitelja
menJi od stepena imenitel ja. '

Pr.{2). lzrazi funkeciju

x6-214

f(x) =
x =234+

u obliku zbire jedneg peolinoma i jedne racionalne
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runkoiao 3141 Jc'stepen brojitelja manji od 2

: z, gemo napisati u obliku zbira racionalnih funkeci-~
Deobom @obdivamo

. 8131 su imeniteljil pojedini faktori imenitsljs
date racionalne funkcije.

16?2Ih : x3-21$1 - 13-1 (14) Reka su faktori imenitelja linearng.

HS 2 4,.3 Er,(1). Rastevi racionalnu funkeiju
P | ; 22-12x+
¢ = £(x) = F(=-2)(x=3
22212521 ;g zbir jednostavnih racionalnih funkoija.
0 =~2x+1 ~ Stavimo
Kolidnik deode je x3-1 o ostatax - (2x-1) TPt s
prema tome je . g -
: { pomnofimo obe strane ove jednaline sa
f(X) - 13-1--%:1._ ) ‘
il (x+1) (x=2) (x-3)
Zgdaci.

Svedli sledeée funkecije na racionalne kod

koJih je stepen brojitelja manji od stepena ime-
nitel ja:

wn
»
N
]
=)
n
Y
*
~
"

A(x-a)(x-})sB(x+1)(x~5)+c(x+1)(x-2) -

A(x2~5x+6) + B(x2-21-3) } c(x?~x-2) =

4 4 5 ,
S R Sl an
| x+ Da bi obe strane bile jednake mora biti
4..2 8 : -
1 x +1 3 2. 4 2
2}. +z§ 2 s B ¢ ’ R X : 1 -
‘ x4 ' "';541 P Ze ;ifiz;‘l A+B4C = 5,
5 5442B4C = 12
4 8.8 tavljanie racionalnip 6A=3B=2C = 7.

Axo sve tri jednaline saberemo dobivamoc t
(1) ako je imenitelj racionalne r

unk
dat u obliku proizvoda,a stepen broJitelJac:i:Ji

| 12 A = 24, < A'az
od stepena imenitel ja,datny racionalnu funkeiju

= T
B it
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preme tome je
Na isti nedin,mno¥enjem sa (x-1),(x+1) i

B+C = 3
. Beol i ¢ +2) 1 stavljajuéi uzastopos x = 1, x = =1 &
2B+C = 2, > = 4. § . -2 dovivamo
Dakle je - _ E B=«2,C==1 1 D= 3,
Cf(x) = L. . ] 4 fprema tome je
( ) 14’1 i:? 4 qx-:_B. & rr . -2 2
Pr.. » 1) - 55 ¢ 5T mE -
Pr.(2). Rastavi funkei ju ; )

1 {111) Neka imenitelj sadrii pored linearnih

;&aktora 1 faktore vi3eg stepena.
Pr.(3). Rastavi rfunkeiju
2
2x24+5x°41
r£(x) = -———;————
. A . E x -1 i
flx) = %3 * B sl v LD %:a zbir jednostavnih recionalnih funkeija.
| S AR SRS A I
Koaf4 ' , , Kako Jje
Poef}ciento 4,B,C 1 D mofemo i ovako odrediti .’ ”
omnoZimo najpre obe strans sa (x-3) ' x =1 = (x=1)(x41) (x°#1),
B - ’ ° .

r(x) = 213“'11124&’1 Ox=5%
X~ Xo ~x+ +

na zbir jednostavnih racionalnih funkcidé

Stavimo

tayljamo

J

& Cx+D
x41

I
( ~‘11x = 10x~- A ‘(B c B A -g.
X -)(X+1}(x+2) 3) i‘i‘;‘T 4 m + m} | f(x) = -x—_'? + 343 .

Koeficiente A 1 B mozemo odrediti kao 1

stavljajuéi x = :
ok Pueligngl txone 185egava “sljﬁ prethodnom primeru mnoZenjem sa (x-1),0dnosno

faktora (x-3),3to da;
> "ok Bapsavatne |sa (x+1) i stavljanjem x = 1, odnosno x = =1;
A= g:33-14.32,10.3-5 'gtuko dobi jamo da Je
£ N5 - i i B= -1,
{12.3-11) ra
:3=11)3-0} 3- 2
e 2xdssx®1 2 . 1, oD (1)
R x=1  x+1 ;E:;

1z ovog izraza koeficiente C i D mo%emo

Flementi maé. analize 9.
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“dobiti ovake

Cx+D _ 2x5+gx2+1 2 1
xEM X =1 T x-1 * x+1 "
- Eéiglfzszz o XH2
(x%=1) (x°+1) - x§+1 ’
tJ-
C = 1 i D = 2’
pa Je
| 2 A x4+
ez ow e ED

U datom slulaju koeficiente € 1 D mode-
W0 1 ovako odrediti.Stavimo u 1zrazu (1) x = 0;?

tada debivamo,neposredno

.
L

-1 =’-2;1+D’ D= 2;

‘pomnoZimo zatim izraz (1) sa X 1 pustimo da
- oo;bada dedblvamo

2 « 2-14C , Cm 1.

PT.{4). Bastavi funkeiju

f(X) - _(__{13 + xz

x *1)(x§:;;1)

na zbdir jednestavaih racionelnih funkeija.

Stavine
m;.&fﬂm*%ﬂ
X +1

23+x+1

131~

MnoZenjem obe strane sa

‘(12+1)(x3+x+1),
iivamo |

(A&D)x‘+(B+l)15+(A+c+D)i2+
+(B+D+B)x+ (C+E) .,

xo+x°

e tome e obe strane biti'jadnake,ako je

A+D = O,

.B+E & 1,

A+C+D = 1,

- B+D¢E = O,
C+E = O,

1z prve i treée jednaline debivamo C
} pete B = -1,iz druge B = 2,1z Zetvrie D
aposletku iz prve A = 1.

#

-4,

Prema tome jeo

r(x) = 1202101 . X 4+ 1
: x3+x+ﬂ x4+ 1

Pr.{5). Rastavi fumkeiju

2 B
13: -16x
b o =
i) (x€42) {x=1)

jednostavne racionalne funkecije.
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U ovom ; X
k8o pol . sludaju tp ]
Pol1nce”tFedeg stepen {"aLIAN], TektOr (s
) “
f’x, = Ax"+B +B
_ -_.hﬁzj. 4 ;§+x
. (x-1) x%32 *
MnoZenj a
koefictenasa 1aye’y (Xo1)2 (2 ‘
& 16ve 1 desne strone g l? van|
ne strane dobir'djiv"
vemo
44D = o,
B-3BeE = o,
2Af¢+3n.3; o 13,
2B-D+3E = 16,
2C-R = 0.
Elimint )
Jedna¥ine canjex b i g i
1 zamenom u preoatalzztgfv:oéipcaled'}
vamo f§
SA“’BQZQ = 0’
A+2B+6C = 315
Eliminisan '
ROm u precstala g:ﬁ)dgsitzmgruso Jédnaain,_i' |
. zag
B-130 = 39, » .
2B4C = -3, "+ 0=-3Bay

a’ D: -2 1 x = -6

Pma tome de‘ A=
| » Pa Je

r(x) 3 &-2;3 - .'.6
(x-1)3 f%:; »

prod
K tee

gibir jednestavn
| Zamenimo x=1

-133-

e imenitel) racionalne funkeije

rnog faktora;takvu funkeiju mo-

restav r racionalnih funkeija ¥1j4
jtelji konstante,a jmenitel )l pojedini ate-

1inearnog faktors.

(iv) Neka ]

stepen linea
1¢1 na bl

Pr.{6). Rastavi funkeiju

in recionalmih funkeije.
sa t,t).stavimo

x = 14%

. x-1 =%
Ako peolinom brojitelja uredimo po stepenima

;,t vide

1 2x2e3% = 2(ﬂ4t)2r3 = 2t2¢4te1 -

. 2(x~1)248(x=1)=1.

Deobon sa (1-1)3 dobivamo

- a8 s
r = - 5
e ' 435 (x-1)7

x~1  {(x-1

jednostavne

V1-A2

Rastevl s]adeée funkecije na

ii@lolalna funkeije:
. ax4+h

x&=1

’

12+2xo1

11

1 2.90x498 .2,
x-2) (x-3) (x-#) = (z=1)S(xe3)
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ire jmenitel].
2 5 3\3  n ' pp.(1). Poksii da Je
[} !—ﬁ; X~ =1 ; 6.<x ) . . x Pr.
e R Gy Al V) B L 33

A 248 6 . -+ 300
' £{x) = ““‘5”’15"' 5{z-2) ’

- - (x~2) (x741)
2e 'n = 0,1,2,%,8,5.

: xed x -2 20
Na osnovu zadatka 9. rastavi sledeé

raclionalnu funkeiju ne zbir pelinoma 1 jednost eloxen)
nik racienslnib funkeija A X X221

2{x-2)2(x) =

6{x"+1)
g;5+bx‘+§x5fdxa+ex+f .4 xad x—2 0.
b 4 - 1 ) : .
, aa je
9. Neka je Pr.t2). PokaZi @a ]

L IR X 2 > OO
rix) ~'7;:;§§T;§:;:;; o 3(x-1)

xag x—>1 20.

' ‘ - 2
* © . - - - 4
(!"gﬁi“&j = glx}~ :xj."f + 3‘(&#‘},‘; ' - %(,‘xeﬁ)‘f(l) ‘%—J; »

gfe Ju gi{x) polinom drugog stepens.

£(x) = x“—213+3x2-4 .
pokazi da je ' |

Je pneprekidna zZa

{11) BRacionalna Je ona derinisana. |
4.3, 0 s obine reacionalnih -a ta koje a runk-
! | %AIi‘ﬁﬁZ‘ﬁipr%kiane funkeije je meprekidn
8 k iJa

. . ule brojitel}a
R Hule racionalne funkeije su B Japaju sa BR-

to 1gtog reda,ukeliko se one ne PokK
ama imenitella.

, {1} Bacionalna funkecijs je definisana za
ave vrednosti x-a,osim za nule imenitel ja.

. Kad x teil jednoj] nuli lmeniteljs_ra
cionalna runkeija obiéno tedi + co ,a ponalas sa u

blizint te vrednosti keo odgovarajuéi faktor koj




(111) ze
funkeija se pon

stepena trojite

r(x) = xo-4x3497. ’\’1;25. i

velike v

asa kao kol{
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rednostiy x-

1ja 1 imenitelja.
Pr.(3). Pokaii da je

\

8x°-2x45 4y

kad x-— i o0 ,

Er.(4). Poka¥t da je

3

2

t(X) = }—12%‘__5___

3x 41

+33410 | - 1

' 3

4

a racfohalna ‘
Enik ¥Yanove najvgé:g

=

3xf (x)

{z) =

-1 37-

+

) 1+2;'1+,3x°fi1 ox™? .

kad X —> + oo «

" Pr.(5). Foka¥i @a Je

ﬁ£225:2 n,412
2x"-x+1 2x

=2 kad X— *o00,

fix)—>2 kad xX-> *oo0.

rix) =

-

2

412+x°2 ¢ X
(212~x+2): x

—
-

4+x'1+ax’2 4

RS SRR = 2

I

kad Zz— 2+ 0OC .

5

i
ﬁ
|

s
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Zadaci.
KNeka je

horizon-~

talne asimp tote.

8(x) « x3exPeq 4
r‘X) .&—gé-x—)_.’
(x=1)(z-3)> °

poka¥i da je

1, flx) ~- &1 A
Eé'—)' ‘1-1)2 ’ (x—>1) :

’g‘ elx) « & |
x) ‘géil ?;jgjg'. (x—3) i

!

(1) Neke Je a>1 1 ¥y =13

+0 kad x>

x—>a 10

3. £{x) ~ x2
= (x>c0); &, £(x)-x"2~ 12273, (xwc0) |

Ako je
g(x) = 2xls2x*

f(I) -, E"x)
(!f1)5(x¢§;§ ’

pokaZi da je
&f(x)rv&"%l 1
m kad x—».‘1 305

Lf(x)mﬁm 4 X
(=313 (xe2)2 24 X2 20

Lff -rv1 ' . |
1)2 ;g kad X—» 4 OO0

|

' pri tome jo

det je na 8).55; on

Diagram OvVe funkcije
diftem u ¢

pretstavlja hiperbolu sa sre axki {a,0).

ot ooty -
RSB s T P
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Dve grane diagra
Zaveju X~081,u koliko
grane Pravo]

ma se u tol{

Je |xj veée,a druge dve
I=a ukolike Je =x-a manje.

(11) 2a Jednu pravy kafemo da jo as tota
neke grane diagrama,

ko JoJ se ova pribf!éava ta-
ko da rastojanje te 8T

ane od asimptote te¥1 ke nu-
11 kad se PO asimptoty udal jujemo u o0 , :

S

Diegranm funkei je ;3; ima av

] asimptote :
i to: horigontalnu asimptotu y=0 1 vertikalny
asimptotu x = a. :

81.56

ko vi¥e privis.
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(111) Neka je b>1

. bx+l |y ¢ Lo
= ' i

x ,
P ¢0 kad x— 100 »
-

4+ 00w x %0,
' e
y {<b n ' " x < 0.

‘ talnu
ima kao horizon ] )
Dtag;::v:veyfgnggiggosa je vertikalna asimp
asimptotu : ‘ -
téta.(;;al;isiakodje hiperbola sa sredistem u
o v

x1 (o,b).

rava
de A moZe biti jednak i nuli,tada jJe p
e , |
e -
. ma.
horizontalna asimptota njenog diagra
Ako je pored toga

. B kad x-—>to0 ,
)~ A A -
£(x) B

111 neparan broj.
- da 11 je n peran
1 od togs da

(v.81.57)-




"-183e

-“42;*
Ay Y v
il | B A A S
— — —
*—.-——_’x ;.x *_’x
1° 2® 3°
81.57

. ' .. . °
12 B>0,n=2x228<0, naox; 1° 2° 3° 4"

. &
N

(v) Neka je racionalns funkecija oblika

\

Zadeol. Cdredi asimptotb diagrama sledeéih funk-

g cija * |
'A P{x) - %{f} ' .;;" | - x o 2
%ag:kgege X = @& nula k-tog redé imenitolja v(x). :;rlé ;%q ¢ g"ugigq,;'i& ;é&;'; * ;2:; ; 5‘;22:; |
1-(;[)m—(—--"'-—E ked x-—>a $0, 2
x-a)’ :

1. o ke i 9 FTECAY 6
o"! y 22 XiXx
1 prava x = a pretstavija jednu vertikalnu ' jg‘é‘ - x5=1
asimptotu disgrema funkeiJe f(x).Polofa] pojedi- 3
nih grens diagrama Prema asimptoti zavisi od zna-
ka koeficienta A i o4 toga da 11 je broJ k

= 5 4
paran 111 neparan.(v.sl,58). . 210, % -
22 A>0,k=2p; 2° 4>0, k= 2p ;

20 A>0,k=2p1; 8% 4<0, k= 2p+1




B
Pr.(1}- Skiciraj dlagram runkelje

4,5. Diaegram reodprodne 4 »

T T ok )‘X(P;’MQ

e dnos ol oma .

Reka je y = t-ﬂlﬂ' gde je u(x) neki Pdli- Weka Je

nom. uix) = h[x#‘ﬂ(x’a)z ’

Funkeija .
y— 0 ka8 x— 00,

y — +ocokad se x pribliZava jednoj nuli imeni. ae je

telja tj.polinoma u(x). Prema tome &e diagram te e
runkcl,je imati jednu horizontalnu asimptotu,t]. ¥ = ulx’

samu X-osu 1 onoliko vertikalnih asimptota Kol ik a kﬂva je dlagram

ima nula funkecija u(x). | Ha 81.% sriitasto {zvulen
| ) ankolje wulxl.

: >S Qo
g 1 g >0 & x< 1 1. X

,q{x(a«

°© ¢y 1 B su < 0 2@ ‘
? vy-—-»i"-OO kad x-> =1 ﬁQ;.
>z oo " x> X0y’
sp o0 ® ET> 2 0.
$° ¥ N% §t 0 x> OO
o | 1s0 | -/2|-° \-w a |20} -3{r=
-]| —-OO\"Z ‘ A= ! - - \ 2# —
| +oo\64‘ +C -0 ~8/8 | wD‘ab
: ' ol —oo| -89 ‘—oo\».oo A% +m\1{e4[+o
i’ o | |
|
[
!
|

81.59

1ementi mal. analize !




«149-

1.
gas Skioiraj diasgrame sledecih funkeije:

: 4 - 02 4 .
- st R 4 (x=1) %5 3. 3 '
b L e R

11 ' 2 02 :* -2 -3
; 5. (x€=1) ; 6. X “(1=x)
(x-1) (x241) |

=

T A Yot LS ST WS -

’ §& » i,
(1+x)(1+12) (ﬁ+x)(1+xz) x3m31~1

el .

4.6. Kose =simptote

(1) Fosmatragjmo tunkciju

25 2¢‘; ! - E! 41
r(x) - 3 4;1-5 - Q %1 5 -2x*ul -

51.60

Pr.(2). Skiciraj diagram rfunkeije

Q = 35 1 - X °
" g *a ' EEED
x +2
St uvine 4
X 42 . %, 7a velike wvrednosti x-a& Je

wa

{v.8).60). |
rix) o g . Jer

Q

™ 3 i u su=>=>0 za sve x,

2° disgram nema vertikalnih uaiuptbta,Jer u
nome pujea,
o

» .2 .
Z%%l '_9§:g%x‘1 ‘“¢"§% = é

kad X—> + 00 -

2 4

-

Yool o X' kad X —>+00

8" y J& parna funkeije
] I
alol a2 l+oo
'.‘3' { ;f‘ ? {g‘,a[‘!}l’g/.{l iq'?.;“
- ! - o~ ’ - v

rrooliot ..
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‘ je razlikuje od ordinate prave y = %E ‘&T

ko se X vise udaljuje u pozitivmm 111 ne~
* E je kosa as 3 mp 5o~

4 dve njegove grans

ikoli
auvnom pravou.Prava y = %-

‘aiagrama runksije fix)

«oj se pribuﬁamjn ked X > X O9 ¢
. Ostalli tok disgrama dobivamo 1z slededeg
(v.s1.61)% -

{i:u f(x) = 0 z2a X ='1’% ,0be nule su PIrvog reda.

°t(x)~++ootnd x—»%to,prgva x-% Je

| ~
R i . ;-'
oy 'i | ’ 2 :

v ; AN " verukalna asimptote. '

/ | ! ) » . g. 0,

,‘ [ 2 5 f(x) ~J El—?y 3 L]
K l :

/ I . zdakle Je u blizini talke x = 5 funkeija
Ji 2_ o
x> % a r(x) €06 =za x«{m?*_

r(x)> 0 za

roala sa srediZtem u tadki

81.61 ‘
Diegram je& hipe

i By = 3:4‘20

X-*‘g

( % ) 1 asimptotama

Rewlika £(x) - <X
tefd ¢
noy grenioi kad 3——7%:00 . “kOdJo odred)e-

Iname
‘Prl %; 5 3E03x2] m); kad x"’t“".g ima kosu asimptetu ako
ena tome | : 3 32 jediniou vedi od ste
' E bijamo tada

(11) Plagrean mciemalne runkeije £ix) = %}}

Je stepen projitella u{x)
pena 1men1ts13a»neobom do~

£{x) - (% + %) =0 kad ’x-->too',

"s._"

t L) L { ' -
J.ordinate disgrama fupkeije £{x) se u toliko
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utx Irtix
M - e HY

gde je stepen ostatka r(x) wmanji o stepena
tmenitelje ¥(x) 1 gde prave

A P(x) =0 2z2a x=0 1 x= 1,0be nule su

og reda;
— = e ¥ veliko
2° F(x) me=1 -5 kel '

» F(X)_-’.“-o kad x'-'—"i-oo ;

Yy = ax+d

—

pretstavlje asinptotu discrema. Ay 00
400 a

Zadacl . :
Odredi asimptote ¢iagrama sledeéih funkei)

2 2 3
x -~ “‘1 -‘! y! x N .
L a’x ’ &2 ’! EI“ 6, » ..’.’..L 2 ’

+
3

(1) ako su imenitelj 1 brojitslj racional ne |
funkcije sastavljeni 1z proizvods Tektora,{l! se |
na takev oblik mogu svesti,njen dlagrem dobijamo
ispitivenjen ponusSanja funkci:a u ®lizini nuls
btrojitelja i1 imenitelja.

- 1

Pr.(1). Skicira} diagram funkeije - = ;
_x(x=19 2 I

F(x) = x+1)(2=x7 = " * T35 -¥ 81.62 i
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\
Izm kad x —>=1 30
2 ‘ S Fi{x)>
-T—Ty kaad X—> =1 =
Slx+ ’ l;oo xad x —>2 10
2 Dakle (v.sl.62) diegram polezi ispod hori-

m kad X —> 2.

gontzlne asimptote y = -9 ,tefl - c0 ug vertikel-

. PR ——

0-4'()

pu asimptetu x = -1, vrads se sa suprotne strsns

(1z + 22 ) ;presaca X-osu 1 te8kl X = O,ponovo je
tez1 k& +0c¢ ug vertikslnu

presecs u ta¥kl I = 1,
asimpiotu z = 2, vrads 36 sa suprotne strens
({2 - o), prilazi horizontelno) asimpioti osteju-

&1 ispod nje.
Spajanjem ovih orta (v.sl .6%) dobijamo 4ia~

‘gram date Tunkeljs.
Slefede numerilke vreGnostl odrsdjuju pre-

612:11131 polois) diasgranma.
£ ] 01 1/2 11 3/2}2-0‘ 240 ‘ % \ +00
y|o|-19]0 3/5 | 400 | =00 | =2 | ~1-0

——— o . o - W — . V- - — — T A et - -

D e, Lo R o u——

51.63
]

e e e Lo S —

Preva x = % je osa simetrije dlegrama,jer
je P(x «+ %) parna funk'eija."
Pr.(2). Sklcira] dilagram funkells
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1" £IL) « ©,tadk
. »tacka x = 0 Je nula tredeg reds,

o o~ Z 1 -
27 fix)== g + Tex 2a vellko x,
e 2iX] j2 1zpod ssimptote yo= % ykad

X->—00, @ {i7nad nje kad x— +o00;

<9 Q . 1
- 7 : kad X—> =
. 6(2x+1 -] |
1 kad 1
TBlex=-4] 2% X => 3
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4+ oo ked !xe—%zc
f(x)—>
+ oo kad x —> % +07

. Nacrts] slici 62 odgoverejuéu sliku,pre
i y Je neparne funkeija.
f;x| o\ 1/8 | w2 -0 | /2 v | x/a i 1 | eco

fy]o\q/nel Coa|  eoo|27/80 | 1/3 | ¢ o0

: (11) axo je stepen brojitelje zs dve 114
 vitte jednedine veéi od stepena {menitel Ja dlazramr
ime kriveliniskih asimpltota.

(pr.(3). Skieire] alagram funkoijs

} - ~
gix) = L_L_-%x x22) . 2. 8 5 one SNXED
(3x-1)% . 3 3(3x-)

1° gix) =0 za x =0 1 =2,
x =2 Jje nula prvég,e x = C Je nula
~ treésg reda.

o

~ 2-5- a - 1~ W
2" glx) =~x 51: 4 7y *° velike x

otude sledi da se disgram date funkeije u toliko

vi%e pridblizava parateli

Ty =af- % x =1 = pix),

u koliko je [x{ veée i da s= leva grans {x —=>-00)
nalszi jzned,a desna (x—>+co) 1spod te paratole;
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-oo| -1 | -1/2| o|1/3 %0| 2/3| 1| 2

£l .65

X + 0O
g|+oo| 4/3 [-1/12 | =1 | -4/3 [-13/9 | -4/3|1/3| +o0
+00[29/16| 9/20 | o -0 |-32/9 | -9/4| 0 | +00

1 . :
kad x—>§ » + « 8(%X) > -cokad x-»% $o.

;s(x) _ 5?
. 9(3:-1)! | data na s1.66.

g  Napomena. Ako se dve grane neke krive asimp-.
§ totski pribliZavaju paraboli,tada ovu poslednju

nazivamo asimptotskom paraboiom.

_ Ovo je pokagano na sl.65,a cela kriva-je _
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ovog toks moramo priveéi drugim postupecims.
Pr.(1). Nacrtaj diagram funkecije

2 |
X~ 2},.:2!:3.)“ = i
g(x) = .L.j.LLh

Zedacl.

Skicirsj diagrame furkeijs 1 njihevih reci.
pro¥nih vrednosti:

x° x> x> x> ﬁ
LERd Bl Rggn |

« x2-6x4 %} - é%

4% g(x) = 6 samo za x =5, jer jo

e 2 2 2 -
5. (X -1) ; 6. 5-2153§ ; 7, SES0XL2
- ( = T (xe1)e Z.';;§:§3;+3 .
. {x-a;ix-g; )
..B...".’. x=¢) {x~ ’

Cdredi grafi¥ki pribliien polozej nula poli-

212~21+1 >0 2za sv% X

é° Iz drugog izruzs za funkeljn glx) vidime
_ners 20

u(x) = x’-}x-1 1 v(x) e x0-3x+1

zatim konstruifi diagram funkcije: 11

plx) = x°-6x+ 5

-

2
9. f(x) = %f%} ;i 18, glx) = %7§§1

simptotska psrabola njenog disgrame 1 de je

_ 3, |

12. RNacrtaj diagram funkeije ol za rezne 1znad X —»~00)
vrednesti 2 {(x~2} ' g(x) plx) kad ?
N 1 spod T > 400; ;

(Za slu¥sj a = % vidi pr.4.7.(3)).

4.6, Di a g ra m__r acion a_] nih g(x) ~ - 2 ked 'x—20

2X
funkedi ja. (nastavek)

: Y-osa j&2 vertikaina asimptota. it
- Ako se u drojiteliu 1 imenitel ju racionalne
funkcile javljesju pored linearnilh faktora § kvad-
ratni faktori kxoji se ne mogu restaviti na linesr-
re,111 e javljaju samo takvi fakitori,tada njen
diegram moze imati talasast oblik { izmedju nula
trojitel ja 4 imenitel ja,takeo de za cdredjivanje.

‘ : .57 mogl!
Akt gornje rezultate nazneZimo u 81.5
by smo oveserti jednostavno spojiti'kaa u izrazv
funkeije g(x) ne bi Pic faksor

2 =2x+%

koji neme pule,




51.67

kako je .
g{+1) = =2 a g(3) = -43-~< g{1),

vidime da se u razmeku (0,5) mora pojaviti jaden

t?l ax tako da diagram date funkeije ima oblik
sl .G8.

o vz 0| e | 1] 3| 5]se

R

veo 134

Fa 31.67 1 68 je jedinica u praves Y-vse

izeta u pola manja od jediniee u praveu X-ewe.

menti mat.analize )fl.
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gae X >0, f(x) monetono raste,jer se

f(x+h) - £(x)> ©
vodi na h
xelxz+3)¢x(2xa+3)h4(xz+1)hz > ¢

a keje Je nejednadina zadovel jens za svake x>0
4 h>0; znaki da se u disgramu ne pejavlijuju ta-
asi.(81.69).

XV

’vudaci.

Skicira) diagrame sledeéih funkeija:

e 2 4
(x=4) (3x"-2x41) . 2 X X
3x o B ;§+1 o3 241

2 2 2
81.69. 3, 5.5 6. 50 0, Fere B
' x“+2 -t x°=q 2 x“~4

;,!?, Skioirsl disgram funkeije 4,9, Ve i b s.

X 3
X 'F
£ix) = x§+1 - x %€+ 4. Bsstavi sledede racionalne funkcije na

1© r{x) = © za x = C,ova nula je treéeg reds; jiedretnd pelinewdl

‘SG £ix) ~2x - % za veliko x, prava y = x Je 40 :n - B o v
asimptota 1 f(x) se nalazi 1znad nje ked ;E:; . xte1 x“#x»+1 ’
* —-00 ,a ispod nje ked X—e$00;

3° vertikalnih asimptota neme,jer Jo 12¢1 >0 n B

za avake x * x“-x§41 i S et

3° funkeija je neparna ;

zbir eod dve racicnalne funkcije &1J1 su imenitel §1



-165-
«-164- -

2. Pokafi da se racionalna Funkcija
f(x) = ‘

g, Nexa je #(x) recionelna funkeija i
g{x) ~ax kad x —>00; njen #lagram uvek ima

jednu kedu asimptotu.

(x+ax+b)?

. meize napisati u edliku

Fixs = Qix)e %ﬁl + -‘%?32—24.....-;_ _.?...._‘. X%

xS+ax+b (x“+ax+d x“+axed )

g, Nexa jo f(x) racionalpa funkeija 1%
f!x)~a12; njen diagream uvek ima parabol t¥nn asinp-

: - otu.
"@de s1 p(x) 1 ql(x) pelinemi. i

' 6, Neka je £(x) raeioﬁa)na funkeija 1
f(x)'x;axB; ysda posseji kubna parabola kojoj &e
pe dve grane njenog diagrama asimptoteki pribli-

Koefieienti A, 1 B, 1 poiinnm, q{x) me-
fgu se edrediti ake se stevl 2 = X +ax+§ i u pe-
linemu pi(x) zamenjuje x2 sa z-ax-b ave deged
se pejavijuje x©  ,%j.dek ne preestans seme x
ne prvem stepenu.(Take debiveni i1zraz dedijame 4.
kan estutak deobe pelinema p(x) sa x2+ex+b-z).
TraZzeni rezultat ce debijs ake se take dobivent

L. Nacrtaj disgram funkeije koje su dats B

prvo) vezdbl kao 1 tunkeije

izraz uredi pe stepenima ed 2z 4§ pedeld ss 2P 8;;*5149
_7 . , '3 aX +b.x+°'
: 8 x- o x +8x-8 .
Fr. 1 g ; Pr.2 ——g———y : .
(x4x41)2 T (x®-2xe2)® 8. PokeZi da se nule polinoms
z55to ee u ovom poslednjem slu¥aju nede pojaviti ylraxoetate

n yazultetu 3lan

?_%Etﬁ.__ 9

mcgﬁ dcbi%i presekom krivih

x2-2x+2)2
. o 2 g y - - Y248
2, WoZe 11 racionalna funkeija imati: 1% dve y=*x &4

asimptote parslelne X-osi ; 2° ave kose asimp~
tote ¥ ‘




~166- -167-

9. Pokazi da se mule polinome

o
x4+ax5+bx“+cx¢d

dobivaju presekom kpivih

0. 0Odredi 35%0 jednostavniju funkeiju &13}i de
agram imati otprilike oblik krive pretstovl jens
{xom ?70. Crtasto izvulena kriva je esimptotska

rabole,a Y-osa asimptota.

- 2
Yy = 15 i y= - mbxz:a%td,
1¥1 krivik 1. 4ko u gornjem zadatku uzmemo 22 traienu
Jkolju,racionalnu funkeiju 31ji je brojitel
y o= 2 4 - - mmgﬂiém. 1inom 3etvriog,a imenitelj polinom drugog ate-
: ’ xS +ax+h kakva veza mora postojati izmedju nule g 1§

to funkeije ?

-3
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g-;l = V X ‘1-1 , I
GLAVA V. 2
| - 12:%1_ = x(x-1),
é‘l‘.guglgttig san!-.:!.gngszngné y

51. Defimiedje.
(1) Algebarska funkcija nastaje ako se
pored racionalnih operacija (+,-,x,: ) pojavl jule
jos 1 korenovanje. ’

Pr.(1). y= Vi ; (2) y = ——=2 T
_z_uy. x; (2).y P eryy

V—;* 1-x .

Kvadriranjem dobijamo

.  + Vao « Vi _if 2
.i}).Y‘“V?" 1=-x 3 (%) ¥ Vx + . =ﬁ*2m.

U ovim sludajevima ksfemo da Je algebarska 2 / %
ey - y2-1 = 2 Vx{1=x) ,

Tfunkefja data u eksplicitnom obliku.
(y2-112 = 4x(1-x),

(11) Podesnin stepenovanjem koren s& moae-

uvek uklonisi. . ' y4n2y2+q¢ux-ﬁxz = G .

Pr.{1). . -
¥ = Vx. e 2 VE;+ %ﬁ?r‘;
Kvadriranjem dobijamo
3
| | 5
Yz = X, N szx = 0, y “\fx = J:f .
- Pr.{2) ‘ pizanjem na treéi stepen dobivamo
) ° } ) ] - 2
v = : ’ (y- V513 = y3-25% Vx +3xy-x Vx =x

. g3-292 Vx +3xy-x VI = x°
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2 .
2.7 " :f%;:; H (2'1)>y6~2x!3x+1)y3-22 = O
= :

‘5; y= Vx + Vid-VE'; yq-ixya-ﬁxzyaxb -0

yo-3xy-(x-x>) = ©

« %
e ¢ ¥y *3@‘32 = (5Y2"x) v;—’
o ty3+3xy-x2)2 - (33'2*‘!’2 x

2 6 4.‘
SRR A AT SV RN S S
8.y YT; Vx2

Izrazl eksplicitno sledede algebarske funk-

1Je=
Se y2-2xy+(z-4)2 =0 ; y= x+ Vox-1 .

Za algebaryaky funk
eiju
trnnaformisaxom obliku kazgmoigzaggngézaogagzzl

itnom_ebliiu.

(111) Algebarasr '

: a fun , :
:?glicﬁenom obYiku,a da sek;ijatmeze biti data y
50 1zranity, i tome ne moie ekepg

Pr. (S}, YS’By-ﬁx'-'o ;

' ‘ 6
M' Y 42xy3+x2y-12 = 0,

6. (x+1)y°-2xy+(1-x) = 0 ; y = 22

240x° = C,; y= Vﬁwx + V1+x N

7. y'-ay°+ax

8, Za koje ¢ée vrednosti x-a bitl

- U op D¢ .
mevemo syakn obe polEebarskon funketjon podrazu. |
datd vezom oblika Ju yi(x) gde'su x ¢ . E _

i Vex@es ¢ V5-822 = VaxBer 2

algedarske

5:2. Csobine
funkceci e

P(x,y) = 0,
2 gde je 2 polinom P x 1 po X

Prggz!. (x-1)y“+(x2+1)y3+(x2+21-1)y24

I - (1) Polinom je definisan za sve x ;racio-
nelna funkeija za sve x 1zuzev za nulu imenite-

1ja;kod algebarske funkcije mogzu postojati 1 cell
razraci u kojim ona nije definisane,

Pr.(1). Punkeija
y = VI'1

Je definisans samo u razmaku (1, o0 ).

+(14*x24x)y#(2x3+x+3) = 0,

Zadagy.

, 1% 23 ;
ol fui Zrazi implieitmno a8l edede algedbarskes fank- .

ey s Velaq g R 3
V Voxaz ; 4 ~20x37)%524 (x41)2 x5y 3.9




‘barska funkelje moie uzeti ¢ )

rsX 3 i vige vredno .

Tgm‘;luﬁajn kg%emw da }le funkeijs adnotgzé g '
niformna),a u drugom da je viiezna¥na !nu¥§14 !

Pr.(2). Punkeija

¥ {1+?x i1l V1ex®
su definisans u eelom razmeku (-~ 00 ,+ 09 ),

{(11) Polinom i racional s ‘
ne funk ‘
ze aveku vrednost x-a sawn jedna v§§§393§§:§§“

formnaj .,
Pr.{3). Punkeija
y o V-1
uzime 28 sve X rasmaks (ﬁ,oo') dve vreanbstil

i %0
+ (Y
Pr.(4). Famketsa =V

- 8-x2 + Vx®er

uzima z& sve .
vrelnosti 4 to% ’?‘makﬂ.( 2,-1) ¢ (1,2){E$t1r1

S R L SR S A it o
Pr.(5). Punkeija

3A+3x

uzima za sve x razmake (- 0 ,+00 ) smmo Jednu |

Pr.(6). Funkeljas

y = x4 Vﬁ*Z V2ex

uzims ¥etiry vrednosti za sve x razmake (-2

$,20a X *

4. 1!:>%¥' |

§a primer,2a X « 2 Iimemo Setiri vrednosti

2 + Js tZW » tJ- ‘1,"‘,‘"3‘1’ *5;

£

? imeamo 8same qve vrednost) 1 to:

9+ V5e2V9 =7t V1.

Pr.(?). Fankeijn ylx) definisanu jednali-

g-Sy-ax = ©

;g7noiemo eksplicitﬁo 1zrezitl
inversna funkcija

xs-gx - x!xﬁ-ﬁ)

Jer 1z | - . 5

. «S5y-4x = e's X m &= .
E v 0 .° >

Kako diagram'invérsne runkcije moiemo lako
dodbijamo neposredno i

konstruisati,to 1z njega
(x) ,koj1 Je Asat slikom

jagram sam