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Uvaoob

Osnovna tema ovog rada su stohastiéki procesi Ito u separabilnonm
Hilbertovom prostoru i njihova ekvivalentnost slufajnom procesu
Wienera sa vrednostima u istom Hilbertovom prostoru. Takodje se
posmatraju spektralni tipovi nekih posebnih stohastickih procesa

Ito.

Prve dve glave su opiteg karaktera. Date su osnovne definicije i
teoreme u vezi sa slucajnim promenljivim 1 slucajnim procesima u
Milbertovom prostoru. Ove osnovne postavke ufinjene su, saglasno
opitoj teoriji verovatnoée i slucajnih procesa ( [31, (197,

(21) ), na osnovu opéte teorije mere i integrala ( [4] ).

U glavi IIl je definisan spektralni tip slucajnog procesa, zatim
je definisana ekvivalentnost slufajnih procesa i posebno su
razmatrani sluéajni procesi ekvivalentni Wienerovom procesu u
Hilbertovom prostoru kao ¥to je to uéinjeno u [20). Kraj trece
glave je originalan deo rada. Posmatra se stohastilki proces Ito
u separabilnom Hilbertovem prostoru 1 njegova ekvivalentnost

procesu Wienera u odnosu na koji je on zadat.

Ovaj problem, ali sa aspekta ekvivalentnosti Gausovskih
raspodela koje odgovaraju stohastiékoem procesu Ite 1 procesu
Wienera u odnosu na koji je an zadat, za realne slucajne procese
refava EPUOB ( [10) ), a za slufajne procese sa vrednostima u
n-dimenzionalnom Euklidskom prostoru R. CKoroxog o [7]) ).
W. A. PO3AHD® posmatra realni stohastiéki proces Ito ( [20) )

$tp je 1 bila osnovna ideja 2a aovaj rad.



U <cetvrto] glavi se posmatraju neki posebni  slufajevi
stohastiékog procesa Ito koji su redenja zadatih stohastickih
integralnih jednafina. Postavljaju se wuslovi pod kojima je
stohastiéki proces Ito ekvivalentan odgovarajuclenm procesu
Wienera, Razmatraju se spektralni tipovi zadatih stohastilkih
procesa I[to. I ovo je aoriginalan deo rada izuzev delova koji se
ndnose na operatornu eksponencijalnu funkciju, gvolucionu
familiju operatora i samo refenje zadate stohasticke 1integralne
jednatine, Osnovni rezultati su dati u obliku teorema u ovoj

glavi,




ELAVA I

SLUEAJNE PROMENLJIIVE
SA VREDNDODSTIMA U SEPARABILNGEOM
HILBERTOVON PROSTORLU

1, (OSNOVNE DEFINICIJE.

U oavom delu su date neke osnovne definicije medju kojima
centralno mesto zauzima definicija sluéajne promenijive koJa
uzima vrednosti u separabilnom Hilbertovom prostoru. Slufajna
promenljiva se definide kao merljivo preslikavanje iz prostora
vergvatnote u Hilbartov prostor kac 4to je to wuobifajeno u
literaturi ( [51,0213,023]1 ). 1Inatajno mesto ima i TEOREMA l.
Ona je posledica opite teorije mere i integrala ( videtl (41 ) i
omogutava posmatranje slufajne promenljive kao slabo merljivog
preslikavanja iz prostora verovatnofe u separabilan Hilbertov
prostor ( videti [19] ). Na aovaj nacin se proufavanje sluc€ajntih
promenl jivih u Hilbertovom prostoru svodi na proutavanje
skalarnih slufajnih promenljivih t.j. skalarnih slucdajnih

funkcija € [191 ).

Proizvoljan skup ? sa nekom &-algebrom U svojih podskupova A € @
nazivamo mer ! jivim prostorom i oznafavamo ga sa (R,¥).
Nenegativnu G6E-aditivau funkciju definisanu -na g-algebri &,
P=P(A), A € U nazivamo merom, a uredjenu trojku (R,%,P)

prostorom 5 Mmear om.




Neka je (@,8,P) proizvoljan prostor s merom., Oznalimo sa u-
mno&tvo svih skupova oblika AUVE' gde je A € %, a E° Jje podskup
skupa E &€ & mere P(E)=0. Jednostavno je pokazati da je U°
g§-algebra. Ako oblast definisanosti mere P produiimo na &°,
uzimajudi da je P(AVE")=P(A}, P je mera na 6-algebri U* i
{f,¥*,P) je nov prostor s merom koji nazivamo L e begovim
pros$irenjyen prostora s merom (2,%,P). Mera P,
produiena na &-algebru U*, naziva se Lebegovia produienjem mere

P, B-algebra %~ je Lebegovo profirenje B-algebre % (u odnosu na

meru P). Ako je mera P na G-algebri ¥ normirana (P(Q)=1), tada

je normirana mera i njeno Lebegovo produlenje.

Neka je (Q,%,P) prostor s merom i (Q,%*,P) njegovo Lebegovo

profirenje.

{.-Neka je E' proizveljan podskup skupa E € U mere P{E)=0. Iz
same definicije sledi da E'€- 4~ i P(E')=0 (E'=8UE", 8-prazan

skup).

2.~-Neka je A' podskup skupa B'€ #* mere P(B')=0. Tada A’'€ U~

i P(A'Y=0, laista, iz datih uslova imamo

B'= B UL
gde je B e 4 i E'€E €U, PIEY=0. Skup B & U je mere

P(B)=F(B")=0
pa imamg da

A‘'c B’= BUE'= BUE
t.j. A" je podskup skupa BUE € U, mere P{BUE)=D podakle, na

osnovu oschine 1. sledi nase tvrdjenje.

3. Neka je A'€ %™ mere P({A°)=0. Tada postoji skup A € i  nmere
P(A)=0 takav da A’'= A. laista, iz datih uslova

A'= MUE"
gde je M e &, E's E € 8, P(E)=0 i P(M)=P{A")=0
Odavde sledi da je A’ podskup skupa A=MUE € & mere F(A)=0,




Koristeéi navedene osobine jednostavno je dokazati da podskup
skupa Q, A€ #* ako i samo ako postoji skup A € % takav da je
P(A aA) =0,

Neka je (f,%,P) proizvoljan prostor s merom. Podskupove skupa ¢
koji pripadaju Lebegovom produienju d* 6&-algebre U nazivamo
merl jivimnm s kupovima. Drugim refima, skup A & @
je merljiv ako i samo ako A € U* gde je 6&-algebra U* Lebegovo

produlenje 6-algebre ¥ (u odnosu na meru P),

Neka je H proizveljan s e'p'a.r abil an Hilbertov prostor,
Minimalna €-algebra B8 nad otvorenim skupovima tog prostora
naziva se Borelovom &-algebrom, a skupovi B € B Borelovim
skupovima. Preslikavanje ¥=%(w) merljivog prostora (Q2,%) sa
merom P na &-algebri 4 u merliiyv prostor (H,8) je
aerl jivo ako je inverzna slika svakog skupa BEB3 merljiv

podskup o Q t.j. ako za svako B € 8

E*(B) = { w € Q: E{w) € B } € U*
gde je U* Lebegovo produienje 6-algebre &.
Saglasno opitoj definiciji, funkcija f=f(t) koja vr§i
preslikavanje iz merljivog prostora (la,bl,3c.,,;) u merlijiv

prostor (H,B) je merljiva ako je inverzna slika

£2(B) = { t € [a,bl: +#{(t) € B}
skup merljiv u Lebegovem smislu za svaki Borelov skup B
separabilnog Hilbertovog prostora H.
Funkcija ¥=%(w) koja vr¥i preslikavanje merljivog prostora
(R,%) sa merom P na &-algebri ® wu Hilbertov prostor H Je
s 1l abo merl jiva ako je 2za svako u € H skalarni

oroizvod (u,%¥) = ( u,%(w) ) skalarna merljiva funkcija.

it

Proizvol jan skup Q sa nekom &-algebrom % svojih podskupova A £ {

i definisanom na ¢ normiranom merom P: P(Q})=ti nazivamo
1




prostoraon verovatnot¢te . Posmatrajucl prostor
verovatnote, elemente ®w € R npazivamo el ementarnimn
dogadjajlma, skupove AeEld dogadijalijima,
a meru PIA) verovatnot¢om odgovarajuceg dogadjaja A,
Prostor verovatnote (Q,%,P) je, otigledno, jedan prostor s meron
i njegovo Lebegove produlenje je nov prostor verovatnole
(P,8*,P). Merljivu funkciju definisanu na prostoru verovatnoce
(Q,%,P) sa vrednostima u merljivom prostoru (H,3) gde Jje H
separabilan Hilbertov prostor i 8 &-algebra Borelovih skupova
B € H nazivamo s 1 u € a Jj naoanm praoamenl jivons sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovem prostoru H. 3Slufajna

promenl jiva & ipducira u (H,B) normiranu meru fy:

fe(B) = P(C ¥*(B) } , B € B
i samim tim nov prostor verovatnoce (H,B,04). Mera )M, se
naziva raspodelaon verovatnoce slutajne
promenl jive %. Proizvoljnu funkeciju 3¥=%(w) definisanu na

prostoru verovatnoée (Q,2,P) sa vrednostima u Hilbertovonm
prostoru H, kratko temo nazivati s ludédaijniwn

el ementomnmn u Hilbertavom prostoru H.

LEMA t. Neka su slutajni elementi % 1 N u separabilnonm

Hilbertovom prostory H slabo wmerljive funkcije. Tada su
BEEZ = BE(wIN2 , WEN = H¥(0 1 (%,n) = {§¥iw),N(w)) merljiive
skalarne funkcije. ( (.,.) oznadava skalarni proizvod u

Milbertovom prostoru H, a H.% normu elemenata Hilbertovog

prostara indukovanu ovim skalarnim proizvodom. )

D OKA11 Tvrdjenje teoreme neposredno sledi iz Jjednakosti

FEfw)NZ = T I{e., Elw))iZ

bt

(§(w), N{w)) = L (Eluw}, ey )le., ni{n))

k =1

koje su ispunjene za svako w» € 0 i gde je {e.}, ortonormirana

baza separabilnog Hilbertovog prostora H.




TEOREMA 1. Slufajni element E=%(w) separabilnag
Hilbertovag prostora H je slu€ajna promenljiva ako i samo ako je

¥ slabo merljiva funkcija.

DOKA1l Neka je §=%(w) slufajna promenljiva u separabilnom
Hilbertovom prostoru H t.j. merljivo preslikavanje iz merljivog
prostora (Q,%) u merljiv prostor (H,3). la fiksirano u € H,
¢(v) = (u,v) Jje neprekidna skalarna funkcija argumenta
v € H: o(v) * ®{vo}, kad v * vo u smislu jake konvergencije u
Hilbertovom prostoru H. Posmatramo skalarnu tunkci ju
(u,5)=0(%)=x(w) definisanu na prostoru verovatnoce (,2,P). Ako
je 6 otvoren skup skalara, tada je U=0*(G) otvoren skup u
Hilbertovom prostoru H i x*(G)=%*(U) € ¥* gde je %" Lehegoveo
profirenje 6&-algebre % u odnosu na meru P. Ovo jJe dovel jno  za
merljivost skalarne funkcije x=x{w)=(u,8(e}) t.j. inverzna slika
svakog Borelovog skupa B skalara je merljiv skup u f odnosno
x*(B) € ¥*., S obzirom na proizvoljnost elemenata u€EH, odavde, na
osnovu same definicije sledi da je sluédajni element ¥=E{w) slabo
merljiva funkcija. Obrnuto, neka je slufajni element E=%(w)

separabilnog Hilbertovog prostora H slabeo merljiva funkcija |

-y

neka je {ux}, prebrojiv svuda gust skup ‘tafaka u separabilnos
Hilbertovom prstoru H. Tada su §-u., k=1,2,... slabo merljive
funkcije i na osnovu LEME 1. merljive su realne funkcije
NEN=NE(o)d 1 xulw)=NE-u.N=0E{w)-u.l, k=1,2,... Neka je G otvoren

skup u Hilbertovom prostoru H, a £. poluprefnik najvece otvorene

sfere S{u.,f.) & G. Ako je GBu=S(u.,f.), tada
§*{(6.) = Xx2(E0,8.7 YE A°

1z jednakosti G = U E2(B,) € U* sledi

w1t

E1(G) = U E1(G.)e 4

oy

odakle sledi da je sluéajni element §=%(w) merljiva funkci)a

t.j. E=t{w) je slutajna promenljiva u Hilbertovom prostoru H.




1z gve teoreme sledi da slufajnu promenljivu sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H molemo definisati 1 kao
slabo merljivo preslikavanje iz prostora verovatnofe (Q,%,P) wu
Hilbertov prostor H (videti [19] ). Slufajni element E=F(w)
Hilbertovog prostora H je slabo merljiva funkcija ako i samo ako
je E{u)={u,¥) skalarna slutajna funkcija, pa, bar po nekin
pitanjima, proutavanje slufajne praomenl jive E=%(w) sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovem prostoru H moiemo svesti
na proufavanje slucajne funkcije E(u)=(u,%). BSlufajnu funkeciju
Elu)=(u,t) molemo posmatrati i kao slulajnu promenljivue sa
vrednosfima u skupu trajektorija H*-skupu linearnih ogranifenih
funkcionala definisanih na H t.j. kao merljivo preslikavanje 1z
prostora verovatnoée (Q,%,P) u merljiv prostor (H",8.») gde je

Bn* wminimalna 8-algebra nad cilindriénim skupovima

{ v™= v*(u)={u,v) € H*: [(u;,v),{uz,v),ean,lun,v)l €T 3}

gde je M-Borelav skup n-dimenzionalnog vektnrskug prostora R,.
Neka je ¥ slufajna promenljiva sa vrednostima u MHilbertovonm
prostoru H. Skalarne funkcije (u,E) su merljive i srednja
vrednost

Alu) = E(u,E)= L {u,5(w)) Pldwm)

je linearan funkcional na Hilbertovonm prusfuru H. Ako se on mole

predstaviti u obliku
Alu) = E{u,8) = (u,R), AEH (1)

katemo da je slufajna promen] jiva E=%(w) s 1 abo

integrabdbilna i

A = (5) [ §{w) Fldw)

1

je njena s 1 ab a s rednja vrednast,

Korelaciona funkcija slufajne {funkcije E(u)={u;§}

Blu,v) = E [(u,5)-Aluw)]1l({v,E)-Alv}]




" je bilinearan pozitivan funkcional. Ako e on neprekidna

funkcija svojih argumenata u,v € H, mole se predstaviti u obliku
Blu,v)=(Byu,v)

gde je By linearan ogranifen pozitivan operator u separabilnonm
Hilbertoveom prostoru H koji nazivamo korelacionim operatoronm

slutajne promenljive E.

Siutajna promenljiva § sa vrednostima u Hilbertovom prostoru H
ja G ausovska ako je za svako u € H skalarni
proizvod (u,8) Gausovska sluCajna promenljiva, Posmatrajmo
Gausovsku sluéajnu promenljivu % sa vrednostima u separabilnonm

Hilbertovom prostoru H i za u,v € H jednaknét

E [{u,E)=-{v,E)]2 = A2{y-v) + Blu~v,u-v) (2)

7a svako fiksirano w € 01, skalarni proizved (u,%) Je neprekidna
funkcija od u € H, a kake se radi o Gausovskim slucajnim

promenljivim odavde sledl neprekidnost u srednjem kvadratnonm t.J
E [(u,E)=-(v,8)1= 3 0 kad flu-vll * 0

Iz jednakosti (2) sledi neprekidnost srednje vrednosti
A{u) = E(u,¥) $to je dovoljno za slabu integrabilnost slucajne
promenl jive ¥. Dakle, svaka Bausovska slufajna promenljiva § sa
vrednostima u Hilbertovom prostoru H je slabo integrabilna 1

njena slaba srednja vrednost je plement A € H takav da je
Ef{u,§) = A (u,8) P(dw) = (u,RA)

fto simbolifki pisemo
A = {s) [ ¥lw) Pldw)

Y]

Neka je (Q,%,P) prostor verovatnole, H-separabilan Hilbertaov
prostor i 3 g-algebra Borelovih skupova Milbertovog prostora H.
Skup slutajnih promenljivih definisanih na prostoru verovatnoce

(0,%,P) sa vrednostima u separabilnon Hilbertovom prostoru H




—ID'

t.4. merljivih preslikavanja iz prostora verovatnoce (Q,%,P) u
merljiv prostor (H,8) je linearni vektorski oprostor. Mnolenje
skalarom slufajne promenljive ¥ je definisano pomocu mnotenja

skalarom u Hilbertovom prostoru H:

d % d Elw)

Hilbertov prostor H je linearan vektorski prostor.la proizvoljne
slufajne promenljive % t 1N sa vrednostima u separabilnom
Hilbertovom prostoru H i proizvoljne skalare ¢ i B, « § + & n je
slutajna promenljiva sa vrednostima u ;;parabilnnm Hilbertovom
prostoru H.Ovo tvrdjenje je neposredna pnsledica TEQREME 1., i

jednakosti |
(u, ¢ ¥+ B ) =d (u,8) + 8 {u,n)

Odavde jednostavno sledi nate tvrdjenje da Jje skup stufajnih
nromenl jivih definisanih na prostoru verovatnoce (R,%,P) sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H linearan
vektorskil praostor.

Ako su E=%(w) 1 n=n(w) slucajne promenljive na prastoru
verovatnote (Q,%,P) sa vrednostima u 'separabilnnm Hilbertovonm
prostoru H, tada je ¥~ slufajna promenl jiva, I ¥-1 I realna

sluéajna promenljiva 1 skup
Ly =n)=4{m 0 E(w)-nie) I =02 € e

t.j. on je merljiv.

Ako )e P{E=nl=] >a slutajne pramnljive § i n  kalemo da su
ek vivalentne. Jednostavno je videti da je ovako
definisana ekvivalentnost medju slufajnim promenljivim relacija
skvivalencije u skupu sluéajnih promenljivih definisanih na
prostoru veravatnote (Q,1,F) sa vrednostima u separabilnam
Hilbertovom prostoru H, pa mofemo, kada se ukale potreba za tim,
umesto slufajnih promenljivih pasmatratl njihove klase
ekvivalencije i pod slufajnom promenljivon podrazumevati celu

klasu medjusobno ekvivalentnih slu€ajnih promenljivih,




Uofimo niz { }: slutajnih promenljivih sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H, Za niz { %, }: kalemo da
konvergira s kor e izvesno kaslutajnoj promenljivoj
tE ako je

P{ w € Q: E,(w) » E(w) kad n » & ; =1 (3)

gde konvergenciju posmatramo kao jaku konvergenci ju u
MHilbertovom prostoru H. Dakle, niz slufajnih pramenl jivih
konvergira skoro izvesno ka slutajnoj promenljivo) § ako i samo

-

ako je
P{w € Qr # B {w)-%(w) I » O,kad n » & } =1 (4)

t.j. ako i samo ako niz realnih slufajnih promenljivih (HE.-¥8),

skorg izvesno kanvergira nuli., Koristedi nejednakost

I §afw)-%(w) 0 3 | UNEA(w)l-HE(w) } |

jedﬁnstavnu se dobija da iz skoro izvesne konvergencije niza
slufajnih promenljivih {¥.): sa vrednostima u separabilnom
Hilbertovom prostoru sledi skoro izvesna konvergencija niza
{HEHH}: realnih sluéajnih promenljivih. Takedje je jednostavno
videti da iz skoro izvesne konvergencije niza slucajnih

promenljivih {En}: sa vrednostima u separabilnom Hilbertovonm
prostoru H, sledi za svako u € H skoro 1izvesna konvergencija
niza { (u,8,) }: skalarnih slutajnih promenljivih. Niz {Eﬁ}:
slutajnih promenl jivih sa vrednostima u Hilbertovom prostoru H

k onvergira u verovatnot¢i ka sluéajno]

promen] jivo} T ako 2a 23 svako £ >0
PUH %= I » £ 3 » D kad n =+ o (3)

D¢igledno je da niz slucajnih promenlliivih {En}: 5a vrednustima
4 Hilbertovom prostoru H konvergira u verovatnofi ako 1 samo ako
niz {0 §.-¥ 0 ), realnih slutajnih promenl jivih konvergira u
verovatnoéi ka nuli. Iz skoro izvesne konvergencije niza {En}:

ka slufajnoj promenljivej § sledi njegova konvergencija u




verovatnoéi ka slufajnoj promenljivoj §. Ako niz {%,.}; sluéajnih
promenl jivih konvergira u verovatnoci ka slutajnoj promenljivoj
¢ , postoji njegov delimiéni niz koji konvergira skoro 1zvesna

ka slutajnoj promenljivo) §.

2. SREDNJA VREDNOST SLUZAJNE PROMENLJIVE SA VREDNOSTIMA U
SEPARABILNOM HILBERTOVOM PROSTORU

U prethudnum delu je definisana slaha srednja vrednost 1 posebno
razmotrena slaba srednja vrednost Bausovske slufajne promenljive
kag ito je to uradjeno u [19), Dvde se definife srednja vrednost
slutajne promenljive kao Lebegov integral funkcije sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru ( [33,0211,123))
Dslanjajuti se na opitu teoriju mere i integrala ( [4] )
detaljno su izvedene osnovhe osobine srednje vrednostl i

razmotreni neki osnovni stavovi.

Neka je, kao do sada, (Q,%,P} prostor verovatnoce 1 H
geparabilan Hilbertov prostor. Slufajni element § na prostoru
verovatnote (@,4,P) sa vrednostima u Hilbertovom prostoru H
naziva se prostoan s 1 uéajnoan praomenl ji
v QO m ako uzima konaéno mnogo vrednosti U, na medjusobno
disjunktnim skupovima E, , i=1,2,...,n 12 &~algebre 1 Cija

je unija ceo skup 0 t.j,
E: = E2(u,) =  w: E{w)=u, } € U
E;NE, = 8 z2a i#) i U E, = 9 .

Ovako definisan slutajni element ¥ Hilbertoveg prostora H je
otigledno slabo merljivo, pa samim tim i merijivo preslikavanje
iz merljivog prostora (Q,3) u merljiv prostor (H,8) 3%to

gopravdava naziv "slufajna promenljiva“., 1 vise od toga, za




svako B € 3,

E1(B) = { w: E{w) € B > € U .

Prostu sluéajnu promenljivu mofemo predstaviti u obliku

E = L us gy (&)
i =3
gde su ley - indikatori dogadjaja E, €& 8, i = 1,2,...,n. Niz

orostih slufajnih promenljivih {%.),  sa vrednostima u

Hilbertovom prostoru H konvergira skoro izvesno ka slufajnom

elementuy ¥ ako je
Pl w € Q¢ E.(w) » Elw), kad n » » > = |

gde konvergenciju §n.(w) » E(w), kad n * » posmatramo kao Jaku

konvergenciju u Hilbertovom prostoru H.

TEOREMA 2. Slutajni element ¥ = ¥(w) separabilnog Hilbertovog

prostora H je sluajna promenljiva ako 1 samo aka postoji niz

{End, prostih slutajnih promenljivih koji skoro izvesno

konvergira ka slutajnom elementu §.

DOKAZ . Neka je (Q,%,P) prostor verovatnofe i na njemu § = E{w)
slu¢ajna promenljiva sa vrednostima u separabilnonm Hilbertovom

prostoru H.Neka je {(und, prebrojiv svuda gust skup u Hilbertovom

prostoru H. la dato £ > 0, oznalimo sa

B, = { w € Q: I Elw)=-un 0 < € 2

i sa C o
ﬁ“ Bﬂ Bn—i ---Bl t.jn

An = { w € ¢ F Elwd-u,, 1 < €1 0 Elw)-ue H 3 £, 1 & k & 0}

Ocigledno su B., n=1,2,... i A,, n=1,2,... merljivi skupovi pri

temu su A., n=1,2,... uzajamno disjunktni 1

Skupove A,, n=1,2,... kao merljive skupove molemo predstaviti u

obliku




An = Cn U EL°

gde su medjuscbno disjunktni skupovi C, € ¥, n=1,2,... 1 skupovi

E~‘¢c E, € #, P(E.}=0. Tada imamo da je:

Ua, =L UL UE’

gde U A, € 4, U C, € i E' = U E," Jje podskup skupa
E=VUE, €68 mere P(E)=0. Odavde imamo konvergenciju reda

T PIC,)

nmy

pa se 2a svakoe £ > 0 mole odrediti N=N{&) tako da je

P( UCh) <& .

Ny

Ako definidemo prostu slufajnu promenljivu sa

[ Un , w €C y n &N
EE{N) - 1
| 0, w ¢ U c.,
o= 3
imamo da je
P{ 0 S{m)-Ecim) # > & 3 ¢ & {7)

jer
0 B =Sc(w) B> ¢ €€l §@-%clw) 3 €2 UC UE

Dakle, za svako ¢ » 0, postoji prosta slufajna promenljiva

Ec = Eclw) takva da vati relacija (7). Neka je £, proizvoljan

monotono opadajuéi niz brojeva takvih da &, » 0 kad n *» » , la

proizvoljno £ > O poCev od nekog ne , L, ¢ £ pa

{0 Ben=8 01 > 8 32 1 Ben=-8 0 » £, 3 , n > ng

P{ I Be¢n-8E I » € 3 £ PU I B & > £, 1
Odavde sledi

Fa
“y

n oy N 3} Ng

P{ 1 Beo-8 1 > £ )} 20 kad n » o

t.j. niz prostih slutajnih promenl}ivih Een konvergira u




verovatnoéi i, prema poznatim stavovima, neki njegov delimidni
niz konvergira skoro izvesno ka slufajnoj promenljivoj 3.

Dbrnuto, neka je na prostoru veraovatnoce (Q,%,P), {En}: niz
prostih sluéajnih promenljivih koji skoro izvesna konvergira
slufajnom elementu §. Skup na kome %. ne konvergira je merljiv
skup E € 1" mere P(E)=0. Neka je 6 otvoren skup Hilbertovog
prostora H i B, skup elemenata u € 6 takvih da otvorena

kugla S(u,i/n) ¢ 6. Za w # E, Elw) € 65 ako i samo ako za sve

Qovdljnu velike k %¥.(w) pripada nekom G, t.]j.

E9(6) \E=U N ¥ (B.) \ E

MNe ]l wwpy e

la prostu slutajnu promenljive %« , & (6,) € & odakle sledi

da §'(G) € 8* &to je dovoljno za merljivost slufajnog elementa

¥ t.j. za svaki Borelov skup B £ H

E2(B) € Uy~

i ¥ = ¥{w) je sluéajna promenljiva.

Za prostu slufajnu promenljivuy

£ =L uy Iegy (E,NE, =8 za 127 U.Es =2 )

im

katemo da je i ntegrabilna 1 njen integral
definifemo na sleded¢i nadin:

mn

£ E{w) Pldw) = T u, P{E,) (8)

1=

Integral
£E § = i Elw) P(dw}

nazivamo s r e dn jonm vrednaolddcu proste slufajne
promenl jive §. Jednostavno je videti da za prostu slufajnu

promenljivu ¥, E % € H i

FESH = H£ E(w) Pldad & J HE(w)H Pldw)

1

la proizvoljnu slufajnu promenljivu £ katemo da je

integrabilna ako postoji niz {En}: takav da je




bim [ N E.(w)-%{w) I P(dw) = 0 (%)

n - e

Iz uslova {9) imamo da je niz
E En = A En(W) P[dm}

elemenata Hilbertovog prostora H konvergentan (u smislu Jake

konvergencije) i integral slutajne promenl jive §

definidemo!

[ Elw) Pldw) = 1lim [ E,(w) P(dw)

1 N4 £}

Integral
E §t = g Eln} Pldw)

nazivamo srednijon vrednoidcu sluéajne
promenl jive §. Ovako definisana srednja vrednost sluajne
promenl jive E = E{n) ne zavisi od izbora niza prostih
slutajnih promenljivih keji skoro 1izvesno konvergira ka §.
laista, neka su {§.), i {1.), dva niza prostih slutajnih
promenl jivih kaji skoro izvesno konvergiraju ka sluéajno]

promenl jivoj ¥ i neka Je

i
L

lim i N E.(w)-E{w) % Pldw)

i
L

lim g I Na(w)=E{a) I P(dw)

A= lim [ E.(m) Pldwl, B = lim [ Rnlw) Pldw)
n 0 11!

1 - -

Iz nejednakosti

[ %, (w) P{dw}-L Ma(w) Pldw) NI ¢

1

¢ £ b E.(w)=-%(w) I P(dw) + £ I Nn(w)=-E{w) B Pldw}

sledi A=B t.j. srednja vrednost slufajne promenljive je
definisana jednoznacno.

Jednostavno je videti da ako postoji srednj)a vrednost slu€ajne
promenl jive ¥, tada postoji i njena slaba srednja vredpost i one

su medjusobno jednake. la proizvoljan merljiv skup E definidenmo




i §(w) Pl{dw) = £ Xelw) E{w} P{dw)
gde je karakteristicCna funkci jaz

{ 1 w € E
IE[W]=10 IE
[

TEDREMA 3. Srednja vrednost E % slufajne promenljive § = E(w}
sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H postoji ako

i samo ako postoji srednja vrednost EREN.

DOKAZ. Pretpostavimo da za sluéajnu promenljivuy 3 postoji

srednja vrednost E % . Na osnovu definicije to znac€i da postojl

niz {%.); oprostih slufajnih promenljivih koji skoro izvesno

konvergira ka slufajnoj promenljivo] E i

lim [ UE,{w}-Elwll Pldw) = 0

[ B £

Odavde imamo da je

lim f } 0% () k-ItE(w)d | Pldw) = 0

n-mw 0

gde je {N%.%}, niz prostih skalarnih slufajnih promenljivih

koii skoro izvesno konvergira ka sluéajnoj promenl jivoj

HEll. Odavde je jasno da pestoji granifna vrednost

lim [ W&, {w)l Pl{dw) = [ WE{w)H P(dw) = EHEI

o T Y © 11

Obrnuto, neka je % sluéajna promenljiva i neka postoji srednja

vrednost ENEN . Najpre dokalimo da za sludajnu promenljivu §
postoji niz {§,}, praostih slufajnih promenljivih koji u

verovatnoéi konvergira ka t 1 zadovoljava
FE, ()}l & ZHE(w)

Neka je {(hn}, niz prostih slucajnih promenljivih koji1 u

verovatnoti konvergira ka ¥ . Na osnovu konstrukcije ovakvog




niza u TEOREMI 2. postoji niz dogadjaja A, € ¥, n=1,2,... 2za

koje P(A.) * 0 kad n »> « i niz brojeva £, takav da je
P na(w)-8(w) 0 < £, 2a w & A,

Definidimo niz prostih sluéajnih promenliivih {En}: na sledeéi
pnacin:

{ H.(w) ako e € A. i In,(w}ll > 2¢.

Ea{w} = 1 _
u suprotnom slucaju

Ako w ® A, i dIna(w)d > 2¢,, imamo

I Enl(w)~-%(w) & < &,

Ako w & A 1 IM(a)l ¢ 28,, imamo:
I . (w)=-5(w) 0 ¢ BE{wlld € 0 E(w)-Ralmw) I + WM. {2}l € £,+28,.=32,

Dakle, ako w € A, ,

odakle jednostavno sledi da niz prostih slufajnih promenljivih

(%1, konvergira u verovatnoéi ka sluCajnoj promenjivol § .
Dalje, ako w € A, ili fn.{ew)ll § 2§, imamo da je ¥~.(uw)=0, pa
je zadovoljeno HE~(w)R ¢ 20%(w)N. Ako ®w # An i IN.{w)l > 2€.,
bice

UHE () > N, (wd -0 Nalw)=%(a} 0 > N (dl=%, > 0% {w)d /2

odakle sledi

N (o)l ¢ 2H0E({wdH.

Na taj natin za svako w €  vali nejednakost
NE . (w) ) & 20E{m) ]} (11)

gde niz {%.}, prostih sluctajnih promenljivih u verovatnodi
konvergira ka slufajnoj promenlijivoj E.
S obzirom na dokazanu nejednakost (11) za svaki merljiiv skup E

imamo da je




[ 4 En(w)-E{w) # P(duwr & 3 l fECw) Nt P(dw)

E

cdakle, na osnovu apsolutne neprekidnosti é fgE(w)l Pldw) sledi

da za svaka £ > 0, postoji & » 0 tako da je:
é f E lw)-Elw) I Pldw) ¢ £/2 za P(E) £ 3 (12}
Na bismo dokazali nade tvrdjenje, razmotrimo

[ 0 5,{w)-E(w) I P(cgw) (13}

111

Niz slufajnih promenljivih {¥,.}; konvergira u verovatnoti ka

sluéajnoj promenljivoj %, pa za svake £ ? ¢ i svako § > 0

postaji N=N{f£) tako da

PL I E (w)~%lw) N » €/2 } < 8§ za n 2 N(£)
Oznalimo sa |

E={ we€ 0 0 5, (wr=Elw) ¥ > 8/2 1},
Na% integral (13) molemo predstaviti u obliku

g I E.(w)-E(w) I} P(dw) =
= é I E.(w)-%l{w) N Pldw) +H{Eu E.(p)-E{w) § Pldw)
Za n > N=N{L}
TN OE.(w)-E(n) 0 Pldw) € (£/2) [ Pldw) ¢ £/2
fIwVE 0vE -
Kako je P{E) ¢ §, na osnovu relacije (12) 1mamo:
£ i E.(w)-Elw) K Pldw) < £/2

za svako n, pa i za n > N=N{L).

Stoga, za unapred dato £ > O

"

N=N{ZL)}

f I 5 (w)-5{w) 0 P{dw) < L za n

i

¢to znall da e

lim [ 0 E.{w)-%El{w) I Pldw) =0

t.j. postoji srednja vrednost




- t‘.

E £ = t(w) Pldn)

11

slufajne promenljive E,

Navedimo jo! neke osobine srednje vrednosti:

1. la proizvoljne sluéajne promenljve ¥ i n i proizvoljne
skalare Alopoe

E (XNE+an ) =XxEGE+0EnN

2. I E § 1 b §f t(w) Pidaw) 0 & [ N Elw) I P{dw) = E HEI

J. Neka za slufajnu praomenljivu ] 54 vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H postoji srednja vrednost

En i neka je % slufajna promenljiva za koju je skoro izvesno
I E(w) 0 & I niw) |

Tada postoji i srednja vrednost E § slulajne promenljive §.

4, Neka je ¥ sluéajna promenljiva sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H 1 A linearnt agranicen
operator koji vrdi preslikavanje Hilbertovaog prostora H u
Hilbertov prostor H,. Ako pbstnji srednja vrednost E § , tada
nostoji i srednja vrednost slufajne promenljive At = A %lw) i
vall

E(R E)= i A §({w) P{dw) = A | §{w) Pldw) = A(E ¥)

0

Neka je (R,%,P} prostor verovatnoée. U linearnom vekltorskonm
prostoru slufajnih ogpromenljivih definisanih na prostoru
verovatnoée (Q,%,P) sa vrednostima u separabilnom Hilbertovons
prostoru H uwodimo skup LZ(Q,%,P,H) slutajnih promenljivibh
koje zadovoljavalu E Nell?z ¢ » ,Jednostavno je videti da je

L?(Q,8,P,H) linearni vektorski prostor. Za %,0 € L2{(Q,¥,P,H)

definifemo skalarni proilzved




£ g,n > = E (E,0) = (E(m) N{w)) Pldw) (14)

1

i normu indukovanu ovim skalarnim proizvodom
WEM=Z = E NEN= = [ WEN= P(dw)

Ovako definisan normirmirani prostor L=(Q,4,P,H) je kompletan.

laista, neka )e {En}: fundamentalan niz u L2(Q,%,P,H) i tex),

ortonormirana baza u Hilbertovom prostoru H. la svako w € @

imamog da je:

() = 1 aniw) By
LI |
gde su aw«iw) = ( §nlwl,ex ) = ( €k, En~lw) )

skalarne slutajne promenljive.

Na osnovu nade pretpostavke

r " 2

E I Bo-%, 0Z = E k£1l aw—a, | + 0 kad nym > »

t.j. za svako £ > 0, opostoji N=N(i) tako da e

n m P

ld m,n :" N E “ En_gm 112 - E 'I-:E].l dp—ai I { E

Tim pre je

3 L} m z _
za m,n > N E ugll ap-a, | < £ za svakoc ]. (16)
Niz skalarnih slug¢ajnih promenl jivih a, = (er,Em) je
fundamentalan u Hilbertevom prostoru skalarnih slufajnih
promenljivih x = x{w), Elxi® < =, pa postoji graniéna vrednost

u srednjem kvadratnom t.J.
m i
E | an-a, | +» 0 kad m =+ w»,
1z nejednakosti (14) kad m * @ sledi:
) w .
za .n > N £ ¢ i aw-a. | ¢ & za svaka ]

i gdavde kad j » ¢

za n > N E T 1 ap-an 1 £ 8 (17)




Slucajna promen]ljiva

E = E{w) = L awlw) e« € L2(Q,%,P,H)

- g

( E HENZ ¢ » ) i iz nejednakosti (17) sledi da za svako £,

postoji N=N{f) tako da )e
za n » N EF 5.,-% 0% ¢ ¢

t.j. fundamentalan niz tEnd, je konvergentan u prostoru

L2(,%,P,H) i graniéna vrednaost
E = lim %o € L2(0,8,P,H)

L2(Q,8,P,H) sa skalarnim proizvodom definisanim jednakoscu (143)
je Hilbertov prostor. Govoreéi o sluéajnim promenljivim kao
alementima Milbertovog prostora LZ2(Q,4,P,H) ne pravimo razliku
medju ekvivalentnim slufajnim promenljivim Jer su slucajne
promenljive ¥ i n ekvivalentne ako i samo ako je N ¥~ W? = 0

t.j. % =1 kao elementi Hilbertovog prostora L=(Q,%,P,H}.

Konvergenciju niza ({%.2}, slucajnih promenljivih
- € L2, 8,P,H)  no= 1,2,...

u smislu jake konvergencije u Hilbertovom prostoru L={Q,%,P,H)

nazivamo konvergencijomu s r e dn jem k vadr atnom
Drugim retima niz slufajnih promenljivih {En}:, E WE N2 ¢ w
k onverira u srednjemn k vadratnonm

ka slufajnaj promenljivoj % ako
E N E.-% 2 2 0 kad n + =

Tada je i za slufajnu promenljivue %, E 0EH= { », Ako niz {gn}:
sluctajnih promenljivih sa vrednostima u separabilnom Hilbertovaom
prostaoru H konvergira u srednjem kvadratnom ka slucajno]
promenl jivoj} ¥, tada on konvegira u srednjem kvadratnom Kka
sluctajnoj promenl jivo] E i u verovatnoéi. Tvrdlenje sledi

neposredno iz nejednakosti ¢&ebiSeva




E | En-g 2
}:2

PN E-E N > £ ¢
Ako niz {En}: slufajnih promenl jivih 8. € LZ(Q,%,P,H)
konvergira u srednjem kvadratnom ka slucajno) promenljivo} E,
tada je El{u,%8.)12 ¢ » za svakoe u € H i niz skalarnih
slutajnih promenljivih {{u,En)}: konvergira u srednjem
kvadratnom ka skalarno) slutajnoj promenl jiveo) (u, %},
EJ(u,8)!12 ¢ » za svako u € H. Tvrdjenje neposredno sledi iz

nejednakosti
El{u,8n)12 ¢ Hult2 E JE, B2
El{u, 80 -(u,8)12 = EI1{u,8,-8)1% § Nlullz E E.~%F 2

Neka je {%.), niz slufajnih promenljivih %, & LZ(Q,¥,P,H) 1
A linearan ogranifen operator u separabilnom Hilbertovonm

prostoru H ., Tada

A §, = A §,(pw}) € L2(Q,%,P,H)
jer je

E I A, N? ¢ IAKZ E NE.UZ

Ako niz slufajnih promenljivih {En}: konvergira u srednjem
kvadratnom ka slufajnoj promenljivo) ¥ , tada niz { A%, }:

konvergira u srednjem kvadratnom ka slufajno] promenl jivoi A §.

Na kraju ovog dela definidimo nezavisnost dogadjaja, E-algebri 1
slutajnih promenljivih sa vrednostima u separabilnom Hilbertovon
prostoru. Neka je (Q,%,P) prostor verovatnoce 1 (Q, 4" ,F)
njegovo Lebegovo prodirenje. la dogadjaje A.,A; € ¥ (1 wuopite

merl jive skupove A,,A, € %" Lkoje jednostavmnosti radi molemo

nazvati dogadjajima ) kalemo da su nezavisni ako je

FlA,Az) = P(A,}P{AZ) (18)

la 6&-algebre #,,%, ¢ %* kalemo da su nez avisne aka

je jednakaost (1B) ispunjena za oproizvoljne skupove A, € ¥,




4, € %, Jednostavno je videti da su 5-algebre U, i -

nezavisne ako 1 samo ako su nezavisna njihova Lebegova
produtenja. Neka su U, i Uz g-algebre koje se respektivno od
g§-algebri %. i #; razlikuju skupovima mere nula. ©6H-algebre
4, i W, su nezavisne ako i samo ako su nezavisne 6-algebre

1 1
8, i %2 . 1la slutajne promenljive §: 1 %2 sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovonm prostoru H kalemo da su

nezawvisne ako je

P{ 8, € B,, ¥z € B, } = P{ §, 8 B, } P{ €2 € B, } (19)

2a proizvoljne Borelove skupove B,,B, Hilbertovog prostora H.
Oznatimo sa U, 8-algebru generisanu slufajnom promenljivom §.,

t.j. minimalnu 6&-algebru nad skupovima oblika
{ §, € B} za proizveljan Borelaov skup B € H .

Dznadimo sa %- g-algebru generisanu slufajnom promenljivom ¥z,
Sluéajne promenljive %, i §2 su nezavisne ako i samg ako su
nezavisne g-algebre 2, i U2 generisaneg ovim slucajnim
promenljivim, 8 obzirom na TEDREMU . odavde sledi da su
slucajne promenljive ¥, i %> sa vrednostima u separabilnom
Hilbertovom prostoru H nezavisne ako i samo ako su 2za svako
u,v € H nezavisne skalarne slucajne promenljive (u,&,) 1 (v,§2).
(6-algebra /8 generisana slutajnom promenljivom § sa vrednostima
u separabilnom Hilbertovom prostoru H se poklapa sa g-algebronm
generisanom skalarnim slufajnia promenljivinm (u,5), u € H ako ne
razlikujemo 6-algebre koje se razlikuju skupovima mere nula.
Preciznije, Lebegova produlenja 6&-algebre 2y 1 ©&-algehre

generisane slutajnim promenljivim (u,t), u € H se poklapaju.)

Neka je E(t), t & T familija slutajnih promenliivih i neka Je
# minimalna G-algebra nad skupovima { %(t) € B ) gde su t €1
i B proizvoljan Borelov skup Hilbertovog prostora H. 1a
g-algebru ¥ kalemo da je generisana slucajnim promenljivim

E(t), t € T . Neka su §(t), t € T, i ¥{t), t € T2 dve familije




slutajnih promenljivih. Za skupove slufajnih promenl jivih
E{(t)y, t T, i E(t), t € T2

katemo da su nez avisni ako su nezavisne g-algebre

Y, i #; generisane ovim skupovima slucajnih promenljivih. S

obzirom na TEOREMU 1. skupovi
E(t), t €T, i E(t), t € T

slu€tajnih pramenljivih su nezavisni ako i samo ako su nezavisnl

skupovi skalarnih slufajnih promenljivih
(u,B(t)), t € T,, u e H 1 (u,5{t)), t & Tz, u € H,

Slutajne promenljive %, i % sa vrednostima u separabilnonm
Hilbertovom prostoru H su ne korelac i one ako Je

za u,v € H

£ (uy8:)(v,82) = E (u,8,) E (v,82)




5 LAaAVA II

SLUEAJNI PROCES®S.]I S A VREDNOCSTIMNA U
SEPARABILNOM HILBERTOVOHM PROSTORLU

1. DEFINICIJA SLUEAJNOG PROCESA

Definicija slufajnog procesa koja ¢e biti data u ovom delu je
standardna. Pojam raspodele slufajnog procesa takodje. Na isti

nafin su dati u navedenoj literaturi.

Familiju slué¢ajnih promenljivih E = E{t) = E{o,t), a &t ¢b
definisanih na nekom prostoru verovatnoce (f,8,P) sa vrednostima
u seﬁarabilnum Hilbertovom prostoru H nazivamo s 1 u € a j nianm
procesaoan sa vrednostima u separabilnon Milbertovonm
prostoru H . Dakle, za svako fiksirano t € [a,bl, E(t} e

slutajna promenljiva sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom

prostoru H. la fiksirano w € {0 , neslufajnu funkeclju
E(w, ) = E{o,t) , a ¢ t ¢ b sa vrednostima u Hilbertovonm
prostoru H nazivamo ¢t r a jektorijom slufajnog

procesa E = E(t), a ¢ t ¢ b. Dznalimo sa X skup funkcija
definisanih na intervalu [a,b]l] sa vrednostima u Hilbertovons
prostoru H i sa B8x minimalnu E-algebru nad cilindriénim

skupovima
{ x = x(t): x(t,)€B,,...,x{t )€B, (1)

gde su B,,8,...,B, Borelovi skupovi Hilbertovog prostora H;
t, t2y.0.4tn € [a,b]l. Napomenimo da je B8x na osnovu poznatih

stavova minimalna 8-algehra nad skupovima oblika




{ x = P (ul,x(t,}},...,(u,x{tﬁ}) ] € B }
gde su tiy.avyt- € 13 B), U,y...,un EH 1 B Borelav skup
n-dimenzignalnog sebt4rgkag prostora R, . GSlutajni proces
¢ = E(t) = ¥(w,t Mmysapo definisati i kao slu€ajnu promenljivu

sa vrednostima u ner)jjvom prostoru (X,8 ) jer je preslikavanje
t = E(w, ) iz me~l)),5q prostara (0,%) u merljiv prostor (X,B«)
merljivo ako i simo z¢p je € = E(t) slufajni proces t.j. ako je
E(t) za svako t € [3. b1 slulajna promenljiva. Dakle, slutajni
proces % = B(t). a ¢t g b, definide merljive preslikavanje
E = tlw, ) 12 merliivog prostaora (Q,U) u merljiv prostor (X,Bx).

Inverzna slika <S-algebre B84, t.j. kolekcija skupova
€3(B), B € B,
predstavlja &-2igelry generisanu slufajnim promenljivim
B(t), a ¢t &b
t.j. minimalnu $S-algebru nad skupovima
{ %(t) € B, t € [a,bl, B € B )

{ 8-Bprelova 6-aigehry Hilbertovog prostora H ).
Merljivo preslikavanje % = E(w, ) iz merljivog prostora (2,2)
u merljiv prostor  (Xx,8,) definife normiranu meru Py u

merljivom prostoru (X ,34)
PulB. = P { g: Elw, } = Elw,t) € B } (2)

koju nazivamo r a s pode !l om sluCajnog procesa E = E(t),
a ¢t &b, Slufarny procesi &, = §, (1) i Ey = Ex(t), a ¢t &b

su stohasi: ¢ki ekvivalentni ako je

P{ &, (t) # ¥2(8) } =0

za svako t € [2.2). G§lutajni proces § = E(t), a £t ¢ b je
stohasti?«; neprekidan ako Jje za svako

.;:j.

o BOOf E(sy-ELEY MY L3 =0

- o




Slufajni proces E(t), a ¢ t ¢ b sa vrednostima u separabilnonm
Hilbertovom prustuku H za koji je E I1e{t)i1° < «, a &t ¢ Db
motemo posmatrati kao funkciju na intervalu [a,b]l sa vrednostima
u Hilbertovom prostoru L2(q,%,P,H). Na taj nafin molenmo
govoriti o neprekidnosti, diferencijabilnosti, integrabilnosti
slufajnog procesa E = E{t), a ¢ t ¢ b. Slufajni proces §(t) Je

neprekidan utacki t ako
CE OB E(E+At)-E(L) H* > 0 kad &t * 0y

katemo joi, slufajni proces E(t) Jje u tacki t neprekidan u
srednjem kvadratnom. Sluéajni proces je neprekidan

s a 1 e v e s t r ane akaog
E I E{s)=-%(t)} #< *» O kad s * t-~0

Neka je H(E) linearna zatvorenost nad slufajnim promenljivim
E(t), a €t ¢€b ( u srednjem kvadratnom ) t.jJ. zatvaranije

linearnog vektorskog prostora sluéajnih promenljivih oblika

L oo Elty)

K

( u odnosu na normu WMEWZ = E - NEWN* ). H(E} je potprostor
Hilbertovog prostora L*(Q,¥,P,H) 1 slucajni proces E = E{t),
a {t ¢{b molemo posmatrati kao funkciju na intervalu [a,bl} sa
vrednostima u Hilbertovom prostoru H{%). H(E) je, na prinmer,
separabilan ako je ¥(t}), a ¢ t ¢ b slufajni proces neprekidan u

srednjem kvadratnom sa leve strane.

2. FUNKCIJE REALNOG ARGUMENTA SA VREDNOSTIMA
U HILBERTOVOM FROSTORU

) prethodnom odel jku bilo je dovolino razloga da se kaie nelto

wopéte o funkcijama definisanim na odsetku [a,bl realne prave




sa vrednostima u Hilbertovom prostoru. U ovom delu, ako se to
posebno ne kafe, ne pretpostavlja se separabilnost Hilbertovog
prostora. Ia ovim delom se jednostavno ukazala potreba, da b1 se
pdrfao princip o doslednosti u izlaganju. Pisan je na aosnovu

navedene literature pri £femu su kljuénu ulogu imale {41 1 [22].

Neka je B.n'w: 6E-algebra Borelovih skupova intervala [a,bl.
Par (la,b), Bcmyuas) Jje merljiv proster i (la,b8],Bcayss,m)
prostor s Borelovom merom a. Vet smo rekli da Jje Lebegovo
srodulenje 6&-algebre 3..,,; (u odnosu na meru m), GE-algebra
skupova merljivih u Lebegovom smislu. Funkciju f = £(t),t €la,bl
detinisanu na prostoru s merom {(la,b},Bcaybs,m} sa vrednostima u
Hilbertavom prostoru H nazivamo pr o s t om funkcijom ako
ona uzima konafno mnoge vrednosti uy; € H na medjusobno
disjunktnim skupovima A, iz 6&-algebre Bca.,pa £iJa Je unija

cec odsefak f[a,bl t.).
b, = F¥{uy) = {t € [a,b): f{t)l=u;} € Brayns
a, N a, =86 za {1 #j 1 U a, = la,bl.
Prostu funkciju f = f(t) mpfemo predstaviti u obliku
F(4) = T ug ¥a ()

gde su Iﬁi tarakteristiéne funkcije skupova &, 1=l,...40.

[ 1 t € 4
Xa ()= A
| © t & A

za proizvoljan skup & € Braybas

Funkciju ¢ = f(t), t € [a,b) definisanu na oprostoru s merom
([a,b],Bc.,b,,m} sa vrednostima u proizvoljnom Hilbertovom
prostoru H nazivamo mer 1 ji vom (u jakom smslu ) ako
postoji niz prostih funkcija f, = f.{t), t € [a,b]l kojr skoro
svuda konvergira ka funkciji f(t) u smislu jake konvergencije

t.j, za skoro svako t € [a,b]

N f.(t)-$(ty U= =» 0 kad n =» =
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gde je I 1 narma u Hilbertovom prostoru H indukovana
njegovim skalarnim proizvodom: Hul?® = (u,ul. Ovakve detinicija
nalazi svoje opravdanje u slededem. Ako je H separabilan
Milbertov prostor, funkcija f = f(t), t € [a,b] je merljiva

ako 1 samo ako je
f2(B) = { t € [a,bl: $(t) € B

skup merljiv u Lebegovom smislu za svaki Borelov skup
Hilbertovog prostora H, t.j. za separabilan Hilbertov prosﬁnr M
definicija se svodi na veé ranije uvedenu definiciju merljivosti
funkcije sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H.
Dokaz navedencg tvrdienja je identifan dokazu TEOREME 2. jer u
ovom dokazu nismo koristili da je P normirana mera vec samo da
je @ skup konatne mere P(Q) < o, Treba samo amerljiv prostor

(0,%) zameniti merljivim prostorom (fa,bl},8ca,e:?.

Dalje, neka je H proizvoljan Hilbertov prostor za koji, i

dalje, ne pretpostavl jamo separabilnost. Za prostu funkciju

t

F(t) = Elxéim U, (3)

i =

8 za i#], U 84, = fa,bl )

im=]

( &; = 'F-Itui), A N Ay

definisanu na merljiveom prostoru ([a,b),Bc.,s2! sa vrednostima
u Hilbertovom prostoru H kalemp da je integrabilna

i definidemo i nt egr al

Pty dt = flui nla,) (4)

a 1 w

0tigledno je prosta funkcija f= f(t), t € [a,b] integrabilna

ako i samo ako je integrabilna realna funkcija We(t) 1, tela,bl i

b =]
Hf f(E) dt & € J We(t)i dt

Funkciju § = $(t) koja vréi preslikavanje iz merljivog prostora
(la,bl,Bcayu3s? u proizvoljan Hilbertov prostor H nazivamo

integrabilnomn, ako postoli niz {fn}: prostih




funkcija koji skoro svuda konvergira ka funkciji f 1 osim toga

zadovol java uslav

THE () -F (820 dt * 0 kad m,n * o (5)

Odavde sledi da je f.(t) d¢t fundamentalan niz u Hilbertovom

T

prostoru R 1+ detinidemo

T E(t) dt = lim [ f.(t) dt (6)

L (B i L]

gde Jje graniéna vrednost u smislu Jjake konvergencije u
Hilbertovom prostoru H. Za proizvoljan skup A € Biaynaz

detinifemo integral

[ F(t) dt = | Xa(t)f(t) dt

& .

1. Merljiva tunkcija + = f(t) koja vr$§i preslikavanj)e 12
merl jivog prostora (la,bl,B;ayba? u proizvoljan Hilbertov
prostar H je integrabilna -ako 1 samo ako je 1integrabilna
realna funkcija Wf(t)Rk. Ako je H separabilan Hilbertov prostor,
dokaz je slifan dokazu TEOREME 3. Ako H nije separabilan,

dokaz je nedto slofeniji i ovde ga netemo izvoditi.

2. Na osnovu definicije 1integrala, za proizvoljnu merljivu

funkciju i proizvoljno & € Brayna

[ $(t) dt € H

i

I f(8)y dt IF € [ HECE)H dt

L+ -1

S i(d;fl(t) + dofo(8)} dt = o,[ f,(t) dt + d:{ to(t) dt

O

4, Ako je & = A; U A2 ( Ay,82 € Beayos ) 1 By N Az = 8

[ f{t) dt = [ $(t}) dt + [ #(t) dt

LY F. &
H =

S. Ako je f{t), t € [a,b] integrabilna funkcija sa vrednostima

u Hilbertovaom prostoru H 1 A linearan ogranifen operator 12




Hilbertovog prostora H u Hilbertov praostor H,, tada je A {(t)

integrabilna funkcija i

] A $(t) dt = A [ f(t) dt
6. Ako je § = $(t) merljiva funkcija sa vrednostima u

Hilbertovom prostoru H i g = g(t) 1integrabilna funkcija sa
vrednostima u Hilbertavem prostoru H, pri ¢£emu je za svako
t € La,b) N #(t) 0 ¢ 1 g(t) H, tada je i + = #{(t), t € [a,b]

integrabilna funkcija.

Primetimo, na kraju, da sve napred refeno vali za ftunkcije -sa
vrednostima u prolizvoljnonm Banahovon prastoru B
(skalarni proizved nije nigde koridfen, vec Samo norma
indukovana ovim skalarnim proizvodom )

Neka je f{t) merljiva integrabilna funkcija sa vrednostima u
Hilhertovom prostoru H. Jednostavno je videti da je tada :a
svako u € H, ( $(t), u ) skalarna merljiva 1 integrabilna

funkcija 1 da vati jednakost

(7 #¢t) dt, u) = (£0),u) dt (7)

Neka je H separabilan Hilbertov prostor i B({H) skup linearnih
egranifenih operatora koji vrie preslikavanje prostora H u samog

sebe. Za elemente A € B(H) wuzimame WAl kac normu linearnog

pgranifenag aperatora

HAuMN
HAl = su
ue Nt

Neka je za svako t € [a,bl, A(t) linearan ogranicen uperaior
koji vr¥i preslikavanje Hilbertoveg prostora H u samog sebe.
A{t) - nazivanmo cperatornanm t unkcl jon 1
posmatramo je kao funkeciju sa vrednostima u Banahovom oprostoru
B(H) 1, jasno, |

T att) dt (8)

posmatramo kao integral funkcije sa vrednostima U Banahovoe




prostoru B{H). On ima navedene osobine 1.,...,6. Integral (8)

je linearan ggranifen operator sa normom

|+ e -

[ A(t) dt § ¢ [ HA(E)IR dt

Neka je H separabilan Hilbertov prostoer 1 A{t) merljiva
integrabilna operatorna funkcija sa vrednostima u B(H)., Ia
prolzvoljno u € H, A(tlu je merljiva integrabilna funkcija sa

vrednostima u M i

43 b
f Alt) dt v = [ A(t)lu dt (9)

la proizvoljan ogranifen linearan operator Ao € B(H), ﬁgﬂtt) i
A(t)As su merljive integrabilne aperatarne tunkcije sa

vrednostima ¢ B(H) i

Aol A(t) dt = | AoA(t) dt, [ A(t) dt Ae = | A(t)A dt (10)

Jednakost (9) sledi iz definicije integrala, a jednakosti (10)

su posledica jednakosti (7) i (9},

Neka je +({t) funkcija definisana na odsecku [a,b] realne prave
sa vrednostima u praoizvoljnom Banahovom prostoruy B. 0Ona ss
naziva d 1 ferenci jabilnoa utatki to € {a,b)

ako postoji element f°{t,) € B definisan jednakoiéu

ta t - tc

f'(ta) = linm
-+

gde graniénu vrednost posmatramo u smislu jake konvergencije u
prﬁstoru B t.j. u smislu konvergencije operatora po noraei.
Element f'(t,) € B nazivame 1 z vodom funkcije f(t) u
tadki t=ta.

Jednostavno je dokazati sledeéa tvrdjenja:

. Ako je +(t) = u € B t.j. f(t) je konstantni element iz B,

prv t2vod e ¢ °(t)y = 0,
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o Ako su f.(t) i §.(t) diferencijabilne funkcije, tada je
[ (E) + dofa(t)] © = dofy (k) + dafa’ (E)

I. Ako je f{t) diferencijabilna funkcija sa vrednostima u
Banahovom prostoru B i y(t) diferencijabilna realna tunkclja
tada je:

( ¥(EIF L) ) =g () flt) + g2 f7 (L)

4, Ako je f(t) diferencijabilmna funnkcija sa vrednostima u
SEPARABILNOM Hilbertovom prostoru H i A(t) diferencijabilna
operatorna funkcija sa vrednostima u B(H), tada jJe Al (L)

difeencijabilna 4unkcija sa vrednustima U H 1

(A(EYF(E)) " = A (LIF(E) + ACE)E7 (L)

TEOREMA 1. Neka je +#(t} merljiva integrabilna funkcija
definisana na odsefku [a,bl realne prave sa vrednostima u

SEPARABILNOM Hilbertovom prostoru H 1 neka je

Fit) = | f(s) ds

<

Tada je
dF(t)

dt

F'{t) = +(t) za skoro svake t € (a,b).

DOKAZI. Uofimo da je

F(t+at)-F(t) 1 teat
i - f(t) N == 0 J [f(s)-f(t)] ds 0 ¢

at At b

1 t+ a8t
§ —— [ Hf(s)-f{(t)l ds
At *

§ ghzirom na separabilnost Hilbertoveg prostora H, za svako

S >0 pnstpji element e € H takav da je

i f(t)-e I < €
Imamo dalje da je
Fl{t+at)-F(t) . L v va

L tsas
| - F () — [T e ls)-ell ds + —— |
At ot t at

Hf(tr-ell ds




i odavde
Fit+at)-F{t) I ceat
I - - f(t)n & — '} Nf{g)-ell ds + ¢ (1)
at bt N
Za merljivu integrabilnu funkciju +f(s), If(s}-ell je realna

merljiva integrabilna funkcija na konatnom intervalu, pa Je na
osnovu poznate teorije Lebegovog integrala za realne funkcije
) S

n o= [T Hf(s)-f(t)F ds
*O At t

i if(t)-el za skoro svako t € (a,b)

1
t

Iz jednakosti (11) sada sled:i:

F{t+at)-F(t)
mo A - f(E)B ¢ BE{t)-ell + £ ¢ 2¢

© At

L.

i
€
S ghziram na proizvoljnost £ > 0, odavde jednostavno sledi

Fit+at)-F(t)
m - ${t)l = 0
*0 At

1 *
&

i
t
t.j. F (t) = §(t) =za skoro svako t € fa,bl,

TEOREMA 2. Neka je b(t) diferencijabilna funkcija Sa
vrednostima u SEPARABILNOM Hilbertovom prostoru H, neka je 2a
svaka u € H, (b(t),u) apsolutno neprekidna na intervalu {a,b]
i neka je

db(t)

—E;—- = 0 za skaro svako t € [a,bl.

Tada je bt} = uo € K t.j. b{t) je jednaka konstantnom vektaru

iz H na intervalu [a,bl.

DOKAZ. Jednostavno je videti da je za diferencijabilnu funkciju

b(t) i svako u € H, (b{t),u) diferencijabilna realna funkcija 1

dbit) d { b(t), u |

( T R

dt dt
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Odavde sledi da je za apsolutno neprekidnu funkciju (b(t),u)
1zvaod
d(b(t),u)
dt

= 0 za skoro svako t € [a,bl

Odavde na osnovu poznate teorije Lebegovog integrala realnih

funkcija, sledi
(b{t),u) = clu)

gde je c(u) konstanta ( ne zavisi aod t ).

Neka jJe {ek}: ortonormirana baza separabilnog Hilbertaovag

prostora H., Tada e
( B(t),en) = Cuy k=1,2,...
B(t) = L Cu 8x = Uo
e = ]

t.j. b(t} je konstantni vektor uo. € H na intervalu 1[a,bl.

Funkciju F(t), takvu da je za skoro svako t
Frit) = ¢(t)

nazivamo primitivnom funkcijom za funkciju +({t). Neka je fit)

merljiva integrabina funkcija. Na osnavu dokazanog

+
{ ${s) ds

je primitivna funkcija za funkciju f{t). Neka je FI(t) ( neka
druga ) primitivna funkcija za funkciju $(t), takva da je
(F(t),u) za svako u € H apsolutno nepfekidna funkci ja. Na

osnovu dokazanog primitivne funkcije

Fit)y i | #(s) ds

se razlikuju za konstantni element u. € H t.j.

F(t) = | £{s) ds + u.,

gdakle sledl
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Uy = F{a}

i odavde uapétena Njutn-Lajbnicova formula

[ §(s) ds = F(t)-F(a)

Napred dokazane teoreme vale i mogu se jednostavno dokazati za
operatorne funkcije A{t) za koje je A(t) linearan ogranicen
operator u SEPARABILNOM Hilbertovom prostoru. la nas je
interesantna Njutn-Lajbnicova formula. Neka je A{t) merljiva

integrabilna operatorna funkcija na konacénom intervalu [a,bl 1

Ult) = | Als) ds

Operatorna funkcija je diferencijabilna 1

di (t)
—— = A(t) za skoro svako t € [a,bl].
gt
Dokaz ovog tvrdjenja je 1identidan dokazu TEQOREME 1.

Egzistencija linearnog operatora A takvog da Je
I Al{tYy-Aa I € £

za proizvoljno malo ¢ sledi iz pretpostavke o merljivosti A(t},

Funkeciju U(t) takvu da je

gu{t)
~—— = f§{t) za skoro svako ¢t

dt

nazivamo primitivnom funkcijom za funkciju A(t). Neka je  A(t)

merljiva integrabilna operatorna funkcija na intervalu la,bl,
Integral

T Als) ds
je primitivna funkcija za funkciju A(t). Neka )Je Uit) neka

druga primitivna funkctja za funkciju Af(t) za koju je (U{tlu,v)
apsolutno neprekidna funkcija za svako u,v € H. Koristeédi

Njutn-Lajbnicovy formulu 2a $funkcije g3 vrednostima u
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separabilnom Hilbertovom prostoru H jednostavo se dobija

Njutn-Lajbnicova formula za operatorne tunkclje

T Aats) ds = U(t)-U(a)

3. SLUZAJINI PROCESI KAD FUNKCIJE S5A VREDNOSTIMA U
HILBERTOVOM PROSTORU L=%{(Q,%,F,H)

la pisanjé ovog dela su koridcene knjige navedene u literaturi
pod brojevima (47,051,071,0(211,0221,023), Glavno mesto zauzimaju

definicije merljivosti i integrabilnoesti slufajnog procesa.

Neka je t = §(t), a ¢ t ¢ b slufajni proces sa vrednostima u
separabilnom Hilbértu&um prostoru H t.j. za svako t € [a,bl,
E(t) = E{w,t) je merljivo preslikavanje iz prostora verovatnoce
(t,8,P) u merljiv praostor (H,8) gde je 8 &-algebra Borelovih

skupova Hilbertovog prostora H 1 neka je
E IE(t)*% ( oy a & t & b,

Ovakav slu€ajni proces mofemo posmatrati kao tunkciju detinisanu
na merljivem prostoru ([a,0],Bcaywa? sa vrednostima u
Hilbertovom prostoru L#(Q,48,P,H). Podsetimo se da smo sa
LZ(,%,P,H) oznalili Hilbertov prostor slu€ajnih promenljivih
n, EInN® ¢ »« sa skalarnim proizvodom My N2 = E(N:,02) i
normom Hinll* = E linl=,

Slu¢ajni proces t = E(t), a £ £t ¢ b je mer ]l J1v ako je
on merljiv u smislu opite definicije, kao funkcija definisana na
merljivom prostoru (la,bl,Bc.y0.} sa vrednostima u Hilbertovom
prostoru L*(0,%,P,H) t.j. slutajni proces § = E(t), a £ t & b
je merljiv ako postoji niz prostih funkcija E. = k. (t} sa

vrednostima u Hilbertovom prostoru L*{(0Q,%,P,H) koi1 skoro svuda
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konvergira sludajnom procesu E(t) t.j. za skoro svako ¢
E Il e, (t)-%(t) H*® =+ 0O kad n * «

Frosta funkctija

mn

E(t) = T Y. () 1.
k =} 1
( n. € LZ(0,U,P,H), &, = € t € [a,bl: E{t) = . 3,
A, Na, =8 za i # j, U a, = La,bl)

b= 1

sa vrednostima u L2{(Q,8,P,H) e integrabilna i

njen integral je definisan jednakoicu

foyit) dt = § nw m(au) (12)
la slufajni proces % = E(t), a ¢ t ¢ b sa vrednostima U
separabilnom Hilbertovom prostoru H kaiemo da je

integrabilan ako je on integrabilan kao funkcija
definisana na merljivom prostoru (fa,bl,B¢.,sa} sa vrednostima
u Hilbertovom prostoru L2(Q,%,P,H). Drugia relima, slucajni
proces E(t), a § t ¢ b je integrabilan ako postoji niz SN
prostih funkcija sa vrednostima u L2(Q,2,P,H) koji skoroc svuda

konvergira ka slufajnom procesu §(t) 1

M oe.(t)-E_(t) W dt + 0 kad n,m * o (13)

r

Odavde sledi da je niz slutajnih promenljivih
f Ea(t) dt € L7(R,2,P,H)

konvergentan u srednjem kvadratnom { u smislu jake konvergencije

u L2(Q,8,P,H) ) i definidemo i ntegral

T ¥ty dt = lim [ E.(t) dt (14)

Za proizvolino & € B..,., definifemo integral

[ E(t) dt = fox. (k) E(t) dt (15)

0 osobinama avako definisanog integrala ve¢ smo govorill u
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prethodnom odel jku. Napomenimo samo da je merljiv slufajni
proces E(t), a ¢t ¢ b 'integrabilan ako 1 samo ako Je
integrabilan realni sluéajni proces M §(t) M, a ¢t ¢ b t.j.

ako i samo ako Je

fEE(E) I odt < e

Jednostavno je videti da je merljiv slufajni proces na konacnom

intervalu [a,bl za koji je

TENE()NZ dt < »

integrabilan,

Jasno je da je za integrabilan slutajni proces E(t}), a ¢ t ¢ b

b
[ §{t) dt

slutajna promenljiva sa vrednostima u separabilnom Hilbertovon

prostoru H. Ia svako u € H,

b

( u, J §(t) dt )

je skalarna slufajna promenljiva i sa verovatnocom jedan

Cu, T E(t) dt ) = 1 (u,5(t)) dt (16)

i "

Zaista, za integrabilan sluéajni proces E(f), a ¢ t ¢ b postoji
niz prostih funkcija { %. 3, sa vrednostima u  L3(Q,Y,P,H)

koji skoro svuda konvergira_ ka slutajnom procesu §(t) 1

b b
[ E{t) dt = lim [ B~ () dt

Iz ove konvergencije u srednjem kvadratnom niza cslufajnih
promenl jivih T £, (t) dt, sledi konvergencija u srednjem

kvadratnom niza skalarnih slufajnih promenljivih

lim (u, J E-(t) dt ) = Cu, | §(t) dt ) (17)

la proste funkcije t.(t), t € [a,b] jednostavno je videt: da

je sa verovatnodom jedan

(u, E.(t)) dt (18)

i
~r
—
n
T

Cu, | oE.(t)
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Dalje, za integrabilan slufajnt proces E(t), a £ t ¢ b, (u,E(t))
je integrabilan skalarni slufajni proces, (u,En(t))y Je niz

prostih funkcija koji skoro svuda konvergira skalarnom slucajnonm

procesu (u,§(t)) 1

T (u,8(t)) dt = lim [ (u,E.(t)) dt (19)

. ..

v srednjem kvadratnonm,

1z jednakosti (17), (18) i (19) sledi da je skaro izvesno

b

(u, T E¥(t) dt ) = (u,8(1)) dt

jer isti niz slufajnih promenljivih (1B) ne mole konvergirati u
srednjem kvadratnom dvema razlifitim graniénim vrednostima.
Koristefi jednakost (14) Jjednostavno se dokazuje da je za
linearan agranicen -operator A koji vriai preslikavanje

Hilbertovog prostora H u sebe samog skoro izvesno

AT E(t) dt = F A E(t) dt (20)

4, KORELACIDNA FUNKCIJA. SLUZAJNI PROCES WIENERA.

U ovom delu su definisani korelaciona funkcija i slufajni proces

Wienera kao &to je to uradjeno u [S1 1 [211.

Za slucajni proces E = ¥{t), a ¢ t ¢ b sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H, E [§(t}H#* < « i fiksirano

s,t € [a,b] srednja vrednaost

E [ (u,5(s))-Elu,8(s)) 1 [ (v,E(t))-Elv,E(t)} 1, u,v E H

je bilinearan neprekidan funkcional na Hilbertovom prostoru H 1

mo¥e se predstaviti u obliku

E [ (u,E(s))-Efu,E65)) 1 ¢ (v, B(t))-E(v,8(t1} 1 = ( Blsytlu, v )




gde Je Bt{s,t) linearan ogranifen operator koji vrai
preslikavanje iz Hilbertovag prostora H i isti ta) Hilbertov
prostor,0vako definisanu operatornu funkciju B{s,t), a ¢ s,t ¢ b
nazivamo kor el aci1onagnm f§unkci jom slufajnag
procesa E = E(t), a £t ¢ b sa vrednostima u separabilnoa
Hi lbertovom prostoru. [ uopdte, za slucajni proces E = E(t) sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H, operatornu

funkciju Bi(s,t), a ¢ s,t ¢ b, definisanu jednakoscu

E [ (u,t(s))-ECu,B(s)) 3 [ (v,E8(£))=-E (v, ,8(t)) 1, wu,v €H

nazivame k or el acionoam funkcijom slufajnog procesa

E = E(t).

Slutajni proces w = wi(t}, 0 ¢ t ¢ T, w(0) = 0 sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H sa nezavisnim prirattajima
( wito)-wit,) i wi(s2)-wls,;} su nezavisne slufajne promenljiive
za 0 ¢ s, § sz ¢ t, € to &£ T ) takvim da je wit+T)-w(t} za
svake t € [0,T1, T > 0 Gausovska sluéajna promenljiva sa
srednjom vredno%éu nula i korelacionim operatoroem U I (1 -
- identifni operator u _Hilbertnvum praostoru H )} nazivamoe
standardnim procesom Wienera . (Ofigledno Je za

svaka t € [0,T] srednja vrednost
E w(t) = 0

‘to je ispunjeno ako i samo ako je za svakoc u € H

E (u,w(t})) = 0,

Jednostavno se dobija da je korelaciona funkcija Wienerovog

procesa w = Wit), 0 ¢ t ¢ T

Bof{s,t) = min { s,t 3 1 (21)
la preoizvol jng u € H, full = 1, skalarni slufajni proces
(u,wlt)), 0 ¢t ¢ T je Wienerav proces u R,. Neka Je e, ),

prtonarmirana baza separabilnog Hilbertovog prostora H., Tada su
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wo(t) = (e.,w(t)) uzajamno nekorelacioni a samim tim i nezavisni

( jer su Bausovski ) MWienerovi procesi u R; 1 vall

wilw,t)} =kElek W, (w,t) (22)

gde konvergenciju reda posmatramo u smislu jake konvergencije u
Milbertovom prostaru H. la proizvoljino u € H, skalarni
slufajni proces (u,wit)), 0 ¢ t & T je slufajni proces sa
nekorelacionim { a samim tim i nezavisnim ) priraitajima u R,
pri éemu je

E 1{u,wit)}!?® = Hhul® t (23}




B LAVA Il

EKVIVALENTNI SLUEAJINI PROCESI

i. POJAM EKVIVALENTNOSTI. SPEKTRALNI TIP SLUCAJNOG PROCESA.

Osnovne definicije u ovom delu su uvedene kao &to je to ufinjeno

u [19]), bez ikakvih izmena.

Neka je n = nit), a ¢ t ¢ b slufajni proces sa vrednostima u

geparabilnom Hilbertovom prostoru H 1 neka je
E 1 (u,n(£))12 ¢ o

za svako t € [a,b] i svaki element u € H. O0Oznaflimo sa H. {1}
linearni vektorski prostor skalarnih sludajnih promenljivih

gblika

El(uk,n(tk}), Ue E H, te € t, k=1,2,...,n

k™=

i sa He(R) = H (M) zatvaranje ovog linearnog prostora u
srednjem kvadratnom. Drugim relima, H(R) je linearno zatvaranje

nad skalarnim slucajnim promenljivim
(u,ni{s)), u 8 H, 5 ¢ t .

He{n) posmatraamo kao potprostor Hilbertovog prostora skalarnih

slu€ajnih promenljivih %, E IEI® ¢ » sa skalarnim proizvodom

(E.,82) = B E(%2

i normom
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g2 = E 1§17

Definidimo prostor

RO = U Hetn)

adtd

Ako su svi skalarni siutajni procesi (u,n(t)), u € H neprekidni
<3 leve strane u srednjem kvadratnom, H{M) Je separabilan
Hilbertov prostor, a monotono rastuéa familija potprostora

Heindy, a ¢ t ¢ b Jje neprekidna sa lave strane t.].
Ha (M) * H. () kad s * t-0

Neka je E = B(t), a ¢t &b drugi slu€ajni proces sa
vrednostima u separabilnem Hilbertovem prostoru H., Uodimo

preslikavanje:
Ar (u,q{t)) & (u,8(t)), u € H, a ¢t &b (1)

la slutajne procese §& = E{t) 1 n = nit) katemo da su
e k vivalentni naintervalu [a,b] ako se preslikavanje
(1) mole produiiti do linearnog ogranifenog pperatora A iz
Hilbertovog prostora H{n) u Hilbertov prostor H(E) koji 1ma
inverzan ogranifen operatar A7 i za koji je I-A™A .aperatur
Hilberta-%mita.Ovako definisana ekvivalentnost slutajnih procesa
je relacija ekvivalencije u skupu slufajnih procesa §(t),
a{t ¢b sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H,
El{u,¥(t})12 ¢ » . Tvrdjenje sledi iz jednakosti A = (AA)'77
gde je X - izometritan operater. Na osnovu tegreme 0
faktorizaciji, za ekvivalentne slufajne procese E = E{(t),
no=nlt), a £t &b, familije potprostora He(E), a &t ¢ by 1
Ho (), a &£t ¢ b cu izometritne t.j. postoji izometrican
operator X koji vrii preslikavanje 1z Hilbertovog prostora

H{n) u Hilbertov prostor H(E) takav da je
X Hefn) = He(§)

Neka je za linearan operator A, [-A”A operator Hilberta-&émita.
Tada je A agraniten operator $to Jje ispunjeno akp 1 samo ako j}e

A*A ogranilen operator, Operator AR®"A Je pozitivan pa je:
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§ = sup ( {I-A"A)u, u ) < 1 (2)
tull=1
odakle sledi
(uyu} - (A"A u, u) ¢ & (u,u)
i
(A u, A u) ¥ (1-8) (u,u)l (3)

Iz nejednakosti (2} jednostavne sledi da najveta sopstvena
vrednost potpuno neprekidnog samokonjugovanog operatora I - A%A
nije veéa od jedinice. Najveda sopstvena vrednost Jje wmanja od
jedinice ako i samo ako je & (1 i tada 1z nejednakosti (3)
éiedi da operator A ima inverzan ograniéen operator. Ako je
jedan najveéa sopstvena vrednost operatora I - A%"A, nula je
sopstvena vrednost operatora A"A odakle sledi da operator A

nema inverzan operator. Ovim je u potpunosti dokazano sledede

tvrdjenje.

L EMA 1. Neka je za linearan ogranicen operator A, I - A“A
operator Hilberta-$mita. Linearan n@raniéen pperatar A ima -
inverzan ograniéen operator ako i samo ako je najvefa sopstvena
vrednost potpuno neprekidnog samokonjugovanog operatora 1 - ATA

manja od jedinice t.j. ako je

§ = sup ( (I-A"A) u, u) <1
il u

=1
gcdnosno

( (I -~ A"A) u, u ) < {uy,u) =za svako u € H, u # 0,

Odavde imamo da su slucajni procesl E = E{t) i 7 = 7(t) sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H ekvivalentm
na intervalu [a,b] akoc i samo ako se preslikavanje (1) moie
produfiti do linearnog ogranilenog operatora A za kojil Je I-A%A4
operator Hilberta-dmita Cija je najveca sopstvena vrednost manja

od jedinlice.
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Neka je €t = E(t), a € t ¢ b slucajni proces sa vraednostima d
separabilnom Hilbertovom prostoru H 1 neka je za svako u € H

i svako t € H
E {{u,5(t))I* < » .

Neka je Hel{¥) linearna zatvorenost nad slufajninm promenljivim
(u,§(s)), u € H, s ¢ t

H(§} = U th{E)

&ttt s

la prostor HI(E} pretpostavljamo da je separabilan, a za monatono
rastut¢u familiju potprostora H.{8), a € t ¢ b da jeneprekidna
<3 leve strane. Ovo je, na primer, zadovoljeno ako su za svako
y € H skalarni siufajni procesi (u,5(t)) neprekidni sa leve
strane u srednjem kvadratnom. Neka je P, operator ortogonalnog
projektovanja na potprostar H.(%}). S p e ktralni tip
slutajnog procesa %(t), a ¢ t ¢ b definiiemo kao spektraln: tip

samokonjugovanog aoperatora

b
F =[ t dP.

Kag %to- je poznato, slufajni procesi §(t) 1 nit) na intervalu
‘[a,b] su istog spektralnog tipa ako 1 samo ako su familli je
potprostora He(%), a £ t &b 1 Hel), a § £t ¢ b izometrilne.

Ekvivalentni sluéajni procesi su istog spektralnog tipa.

2. SLUZAJNI PROCES! SA VREDNOSTIMA U SEPARABILNOM HILBERTOVOM
PROSTORU EXVIVALENTNI WIENEROVOM SLUEAJINOM PROCESU

U ovom delu su izneti neki stavovi iz [20) potrebni :za dalje

izlaganje,

Neka je w = wi{t), 0 ¢ t ¢ T Wienerov proces sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H. Znamo da e srednja

vrednost
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E(u,w(t)) = 0, u€H, 0 ¢t &7
E lu,w(s)) (v,wi(t)) = (B.ls,t) u, v}

gde je korelaciona funkcija B.(s,t) = min (s,t} I,

Neka je H.{w} linearno zatvaranje nad slucajninm promenl jivim

{u,wis)), u € Hy s ¢ t i

Hiw) = U Ht{H)

O&t 4T

Oznacimo sa L2Z{(H) skup merljivih tunkcija £(t) definisanih

na intervalu ([0,T1, sa vrednostima u separabilnom Hilbertovon

prostoru H, takvih da je
T
£ NF(EINZ dEt { o .

U L=2(H) uvedimo 5kal§rni proizved

| =3

CFodz > = [ (B L), £208)) dt

o
i normu indukovanu ovim skalarnim proizvodon

mofFoNE = :_[: WIGEERT

Moie se dokazati, kao 4to je to uradjeno za L*(Q,%,P,H) da jJe

L2(H) kompletan i samim tim Hilbertov prostor. Funkcije
§ = f(t) € LZ(H)

su integrabilne i linearni omotal nad funkcijama

[ 1 s € [0,t]
X ls) uy, D £t ¢ T, u € H; Xe(s8) = A
| © s ¢ (0,t]
je svuda gust u L?(H). Neka je L. (H) potpraostor funkcija
f(t) € L2(H), takvih da je f(s) = D za s » t. Uelinmo

preslikavanje:
X: (u, wit)) » Xels) u .

Dvo preslikavanje se mole produliti u i:ometrican operator X 1z

Hilbertovog prostora H{w) u Hilbertov prostor L*{H) pri femu je:

X Hew) = Lo (H)
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4
t.j. familije potprostora Helw), 0 & t £ T 1 Le(HY, O ¢ ¢ &7

su izometriéne.

Neka je % = %¥{t), 0 ¢ t ¢ T slufajni proces sa vrednostima u

separabilnom Hilbertovom prostoru ‘H. Slufajni proces § = §(t),
E (u,E(s}) (v,5(t}) = ( Byls,tlu, v )
je ekvivallentan Wienerevom procesu u H ake se preslikavanje
A:  (u, wit)) » (u, E(t}), u € H, 0O &t T

mole produkiti do linearnog operatora A za koji je I - A%A
operator Hilberta-&mita sa najvecon sopstvenom vrednoifu manjonm

od jedinice. Upn&imo preslikavanie
B: Yels) uw = (u, E{L)) .

Imamo da je A =8 X i I - A*A = X* (I - B*B) X odakle sledi
da je slufajni proces § = %B(t) ekvivalentan slufajnom procesu
Wienera w = wi(t) na intervalu f[0,7T] ako 1isamo ako se
preslikavanje B mote produditi do linearnog ogranicenog
gperatora - B z2a koji je I - BB operator Hilberta-3mita u
funkcionalnom prostoru LZ(H) sa najvetom sopstvenom vrednoscu
manjom od jedinice. Kao %to je poznato, ( videti [201 ) linearni
operator 1 - B*B u funkcionalnom prostoru L2(H) Jje oaperator
Milberta~4mita ako i samo ako se mode predstaviti u obliku:

T

(1 -B*B)f (t) = [ Kis,t) (s} ds (4)

gde je K{s,t) merljiva eperatorna funkcija sa vrednostima u
Hilbertovom prostoru operatora Hilberta-smita definisanih u
Hilbertovom prostoru H koja zadovoljava

T T

[ [ IK(s,t)1% ds dt < o (5)

Q

IK{s,t)! je apsolutna norma operatora Hilberta-smita Kls,t) t.].

K(s,t)1% = Sp [ K(s,t)* K(s,t) 1= L I Kis,the, 2

1 =1




[{ei}:je ortonormirana baza separabilnog Hilbertovog prostora H)
Operator I - B"B je operator Hilberta-démita ako i samo ako je

za funkcije +f,g9 € LZ{(H)

(§,9) - (BF,Bg) = [ [ ¢ K(s,t)§(s), g(t) ) ds dt (4

o o

pri &femu je ispunjena nejednakost (S}, Jednakost (6) je
ispunjena ako i samo ako je ispunjena za neki potpun sistem

funkcija u L2(H), na primer, za sistem funkcija
Xe(s) u, 0 ¢t £T, u €H.

la +(s5) = Xtiisl u, gf{t} = xtz(tl v, iz jednakosti (&) sledi:

+t t
( Bult,,tz)u = Bylt,, tzdu, v ) = ézéltkts,tku, v) ds dt
ili u operatornom obliku:

'Kis,t) ds dt (7)

Olemmy 1+
)
Oy ¥

Bw(tl,ti) - Blttj_,tz) -

Ovim je u potpunosti dokazano sledefe tvrdjenje.

LEMA 2. Slufajni proces § = E(t), O ¢ t ¢ T =sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom H je ekvivalentan Wienerovom procesu
w = wi{t} sa vrednistima u H na intervalu [0,T] ako 1 samo
ako se razlika operatornih korelacionih funkcija mote

predstaviti u obliku

t t
Bulty,tz) = By(ty,tz) = [ [ Kis,t) ds dt
cemu je ror
[ £ IK{s,t)1? ds dt ( o
o
|IK{(s,t)! - norma Hilberta-smita |

sup [ [ { Kls,t)b(s), bit) ) ds dt =& ¢ 1 (8
iph=f @ °©
Nejednakost {(8) oznafava da je najveca énpstvena vrednost

operatora ! - B®"B u funkcionalnom prostoru L(H} manja od

jedinice 8to je ispunjeno ako 1 samo ako operator B ima inverzan
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ograniéen oaperator. § obzirom na osobine samokonjugovanog
potpuno neprekidnog operatora 1 - B"B ovaj uslav se mole
predstaviti u obliku

¥ T T

£ g ( K{s,t)b(s}, b(t) ) ds dt < £ kb(s)l1? ds (8°)

ili u obliku
T T

[ ] {Kis,thb(s), blt) ) ds dt # [ Ib(s)1% ds (8"

:a proizvaljnu funkciju b = b(s) & L2(H), [ Wb(s)IZ ds # O.

Napomenimo jo% da integral (7) posmatramo kao integral funkcije
sa vrednostima u Hilbertavom prostoru 5z(H). Elementi
filbertovog prostora S {(H) su operatori Hilberta-sSmita u
separabilnom Hilbertovom prostoru H. Skalarni proizvod elemenata

?,¢ € S-(H) je definisan jednakoicu

{ Y,v } = 5p ¥* ¥ = E { ¥Yo., ¥2, ' = L I ( Yo., e;)le,, ¥e.)

ke 1

Merljiva oparatorna funkcija K(s,t) koja zadovoljava uslov (3}

je integrabilna odakle sledi egzistencija integrala (7).,

3. 8 TOHASTIGEKI PROCES ] T 0

Ovaj deo je u potpunosti ariginalan. Posmatra se ekvivalentnost
stohastitkog procesa Ito u separabilnom Hilbertovom prostoru 1
procesa Wienera u odnosu na koji je on zadat kao 35to Jje to

uradjeno u [20] za realne slufajne procese.

Neka je w = wi{t) na konacnom intervalue [0,T] slucajni proces
Wienera sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H 1
als) merljiv integrabilan slufajni proces sa vrednastima u istom

Hilbertovom prostoru. Slufajni proces

E(t) = [ als) ds + w(t) (9)

O

sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H nazivamo




slutajnim procesom Ito u odnosu na Wienerov praces W = wit) .

Neka je a(s) merljiv slufajni proces sa vrednostima u

separabilnom Hilbertovom prostoru H i neka je

1 Elals)I? ds < o (10)

B Pl

1z usiova (10} sledi integrabilnost slucajnog procesa (t} na
vonadnom intervalu [0,T]. Neka je E(t), 0 ¢ t & 7T sluéajni
proces [to u odnosu na Wienerov praces w(t), D¢ t ¢ 7T 53
vrednostima u Hilbertovom prostoru H. Oznafimo redom
korelacione funkcije slufajnib procesa wit) { §(t), 0 £ t ¢ T sa

B.{s,t) i Byls,t):

E (u, wis)) (v, wit}) = ( {fu,w(s)}, (v,w(t) ) = ( Buls,t)u, v )
E (u, §(s)) {v, ¥(t)} = ( {u,§{s)), (v,5(t} ) = ( Byls,tlu, v )

za u,v €H i s,t e [0,TI.

Istaknimo ovde da su skalarni proizvod { norma u Hilbertovon
prostoru H i Hilbertovom prostoru skalarnih slugajnih
promenljivih ¥, EI§i%2 { » isto oznateni. No zabune nece hiti.
Pri posmatranju skalarnog proizvoda i norme elemenata {1 g
treba voditi racduna o tome kom prostoru oni pripadaju. Ako Je
f,0 € H, tada su skalarni preizvod (f,g) 1 norma It £ I
definisani u datom Hilbertovom prostoru. Ako su f i g skalarne

slu¢ajne promenljive, tada je
(f,g) = E f g 1 Wil = E |§17

Za protzvoljnu sluéajnu promenliivu t sa vrednostima u

separabilnom Hilbertovom prostoru H, t{w} € H za svako o € i
{u,8) = ( u, E{w) )

je skalarni proizvod u Hilbertovom prostoru H.




1z jednakosti (9) imamo da je za proizvoline elemente wu,v €& H:

(u,E(s)) = | (u,alx)) dx + (u,wis))
5 (11)
(v, 800 = [ (vyaly)) dy + (v w(t))

odakle sledi da je

( (uy8(8)), (v,E(t)) (u,alx)) dx,_z (v,aly)) dy ) +

H
Oy i

+ |

Q=

(u,a)) dx, {v,w(t)) )
b tuyw(s)), T otvyaly)) dy )

b0 tu,wis)), (v,wit)) ) (12)

( B“(E‘t)u - Bl(E,t}U, v ) - -

Dty rt

I ( (u,alx)), (v,aly)) ) dx dy

- z ( (u,alx)), {v,w(t)) ) dx
(12"
- z ( (u,w(s)), (v,aly)) ) dy
RAZMOTRIMO PRVI SABIRAK JEDNAKOSTI (127):
- 1] wato, (vyaty)) ) dx dy
la fiksirano x,y € [0,T) , oznalimo sa
0, {u,v) = = ( (uyalx)), (vyalyd) ) (13)
Jednostavno je videti da je:
$,.,(diu,+dotz, v) = o0, (U, v)+tda®., (Uuz,v)
O, (u, B, vi+Bovz) = El¢“y{u,v1)+gg¢uy{u,v2)
Iz jednakosti (13X} imamo da Je

te, fu,vdl & 01 (uy,aCed) 0 0 {vyaly)) | =

= { Eltu,al))i= 2v72 { Ellv,aty))|? 31/7
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¢ L E Null® Hatxd)B= 2272 (E HWvl?® Haly)r® 3177
¢ CE Batx)®2 3172 [ E Nalyrid® >»'72% lull HBvi

Odavde, na osnovu uslova (10) sledi da je ¢o¢,,(u,v) za skorao

svako x,y € [0,T] bilinearan funkcional i
®.,(u,v) = (Byl{x,ylu, v! (14)

gde Je B.(x,y) linearan ogranifen operator u . separabilnom

Hilbertovom prostoru H sa normonm
I Batx,y) # € L E Ra(x)W#% 3/2 L E Naly)? 172,

Dperator B.(x,y) je sa konatnom apsolutnom normos. laista, neka
je {eh}: ortonormirana baza u separabilnom Hilbertovom prostoru

H. Tada je:

1Bulx,y) 1% = L H(B.lx,ylew,e,)1? =

= g 11 (ew,alx)), {ey,aly)) 117 ¢

ks im=1

$k'§_1ﬂfeh,a(x1)u2 H(EJ,&(Y))HZ -

1ll(eh,a(n})llz T {e,,aly))ii® =

J=1

|
-1

k

El(ew,ate))1? L Elley,aly)) i

it
11

L |

L

Ekgllieh,a(xiilz Ej;llfej,a(y))lz

i

£ lat(x)yh= E laty)li® ( =
1z dobijene nejednakosti sledi:
T T ¥ T
[ é 1Ba(x,y) 2% dx dy ¢ £ £ E#ta(x)N? Ellaly)ll® dx dy =

= { Ellaf{x)l® dx }*

o iy

$to zajedno sa uslovom (10} daje:

T

l [ 1B.(x,y) 12 dx dy < o (15)
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Ovim je dokazano da je prvi sabirak u zbiru ({127):

|

i, I I ( (u,alx)), (v,aly)) ) dx dy

(146)
t =
= £ é (Bualx,ylu, v} dx dy
pri femu je B.(x,y) operator Hilberta-smita sa apsolutnom
normom |Bu.{x,y)| koja zadovoljava nejednakost (13},
RAZMOTRIMO SADA DRUGBI SABIRAK U IBIRU (127):
- T 0 tuyatx)), (vywtt)) ) dx =
= T (=tu,alx)), {v,w(t)) ) dx
o (17}

z ( Putl-lu,alx))), (v,w(t)) ) dx

gde smo sa P: oznafili operator ortogonalnog projektovanja na

linearno zatvaranje nad slufajnim promenljivinm

(v,wiy)), O &y ¢ t.

Skalarni sluéajni proces (vywiy)), 0 & y & T je sa
ortogonalnim priraitajima i F,(y) = El(v,wly))I* = IvilZy .
Po{-(u,alx)) ) = j Clx,y,u,v} div,wiy)) (18)

pri femu je:

t

J lc{x,y,u,v} 1% QIvll*® dy =

t
£ lc{x,y,u,v}i® dF_(y)

I Pe(-(u,alx)) D02 € Blu,alx))h® =
(18")

i

E tlu,alx))¥12 ¢ full? E lalxdl® { o
23 skoro svako x € [0,T1.

Iz jednakosti (17) i (18) sledi:

Qi

{ (u,alx)), (v,w(t)) )} dx =

"

. t. t
é { £ cix,y,u,v) div,wlyl), é div,wly)) ) dx =
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L, ¢ (177)
=[] Clxyy,u, v iIvi® dy dx = [ [ 6., (u,v) dx dy

pri &¢emu smo uveli oznaku:
¢, (u,v) = cix,y,u,v)ivi? (19)
Imamo da je za svako s,t € [0,T] :

T T o, ,(d,u,*dzuz,v) dx dy =

0o o

1l
O

( {(d,u.+dzuz,alx}t), {v,uwit}) )} dx =

- alz ((uy,alx)), (v w(t))) dx - dzz ((uz,afx), (v,w(t})} dx

o 1 Ouytus,v) dx dy *+ dz [ ] ®ayluzyv) dx dy

o O

T 10 didu,ua,v) + daduyluz,v) 1 dx dy
Odavde sledi da je za skoro svako x,y € [0,T]
B, (dyu;+dzUz, v} = dyb., (Uy,v) + o0, (uz,v) (20)

Dalje je za svake s,t € [0,T):

t = '
£ i ®.,(u,B8:v,¥B=vz) dx dy =

((u,alx)), (B,v +Bzvz,w(t))) dx =

H
§
Ol

((u,alx)), Bolvy ,wit))+Ro{va,w(t))) dx

]|
|
O

alz ((u,alx)), (v,,w(t))) dx - azl ((u,alx)), (vez,w(t)) dx

5. T T 0. Cu,ve) dx dy + Bz | ] uylu,vz) dx dy
g 0 3 Q

i Z [ 8,0, (u,v,)+Bo0, (u,vz) ] dx dy

Odavde sledi da je za skoro svako x,y € [(0,T]

b, (u, Bivi+Bova) = B, B, (u,vy) + B2 ., (u,vz) (20°)
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Neka Je (e.}. ortonormirana baza Hilbertovog prostora H.

Uofimo da je

[ I 10, (uel? dy =]

1 k

-1
fy
Ly, ¥

= T I Po* (~(u,alx)) 1% = I P,
= 1

1., (u,e.) %=

(-(u,alx)) ) HZ ¢ U

t

£ lelx,y u,8x) 1 dy

14

be = 1

{ujalx)) W%

= £ |{u,alx))i2 ¢ ful? E Ha(x)l® C o

za svako t € [0,T], svako

( PL*

je operator ortogeonalneg projektovanja na

Odavde jednostavno sledi da je za skoro svako

T 10, (u,e)!® = Nix,yur ¢ o

e =1

pri cemu Nix,y,u)

sa jednakodéu (20°)

ogranifen funkcional promenljive

v € H

u € H

je operator ortogonalnog projektovania na

ne zavisi od izbora ba:ze

znadi da Je

1., ( u, v/ivl

odakle neposredno sledi

0., (u,v)i

Na osnovu teoreme Risa

., (u,v) =
i1 odavde

O.,{u,v}) =
[z jednakosti (20) jednostavno

operator. Operatar Clx,y) je

laista,

£ M“);_“{ Cix,yle., 5 )I* dy

¢ Nix,y,u)

x € [0,T].

Ho% (w) i P

He (W) = E H:“ (w) )
=3

i skoro svako

x,vy € [0,T]
{21)
{e .}, &to zajedno
., {u,v) = ¥iv) linearan
v € H. Zaista, za proizveljno

b1 ¢ N{x,y,u)

vl

v, Clx,ylu )

Cix,ylu, v )} (22}
sledi da je Clx,y} linearan
konatnom apsolutnom normom,
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| of -~
= ] T 10 (en e, 1% dy
L 4
= by Lletxysea e 1 dy
L 0Pt (-(ecalx)) )02

= T 0 Pel-low,alx)) IIZ ¢

¢ T I tex,alx)) 82 =L E Me,atx)}I2 =

I | =1

= E L Ile,altx)}I? = E talx)l? C o

za svako t € [0,T21, pa )e

i Cf_ M(CGoydew, sl 1% dy & E Ma(x)l2

Odavde sledi da je Ci{x,y) za skoro svako «x,y € [0,T] operator

sa konatnom apsclutnom normoa

:crx,y>|2 =h’§_1I(E(x,y>ek, p,) 1% ( w
pri femu je na osnovu uslova (10}
T 7T

[ [ 1Clx,y) 12 dx dy ¢ @ (23)

Ovim je u potpunosti dokazana jednakost

- t
- [ ( (u,alx)), (v,wit)) ) dx = ]
o o

{Clx,y)u, v} dx dy (24)

gde je Clu,y) za skoro svako X,y € (0,T) agperator Hillberta-
-¢mita u separabilnom Hilbertovom prostoru H sa apsolutnon

normam IC{x,y}! koja zadovoljava nejednakost (23),
RAIMOTRIMO TREAI SABIRAK JEDNAKOSTID (127)

- ] O (uyw(shy, (vyaly)) ) dy =

= z (-{v,aly)), (u,w(s)} ) dy
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= ] Pal=(vyaly)), (u,wis)) ) dy

gde smo sa P: oznafili operator ortogonalnog projektovanja na

linearno zatvaranje nad slucajnim promenljivim

(u,wix)), 0 & x &5

Kao §to je objasnjenon:

uh »

Pa (={vsalyl)) } = g clyyxovyul) dlu,wix})

pri éemu je
I tcly,s,v,u) 12 Hul2 dx <

pa imamo da je

- z { (u,wis)), (v,aly})) } dy = z z c{y,x,v,u) Hull® dx dy =

t =

é £ (Cly,x)v, u) dx dy

T T oo, (v,u) dx dy

o O

i

Odavde se konacéno dobtija:

t =

- ] € (uywisdd, (vyaly)) )ody = } ] (C*(y,xdu, v) dx dy (23)
pri Cemu Je operator E*{y,x) sa konafnom apsolutnom normom
IC*{y,x)} = IC{y,x)] koja zadovol java

T T

£ £ IC*({y,x) 1% dx dy < o (26)

Iz jedmakosti (127), (1&), {(24) i (23) sledi jednakost:

{ Bui{s,tlu-By(s,t)u, v )

= {1 U IBaGGYI+CUG Y HC Gy, x0T uy v ) dx dy
Neka je |

K{x,y}) = Bo{x,y) + Clx,y} + L% {y,x) {27

Koristeti nejednakosti (13), (23) 1 (246) Jednostavno je videti
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da je K{x,y) operator Hilberta-%mita sa apsolutnom normonm
[K{x,y} | takvom da je

[ [ 1Kty 12 dx dy ¢ o (28)
Ovim je u potpunosti dokazano da se razlika korelacionih
funkcija zadatog Wienerovog procesa wit), 0 £ t ¢ T 1 oprocesa

Ito u odnosu na dati Wienerov proces mole predstaviti u obliku
Buls,t) - Byls,t) = i I Ktxyy) dx dy (29)

pri ¢emu je K{x,y} operator Hilberta-Smita sa apsolutnom noramonm
[K{x,y)| koja zadovoljava nejednakost (28B}). Ovo, pak, na osnovu
poznatih teorema, znati da se operator B koji vrii

preslikavanje iz prostora H{w) u prostor H(E)
B:r (u,wix)) » (u,8(x)), O & x & T

mode produfiti u lineran ogranifen operator B za koji je I - B"B
operator Hilberta-3mita. Pod uslovima da operator B ima 1nverzan
ogranifen pperator, slufajni proces Ito je ekvivalentan zadatonm
slué¢ajnom procesu Wienera i oni su istog spektralnog tipa.
Linearni ogranileni operator B ima inverzan ogranifen operator
ako i samo ako operator Hilberta-Smita | - B*B nema sopstvenu

vrednost jedan a ovo je ispunjeno ako i samo ako je

T T

£ £ (K(x,ydb(x), bly)) dx dy # ] Ib{x} " dx (30)

b{x) sa vrednostima u

H

za proizvoljnu merljivu funkciju b
separabilnom Hilbertovom prostoru H:

T T

£ b (x)l? dx < o , [ Hb{x)W* dx # 0O

O

Neka Je b = bix) merljiva funkcija sa vredngstima u
T
separabilnom Hilbertovom prostoru H: £ Ib(x38% dx < « t.Jj. neka

je b € L<(H). Tada )e:

T T T

[ I KGoy b, bly)) de dy = [ [ (Bale,y)bix), bly)) dx dy +

v




(31) + i i (Clx,y)b{x), bly)) dx dy

T T
+ £ £ (C*(y,xth{x}, bly)) dx dy
Na osnovu jednakosti (13) i (14) imamo da e

F T (Botx,ydbix), bly)) dx dy =

o O

- 11 U tbtoyatx)y, (bly),aly)) ) dx dy

i

- ] thtxd,alx)) dx, I (bly),a(y)) dy )

i gdavde

T 7T

[ ] (Balx,y)blx), bly)) dx dy = - B [ (blx},alx)) dx 4% (32)

Razmotrimo
T 7T
£ £ (Clx,y)b{x), bly)) dx dy

la proizvoljnu funkciju b = bly) € L*(H) i proizvoljno y € (¢,T]
imamo da je
bi{y) =

k

-1

IPH(y}Ek

gde Je {ek}: grtonormirana baza u separabilnom Hilbertovon

10, (y) 12,

(Jou B

prostoru H, Rely) = (bly), ex) 1 kb (y) 2 =

k

Uzimajuéi ovo u obzir imamo da je

i

T rToT
[ ] (Cix,y)b{x), bly)) dx dy = [ [ (Clx,ydblxd, I Mulyled) dx dy

T T =
= [ 1 E mety) (Clayybixd,en) dx dy

Koriste¢i jednakosti (19) i1 (22) imamo dalje da je

T ou,(y) 0., (b{x),e.) dx dy

k=1

(C(xyy)b(x),b(y)) dx dy = ]

=i R
Qte=n
Q=

P u.ly) clu,y,blx),e.) dx dy =

o]

Qo
by




—l— el

T -

é { £ kE:F“{Y) clx,y,blx),e.) dy 3 dx =

T - T - T

i {kgl £ clx,y,blx),ey.) d{ek,w(y}),kg1 i b (y) dle.,wlyl)) ) dx =

PO Pat=thx),atxd) ), T [ puly) dlee,wiy)) ) dx =
4] k=1 kwm]1l O

T T - —

é ( P (-(bix},alx))) , £ HE By} diew,wly)) ) dx =

1

(~(b(x},alx))y | T Rely) dlgw,wilyd) ) dx =

Q km}

Or—

s

(=1 (bix),alx)) dx, [ T Rely) dlew,wiy)) )

o O k=]

-~

gde smo sa P, oznafili operator ortogenalnag projektovanja na
H( (e.,w(y)) ) i sa P operator ortogonalnog projektovanja na

H{w). Uvedimo oznaku

i1t

nib) = |

o Kk

B ly) dle.,wiy}) € Hiw)

i

T

T -
intb)lh = E In(h) 12 = é kgllph{y)lz dy = é hb(y) 1= dy

Tada je
T T ) T
£ £ {Clx,y)b(x), bi{y}) dx dy = - {£ {b{x),al(x)) dx, n(b)) (33)
Uofimo jo& da je
T T T T
£ £ (C*{y,x)bi{x), b{y)) dx dy = £ £ (b{x), Cly,x?b(y}) dx dy

i [ (Cly,bly), bix)) dx dy

L

i odavde na osnovu jednakosti (33)

T

.
[ [ (C=ly,x)blx), bly)) dx dy = - ({8), [ (blx,ata)idx ) (34)

[z jednakosti (31), (32), (I3, i (34) sledi da je

T T

i £ (K{x,y)b{x), bly)) dx dy = - | £ (b{x),alx)) dx W=z




T

- U] (bl),alx)) dx, (b))

O

- (b)), i (b(x),alx)) dx )
i daljs

i (K(x,y)b(x), bly)) dx dy =

o |

’
= § nd(b) W% -V £ {b{x),alx)) dx + n(b) = (33)

Pre nego &to predjemo na diskusiju napisane jednakost: wuolimo
sledeée. Pre nego ito predjema na diskusiju napisane jednakosti

uotimo sledete. Za operator B definisan jednakostima
B (u,wig)) = (u,8(s)), u € H, s € [0,T]

dokazano je da je I - B*B operator Hilberta-dmita odakle sled:

da je B linearan pgranifen pperator. Uofimo operator D

definisan na sledeéi nacin

D (u,w(t)) = [ (u,afs)) ds = (u, [ als) ds), 0 ¢t §T

o

Jednostavno je videti da se D mole oproduliti u linearan
ograniéen operator D koji vrii préslikavanje iz Hilbertovog
prostora H(w) u Hilbertov prostor H(a) za dati Wienerov proces
wit), 0 ¢ t ¢ T i dati sluéajni proces a(t), 0 ¢t ¢ T 53
vrednostima u Hilbertovom prostoru H.Neka je {ek}: ortonormirana
baza separabilnog Hilbertovog prostora H. 0Operator D Je

jednoznaéno odredjen jednakostima
D (e, ,wit)) =£ (en,als)) ds, O &t €T (37)

Uofimo operator D, koji vr¥i preslikavanje iz H(w) u H{a) na

hix) € LZ{H),

sledeé¢i nacin. Ia proizvoljnu funkci ju b

b)) = (hix},e) 1

§

T
R(b) = L flx) dlew,wlx))

7k

D,n(b) g‘ (B(x),alx)) dx




Jednostavno je videti da je operator D, linearan i ogranicen.

Ia b,(x) = X.lx)e;,

(b, = i dle, wix)) = (e, w(t))

} (X (x)e,,alx)) = z (e,,alx)) dx

Q

i (b, {x),alx)) dx

Denib) .= i (e,,a{x}) dx (38)

1z neprekidnosti operatora D i D,, i jednakosti (I7)y 1t (3B}

sledi da je D = D, 1

D nih) = l (B(x),alx)) dx (39)
Ako je sluéajni proces atlt), 0 § t ¢ T takav da operator D
nema sopstvenu vrednost -1 iz jednakosti (35) jednostavno

sledi da je za b € L*(H}, b # O

T

r
g é (K{x,y)bix), biy)) dx dy # I9(b}H=

T

[ [ (Kix,y)btxd; bly)) dx dy # [ b2 dx

Ovo znafi da operator Hilberta-&mita [ - B"B nema sopstvenu

vrednost 1, operator B ima inverzan ogranifen operator i

stohasticdki proces Ito

s,
—]

(L) = z als) ds + wit), 0 ¢t

je ekvivalentan Wienerovam procesu wit), 0 ¢ t ¢ T.




G LAVA IV

N E K I POSEBNI SLUEAJEVI
STOHASTI&KODE PRODCEGSA I T 0O

1. STOHASTI&KI INTEGRAL,
EKSPONENCIJALNA OPERATORNA FUNKCIJA.

Stohastifki integral i esksponencijalna operatorna funkcija su

definisani na standardan naéin,

Neka je w wit) REALNI slufajni proces Wienera na konatnom
intervalu [0,T] i dw{t) njemu odgovarajuta ortogonalna
stohastifka mera. Oznafimg sa w(a) meru proizvolijnog merljivog

skupa & & [0,T), Za prostu funkciju

fit) =

k

Xa (t) uy (1)

1 k

N aap B

( a.Na, =8 z2ak # 3§, U a.=100,T), u. € H, k=1,2,...,n )

by = 3

sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H detinisemo

integral
T06) = [ #(t) dwit) = L ue Wiy (2)

o

Jednostavno je videti da je ovako definisan stohastifki integral
proste funkcije $(t) sa vrednostima u separabllnom Hilbertovom
prostoru H dat jednakoscu (1} sluéajna promenljiva sa
vrednostima u H pri femu je: |

T T

L, i [ 2 fot dafa 1 dwlt) = dy] Fo08) dwit) + daf £208) dult)

O




- && -~

[ fo0brdult), [ F2lt)dw(t) ) [ (Fa(t), $20t)) dt

3%
m
Dty

T T

J. E | i fit)idwit) 17 = £ I $#(t) I* dt < o«

gde je m(a,) realna Borelova mera merljivog skupa 4. & [0,T1l.
Iz ave poslednje osobine sledi da Jje integral I{{) proste
funkcije f = f(t) sa vrednostima u separabilnom Hilbertovon

prostoru M slufajna promenljiva sa vrednostima u H za koju je
E N I(f) 02 { »

b, I(F) € L2(R,4,P,H).

Neka je f(t} proizvoljna merljiva funkcija sa vrednostima u

separabilnom Hilbertovom prostoru H za keoju je

T

£ I £(t) 02 dt < » {(3)

la ovakvu funkciju ¢ = f(t) postoji niz t, = f.(£) prostih

funkcija takav da
i L . (t)-f(t) U2 dt » 0 kad n » e (4)
Pri tome,ltakodje

g I f.(t)=f {t) = dt » 0 kad m,n * o (3)

Odgovarajuéi niz stohastiékih integrala

;
[($,.) £ f.{t) dwi(t)
zadovel java

,
E NI{F ) -T(F,307 = £ I $.(t)-F,(t) 0® dt * O kad m,n *» & (&)
t.j. on je fundamentalan u Hilbertovom prostoru L=<(2,%,P,H)
odakle sledi egzistencija njegove granicne vrednosti u smislu
jake konvergencije u prostoru L=(@,8,P,H} (u srednjem

kvadratnom ). Ovu graniény vrednost nazivama

s tohastid¢kim integralon date funkcije
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TCF) = | §(t) dwit) = lim [ §.(t) dw(t)  (7)

O n+wm O

Vrednost integrala ne zavisi od 1izbora niza {f.}, prostih
funkcija. Iaista, neka su {fn}: i {gl}: dva niza prostih

funkecija takvih da

1 P F.(t)1-f(t) 2 dt 0 kad n » s

| ga(t)-F(t) §Z dt » 0 kad m * o

)y, o

Tada
I $.(t)-gn.(t) HZ2 dt =+ 0 kad m,n * o

Oty =

i stoga

E Il i f,(t)dw(t) - I ge (E)dw(t) WI® = I B f.(t)-g,(t) 0% = O
kad m,n *» o . Odavde jednostavno sledi tvrdjenje,.

Dakle, za proizvoljnu merljivu funkciju + = #(t} sa vrednostinma
u separabilnom Hilbertovom prostoru H koja zadovol java uslov
(3} postoji stohastiéki integral 1I(#} € LZ2(Q,%,P,H) definisan
jednako¥éu (7)) pri femu je:

., i[dlf,{t) + dofa(t)1dwit) = dlifltt)du(t) N dzifz(t)dw(t)

T

2. E ([ f.(t)dwit), l Fo(tadw(t) ) = ] (F,08), £208)) dt

L&

T

J. E JI(F307% = £ NF(EIEZ dt < o

la prostu funkciju f = +(t) datu jednakoidu (1) 1 njen
stohastitki integral dat jednako¥éu (2) jednostavno je videti
da je

(u, [ F0t) dwit)) = i (u, $(t)) dwlt) (8)

Neka je = f{t)} proizvoljna merljiva funkcija =za koju Je
ispunjen uslov (3). Tada postoji niz {¥n}: prostih funkcija

koje ispunjavaju uslov (4) 1

[CF) = | #(t) dwit)

Q
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je¢ graniéna vrednost u srednjem kvadratnom niza ilutéjnih
promenljivih
Tif.) = | £.(t) dwit)

O

Niz skalarnih slu€ajnih promenl jivih

T

(u, I{f )) = (u, l faolt) dw(t)) = é (u, f,(t)) dwit) (7]
konvergira u srednjem kvadratnom ka slufajnoj promenljivoj
T
(u, I{$)) = (u, é $(t) dwit})

a s druge strape, iz jednakosti (9) sledi da on konvergira u

srednjem kvadfatnnm ka slufajnoj promenljivoj

[ (u, £(t)) dwit).

o

Odavde sledi da je skoro izvesno

(w, ] 08D dw(t)) = ] (u, £(t)) dult) (10)

Q

za svaku merljivu funkciju ¢ = f(t) za koju je 1ispunjen wuslov

(3), Za proizvoljan merljiv skup 4 ¢ [0,T] definifemo

[ F{t) dw(t) = i Y (£} F(t) dwlt) (11)

A

Za tunkciju #£(t}) sa vrednostima u separabilnom Hilbertovonm
prostoru H stohastiéki integral molemo definisati 1 neito

drugacije. la deo po deo konstantnu funkciju
git) = u,y t. &€t ¢ty k=1,...,n u. € H (12)
‘ 0=t1£t2$|nn‘stn+1=‘r J

detfinidemo stohastictki integral

I(g) = [ g(t) dwit) = L oue Cwltuan) - Wit ) (13)

Za merljivu funkciju ¢ fit) sa vrednostima u H za koju je

¥

[ Hf (4= dt < o

O
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postoji niz g = g.{t) deo po deo konstantnih funkcija za koji
[ 0 ga(t) - §(t) 17 dt >0 kad n o (14)
Ddavde sledi da i
[ 1 g.(t)-gu(t) 87 dt >0 kad a,n e (15)
Niz integrala I(g.) & L2({,8,P,H} je fundamentalan jer

E I 1(ga)-T(ga) B2 = [ I gat)-ga(t) 0% ¢t 2 0 kad m,n >

Stoga postoji graniéna vrednost u srednjem kvadratnom niza I(gn)

koju i uzimamo za vrednast stohastiékog integrala

[(6) = ] £0t) dw(t) = lia_ [ gn(t) du(t) (1)
Dvako definisan stohastiéki integral za funkci)u f{t) sa

vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H  se poklapa

sa ranije definisanim stohastifkim integralom 1 navedene asabine

pstaju da vaie.

Neka je sada w = wi{t) sluéajni proces WIENERA SA VREDNOSTIMA
b SEPARABILNCOM HILBERTOVOM PROSTORU H. Oznafimo, kao i do sada,
sa S.{H) Hilbertov prostor operatora Hilberta-3smita koJji vrie
nreslikavanje Hilbertovog prostora H u samog sebe. la deo po

deo konstantnu funkciju sa vrednostia u Sz (H)
B(t) = B, za t, < t ¢ t,.,, i=0,1,...,n B, € Sz(H) (17)
( 0=t ¢, . ¢t 8t .,=T )
definidemo s t oh ast i ¢ ki integral

J(B) = [ B() dwit) = EIB,(H(tJ+1)*N(tJJJ (18)

O g -
Jednostavno je videti da ovako definisan stohastifki integral za
tunkcije oblika (17) ima sledete osobine:

T

1, [ (B, (t) + doBo(t)idwit) = dli B, (t)dw(t) + du] By (t)dw(t)

i ]
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T

2. A } B(t) dwi(t) = [ A B(t) dw(t) z3 linearan ogranicen

0 O
operator A koji vr¥i preslikavanje Hilbertovog prostora H u

sebe samog.

T

3.0 B(t) dwlt) = T [ Blthe, dlew,w(t))

O k=l O

bE (] By tt)dw(t), [ Bottrdwtt)) = E I (Bultlen, Balt)e) dt

k=l ©O

(B, (t), Bo(t)) dt

] §
fa Lo |

T

5. E “I Bt) dw(t)Iz = [ IBIE}IZ dt < o

gde smo sa iB(t)! oznafili apsolutnu normu operatora

Hilberta-Smita B(t).

Napomenimo da je stohastiéki integral J{B) definisan jednakoscu
(18) za deo po deo konstantnu funkeiju {17) slufgajna
promenl jiva sa vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru
H za koju je E WJ(B)NZ { o, Neka je B(t) oproizvoljna merljiva
funkcija sa vrednostima u Sz(H) 1

T

£ IBtt) 1% dt < » (1%)

gde je IB{t)| apsolutna norma operatora Hilberta-dmita B(t)., Iz
opite teorije mere i integrala 2za funkcije sa vrednostima u
Hilbertovom prostoru , za operatornu funkciju B(t) postoji niz
deo po deo konstantnih funkcija B, = B.(t} sa vrednostima u

52(H) takav da

i 18 {t)-B(t) 1% dt » 0 kad n * s (20)
Tada i
i IB.(t)-B.(t)1Z dt + 0 kad m,n * o
Niz integrala
J(B.) = | B.(t) dw(t)

L

je fundamentalan u L*(Q,%,P,H) er

Y

£ I} J(B,}-J(B,} W7 = g | B.(t)-B,{t) 1% dt <+ O kad m,n * &




Stoga postoji graniéna vrednast J(B) € LZ(Q,%,P,H) u srednjenm
kvadratnom, niza slufajnih promenljivih J{B,) € L<{Q,¥%,P,H} koju
i nazivamo s t o h as i € kian integralom za datu

operatornu funkciju B .= B(t), t € [0,T]

lim [ B.(t) dw(t) (21)

n+*+«w O

J () = i B(t) dwi(t)

Jednostavno je videti da navedene osobine stohastifkog integrala
za deo po deo konstantne funkcije ostaju da vale i za
proizvol jne wmerljive operatarne funkcije sa vrednostina u
Hilbertovom prostoru Sz(H) koje zadovoljavaju uslov (19).

Na kraju ovog dela definidimo jod takozvanu ocper atornnu

e ksponenciljalnu funkci ju

. t" A
edt = exp (At) = I — (22)
: n.

za linearan ogranilen operator A. Red (22) konvergira po norni
2a sve konaéne realne vrednosti t, e®® je linearan ogranilen

operator i1 vaii nejednakost

ﬁ Eﬁt “ i Ellnll (B A {23)

Operatori e®* su definisani za svaku realnu vrednost t 1 vaili

U opitem slufaju e®*® # e” e®, no za komutativne operatore A i
B vali jednakost e®*? = e® g% .

Za t=0, e®* = I. Linearan ograniten operator 2% ima 1inver:zan
ogranifen operator e~®*. Red (22) moiemo diferencirati &lan po

¢lan, pa je

= A e”t = g”t A (24)

jer je




Jednostavno je videti da Jje

-

([ gPt )* = ph ¢

Ako je A operator Hilberta-3mita, et - 1| je operator

Hilberta-&mita sa apsolutnom normom

| e®t - 1 | g plAariel _ |

2. JEDAN POSEBAN SLUZAJ STOHASTIEKODG PROCESA ITO.

1 ovo je originalan deo rada. Obradjen je jedan poseban siucaj
stohastiékog procesa Ito. la postavljanje uslova pod kojima je
on ekvivalentan zadatom procesu Wienera korifédeni su radovi (9]

i [10] koji se odnose na realne slufajne procese.

Neka je w = wit), 0 ¢ £ ¢ T slucajni proces Wieneera sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H, A operator

Hilberta-&mita u H i ¥{(t) slufajni proces koji zadovoljava
stohastiéku jednadinu
§(t) =:th‘§(5) ds + wit), 0 ¢t ¢T (25)
Uoéimo operatornu funkciju e~ ‘="’% { pperator Hilberta-Smita
Vix,s) = g7 !t="">" - ] {26}

Iz ove jednakosti 1 jednakosti

d E—t-—uhﬁ
— Q Eﬂ{‘uﬂlﬂ

dx
sled: da )Je
d V{x,s)
dx

= A ( Yix,s) + I ) (27)




ori éemu je Vis,s) = 0, Odavde imamo da je

. d Vix,s) )
f - = dx = [ A ( Vix,s) + I 1 dx
'I dx »
i dalje
Vit,s) = [ A Vix,s) dx + | A dx (28)

Slutajni proces E§(t) se mole predstaviti u obliku
(L) = Z Vit,s) dwl(s) + wit) (29)
Zaista, iz jednakosti (28) sledi

Z V(t,s) dw(s) + wit} = } [? A Vix,s) dx + ? A dx] dw(s) + wit)

4 »

t t +t T
= £ [ A Vix,s) dx dwls) + ] [ A dx dwis) + wi(t)
= T AT Vix,s) dwis) dx + [ 7 A dwls) dx + w(t)
O Lo 0 O
+ ] +
= [ A [ Vix,s) dwis) dx + [ A wix) dx + w(t)
o o o
= [ A L] Vixys) duls) + WD dy + wit)

Uzimajuéi u obzir osobine stohastitkeg integrala jednakost (29)

se mofe napisati u obliku

t(t) = T i V(t,sle, die.,wis)) + wit) (30)

k=]

la proizveljno u € H iz ove jednakosti sledi

(u,5(t)) = § [ {u, Vit,shes) dfe.,wis)) + (u,wit))  (31)

k=i O

Uzimajudi u obzir da je

(u,wit)) = T 1 (u,e.) dle, wis))




iz jednakosti (31) dalje sledi

t

[ (u, g”f*"v% p,) dle,,wis)) (32)

(u,8(t)) = T
k=]

1 odavde

t -
{u,85(t)) =h§1 £ (g~ *~%2% u, e,) dle.,wis)) (33
1z ove jednakosti sledi da je za svako u € H i svako t € [0,T)]

- L d
E I(u,808)21% = [ f{e”*~%’u, e, }l* ds
i odavde

E J(u, 5060012 = [ F e =9 u I ds ¢ [ e*'»7%! 1A% Jui? ds ¢

t
§ [ e2THAN Jluli? ds & e2TEAM fuf* T
Q

1 konacno
E 1{u,5(t))1= < o (X4)

za svako u € H i svako t € [0,T]) .
1z jednakosti (33) jo& jednostavno sledi
He (B} € He (w) {351}

Iz jednakosti (23) sledi obrnuta relacija. laista,

(u,5{t)) i {u, A §(s) ) ds + (u,w(t}))

i1 odavde

(U, 80E)) = [ (A%u, §(s)) ds + (u,w(t))

odakle sledi
He (W) £ H  (E) (36)

Relacije (33) 1 (34) znafe da Je

He 18) = He(w) (37}




fime je u potpunosti dokazano sledeée tvrdienje.

TEOCREMA 1. Neka je w = wi(t) slutajni proces Wienera 5a
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H, A operator
Milberta-Zmita u H i §(t) slufajni proces koji zadovol java

stohastifku integralnu jednacinu
§tt)=:jzn’§(s)ds+w(t), 0 ¢t ¢ T

§lutajni procesi w = wit) i § = t(t) 'su na konaénom intervalu
[0,T) istog spektralnog tipa. Slufajni proces Wienera W = wit)

je inovacioni proces za slufajni proces E = §(t}),

Razmotrimo penovo slufajlni proces E(t) koji zadovol java
jednafinu

S(t) = | A B(s) ds + wit) (318)
gde Je wit) slufajni proces Wienera sa vrednostima u

separabilnom Hilbertovoam prostoru H, A operator Hilberta-3mita

u Hi IAl njegova apsolutna norma. Kao sto smo rekli,
¥(t) = Z Vit,s) dwis) + wit) (39)
A E(E) = A [ Vit,s) du(s) + A w(b)

A X(t) = z A V(t,s) dwis) + g A dwi(s)

t
A T(t) = [ A e """ dwis) =
@ (39)
+
= £ A em¢»t’f g, dley,wl(s))

L4

134§

1

i odavde
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L o
1 £ I 4 a~ ¢~ " g, I® ds =

i1

E DA B(L) K% =

k

1812 I e f="%2° |I? ds ¢

Oy 1

= Z | A g~ ¢*~%’A |2 dg ¢

s !A}Z z Ele—tlﬂﬂH ds é IQIE E?T"ﬁ“ T
odakle posebno sledi
JE AR IZ dt ¢ IAIZ e2Trer T2
i odavde
;
£ E B A E(t) % dt < o | (40}

Oznafimo sa
a'{s) = A E(s5)

1z jednafine ({(3B) sledi da je

E(t) = z a‘ls) ds + wit) (41)

pri Cemu je, na osnovu jednakosti (39) 1 nejednakosti (40),
a'{s) merljiv integrabilan slufajni proces. Ovo pak znali da je
E(t) stohastiéki proces I[to za koji je, na osnovu nejednakosti

{40), ispunjeno

i Efoa'(s) 12 dg < @ (47)

Na osnovu izvodjenja u prethodnoj glavi razlika korelacionih
funkcija datog Wienerovog procesa 1 slufajnog procesa E(t) se

mo3e predstaviti u obliku
Buls,t) - Byls,t) = ] ] K(x,y) dx dy (43)

pri femu je K(x,y) operator Hilberta-smita sa apsolutnom normom

[K{x,y)] koja zadovoljava
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[ [ IKx,y)12 dx dy < (44)
O
la proizvoljnu funkciju b = b{x) € L*(H) imamo da je

i i (K(x,y)b(x), biy)) dx dy =

(45)
= UNBYEE - 0 [ (BGx), A (0D dx + nbY N7
gde je
nbt = T i (b{y),e«) die.,wiy)) (44)

fe.}; - ortonormirana baza separabilnog Hilbertovog prostora H i

]
EAN(bINZ = § [ 1b(y),e 012 dy = [ Ib(y)n= dy (47)

e = 1

Hotemo da dokalemo da je za svaku funkciju b = b(y) € L2(H), b#0

T T T

[ [ (Kleydble), bly)) du dy # [ No(y)I® dy (48)

Pretpostavimo suprotno. Ovo na osnovu jednakosti (43) znali da

postoji funkcija b = bix) € L*(H}), b # 0 koja zadovoljava

T (bi(x), A E{x)) dx + nib) = 0 (49)

L

Iz jednakosti (39°) imamo da je

(blx), A §(x))

i1

{(b(x),

b X

A Vix,y) dwly) + 1 A dwly) )

1|

L

(b(x),

Py K

A o™y 2% dwly)

(b(x), T [ A e y70" e, dlew,wiy)) )

X

»

1 £ (b(x), A e v % a.) dlew,wiyl)

P
L}

ke

-1t
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i pdavde konafno

I (g~ r=2 A A*h (x), e.) dle.,wly)) (50)
) §

114

(bix), A E(x)) =

L

.
(hi{x), A& El(x)) dx = -
: y A (51)

- "

=] B ] temr0f A%, el dien,wiy))dx

g |

pdakle sledi

I (bix), A §{x)) dx =

(92)
- r ¥ -»
= T £ f (e y=2" A*b(x}, ex) dx dle.,wly))}
I v
Iz jednakosti (448), (49) i {(52) sledi
L] temmoRTathing, el dx o+ (bly),en)] dlenly)) = 0
b we ¥

odakle imamo da je za svako k 1 skoro svako vy € [D,T]

[ (e=v==>a"A"b(x), e«) dx + (bly),ex) = O
»

(T e-tvn a*p(x) dx, ex) + (bly),e.) = 0  (54)
L4
Ddavde se jednostavno dobija da je za skoro svako y € (0,71
{ e=ty— A A*h{x) dx + bly) = 0 (55)
L4

Kako je e~ ‘tv—=*A = @-vA pxA = prethodnu jednakost molemo

napisati u obliku

g"v*® } e““.ﬁ'b(x) dx + b(ly) 0 {34)
b
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1z gve jednakosti sledi da je b(y) diferencijabilna 1

»

_a® a-vA"] exA"A*b(x) dx - e-¥® e¥® A*b(y) + b'(y) = 0

o Sy

Ako ponovo iskoristimo jednakost {56) dobijamo

A*bi{y) -~ A*b(y} + b'(y) =0

i pdavde konaéno

b'(y}) = 0 za skoro svako vy (57}
1z jednakosti (53) sledi apsolutna neprekidnost {bly),u) za
svako u € H, pa na osnovu poznate teoreme, iz jednakostl {37)

sledi da je b{y) jednako konstantnom vektoru u. € H

bly) = uo € H, y € [0,T] (58)

Razmotrimo ponovo jednakost (36).

»T »
a=YP [ p*® A%Uuo dX + Uo = O (59)
Y
.za skoro svakeo vy. Kako je
. d (e*® ) ; d (8%® uo)
e A* = g*® AU, =
dx dx
bi¢e na osnovu Njutn-Lajbnicove formule
r - - T - -
[ %" A*ugy dx = e"® uo! = e"™® U - g8”% U, (50)
3 »
Jednakost (59) se mole napisati u obliku
e"“'( ET“‘uﬂ - eV“'ug ) + Up = 0 (61)

odakle sledi da je za skorpo svako ¥y

Uo = 0 (627
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Linearan aogranicéen operator ef7—»’"% ima inverzan ogranicen
operator pa iz jednakosti (62) sledi

U:j:D
i odavde

b{y) = 0 1za skaro svako .

Dakle, jednakost (49) je moguéa samo za funkciju b € LZ(H)

b =0 - (63)

T T T

[ [ (Kixyydbix)y bly)) dx dy # [ Wb(x)h? dx T (64)

za svaku funkciju b = b(x} € L2{H)}, b # 0,

Dokazane jednakast (43) i nejednakosti (44) i (44) znafe da sse

operator B definisan jednakostima

Blu,wl(t)) = (u,8(t)}, 0 ¢t €T, ué€H

moie produliti u linearan ogranicen operator iz Hilbertovog
prostora H{w) u Hilbertov prostor H(E) =za koji Je [ - B*B
operator Hilberta-Smita sa najvelom sopstvenom vrednoféu manjom
od Jedinice t.j. B se mole produ?iti u linearan ograniéen
operatar koji ima inverzan ogranifen operator i I - B"B je
operator Hilberta-3mita. Formulidimo dobijene rezultate u obliku

teoreme.

TEQREMA 2. Neka je w = wit) slufajni proces Wienera sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H i ¥ = ¥(t)
slufajnl proces koji zadovoljava stohastitku integralnu

jednacinu

E(t) = [ A Bls) ds + wit), O & t ¢ T

O




gde je A operator Hilberta-smita u Hilbertovom prostoru H,
Sluctajni procesi § = E(t) 1 w = wit) su ekvivalentni na

konacénom intervalu [(0,T]).

3. EVOLUCIONE FAMILIJE OPERATORA.

Dsnovna literatura za pianje ovog dela su [3] i [22) 1 on
predstavl ja asnovu za razmatranje jo% Jjednog stohastickog

orocesa Ito u sledefem delu.

Neka je H separabilan Hilbertov prostor i ALY, 0 ¢t ¢ T
merljiva integrabilna operatorna funkcija sa vrednostima u
Banahovom prostoru linearnih ogranifenih operatora u H. Neka je

R(t,s! oparatorna funkcija koja zadovol java diferencijalnu

jednatinu
d R{t,s?}
= A(t) R{t,s) (43)
dt
sa pofetnim uslovonm R(;,EJ = I 1li ekvivalentno ovome R{t,s?

zadovol java integralnu jednacinu

R(t,s) = 1 + [ Alx) Rix,s) dx (64)

Neka je U(t) jednoparametarska familija operatora koji

zadovol javaju diferencijalnu jednacinu

d Uutt)
= A(t) U(t) (67)
dgt
sa potetnim wuslovom U{0) = I ili ekvivalentno ovaome WU(t)

zadovol java integralnu jednacdinu

UGk) = 1 + F A(x) U(x) dx (68)

o
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Ult) se modle predstaviti u obliku

t - *t tn 2
Utt) =1 + [ Att,) dt, + £ T [ ...f A(t).. . A(L,) dty...dt,
Q n=2 O 0O O (6?}
‘U(t} je linearan ogranifen operator sa normon
I UtE) B ¢ exp I ALx) D dx (70)
Linearan ogranifen operator Uit ima inverzan ogranicen
pperator U*(t) koji zadevoljava diferencijalnu jednadinu
d U*(t)
= -~ Ut (t)A(t) (71)
dt
sa pofetnim uslovem U0} = [.
Jednostavno je videti da )e
d U*{t)
= U*{tr)a*(t), u*{t) =1 (72)
dt
d { Ur(t) 1»*
m = « A*(ty{ U (L) 17, ( U*(0) 1 =1 (73}

Operator R(t,s) se mole predstaviti u obliku
R(t,s) = U(t) Ur(s) (74)
odakle sledi niz osobina evolucione familije operatora R(t,s):
R(t,t) = I, R{t,s)R(s,7) = R(t,T), RIit,s) = R*(s,t)
Operator R(t,s) se mole predstaviti u obliku

(2] s

At ). Alt,) dty...dt.
(75)

R(t,s) = 1 + ] ACt,) dt, *

= mn

[ ]
T

[

i1t
#r—rr

2

R(t,s) je linearan ogranifen operator sa normom
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IR(t,s)0 ¢ exp  NACx)H dx (76)
Neka je A(t) za svako t operator Hilberta-dmita 1 neka Je
A(t) integrabilna kao slucajni proces sa vrednostima u
Milbertovom prostoru operatora Hilberta-émita Sz(H). Tada je

R(t,s) - I operator Hilberta-4mita sa apsolutnom normom

| R(t,s) - L | ¢ exp [ IAGx)] dx = 1
gde smo sa |A(x)i oznadili apsolutnu nnrﬁu uperatof& Hilberta-

-&mita A{x).

4, JO& JEDAN STOHASTIEKI PROCES ITO.

] ovo je originalan deo rada. Razmotren je 3o% Jedan oposeban
slufaj stohastickog procesa Ito koji predstavija wuopsStenie
slufajnog procesa obradjenog u delu 2. ove glave. Kao i tada, 2a
za postavljnje uslova ekvivalentnosti koridceni su radovi (9] i

[10) koji se odnose na realne slufajne process.

Neka je w = w(t) slutajni proces Winera sa vrednostima u
separabilnom Hilbertovom prostoru H. Neka je A{s) merlijiva
operatorna funkcija za koju je

T

£ [A{s)i® ds { @ (77)

gde smo sa IA(s)! oznatili apsolutnu normu operatora Hilberta-
Emita A(s) koji vr¥i preslikavanje Hilbertovog prostora H u
sehe samog. Neka je E{t}, 0 ¢ t ¢ T slufajni proces koji

‘zadovaljava integralnu jednadinu

E(t) = Z Als) Els) ds + w(t) (78)
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Neka je R(t,s) evoluciona familija linearnih ogranicenih
operatora u separabilnom Hilbertovom prostoru H koja zadovol java

diterencijalnu jednadinu (A3)., Neka je
Vix,s) = Rix,s) - I (79)

Kao §to smo rekli, V(x,s) je operator Hilberta-smita, pa imamo
da se evgluciona familija aoperatora R{x,s) mole predstaviti u
obliku |

Rix,s) = Vix,s) + ] (80)

gde je Vix,s) operator Hilberta-Zmita. Koristeti jednakost (45)

dnbijamn da je

d Vix,s)
= Alx) ( V(ix,s) + I ) (81)
dx
1 odavde
¢ 4 VYix,s) +
I - dx = [ A(x) ( V{x,s) + I } dx
pa je
Vit,s) = | Alx) ( Vix,sy + I ) dx (82)

Slufajni proces E(t) se moie predstaviti u obliku

E(t) = z Vit,s) dnis) + Wit (83)

laista, iz jednakosti (B2) sledi

[ V(t,s) dwis) + w(t) =

it
o oy ¥
=t

Alx)  Vix,s) + [ ) dx dwis) + wit)

1]
Qe
Bt

L
ACKIVIX,s) dx dw(s) + [ | Alx) dx dw(s) + w(t)

7 =

" + |

Alx) [ Vix,s) dwis) dx + [ | Alx) dwi(s) dx + wi(t)

0 g 0

]|
£ ey, 1
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Alx) ] Vixys) duls) dx + [ AGO wit) dx + wit)

il
O byt

FAGOL T Vixys) dwls) + w(t) T dx + wit)

Yzimajuti u obz2ir osobine stohastiékog integrala, jednaknst (83)

se moie napisati u obliku _
§(8) = I ] Vit,stew dleq,uwls)) + wit) (84)

Za proizvoljno u € H 1z ove jednakosti sledi

(,508)) = § T Cu, Vit,s)ec ) dleqguis)) + Cuywl(t)) (85)

x
[ Jomy §
[ )]

Uzimajuci u obzir da je

(Uyw(t)) = T | lu,ee) dlex,wis))

kml O

iz jednakosti (B3) sledi

(u,8(t)) = T i ( u, Rit,sle, ) dle.,wi(s)) (86)
i odavde

(u,E(t)) = T
k

)ty ¥

{ R*(t,s)u, ex )} dle.,wis}) (B87)
Iz ove jednakosti sledi da je za svako u € H i svako t € (0,71

£1(u,5(8)) 12 = L Z | { R*(t,s)u,e, )IZ% ds

1 odavde
;
E1(u, 50617 = | IR*(t,5)0% ds € exp(2] RAGO dw ) Qul® T

Konatno imamo da Je
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El(u,8(8))12 ¢ w, u€H, t €°C0,T] (88)

Iz jednakosti (B7) jo$ jednostavno sledi
He (B) € He (W) (89)
Razmotrimo ponovo datu integralnu jednacdinu (78). Imamo da je

(u,508)) = [ (uy AlSIE(S) ) ds + (uyult))  (90)

$to se mote napisati u obliku

t

(u,§(t)) = [ (A% (s)u, E(s) )} ds + {(u,w(t)) (21)
Ddavde sledi
He (W) € He(E) (92)

Relacije (B9) 1 (92) znafe da je

He (E) = He (W) (93)

time je u potpunosti dokazano sledece tvrdjenje.

TEOREMA 3. Neka je w = w(t) sludajni proces Wienera sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H i Als)

merljiva operatorna funkcija na intervalu [0,7T] koja zadovoljava

T

£ lA(5) 12 dgs { o

gde smo sa [IA(s)] oznafili spsolutnu normu operatara
Hilberta-&mita Af{s) u Hilbertovom prostoru H. Neka jJe E(t)
slutajni proces sa vrednostima u H koji zadovoljava stohasticku

integralnu jednadinu

t

é Als)E(s) ds » wit), O ¢ t &7

E(t)
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Sluéajni procesi & = B(t) i w = wlt) su istog spektralnog tipa
na konaénom intervalu [6,T1. Slufajni proces MWienera je

inovacioni proces za slufajni proces §(t).

Razmotrimo ponovo sluéajnl proces E(t) koji zadovol java

jednacinu

E(t) = z Als)E(s) ds + wit) (94)

na intervalu [0,T], gde je w(t) slufajni proces Wienera sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H, Als)
merljiva operatorna funkcija takva da je za svako s € [0,T] Als)
operator Hilberta-3mita u Hilbertovon prostoru H sa apsolutnonm

normom JA(s}) koja zadovol java

i 1Als) 12 ds ¢ o (95)

Iz ufinjenih pretpostavki jednostavnao sledi da Je Als)
integrabilna operatorna funkcija na intervalu [0,T]. Kao 3ta SMo

rekli

¥(t) = i Vit,s) dwls) + wit) (96)

Odavde slede jednakosti

AlE) E(E) = AlL) j; Vit,s) dwis) + A(L) wit)
\ 4 t
= ] At V(t,s) dw(s) + [ AL du(s)
L 4
= [ A(t) R(t,s) dwls)
i konaéno
AlL) E(t) = I [ AL Rt,s) e dlew,uls)) (97)

Iz jednakosti koju smo zadnju dobili gsledi
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t

E N A(LIE(E) 42 =k§1 [ 1 ACLIRIE,s)e, 12 ds =

r

= £ | A(BIR(t,s) 1% ¢

t

£ ALY 1* #R(t,s)I? ds

L

.
£ 1Aa(E)12 pxp 2£ NA{x}I dx ) T

i odavde

T T

’
£ ENACEYE(E)I* dt € exp EL HA(xMN dx ) T L JA(EY [* dt

odakle na osnovu zadatog uslova {(93) sledi

T

£ ENA(EXE(EXNZ dt < o (98)

Dznalimo sa
als) = Al(s)E(s)

[z jJednakost: (94) sledi da je

E(t) = | al(s) ds + w(t) (99)

Q
gde je afls) integrabilan slucajni proces. Ovo pak znafi da je
E(t) stohasticki proces Ito za koji je, na osnovu jednakosti
{98}, 1spunjeno

¥

g EHa(s}i® ds < (10D)

Na osnovu izvodjenja u prethodnoj glavi, vrazlika korelacionih
funkcija datog Wienerovog procesa i slufajnog procesa tE{t) se

moie predstaviti u obliku

t -

B.(s,t) - B,{s,t} = i i K{x,y) dx dy (101)

pri femu je Klix,y) operator Hilherta-4mita sa apsolutnom normom




IK(x,y)! koja zadovoljava

T T
L £ IK{x,y) 1% dx dy < @ (102}
Za proizvoljnu funkciju b = b(x) € L2(H) imamo da Je

T 7
[ J ( Kix,y)bi{x), bly) ) dx dy =
> Y SR (103)

= 4 () N2 - 0 [ Cblx), ALIE(x) ) dx + R(b) B?

gde Je

Rb) = B ] (bly},ew) diew,uiy)) (104)

k=1 O

{ek}: ortonormirana baza separabilnog Hilbertovog prostora H 1

|

£ §onib) N = T [ I(bly),e!? dy = i b (y)H2 dy  (109)

k 1 O

Hotemn da doka’emo da je =za svaku funkciju B9 = bi(x} € L=(H),

B # O

T T
T 1 UKy Go, byl ) dx dy # [ Mb(y)B? dy  (106)

Pretpostavimo suprotno. Ovo na osnavu jednakosti (103) znati da

postoji funkcija b = bix) € L*(H}, b # 0 koja zadovoljava

i Cbix), ALOEL) ) dx + Alb) = 0 (107)

[z jednakeosti (97) sledi da )e

il

( blxy, ALXIE(X) ) = b(x),kzl 1 AlxIR(x,yte. dle.,wly))

it
it

Pebto, AGORGGY) ew ) dlew,uly))

K 1

1 odavde

ks ™

( blx), AlxIE(x) ) =kg1 g { R*(x,y) A" C)bix), e, ) dlew,wly))
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Dal je Jje

[ (bix), ALOE(X) ) dx =

Q

{109)

L CRTLGYIATLOB ), ek ) die.,wiy}) dx

(age

" {.

I Cbix), ALIE() ) dx =
5 (110)

T

=T [ ] CR*GGyAT(OBIX), e ) dx dlew,wiy))
- y

[

Iz jednakosti (104), (107} 1 (110} sledi

- T
kgl £ [i ( R*(x,y)A*{x)b(x}), By } dx + (biy),e.!] dle ,uwly)) = 0
{111)
Odavde imamo da je za svako k i skoro svako y € [0,T]
i { R*(x,y)A"(x)b(x}, By } dx + (bily),e.) =0

t. ]

(] R*(x,y)A* OB dx, ex ) + (b(y),e.) = 0 (112)

Y

Odavde se jednostavno dobija da je za skoro svako_y € [0,T]

R*(x,y)A*(x)b{x) dx + by} = 0 (113)

R By

Kako je Rix,y) = Ulx)U%{y}, R*(x,y} = (UM {y))"™ U"(x) 1 (U (y))~
linearan ograniden operator, jednakest (113) se mole napisati u

obliku

T

(Ut (y))}* [ U"()A"(x)b(x) dx + bly) = 0 (114)
[z ove jednakosti sledi da je bl(y) diferencijabilna funkcija i

d {U-I(Y})* T
f U"{xYA"(x)bi{x} dx -
dy 4
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d biy) (115)
= 0

- (U (y})* U*(y)A"(y)b{y) + y
Y

S obzirom na jednakost (B4) odavde sledi

T d biy)
- A%({y) (Ut (y})* [ U*(x)A*(x)b(x) dx = A®(y)bly) ¢+ y =
Y
y
(114)
Ako ponovo iskoristimo jednakost (114) dobijamo
d biy)
- A*(y) (=b(y)) - A*(y)b(y) + = 9
dy
i odavde
d biy)d
- = 0 za skoro svako Y (117)
4

2a funkciju bly) sa vrednostima u separabilnom Hilbertovos
prostoru H za koju je, na osnovu jednakosti {113}, (b{y),u)
apsolutno neprekidna funkcija za svako u € H. Na osnovu poznate
teoreme, iz jednakosti {117) sledi da )Je b(y) Jjednako

konstantnom vektoru wue € H
b(y) = uos € H y € [0,T] (118)

Razmotrimo ponovo jednakost (114).
(UT(y))* | U*{x)A*(x)uo dx + uo = O (119)
Yy

i odavde, na osnovu Njutn-Lajbnicove formule
(U'!'{Y)}. ( U*(TJUQ - U*{Y)UU } = 0
Sto posle sredjivanja daje

(U?(y))*® U*(T) up = O (120)

R*{t,s) uo = 0 (121)




2a linearan ograniéen operator R*{T,y) koji ima 1inverzan

ogranifen operator odakle sledi
wo = 0, bily) =0, [ Hb(y)4* dy =0 (122)

Dakle, jednakost (107) je moguta samo za funkciju b € L2 (H),

b =0 t.J.
T T T
i £ ( Kix,y'bix), bly) )} dx dy # £ Ih(x)H*2 dx (123)

2a svaku funkciju b = b(x) € L#(H), b # 0.
Dokazane jednakost (101) i nejednakosti {102} 1 (123} znale da

se operator B definisan jednakostima
Blu,wlt)) = (u,§5(t)), 0 {t ¢£T, u€H

mofe produliti u linpearan ogranifen operator 1z Hilbertovog
prostora Hi{w) u Hilbertov prostor H{¥) za koji je 1 - B"B
operator Hilberta-4mita sa najveéom sopstvenom vrednoictu manjom
od jedinice t.j. B se amoie produfiti u linearan ogranicen
operator koji ima inverzan ograniten - operator 1 I - B*B je

operator Hilberta-3smita. Formulidimo dobijene rezultate u obliku

teoreme,
TEOREMA 4. Neka je w = wit) sluédajni proces MWienera sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovaom prostoru H, Als)

merljiva operatorna funkcija takva da je za svako s € [0,T] Als)
operator Hilberta-&mita u Hilbertovom prostoru H sa apsolutnonm

normom tA{s)!l koja zadovoljava

'
[ 1A{s)I* ds < @
O

i ¥ = §(t) slutajni proces u H koji zadovol java stohasticku
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integralnu jednaclinu

§(t) = 1 Als)t{s) ds + wit), O §t ¢T

Slufajni procesi § = §(t) 1 w = w(t) su ekvivalentni na konafnon

intervalu {0,71,

5. NEKA ZAKLJUENA RAZMATRANJA.

Neka je, kao do sada, §(t), 0 &t & T slu¢ajni proces sa
vrednostima u separabilnom Hilbertovom prostoru H. la
separabilan Hilbertov prostor H uzmimo prostor nizova sa
elementima x = {xk}: y Y % {yk}: , skalarnim proizvodonm

(x,y) = E ¥« Ve

[

i1 normom

Anii2 = Ellx..,l2

¢ e

- ¥ -~
Neka je {e.}, wuobifajena ortonormirana baza u la: e« = {x,1,

(1 k = j
Xy = 4 .
{ 0 Kk # ]
Uzimajuéi u obzir ovu ortonormiranu bazu u | i teoreme

dokazane u prve dve glave jednostavno je videti da je
E(t) = ( B (t) >, , O &t ¢7T
slutajni proces sa vrednostima u 1: ako i samo ako su
E (L) = (g(t), e}, O ¢t &T, k=1,2,...

realni slutajni procesi.

Ia merljiv integrabilan slufajni proces
B(t) = { E.(t) 3, , O ¢t ¢7T

sa vrednostima ¢ l- "koordinate”
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B (t) = (B(t), e ), O &t ¢ T, k =1,2,,,,
su merljivi integrabilni realni sludajni procesi i

T

I\_‘,(t)dt‘:{iﬁu(tldt}:, 0 ¢t ¢T

O

Stohastiéki proces Ito razmotren u tredoj glavi zadat jednakol:u

€

.
E(t) = £ als) ds + wit), 0 §$ t & T, L Ela{s)i® ds ¢ e
se svodi na niz jednakosti
£, (t) = é a (s) ds + welt), O €t ¢T

pri femu su welt), k =1,2,... wuzajaamno ortogonalni reals:
Wienerovi procesi 1

Ay

i Eta.(s) 12 ds ¢ ®

e )

Stohastiéki proces Ito razmotrem u prethodnom odel jku koj;

zadovol java stohasticku integralnu jednalinu
T
§(t) = | A(s)¥(s) ds + wit), 0 &t T, [IA(s)I*ds e

se svodi na sistem integralnih jednalina

E. (L) = jfl z A, ,(s)E,(s) ds + w,(t)y O $t &7

gde je { A.,(s) 2 matrica kojom je predstavijien linsaran
ograniten operator Afs) u Hilbertovom prostoru H 1

- T

E I IQHJES]IZ dE{ﬁ

ke, =]l

Siuéajni procesi sa vrednostima u Iz ne predstavljaju T L
primer slucajnog procesa u separabilnom Hilbertovom prostofl

. . | ¢
Viie od toga. Proizvoljan separabilan Hilbertov prostor H

. . . 4 i i .
izometrifan sa 1., pa se proizvaljan slutajind oroces ”‘
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vrednostima u H moe posmatrati kao slufajni proces sa
vrednostima u lz. U ovom radu to nije uradjeno tako. Nalin na
koji je to wuradjenc ima sveju telinu i znafaj. Omogucava
uopitenje na slufajne procese sa vrednostima u proizvol jnom

neseparabilnom Hilbertovom prostoru.

1 u separabilnom Hilbertovom prostoru H su moguta dalja
uop¥tenja. Interesantno bi bilo posmatrati sluéajni proces koji

zadovol java op§tiju stohastifku integralnu jednacinu
E(t) = é als, §(s)) ds + wit), 0 &t &7

i dokazati da su slufajni procesi E(t), 0 ¢ t ¢ T 1 Wienerov
proces wi{t), 0 ¢t ¢ T istog spektralnog tipa u smisiu da se
poklapaju &-algebre #.(%) i de (W) koje su generisane

respektivno skupovima slutajnih promenl jivih

E(s), O ¢ s ¢ ¢t i wis), 0 ¢ s ¢ t
Zatim potra2iti uslove koje treba da zadovol java funkcija af{s,t?
da bi slutajni proces %(t) bio ekvivalentan Wienerovom procesu

wit) na konaénom intervalu [0,T].

Ga istradivanjem se moZe krenuti i na drugi nagin., Moie se
pasmatrati slufajni proces koji zadovol java stohasticku

integralnu jednalinu

o
—

E(t) = z Als)E(s) ds + Bwit), 0 ¢ t
( B - operator Hilberta-&mita ), zatim

E(t) = | A(s)E(s) ds + { Bis) dwl(s), O ¢t ¢ T

o >

i na kraju

E(t) = [ afs, §(s)) ds + Z B(s) duis)

( B{s) - operator Hilberta-zZmita ).
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