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1. YBOJI

Kao mTo ce Hapoau pa3nukyjy no o0udajuma, jesuliuMa KojuM roBope, Uim 00ju Koxe, HCTO
TaKo TMOCTOj€ EBUACHTHE Pa3jIMKEe y MPUCTYIYy HACTaBH MaTEMaTUKE U HACTaBHOM Iporpamy
MaTeMaTUKe y Pa3jIMuuTUM 3eMJbama. Hemrto je umak 3ajeqauuko. 300or Op3or pas3Boja
TEXHOJIOTH]jE, 3Hamba Ce MOpajy CTaJHO OOHAaBJbATH M MOAM(PHUKOBATH, a HAII 33/JaTaK Kao
HAaCTaBHMKA je Ja MPUIPEMHUMO JIelly 3a OBakaB Op3M TEMIIO JKMBOTA, /i€ T'OJl )KUBEIH H
panunu. Ha Hama je 3amarak ga o0nuKyjemMo Miaje JbyAe KOju 3Hajy J1a MUCTe, KOju y4e Op30
u e(puKacHO, pemaBajy npodieme U umMajy KkpeatuBHe uaeje. Llnsb HacTaBHUKA je 1a mpoOyIu
y Jenu KeJjby Ja HUCTPaxyjy, IHUXOBY OpPUTMHAIHOCT M XpaOpocT Ja cBOje Hueje
MpeACTaBIbajy jaBHO.

Y oBoMm pany, ¢pokycupahy ce Ha crnenupuyHe TOA00TACTH Y HACTABU MaTeMaTUKE, BE3aHE
3a HEKe 0J1 3aKOHUTOCTH y Teopuju OpojeBa, 3aKOHUTOCTH Be3aHe 3a [lackanoB Tpoyrao, u
NPUHIUI UHBApUjaHTH, U OOpaJUTH 3a/laTKe KOJU C€ MOT'Y KOPHCTHTH y PEJOBHO] HACTaBH,
Ka0 U OHE KOjU Cy IOTOJIHU 3a MPUIIPEMY YUEHHUKA 3a MaTeMaTH4Ka TAKMHYCHA.

Panu nmopehema, HaBOJMM HACTaBHH MPOrpaM MaTeMaTHKE 3a y4eHHKe Iector paspena (11
rOJIMHA CTApOCTH) y penoBHUM 1kosiama y Kanaau (Onrapuo), Cpouju, ¥ mpuUBaTHO] MIKOIU
,Spirit of Math” — Toponto, Kanana. [llkona y xojoj ja paaum (,Spirit of Math School”), je
IIKOJIa HAaMEHEHa CaMO YUYEHHUIIMMa KOjU MMajy OJUTMYHE OLIeHE U3 MaTEeMaTHUKE y CBOjUM
PEIOBHUM IIKOJAaMa, U KOJH XeJje OJAaTHY HAacTaBy M3 00JIacTH MaTEeMaTHKe, WU JKeJe /1a
y4eCcTBYjy Ha MaTE€MaTHYKUM TakMHuUewmMMa. HacTaBHM MNijaH M mporpam OBe WIKOJIE je
JICIMMHUYHO Jpyrauuju oJl MporpamMa y peIOBHOj IIKOJHM M CBE HAacTaBHE jeAMHHIIE CY
oOpaljene Ha 1y6sbeM HUBOY y Hopelermy ca HaCTaBHUM IPOTPaMOM Y PEIOBHUM IIKOJIaMa.

MATEMATHUYKHU ITPOT'PAM 3A VUEHUKE HIECTOT PA3PEJIA V KAHAJIU (OHTAPHO)

MaTemMaTH4YKu IporpaM 3a yYeHHKe OCMOTOAMIIBbUX 1kona y Kananu je cnmpansor tuna. To
3HAYM JIa CYy MCTE€ MaTeMaTHYKe O0JIACTH 3aCTYIJbEHE Y CBHM pa3peauma, ajiu Ce CaapiKaj
nponyosbyje U3 roguHe y roauny. CBaka o0JIacT MMa WHIUBUIYaJIHU HAaCTaBHU MPOTPaM.
Ob6macTu koje ce 00palhyjy y Onrapujy cy:

Teopuja opojesa

[IpencraBmame u ymnopehuBame OpojeBa g0 1000000. VYmopehuBame pasznmomaka ca
paznuuuTUM Opojuonuma; npouewusame 10%, 25%, 50%, u 75% ox Heke 1eNnnHe; cabupame
U ofy3UMame JeIUMATHUX OpojeBa; MHOXKEHE U JeJbemhe 4YeTBOpoludpeHux OpojeBa ca
nsoruppeHuM  OpojeBuma  (kopumhemeM  Mojena, TrpadUUYKUM — MPEACTaBIbABEM,
KopuirhemeM CTaHAapIHOT AITOPUTMa U KOpUIINeHmEeM TUTHTPOHA); MHOXKEHE U JIEJbeHe



AelMMaIHuX OpojeBa ca IenuM OpojeM; MpUMEHa IpaBWiIa O TMPUOPUTETY OIepalyja;
yCHocCTaBJbamke Be3a u3Mel)y mpoieHTa, pa3ioMka U AeUMalHOT Opoja.

Mepemwa

Kopumhewme MeTpHUKHX jeOUHHUIA: NpeTBapame BEhMX METPUUYKHX jEJUHHUIA Y Mambe;
npuMeHa ¢opMyle 3a MOBpPUIMHY I[apaneiorpama M Tpoyria; mnpuMeHa Qopmyne 3a
3alpeMHUHY NpPU3MeE; MpEeTBapame jeIHUX METPUUKHX jeJUHHIA y Apyre (HIp. KBaIpaTHUX
MeTapa y KBaJpaTHe LICHTUMETpE).

TI'eomempuja

Knacuduxanuja yetBopoyriosa; kiacudpuKkaimja nojIuroHa; Mmepeme yriona a0 180 crenenu
yIIIOMepoM; poTanuja Gurypa; npeacTaBbame Tauaka y KOOpJAUHATHO] paBHU (CamMo y IPBOM
KBaJpaHTy).

3akonumocmu u Anzeopa

Hanaxeme W ONHMCHBAKE PA3IMUUTUX 3aKOHUTOCTH; Hallakeme cliefeher wiaHa y HUBY
OpojeBa; penaBame jeHauYnHa KoprucTehn KOHKpeTHe MaTepHjaie U MEeTO ] MpoOe U IpellKe;
MEpHE jeJUHUIIE U PETBapambe MEPHUX jeUHUIIA jeTHE Y IPYTY.

Komobunamopuxa

[Ipukynspalbe W OpPraHU30BamE I[10/1aTaka; NpEJCTaBJbambe IMoJaTaka y3 Kopuinheme
JUHUJCKUX M CTyOMYacTUX JAujarpaMa M XHUCTOrpaMma; Kopuinheme aujarpama WiH
XHCTOrpama 3a ynopehuBame rnojaTtaka; u3padyHaBame BepoBaTHohe kopumhemeM popmyiie
3a TeOpHjcKy BepoBaTHOhY.[46]

MATEMATHWUYKH ITPOI'PAM 3A YUEHUMKE IIECTOI PA3PEJA Y CPBUIU
Lenu opojesu

[Tojam HeratuBHOT Opoja; Ckym nenux OpojeBa (Z); Llenu OpojeBu Ha OpojeBHO]j MpaBoj;
Cymnporan 6poj; ArncoiyTHa BpeIHOCT 1iesor Opoja; Ynopehusame nenux 6pojeBa; OCHOBHE
padyHCKe olepalyje ca 1ejanM OpojeBuMa U lbUX0Ba cBOjcTBa; M3pasu ca nenum OpojeBuma.

Payuonannu opojesu

Ckyn parmonanuux Opojesa (Q); Cynporan 6poj; AncoiayTHa BpEAHOCT pallMOHAIHOT O6poja;
[Tpuka3 panumonanHux OpojeBa Ha 00jeBHO] MpaBoj; YmnopehuBame panuoHanIHUX OpojeBa;
OcHOBHe omepainuje y CKyny panuoHalHuX OpojeBa; M3pasu, jeqHaunHEe U HEjeTHAUYMHE ca
panmonanHuM OpojeBuma; Koopaunatau cuctem; Ilpuka3 mojataka y KOOpPIMHATHOM
cuctemy; Ilpukaz 3aBucHoctu Mmel)y BenunumHama; Pasmepe, mpomopuuje W NpOIEHTH;
JIMpeKTHA U UHAMPEKTHA MPONOPLHUOHATHOCT.



Tpoyzao

ITojam Tpoyrna; OOuM Tpoyria; JeMHAKOKpaKd M jeTHAKOCTPAHWYHU TPOYTrioBH; Bucuua
Tpoyria; YrioBu Tpoyria; 30up yriosa Tpoyria; Bpcte Tpoyriosa npema yriosuma; OgHoc
u3Mely cranuma u yriosa Tpoyria; Hejemnakoct Tpoyrna; KoHcTpykiiuje HEKHX YIJIOBa
(60°, 120°, 30°, 45°, 75°, 135°); OcHOBHE KOHCTpyKIHje TpoyrioBa; [lojam u cTaBOBU
noaynapaocty; LlenTpanHa cuMmerpuja u noxyaapHocT; OcHa cUMeTpHja U MOAYIAPHOCT;
LlenTap onucane U ynucaHe Kpy>KHHIIE TPOYTJa.

Yemeopoyzao

YerBopoyrao; YrioBu yerBopoyria; 30up yrioBa derBopoyria; I[lapanenmorpam; OcoOune
napasesorpama; Y cioBH J1a 4eTBOpoyrao Oyze napasnenorpam; Pom0, mpaBoyraoHuK U KBaJpar;
Koncrpykuuja napanenorpama; Cabupame U 0ly3UMame BEKTOpa; MHOXKEmhe BeKTopa OpojeM;
Tpane3; OcobOune Tpamesa; Cpenma JIMHHja Tpoyria W Tpamesa; KoHcTpykiuje Tparesa;
Hemnrou.

Hoepmuna uemeopoylia u mpoyceia

[Tojam moBpiMHE QUTrype — MOBPIIMHA MPABOYraOHMKA W KBAJpaTa; JeJHAKOCT MOBPILHHA
noaynapaux ¢urypa; IloBpuinna napanenorpama, Tpoyria, Tpamnesa; [loBpinHa yeTBopoyia
ca HOpMAaJTHUM Jijaronanama.[45]

MATEMATHUYKU ITPOTPAM 3A VYEHHMKE IIECTOI' PA3PEJA V ,,SPIRIT OF MATH” ,
KAHAIA

Payuonannu opojesu

Ckyn panuoHanHuX OpojeBa; pauHOHAJIHM OpojeBM Ha OpOjeBHOj MpaBoj; ymnopehuBame
panmoHaNHUX OpojeBa; cabupame IeJIOT U PaIlMOHATHOT 0poja U OJly3UMame PallMOHAIHOT
Opoja ox menor Opoja; cabupame U OJly3UMamke PAllMOHAHUX OpOjeBa; MHOXKEHE U JIEJbCHE
panuoHaIHUX OpojeBa.

Ilponopuuje

[Tojam pa3mMepe; peliaBame MPOIMOPIIHja; MOjaM IMPOLEHTA; MPEICTaBJbambe MPOIEHTA Kao
JeIMMaIHOr Opoja WM pa3ioMKa; MPOoOJIEeMCKH 3aalld BE3aHU 3a MPOIeHAT U MPOIOopILHje.

TI'eomempuja

YBohewe mojMoBa — Tauka, MpaBa, AyXK; Kilacudukamuja yrioBa U Mepeme YIioBa
YIIIOMEpPOM; KOMIUIEMEHTHH, CYIUIEMEHTHH M CYIIPOTHH YIJIOBU; YIJIOBU Ha TPaHCBEP3aJIu.



Tpoyzao

Knacuduxanuja Tpoyriosa; 301p yHYTpaIIBUX U CIIOJBAIIBUX YIII0BA y TPOYIILY; CIUYHOCT
Tpoyrnosa; [Tutaropuna teopema (npumutuBHe [Tutaropune Tpojke, oJHOC CTpaHuua y 45-

45-90 u 30-60-90 nmpaBoyriioM TpOyriy); NOaydapHOCT TPOYTJIOBA.

Yemeopoyzao

[Tojam ueTBOpOyrsa; CBOjCTBa MapajienorpaMma (KBaapaT, IIpaBOYraoHWK, poMO) u
YETBOPOYTJIOBa (Tpames u JENTOUN).

Ilonuzonu
Knacuduxanuja monurona ca BUIlIe off YeTUPH CTPAHHULE; 30Mp YHYTPAIIHBUX U CIIOJbAIIBUX
yFJIOBa KOHBCKCHOTI ITOJIHUT'OHA.

Konuko ce oBM HAcTaBHM MporpaMHu MpeKianajy Wid pa3iukyjy je 00Jbe yOuJbHBO Ha

NPUKa3aHOM JIHjarpamy:

Koucrpykiuja Cp 6PIJ a
TPOYIIIOBA U YIJIOBA.

3HauajHe Tauke

Jennaunne u

Mepemwa
Tpoyria HejesHaunHe y cKyIy Q

Henun
OpojeBu

3aKOHUTOCTH U .
Konctpyxuuje

Tlapajeiorpama

anrebpa
P ToBpukHa TpoyrIa Koopaunatau cuctem

U 9eTBOPOYTJIa

Komb6unaTopuka IlenTpasna u ocHa

Tpoyrao cuMeTpuja

(moty mapHocT)

YerBopoyrao BexTopu

Krnacudukanuja

Panmonanuu 6pojeBu

TPOYTJIOBA

ITonuronn
(knacuduxanuja)

Iponopuuje

IIpoueHTHH padyH

ITuraropuna Teopema

Tpoyrao (cIu4HOCT)

»Spirit of Math” mkona

ITPOrPAMCKE KOMIIOHEHTE YACOBA V ,,SPIRIT OF MATH” ILIKOJIU:

1. “Drill” (Bp3o pauynare)
a) Ilomaxe haumma na TadyHo pauyyHajy Kao W Aa Op30 M NPEHU3HO H3BOJIE padyyHama

MCHTAJIHO.



6) Omoryhasajy hamuma na ce ¢pokycupajy Ha HOBe MaTeMaTHUYKE KOHIIENITE MPEICTaBIbEHE
TOKOM 4acoBa M yue ux Opike, a He Ha 0a3MyYHa pauyHama.

B) [lonmpuHoCH pa3Bojy camoroy3aama KoJl yYeHHUKa.

r) [Tomaxy hanuma na 6pxe pemanajy npoodiieMcke 3a1aTke, jep Cy YUSHUIIM KOHIIETPUCAHH
Ha KOHILIETITE y 3aJ]aTKy, a pauyyHama ce U3Bojie Op30 u 6e3 ynoTpede JUruTpOoHa.

1) bamu BexOajy na Oyay y moTnyHOCTH (pOKycHpaHU Ha OHO IITO paje.

Hauu cy mMoruBucaHu na mobOOJbIIAJy CBOje pe3yiTaTe JOK paje OBy BexOy, jep cy y
YYHMOHULIM HU3JIOKEHHM YMOPEAHH T'paQUKOHU IPYTUX oOjAesberma Koje paae ucta “drill”.
Onemema ce TakmMuue u3Mely cebe U cBa ojesperma IMOKYIIaBajy Ja JOCTUTHY NMPOCEUHY
OIIEHY, Kao 11eo pazpen, o1 88%.

[Tpumep “drill”’-a 3a yueHuke mecTor pa3zpeaa, Koju 00yxBaTa 3Hame IpeTBapama pa3ioMaka
y AelMaiHu 3anuc. Bpeme Tpajama oBe BexOe je 6 MUHYTA.

Opojunarg

2 6 4 1 3 5 7 8

03
1

0.16
0.5

06

02
0.4

0.285714
0.25

018

]

Qo =1 | O | | ba| bo] O

E® sz o0z s

—
P

2. Ilpobnemcku 3a0ayu

Caku paspen oOyxBaTa pellaBame MPOOJIEMCKUX 3aJlaTaka TOKOM CBAaKOT 4daca. Y HUKUM
paspeauMa CBaKoOI yaca ce MpejcTaBJiba ,,IpodieM JaHa™ Koju hamu pemasajy y rpynama u
NpEe3eHTyjy Ha Taliu, a y CTapujuM paspeanma, hauu umajy mpHIIMKEe Jja Ha CBAaKOM 4acy
IUCKYTYjy O TpOOJIeMCKMM 3ajaluMa Koju cy UM Ouiu 3amgatu Kao gomahu 3amaTak.
CrnoxxeHuju 3ajJany ca KojuMa cy haum umanu motemkoha ce page Ha Tabmu, Tako INTO
YUYESHHIM YUECTBY]Y y pacnpasu najyhu cBoje uzaeje. [Ipodremcku 3aianu cy €0 CBaKor yaca
y cBuUM y3pactuma. O mpBOT A0 YETBPTOr pa3pena, YUYECHUIMMa C€ IMpeJCTaBIbajy HEKH
TUIIOBU TPOOJIEMCKUX 3ajJaTaka M oOpaciu WIM HAauuHU pemaBama. Op meror paspena,
npoOJEeMCKH 3a/1alld HUCY THIM3UPaHH, T€ YUCHULIM MOpajy Ja ynoTpeOde cBa CBOja 3Hama,
MOBE3Y]Y UHCHUIIE U KOPUCTE JIUTEPATypy UM HHTEPHET IPH peliaBamy UcTuX. Takohe, on
NeTOr paspena, MOpeJ] OCTaJuX TECTOBA, YUYCHHIM HMMajy TECTOBE KOjH CaJpikKe camo
npoOieMcKe 3aaaTkKe.



3. Jezepo npocpama

O6pabyjy ce oapehene maTeMaTnuke HaCTaBHE jeAMHUIIC Y CKIIaly ca HACTABHUM ILIAHOM U
nporpamoM. Heke o MmaTeMaTHukux jeanHUIA ce 00palyyjy Ha myOsbeM HUBOY y mopehemy
ca peryJapHUM IIKOJIama, a HeKe 00JIacTu Cy MOTIYHO HOBE 32 yUEHHUKe oJipel)eHor y3pacra,
jep ce y peryiapHoj HacTaBu o0palyyjy y cTapujuM pa3peanuma, Te c€ YUYCHHUIH ca UCTUM jOII
Hucy cycpenu. Ha mpumep, ydeHunu y mectoMm paspeny yde llutaropuny teopemy, anu
Takole yue kako sa 6aparajy ca KBaApaTHUM KOpeHOM Opoja — KaKko Jia ra ynpocTe UiIu KaKo
JIa palMOHAIM3yjy MMEHHJIAll KOJH CaJpKM KBagpaTHU KopeH. Yuehum pazmuuure
MaTeMaThyke KOHLENTe, hanu ycBajajy MpHHIMIIE U 3aKOHUTOCTH Koje he uM mpoayOutn
3HaWa ¥ IOMONM NpHU yCBajalkby MaTeMaTHUYKUX Ujaeja.[29]

HEKE UMBEHULIE BE3AHE 3A HACTABY MATEMATUKE Y OHTAPUJY

VY mocnenmsux HEKOIMKO roauHa, y pernony Onrapuo (Kanana), Bume ong 50% haka ne
3a/10BOJbU PETHOHAIHU TECT U3 MaTeMaTUKe KOoju ce hauuma naje y Tpehem, mectom u npsom
paspeny cpenme mkoie. OBa UMBHEHNIIA U3a3UBa BEJIIMKY 3a0pUHYTOCT y JABHOCTH, T€ CY O
npe roJIMHYy JlaHa yBeJleHE HeKe MPOMEHe Be3aHe 3a HacTaBy MaremaTuke. Heku o pasnora
3a oBakaB Heycnex haka cy cienehu:

* HactaBHO 0co0Jbe HHUje aIeKBaTHO MaTeMaTU4Ku oOpa3oBaHo. Jla Ou mpegaBanu y HIKOJIH,
HacTaBHUIM o 1. Mo 6. pa3pena Mopajy Ja MMajy 3aBpII€HE YEeTUPH TroJuHE OUII0 KOT
¢dakynTeTa U jeAHY FOJAMHY CTPYYHOT ycaBpuiaBama Ha ,,Ontario Colege Of Teachers”. Ako
HAaCTaBHMK HE JKENU Jla Mpe/aje BUIIUM pa3perMa OCHOBHE IIKOJe (CeIMU U OCMH pa3pen)
WM J1a TIpeliaje y Cpeamoj IMIKOJIM, OHJA HUjeaH O/ CTPYYHHUX MpeAMeTa, Kao Ha MpUMep
MaTeMaruka, Huje o0aBe3aH TOKOM YycaBpllaBama Ha Kosely. OBO 3HAa4M Ja MHOTH
HACTaBHMIIM KOjU TIPeIajy OJ MPBOT 0 MIECTOT pa3peia HUCY UMaJU MPUITUKE Ja CE CyCPETHY
ca MaTeMaTUKOM Kao MPEAMETOM OJ] CBOj€ CPE/Ihe IKOJIE.

* Jla Gu ce MmaTeMaTHKa MPUONIKUATIA ACIH, IPUCTYT HACTAaBU MaTEMaTUKE je IPOMEHEH Mpe
IBajieceTak roauHa. TpaaumoHaIHU IPUCTYII HACTaBU MaTEMaTHKe, I'/1e HACTaBHUK Mpe/aje
HEKY OJI HAaCTaBHUX jE€JUHUIIA, j€ 3aMEHEH MPHUCTYNOM KOjH TMOJpa3ymMeBa Kopulrheme
Mozena a Ou ce mpejacTaBuiie 0a3suuHe MaTeMaTHUKe olepalnrje 1 hanuma je ocTaB/beHo /1a
CaMOCTAJIHO U Ha Pa3JINYUTE HAYMHE MPUCTYIA]y yUeHhy MaTeMaTHUYKUX KOHIIENaTa YuMe ce
MOJCTHYE CAMOOTKpUBame Koja naene. O ydeHHKa ce HE 3aXTeBa Jla MEMOpPHIIY YaK HH
Ta0IMIly MHOXKEHa U HajBehH J1e0 pauyyHCKUX Omepalgja ce, o]l IeTor pa3penaa, U3BOAM Ha
IUTUTPOHY. Jla Ou ce MaTeMaTuka IpUOIMKIIIa CBUM halluMa, 1 OHUM HajcinaOujuM, Iporpam
ce T0jeHOCTaBJbYje U3 TOJANHE Y TOAUHY, TAKO Ja JIella Koja MOTy BHIIIEe U 60Jbe 0OMYHO HUCY
JOBOJbHO MOTHBHCAHA.

» HacraBHO 0c0o0Jbe MMa (DIIEKCUOMITHOCT y MOTJIEAY KOJHMKH JIe0 HAaCTaBHOT jJaHa he OuTH
nocBeheH KOM mpexMeTy, TaKO Jla MHOT'M HAacTaBHMIIM CBOJE HACTaBy MaTeMaTHKE Ha
MUHHUMYM.

(Hanomena: jeqna on mpoMeHa, yBeJeHa Mpe roJuHy JaHa, je J1a YUYEHUIM MOpajy Ja uMajy
jeIaH 4ac MaTeMAaTHKE THEBHO).

OBakaB NMPUCTYI HACTaBU Y3pPOKYje BEIUKY HECUTYPHOCT KOJ Jielle KOja HeMajy pa3BHjeHe U
YCBOjE€HE ajlaTKe 3a pellaBalkbe MHOTHX 0a3WyHUX MaTeMaTHYKHX mpobiema. Y crapujum



paspeauMa OCHOBHE LIKOJIE, Kao U Y CPeh0j IKOJH, haly 4ecTo uMajy CTpax o1 MaTeMaTHKe
jep HUKaJa HUCY YCBOjJWJIM Oa3MyHa 3HamA.

Ca gpyre cTpaHe, BpJIO je MO3UTUBHO JIa CE BEJIUKH HAIJIACcaK, y CPEIHHOIIKOICKOM Mporpamy
HacTaBe Marematuke y KaHaau, Jaje NpUMEHM M aIUIMKAlMjH MHOTHUX MaTeMaTHYKHX
nojMmoBa. Tako, Ha mpuMep, Kana ce obpalyjy kBagpatHe ¢pyHKUMje U rpadoBU KBaIPATHUX
¢bHKIMja, y IpyroM pas3pey Cpelibe MKoJe, YYCHUIIMMA ce IPEICTAaBIbajy Pa3InuuTH 3a1alu
BE3aHU 3a mpobiieme y Gpusuuu uinu GuHaHcHjama. JeqaH o/ TUMMYHUX MPUMeEpa KOjH Clenn
je mpey3et u3 yuOeHHUKa 3a IPYTH pa3pell Cpembe IIKOJIe PeIOBHOT HACTABHOT MPOrpaMa:
Jeono nozopuwme roje uma 300 ce30HCKUX npemniamHuKa je 00ny4uno 0a nooucHe yeme
ce30HCKUx kapama koje cy 0o moz mpenymra oune $4000. Ynpasa nozopuwma je 3axmwyuuna
oa ceaxux 320 yeeharwa mpenymne yene uma 3a nocieouyy oa 10 npemniamuuxa uehe
obnosumu npemniamy 3a cieoehy cezony. Koauka mpeba oa 0yde HO8a yeHa Ce30HCKUX
Kapama oa 6u 3apaoa ouna MaKkcumaiHa?

Wnu, xaga ce y4eHHIH Y Y€TBPTO] TOAMHH CPElEbe IIKOJIE YIIO3HA]y ca u3BoANMa QyHKIU]a,
BEJIMKU aKIICHAT j€ CTaBJhCH Ha MpOoOJIeMe BE3aHe 3a MPOMEHY I0JIOXkKaja UK Op3UHYy aTor
o0jexTa, WM Op3MHY KOJOM C€ HeKa MoIyJalyja Mema. Joul jeaH oJl TUIIMYHUX MpUMepa
KOJH CIIEJH je TIpey3eT U3 yIOCHHUKA 32 YETBPTH pa3pel Cpethe MKOe:

Aymomobun uuja je nosuyuja dama pynxyujom d =25t+1t>, MuMOULA3U NOAUYUjCKU aAYMO,
yuja je opsuna 207, Iloruyujcku aymo, nodurse 0a jypu aymomooOun Koju je npoulao,

yopsasajyhu 1.5%/, . Ilocne xonuxo épemena he bpsuna aymomobuna oumu 317, ? Konuka

je bpsuna noauyujckux koaa y mom mpenymky? Koauxo je pacmojarve usmehy eozuna y mom
mpenymxy? [a nu he nonuyuja yxeamumu aymomooun?

[TpucTtyn HacTaBU MaTeMaTHKE j€, O TPAAULMOHAIHOT MPUCTYMa (Y KOME HaCTaBHUK Mpe/aje
JeKUHjy Ha Taliu, a OHJA YYEHHUIM BeXO0ajy NMpe3eHTOBAHU MaTepujaj Kpo3 IMpUMEpE),
MOMEpPEH Yy MOTIIYHY CYIIPOTHOCT, y KOME je HacTaBa MaTEMAaTUKE Y OCMOTOUIIH0] IIKOIH Yy
MHOTOME JIMIIEH OMJIO KaKBe MPOLEIypaHOCTH UM MEMOpHU3allHje, a akIeHaT jeé CTaBJbeH
Ha TMpOICHUBAKE, CAMOOTKpUBaWe, YNOTpeOy mpode H Tpelke, M MPerno3HaBame
MaTEeMaTUYKHX 0jMOBA y CTBAPHOM KHBOTY.

Kaxo nponahu Haj60JbH MOIeNI HacTaBe MaTeMaTHKE?

Pememe je BepoBatHO Oanmanc u3Mely oBa nBa mpuctyna. Kao mro ce akcuome Kopucre 3a
u3Boheme TeopeMa, Tako U haum mMopajy na mocedyjy oapehene amare (3Hama) U na Oymy
OCIOCOOJBEHH Jla X KOPUCTE MPUIMKOM pelllaBamba MaTeMaTUYKUX 3a/1aTaka. MaTemMaTHuKe
YUEHUIIE MOpajy OUTH mpeacTaBbeHEe M oOjalimbeHe hamuma jacHo Kpo3 mpumepe, a hauu
yTBphYyjy rpaiuBo Kpo3 BexOame 3a1aTaka Ha yacy uiu 3a fomahu 3agarak. Ca apyre cTpase,
hamuma Tpeba omoryhutH na MCTpaxkyjy M CamMOCTaTHO HJIM KpO3 TPYIHHU paja JIOHOCE
3aKJbyuKe Be3aHe 3a ojnpeleHe mpobOiemMe M pa3BUjajy CBOjeé MHCAOHE CIIOCOOHOCTH. Y
HacTaBM, MaTEMATUKY He TpeOa CBOJIUTHU Ha IIpoLeaype Koje he ydeHUII TaMTUTH. Y YeHUKOB
UCTpaXMBAYKU paj y HACTaBH MaTeMaTHKE je OJ1 BEIUKOI 3Hauaja U CBOJU C€ HAa OTKPUBAME
MaTeMaTUYKUX YHICHHUIlA, MMOCTyNakKa, MpaBWia M 3aKOHUTOCTH. YUYEHUIM MHOro 00Jbe
naMTe U yCBajajy 3Hama ako Cy 0 HEKOT 3aKJby4yKa JIOILIN caMu, Kopucteh cBoja Jornyka
pasMHILIbakba WM MCTPAXUBAuKu paj. CBakoM ydyeHHKY Tpeba oMOTryhuTH Aa MpUMEHH
COIICTBEHE MHCAOHEe paame. Y Mpolecy yuema, HaCTaBHUK Tpeba fa Oyae y3apKaH y aBamby



nomohun hammma. VYuenuke T1peba KOHTHHYMpPAHO oOXpaOpuBaTM M yCMepaBaTH Ka
CaMOCTAJIHOM pajay Aa Ou cTekiu oAroBapajyhe pagHe HaBUKE M CaMOIIOY3/ambe.

Koju meTon HacTaBe je HajOOIbH, Y3pOK je Mel)ycoOHOT criopa OpojHHUX TICUXOJIONTKHX IIKOJa
U TUAAKTUYKUX TIpaBala Kpo3 UCTOPHU]Y, a U y JaHAIIKhE BpeMe.

HEKHM 01 BAXXHUIUX IMEJATOIIKKX ITPABAIIA KOJU CY YTULAJIU HA ®OPMUPAE
METO/JIA V¥ HACTABU

 Tpammumonanuum mnpuctyn (TPaHCMHTHBHA HacTaBa) HacTaBe ce 3acHMBa Ha
OMXEBHOPU3MY U CTaBY Ja j€ pa3Boj MMOjeIMHIIAa UCKJbYUHBO BE3aH 3a CIOJbAllkhe YUHUOIE. Y
HAacTaBM JIOMHUHHUpPAa HAaCTaBHHMK, a YYEHHUK j€ NMAcCHUBaH INpuUMajal] KOju Ciylla, MaMTH U
penpoxaykyje. Llusp HacTaBe je mpeHoIIekhe HacTaBHOT mporpama. Canpxaju Koje HaCTaBHUK
npeaaje ¢y cTporo MpomnucaHu MporpaMoM M HACTaBHHUK HE OJACTyIa on uctor. Panx Ha vacy
j€ MHIIMBHUIyaTHHU, a KOMYHHUKaIlMja ce OJIBHja caMO Ha pelaliju HaCTaBHUK — YUCHHK.

Kao peaknuja Ha TpagulMOHAIHMU NpUCTYH, KpajeM 19. u mouetkom 20. Beka, mojaBUO ce
YUTaB HU3 AUJAKTHUKHUX MpaBala Kao MITO Cy cI000IHO BaCIUTamkE, aKTUBHA-paIHA IIKOJIA,
ydeme MyTeM pellaBama npodiemMa — XeypUCTUYKU MPUCTYII, HHTEPAKTUBHO yUCHeE.

* Ci10001H0 BacnuTame ce 06a3upa Ha yuewmy 110 KOME j€ 3a BaCIHUTAmkE JETETa HajBAXKHU]E
OHO IITO JI0JIa3H OJ Hera caMmor. Yueme je cxBaheHo Kao aKTMBHO KOpHIIheme MPUPOIHUX
moryhHoctu nerera. Cno00JHO BacHmUTamke HE IMOJA3M OJ yHampel yTBpheHuxX nubeBa H
HaCTaBHHX caJpikaja. IHTepecoBame ereTa ojapelyje uuib U caipkaj yuema. Yiora IKoJe
HUje Jla JeTeTy NMPEeHOCH 3Hama, Beh na My o0e30eau ycioBe y kojuma he ce oHO, BoheHO
CBOjUM adHUHHUTETHMMa pa3BUjaTU. 3aJaTak HACTaBHHKA j€ Ja IMOACTHYE YyYCHHKa Ha
caMOM3pakaBame, CAaMOMHHUIMjaTUBY W MOJACTHYE CJI00O0AHM pa3Boj AeTera. Y OBOM
MEeJaroiukoM MPUCTYNy, YYEHHUK jeé Yy LIEHTPYy HHTEpecoBama, a HACTaBHUK HMa YIJIOTY
KopauHaTopa. OCHOBHE KapaKTepHUCTHUKE MpaBalia 3aCHOBHHUX Ha cI0O0HOM pa3BoOjy JeTeTa
cy:

a. aTepecoBame yueHnka oapelyje uusmb u canpikaj yuema

6. Yiora HacTaBHHKA je Ja CTBOPH MOBOJbHY CPEAMHY 33 CAaMOCTAJIHU Pa3BOj CBAKOT
neTera

B. Y4H ce aKTUBHO U ITyTeM UTpe U NPAKTUYHOT pajia

r. [luss HacTaBe je mpomupuBame HCKYCTBA

* AKTHMBHO Y4YeH-€e — pajiHa IIKoJa ce oclama Ha (Guio30¢ujy nparmMaTu3Ma U HbEH TIIaBHU
npezcraBhuk je [lon ljyu'. Y ocHOBH 0OBOI yuema je BepoBame J1a yUYCHHIM caMu Tpeba Ja
OTKpHBAjy 3Hamba M Hay4yHE UCTHHE, a HACTABHUIM UM y OBOM IIpOIleCy MOMaxy Bojehu ux
Kpo3 mpoliec oTKkpuBama. OBO MMOBJIa4M Ja HacTaBa He Tpeba Ja ce oaurpana y yunoHunu seh
y WIKOJCKUM paJvoHUIIaMa M jabopaTopujama. MOTOpHE aKTHUBHOCTH, YYyJIHO HUCKYCTBO H
eKCIIEpUMEHTHCAKE Cy KIbYYHHU elleMeHTH HacTaBe. OCHOBHE KapaKTEpUCTHUKE OBOT IMpaBIa
cy:

a. 3Hame HHje Moryhe MmacuBHO MPEHOCUTH ca HACTaBHHKA HA YUCHHUKA

0. YueHuK caM OTKpHUBa M KOHCTPYHILIE 3Haka KOPUCTEhN CONCTBEHO UCKYCTBO

! John Dewey
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B. Cama HacTaBa je Mpoliec CTHIlamba HCKYCTBa

Jenan on HajyTUIQjHUjUX MPHUCTYNA KOjU CIEAH OBY TEOPHjy je KOHCTpYKTHBHU3aMm JKana
[ujaxea’. Iujaxe je GOKyC CTaBMO HAa YETHUPH €TaIle JeUHjer KOTHUTHBHOT pa3Boja. IIpBe
JIBE eTare Ccy Be3aHe 3a mepuoj oA pohema 10 moyiacka y mkoiy. Y tpehoj etanu —y n1oou
Kajza Jiena Mmoyumy ca ImKoinoM, [lujaxke TBpaM Ja Cy MalMIIaHU y CTamy Ja pa3BUjajy
olpeheHa ancTpakTHa MHUIJbEHA KOja MOpajy OMTH MOBE3aHa ca KOHKPETHUM IpUMEpUMa.
[ToueBmm oz 11 roguHa — yeTBpTa €TaANa, alcTPakTHA MUILJbEHA ce TPo1yosbH]jy, popmanna
U JIOTWUYKAa pa3MHIllJbakba Cy Moryha u objammema pa3IM4YMTUX KOHIENaTa ce MOry
NpEACTaBUTH Aely 0e3 JaBama mpumepa. Mory ce M3JBOJUTH HEroBa TPU OCHOBHA CTaBa,
KOja cy JONpHUHENa pa3Bojy HOBUX HACTABHUX CUCTEMA, a TO CY:

a. yueme je akT oTkpuha

0. y mporiecy y4ema YI4eHUK POoJIa3y Kpo3 UCTE HHTEIEKTYyallHe Ipolece Kpo3 Koje je
Hayka Beh mpomuia

B. yU€H€ je Mpollec CTUIamka 3Hama, all U IpolLec pa3BHjamba CIIOCOOHOCTH 3a
CTUIAIE 3HAA

[TujaxxeoBa 3amMucao je 1a ce 3Hambe He MPEHOCH MAacuBHO, Beh ce 3anaje y Buny npobiema, a
YYEHHUKY c€ JOMYIITa Ja KPO3 JINUHY UCTPAKHUBAUKY JINaTHOCT ole 1o otkpuha. HacraBHuk
He Tpeba J1a u3Bo/M 3aKJbyuke, Beh Tpeba Ja mojcTuye yueHUKe Ha 3aKJbyUHBabE.

» KoonepaTtuBHO y4eme y OCHOBH TBPJM JIa je MpoleC yuema e(hUKaCHUjU aKo Ce O/BHja
Kpo3 capamy U Mel)ycoOHy pa3MeHy 3Hama yueHuka y pazpeay. Heke oxq Metoa 3acHoBaHe
Ha HJiejaMa KOOIIEPaTUBHOT y4era Cy: paj y napy Uiu rpynu, TAMCKHU paj, JTUCKycHuje uamely
y4eHHMKa TOKOM HacTaBe. Y TOKy KOOIEpAaTMBHOI Yyuemwa, haum yde Kako na capabyjy,
NpUXBaTajy Apyra MUIJbEHA U JoroBapajy ce. HajyTunajHuju mpencTaBHUK OBE HAaCTaBHE
MeTone je JlaB Burorcku ’, Koju je IIO3HAT IO CBOjOj CONMMOKYJTYPHOj TeOpHjH
KOTHUTHBHOI pa3Boja. BUTroTcku TBpAM Na Cy YYEHHMIIM CTPOTO JIETEPMHUHHUCAHU CBOjUM
COLIMOKYJTYPHUM TOPEKJIOM TaKO Ja JeUH KOTHUTHBHU pa3BOj y MHOTOME 3aBHUCH O]
MHTEpaKlKje ca poAUTebIMa, HACTABHUIIMMA U OCTaJIOM JeloM y paspeny. MHcTpykuuja u
MOJIpIIKA KOje HaCTaBHHUK Tpeba Jla 1a yUYeHUIMMa je MHTE3UBHHja y MOYEeTKY, a Mamba OH/Ia
KaJla je y4eHUK crioco0aH J1a MHAUBHUAYAJIHO Ypaau OHO IITO ce 0] Kera Tpaxku. MHTepakuja
KOja YUEHUKY TIOMake IpHU y4erhy He MOpa caMo J1a 0/ipa3yMeBa HaCTaBHUKA UITH POJIUTEIbA,
Beh u ocrame yueHHWKe KOjU Kpo3 TPYNHH pajJy MOTy Ja pelie Heke mpodiieme, Koje
WHIUBUIyaIHO HE MOTYy. BUTOTCKH je OM0 MPOTUBHUK CTaHIapAM30BAaHUX TECTOBA 32 MEPEHHE
3Hama U yMmema ydeHuka. tberoe mueje cy umane epekra Ha mpomMeHe y oOpa3oBHUM
CHUCTEMHUMa, TOCEOHO Ha BAXXHOCT aKTHUBHE YyJIOT€ YUCHHKA y MPOIECY yUermha U IBOCMEpHE
Kojabopanuje u3mely HacTaBHUKA M yuyeHUKa.[17]

* XeypHCTHYKH MPUCTYN je HACTAO0 U3 oTpede Aa ce yBoemeM caMOCTaIHOT pajia yueHUuKa
npeBiaja npeJaBayka HacTaBa M MoOoJbllla HacTaBHH mpoiec. OBa MeToAa ce pasBujajia y
npBoj nonounu 20. Beka, a jeJaH o] HeHuX yremesbuBaua je Beplh Iloja*. Opaj npucryn

2 .
Jean Piaget

3 " .
JleB CeménoBHY BoiroTckuit

4 George Polya
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HACTaBM yBaXkaBa cj1000/1y YUE€HHKA U MOAPKaBa HETOBO BIACTUTO OTKPHUBAKE MaTEMaTHUKe
ucture. Canapikaj KOjU ce Y4d C€ HE H3JIaKe Y TOTOBOM OOJHMKY, Beh HacTaBHUK HaBOIU
Y4YeHHKE Ha CaMOCTaJHO OTKpUBame OATrOoBapajyhux TBpAMM W IpaBuia. Y OBOj METOIH,
HACTaBHHK ITOCTaBJba MPOOIJIEM MpeJl YICHHUKE, a OHJa Y3 TOMON MPHUKIaAHUX MUTakba KX BOJIU
no pemema. [loja ce moceOHO 0aBHO TPOOIEMOM MPHUCTYyMa pelIaBamy MNPOOIEMCKHUX
3a/1aTaka y HacTaBU MaTeMaTKe. Y cB0joj kwu3u “How fo solve it”, Tloja npenaxe 4eTUpH
eTane y peraBamy npooiema:[24][25]

1) pazymeBame npoodJema ([TaxxpuBO NMpounTaj TEKCT U carienaj npodiaemM. Youu KibydHe
peuH U JIeN0BE TEKCTa O MOCeOHOT 3Havaja 3a pelaBame 3aaTKa. )

2) cTBapame NJiaHa 3a pemaBame (O3Hauu CBE LITO j€ HEOMXO/AHO J1a OU TOCTaBHO U PEIINO
3agaTak Matematuukd. lllta Moxkem na 3akspyuuin u3 nojgaraka? Jla nmm cu ynmoTpeduo cBe
pacnosioxuBe noaatke? Ompadepu afeKBaTHY METO/Y 3a pelIaBame 3a/1aTKa. )

3) cnpoBoheme miaana (I[ToctaBu maTemMaTHuku MoJelN 3anaTka. Pemu mpobieM u pememe
U3pasy peunMma.)

4) ocBprame Ha pememe ([lax/buBO MpoBepU CBaKU KOpaK IpH pemaBamy. Jla 1u MoXKeln
7ia IpoBepull pe3ynTaT? MosKell JIM 1a peluil 3a/1aTak Ha pa3IuuuTe HauuHe?)

CABPEMEHE METOJ/IE HACTABE MATEMATUKE KOJE ITOKA3YJY JIOBEPE PE3VJITATE

Paznuunrte 3emipe MMajy TEHICHIHM)Yy Ja MM HAacTaBa MaTeMaTUKEe TEXH Ka jJeIHOM O]
nocTojehux AMAAKTUYKUX TpaBana. Tako, MCTOYHE 3eMJbe HATUBY Ka TPaJUIMOHAIIHO]
HACTaBM JIOK je HAacCTaBa Ha 3amaJy OpHjeHTHCaHa Ka morpedama u MoryhHocTuMa yyeHHUKA.
Mako ce MHOTH IeAaro3u NpoOTUBE CTaHAApAM30BAHUM TECTOBUMA, OHU UIIAK MPYXKajy HEKY
CIIMKYy O MaTeMaTH4YKoM o0Opa3oBamy Yy 3eMJbaMa Koje MapTHUIUnupajy. ,,Programme for
International Student Assessment” — PISA opranusyje TecTHpame METHAECTOrOJUIIHAKA
cBake Tpu roaune. Ha mocineamem Tectupamy (2018) je yuectBoBano 80 3emasba U MpeKo
1oJia MUJIMOHA YYeHHKa. ,, Irends in International Mathematics and Science Study” — TIMSS
TEeCTHpa yUYEHUKE YETBPTOT, OCMOT pa3pelia, U 3aBpIIHE FOJAMHE cpefme mKoie. [locaenme
TecTpame Koje oOyxBaTa pesynrare u3 Buime oa 60 zemaspa je u3 2015. rogune. Haj6osme
pesynrare ca oba Tectupama cy umane cienehe 3zemsbe wim obnactu: Cunramyp, JyxkHa
Kopeja, Tajsan, Xounr Konr, Janan u Kuna. Heku ox pasiora 3amro 3emjbe HCTOYHE A3Hje
KOHTHHYUPAHO MOCTIKY OJJIMYHE pe3yJiTaTe Ha MaTeMaTUYKUM TeCTUpamuMa cy cienehu:

* Maremarnuka eayKalyja je BpJao BpeIHOBaHA y APYIITBY Kao IEJIMHHU U CBU YUCHHULH CY
KOHTHHYUPAHO TOJICTULIAHU J1a C€ TPYJe U cTpeMe Ka 00JpuM pesynaraTuma. OueKkuBama Ccy
BEJIMKa, ajli j€ MOTUBAIIlM]ja OJ] CTpaHE HACTaBHUKA U POJUTEIhA BPJIO MpUCyTHA. IHTEeH3UBHU
PEIOBHHU HACTAaBHM IUIAH U MPOTpaM je 4yecTo rnpaheH ca HEeKOJMKO CaTH J0JAaTHE elyKaluje
y Buay nomahux 3ajaTaka, JOJaTHUX YacoBa WM noxahama mpuBaTHHX yacoBa. HactaBHO
0co0Jbe je BHCOKO KBaNUM(PUKOBAHO M YUHUTEIbCKa Mpodecuja je LemeHa y JIpYLITBY.
HacraBHuim nmajy Mamu Opoj yacoBa THEBHO IITO UM oMoryhasa na ce 0ospe mpumnpeme 3a
CBAaKM 4Yac, MOCBETE BUIIE BpeMmeHa ciabujuMm hamuma, U Ja ceé KOHTHUHYHPAHO CTPYUYHO
ycaBpIlIaBajy.
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* HacraBHM 1mu1aH U mporpam ce KOHTHHYHpaHO ycaBpiuaBa. [IpuxBaTajy ce HOBH MOJETH
ydyermha U MMIUIEMEHTHPAJy C€ Y CBAaKOJAHEBHM HACTaHM IUIaH M mporpam. Ha mpumep, y
Cunranypy je npuxpaheHa mujeja Ja mpoiec yyema MaTEeMaTHYKUX H7eja MOpa UMAaTHU TPU
eTamne: KOHKPETHY, 3aTUM BH3YEIHY, a TeK OHJa allCTPAaKTHY perpe3eHTaIu]y.

* Enykanuja je BakaH acleKT LeJor ApyITBa U ApxaBe. CyIITHHCKE TPOMEHE Y 00pa3oBamy
Y HACTAaBHUM IJIaHOBUMA, Kpeupame YIIOCHHKA U elyKalllja HacCTaBHOT 0co0Jba ce OJ[BUja Ha
HallMOHATHOM HHUBOY. CBe Jp’KaBHE IIKOJE Cy KOH3HCTEHTHE MPUIMKOM 3alolljbaBamba
HACTaBHOT 0Cc00Jba M UMIUIEMEHTHPA]y HACTABHHU ILJIaH 0JI00PEH OJ CTpaHe JpkaBe.[43]

CBM IMAAKTUYKU NMPABLUH KOjU clie[ie TPAAUIMOHAIHYU MPUCTYI UMajy MO3UTUBAH YTUIIA] HA
caBpeMEHy METOJMKY HacTaBe MaremMatuke. Mako ce cia000AHO BaclHUTame HE MOXE Yy
NOTHYHOCTH MPUMEHHUTH y PEIOBHHUM IIKOJama 300r BeJIMKOT Opoja haka u orpaHuyeHor
Opoja HacTaBHOT 0c00Jba, BPJIO je MO3UTHUBHO Ja HACTaBHHUIM KPEeHpajy HHAMBUIYATHU
HAaCTaBHM MPOTPaM 3a YUYEHUKE KOjU MMajy moremkoha aa mpare peoBHY HAacTaBy WIH CY
OKapakTEepUCaHU Kao TajeHToBaHW hauu. [loke/bHO je KOPUCTUTH HPHUHIIMIIE AKTUBHOT
ydema y HacTaBu MareMaTtuke. MHore MareMaruyke popMmyiie yUeHUIIU MOT'Y U3BECTH CaMH
y3 momoh HacTaBHMKA, a aKT OTKpuha JONMPUHOCH Ja HAy4YEHO MMa CMHCIA M Jia Ce JyXe
namTu. Kpo3 mpoliec KoonepaTuBHOT yuema hauu ce yde aa Oyay OJrOBOPHH 3a CONCTBEHU
Ipollec CTHIalka 3Hama, Ka0 U Ja yue Kpo3 MHTEpaKLHUjy ca CBOjUM BplImaruma. Heku
YUYESHHIM KOJU HUCY CUTYPHH y CBOja 3Hama ce uecto He ocehajy cioboaHo na Tpaxe nomoh
0]l HACTaBHUKa, au he pano Tpaxkutu moMoh o1 CBOjuX Apyrosa u3 paspena. Mlako cam TU4HO
MPUCTAINIIA XEYPUCTHUKOT MPUCTyIa Yy HACTaBH MaTeMaTUKe, YHIH-CHUIIA je Ja hauu He yue
UCTOM Op3MHOM M Ha HMCTH HA4yWH, Na j€ HEONXOJHO Ja C€ HACTaBHUIM MpHJIaroje
WHIUBUIyIHUM NTOTpebaMa ydeHHKa y TOKY Jaca Kao U J1a peJOBHO OpraHu3yje JTOMyHCKY U
J0JIaTHY HAcTaBy.

13



2. 3AKOHUTOCTU U UHBAPUJAHTE KPO3 IIPUMEPE U
3AJIATKE

Heku TunoBu nmpoOJeMCKUX 3a/1aTaka ce 4ecTo M0jaBbyjy y 30MpkaMa, TeCTOBUMa Kao U Ha
pa3IUYUTUM TakMHUemhuMa y KaHaau kao 1 Ha MHTEPHAIIMOHATHUM TaKMUYeHUMa. Y OBOM
JieNly paja cy NMpeAcTaBJbeHU HEKH 0J1 00pasalia WM 3aKOHUTOCTH YHje je 3Hamhe KOPUCHO 32
pemaBame oapel)eHnx TunoBa NpoOIeMCKUX 3aaTaka y CTapUjUM pa3perMa OCMOTOTUIII e
IIKOJIE U CPperb0j Konu. [IpencTaBibeHn IpuMepu ¢e MOTy KOPUCTUTH y PEOBHO] HACTaBH,
a ,,TAKMUYapCKH 3aJali‘ U3 CBAKOI OJ IOTJIaBJba Cy HAMEHCHH YUCHHUIIMMa KOju moxahajy
J0JIaTHY HacCTaBy WJIM Cc€ MPUIPEMajy 32 MaTeMaTUYKa TAKMUUCHa.

3awmo cy 3a0ayu 6e3aHu 3a npumeny odpazaya u 3aKOHUMUCMU OOCMA 3ACMYN/bEHU Ha
makmuderouma?

- Heku TumoBu oBUX 3a/aTaka MOHEKaJ HE 3aXTeBajy crlenu(UUHa Ipea3Hama, a uX MOry
pelaBaTé Y4YCHHIM DPa3MYMTUX y3pacra, a Takohe MX MOry peliaBaTh YYEHUIM KOjH
noxalajy paznuuure HacTaBHE MpPOTpame.

- 3ajanu Be3aHu 3a oOpacie U 3aKOHUTOCTH MOJCTHYY JIOTUYKO Pa3MHUIIIbamke KOJI Je1e Kao
U TIOBE3MBamkh-€ YHICHUIIA KOj€ CYy MPEACTaBJbeHE Y 3a/aTKy IITO JONPUHOCH KOTHUTHBHOM
pasBojy.

- YouaBame pa3IMUYUTUX 3aKOHUTOCTH H3Mel)y OpojeBa, rpadoBa, clMKa HUTHA. Kao M
pa3sMHILJbaKka 3aIITO C€ jaBJbajy, YMHOTOME IMOJACTHYY DPaJ03HAIOCT KOJA Jiele, pa3BHjajy
MalITy U FeHEPaJIHO JKeJbY 3a pellaBalbeM MaTeMaTHUUKUX Mmpoliema.

- Y 0BaKkBHUM 3aJlalluMa yUYE€HULIU pa3BHjajy COCOOHOCT Aa nobujeHe nupopmanuje oopalyjy
CaMOCTAJIHO U KOPHUCTE pa3ju4uTe MPHUCTYIE Ja OM OATOBOPUIIM HA MOCTABJHEHO IMHUTAIE.
OBakaB MNpUCTYNl pellaBamy 3aJaTaka yYMHOTOME€ IOACTHUYE ‘UCTPAKUBAYKU HPUCTYI
pemaBamwy nMpodiieMa MITo je BaKaH acleKT 33 YCHEUTHOCT Y )KMBOTY U pajay MIIajuX.

MATEMATHUUYKO JJOKA3UBAE

Bpio je BaxHO Ja ce yyeHHIIMMAa IMpeJoue OrpaHUuCHa MPU YCIOCTaBJbalkhy 3aKOHUTOCTH
KOje cjele Kaja ce 3aJald peniaBajy KopumhemeM eMIHUPUjCKOT 3aKbyduBama. YecTo
YUYSHHIM TpaBe UCTY T'PEIiKy, a TO je Ja y 3aJaTKy IpoBepe MPaBUJIO 32 MPBUX HEKOJIHMKO
cilly4yajeBa M OHJa JOHOCE 3akJjbydak Ja he 3aKOHMTOCT yBEK BaXKUTH. YUEHHUIM YECTO
u3jaBJbyjy: ,,JI0Ka3a0 caM Jla OBO BaXKU' YMECTO ,,yOUHO CaM J1a OBO BaXH ‘. YCIOCTaBJbamke
MPETIOCTABKU BE3aHMX 32 HEKY 3aKOHUTOCT j€ BPJIO BXKHO, i YUCHHUIIM MOpajy pazyMeTu
Ja ce MpPaBWIO TeHEPaTHO HE MOXE MPHUXBATHTH aKO CE camo IMpOBepaBa MpHUMEpHUMA.
MaremaTuyapu KOPHCTE MpPETIOCTaBKe, KOjé HAapaBHO OHJA Mopajy OWUTH M JOKa3aHe.
BaxxHMju T0OKa3W KOjU MMajy IIUPY NMPUMEHY y MaTEeMaTUIU Cy MpuxBaheHH Kao jJeMe HIH
teopeme. EMnupujcko yrBphuBame npaBuiia Koje 3aJ10BOJbaBa yCIOBE 3a MPBHUX 1 IPUMeEpa
HHUj€ YBEK IOBOJBHO J1a OU ce ycrocTaBuiia TeHepaiHa TBpAmka Koja he Baxkutu 3a cee moryhe
ciyyajese. DopMmalHO J0OKa3uWBame HHjEe /€0 PEAOBHOI HACTAaBHOI TIporpama Yy
OCMOroMIIK0j mKouu y Kanaau. MareMatnuku JA0Ka3uW ce MOTY MPEICTABUTH BU3YEIHO,
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Kpo3 crnenuduyHe 3amaTke, MWIM Kopucrehum eneMeHTe MareMarhyke JIOTHKE Kpo3
jeIHOCTaBHHUj€ MaTeMaTHuKe IMpuMepe.

Ipumep 1. 3amucau 6uio koju Tpordpper 6poj. 3anumiu Taj 6poj 1 MOHOBH CcBE IU(ppe TaKo
na ce pobuje mecronudpern Opoj (Ha npumep: ako je 3amMunIbeHH Opoj 645, oHma je
nobujenu mecrouudpeHu 0poj 645645). Jlokaxu ga oBako HOOHjeHH OpOjeBU YBEK MUMajy
Oap yeTUpH MPOCTa YNHUOLA KOJU HE MOpajy Mel)ycOOHO OUTH pazTUUHTH.

Pewerme: Jla Ou pemin oBaj 3a1aTak, yueHHUu Tpeba na mponal)y mpuctymn xoju he um
oMmoryhutu na oBy TBpABY AOKaXy 3a OMJIO KOju mectonupperu Opoj noOujeH Ha omucaH
Ha4yWH, a He /1a UCIIUTY]y T0jeIMHAYHE CIy4ajeBe.

Caku mectoundpeHu Opoj y omucaHoj GopMu ce MOXe 3amucaTu Kao abcabc, unm Kao
abcabc =1000-abc + abc =1001-abc . 3naun aa je 1001 unHMUIAI CBAKOT O] MIECTOIUPPEHUX
opojeBa y oBoj ¢opmu. Ilomro je 1001=7-11-13 , cneau na ce cBaku Opoj odnuka abcabc
MOXe 3anucaTs kao: abcabc =abc-7-11-13 . Axo je abc mpoct 6poj, onna abcabc uma TauHO
yeTupu mpocra umHmoua: abc, 7, 11 u 13. Axo je abc cmoxen Opoj, onma he mpocta
¢dakropuzauuja Opoja abc umatu Oap 1Ba mpocTta uumHuona. onmajyhu oBome u mpocre
gunuone 7, 11, u 13, nobujamo ga 6poj abcabc y mpoctoj dhakTopu3anuju uma Oap met
npocTtux ynHmiIana. OBUM je TBpABbA JI0Ka3aHa.

Ipumep 2. Jlokaxu [Muraropuny Teopemy, win 1a y IpaBOyriioM TPOYTIy 4Hje Cy KaTeTe a
u b, a XUIIOTEHY3a ¢, BaXH 1a je: a° +b° =c .

Peweme:

Ca mpunoxeHe CJIMKE ce BHM Ja je MOBpINKMHA IeBor Beher kBaaparta jennaka ¢’ . Ca apyre
CTpaHe, MOBPIIMHA OBOT KBa/IpaTa je jeHaKa 301py MOBPIIMHA YETHPU TPOYTJIa U MAET
KBaJpara, yuja je crpanuna a —b . Umamo nga je:

c’ :4><a—2b+(a—b)2 =2ab+a’—2ab+b’ =a’ +b’

IIpumep 3. Bu3yeiHo IpencTaBy TBPbY Ja je CyMa FreéOMETPUjCKOT pefa
I 1 1 1 -1 1

—t—+—F..=—, WM Y —=—

4 16 64 3 igqn 37
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Peweme:

1/8

1/8
1/4

1/4

2

12

Ca nmpuitokeHe CIMKe Ce JIAKO youyaBa Jia je MOBPIIUHA CBAKOT OJ1 OCEHYEHUX KBaJpara, jelaH
OJl elleMeHaTa y JaToM HH3Y, U Ja je 30Mp MOBpIIMHA CBUX OCEHUEHUX KBaJApara jeHaka
TpehuHM MOBpIIMHE jeIMHUYHOT KBaapaTa. lako cimka He mpeacTaBiba CTPOTH JJOKa3, OHA je
uiycTpaluja 1aTe jeJHAKOCTH.

Ipunep 4. (Ooxaz konmpanpumepom) Jla mu cy BpeAHOCTHU onuHOMa P(n) =n’ +n+41 yBek

MPOCTH OpOjeBHU 3a CBE BPEAHOCTH 7, T1IE j€ n IpUpoIaH Opoj?

Pewemwe: P(1)=43, P(2)=47, P(3)=53... U3rnena na npaBuiio Baku, aju IITa Ce JeliaBa
kaga je n=40? Jlobuja ce P(40)=1681 , omuocHo 6poj koju Huje mpocT (1681=41%).

3akJbydaK KOju yUSHHIIM JOHOCE j€ /1a MPaBHIIO TeHEPAIHO HE BaXkKH aKo ce npoHale 6ap jenan
IpUMEpP KOjU HE 33JJ0BOJbaBA YCIOBE 3a/1aTKa.

Ilpumep 5. Jla mu je IpoU3BOJI CBaKa JIBa MpaIlMoHATHA Opoja upamuoHaIHI Opoj?

Pewemwe: 1 y oBOM mpuMmMepy ce€ MOXKE HACIyTUTH JAa npaBwio Baxu. Ha mpumep:
V23 =6 mmu 24 =242, la mu je Mmoryhe mponahu mpumep 3a KOju je TBpAma
HerayHa? AKO je x =3u y= V12, OHJa je x-y=+/3-12 =36=6,26 HUj€ UPaLUOHAIHH
0poj.

Ipunep 6. (Oupexmuu 0okaz —, axo...onoa“) Axo je n Hemapan 6poj, 1a U je ¥ n° HemapaH
opoj?

Pewemwe: Axo je n HemapaH, OHJa C€ MOXE MPEICTaBUTH y O00IMKY n =2k +1, rae je k 1meo
6poj. Onpa je n° =2k +1)* = 4k”> + 4k +1=2(2k* +2k)+1. TomrTo je k ueo 6poj, onzaa je u
2k* +2k 1eo 6poj, KOju MOKEMO O3HAUMTH Ca /7, T1a CMO IOKA3allHu Ja CE MOKe IIPeCTaBUTH
y 00JuKy 2m+1,1ITO 3HAaYH Ja je HemapaH.

Ipumep 7. (Ookaz konmpaoukyujom) Jla mu mocToju 6€CKOHAYHO MHOT'O MPOCTUX OpojeBa?
Pewerme: IlpernocTaBUMO CYNIPOTHO, Ja je CKyI IPOCTUX OpojeBa KOHA4aH, Tj. Aa MOCTOjH

Hajehu npoct 6poj p. Pazmorpumo 6poj g =2-3-5-7...- p+1. bpoj g je Behu ox 6poja p, na

Jj€ 3aKJpYaK J1a ¢ He MoKe OMTH mpocT Opoj, jep je mpeMa MpeTrnocTaBuu p Hajsehu npoct 6poj.
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bynyhu na je g cioxeH, OH ce MOXe MPEICTAaBUTH Kao MPOU3BOJA MPOCTHX OpojeBa
(bynnameHnTanna Teopema apurMeTuke). OBo 3HaUH Ja je ¢ 1eJbUB 0ap ca jeTHUM OJ] MPOCTUX
opojeBa 2,3,5,...p. OBO je y CyIpOTHOCTH Ca MPETIOCTAaBJLEHUM 00JIMKOM Opoja g. OBUM cMO
J0Ka3aJ1u TBPJKHY KOHTPATUKIIH]OM.

IIpumep 8. (0okaz mamemamuukom unoykyujom) JlokasaTu aa je 30Up NMPBUX n HEMAPHUX
Opojesa jefHaK KBaapary 6poja n, unu Aaje: 1+3+5+...+(2n—-1)=n>.

Peweme: OBaj nmpumep je BpJo NMOTOAaH, jep hamu Mory U Ja BU3yanau3yjy OBY TBPIBY 3a
CyMy IMpPBUX IIECT HEMApHUX OpojeBa KOPUCTEhH CIUKY HUCIIO.

|

[IposepaBamo ja nu TBpheme Baxku 32 n = 1:1=17. IIpernocraBumo na TBpherme Baxu 3a 7,
A JOKAXUMO Jia BakH 3a n+1:

143454+ +Q2n-D)+Qn+)-1)=n*+2n+2-1)=n" +2n+1. Howro je:

n’+2n+1=(n+1)>, TBpAMa je JoKa3aHa.
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3. 3AKOHUTOCTHU BE3AHE 3A HU30BE EPOJEBA

VY 0BakBOM THUITy 3a/aTaka, Tpeba HAaCTaBUTH 3alOYeTH HHU3. 3aKOHUTOCT u3Mel)y wiaHoBa
Hu3a Tpeba oapeauTu Kopuctehu gate enemeHTe. Y OBOM MOTaBiby cy oOpaheHu HEKH o
4ecTO KOpHIIheHHX THUIIOBAa HU30Ba ca KOjuUMa ce y4eHHUIH cycpehy. 3Hama Be3aHa 3a HEKe
O]l 3aKOHHMTOCTH H3Mel)y einemeHara HU30Ba MOTY YMHOroMe HoMohu ydeHHIMMa Ipu
IpOHAJIAXEHhy 3aKOHUTOCTH U3Mel)y enemeHnara HETUMMYHUX HU30BA.

3.1 ®UBOHAUYUIEB HU3

Hajmo3naTtuju HU3 KOjU ce MpeacTaBiba OCHOBHMMA je PuboHauujeB Hu3. OuboOHAUM je
uTaJujaHCKu Maremarnydap u3 [luse, Koju je y ABaHAECTOM BEKYy y CB0joj Kiu3u Liber Abaci
OIKCAa0 OBAj HU3 KPO3 UJICATUCTUUKY BEP3Hjy PENpOAyKIIHje 3eueBa. Tako je HacTao jeslaH oJ
HajIomyJlapHUjuX HU30Ba y Martematunu: 1,1,2,3,5,8,13,... [loueBmm on tpeher enementa,

CBaKH cienehy eleMeHT y HU3Y ce IpOoHajla3u cadupameM MpeaxoaHa JIBa eIeMEHTa HU3a.

1+1=2
1+2=3
2+3=5
5+3=8...

Onmra dopmysa 3a npoHanaxkewe n-TOT WiaHa Huzaje: F =F  +F, ,

Uneja je na jennoM mapy poheHnux 3edeBa Tpeba Mecell JaHa Jja 0JpacTy, Mocie 4era Taj mnap
3edeBa J1I00Mja MoaMIIaziKe, jenan map 0eba 3edeBa, cBakux mecel] 1aHa. OBOM HOBOM mapy
3eueBa Takohe Tpeba Mecell JaHa Ja oJipacTy, mocie yera he u oHu 1o0MjaTu jegaH map 3eueBa
Ka0 MOJIMJIaZlaKk CBAKOTI Mecela. Y OBOj alCTPaKTHO] MPUYM, 3€UY€BU HUKAJ HE YMHUPY, CAMO
ce pa3MHOXaBajy.

Bbpoj mapoBa 3euyeBa mpeACTaBIbEH 32 CBAKU MECEIL:

(5]

Heke on nHTEpecaHTHUX 3aKOHUTOCTH KOj€ Cy NMpUMEHUBE Ha eleMeHTe y PuboHaunjeBoM
HU3Y, a KOj€ ce KOPUCTE y 3ajanuma cy:
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- N-THU YJIaH HU3a C€ MOXKe U3pauyHaTtH kopucrtehu popmyimy:

oL [a\By -5y
s 2 2"

- CyMa kBajipaTa IpBUX 7 YIAHOBA j€ jeJJHaKa npousBoay F, u F

n+l
npumep: Zan=>5,1+1+2>+3’ +5° =F,-F,=5-8=40 .

yjaHoBa HU3a. Ha

- Cyma kBajJpaTa JBa y3aCTOIHA YJiaHa HU3a je Takole wiaH oBor Hu3a. Ha mpumep:
5? +8% =89 (wro je 11. unan oBor uusa). Yonwreno, F>+F’, =F

n+l = 2n+l "

- NZD (F,F,) je yBek jenan on @ubonaunjeBux 6pojesa.
- F, je jenHak Opojy HauuMHa Ha KOJU c€ n—1 MOMKE pa3IOXKHUTH Ha cabupke

kopuctehu uudpe 1 u 2.
Ha mpumep: 4=2+2=1+1+2=1+2+1=2+1+1=1+1+1+1, wimu mocroju mer
HauuHa Ha Koju ce Opoj 4 Mosxe npeacraBuTH kopuctehu nudpe 1 u 2,a F, =5.

Humepecanmno je nomenymu ge3y uzmely Qubonauujesoe Huza u 31amuoe npecexa.

YV mamemamuyu, 3a 0ge eépedHocmu Kaxcemo 0a cy y ,,31amHom 00HOcy' ako je eeha
8peO0HOCH Y 0OHOCY HA MAFY 8PEOHOCM jeOHAKd 00OHOCY cyme me 08e 8peOHOCMU HACNPAM
eehe speoHocmu.

Oonocno, ako cy a>b >0, onoa:

=1.6180339887...

00 3Hauu 0a ako je oOHoc usmehy 0ee epednocmu npubaudxcan 6pojy @, oHoa cy me 0se
8pedHoCmu y ,,31AMHOM 0OHOCY *“.

Oonoc uzmehy osa yzacmonna Qubonauujesa Opoja uma épedHOCm Koja je NpubaudiCcHa
31amuHom oo0nocy. YV cmeapu, wmo cy 6pojesu eehu, mo je oOHoc uzmehy rux OaUNCU
,, 31AMHOM 00HOCY** wmo je u npuxazano y mabenu xoja ciedu. Osa mabena npedcmasba
000py urycmpayujy Hageoene 3aKOHUMUCMU, AU Huje cpo2u 0oka3 ucme.[34]

A B B/A

2 3 1.5

3 5 1.666666666...
5 8 1.6

8§ 13 1.625

144 233  1.618055556...
233 377 1.618025751...

Ipumep 1. Y gaTom HU3Y OpojeBa OJIpeu €JIEeMEHT KOjU HEeIOCTaje.
1, 2,3,6,11,20,37,68,125,
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Peweme: Danm Tpeba na yode CIMYHY 3aKOHHTOCT OHOj, KOja MOCTOju u3Mely uinaHoBa
dubonaunjeBor Hu3a. CBaku uiaH (MOYEB OJf YETBPTOr) ce MoOXKe mpoHahu cabupamem
NpeAXoJHa TPU WIaHA Y HU3Y.

6=1+2+3;11=2+3+6; 20=3+6+11...;37+68+125=230 , mITO je WiaH KOJU HEAOCTAjE.

Ipumep 2. Onpenu cneneha tpu unana y Husy 8,8,16,24,40 ...

Pewerme: CnuyHO Ka0 U y MPETXOJHOM 3aJaTKy, MOYEBIIM O] Tpeher eneMeHTa, CBakH
eJIeMEHT Y HU3y ce Jo0uja cabupameM Mpeaxo/IHa JIBa eIEMEHTa

(8+8=16; 8+16=24; 16+24=40). Crora, TpaxkK€HU €IEMEHTH CY:

24+40=064; 40+64=104; 104+ 64 =168

IIpumep 3. Jla 6M ce momeo Ha JAPYrd cHpar cBoje Imkoyie Mwuma mopa na ce momue 10
creneHuka. Ha xonuko HaunmHa Muma Moxe nohu 10 Apyror cmpara IIKOJE aKo Ce MEeHhe
Kopuctehn CBakM CTENEHUWK W/WIHM TpecKkade Mo jeJaH CTENeHWK (Ha MpuUMep ca JIpyror
CTEIEHUKA NPECKOYH /10 YETBPTOT)?

Peuterse: MoxxeMO KOPUCTUTU YME€HHMILY Ja je F jenHak Opojy HayMHa Ha Koju ce n—1
MOXe pacTaBUTH Ha cabupke kopuctehu O6pojese 1 u 2, jep Mura npaBu Kopake qykuHe 1
uiu 2. 3Haun, Opoj HaurHa Ha Koju ce 10 Mmoske mpeacTaBuTH Kao 36up Opojesa 1 u 2 je jeqHak
F,, . Homro je 11-u 6poj y ®ubonaunjeBoM Hu3y 89, To 3Hauu na Muma moxe nohu no

JIpyTOr cripaTa 1mKoyie Ha 89 pa3IMYuTUX HauMHA.

IIpumep 4. Tlocnpemajyhu cBojy coOy, Pyxwuna je mponamuia 3aBexsbaj oa 14 mpytuha
pasznuunTe nyxuHe. Huje Morna ga ce cetu 4eMy OHU ClIyke, ainu urpajyhu ce ca npyruhuma,
YCTAaHOBMJIA j€ J1a He MOCToje Tpu mpytuha Koja mory ¢dopMupaTéd Tpoyrao. AKo cy IBa
Hajkpaha npytuha gyxxune 1, konuka je HajMawa Moryha ayxuHa Hajayxer 14. npytuha?

Peweme: Tlomro cy nBa Hajkpaha npytuha nyxxkuse 1, na O0u ce opopmuo Tpoyrao, Tpehu
npyTuh Mopa UMaTu Qy>KHHY Mamy HEro 30Mp mpBa 1Ba. 3Ha4M, HajMama Moryha nykuHa
Tpeher npyrtuha, TakBa a ce Tpoyrao He Moxe ohopmuti, je 1+1=2. Kopuctumo cnuuan
pPE30H Ja yTBPAMMO OYXXMHY ueTBpTor mpyruha. /la 6u ce odopmuo tpoyrao, IyKHHa
yeTBpTOr pyTrha Mopa OuTH Mama oj 30upa npytuha gyxxune 1 u 2, uiau HajMama JyKUHA
norpebHa J1a ce Tpoyrao He Moxe opopmutu je 1+2=3. 'enepanHo, ayxuHa npyruha /,
Mopa Outu Mama ox [ ,+/ , na Oum ce Tpoyrao odopmuo, HiIu je Hajkpaha nyKuHa
[ =1 ,+I _, ako ce Tpoyrao He Moxe GopMupaTH. YodaBaMo JAa IyKMHe IpyTuha

npejcTaBbajy @uOoHauujeB HU3. Y3 MaJlo padyHamba MOKEMO YIBpAUTH Aa je [, = F, =377.
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3.2 PABJIMKA Y3ACTOITHUX EJEMEHATA Y HU3Y

Jenna ox mpBHX METOAA KOjy YYEHHMIIM KOpUCTE Ja OM MpOHANIIM 3aKOHUTOCT u3Mely
YIaHOBa HU3a je Ja npoHal)y pa3iuky u3mel)y 1Ba y3acToIlHA 4YjlaHa, Ja OM yTBPAWIU J1a U
j€ JaTH HU3 apUTMETHYKU. APUTMETHYKU HHU3 j€ HU3 Y KOME j€ pa3jiiKa [Ba y3acTOIHA WIaHa,
Koja ce obenexxaBa ca d, yBek KoHCTaHTHA. Ha mpumep, Huz 2, 5, 8, 11, 14, ... je apuTMETHUKHI
HU3, jepje d =5-2=8-5=11-8=14-11=3.
KopucHe unmeHnIle Be3aHe 32 apuTMETHUKE HU30BE CY:

- ApuUTMETHYKa CpeJMHAa CBHX WIAHOBA KOHAYHOT apUTMETHYKOr HHU3a, jeJHAKa je
a +a,

apUTMETHYKO] CPEIMHU MPBOT U MOCIEABET WiaHa, WIH

- Axo je a ,=a,—d eJNeMEeHT KOjU MPEeTXOAH IPBOM €IEMEHTY KOHA4YHOT
ApUTMETUYKOT HM3a, a a, j€ TOCIEbU eIeMEHT y HU3Y, OHJa je Opoj eneMeHara y

. a —a
KOHAaYHOM apUTMETHYKOM HU3Y JEIHAK "T"

- AKo NIpBHU 4WIaH HU3A O3HAUUMO Ca ¢, a KOHCTAHTHY Pa3/IUKy ca d, OHJIa je ce n-TU
€JIEMEHT MOJKeE IPEJCTaBUTH Kao a, = a, +(n—1)d .

- 30Up KOHAYHOT APUTMETUYKOT HU32 j€ jeJIHaK MPOU3BOIY apUTMETHUKE CPEIUHE U
2a+(n-1d ;

— "

AKO TIpBa pa3iMKa, Kao y MpuMepy KOju Clelld, HUje KOHCTaHTHa, OoHAa Tpeba Hahu mpyry,
Tpehy, UTH. pa3nuky.

Opoja enemeHara y HU3y, UlIu S, =

IIpumep 1.V natom HU3Y mpoHahu eneMeHT Koju HepocTaje: 2, 9, 28, 65, 126, 217,

Pewemwe: TlomTo HU3 HUje apUTMETHYKU, poHahumo npyry u Tpehy pasnuky, mTo je
MPEACTaBIbEHO HA Hjarpamy KOjH CIIEIH:

2 9 28 65 126 217
7 19 37 61 91 (mpBa pasnuka)
12 18 24 30 (npyra paznuka)

[Tomto je Tpeha pasnuka KOHCTaHTHa, (POKyCHpajMO ce Ha MPOHANAKEHE €IEMEHTa KOjH
Henocraje. Jla 6u ce mpoHaIao wiaH Koju HeJ0CcTaje, cabupaMo y OOpHYTOM CMepy:

+30=36; 36+91=127; 1274217 =344

(Hanomena: Tlomro je Tpeha paznuka KOHCTaHTHa, OHAA je popmyrna 3a oapehuBame n-Tor
yJIaHa HU3a noJMHOM Tpeher crenena. Heku yuenuim he yountu aa cy naté OpojeBH 3a jeian
Behm on kyOHUX OpojeBa: 1, 8,27, 64, 125,216, mTo 10BOIM 10 3aKJbydyKa Jia j€ YONIITEHA

dopmyna: T, =n’ +1).
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IIpumep 2. Koju oxg nmoHyheHux onroopa npejcraBiba ciefeha Tpu y3acTONHA €JIeMeHTa y
Hu3y Opojesa: 12, 14, 11, 13, 10...

A) 12,9, 11 B)9, 12,11 C) 12,8, 10 D) 12,8 14

Pewerme: Hany Tpeba 1a youe cy HEKM OJ] JAaTHUX WIAHOBA MamH a HEeKU Behu y mopehemy
ca JaTuM nperxogHuM enemeHToM. Ha mpumep, 14=12+2u 13=11+2, rae cy 14 u 13
napHu eneMeHTu y Hu3y. Ca npyre crpaHe, 3a HeMapHe WiaHOBE HU3a (MOYeBIIN of Tpeher
YJlaHa) yoyaBaMo Ja cy ymamenu 3a 3: 11=14-3; 13-3=10. Ananusupajyhu nonyhene

OJITOBOpE 3aKJbyuyjeMo Jaa je A) Tadad oaroBop jep je 12=10+2; 9=12-3; 9+2 =11 unme
j€ 3a710BOJbEHA 3aKOHUTOCT M3Mel)y uiaHoBa HH3A.

Ilpumep 3. Heka je N Opoj rpymna oJ Tpu y3acTomHa cajapikaona Opoja 7, a umja je cyma
u3mehy 200 u 500. [Iponahu BpegHoct 6poja N.

Pewemwe: Y3 mano nokymaja nponahumo npBy (63 +70 + 77 = 210) u nocnenmwy rpymy (154+
161+ 168 = 483). U3pauyHajmo Opoj ememeHaTa y apuTMeTHykoMm Huzy 63, 70, 77,...,168.
[TomTo je mocnenmu enemMeHT 168, a eneMeHT Koju mpeTxoau npBom 63 — 7 = 56, oHxaa je

: 168 -56
Opoj eneMeHara y HHU3Y:

=16 . Ilomrto Tpu y3acromHa Opoja Qopmupajy rpymy

a,+a,+a,=N,, a,+a,+a, =N, U TaKko aajbe, a HU3 UMa 16 enemenara, ykynad 6poj rpymna
je 14, mm N =14.

Ipumep 4. OnpeauTH OMIITH WiaH U cnenehu enemeHT y Huly opojeBa: 101, 119, 137, 155,
173,

Pewerme: TlpunukoM u3padyHaBama MPBE pa3iMKe MOXKEMO YOUUTH Ja je OHAa KOHCTAHTHA.
[Momrto je d=119-101=137-119=155-137=173-155=18, nako MoxxemMo mnpoHahu

cinenehu eneMeHT Kopuctehm mocineqmu JaTH  €IeMEHT W KOHCTaHTHY Pa3jIHKY:
173+18 =191. Kako je npBu enemeHnT y Huzy 101, ona Moxkemo npoHahu ONIITH 4jiaH HU3A:

a,=101+(n-1)-18
=101+18n—-18
=18n+83

IIpumep 5. Ilponahu O6poj enemenara u cymy Huza: 18, 25, 32, ...,354.
Pewerme: TlomTo je natu HU3 apUTMETHYKH, jEp j€ pa3jIMKa CBaKa JIBa y3acTOIHA 4jaHa 7,

MOeMO MpoHahu elleMeHT KOju OM mpeTxoauo npBoM wiany: 18—7=11. bpoj exemenara y
Hu3y je: (354-11):7=49 . Jla 6ucMo mpoHAIIM CyMYy JaTOl HH3a, NMPBO H3PavyyHajMO

apuTMeTudKy cpeauny: (18+354):2 =186 , a cyma garor Hu3a je: S,, =186-49=9114.
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3.3 TPOYTAOHU, KBAJIPATHU U IETOYTAOHU BPOJEBU

Hu30BH K0ju ce 0JHOCE HAa TPOyraoHe, KBaipaTHE U METOyTraoHe OpojeBe ce YeCTO KOPUCTE Y
3ajanMMa, nma Cy HEKe 3aKOHMTOCTH BE3aHE 3a HCTEe, MPEJICTAaBJbeHE y OBOM IIOTJIABJIBY.
Konuent nonuronamHux OpojeBa je NpBH NHyT AePUHUCAO CTAPOTPUKH MaTeMaTHdap
Xuncuxne uz Anexcannpuje 170. m.H.e.

Ha nujarpamy ucnoj je npeacTaB/beHO MPBUX MET TPOYTaoOHUX, KBaJAPATHUX M METOYTAOHHUX
OpojeBa. CBaku TpoyraoHu Opoj je jenHak 30upy Tayaka koje GopMupajy jeJHaKOCTPAHUYAH
Tpoyrao. CBaku 4eTBOPOYraoHH Opoj je jeaHak 30upy Tauaka koje hopmupajy kBaapat. Ha
CIIMYaH HAayuH ce 100ujajy u neToyraonu opojeBu.[7][31]
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» Tpoyraonu 6pojesu: 1, 3, 6, 10, 15, 21, 28, 36...

EnemenTu HU3a cy no6ujeHu Ha cienehu HauMH:

1=1

3=1+2
6=1+2+3
10=1+2+3+4 ...

Yo4uMo 1a je cBakM eleMeHT 7, cyMa apUTMETHUYKOT HH3a (3a TpoyraoHe Opojese je To cyMma

y3acTOMHUX OpojeBa o 1 110 ), a OBO BaXKU M 3a KBaJIpaTHE U MEHTArOHAIHE OpojeBe.

dopmyia 3a mpoHaANaXKEHE 7-TOT WIaHa HU3a TPOYTraoHuX Opojena je:
n(n+1)

T =1+243+...4+n= . Tpoyraonu OpojeBu ce y OCHOBHO] IIIKOJIM OOUYHO YBOJE

TaKo J1a ce 0/1 yUeHHKa Tpaxku Ja cabepy npsux 100 mpupoguux OpojeBa. YmecTo na
cabupajy OpojeBe o pexy, hauu Tpeda aa rpynuury npsu u nocieamu o6poj (1 + 100 =
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101), npyru u npernocnenmu 6poj (2 +99 = 101) u tako naswe. [lomro he rpynucanmnx
napoBa O6pojeBa Outu 50, a cyma cBakor ox naposa je 101, cyma npBux 100 npupoanux

opojeBa je 50x101=5050. [IpumeTrumo na je 6poj maposa jeqHaAK % a cyma maposa je n+1,

mTo naje popmymny n(n2+ D .

HuTepecanTHa ocoOMHa TpoyraoHux OpojeBa je Ja je cyma JiBa y3acTOoIllHa TpoyraoHna Opoja
jelnHaka KBajpaTHOM Opojy.
(n-Dn nn+l) n’*-n+n’+n
+ = =n
2 2
OBO CBOjCTBO C€ MOKE€ U BU3YEIHO IPEACTABUTH KAa0 HA CIULU UCIIOJ:

1+3=4; 3+6=9; 6+10=16;...

» KBagparnu 6pojesu: 1, 4,9, 16, 25, 36, 49...
1=1

4=1+3
9=1+3+5
16=1+3+5+7 ...

®opmyia 3a mpoHaNaKeHE 7-TOT WIaHa HHU3a KBaJpaTHUX Opojesa je:
_1+@n-1) @2n-D+1 2
2 2

 Ileroyraonu OpojeBu: 1, 5, 12,22, 35,...

1=1

5=1+4

12=1+4+7

22=14+4+7+10 ..
[TomTo je cyma KOHaYyHOT apUTMETUYKOI HH3a jeJHAKa MPOU3BOAY apUTMETHUUYKE CpeluHe
eleMeHaTa U Opoja elieMeHaTa y HU3Y, a NPBU €JIEMEHT y Hu3y je 1, U n-TH eJeMeHT je:
1+3(n—-1)=3n—-2 , oHga ce n-TU MEHTaroHaJTHH OpOj MOXKE MPEACTABUTH (HOPMYIIOM:
1+(3n-2) 3n-2)+2 n(Bn-1)

2 3 2

YomreHo, 3a p =3,4,5... Mo)xeMoO AepUHUCATH p-yraoHe OpojeBe Kao CymMe MaTeMaTHUKe

T =1+34+5+7+..+(2n-1)

I =1+4+7+..+3n-2=

nporpecuje: 1, p-1, 2p-3,... Ha npumep, neHTaronaaHu 6pojeBu cy:

L 1+4=5 1+4+7=12,...

[Teroyraonu O6pojeBu Mmocenyjy joll HEKE MHTEpEeCaHTHE O0COOMHE. AKO MOCMaTpaMo CIIHKY
NPWIOKEHY HCHOJ, MOXXEMO YOUHMTH Jia je CBaKM IEHTaroHaJHu Opoj, jeaHa Tpehuua
onpeheHor TpoyraoHor o6poja.
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LN

n-(3n—1)j_3n-(3n—1)
2 2

Hnmepecanmuo je nomenymu oa je Pierre de Fermat (1601-1665) y ceojoj meopemu o
NOIUSOHANHUM OpojesuMa Npemnocmasuo 0a ce C8aKu HO3UMUBHU UYeo Opoj Modce
npeocmagumu Kao 30up mpu mpoyeaora opoja, uiu Kao 3o6up vemupu Kkeaopamua opoja, uiu
Kao 30up nem neHmacoHaiHux Opojesa, u maxo oame. Haxko @epmaos 0oxaz HuKao Huje
npouahen, Friedrich Gauss je 1801. ookazao 0a npemnocmasxka 8azcu 3d mMpoy2aoHe
opojese, a Augustin Cauchy je 1813. doxkazao yonuwimeny meopemy.

[Tokaxkxumo ucrto anredapcku: 3 ( mTo je 3n—1-Tu Tpoyraonu 6poj.

Ilpumep 1. 'Y paspeny koju uma 20 haka, cBakM yUEHHUK C€ PyKyje ca CBHUM OCTaJIUM
ydueHHIMMa y paspeny. Konuko he ykynHo OUTH pyKkoBama y OBOM paszpeny?

Peweme: Tlomrto he ce nmpBu ydeHHK pykoBaTu ca octanux 19 haka, apyru ydenuk he ce
pykoBatu ca 18 yuenuka (jep ce Beh pykoBao ca mpBuM yueHukom). Tpehu yuenuk he ce
pykoBatu ca 17 ydyenuka (jep ce Beh pykoBao ca IpBUM U JIpYTUM YYEHUKOM) U TaKO Jajbe.
VYxynan 0poj pykoBama je jemHak 19+18+17+...+1 , unu xopucrehu dopomyny 3a 30up

19-(19+1)

npBux 19 npupoanux 6pojesa, 1061jamMo =190.

Ipumep 2. Ha xpyxHumm je nato 9 tauaka. Konuko pazmumuutux tetuBa oapehyje osux 9
Tavaka?

Peuwrerse: OGenexuMo Taduke Ha KPYKHUIM ca 4, 4,,...A,. I3 Tauke 4,, Mmoxemo noByhu 8
TeTuBa (U3 Tauke A, A0 ImpeocTanux § Tauaka Ha KPYXKHHUIIM), U3 Tauke A, MokeMo noByhu
7 tetuBa (TeTuBa A A,je Beh HaupTaHa), u3 Tauke 4, MokeMo noByhu 6 TeTHBa (TETUBE

A A,m A, A, cy Beh HaupTaHe) U Tako Jajbe. YKyNaH Opoj TETUBA je:

8+7+6+...+1:%:36.

IIpumep 3. llponahu cnenehu enement y Hu3y opojesa: 1, 4, 10, 20, 35, 56, 84,

Peweme: Tlpumetnmo na je Hu3 pactyhu, ma mponahumo pasnuky usmely y3actomHux
yranoBa Hm3a: 4 —-1=3,10-4=6;20-10=10,35-20=15,56-35=21, 84 — 56 = 28.
OBu 6pojeBu nopehanu y Huz: 3, 6, 10, 15, 21, 28,... un"e HU3 Tpoyraonux o6pojena. [Ipsu

cieaehu Tpoyraonu Opoj je T; =%=36 IITO je pasnuka u3Mel)y Opoja y HU3Y KOjU
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HeJloCTaje u mpeTxoaHor eneMenTa 84. OnaBie ciienu J1a je eIeMeHT Koju HegocTaje: 84 + 36
= 120.

[Ipumep 4. Tlponahu cnenehu enemMeHnT y Hu3y OpojeBa Kao M OMINTH WiaH HU3a: 1, 6, 15, 28,
45, .

Pewere: Axo mocMaTpamMo MojeIMHaYHE WIAHOBE HU3a, MOXKEMO YOUHTH J1a je:

I, =1 T,=1+5 T,=1+5+9, T,=1+5+9+13, T,=1+5+9+13+17 unu na ce ceaku

€JIEMEHT Y JJaTOM HHM3y MOXe IMPEeJICTaBUTH Kao CyMa apuTMeTH4Ke mporpecuje. Onasae

UMaMo J1a je eIeMEHT Koju HepocTaje jeaHak: T, =1+5+9+134+17+21=66 . IlomTo je n-tu

yiaH HU3a jeaHak: 1+4(n—1)unmm 4n—3, 0H1a MOXKEMO MpoHahu ¥ ONIITH WIaH HU3A,

Kopuctehu Gpopmyiy 3a cyMy apUTMETHUUYKOT HU3A:

1+4n-3 4n—-3+3
T4

T =1+5+9+13+...+4n-3= =(2n—1)n. Ilpumerumo 1a je gaTH HU3,

HU3 XEKCcaroHalHuX Opojena.

3.4 3AHUMJbMBE 3AKOHUTOCTHU BE3AHE 3A HU30BE EPOJEBA

Y O0BOM mOrjaBJby Cy HpPEACTaBJLEHH HEKH OJ HETUIIMYHUX IpuMepa HuzoBa. [la Ou
YCHOCTaBUJIM 3aKOHUTOCT H3Mel)y wiaHOBa OBakBUX HH30Ba, MOTPEOHO je YyMOTPEOUTH
JOTUYKA pa3MHIbakba M Malo MamTe. 3Hama M3 NPETXOAHMX IorjaBjba he momohwm
y4YeHHUIIMMa Ja Op’ke W JIakile MpoBepe HayyeHe 3aKOHMTOCTH, a Takohe ma Opke yodaBajy
HOoBe. CTEe4eHO MCKYCTBO 0OMjeHO BexOameM je BakaH (akTop MpH pellaBamby OBAKBUX
3a/1aTaka, jep MoMa)ke yYeHUIMMa Ja JIaKIIe youaBajy 3aKOHUTOCTH Tuma: Jla mu je Hu3
pactyhu umm omanajyhu?; Kosmka je pasnuka usmely ysacromuux enemenara?; Jla nm
Mokemo npoHahu obpasal koju oapelyje n-Tu eneMeHT Hu3a? ¥ Tako Jabe.

Ipumep 1. Ongpenu cnenehu enemeHT y Hu3y Opojena:
1, 11, 21, 1211, 111221, 312211, 13112221,...

Pewemwe: 3akonutoct usmel)y enemeHnara Hu3a je jJako Hahu ako ce CBAKU €JIEMEHT OIHIIE
peuuMma: ,,jenan”, ,jeaHa jenuHHIA*, ,,IBE JeAMHUIE", ,jeqHA IBOjKa W jeIHA jeAHMHUIA",
,JClIHAa JeIMHUIIA, jeHa JIBOjKa W nBe jenuuuie’...CBaku cieiaehu wian HU3a ce goduja
YUTakEeM IMPETXOTHOT YiaHa HU3a U 3allUCUBakEeM MPOYUTaHUX OpojeBa.

Hanomena: TlocToju caMo jenaH nu3y3eTak OBAaKBOT HHM3a Y KOME Cy CBU YWIAHOBU UJICHTUYHH,
aToje: 22, 22,22,...

[Ipumep 2. ]Jlata cy mpBa 4yeTupu caBpuieHa Opoja 6, 28, 496, 8128. Ilponahu cnenehu
€JIEMEHT Y HU3Y caBplLIeHUX OpojeBa.
(ITomoh: Kopuctu MepcenoBe mpocte OpojeBe)

Pewewe: Caspuienu o0poj je npupooan 6poj xoju je jeOHax 30upy c60jux NO3UMUBHUX

Oenunaya, ykwyuwyjyhu u opoj 1, anu ne pauynajyhu cam maj époj. Ha npumep, 28 je casputen
opoj, jep je ckyn uununaya opoja 28: {1, 2, 4, 7, 14, 28}, a l + 2 + 4 + 7 + 14 = 28.
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Hnmepecanmuo je nomenymu oa cy ceéu 00 caoa nponahenu caspuieHu 6pojesu napHu u oa
ce ygek 3aspuiasajy yugpom 6 uiu 8.

PacraBuhemo nate caBpiieHe OpojeBe Ha IPOCTE YHHHUOLE U YOUUTH 3aKOHUTOCT KOja BaXkH.
CBaxu oJ1 1aTUX CaBpIICHUX OpojeBa, Kaja je pacTaBJbEH Ha IPOCTE YMHUOIIE, CAJIPKH CTEIEH
6poja 2 (unm 27) u mpocT 6poj koju je y obmuky 277 —1. U3 npunoxkeHOr M3riena aa ce
CBaKH caBplIeH Opoj Moxe mpeAcTaBuTH y obnuky 27 (277 —1) uam 277 (27 —1).[28][46]
Eyxnuo je npea wemupu caspwiena 6poja onucao y ceojoj IX kwusu Enemenama, xao u
odokazao creoehe:

Teopema:

Axo je 27 —1 npocr, onaa je 2”7 (2” —1) caspruen 6poj.
Oxo 2000 ecoouna xacuuje, Ojnep je dokazao 0a axo je N caspeuien Opoj, oHOaA je on 00IUKA
N =227 -1).

Kaoicemo oa je obpoj Mersenne npocm 6poj axo ce damu npocm 0poj mModice npeodcmagumu y
obnuxy 27 -1 .

Buoumo oa je nponanasicere caspuienux 6pojesa ycko 6e3aHO 3a NPOHALANCEFbE NPOCHUX
opojesa obauxa 2 —1, uru Mepcenosux npocmux opojesa.

W3 dakropusanuje nmpBa 4eTHpU caBplieHa Opoja ce BUAM Aa caMo 3a oapeheHe mpuponane
opojese p (2,3, 5,...), BaXu J1a, 3aMEHEHH y TOpiy (Gopmyity, najy caBpiieH 6poj. Ja bucmo
MPOHAIIIN NETH caBplieH 0poj, kopuctumo Mepcenose npocte Opojese. [lomro3za p =7,
n061jaMo YETBPTHU caBpIleH 6poj, mpoHahumo cienehu p, 3a koju he Baxurtu ga je 277 (27 —1)
caBpumieH 6poj. 3a p = 8, mposepaBamo aa mu je 2°—1=255 mpocT, ma IOWTO HUJE,
poBepaBaMo 3a p = 9 u Tako Aajbe. 3a p = 13, umamo n1aje 2" —1=8191 npoct 6poj. Onasae
cnenu naa je 2°7'(2" —1) =33550336 nertu caspiueH 6poj.[29][47]

[Ipumep 3. Tlponahu Tpehu Opoj y TpuaeceToj BpCTH HU3A ca CIIUKE.

1
2 3 4
5 6 7 8 9
10 11 12 13 14 15 16

Pewewe: MoxeMo younTn cienehy 3akKOHHTOCT: TmoclienkHu Opoj, Yy CBaKOj O BPCTa, je€
kBaapaT 6poja Texyhe Bpcre. Ha mpumep: 16 je mocieamu 6poj y 4eTBPTOj BPCTH, a 16 =47,
OBo 3Hauu na he mocneawmu 6poj y 29-o0j Bperu 6utu 29° =841. Ilomro cy 6GpojeBu y
BpcTama y3acTOIHU NpUpoaHu OpojeBH, To he Tpehu Opoj y 30-Toj Bpctu Outn: 841+ 3 =844,
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Ilpumep 4. Muha je cBakOM NpPHUPOAHOM OpoOjy AOJENHO BHU3YEIHY pENpEe3CHTALH]y Ha
cnenehu HaYMH:

Kopucrehun Muhun xox, kako he usrnemgatu 6poj 8?

Peweme: Jla GucMO youusM 3aKOHHUTOCT, MOpaMoO OWUTH YINO3HATH ca OMHAPHUM 3aIUCOM
opoja. 1=1-2°;2=1-2"+0-2% 3=1-2"+1-2"; 4=1-2°+0-2"+0-2° 5=1-2+0-2" +1-2".
AKO CBaku 0] 1aTux OpojeBa MpeAcTaBUMO Kao Hu3, kopuctehu mudppe 0 u 1, onna umamo
na cy gatu 6pojesu: 1=1; 2=1,0; 3=1,1; 4=1,0,0; 5=1,0,1

AKO IJIaBH KPYT Ipe/CcTaBsba jeJUHUILY, a Oelu KpyT HyIly, y OuHapHOM 3anucy Opoja, oHja
he 6poj 8 (8=1-2+0-2°+0-2'+0-2"), xopuctehu Muhun koJ, U3rIeaaTH Kao:

P e A
[ N N

S ’ ’

Ipumep 5. Y xony jenHe Benuke mkone ce Hanazu 10000 opmapuha xojuma cy noAe/beHH
opojesu ox 1 1o 10000. CBu opmapuhu cy unuiujamHo 3aTBopenu. [IpBor gana mkose, npBu
haxk xoju je ymrao y mkoiy, oTBopa cBe opmapuhe. Jlpyru hak Koju je cturao y mKoiry 3aTBapa
cBaku apyru opmapuh. Tpehu mpucturnm hak, Mmema moinoxaj cBakor tpeher opmapuha
(oTBapa opmapuh, ako je 6MO 3aTBOPEH WUJIU ra 3aTBOPH, aKo je OMo oTBOpeH). UeTBpTH hHak
Mema T0JI0Ka] BpaTa CBakor 4eTBpTor opmapuha u Tako naske cee 1ok 10000. hak ne
npoMmeHu noioxaj Bpara Ha 10000. opmapuhy. Koju opmapuhu cy Ha kpajy oTBOpeHH?

Pewerme: Jla 6ucMo 60Jbe yOUumMJM IITA Ce JielIaBa ca BpaTuma opmapuha, y tabenu ucnon
CMO TPEJICTaBUIM NPBUX JEBET opMapuha HaAKOH LITO je MPBUX JeceT fjaka CTUTIIO y HIKOITY.

Heka cnoBo ,, O “ mpeacTaBiba OTBOpeH opMmapuh, a clIoBo ,,Z “ 3aTBOPEH.

hak Bpara Bpara Bpara  Bpara Bpara Bpara Bpara Bpara Bpara

1 2 3 4 5 6 7 8 9
#1 (@) (@) (@) (@) (@) (@) (@) (@) (@)
#2 O V4 O V4 O V4 O V4 O
#3 (@) V4 V4 V4 (@) (@) (@) V4 V4
#4 O V4 V4 O O V4 O 0) V4
#5 (@) V4 V4 (@) V4 V4 (@) (@) V4
#6 O V4 V4 O V4 V4 O 0) V4
#7 (@) V4 Z (@) Z Z Z (@) Z
#8 O V4 V4 O Z V4 V4 V4 V4
#9 (@) V4 Z (@) Z Z V4 Z (0)
#10 O V4 V4 O V4 V4 V4 Z o
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W3 Tabene MoxkeMO yOouuTH Ja ¢y opMmapuhu ca peanum OpojeBuma 1, 4 u 9 orBopeHwu, a
octanu opmapuhu 3aTBopenu. [lomto HUjenan o mpeocTanux haka, HaKOH J0JacKa y KOy,
Hehe oTBapatu uim 3aTBapaTH opmapuhe u3 Tabene, oHJa MOXKEMO CI000IHO 3aKJbYUUTH /1a
he opmapuhu: 1, 4 u 9 ocraru orBopenn HakoH mTo cBux 10000 haka cTturHe y mkodmy.
[TornenajMo mTa je KapaKTepUCTUYHO 3a OpojeBe OBUX opMapuha. YO4YMMO BaXXHY
3aKOHHUTOCT: TIOLITO Cy CBM opMapuhu 3aTBOpPEHM Ha MOUYETKY, 1a Ou opmapuh Ha kpajy 6o
OTBOPEH, MOJIOKA] HEroBHUX BpaTa Mopa OMTH NMpoMemeH HemapaH Opoj myta. [lo3umujy
opmapuha #1 mema camo nipsu hak. [Tozunnjy opmapuha #4 memwa hak 6poj 1, 2 u 4. ITo3unujy
opmapuha #9 mema npsu, 3. u 9. hak. [Ipumerumo na cy 1, 2 u 4 unnuonu 6poja4,al,3u9
ypHUOUM Opoja 9, kao u ma oba Opoja umajy Hemapan Opoj aenuinana. Ca npyre cTpase,
norJyiefajMo mTa ce jemana ca opmapuhem #20. BberoBy nosunujy Memajy hauwm 1, 2, 4, 5,
10, 20 unm ykynHo mect haka, mto nosnauu aa he oBaj opmapuh Ha Kpajy OUTH 3aTBOPEH.
3naun, Tpebda mocMarpaTH caMo OHe opMapuhe Koju MMajy HemapaH Opoj nenuiiana, a To cy
KBaapaTu OpojeBa. 3akibyuak je ga he opmapuhu ca 6pojem 1, 4, 9, 16, 25, 36, u Tako najbe
OUTH Ha Kpajy OTBOPEHH.

3.5 TIPUMEPU 3AJATAKA 3A JTOJATHY HACTABY U TAKMUYAPCKU
3AJIALI (HU30BU BPOJEBA)

Banatax 1. Axkoje 2 #3 =10, 7#2 =063, 6 #5 = 66, 8 #4 = 96, onoa je 9 # 7 jeonax xom
opojy?

Pememe: 3akOHUTOCT KOjy Tpeba yOUHTH je Ja je cBaka omepairuja # jeqHaka mpBoM Opojy
MMOMHOXEHOM 30MpoM natux OpojeBa.
[Tomro je 2-(2+3)=10 wnu 7-(7+2) =63, ouna je 9#7 =151, jepje 9-(9+7)=151.

3anarax 2. Koju 6poj Heoocmaje y Huzy opojesa: 1, 13,27, 53,65, 79.

Pememe: 3aKOHUTOCT KOjy TpeOa YOUHTH je J1a C€ eeMEHTUMA y HU3Y HAN3MEHUYHO
nonajy 12, ma onga 14, ma omet 12, ma 14 u Tako nasee. Tpaxenu 6poj je 39.

Sanarax 3. Ilponahu cneoehu enemenm y nuzy: 1, 3, 4, 21, 100, .

Pememe: 3akoHUTOCT KOjy Tpeba youuTH je Jia ce, moueB o Tpeher unana HU3a, CBaku
cienehu exeMeHT MpoHala3u TAaKo IITO C€ MPBU OJ1 IBA MPETXOHA YJlaHa TOMHOXKHU 30UpoM
nBa nperxojHa wiaHa Hu3a: 1-(1+3)=4; 3-(3+4)=21;4-(4+21)=100

Tpaxenu 6poj je:21-(21+100) = 2541.

10% +26

Sanarax 4. Hzpauynaj 36up yugapa bpoja xoju je jeOnax 8peoHocmu uspasa: 3
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Pememe: Tpeba younTn mta ce JaemniaBa ca BpegHourhy u3pasa kajaa ce eKCrmoHeHT opoja 10

2 3 4 5
y m3pasy mema: 10° +26 _7. 10° +26 _57; 10" +26 _557; 10° +26
18 18 18
Bpennoct u3pasa je 6poj koju yBek uMa uudpy cejaM Ha MeCTy jeIMHUIIA UCTIPE] KOje je HU3
nudapa neruna. bpoj nudapa 5 y 6pojy je ycinoBibeH ekcrioHeHTOM Opoja 10 y u3pasy, Tako
na je Opoj meTuma yBeK 3a 2 MamH HEro ekcnoHeHT Opoja 10 y wu3pasy. 3Hauw,

10% +26

=5557 u Tako naJne.

=555..7 (34 merune). 36up mmdapa TpaxkeHor Opoja je 34:5 + 7 = 177.

. 10" +26
JlokazaheMo U yonuuTeHy TBpAmbY, WU Ja je

=555...57
(ke

n=2

555...57=5~111...10+7=§-999. 90+7

{:

9

510" +13
=T

. 10-10""+26 10" +26
B 18 IRT:

Sanarax 5. Ocamoecemuecmoyugperu 6poj 666...666 je nomuooicen bpojem 333...333 koju
uma 85 yugpapa. Koauxo nyma he ce nojasumu yugpa 7 y npoussody oga dea bpoja?

Pememe: 3aKOHUTOCT MOXKEMO MpOoHahH Kpo3 MpUMepe CINYHUX OpojeBa KOjU UMajy MHOTO

Mamu 0poj mudapa: 666-33 =21978; 6666-333 =2219778; 66666-3333 =222197778, u Tako
naspe. YouaBaMo Ja je Opoj ceaMmuIla y pe3yirary 3a JBa Mamu o Opoja uudapa 6poja umje
cy cBe nudpe mecruie. 3Hauu, pe3yarupajyhu npoussos he 6utu 6poj koju uma 84 ceamurre.
JlokazaheMo U yONIITeHY TPBpABY, WX J1a je:

666...6-333...3=222..219777...78.

A TS e

JleBa cTpaHa jeJHAKOCTH je:

(o)

666...6-333..3= —-999...9-3-999...9
%/_/ %r_/

n n—1 n—1

O

o O

(10" =1)(10"" 1)

(1077 10" =10" +1).

JlecHa cTaHa jeJHAaKOCTH je:
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222..219777..78==-999..9-10"" +19-10"" +Z~999...9~10+8
n-2 n-2 n-2 9 n-2

(10" =1)-10"" +19-10"" +%-(10"2 ~1)-10+8

[0 oo o

102" —310'”1 +20-10"" ~10"" +%-10”1 s

107 =200 1000 20 4 2
9 9 9

10— 20204 2
9 9 9

I
[N ol @

ol P

(1077 10" =10" +1).

[Toxazanu cMo ga cy obe cTpaHe jeqHake, ma je TBpheme Joka3aHo.

Sanarax 6. Ilponahu maxcumanan 6poj pecuona, Koju ce He NPeKIaAnajy, a Koju ce mozy
dobumu Kaoa ce Kpo3 Kpye npogyye 0esemuaecm cevuyd.

Pememe: MoxeMO yOUHTH 3aKOHUTOCT 10 K0jOj ce Opoj perroHa yBehaBa y 3aBUCHOCTH 0]1
Opoja ceunna kopuctehu nujarpam ucnop. Takohe, mpumeTmo 1a ce cBaku 0poj 1oOUjeHnX
pEeruoHa Mo’Ke MPEACTABUTH Kao cyma MPBUX 7 NPUPOAHUX OpojeBa IUIyC jenaH, rae je n
jenHak Opojy cedwIia.

1 2 (1+1)

2 4 (1+1+2)

3 7 (1+1+2+3)

4 11 (1+14243+4)

5 16 (1+1+2+3+4+5)
19 [ +14243+.. 419 = 191

Bbpoj peruona koju ce noduja je: 1+1+2+3...+19=1+

19-(129+1) .

Sanarax 7. Ilponahu cneoehu enemenm y nuzy: 2, 3, 7, 25, 121, 721, 5041, 40321,
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Pememe: Axko oqy3mMemo 1 o cBakor unaHa Hu3a, oHJa he HU3 mocratu: 1, 2, 6, 24, 120,
720, 5040, 40320,.... Cana MOXEeMO YCIIOCTaBUTH 3aKOHUTOCT U3Mel)y dianoBa oBOT HH3a
Ha cliefchu HAYMH:

a=1a=a-2 a,=a,-3,a,=a,-4...a,=a,-9, ili a, =40320-9 = 362880

[TomTo cMO Ha MOYETKY OJIy3€JIH jeJJaH OJ] CBAaKOT WiaHa HU3a, caja ra Tpeda 1oJaTu Ha3al,
na je a, =362881.

3anarax 8. (CEMC’ - Gauss 2011) V nuzy keaopamunux 6pojesa: 1, 4, 9, 16, 25, ...nocae 6poja
1, cnedeha 0sa enemenma cy 3amervena cynpomuum opojesuma, a cieoeha 0sa bpoja ocmajy
ucma u maxo oamwe. Hoeu nus je: 1, -4, -9, 16, 25, -36, -49, 64, 81, ... Konuxa je cyma npsux
2011 enemenama y 060m HOBOM HU3Y?

Pememe: Axo TpynuieMo 1Mo 4eTHPH y3acTOIHA YilaHa CyMe, MOKEMO YOUMTH Ja je cBaka
OJ1 OBUX MapLMjaHUX cyMa jeaHaka 4. [Ioka)xuMo Jja OBO BaKH Ha yOIIITEHOM IPUMEpY:

nw—m+1)’—=m+2) +(m+3)’ =n"—n*-2n-1-n*—4n-4+n*+6n+9=4
Crora MoxeM0O pellaTUBHO Jlako mpoHahu cymy, kazaa je Opoj wiaHOBa HuU3a JeJbUB ca 4.
Hahumo cymy npsux 2012 ynanosa, wi S, , :

Sy =1+ (4)+(-9)+16) +(25+(-36) +(—49) + 64) + (81 + (-100) + (-121) +144) + ...
=4+4+4+..4+4 (Opoj cabupaka y oBoj cymu je 2012:4)
=2012.

Ha 6ucmo mpoHamm S,,,,, O NpeTxogHe cyme Tpeda ongysetu 2012. eneMeHT y HuU3Yy, a TO

011>

je 20122, Jlakne: Sy, = S,,,, — 20122
= 20124048144
=—4046132.

3anarax 9. (CEMC - Gauss 1998) Ha aucmy nanupa Jlana je haypmana K8a0pamuy cnupary,
upmajyhu oyocu oyaucune: 1,1,2,2,3,3,4,4,... y yenmumempuma Kao wmo je npuxazaHo Ha
cauyu ucnoo. Jlanu je nonecmano mMacmuna y oio8yu y mpeHymky Kaod je YKYNHA OVHCUHA
Haypmanux oyacu ouna 3000cm. Konuka je oyscuna najoyaice oyaicu Kojy je [lana naypmana,
npe He2o wmo joj je nonecmano macmuna?

3 The Centre for Education in Mathematics and Computing
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Pememe: Heka je n nyxuHa Hajayxe nyxu kojy je [ana nanprana. M3pauyHajMo yKymHy
OY>KUHY AYXH KOJy je HalpTaHa.
1+1+2+2+343+4+4+..+n+n=1+24+3+4+...+n+1+2+3+4+...+n

=2-”(”2+1):n-(n+1).

[Mponahumo n, 3a xoje je n-(n+1)<3000. [Tomro je /3000 ~54.7, 3akpydyjemo naa je
n =54, Ilomro je 54-55=2970<3000, Hajayxa qyX Ha HEHOM LPTEXY je S4cm, a [lana je
HaLpTana v 1e0 TyXu AyxkuHe 55¢m, Taunuje 30cm, pe Hero mITo joj je MOHEeCTano MacTHIIA.

Sanarax 10. (CEMC - Gauss 2010) ¥V nusy 00 10 6pojesa, npsu 6poj je jedan, opyeu 6poj je
X, a ceaxu crneoehu je cyma npemxoona osa eremenma. Ha npumep: axo je x =11, onoa je
nusz: 1, 11, 12, 23, 35, 58,...395. 3a nexe speonocmu d6poja x, 6poj 463 he bumu jeoan 00
bpojesa y 0obujenom nHuzy. Axo je x nozumusau yeo o6poj, nponahu cymy ceux moeyhux
gpeoHocmu bpoja x 3a koje he ce y nuzy nojasumu 463 kao jeoau 00 bpojesa.

Pememe: [IpaTehu npaBuiio AaTo y 3a1aTKy, WIAHOBU OBOT HHM3a CE€ MOTY MPEACTABUTH Kao:
L x, x+1, 2x+1, 3x+2, 5x+3, 8x+5, 13x+8, 21x+13, 34x+21. IIpoBepuhemo koju on

OBHUX YWIAHOBA MOXe OUTH jenHaK 463.

* x=463

* x+1=463= x=462

2x+1=463= x =231

* 3x+2 , 8x+5,u 21x+13 (He mory 6utu 463, jep x y oBOM ciiydajy He Ou O6mo 11eo 6poj)
5x+3=463=x=92

13x+8=463= x =35

* 34x+21=463=x=13

Cyma noOujenux moryhHoctu 3a x je: 463+462+231+92+35+13=1296.
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3anarax 11. (CEMC - Pascal 2013)

a) Huz a:1, 3, 7, 12,... je pacmyhu nus3.

0) Huz b uune paznuxe cyceonux enemenama nuza a (b:2, 4, 5,...), u maxohe je pacmyhu nHus3.
8) Axo nosumuean yeo Opoj Huje enemenm y HU3Y a, OHOA je OH elemeHm y Hu3y b.

Iponahu 100-mu eremenm y nHu3zy a.

Pememe: 13 g) cienu na cy o6pojesu: 2, 4, 5, 6, 8,9, 10, 11 y Huzy b, mto Ham omoryhasa
na mpoHalemMo jolr HeKe YWIaHOBE HH3A d.
a:1,3,7,12, 18 (12+6), 26 (18+8), 35 (26+9), 45 (35+10), 56 (45+11),...

CBu OpojeBu Mamu o1 26 (ca uzyzetrkom 1, 3, 7, 12, u 18) cy y Hu3y b, ma MOXKEMO Jajbe aa
JOTIYHUMO YJIAHOBE y HU3Y d.
a: ...56, 69 (56+13), 83 (69+14), 98 (83+15), 114 (98+16), 131 (114+17),...

Csu OpojeBu mamwu ox 114 (ca usyserkom 1, 3, 7, 12, 18, 26, 35, 45, 56, 69, 83 u98) cy y
Hu3y b, unu ykynuo 113 — 12 = 101 OpojeBa. [la 6ucmo nponanum 100. unan y HU3Y 4,
MOKEMO KOPUCTHTU HpBHX 99 unmanoBa Husza b. Ilomrto je b, =113, b, =112, onga je

by, =111.
a,,, = 1+npBux 99 enemenara y Husy b

I+(1+2+3+4+...+11D)-(1+3+7+12+18+26+35+45+56+ 69 + 83 +98)
111-112

= 1+

—456=5764 . a,, =5764.

3anarax 12. (CEMC - Pascal 2010) Hu3z x,,x,,X;,...X,y,, ce cacmoju 00 2010 uranosa. Ceaxu

creoehu unawn y nuzy je 3a 1 eehu 00 npemxoonoe. Cyma ceux 2010 unanosa je 5307. Koauka
je cyma kaoa ce cabepy c6éu HAUBMEHUYHU YIAHOBU NOYe8 00 NpPe02, d 3A6PUWHO Cd
NPemnocieorbum Yianom?

Pememe: Ca S hemo npeacTaBuTu CyMy CBUX YJaHOBA Ha HEMTapHUM MeCTHMa OBOT HU3a. U3
3a/1aTKa je mo3HaTo:

XX, H X+t Xy, =9307 1 x,—x, =15 x, —x; =15 X0, = Xy000 =1
OBo noByauu Ja je cyma 4jJaHOBa Ha MApPHUM IO3HIIHMjama:
Xy + X, F X+t Xyg o =1+ 142 14+ X+ T+ x50 =1005 + X, + 25 + 25+ + X000

=1005+S
CyMa cBUX WIaHOBA HH34 j€ jeJJHAKa CYMH YJaHOBA HA MAPHUM MECTHUMA ILTYC CyMH WIAHOBA
-2
Ha HenapHuUM mMectuma, unu: 5307 =(S+2005)+S5S = S = M =2151. OnaBae cienun

7la je cyma CBUX YJaHOBa Ha HEMAapHUM MeCTHMa y HU3Y jenHaka 2151.
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3anarak 13. Ako ce HU3 Ha ciuyu HAMasu, UCNOO Koz closa ce Hanazu opoj 37152
A B C D E F
1 2 3 4 5 6
11 10 9 8 7
13 14 15 16 17 18

24 23 22 21 20 19
25 26 27...

Pememe: IlomTo ce 1MKIyc TNOHaB/ba IOCHE JIBaHaecT OpojeBa, a Kako je
3715:12 =309(ocmamax7), 3akmpyuyjemo aa he ce nukinyc noHosutu 309 myra. Camga mopamo

nonatu join 7 6pojeBa na 6ucmo 3amucanu 6poj 3715. Tlocie 309 myHux HUKITyca, HOCIE BT
3anucan Opoj je ucmoj cinoBa A. Ako 3amumiemo jom cexam OpojeBa (310. mukimyca), ca
IjarpaMa MOXEMO YOUMUTH Jia OU MPBHUX IIecT OpojeBa OUII0 3alIMCaHO MCIIO] CJIOBA 04 A 110
F, a na 6u cenmu Opoj (unu 3715) Guo 3anucan ucnox ciosa F.

Sanarax 14. (CEMC - Gauss 2016) V nusy 6pojesa npukazanom na cauyu, y kojoj spcmu he
ce 6poj 2016 nojasumu no npsu nym?

Pememe: Younmo aujaronasie Koje MoYnby Ha JIEBOj CTPAHU TPOYTJIa M IPOCTUPY CE HAHMKE
u y aecHo. IIpBu 06poj y n-1oj nujaroHanu je n (Koja ce MPOCTHPE OJ 7-T€ BPCTE HAHUKE).
Hpyru 6poj y n-Toj nujaronanu je 2n, tpehu 6poj je 3n u tako nasse. Ha npumep, y tpehoj
nujaronanu (3, 6, 9, 12,...) npsu 6poj je 3, u Hanazu ce y Tpehoj Bpctu (3, 4, 3). Apyru 6poj
Ha n-Toj nujaroHanu (2n) ce Hamasu y n+1 Bpctu. Tpehu 6poj Ha n-toj nujaronanu (3n) ce
Haja3u y n + 2 BpcTH. 3HauyM, m-Tu OpOj HA 1-TOj TUjarOHANU ce Hana3u y n+ (m—1)BpcTH 1
jennak je m-n. Cana hemo yrBpautu y kojoj Bperu je 2016. ITomrto je 2016 m-tu 6poj y n-
TOj aujaroHanu u'y n + (m-1) Bperu, 2016 je jeanak m-n . MoryhHocTtu 3a m u n cy:
(m,n)=(1,2016) mTo moBnauu aa je m+n—1=2016.

(m,n)=(2,1008) mTo moBnauu aa je m+n—1=1009.

(m,n)=(3,672) mro nowiauu 1a je m+n—1=674 u Tako naswe.
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MokeMo yO4YUTH Ja c€ BPEOHOCT m+n—1 cMamyje mTo cy OpojeBu m WU n ONMKH MO
BPEJHOCTH jelaH ApyroM. AKo cKyn uuHMiana Opoja 2016: {1, 2016,2,1008,3, 672,...}
HANUIIEMO y TTapOBUMa, MOKEMO YOUYHTH Jia je Tap YMHUJIANA M U 1 KOjU Cy 10 BPEAHOCTH
HajOIDKM jeaH ApyroM, WK Ydja je pa3iuka MUHUMaiHa, OpojeBu 42 u 48. OnaBne cieau
naje m+n—1=42+48-1=89. OBo 3Haun ga he ce 6poj 2016 mpBU MyT MOjaBUTH y BPCTU
89.

Sanarax 15. (CEMC - Gauss 2012) Ilpupoonu b6pojesu cy nopehanu no epcmama nHa cieoehu
HAYUH:

Bpcral: 1

Bpera2: 2 3
Bpcra3: 4 5 6
Bpcrad4: 7 8 9 10

Bpcra5: 11 12 13 14 15
Bpcra 6: 16 17 18 19 20 21

Konuxo 6pojesa marwux 00 2000 ce nanazu y koionu y kojoj ce nanazu opoj 2000?

Pememe: MoxxeMo yOUnTH Ja je TOCIEAmH OpOj y CBaKOj BPCTHU jelaH oJf OpojeBa y HU3Y
Tpoyraonux OpojeBa. OBO moBmauM Ja je TOCIEeAHBH Opoj Yy #-TO] BPCTH jEeIHAK:

n(n+1)
2

1+2+3+...+n= . IIponahumo mpBu Tpoyraonu Opoj Behu ox 2000. IlomTo je

63x64

=2016, onna je 2016 mocnenmu 6poj y 63-0j Bpctu. Takohe, mpumeTuMo 1a BpcTa n

uma n enemenara. Onapae cienu na ce 2000 Hanasu y 63-0j. BpCTH y K0joj je mocyieamu 0poj
2016. Takohe, u3 popmamnmje MOKEMO YOUHUTH Ja Cy CBH OPOjEBU y m-TO] KOJOHHU, a KOJHU CE
Haja3ze M3HaJ jaror O6poja, Mamu ox Tor Opoja. Ilocmenmu Opoj y cBakoj oa BpcTa HeMa
OpojeBa uzHan y dopmanuju. [Ipernocnenwu Opoj, unu 2015=2016—1, y Hamem ciy4ajy,
uMa jenan 6poj u3Haxa, 6poj 2014 =2016—2 uma aBa 6poja u3Hay GopMaluju, ¥ TAKO JaJbe.
3HauM /1a ce y KOJOHHU Y K0joj je Opoj 2000 =2016—16 Hana3u 16 OpojeBa u3HaA, a CBU OHH
cy Mamu o 6poja 2000.
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4. 3AKOHUTOCTU BE3AHE 3A CBOJCTBA FPOJEBA
4.1 3BUP LIUDAPA FPOJA

Bpno mHTEepecaHTHa 3aKOHUTOCT Be3aHa 3a Iielie OpojeBe ce 0JHOCH Ha 30up nudapa aator
Opoja. Ako ce mpouenypa cabupama uudapa gator Opoja MoHaBJba JOK ce HE a00Hje
jennonuppenu 6poj, Taj jerHouuppeHu 6poj je yBEK jeTHaK OCTATKy KOjU OPUTHHAIHHU OpOj
Jaje mpHU IeJbehy ca OpojeM JIeBerT.

Ha npumep: 36up nudapa 6poja 12565 je 19. 36up uudapa 6poja 19 je 10, a 30up nudapa
opoja 10 je 1. 3naun, 36up uudapa 6poja 12565 je 1, a meroro nmpoHanaxeme UMa 3a edekaT
onbamuBame (12565-1)/9=1396 neBeTku u3 uHunMjanHOr Opoja. OBO MOXKEMO BUJIETH U U3
cneneher:

12565=1-10000+2-1000+5-100+6-10+5-1
=1-(9999+1)+2-(999+1)+5-(99+1)+6-(9+1)+5-1
=1-9999+1+2-999+2+5-99+5+6-9+6+5
=1-9999+2-999+5-99+6-9+19=1-9999+2-999+5-99+8-9+1

[IpBa yeTpu cabupka cy nesbuBa ca 9, mro 3Hauu aa he ocratak kaxa ce 6poj 12565 nmoxenu
ca 9 outn 1.

OBa 3aKOHUTOCT j€ BpJI0 KOPUCHA IIPU IIPOBEPH pe3yJITaTa pauyHama (cabupame, 0y3uMarse,
MHOXEHE, U JeJbeHhe) ca IeNUM WIH JelUMaiHuM OpojeBuMa. EBpomspaHu cy OBY
MaTEeMaTU4YKy 3aKOHUTOCT mpey3enu oa Apama, a PuboHauu jy je onucao y Kmusu Liber
Abaci.

OBa 3aKOHUTOCT ce MOXk€e (POPMAITHO ONMUCATH KOPUCTEhH MOTyIapHy apUTMETHUKY.

epunuyuja:

Heka cy a u b uenu 6pojeBu u Heka je me N . Tana ce kaxe na je Opoj a KOHTPYEHTaH IO
MoAayJy m ca OpojeM b, ako M caMo aKo MpH JIeJbey ca m, OpojeBu a u b 1ajy UCTH OCTaTak,
LITO NUIIEMO: a = b(mod m).

Axo cy a u b nenu OpojeBu u Heka je a-b=c. Heka ca Sa, Sh u Sc o3Haunmo 36up nudapa
OpojeBa a, b, u c.

Tana je a=Sa(mod9), b=Sh(mod9), uc=Sc(mod9). Takohe je a-b=Sa-Sh(mod9) u
¢ =Sc(mod9). Ako cy Sa-Sh u Sc KOHTPYEHTHH 10 MOAYTYy 9, OHJIA je pe3yJTaT MHOXKEHha

MOX/Ja TadaH, a ako Sa-Sh u Sc HUCY KOHTPYEHTHHU MO MOIyJly 9, OHAa je MPUIUKOM
MHOX€Hha CUT'YPHO HallpaBJbeHa Ipelika. [15]

Ha npumep: 12345-67890 =838102050. 36up undapa 6poja 12345 je 15 unu 1+5 =6, a 30up
nudapa 6poja 67890 je 30, unu 3+0 = 3. tbuxos npoussox je 18, unu 1+8 =9 =0(mod9). Ca
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apyre crpase, 30up mudapa 6poja 838102050 je 27, unu 2+ 7 =9 =0(mod9), mTo nmoBnauu
71a je pe3ysITaT MHOXKEHha MOXK/a TayaH.

CnuuHo, ako je axb=c,ouna je S(Sa+ Sh)=Sc, unu ako je a:b=c, oHxaa je

S(Sa: Sb) = Sc.

4.2 3AKOHUTOCTHU BE3AHE 3A CTEIIEHE FPOJEBA

BaxHa 1 KOpHCHA 3aKOHUTOCT KOjy yueHHUIM TpeOa Ja 3Hajy je Be3aHa 3a MUTame IITa ce
JemaBa ca HM@poM jeIMHUIIa TPHIMKOM CTENEHOBamka HEKOT 1ejor opoja. Kpo3 Hekonuko
npuMepa, MOXKe ce YTBPIUTH J1a ce udpa jeJuHHIa CTeleHa 1eJor 0poja YBEeK HUKINYHO
Mema. Y Tabeln UCIOJ je MPEeJICTaBJbeHO Kao ce udpa jennHuna (Koja Moxxe OuTu OUio Koja
nudpa og 0 10 9) MUKINYIHO MEHA MPWIMKOM CTETIEHOBama OUIIO0 KOT IMO3UTHUBHOT IIEJIOT
opoja:

nudpa jenuauna 6poja x 1 2, 3| 4/, 5| 6| 7| 8, 9] 0
nudpa jenuruna 6poja x” 1| 47 9] 6/ 5] 6| 9] 4] 1] 0
wnpa jesmmmma 6poja | 1| 8| 7| 4| 5| 6| 3] 2] 9] 0
uudpa jequnnna 6poja x* | 1| 6 1| 6 5| 6 1] 6| 1| 0
unbpa jenumuna 6poja x> | 1| 2| 3| 4| 5| 6 7| 8] 9] 0
undpa jequanna 6poja x* | 1| 4] 9| 6| 5| 6] 9] 4] 1| 0
cnbpa jonmmmma 6poia © | 1| 8| 7| 4| 5| 6] 3] 2] 9] 0
Tabena 1

W3 npunoxene Tabene ce BUAX Aa HU(pa jeJUHUIA UK 0CTaje HeIpoMemheHa, 0e3 003upa Ha
cTeneH Opoja, WM ce Mewa UKIYycHO. [Ipenopydyje ce 1a oBy Tabeny yuYeHHUIM TONyHe caMu
na 6M yCTaHOBUJIM IIUKIIyCE, KA0 U TY>KUHY CBAKOT O/ LIUKITyca.[29]

Ipunep 1. 2017 je neo 6poj. Koja mudpa je Ha MecTy jeauHua oBor 6poja?

Peweme: Axo ce mpaTu 3aKOHUTOCT NomeHyTa y Tabenu I, oHaa je jacHO aa je mudpa
jenuHUNA O6mII0 KOr Opoja Koju ce 3aBpmiaBa nudpom cenam: 7, 9, 3, unu 1. [Tomro ce oBaj
[UKIYC TIOHAaBJba MCTHM peEIOCIe/IOM W AyXuHa Hukiayca je yerupu (7,9,3,1), onnma je
JIOBOJHHO J]a C€ eKCHOHEHT Opoja MoJenH ca Ty>KMHOM IUKIyCa, WM Ca YEeTHPU Yy OBOM
ciy4ajy, 1a OMcMO YTBpJIUIIM KoJuKo myTa he ce nukiryc monoButu. [lomro je 2016:4 =504
(1 octaTka Hema), oHJa he nudpa jenuHuna OUTH Hocneama Huppa y HUKIYyCy, OJHOCHO 1.

Ipumep 2. Habhu undpy jemununa cieneher npoussoma: 7°° -3,

Peweme: llpBo hemo mponahu mudpy jenrHHIa 3a CBaKH OJ J1Ba €KCIMOHEHTAa. AKO ce

IpPUMEHH 3aKOHUTOCT U3 MIPETXoHe Tabee, onaa nudpy jeaununa 6poja7>° mpoHanzazsumMo
Ha cnenehu Haumn: 295+4 =73 u ocrarak je 3. 3Haum na he 3aama mudpa 6poja 7> GuTn
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tpeha uudpa u3z nukayca (7,9,3,1), win 3. Ha cimyan HauuH MokeMo mnpoHahu mudpy
jenuuuua 6poja3'*. Ha MecTy jequuuua 6uio Kor crerneHa 6poja Koju ce 3aBpIllaBa IuppoM
3 je jenna ox uudapa (3, 9, 7, 1). IlomTo ce oBaj HUKIyC NMOHABJbA U TaKohe UMa TyKUHY
4eTUpH, OHJ1a U Py jeIMHNLIa TpOHala3uMo Ha cinefehu Hauun: 158:4 =39 wu ocraTak je 2.
3uaun na he mocneama nuppa 6poja 3°° GuTm Apyra uudpa usz nukiIyca, win 9. Mmamo:
7.3 = 3..9=....7,1a je uudppa 7 Ha MecTy jeJUHHIIA IPOU3BOA OBA [BA CTEIEHA.
IIpumep 3. Konuko je mudapa Hyna Ha Kpajy Opoja 4% xana je oBaj Opoj HamucaH y 0Oasu
yeTupu?

Pewere: Axo IpuMEHNMO TIOCTYIAK 32 IpebanuBame Opoja U3 AeKagHor cucteMa y Opoj ca
06a30M 4YeTUpPH, Y OBOM CIIy4ajy, OHJa aTu Opoj Tpeba MOJETUTH ca CBUM CTEIeHUMa Opoja
4 koju ce caapke y gaToMm Opojy, moueBin oja HajBeher moryher crenena. Y oBoM ciiy4ajy,
Hajsehu crenen 6poja 4 koju ce caapsxku y matom 6pojy je 47°. IMomro je 4% £4%0 =1, a
octatak je 0, OH/Ia IIPH JeJbelby OBOT OCTAaTKa ca CBMM cTeneHuMa Opoja 4 ox 47> no 4°ce
nobuja xkonumuHuk 0. OBo moBiaum aa he ce nudpa 0 moHaBBATH HA CBUM IU(BAPCKUM
MO3ULIMjaMa OJ APYyTe 10 MOCIeIbeE.

Buaun: 47”°=1-4"°+0-4 +0-4"" +...+0-4° =1000...0 unu 1o6ujenu 6poj y 6azu

uemupu

4eTUpH UMa nocieamux 256 nudapa, mudpy 0.

Jla 6ucMo pa3maTpaiu 3ajaTKe y KojuMa ce TpakM Ja ce MpoHal)y 3aBpiiHe JBe, TPH HIH
BHIIE K (apa HEKOT BEJIUKOT CTereHa, MopaheMo 1a opeIMMO OCcTaTak MpH AeJbeby JaTOT
Opoja ca 100, 1000 u Tako namwe. IlpeacraBuhemo Teopujcke YHIEHUIIE BE3aHE 3a
KOHTpYEHIIM]je Koje YueHHUIU TpeOa 1a 3Hajy Ja O yCIEeNIHO pelraBajid OBaKBe 3aJaTKe.
[TomiTo je mojam KOHTpyeHIIH]je 1o MOAyJy Beh yBelleH y IpeTX0/IHOM IOTJIaBJby, HaBenrheMo
caMo HEKe BaXKHH]e OCOOMHE U TeopeMe Be3aHe 3a KOHrpyeHiuje.[20][37]

OcobOuHe KOHTpyeHIHja:
* a=b (modm) ako u caMo ako je a=mt+b,t 7.

* a=b (modm) ako u camo ako je (a—b) nepuB ca m.

Teopema:

a) a=a (modm) (ocobuHa peIeKCUBHOCTH)

6) Cuenehe KoHTrpyeHIMje Cy eKBUBaNeHTHE: a =b (modm), b =a (modm), n
a—b=0 (modm) (ocoOuHA CUMETPUIHOCTH)

B) Axo je a=b (modm) u b=c (modm), ouna je a=c (modm) (ocobuna
TPaH3UTUBHOCTH)

r) Ako je a=b (modm)u c¢=d (modm),oHna je ax+cy =bx+dy (modm), rae cy
x,y€Z (ocobuHa TMHEAPHOCTH)

n) Ako je a=b (modm)u c¢c=d (modm), ouna je ac=bd (modm) (ocoOuHa
MyJITI/IHJII/IKaTI/IBHOCTI/I)

h) Ako je a=b (modm) u ne N,ouna je a" =b"(modm)
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e) Akoje a=b (modm)u d|m, ounaje a=>b (modd)

epunuyuja:

3a ckyn memux OpojeBa {al,az,a3,...am} KaKEeMO Jla j€ NOMmNYHU cucmem OCmMamaxd To

MOAYJY m, YKOJUKO HE MOCTOj€ JIBa €JIEMEHTa OBOI CKyNa Koja Jajy MCTH OCTaTak Mpu
nesbey ca m. YIaHOBH OBOT CKyIla KOJH Cy PENaTUBHO MPOCTH y OJTHOCY Ha 7, YHHE MOJCKYII
OBOT' CKYTIa KOJU C€ 30BE: C8E0eHU CUcmeM OCMAamaxa 1no MOIyiy m.

Bbpoj enemenaTa oBOr moJIcKyIa ce o3HauaBa ca ¢(m)u npencrasiba Ojnreposy hyHKyujy.

Ha npumep: TloTnynn cuctem octaTaka mo Moxyiy 8 je ckym {0,1,2,3,4,5,6,7}. Ilomro cy

opojeBu 1, 3, 5, u 7 y3ajamHo mipocTH ca 8, oHz1a je ¢(8) =4.

VY 3amanuma MOKEeMO KOPUCTUTH (HOpMyITy 3a u3pauyHaBame BpetHocTH OjiepoBe QyHKIHje
mpUpOAHOT Opoja.

Teopema:

Axoje n=p“p,”..p,,raecy p, IpocTU YUOHHOIM IPUPOIHOT Opoja 1, OHAA je:

wonfit)-2} -]

Hoxka3: Panu ynpomrhema nokasa, Heka je n= p,“ p,*,rae cy p, u p, IpOCTH YHHHOLHK Opoja
n. Ciieu 1a cy ca n y3ajaMHO IPOCTH CBY OpOjeBU KOjU HUCY JeJbUBH ca p, u p,. Heka je A
CKyIl CBHX OpojeBa M3 ckyna N, <n JIeJbHBHUX ca p,, U B cKkyn cBUX OpojeBa M3 CKyIa
N, <n nepuBuxX ca p,.lIponahumo konuko uma 6pojeBa u3 ckyna N, <n KOjU Cy A€JbUBU
Oap ca jennum ox OpojeBa p,, p,. Ako ca |A| 03HAYMMO KapAuHaJIHU Opoj ckymna 4, a ca |B|
KapauHalHu Opoj ckyna B, Opoj OpojeBa M3 ckyma N, <n Ie/bHBUX ca p, WIH p, je:

n

|40 B|=|4|+|B|~|4 B|. Kaxo je |4]=—, |B|=— ,u |[4" B|=

, OHJA CIICIH:
P P, PP,
+p,—-1
OB, pEpt
b P, Db PP,

T[TOImTO TPAXUMO KOJIMKO OpOjeBa MAmHX OJ 7 HHCY JeJbMBH Ca 1, OHAA OJ 7 OJy3MEMO
|40 B| wrro npeacrasmba Ojnepos 6poj.

¢(”)=”—n-Lpz_l=n-[l—L”2_1]=n-(1—iN1_LJ _
b P, PP> D D>

YonmrteHo, ako je n= p,“ p,”..p," = ¢(n) = n(l—Lj[l—Lj(l—LJ
b P> P
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Teopema:

Axo je (a,m)=1, u ako je ax=ay(modm), Taga Baxu 1a je x = y(modm)
Joka3: Axo je ax=ay(modm),onna je a(x—y)=0(modm), unu a(x—y)=km. Ilomro je
(a,m)=1, oHa je x—y OeBUBO ca m, Ma U3 JAepUHHUIMjEe KOHTpYEHLHUja CIEeIu Ja je

x = y(mod m).
Teopema:

Axo je (b,m)=1,be Z,u ako je {al,az,a3,...am} MOTIYH CHCTEM OCTaTaka 1o MOAYIy m, OHAa
jeu {bal,baz,ba3,...bam} MOTIYH CUCTEM OCTaTaka Mo MOJyIy M.

Jloka3z: TlomTo enemeHnara y CKymy {bal,baz,ba3,...bam} MMa UCTO KOJIMKO M eJeMeHaTa y
cKyny {a,,a,,as,..q, |, OBOJHO je TOKA3aTH Ja Cy CBAKa JBa ENCMEHTA ba, HEKOHIPYEHTHA
0 MOZYJY .

[pernocraBumo na je 3a Heke i u j, ba, =ba,(modm). Kako je (b,m)=1, cienu na je
a; = a,(modm). ITowro cy oba 6poja U3 cKyma HOTIYHOI CHCTEMa OCTaraka, Clelu Ja je

i=].
Myamunaukamuénu uneeps

AKko 32 1pocT Opoj p MOCMAaTPamMo KOHAYHO [0JbE Z, YHjH CY CJAEMCHTH OCTALM [IPH ACJbEEY

OpojeM p, a omepanuje cabupame U MHOXKEHE [0 MOJYIIY, Taja Ce MOCTaBJba MUTAE 1T
NPE/ICTaBIbA HHBEP3 €NEMEHTa @ y TOM NoJby. [Ipema nedunuunju uuBep3a Baxu aa je x € Z,

WHBEP3 OJl g aKo je x pemieme KoHrpyeHiuje ax=1(mod p). Tako ngobujamo na ce

onpehuBame MyJITHIUIMKATHBHOT HMHBEP3a @ = €JEMEHTAa CBOJM Ha pEIIaBame JIMHEapHe

KOHrpyeHuuje. ¥ ckymy Z , T1e je m NPUPOJHH CI0XKeH Opoj, Takohe je moryhe Ha ucTu
HAa4YUH OJIPEAUTH MYJITHIUIMKATUBHU HMHBEp3 eneMeHTta a.Kako je NZD(a,m)=1 ycnoB na
KOHTpyeHIuja ax =1 (modm) uma pemieme, TO CIeIU 1a je ¢ UHBEPTUOWIIAH aKo CY a U m

y3ajaMHO MPOCTU OpojeBu.[14]

Eyxknuooe anzopumam

EyxnauaoB anropuram je epukacan HauMH 3a ojpehuBame HajBeher 3ajeTHUYKOT JAeJInoIa J1Ba
npupogHa 6poja. ANropUTaM je 3aCHOBAH Ha YMH-CHUIM Ja ce HajBehn 3ajeTHUYKHU JeHIal
nBa mpuponaHa Opoja Hehe mpoMeHUTH ako ce ox Beher Opoja oxy3Me MamH, Ma ce 3aTUM
nocmatpa NZD HoBo10O0MjeHOT Opoja  Mamer 0J1 IBa MpeIxo1Ho nmocmaTtpana. [lonasspajyhu
OBaj MOCTyNaK U UMajyhu y BUIy J1a CKyIl IPUPOJHUX OpojeBa UMa HajMamU €JIEMEHT, OBaj
aNropuTaM ce 3aBpIllaBa y KOHAYHO MHOI'O KOpaka. AJropuTamM HUMa BEJIHUKY MPAKTHYHY
OpUMEHYy Kao IITO j€ pellaBame JHHEApHUX JIUO(PAHTCKUX jeJHAUYMHA, pelIaBambe
KOHTPYEHIIM]ja, MPOHAIAXKEHE MYJITUILIMKATUBHOT HHBEP3a U TaKO JaJbe.
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Teopema 1:

3a nmpou3BOJbaH MPUPOAHU Opoj b u 1enu Opoj a, MOCTOje JeAUHCTBEHU LeIH OpOjeBH g U F
TakBu na je a=qgb+r, 0<r<b. bpoj q je kKonuuHUK, a Opoj 7 je ocTaTak MpHU JAEJbEHY a ca
b.

Teopema 2:

Hekacy a,b,p,qeZ1b>0,0<r<bia=bg+r.Tanaje NZD(a,b)= NZD(b,r).

Teopema 3:

Heka cy a,beZ i b>0 . IlpeTnocTaBUMO J1a j€ y3aCTOITHOM MPUMEHOM meopeme | nodujeH

HU3 JeAHAKOCTH:

a:bq1+rl
b=rgq,+r,
n=ngq,+rn

Tjma =T5a9, 75

i =190

Tana je NZD(a,b)=r;, nin NOCICAMBEM OCTaTKy PasiMYUTOM O Hyie. U3 mperxonHor
aJIrOPUTMA MOKEMO YOUUTH Ja C€ 7 , Ia OHJAa M 7, MOTY IPEJICTABUTU KAao JIMHEApHE
koMOuHanuje 6pojeBa a u b. U3 tpehe jeqHakocTH ce 7, MOKE IPEJACTaBUTH Kao JIMHEApHA
KOMOMHALIUja 7, U 7,, IITO 3HAUU Ja C€ MOXKE IPUKA3aTH U KAo JIMHEapHa KOMOUHALU]ja Of a
v b. AKO HAaCTaBUMO OBaj MOCTYMAK, JOOHMjaMO 1a Ce 7, MOXKE MPEJCTABUTH Kao JIMHEapHA

KoMOuHanuja OpojeBa 7, , U 7, , OJHOCHO Kao JuHeapHa KomMOuHauuja 6pojesa a u b.

Teopema 4:

Hexa cy a,beZ nub>0. Tana nocroje neau OpojeBu x, U y,, TaKo 1a je

NZD(a,b) = ax,+ by,.

EyknauaoB anroputam, M YME-EHUIA Ja ce HajBehw 3ajeHUYKM Jenuian JBa Opoja Moxe

NpEeACTaBUTH Kao JIMHeapHa KoMOWHauMja Ta aBa Opoja, he HamM ymMHOrome moMohu mpu
peliaBamy KOHTPYEHIIMja U IpOHaJaKehy MYJITUILIUKATUBHOT HHBEp3a.[14]

IIpumep 4. Pemm xourpyeHujy 17x =3(mod29) kopucrehu Eyknunos anropuram.
Peweme: Jla OMCMO peIIMIN OBY KOHTPYEHIIM]y, MOpaMoO MNpoHahu MyJITUIIMKAaTUBHH

uHBep3 Opoja 17. Ako ra o3Hauumo ca v, oHga he 17-v=1(mod29), na he pememe

KOHrpyeHuuje outu: x =3-v(mod29). Ako je v, MyJITUILTUKATUBHU HHBep3 Opoja 17 mo
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Monayiy 29, onna ce 17-v Moxe mpeacraBuTd kao: 17-v=1-29-w, wim 17-v+29-w=1.
ITomto cy 17 m 29 y3ajamHo mpocTtH, kopuitheweMm EykimpoBor anropurma pemraBamo
jennauuny 17-v+29-w=1:

29=117+12 = 12=29-17 (1)

17=1-12+5 = 5=17-12 (2)

12=2-5+42 = 2=12-2-5 (3)

5=2241 = 1=5-22 (4

Kopucrehu cynctutynujy 3a BpenHocT 6poja 2 u3 jenHauune (3) y jenHauuny (4), ©UMamo:
1=5-2-(12-2-5)=5-2-12+4-5=5-5-2-12.

Capna 3ameHnMO BpegHOCT Opoja 5 u3 jenHaunHe (2) y mocleky jeAHAYnHY, I1a KMaMo:
1=5-17-12)-2:12=5-17-7-12.

Ha kpajy, 3amennmo BpeaHocT 3a 6poj 12 u3 (1) y nmocnenmwy jenHadnHy:
1=5-17-7-(29-17)=12-17-7-29, wm 17-12+29-(-7) =1.

OpnaBne crnenu na je v=12,ma je gara KOHTPYCHIIHja:

x =3-12(mod 29), wm x = 36(mod 29), niu x = 7(mod 29).

Ojneposa meopema:

Axo je (a,m)=1, onga je a’™ =1 (modm). Y cnenujanHoM ciyuajy, Kaja je m= p,a p je

(m)

npoct 6poj umamo 1a je a’™ =a’"',maje a’' =1 (mod p) (Mana @epmaosa Teopemay).

Hoka3z: Axo je {lq,rz,lg...rﬂm)} CBEJICHH CHCTEM OCTaTaKa Mo MOAYJy m, OHJa U3 TEopeMe Koja
j€ paHHje HaBeAeHa CIeau aa je {aq,arz,alg...ar¢(n1)} CBEJEHU CUCTEM OCTaTaka Mo MOIYIy M.

[Ipema TOMe, mpouM3BOIM OBa JBa CKyHa Cy JEeIHAKd IO MOIYIy m, OJIHOCHO

_ = 4P
BTy Byt Ty, = AN - APy - Al ary (MO MM 7,21y < Ty Ty = a7 101y 2 1y 1y (MOd m)

Kana ce o6e cTpane mozene ca 7, -7, - iy... 7y, > A06uja ce a”™ =1 (modm) .

Ipumep 5. Tlponahu mocnenme ase nudpe 6poja 33*.

Peweme: Tlponahumo ocratak npu aesbewmy oBor Opoja ca 100, unn gpyrum pednma tpeda
na pemuMo KoHrpyennujy 33* = x (mod 100).

IMomro je ¢#(100)=40 u 33* =1 (mod 100), caeau ma je 33* =33 (mod 100). ITomwTo je
33* =1089, cneau na cy mocneame ase nudpe 89.

Kunecka meopema o ocmayuma:

Heka je M =mm,m,...m, u (m,,m;)=13ai# j n HeKa Cy ,,4,,a,...a, uemn Opojesu. OHIa

CUCTEM KOHTPYEHIIHja:
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x=a, (modm,)
x=a, (modm,)

x=a, (modm,)
x=a, (modm,)

UMa pellemhe, U PEIIECHE j€ JeIMHCTBEHO 0 Moxylny M = mm,m;,...m,.
: =—0,T1 = mm,ms...m, . OH}L ,m,) = B :
Hoxas: Hexa je M, " eje M =mm,m,..m,. Ouna je (M,,m,)=13a cBako k. Heka je
k
¥, MyJITUIUIMKaTUBHM MHBEp3 o1 M, mo moayiny m, uiaua y,-M, =1 (modm,). Ilokazahemo

k
1a je 1meo 0poj x, Te je x = ZG;M,-J’,- JEIUHCTBEHO PElIeHE OBOT CUCTEMAa KOHTPYCHIIH]a.
1

3a cBaku i =1,2,3,..k je:
x (modm;)=(a\M,y, +a,M,y, +a;My;...+a,M,y,) (modm,)
x (modm,)=aM,y, (modm,) (ocTanu cabupuu cy JeJbUBU ca m,, 11a cy jeqHaku 0)

x (modm,)=a, (modm,) (jep je M,y, =1 (mod m,)).

Heka cy u u v 1Ba pemiewma oBor cucrema. OBo noBJjia4uu Ja je, Ha npumep, v=a, (modm,) u
u=a, (modm,) mwro nosnauu 1a je u—v=0 (modm,) unu m, |(u—v). OHAa ce HA cAUYaH
HauMH J0Kasyje aa m, |[(u—v), my|(u—v)..m |(u—v) . Howro je (m;,m;)=13ai# j, onna

M |(u—v)=u=v (modM) yuMe 10Ka3yjeMo Jia je peuIeHe jeJUHCTBEHO. [41]
Ipumep 6. Tlponahu mocneame ase uudpe 6poja 74°*.

Peweme: YMecto na pemnuMo kourpyeHiujy 74> = x (mod 100), npumennhemo Kunecky
Teopemy o ocrauuma (jep je (4,25)=1) u nponahu hemo: x =74 (mod 4) u
x =74 (mod 25).

740 = 2% 37% = (mod 4)

74 = (1) =1 (mod 25)

Pememe cucrema xonrpyeHmmja: x=0 (mod 4) u x=1 (mod 25) je mo Teopemu Kojy
Kopuctumo: x =aM,y, +a,M,y, =0+1-4-y,, rae je y, MyJITUIUIMKaTUBHU MHBEp3 Opoja 4
o Moyiy 25, na pemaBamo KoHrpyennujy: 4y, =1 (mod 25). Kako je 25=6-4+1 ogHocHO
25-6-4=1, 10 je —=6-4=1 (mod 25) unu 19-4=1 (mod 25), Te je y, =19, a pememe je
x=0+1-4-19=76. V3 npeTxoaHOT CIeau Ja Cy mocieame ase nudpe 76.

Ipumep 7. Tlponahu mocneame nse nudpe 6poja 99'%.
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Pewerme: OBaj npumep hemo ypaauTu Ha TpH HaYMHA J1a OMCMO MOKA3aJIH J]a HAC PA3IUNYUTH
IPHUCTYIIU MOTY JOBECTH 0 pellera. PemuMo kourpyennujy 99'* = x(mod100).

IIpeu nauun: Ilomto je 99 =—-1(mod100), kopumhemem ocoOMHA KOHTPYEHITHja ©IMaMO Ja
je:
99'% = (=1)"*’(mod100), umu 99'* = —1(mod100), umu 99'* =99(mod100).

Jlpyeu nauun: Ilomro je 123 mpoct 6poj, kopuinhemem OjaepoBe TeoOpeMe UMaMo J1a je:
99712 = 99" = |(mod100).
AKko 00e cTpaHe MOMHOXUMO ca 99, nobujamo:
99-.99'* =1-99(mod100), unu 99'* = 99(mod100).

Tpehu nayun: IlomTo cy 4 u 25 y3ajamHO mpoctH, Kopuirhemem Kunecke Teopeme o
oCTalMMa, PeIIMMO CUCTEM KOHTPYCHIIHja:

99'* = x(mod4) u 99'* = x(mod 25).

[TomTo je 99=4-24+3 , orna je: 99 =3(mod4), unu 99 = —-1(mod 4), wiu

99'” = (—1)'* (mod 4). mamo za je: 99'% =—1 umu 3(mod 4).

PemaBameM apyre KOHrpyeHnuje umamo: 99 = —1(mod25), umm 99' = (=1)'*(mod 25).
Onasze je: 99'% =—1 nmm 24(mod 25). Jlakie ocTano HaM je Ja PEUIUMO CHCTEM
KoHrpyeHnuja: x =3(mod4) u x = 24(mod 25).

W3 Kunecke TeopemMe 0 ocTaiuMa 3HaMo Jia je PeIICHkhe CUCTeMa:

x=aMy +a,M,y,=3-25-y,+24-4-y,, rne cy y, 1 y, MyJITHIUINKaTUBHU UHBeP3U. M3

25-y,=l(mod4) =y, =1,au3 4-y, =1(mod25)= y, =19 (xopuctu NpeTXoAHH IPUMED).
Hob6ujamo na je: x=3-25-1+24-4-19=75+1824 =1899 = 99(mod 100),

ma cy nocieame ase mudpe gator 6poja 99.

4.3 TIPUMEPU 3AJJATAKA 3A JJOJATHY HACTABY U TAKMHNYAPCKU
3AJIALIM (CTEIIEHU BEPOJEBA)

3anarax 1. (CEMC - Gauss 1998) /lama cy dséa npupoorna 6poja p u q, uuje yugpe jeounuya
Hucy 0, anu yuju npou3sod npedcmaema cmenen Opoja 10. Axo je p>gq, onoa yughpa

jeounuya p—q, HUKAO He Modice OUmu:

A) 1 B) 3 C 5 D) 7 E) 9
Pememe: Axo ce qBa npupojHa Opoja He 3aBpIIaBajy HYJIOM, a lbUXOB IPOU3BOJ j€ CTEINEH
6poja 10, onna jeman ox oBa ;Ba Opoja Mopa OMTH cTemeH Opoja 5, a Apyru Opoj, cTeneH

Opoja 2. tbuxos npousBoj je: p-g=5"-2"=(5-2)" =10". Axo noraegamo mMoryhe BpeaAHOCTH

3a p U ¢ ¥ BUXOBE pasziuKe, MOXKeMO youuTH ciezaehe:
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p q  yugpajedunuya p-q

5 2 3
25 4 21
125 8 117
625 16 609

3125 32 3093
15625 64 15561

[Tomto ce nudpa jeAMHNUIIA IEPUOJUYHO MEHA Y LUKIIycuMa oJ] uetupu 6poja: 3, 1, 7, u 9,
3aKJby4aK je Ja nudpa jeAuHuIa He MOXe OuTH 5, na je Tauan oarosop: C).

3anarax 2. (CEMC — Gauss 2012) bpoj M je npouzo0 ceux HenapHux npupooHux opojesa
00 1 00 99 koju 3a yughpy jeounuya nemajy yugpy 5. 3nauu M =1-3-7-9-11...-99. Hugppa
Jjeounuya bpoja M je:

A) 1 B) 3 C) 5 D) 7 E) 9

Pememe: Lludpa jenqununa npousBoaa 6pojeBa je uudpa jeAMHHUIIA TPOU3BOIA MOCTEIHUX
nudapa y npousony. Ludpe jenunuiia 6pojea y ropmem npousBody cy 1, 3, 7 u 9 u ucre
ce MOHAaBJha]y HMKINYHO aeceT myTa. L{ludpa jeqununa mpousBoga 1-3-7-9=189 je 9. la
O6ucmo mpoHanuu uudpy jenuHuna Opoja M, mpoHahumo 1udpy jeAMHHIIA TPOU3BOAA
9:9.9-9-9.9.9.9.9-9 unu npoussona 81-81-81-81-81, mTo je ounrnenno 1. Tayan oarosop
je ).

3anarax 3. (CEMC — Cayley 2010) Ilepa ce kpehe no kpyey ca ciuke no npasuiy: npu npgoj
Kpemmwu y cmepy Kazamke Ha camy, Ilepa npasu jeoan kopak 0o bpoja 1. YV opyzoj emanu,
Ilepa npasu 2° xopaxa oo bpoja 5. Y mpehoj emanu, Ilepa npasu 3* xopaxa do 6poja 2, u
mako dame. Axo [lepa nacmasu Oa ce kpehe no kpyey no 06om npasuiy, noped Koz opoja he
ce Ilepa nahu nocne 1234 emane?

Pememe: Heka je u(n) uudpa jeqununa 6poja n (Ha npumep: u(25)=>5). 3aauma Hac
no3ulMja Ha Kpyry Ha kojoj he ce Ilepa 3aycraButu nocie oapehenor 6poja eramna, a 6poj
NyHUX o0MIIa3aka OKO Kpyra Moxe outu 3aHemapet. Ha npumep, ako Ilepa nanpasu 25
Kopaka, nmoueBmu of 0, To cy ABa IMyHa Kpyra M jolI net kopaka, [lepa he ce 3aycraButu
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Koz Opoja 5. OBa mo3uiyja je jeqnaka nudpu jeauauna o6poja 25. Y n-toj eramnwu, [lepa he
HaIpaBUTU n" KOpaka, a Hac 3aHKUMa Jia yTBpauMo u(n"). Ykynan Opoj kopaka koju he
Ilepa HanpaBUTH TOCIE 7 eTana je jeanak: S =1+2°+3° +4* +..+1234"* Tlomro Tpeda
nocMaTpat camo nudpy jeaAnHuIa npu 610 KoM Opojy Kopaka, ga OMCMO OApeauiIn
Kpajiby NO3ULIH]Y Ha KPYyTy, IpoHahumo:

u(S) =u)+u2®)+u®) +u(4*) +...+u(1234***)) . Jla 6ucmo nponamau u(n"), 10BOJLHO
je na mocmatpamo nudpy jeaunuia 6poja n, 1a cTeneHyjemMo 1aj 6poj v oner yTBPAUMO
uuQpy jerMHuIa Tor pesynTaTa, mro je u(u(n)"). Ha mpumep: na 6u nponamuu u(137 ),
tpeba yrepautu u(u(13)" ), mro je jennako u(3"). Y Taberu I je npukaszano aa ce uudppe
JEeIMHHUIIAa YBEK IIMKIYCHO NTOHABJbA]y y 3aBUCHOCTH OJ1 cTeneHa Opoja. 3a crenene 6poja 3,
uukiayc je (3,9, 7, 1). Homwro je 13:4 =3 ostatak 1, oo nosnauu n1a je u(3”)=3 . Cana
hemMo oBo yommtutu u onpeauta u(n") .

a) Axo je u(n) =0, 1,5 umu 6 ouna je u(n") =0, 1, 5, unu 6 y oBoM penocieny.

0) Axo je u(n)=4, oHza je n mapa, 1a je ¥ CTEleH MapaH, IITOo MoBjaun j1a je u(n")= 6.

B) Ako je u(n) =9, oHa je n HenmapaH, 1a je U CTeNeH HelapaH, IMITOo MoBJIaun aa je u(n")=
9.

r) Ako je u(n) =2, oHaa je n mapas, na je u CTEleH mapaH, ITo MoBJIavu 1a je u(n")=4 wim
6 (y 3aBUCHOCTH OJ1 Bp€IHOCTHU CTEIICHA).

1) Axo je u(n)= 8, onaa je n mapas Opoj, ma je ¥ CTeNeH napas, ITO MoBJayu Aa je u(n")=
4 nnm 6 (y 3aBUCHOCTH OJ1 BPETHOCTH CTEIIEHA).

h) Axo je u(n)= 3, oHIa je n HemapaH, Na je U CTENEH HelapaH, IITo MoBJIa4yu Aa je u(n")=
3 wim 7 (y 3aBUCHOCTH OJf BPEITHOCTHU CTEIIEHA).

e) CnuuHa je 3aKOHUTOCT ¥ 32 u(n)= 7, na je u(n")= 7 unu 3.

[Tomro ce nudpa jenuuauna 6poja n MoHaBJba y HUKIycuMa o1 aykune 10 (uudpa jenununa
Opoja 12 je ucta xao u uudpa jeqununa opojesa: 22, 32, 42,...), a nudpa jeguHUIA CTEIIECHA
Opoja n y mukiaycuma ayxuHe 1 wim 2, oHga ce u(n") moHaBsba mociie nukiyca ayxunae 20.
[Tponahumo Ilepuny no3unujy nocne 20 eramna:

u(D)+u2®)+u3) +u(d) +...+u(20*)
=u(l+4+7+6+5+6+3+6+9+0+1+6+3+6+5+6+7+4+9+0)=u(94)=4

Jla O6ucmo mpoHamIM nmo3unujy Ha kojoj je Ilepa mocne 1234 erama, youumo nga je:
1234=61-20+14=1220+14. Ilepa ce Hanazu mopen 6poja 4 mocne 1220 erana. Jlomajmo
OBOM pe3yiTaTy uudpy jeauHua cyme jour 14 erana.
u(4+(1+4+7+6+5+6+3+6+9+0+1+6+3+6))=u(67)="7.

[TepuHa kpajma nmozunuja je nopex mudpe 7.

Banarax 4. (AIMES 2014) Hexa ce N u N° 3aspwiaeajy ca wemupu ucmosemue yugpe abcd,
20e je a yughpa paznuyuma oo uyie. llponahu mpoyugppenu 6poj abc.
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Pememe: Pazimuka N° —N = N(N —1) je 6poj uuje cy nocineame yetupu mudpe nyne. OBo
nosnaun 1a N(N —1) mopa 6uru nemus ca 2*u 5°. Huje moryhe na je jemam on 6pojepa
nemuB ca 06a 2'u 5%, jep 61 ce TO MPOTHBUIO YCIIOBY 3ajaTKa ja je a # 0. AKo jenaH on

OpojeBa uma y (akropusanuju oba 2 u 5, To nmoBnauu Aa he ce 3aBpmiaBaTH HyJIOM, WIIH Ja
he ce npyru 6poj 3aBpmaBaru udpom 1 unu 9, na nehe 6utu nepuB ca 2 u 5. 3Hauu, jenan
ox 6pojeBa je memus ca 2*a npyru 6poj je nemus ca 5*. IMomTo je 625=1 (mod 16), u ako
6u N —1 6uo gemuB ca 16, onna 6u nocieamwe yetupu nuppe o6poja N O6une 0625, mTo je
CYNPOTHO YCJIOBY 3a/aTka. 3Hauu j1a je N nesbuB ca 16,a N—1 je nespus ca 625. Jla 6u oBO
om0 3amoBoJbeHO, Ouhe na je 15-625=—1 (mod 16). ITomTo 3HaMo aa je 625=1 (mod 16),

oHaa je 15-625=-1(mod 16), umu N —1=9375, a N =9376. Tpaxxeru 0poj je abc =937.

Bamarak 5. (IMO’ 1975) Heka je A cyma yugpapa spedonocmu uspasa 4444**. Hexa je B
cyma yugpapa o6poja A. llponahu cymy yugapa d6poja B.

Pememe: Heka je N =4444*" Tlomro je N < (10°)** =10***, oBo 3Haum na he N umaru
Mame on1 22220 uudapa. [Tomro cy cBe nudpe 6poja N Mmame UM jeHake 011 9, CATYpHH CMO
naje A<22220-9=199980 . IlomTo A MOXe UMaTH HajBHIIE IeCT HHdapa, To cyma uudapa
Opoja A Mmopa 6utu Mama o 6-9 =54 . OBo moBnauu 1a je B < 54. bpoj xoju je mamu o1 54,
a uma HajBehy cymy nudapa je 49, rae je cyma nudapa 13. Heka je C 30up uudapa 6poja B,
omakne ciueau na je C<13. Takohe 3Hamo ma N=A=B=(C(mod9), nma uzpadyHajMO
KOHrpyeHuujy 4444** (mod9). Umamo na je: 4444=9-493+7=7(mod9)u 7° =1(mod9), a
4444 =3-1481+1, na je onna:
44444 = 7% (mod 9)

= 73><1481+1 (l’nOd 9)

= 73><1481 . 7(m0d9)

=(7°)"*"*.7(mod9) = 7(mod9).
OBo noBnauu na je C =7(mod9). Ilomro je C <13, onnaje C=7.

3anarak 6. [lpoussoo n(n+1)(n+2) je demus ca 5, kaoa je n=3. Hexa cy n, 3a koje je
n(n+1)(n+2)0dewus ca 5 ucnucanu no pedy. Koju je 2018. o6poj y osom nuzy?

Pememe: HampaBumo tabeny Bpeanoctu npoussoaa n(n+1)(n+2) 3a npsux 10 npupoaHux
OpojeBa n.

% American Invitational Mathematical Examination

7 International Mathematical Olympiad
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n | n(n+1)(n+2)
1 [1-2-3=6

2 | 2-3-4=24

3 13-4.5=60

4 |1 4-5-6=120
5 156-7=210
6 | 6-7-8=336
7 | 7-8-9=504
8 | 8-9-10=720
9 19-10-11=990
10 | 10-11-12=1320

MoskeMo MPUMETHTH J1a je MPOU3BOJ IeJbuB ca S ako jen=3,4,5, 8,9, u 10. Takohe moxeMo
yOUuuTH 113, momTo je n(n+1)(n+2) mpousBoJ Tpu y3acTonHa Opoja, MPOU3BOJ j€ JEJbHUB ca
5 ako je jenan o 6pojeBa U3 mpousBojaa AesbHB ca 5. [lomTo je Opoj nespuB ca 5, ako je nudpa
jenununa tor Opoja 0 mmm 5, mornenajMo uudpe jenununa OpojeBa n, n + 1 un + 2
npeacTaBbeHe y TabeIu Koja ClIean:

nudpa jeaquanna Opoja n | nudpa jeaununa 6poja n + 1 | nudpa jeauanna 6pojan + 2
1 2 3

SO0 n ||
— OO0 I[N |~ |W
N|—= ||| (I[N |n|r

N3 Tabene BuanMo Aa je jexad oa ¢akTopa IesbUB ca 5, Kana je nudpa jeqununa o6poja n: 3,
4,5,8,9unu 0. Takohe, younmo aa ce uudpe jeaunua 3a cBe paxkTope HUKIUIHO TOHABIHA]Y
y mukiaycuma o no 10. 3naun 6 OpojeBa y cBakom Onoky oz 10, he umaTu cBojcTBO 12 je
n(n+1)(n+2) nemus ca 5. Ilomro je 2018 =336-6+2, 3akipyuyjemo nAa he y mnpBuX
3360 =336-10 npuponnux 6pojeBa 6utu 2016 =336-6 OpojeBa n 3a Koje he Baxxutu na je
n(n+1)(n+2) nemus ca 5. [Tomro mopamo na nahemo 2018. 6poj y Hu3dy, cieaeha npa 6poja
n 3a Koje Baxu Aa je n(n+1)(n+2)nepus ca 5, ce Mopajy 3aBpiiaBaTd uudpom 3 u 4, mTo
cy O6pojeBu 3363 u 3364. Tpaxkenu 6poj je 3364.
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3agatak 7. Csu dsoyughperu 6pojesu 00 19 0o 92 cy ucnucanu no pedy u mume je popmupan
Jjeoan eenuxu npupoonu 6poj: N =19202122...909192 . IIpemnocmasumo oa je 3* najeehu
cmenen 6poja 3 Koju je yununay oobujenoe opoja N. Ilponahu epeonocm 3a k.

Pememe: Heka je S(N) 36up mucdapa 6poja N. ITomro je N =S(N) (mod9) (unmu 36up

nudapa Hexor 6poja je jerHak ocTaTKy JoOUjeHOM Kaja ce Taj Opoj moxaenu ca 9), mponahumo
S(N).

S(N)=1+9+9+0+9+1+9+2+10-(2+3+4...4+48)+7-(0+1+2...49)

=40+10-35+7-45

=705.
36up uudapa 6poja 705 je 12, u 12 =3 (mod 9), Te 6poj N Huje nesbuB ca 9, anu jecte neJbUB
ca 3, Tako naje k=1.

3agarak 8. OQdpedu nocredmwe mpu yugpe 36upa 6pojesa:1°°" +2°°° 43 +1000*".

Pememe: [locnenme Tpu nudpe npeactaBibajy ocraTak npH aesbemy 6poja ca 1000, ma
nocMarpajMo KoHrypennuje 1mo moxyiay 1000. 1000 =0 (mod1000) u

500" =0 (mod1000). Taxohe je 9992'° = (=1Y*"® (mod1000) =1 (mod 1000) (jep je
999 = —1 (mod 1000) ). Crturo, 998" = (=2)*?=—22" (mod1000) (jep je

998 = -2 (mod1000) ) u Tako nasbe.

YommTeno umamo aa je: (1000 —4)*" = —£**" (mod1000) .

Jatu uspas je: 17°7 +227 3% 1499 1 0 -499*" 32" _ 229 _12" = ) (mod 1000) .

Buaumo na je 3agatu 30up neswus ca 1000, na cy nocnenme Tpu mudpe osor 36upa: 000.

3anarak 9. Odpedu ocmamax npu demery 6poja 3° —1 6pojem 2"

Pememe: Axo mnpuMenumo ¢opmyay x°—1=(x—1)(x+1) n myra, nobuhemo na je:
3 —1=@B-DB+DB*+ DB +1)..37 +1).

Kaxko je 3=-1(mod4), uiun 3% = (—1)2k =1(mod4), oHJla MPUMETHMO Ja j€ CBaKu 0] OpojeBa
32+1,..,3"" +1 nesmus Opojem 2, anu HUje AesbUB Opojem 4. OHIA MOCTOjU HemapaH Opoj
2m+1, taxas gaje: 3+1)3>+1)GE +1)...37 +1)=2""2m+1). Umamo 1a je

3% —1=2-4-2""'2m+1)=m-2"" + 2" Onaze cieau 1a je ocrarak 2"
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5. 3AKOHUTOCTH BE3AHE 3A ®AKTOPUIJEJIE BPOJEBA

Heke o1 3aKkOHUTOCTH Be3aHUX 3a pakTopHjesie OpojeBa Cy 4ecTO IPUCYTHE Y TPOOIEeMCKUM
3a/1alluMa, 1a je KOPUCHO 00paIuTH ca yueHHIMMa Kako npoHahu uudpy jeauHuIa uium o6poj
HyJIa Ha Kpajy pe3yiTara u3pas3a Koju cajpxu (axkropujerne.

HakoH mTo ce u3pauyHajy BpeIHOCTH:

I'=1

2!1=2-1=2

31=3-2:1=6
41=4.3.2-1=24
51=5-4.3.2.1=12-10=120
6!=6-5-4-3-2-1=72-10=720

y4deHuIm Tpeda 1a youe aa modesiu o1 5!, cBaku cienehu dhakropujen uma 6ap jeHy ABOjKY
u 0ap jeaHy MeTUlly Kaja je pyHKIUja nmpeacTaBbeHa kao npoussod. Ilomro je 2-5=10, T0o
he mudpa jequanna n!, n>5 ysex outu 0.[29]

Yuenuke Tpeba noacrahu Ha pasMunLbamke o1 dyera he 3aBucutu 6poj 0 Ha kpajy Opoja n!.

IIpumep 1. IlopusBox npexacraBibeH ca 52! je Bpyio Benuku 6poj. Konuko he 6utu mudapa
HyJIa Ha Kpajy oBoT Opoja?

Pewemwe: Jenna on mpBuUX wuueja koje he hamm mnpemiokuTd je Aa y TNPOU3BOIY
npeacraBbeHuM ca 52!, Tpeba npoHahu cBe aeceTke u Aa he 6poj necetku onpehusatu O6poj
HyJa Ha Kpajy aaror 6poja. Kao mozen, yuenunu cy Beh ycraHoBuian Opoj Hysa Ha Kpajy 5!
u 6!. Takohe, youaBaMo n1a je cBaka JeceTka JoOHjeHA MHOXKEHEM jeHE JIBOJKE U jeaHE
nerwuile u3 npousBoaa. He 6u 6uno BpeMeHcku e(hukacHo J1a ce npedpoje cBe IBOjKE U METHIIE
y npou3BoAy uMajyhu y Buay na Ou Mopaiu aa mpelncTaBuMo, kopucrehu mpocrte pakrope,
CB€ YMHHOLIE TPOU3BO/1a KOjU Cy eJbUBHU ca 2 win 5. KopucHO je BpaTUTH ce Ha IpuMep KOju
CMO MPETXOJHO KOPUCTHIIM U MpOHah! CBe JIBOjKE U METHIIE Yy TPOU3BOIY IPEICTaBILEHOM Ca
6!.

N3 6!=(2-3)-5-(2-2)-3-2-1 youaBaMoO Ja JBOjKH MMa BHUIIIE HETO METULA, & PA3JIOr je HITO
j€ y Ipou3BOJy Y3aCTOITHUX OpojeBa, CBaKu IpyTru Opoj AeJbUB ca 2, a TEK CBAKH METH JICJHbUB
ca 5. [lomrTo je paHuje ycTaHOBJbEHO Aa 6! MMa camo jelHy JIeCEeTKy y IMpOU3BOAY, Koja je
no0ujeHa MHOXKEHEM je/IHE MEeTHIIe U ABOjKe, 3aKJbydak je aa ce Tpeba pokycupatu Ha Opoj
NeTUla y IPOU3BOY, jep BbuX uma mame. [lomro je 52! mpousBoxa 52 y3acTtonHa mpUpoIHa
Opoja, nespemeM 52 ca 5 6u npoHanuiu 6poj 6pojeBa Koju Cy IeJbUBHU ca S.

52:5=10.4, unu 10 OpojeBa je gespuBO ca 5. 3Hauu, mpoHamu cMo 10 meruna koje cy

O3Ha4eHe L[PBEHOM 00joM. 52!=52-51-50-49-48-47-46-45-44-43...-25-24.23...-5-4-3-2-1
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Ca gpyre cTpaHe, HeKH oJ OpojeBa y 1aTOM MPOU3BOJy UMajy IBE WJIU BUIIIE NMETHULA Kaja Cy
pacTaBJbeHH Ha IIpocTe unHHuoIe (Kao mTo cy 25 u 50). [TomTo cBaku Opoj KOju je NeJbUB ca
25 uma y mpoctoj (akTopuzauuju 6ap 1Be meTHIe, Aa OMCMO MpPOHAILIM 3a0CTalu Opoj
neTuia, MopaMo HahM KOJIUKO je OpojeBa y OBOM MPOM3BOIY JeJbuBO ca 25. Mmamo na je:
52:25=2.08, wiu 2 6poja je nespuBo ca 25. OBUM CMO MPOHAILIN jOII 2 METHIE Y JaTOM
npousBofy. [lomro y mpousBoay npBa 52 npupoaHa 6poja Hema OpojeBa KOju UMajy TpH HIIN
BHIIIE TIETHIIA, jep HHUjelaH O] YMHWIala Huje nesbuB ca 125, mpeOpojaBame meruna je
3aBpiieHo. Mimamo na je 6poj merumna y gatom npousBoxay 12. Kama ce cBaka ox 12 merwmiia
MOMHOJKH €a JeJTHOM JIBOJKOM (3a KOje CMO YTBPMJIM paHH]je 12 UX UMa BHIIE HETO METUIA),
nobujamo 12 pecetku. 3Haum, 52! ce Moxke mpenctaBuTH kao 52!=p-10-10-10...-10
(1BaHaeCT AeceTKH), Wik uMaMo 12 Hyna Ha Kpajy gaTor 6poja.[29]

Yonwmeno, ¢popmyna 3a nponanasxcerse najeehec cmenena a, maxo oa p“|n! je noznama
kao Jlexcanoposa ¢popmyna unu Ionuenaxoea popmyna, a eracu:

n n n

a= {—} + {—2} + {—3} + {4} , 20e je i mpupooan Opoj maxae oa sadxcu 0a { ’?H } =0.[21]
p p p p p

Ilpumep 2. Koja nudpa je Ha MecTy jeIMHULa KaJa C€ H3padyyHa BPEJHOCT H3pasza:
2444+ 64+...+98!

Pewemwe: Ilomto je 2!=2 u 4! =24, a ceaku cneachu pakropujen, mouesmu ox 5! y uzpasy
umMa (0 Ha MecTy jeAMHMIIAa, OHJA je [Hudpa jeIUHUIA MPEACTaBIHEHOT H3pa3a:
2+4+0+0+..+40=6 .

Ilpumep 3. Hahu uudpy Ha mecTy aecetunia pesynrara upasza: 04+ 1+2+34+...+100!.

Pewere: 3naMo0 U3 PETXOIHUX IPUMEPA J1a CBakH 7!, n>5 MMa HyJly HAa MECTY jeAMHUIIA.

3a oBaj mpuUMep HAc 3aHMMa 3a Koje BpeaHocTH n hen! nmaru 0 U Ha MecTy JeceTuia. Y3
MaJjo pauyHama, younhemo na moues ox 10!, cBu akTopujenu koju ciene, umajy 0 Ha MecTy
necetuna. Oo 31auu aa paxropujenu ox 10! o 100! nehe yrunatu Ha BpeAHOCT nudpe Koja
ce Haja3u Ha MecTy jaeceruna. Oner y3 Majio padyyHama YCTaHOBJbABaMo J1a je:

O+ 1!1+21+31+41+5!+61+7!1+81+9! = 1+1+2+6+24+120+720+5040+40320+362880.

Kan cabepemo OpojeBe o3HaueHe IpBeHUM a00ujamo 214, mto 3Hayu aa je uudpa 1 Ha
MECTY JIECETHIIa OBOT H3pas3a.

Ilpumep 4. Jloxaxu na n! HUje AebUB ca 2" 3a OUII0 KOjy BPEIHOCT IPUPOIHOT Opoja 7.
Pewemwe: 113 Jlexanapose hopmylie ciienu na je HajBehu ekcroHeHT Opoja 2 Koju aenu n!

jenHak: [g} + [2’1—2} +‘:£} +... . Ca npyre cTpaHe, ICKOPUCTUMO YHE-CHUILY J1a je

TMomrro je 4+ > 21| 24| 214 OHna'en>£+£+i+ Wi
] RETAETRE > A ] 5 > |

n je Behu on HajBeher ekcmoneHTa Opoja 2 koju aenu n!. OxaBae cieau aa 2" He aenu n!.
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5.1 TIPUMEPU 3AJJATAKA 3A JTOJATHY HACTABY U TAKMUYAPCKU
3AJIALI (DAKTOPUIEJIU BPOJEBA)

3agatak 1. [Ilocreomwux ceoam yugapa époja 30! cy nyne. llponahu yugppy xoja oupexmuo
npemxoou 08UM NOCLEORUM HYIAMA.

Pememwe: Kopuctehu uneje us Ilpumepa I, moxkemo ycranoButu aa 30! uma 26 aBojku kaja
j€ pacTaBJbeH Ha mpocTte ynHuoue. Ha cnruuan HaunH Moxxemo npoHahu 6poj U CBUX OCTaINX
npoctux unHuiana o6poja 30!. Takohe, nmpumerumo aa 30! y cB0joj pakTopu3anuju nMa cBe
npocte 6pojese ox 2 10 29. Umamo aa je 30!1=2°-3".5".11*-13°-17-19-23-29. Axo ce 0Baj
npou3BoJ nojier ca 107, MokeMo yTBpMTH HoCIeAmby (Y OBOT pe3yJirara, ITo he 6uTn
u pememe 3anaTka. (Kopucrumo 6a3uuHa 3Hama W3 MoOJyJapHE apuTMETHkKe obpalheHe y
IIPETXOAHOM IOTJIaBJbY).

30!1=2%.3".57.11*-13*-17-19-23-29/:10’
=2".3".5.11-13°-17-19-23-29
=8:9-1.9-7-9-3-9 (mod 10)
=(=2)-(=D-1-(=D)-(3)-(=1)-3-(=1)
=18=8 (mod 10)
[Mudpa xoja HEmoOCpeTHO MPETXOAM HylIama je 8.

30!
36257

3agatak 2. (CEMC — Cayley 2018) Hexa cy x u y npupoouu 6pojesu, u nexa je

maxkohe npupooan 6poj. llponahu maxcumanny epednocm 3a x+5 .
30! 30!
36°25"  6%'5Y
nemu 30! u 5°” nenu 30!. Homro 30! uma 7 meTuna Kaja je pacTaB/beH Ha IPOCTE YMHUOIIE,

Pememe: IlomTo je , npoHahumo HajBehe BpeaHOCTH 32 X M y Tako jga 6>

ciemu na je 2y <7 mma y<3. Iomro je 6> =2°"-3*,a TpOjKH UMaM Mam-€¢ HErO JBOJKU Y

30!, mponalumo O6poj Tpojku kaaa je uzpasz 30! pacraBiben Ha mpocte ynHKone. Kako 30! numa
14 tpojku, onaa je 2x <14 wimn x <7. MakcumanaHa BpeaHocT 3a x+y < 7+3=10.

200!

3anarak 3. Ilponahu najeehu cmenen n, maxo oa 7" Oenu 901301

Peweme: Kopucrehu uneje u3 [lpumepa 1, unm JlexxanipoBy popmyiy, MoxeMo npoHahu
Opoj unHmamna 6poja 7 y ceakom oxa u3pasa 200!, 90!, u 30!. ITomTo je

2 2 2 . . .
{?} =28, [%} =4, a [%} =0, Opoj unHmiIana 6poja 7 y uzpazy 200! je 32, unu
200!= 7 -t,T1e je t npupoaan 6poj Koju HUje Ae/bMB ca 7. Ha cauuan HauuH yTBphyjemo

na 90! uma 13 ceamuna y npoctoj dpaxropusanuju, a 30! uma 4 cexmune. 3uaun, 90!="7" .7
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u 30!'=7%-5, ruecy ru s nIpupoaHU OPOjeBM KOjU HUCY JAesbuBHU ca 7. Mmamo za je:

200! 7 xt TPt st .
—=7"-— . IlowTo je BpeAHOCT NOYETHOT U3pa3a Leo

901301 (7 -r)(7*-s) 7°-7° rs rs

. . t . .
0poj, a Mpou3BOJ 7's HUjE IeJbUB ca 7, OHMA 7S JeNu ¢, U — HUje aAesbuB ca 7. Cienu na je
rs

HajBehu excrioHeHT Opoja 7 Koju nenu aatu uspas 15, uam n=15.

3anatak 4. Ilponahu cee npupooue bpojese n maxse da ce n! 3agpwasa ca 1000 nyna.

1000

Peweme: Axo ce n! 3aBpmana ca 1000 nyna, ouga 5 |n/, win

Al ls]oow

) n n n n n n n 1 n .
Takohe je |—|+| = |+| = |+ <-+Z+=+.=———=—. Opasae cremu npa je
5 5 5 5 4

n>4000. Takohe, momro je [a]>a—1, rme je a npupoman Opoj, mMamo aa je:

1000>(3—1}(%—1}(%—1%[%_1}(&5_1)=£(1+1+L2+L3+L4)_5
5 5 5 5 5 55 582 5 5

5

a0

_n 5

_n _s_n 781 o
5.1 5 625

W

3naum na je 1000 >§~Z—8;—5. Kana pemnMo HejeqHAUMHY 110 # UMaMO Ja je:

n< 1005-3125 <4022.0BuM cMO OTpaHUYIIIH 1 ca 00e cTpane, na je 4000 < n < 4022. 3a

opojee og 4001! mo 4021! mopamo mpoBeputH koju o1 kux uMa 1000 neruna kopucrehu
Jlescanoposy ¢popmyny. Ha nmpumep, 4001! numa:
40017 [4001] [4001] [4001] [4001
Ho— | — | = || —=
L 5 ] LS 5 5 5
Cnnano, Mmoxkemo mokasaru na 4002!, 4003!, u 4004! Takohe umajy 999 nerurna. bpoj 4005! uma:
4005 [4005 4005 4005 4005
H— |t — || || =
5 5 5 5 5

}:800+160+32+6+1:999 METHILA.

}=801+160+32+6+1

=1000 neruma.

[MpumeTtumo ga je 4005 nerpuB ca 5, na je cnenehu 6poj gespuB O6pojeM 5, 6poj 4010. ITomro
je
4010!=4010x4009x4008%x4007x4006x 4005! , cnenn na 4010! uma 1001 meTuna.

—— —

2x5%401 uMma 1000 neruma
Ouwurnento je na Baxku na 3a n > 4010, n! uma 6ap 1001 neruia, ma cy TpaxxeHu OpojeBU:

4005, 4006, 4007, 4008, u 4009.
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3agatak 5. (CEMC — Cayley 2013) Heka je Z(m) 6poj myra na Kpajy opoja m, npu uemy
yugpa xoja HenocpeorHo npeoxoou Hyiama Ha Kpajy opoja mopa 6umu paziuduuma oo Hyje.
Ha npumep, Z(1030000) = 4. Axo ce nanpasu aucma L(n)=n—Z(n!) 3a cee dpojese n 00

100 0o 10000, xoauko bpojesa na 08oj 1ucmu ce nojasmwyje bap mpu nyma?
A) 2 B) 3 C) 4 D) 5 E) o6

Pememe: [lomro je Opoj Hyna Ha kpajy Opoja n! ompehen Opojem umHunaia o6poja 10,
kopuctumo Illpumep 1. Z(n!) je jeqHak Opojy meTuima y mpocrtoj gakropusanuju Opoja n!.
Heka je V(m) jemmak Opojy meruna y mnpocToj ¢akropuszanmuju Opoja m. 3HaAUH
L(n)=n-V(n!). Homro je (n+1)!=(mn+1)-n!, ouna je V(n+1)!)=V(n+1)+V(n!). Axo
n+1 Huje nemuB ca 5, ouga je V(n+1)=0 , maje V((n+1)))=V(n!) . Axo n+l jecte nesbus
ca5,ormaje V(n+1)>0 ,maje V((n+1)!)>V(n!). Takohe je:
Ln+)—-L(n)=((n+)=V({(n+D)—(n-=V(n!))
=m+)-Vn+)-Vn)—n+V(n!)
=1-V(n+1)

Axo n+1 Huje nespuB ca 5, ouga je V(n+1)=0 ,naje L(n+1)—L(n)=1 . OBo 3Hauu aa he y
nucTtu OpojeBa Koja ce Tpaxu, L(n+1) 6utu 3a jenan Behu o mpeaxoAHor Opoja Ha JIUCTH
(L(n)). lomro yeTupu y3acTtonHa Opoja HUCY AeJbHUBa ca 5, To he M JIKMcTa UMAaTH YETUPH
y3actomnHa 0poja.

Axo je n +1 merpuB ca 5, umamo na je L(n+1)= L(n), ako je V(n+1)=1, umm

L(n+1)< L(n), ako je V(n+1)>1. MoxeMo IpUMETUTH IUKIYC KOJU CE TIOHABJbA Y
TpaxeHoj nmuctu. Ako je V(m)= 1, umamo:

Lm-1)=a, L(m)=a, Lm+1)=a+1, Lm+2)=a+2, Lm+3)=a+3, L(m+4)=a+4 .

VY3 Mano UCHUTUBAKka KaKO CE €JIEMEHTH Ha JIMCTH MEHajy, 3a pa3InuuTe BpeaHoctu V(m),
MOXeMo youuTtn na je L(m+5)=a , ako je V(m+5)=5. OBo je moryhe ako natu O6poj uma
5 meTuIa Kaja je pacTaBJbeH Ha npocte uunuone. Heka je N =5° -k =3125-k. ITomro je

N £10000, cnenu na je k=1, 2, unu 3. Heka je L(n) = a,na mOTBpAMMO LITa CE JICLIaBa ca

TpaxkeHOM JucToM Kopuctehu cinenehy rabdemny:

m N-6 | N-5 | N-4 N-3 | N-2 | N-I1 N | N+1 | N+2 | N+3 | N+4 | N+5 | N+6

Vim) 0 1 0 0 0 0 5100 0 0 0 1 0

L(m) a a at+l at+2 | a+3 | at+4 a |atl at2 |a+3 |at+4 |at+t4 | a+5

Kao mto moxxemo mpumeTutH, 6pojeBu a u a + 4 ce moHaBJbajy Tpu myTa. l[lomrto mocroje
Tpu MoryhHoctu 3a k tako na je 100 < N <10000, 3akspyuyjemo na he 6utu 6 6pojeBa Koju

he ce monaBspaTH O6ap TpH MmyTa Ha TpakeHoj JucTH. Ciaean na je TayaH oarosop E).
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6. IIACKAJIOB TPOYTAO

Y oBoMm mornaBpy hemo 00panuTu HEKe OJ 3aHUMJBHBUX 3aKOHUTOCTH KOj€ IOCTOjE Y
[TackamoBoM Tpoyrily ca kojuma ce hamm cycpehy Kako y peloBHOj HACTaBH TakKO U Ha
Pa3IMYUTUM TaKMUYCHUMA.

[TackanoB Tpoyrao je OeckoHayaH HU3 MPUPOTHUX OpOjeBa KOjU je y OOJIHMKY TpOyraoHe
meme. Kpajwu OpojeBu meme cy yBek jeaunune. CBaku Opoj y jeqHOM pefdy, KOjU HHUje
KpajwH, je jenHak 30upy OpojeBa KOju Cy IHjaroHalHO JIEBO M IECHO, JUPEKTHO U3HAJ TOT
Opoja. Mako je oBaj HU3 10OMO MMe 1o PpaHIlyckoM maTteMmarudapy Blaise Pascal-y (1623-
1662), muoru matemaTtudapu npe Ilackana cy ra kopuctunu y Uaauju, Iepcuju, u Kunu.

Ha cruyu je npuxasana Ilackanosa eepsuja mpoyena (Treatise on Arithmetical Triangle)
objasmena 1665. unu nocne Ilackanose cupmu. Ilackan je objasuo eéeh nozname yurbenuye
8e3ane 3a mpoy2ao u KOpUcmuo ux 0a peuwiu npooieme uz eepogammolie.

A VA A VA A VA e
VIR 7L A 7 LA A Regepontitn
P DR A LA
PV

| B e £ Corspale Avireaipus
i i /;‘/ ! /(_CE/_(’ a?

i Ve

HEd A :

i =

M i

Nako ce enemenTtu IlackanoBor Tpoyriia He MpeACTaBIbajy Kao Koe(UIMjeHTH OMHOMHE
dopmMyrie y cTapHjuM paspeauMa OCMOTOIUINIE IIKOJIE, YYSHHUIIM Y OBOM y3pacTy Oaparajy
n

!
ca opmynoM 3a uspayyHaBame 6poja komOuHanuja ,C, = S (
r

ri(n—r)!
u3Mmely 6poja komOnHanuja u enemenara y IlackanoBoM Tpoyriy, Kojy hemo mpukaszaTt y
OBOM IIOTJIaBJBY.

], TC CC IIpaBU BC3a

Ha cauyu je npukasano npseux ceoam eépcma Ilackanosoe mpoyena u xaxo cy 6pojesu
2EHePUCAHU:

1
| 1
1 \‘/ 1
VAT
| \/J\_/ii/ |
R

1 5
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https://en.wikipedia.org/wiki/File:TrianguloPascal.jpg

IIpumep 1. IlpencraBsbe je aeo IlackamoBor tpoyrna. [Iponahu enemente X, Y, u Z.

1287 X
3003 3432 Y

6435

Pememe: Kopucrehu 3akoHUTOCT 112 je cBaku eneMeHT y [lackagoBoM TpoyTily, KOjU HUje Ha
pyOy Tpoyria, jenHak 30upy JBa eIeMEHTa KOjU Cy OUjarOHAJHO JIEBO M JIECHO M3HAJA TOT
Opoja, Mmoxxemo npoHahu enemMeHT Koju HenocTaje y Tpehoj BpcTu, cabupajyhu 6pojese 1eBo
unecHo u3nana: 3003 + 3432 = 6435. OnaBae nporanazumo aa je Z = 6435 + 6435 = 12870.
[TommTo je 3432 + Y = 6435, onna je Y = 3003. Takohe, npBu eeMEHT y IPBOj BPCTU KOJU
Henocraje je: 3003 — 1287 = 1716, a npyru je: 3432 — 1716 = 1716. 3060r cCUMETPUIHOCTH
Tpoyria, ntobujamo na je X = 1287.

6.1 3akonuToctu y IlackanoBom Tpoyriry

a) Cabupajyhm OpojeBe mo aujaronanama, y IlackajioBomM Tpoyriy ce MOry yO4YMTH
®udonaunjesu OpojeBun

1
1 1
2
1 1 3
1 2 1 8
13
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 510 100 5 1
1 6 15 20 15 6 1

r(n—k
Hokas: F =Z( X j ,3an=0, F,=1;3a n=1, F, =1. JloKa)XUMO pEKyp3UBHY

k=0

hopmyity, oxHOCHO fa je F,, +F,., = F,;.
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F;l+l +Eq+2 :Zn:[n;kj-i_i[n—’_llc_k]
= k=0
w(n—k+1) 2 (n+l—k
= +
()

(3a meBy cymy, uHACKC k —>k—1)

Hlin—k+1 n+l) 2 (n—-k+1 .
:Z + + z (321 ACCHY CyMYy CMO HM3IBOJHJIHM CICMCHT 3a
k=1 k _1 0 k=1 k

1+§ n+l—-k +§‘: n+l-k ( . n+1 n N n )
= KOPUCTHUMO |€CAHAKOCT =
22 B S P JeA ko) k) k-1

n+2—(n+2)j_0 )

+2-k
=1+ Z " (momto je k=n+2, umamo pna je
k n+2

2 ip4+2—k
= =F,,;.[48]
S0k

0) 30up OpojeBa y cBakoj Bpctu IlackanoBor Tpoyraa je 2", rae je n 0poj Bpcre y

TPOYIJIay
Ha criuyu je npukasana 3akoHUmocm @e3ana 3a 30up eiemeHama no 8pCmama y npeux uecm
eépcma Ilackanoeoe mpoyana.

Bpcra 0 1 Cyma: 2° =1

Bpcra 1 1 1 Cyma: 2' =2=1+1

Bpcra 2 1 2 1 Cyma: 2° =4=1+2+1

Bpcra 3 1 3 3 1 Cyma: 2° =8=1+3+3+1

Bpcra 4 1 4 6 4 1 Cyma: 2°=16=1+4+6+4+1
Bpcra 5 1 5 10 10 5 1 Cyma: 2°=32=1+5+10+10+5+1

0
Joxka3: Kopuctumo nunaykuujy. 3an = 0, (Oj =1=2° TlpernocTaBuMO 1a TBpheme Baxu 3a

m m m m ”
n=m: 0 + : + ) et =2" | ¥ TOKQXHUMO Ja TBpheme Baxku 3a n = m+1, 0THOCHO
m

na je:

m+1 m+1 m+2 m+1 .
+ + ot =2"
0 1 2 m+1
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[TomiTo ce CBaKkM €JEMEHT I10jaBJbyje JIBa IyTa, UMaMO:

:2.[@{’;"}(?}...{m 2n g

OBa 3aKOHUTOCT C€ MOXKE JI0Ka3aTH W Ha jenHOoCcTaBHUjU HauumH. Kopucrehum OuHOMHY

: n n n h n—1 n n=2_2 n n

dopmyny 3a x = y = 1, umamo na je: (x+y) =0 x"+ . x"y+ 5 X"y |y
n

jeIHaKo

(1+1) =2" = (ZJ+UJ+[Z]++(ZJ . [48]

B) Ctenenu Opoja 11

3

Kana cy enementu y npBux net Bpcta [lackanoBor Tpoyria nopehanu jegan mopen Ipyror,
OHM Kpeupajy OpojeBe Koju cy crenenu 6poja 11, wiu 11", rae je n Opoj BpcTe y Tpoyriy.
Cremnene Opoja 11 mobujamo u ako cy eleMeHTH BHIIeUUPpeHUu OpojeBH, anu oHAA LUDPY
jenuHuna Opoja Koju mperxoau Bumenudpenom Opojy Tpeba cabparu ca:

a) Ilpsom nudpom BumenuppeHor 6poja koju cienu (ako je BumenuppeHu 6poj

IBOLU(PEH), WK

b) Henom Tor BumenudppeHor 6poja, He yKIbyuyjyhu nudpy jeruHuna.

OmnucaHo MpaBWIIo je MpHKa3aHo y Tabenu Koja cineau:[33]

Bbpoj BpcTe Enementu y T0j BpcTH Cremnen Opoja 11
0 1 11° =1
1 1,1 11'=11
2 1,2,1 11° =121
3 1,3,3,1 11° =1331
4 1,4,6,4,1 11" =14641
5 1, 5,10, 10, 5, 1
1, (5+1), (0+1), 0,5, 1 11° =161051
1,6,1,0,5,1
6 1,6,15,20,15,6, 1
1, (6+1), (5+2), (0+1), 5,6, 1 11°=1771561
1,7,7,1,5,6,1
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IIpumep 2. Kopucrehu enemente y Ilackanosom Tpoyray uzpauynaj 11°,

Pewemwe: Enementu Bpcre #9 cy: 1 9 36 84 126 126 84 36 9 1. Kopucrehu metony
rpynucama onvucany u3Hana, umamo: 1 (9 +3)(6 + 8)(4 + 12)(6 + 12)(6 + 8)(4 +3)6 9 1.
[IpumeTuMO 1@ MOIITO Cy HEKH OJ eJeMeHaTa JBouuppenu wim Tpouudpenu Opojesu,
MpoIeaypy TpyNHCcamka MOpaMo TOHOBUTHU CBE JIOK HE T0O0MjeMo jenHonudpeHe opojene:

1 12 14 16 18 14 7 69 1
(1+DR+DE+1D)6+1)EB+1) 4 7 6 9 1

2 3 5 7 9 4 7 6 9 1

Jlo6ujamo na je 11°=2357947691.

r) 3aKOHUTOCTH Be3aHe 3a AujaroHaaHe opojese y IlackainoBom Tpoyr.ay

1 el Y3acTtonHu 6pojeBu

L
1

1 4 6 4

1 5 10 10 5 1

Kao mto BumuMo ca mujarpama, Ha apyroj aujaroHanu y IlackaioBoM Tpoyriy, 03HA4EHO]
[[PBEHOM 00jOM, MOXKEMO YO4YHUTH Yy3acTomHe OpojeBe. Ha Tpehoj nujaronanu, o3HaueHU
njaaBoM 00joM Ccy TpOyraoHu OpojeBH, a y YETBPTOj AMjaroHaJIH, O3HAYEHU HAPaHIIACTOM
O0ojom, youaBamo TeTpaemapHe OpojeBe. dopMyna 3a NpOHANAKEHE A-TOT UIIaHA
TeTpaeJapHOr HU3a ce MOXe J1ako mpoHahu kopuctehu 3Hama U3 moriassba 3.3, U TJIACHU:

T = %n(n +1)(n+2). 3uamo ox panuje aa je 30up Ba y3acTommHa TPOyraoHa Opoja KBaapaTHU

0poj, a OBy 3aKOHHUTOCT MOXeMO caja youuTtd u y [lackamoBom Tpoyriy. Kaapar cBakor
MIPUPOJHOT Opoja ca Ipyre qujaroHalne y Tpoyrily, jeJHaK je 30upy TpoyraoHor 6poja Koju je
HermocpenHo nopen u cieacher rpoyraonor 6poja y Hu3y ca tpehe nujaronane. Ha mpumep,
ca qujarpama u3Haj uMamo ja je: 4° =6+10=16.
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1) Karananosu Opojesn y IlackanoBom Tpoyriy

Kamananosu 6pojesu npedocmasmajy Hus 6pojesa Koju cy NPEEeHCMBEHO KopuuiheHu y
2eoMempuju U npu peuasary MHo2uUxX Komounamopuux npoorema. Omxpuo ux je Jleonapo
Ojnep (Leonhard Euler, 1707-1783), y nocmynky mpasiceroa onwimee peuwierba 3a 0poj
PA3IULUMUX HAYUHA HA KOJU Ce jeOaH MH020y2a0 OOHOCHO NOJUSOH 00 N CMPAHUYA MOICe
nooenumu Ha mpoyeinoge. Ilpumom je mpedano 6ooumu payyna 0a ce He Kopucme oujazouane
MHo2oyena koje ce wmelycoono cexy. Osu Opojesu cy 0odburu ume no Oencujckom
mamemamuuapy Eyeeny Yapncy Kamanany (Eugene Charles Catalan, 1814-1894) xoju je
OmKpuo 8e3y 08ux bpojesa u npobaema Huz06a n-napoga 3zazpaoa. Kamananosu opojesu ce
nojasmyjy Kao peuterbda 6eiuxoe 6poja KOMOUHAMOPHUX Npobiemd, a HeKa 00 FUX Cy:
mpuaucyiayuje noiueona, Ounapra cmaobaa, 6poj mocyhux nymesa y OUCKpemuoj peutemxu
OoumeHn3uje nxn u maxo oame.[49]

2n)! 1 (2n
Dopmyna 3a uspauynasaroe Kamananosux opojesa je: C, = (2r) = , n>0.
(n+D!n! n+l1n

IIpsux oecem Kamananosux 6pojesa cy:
C =1C,=2,C,=5C,=14,C,=42,C, =132,C, =429,C, =1430,C, =4862,C,, =16796

VY IlackanoBoM Tpoyriy, y HapHUM BpcTama, paszinuka usMmel)y 6pojeBa y cpeamoj KOJIOHU U
cycenHux OpojeBa cy Karanmanosu 6pojeBu.

1 C,=1-0=0
1 1
1 21 C =2-1=1
1 3 3 1
1 4 6 4 1 C,=6-4=2
1 5 10 05 1
1 6 15 20 15 6 1 C,=20-15=5
1 7 2l 35 35 21 71
1 § 28 56 70 56 28 8 1 C,=70-56=14
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. (2n
Joxka3: YonumreHo, HEHTPAJIHU €JI1EMEHT y TapHUM Bpcrama IlackanoBor tpoyria je ,
n

2
a IPBU €JIEMEHT JI0 HheTa je nl . Paznuka oBa nBa enemeHTa je:
n+
2n) (2n)_@2n)!  2m)! () F_ 1 }_ (2n)! 1
n n+l) nln! (m+D)!n-1)! nlx-)!|n n+1] nl(n-1)! n(n+l)
2n)! : :
= _@m! =C , wro je n-tu KaranaHos 6poj.
(n+1)!n!

h) Tpoyrao CjepnuHckor

Axo ce cBu HemapHu OpojeBu y [lackamoBoMm Tpoyriy odapbajy jeqHom 6ojom, nobuhe ce
Tpoyrao koju ojaroapa Tpoyriay CjepnuHckor. CiaMYHO, aKO KOPHUCTUMO MOJIyJIapHY
apuTMeTHKy U OpojeBe y IlackamoBoM TpOyriy 3aMEHMMO KOHTPYEHTHHM OpojeBHMa I10
Monayiy 2, omHocHo ca 0 u 1, koje onna opapdbamo paznumuautom 60joM, fodbuhemo Tpoyraony
dopmy Koja je unentuyHa Tpoyriy CjepnuHckor.[50]

Tpoyeao Cjepnunckoe je gpaxman y 00IUKY [JeOHAKOCMPAHUYHO2 MPOYeid, NO0Oe/beH
PEKYP3UBHO y Marbe jeOHaKocmpanuyne mpoyenose. Mooce ce 00bumu maxko wimo ce noune
00 jeOHaKoCMpauuuHoz mpoyeia Koju ce nooeiu Ha yemupu nooyoapHa Mared
JjeOHakocmpaHuyna mpoyena u yeHmpaiHu mpoyeao ykionu. Onoa ce 06aj nocmynax noHosu
ca ceakum 00 mnpeocmanux mpoyenosa. 0saj mpoyeao je 000uo je ume no NobCKOM
mamemamuuapy Waclaw Sierpinski (1882-1969).
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k) Be3a m3mel)y Opoja Moryhmx myreBa Kpo3 mXn JHCKpPeTHY pelIeTKy M OpojeBa y
ITackajioBOM TpOyray

Jla OucMO ycrocTaBUIM OBY Be3y MpBO hemo ce mo3abaBuTH KOHIENITUMA Koje haru kopucre
na 6u mpoHaIIu 0poj myTama Kpo3 m Xn PemeTKy.

Ilpumep 3. Ha xomuko HauuHa [lepa moxe cruhm 1m0 mkone ako ce kKpehe MCKIbYy4uBO
HMCTOYHO WJIM CEBEPHO MO 5x 3 pemIeTKH, MpeICcTaB/beHO] Ha AWjarpamMy HUCIox?

VYpanuhemo oBaj 3a1aTak Ha /Ba HAUMUHA:

e [IpebpojaBajyhu nyrame ca pemeTku

1 IIkoJ1a
4 10 20 35 56
1
3 6 10 15 21
A
1 2 %‘ 4 5 6
Ilepa 1 1 1 1 1

Jlo cBake ,,paCKpCHUIIE™ HAa JOHEM HIIM JIEBOM 000y pelIeTke MoXKe ce Iohu Ha camo jeaH
HayuH Kpehyhu ce ucrouno wim ceBepHo. Jla GucMo mpoHanum Opoj myTama 10 MPBHUX
HEKOJIMKO ,,paCKpHHUIIA® y NPBOM peay pelleTKe, MOXKEJbHO je Ja Y4YyeHUIu, Kopuctehu
pasznuunTe 00je, ucIpTajy cBe nyrame. Ha mpumep, na 6u ce 10110 10 paCKpPCHUIIE O3HAUYCHE
ca A, Ilepa moxxe mhu: UCTOUYHO-UCTOYHO-CEBEPHO, WJIM HCTOYHO-CEBEPHO-MCTOYHO, WITH
CEeBEPHO-MCTOYHO-UCTOYHO, WM Ha TpH pa3nuuuta HayumHa. Ca nujarpama MOXKEMO
YCIOCTaBUTH 3aKOHUTOCT KakKo J1a ce mpoHahe Opoj myTama 10 cBake cienehe ,,packpcHHIE .
Ha npumep:

(o))
\

, 6+4=10

4

bpoj myrama 10 cBake Of ,,paCKpCHHUIA* ce MOXe noOuTH cabupameMm Opoja myTama ca
CyCeIHUX ,,packpcHuna’. Jlo rpemke y oBom mnpouecy Hehe nohu ako ce Opoj myrama 10
cnenehe ,,packpcHuLe” MOMymaBa BpcTa Mo BpcTa ,.kpehyhu ce ynecno m nHasume®. Ca
avjarpaMa ce 1o6uja aa je ykynas Opoj myTama jeHak S56.

e Kopucrehu xomObunanuje
AKO cBaky XOpHU3OHTalIHy KpeTwmy u3dMmely nBe ,,packpcHuiie” oznauumo ca M(uctouno), a
CBaKy BEpPTUKAIIHY KpeTwY u3ehy nBe ,,packpcHure’ o3naunmo ca C(ceBepHoO), OH/Ia MOKEMO
YOUHTH Jia CBaKa OJ1 myTama KojoM [lepa Mmoxe nohu o mkose moapasymeBa et KpeTwhU Ha
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HCTOK M TPHU KPETHE Ha CEBEP, IITO C& MOXKE MPEICTABUTH KA0 ped Koja he uMaTH meT caoBa

W u tpu cnosa C. Ha npumep:

IIkos1a
=

Ilepa

[TyTama o3HaueHa IIPBEHOM 00jOM C€ MOJKE OMMCATH KA0 KPETHa: HCTOK-CEBEP-UCTOK-CEBEP-
HUCTOK-UCTOK-CEBEP-UCTOK, UM MPEACTaBUTH Kao peu: MCHCHHCH.
[TyTama o3HaueHa 1mjaBoM 00jOM ce MOXKE OMUCATH KA0 KPETHa: CEeBEP-CEBEP-UCTOK-CEBEP-
UCTOK-UCTOK-UCTOK-UCTOK, WU NMPEACTaBUTH Kao peu: CCHCHHIN.

VYxynan Opoj myTama ce MOXe€ M3pauyyHaTH ako ce MpoHal)y cBe mepMyTallyje cioBa pedu
HHHUUNCCC.

n !
VY3 nmomoh ¢dopmye: nCr:[ ]:(n—)” UMaMoO Ja je yKymaH Opoj myTama jeJaHaK
r n—r)lr!

8
:Cs = (5) = % =56. Ilpumerumo faa je n jeqHak 30upy IMMEH3Hja peuieTke, uin 5+3 =8y
OBOM CJIy4ajy, a Opoj 7 je jelHaK jeIHOj OJ AUMEH3H]ja peueTke, mTo je 6poj 5 wim 3 y natom

IIpUMepy.

Cana hemo ycnocraBuTH penanujy usmely ykynHor Opoja myTama Ha pemeTrkd u OpojeBa y
[TackasioBOM TpoOyriy, W BHIIE OJ TOTra - Kopenanujy usmelly OpojeBa noOHjeHUX Ha
,packpcHuIama“ pemrerke u 6pojera y IlackaaoBoM Tpoyriy.

AKO HalpTaMoO pemeTKy HCTUX TUMEH3Mja Kao y mpexoxHoMm mnpumepy y IlackamoBom
TPOYTILY, MOXEMO MPUMETHUTH J1a je Opoj myTama 10 CBaKe O ,,paCKpCHHUIA Ka0 U YKyTNaH
O0poj myTtama jegan ox OpojeBa y IlackamoBom Tpoyriy. OBO je mpuka3zaHO Ha AHMjarpamy
UCHOJ.

64



l 3 3 I
1 4 6 4 1
| 5 10 10 > ]
1 6 15 20 15 6 |
1 7 21 35 35 21 7 1
1 8 28 56 70 56 28 8 1

YumeHnIa Ja cy peliema 3ajaTaka Be3aHux 3a 0poj Moryhux myTama Ha pelieTKH yCTBapH
enementu [lackanoBor Tpoyria, Ham omoryhasa a 6e3 mpo06iaema mponahemo 6uio koju 6poj
y IlackanosoM Tpoyriy.[29]

IIpumep 4. Tlponahu netu O6poj y nesernaectoj Bpctu [lackanoBor Tpoyria.

Peweme: llpBa Bpcra y [lackanoBom Tpoyriy je Hymepucana kao Bpcra #0. Jlpyra Bpcra je
BpcTa #1 u Tako nasbe. Ha cnnuan HauMH cy HymepucaHe U KojoHe. OBO 3HA4M Jia je MeTH
0poj, yctBapu Opoj y KoimoHM #4, a OpojeBM y JEBETHAaecCTOj BpPCTH, Cy Yy Bpctu #18.
Kopuctehu gpopmyiy 3a komOunanuje 1obuja ce Tpaxkenu opoj: ,C ,=3060

Ilpumep 5. Y cnenehem HU3y OpojeBa npoHahu eIeMeHTe KOjU HEJIOCTajy.
1 78 186 715 1287 1716 1716 1287 715 186 78 1

Pememe: MoxxeMo younTH Jja HU3 UMa 14 enemMeHaTa u /1a je CHMETpUYaH, YuMe J00ujaMo
ujejy Aa je AaTh HM3, 4yeTpHaecta Bpcra y IlackamoBom Tpoyriay. OBo MoxeMmMo M Ja
POBEPUMO, IIpe HETO mpoHalemMo wiaHOBe HU3a KOjU HelocTajy. Ha mpumep, mpoBepumo na
mu je Opoj 78 Tpehu enemeHT y uerpHaecToj Bpctu IlackanmoBor Tpoyria kopuctehu popmymy
3a kombuHanyje. ITomro je |,C ,=78, oBUM cMO yTBpAUIH Ja je peu o [lackanoBoM Tpoyriy.

Jpyru enemMeHT y 4eTpHaectoj Bpctu (Bpctu #13) je Opoj 13. IlomTo je HU3 cUMeTpHUyaH, u
npeTrnocieamu 0poj y Hu3y je Takohe 13.

Ilpumep 6. Ha cauiu uMcnoj je mpejcTaBJbeHa MIaXOBCKa Tablia HAa KOjoj ce Halla3u jeJHa
¢urypa. Ha konnko HauMHa ce MOXe CTHhM 10 CYNPOTHE CTpaHe IIaxoBcke Tabie, ako ce
¢durypa Moxke momepaTH jeHO MoJbe yHanpe, octajyhu Ha mosby Koje je oene 60je?

65



Pewerwe: MoxeMO KOPUCTUTH MCTH MPUHIUI KAa0 U 33 MpOHaNaXeme Opoja myTama Ha
pemerku kopuctehu IlackanoB Tpoyrao. Ha ciaumu ucnop je mpuka3aHo Ha KOJMKO Ha4MHA
ce Moke ctuhu 10 cBakor of OeiauX MmoJba Ha MIaXOBCKO] TabIH.

Cabupajyhu 6poj Mmoryhux myTama 0 CBaKOT O]l 10Jba HA CYIPOTHO] CTPAHU IaXOBCKE Ta0ie
nobujamo: 28+34+21+6 = 89 HauMHa HA KOje ce MOXke CTHhHU 70 CynpOTHE CTpaHe IIaxOBCKe
Tabie.

3) Be3a n3mel)y OmnomHue ¢popmyJie n eqemenara y IlackasoBom Tpoyray
Koeduuujentu Ounomue popmyie ce uzjeHayaBajy ca eaemMmeHTuma y [lackaaoBoM Tpoyriy.

n n n n 2 (n
(a+b)" = a'b’+|  |a"'b' +| _|a"h +..+|  |a"h" wim z b
0 1 2 n =\r
Ha oujaepamy ucnoo je npedocmasmwena perayuja usmely opojeea y mpoyeny u
n
koeghuyuenama kopucmehu eeh nosnamo oa je ,C, :[ j
r

JIOKa)XMMO J1a ce CBaKM OMHOMHHU KOE(MIIMjEeHT MOXe reHepUcaTH Ha WCTU HAYMH Kao U
opojesu y IlackanoBom Tpoyriy.[29]
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1 1 c, C : !
10 11 0 1
1 2 1 c, ,c ,C 2 2 2
Py =
2%0 2% 22 0 1 )
1 3 3 1 c, .c .C .C 3 3 3
3%0 3%1 3%2 3%3 0 1 )
1 4 6 4 1 c, ,C C C C 4 4 4 4 4
4%0 4%~ a2 a3 4%y 0 1 ) 3 4

Jloka3s:

C o+ = (n-=1! N (n-1)!
T r=Dl(n=-r)! rl(n-r-1)!

__ r(n=1! N (n=D!(n-r)
r(r-Dln-r)! ri(n—-ry(n-r-1)!
_ r(n=1)! +(n—l)!(n—r)

ri(n—r)! ri(n—r)!

~ (n=-1)!
_r!(n—r)![
_(mn=D!'n
_r!(n—r)!

n!

_r!(n—r)!

= C.

r+(n—r)]
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IIpumep 7. Kopucrehu OGuHOMHY (OpMYITy pa3BUTH HU3pa3 y OOJMKY HECIMYHUX MOHOMA

2\
X+— 1 .

Peweme:

et
{3 ol3] (3]l
S

=x"+8x+24x? +32x° +16x°°

[Toncetumo ce na je 36up OpojeBa y Bpcru #n I[lackanoBor Tpoyrna jennak 2". Kopucrehu
KoMOuHanuje 3akmpydyjemo aaje: ,C .+, C + C,+..+ C =2".

IIpumep 8. a) 3padyHaj BpeaHocT uspasa: ,,C, + ;,C;.

0) Axo je z ,C =16384, nponahu BpeaHoCT 3a n.

r=0

. (n n n+l )
Pewemwe: a) Ilomro 3HaMoO 112 je + = , onnaje ,,C, +,,C, =
r r+1 r+l1

C .=237336.

n

0) oo je z ,C =2", onpaje 16384 =2" umm log,16384 =14, Te je n =14.

r=0

IIpumep 9: Tponahu nocnenme ase nudpe 6poja 31*° kopucrehu GmHOMHY hopMyITy.
25 25 25
Peweme: 31° =(1+30)" =17 +[ : j-lz“ -30+[ 5 )1” -302...+[25J.3025.

[ToueBmu on Tpeher unana cyme, CBU WiIaHOBHU cy AesbuBU Opojem 100, mTo 3HAYM 12 CBAKU
oIl BUX UMa 0ap JBe HyJe Kao mocieqme aBe u¢ppe. [lomro oBU 4IaHOBU HE yTHUYY Ha
Kpajlbl HMCXOJ, MOXXEMO HUX 3aHEMapUTH M TOCMAaTpaTH caMO CyMy IIpBa JBa 4JaHa
1+25-30=751=51 (mod 100). ITocneame aBe uudpe cy 51.

IIpumep 10. Kopucrehu ynmeHuiy na cy OnHoMHU KoeduiujeHtu o6pojeBu y IlackamoBom
TPOYTIIy TIOKaXH Ja je JeceTu eneMeHT duboHaunjeBor HU3a jelHaK 30Upy MpeTXOoaHa JIBa
elIeMEHTa y HU3y, uiu aa je F, = F + F;.

Pewerme: TlomTo cMo Beh mokasanu y OBOM IOTJIaBJby Ja ce eneMeHTH PuboHaunjeBor
Hu3a Mory Hahu Ha nujaronanama y IlackamoBoM Tpoyrity, UMaMo Ja je

9 8 7 6 5
F,= [0] + [J + (2] + [3} + [4) . Kopucrehu unmenuny na je cBaku enement y [lackamoBom
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TPOYTIy, KOjU HUje Ha pyOy, jeJHaK 30Upy /IBa eIEeMEHTa Koja Cy HEIOCPEIHO JIEBO U IECHO
W3HAJ JATOT eJIeMEHTa, UMaMo:

MO
OO
OG0

=F+F.

+
(o)

(e}

Ipumep 11. Axo ce enemenTH y BpcTama IlackanoBor Tpoyria IOMHOKeE 1o pedy ca 2, rue

je k=n,n-1, n-2,...,0, onga je 30up oBako 10OMjEHUX eeMeHaTa YBEK CTeneH Opoja 3.

Pewewe: TBpama ce ako nokasyje kopuctehum OmHOMHY (opmyny. Ako y OMHOMHO]
¢dbopmynu 3amMeHuMO x ca 2 1 y ca 1, nobujamo xa je:

n n nq10 n n—1 n n-212 n Oqn :
2+D"= 2" + 21+ 21+ 4+ 21" , nuim na je
0 1 2 n

n n n n n-1 n n-2 n 0 .
3" = 0 2" + ) 2"+ ) 2"+ L+ 2" , mTo je u Tpebano NoKa3aTH.
n

n) MespuBoct eqemenara y IlackasoBom Tpoyray

HHTepecaHTHO je MocMaTpaTd 3aKOHUTOCTH KOje Cy Be3aHe 3a MapHOCT WJIM HEmapHOCT
eneMeHara y IlackamoBoMm Tpoyrily MM IE€JbUBOCT ejieMeHara llackamoBor Tpoyria HEKUM
IaTUM OpojeMm.

3a pazyMeBame UJieja IPeJICTaBJLEHUX Yy OBOM IOTJIaBJby, hamu Tpeba na umajy npea3Hama
BE3aHa 3a KOHBEPTOBame OpojeBa U3 jeHOT y APYTru OpOjeBHU CHCTEM U IMpeA3Hamka BE3aHa
3a u3Boheme Oa3MYHUX ONepannja y pa3IuduTUM OpOjeBHUM CUCTEMHUMA.

JlIykacoea Teopema:

1

k ( n.
( ’](modp), rjae cy
=0

3a uene 6pojeBe m,n > 0,1 MPOCT OPOj p Baku Ja je [nj =
m m,

m=m.p" +m_p"~ +. .+mp+m, ,u n=np" +n_p" +..+np+n, (kje ueo 6poj)
pernpeseHTanuje opojeBa n u m 'y 6a3u p. Kopucruhemo koHBeHIIHjy 1a je ( ]: 0 xanaje
m

n<m.
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n
bpoj ( j y IlackanoBoM TpOyTiy je AeJHbUB MPOCTUM OpOjeM p, aKO U caMo ako je Oap jenHa
m

on mudapa 6poja m y 6a3u p Beha o onrosapajyhe uudpe 6poja n'y 6a3u p.[41]

8
IIpumep 12. 3a p =2, yTBpAUMO 112 je (3} napal 6poj kopucrehu JlykacoBy Teopemy.

Pememe: Ilomro je m=3=0011,,a n=8=1000,, u 6poj m y 6a3u 2 uma 6ap jenHy uudpy
Behy on oarosapajyhe mudpe 6poja n 'y 6a3u 2 (mocneame a8e mudpe 6poja m cy jeNUHHILE,

8 8
a mocneame aBe nudpe Opoja n cy Hyle) OHAA je (3} NeJbUB OpojeM 2, Ui [J je mapas.

|
Hnmepecanmua nocreduya Jlyxacoee meopeme je oa cy céu eiemeHmu o0IuKa y
m

Iackanosom mpoyeny, 20e je k yeo 6poj u m<2* —1, nenapnu. Oéo je cmoza wmo 6uromna
penpesenmayuja 6poja 2* —1 uma camo jeounuye, na me nocmoju 6poj m maxaé 0a y
Gunommoj opmu uma 6ap jeouy yudpy eehy 00 oozosapajyhe yugpe bpoja 2* -1, 3a 6uno

k

Kojy epeonocm k>0. Oso nosrauu oa [ ] Huje demus ca 2, uiu 0a je y8ek Henapau

m
opoj.
n
Ilpumep 13. Tlokaxwu na je [ j = {ﬂ} (mod p), rae je n mo3uTUBAH 11eo Opoj U p MPOCT Opoj.
p p

Pewemwe: Hexaje n=np" +n_p"~" +..+np+n, y 6asu p. Ilo JlykacoBoj TeopeMu UMamo

. (n n, \( n, ,
1a je: = Lo =n,(mod p). Takohe umamo 1a je:
p

ni| k-1 k-2 _ . n) |n
{—} =n,p" +n,_,p " +..+n =n(mod p). Onasne cnenn aa je ( ] = {—} (mod p).
p p p

1000
300

Pewemwe: Tlomro je 1000=5-13"+11-13+12 u 300=1-13>+10-13+1 y 6asu 13, onaa no

IIpumep 14. Tlponahu octaTak mnpu aesbemy Opoja [ J opojem 13.

: . (1000 S5)(11)(12
JlykacoBoj TeopeMu UMaMO 1a je (30()}5{1}[10)[ ) j=5-11-12:660510(mod13). 3

OBOTA CJIEJIM JIa j€ OCTaTaK MpH JeJbemy AaTor Opoja 6pojem 13 jemnax 10.

Beoma kopucHa Qopmyna 3a npoHanaxkeme Opoja erneMmeHara y n-toj Bpctu IlackamoBor
TpOYTJIa KOjU Cy A€JbHBH IIPOCTUM OpojeM p ce 6a3upa Ha Kymeposoj meopemu (Ernst Eduard
Kummer 1810-1893).
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Kymeposa meopema:
Hajsehu ekcioneHT O6poja p xoju aenu [n] je jenHak Opojy mpeHoca mpu cabupamy OpojeBa
m

n—m umy 06a3u p.
Jlakie je yTBpIUTH KOJMKO €JIeMEHAaTa y 1n-T0j BPCTH HHUJ€ J€JbUBO IMPOCTUM OpojeM p, WiIH
3a KOJUKO k HE MOCTOjH MPeHoC Kana ¢y k u n—k cabpanu y 6a3u p. [lornegajmo npumep:

[Ipumep 15. Hekaje n=133866u p=35. [latu 6pojy 6a3u 5 je: 133866 =13240431, . Tabena

Koja cieau Ham oMmoryhaBa na younMo MoryhHoCTH 3a cBaky o nudapa Opoja k, Tako 1a He
MOCTOjU MPEHOC Kaja ¢y k u n — k cabpanu y 6a3u 5.

Mecto nudpe | Hudpay 6pojy n | Moryhnoctu 3a Bpeguoct uudpe 6poja k
y Opojy n

50 1 0,1

5! 3 0,1,2,3

52 4 0,1,2,3,4

5° 0 0

54 4 0,1,2,3,4

5 2 0,1,2

5° 3 0,1,2,3

57 1 0,1

[TpumeTnMmo 1a 3a cBaku nudpy n, 6poja n, nocroju n +1moryhnocru 3a uugpy 6poja k. Cse
pasznuuuTe BpeaHocTu Opoja k ce 1o6ujajy MHOKEHeM MOryhHOCTH 3a cBaky of iiudapa Opoja
k, ma umamo na je k = 4800. OBo mommaun na 4800 ememenara y 133866-toj Bpctu
[TackanoBor Tpoyrna nHehe Ooutu pemuBo ca 5, mnu na he 133866+1 — 4800 = 129067
eneMeHaTa OUTH JIEJbUBO ca 5.

Cnenu na je popmyina 3a 6poj enemeHnata y n -10j Bpctu [lackaioBor Tpoyria Koju HUCY

JeJbUB Ca MPOCTUM OpojeM p: (+n)=~0+n)A+n)1+n,)..(A+n), roe je
k 0 1 2 s
k=0

n=np’+n_p’~" +..+np+n, penpesenranuja 6poja n 'y 6azu p.[38]
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6.2 IIPUMEPU 3AJATAKA 3A JOJATHY HACTABY U TAKMUHNYAPCKU
3AJIALIM (ITACKAJIOB TPOVYI'AO)

3anarax 1. Ilponahu 6poj nymara 00 mauxe A 0o mauke B na oamoj pewemku, kpehyhu ce
Haguuie U yYO0ecHo.

Pememe:

. .. 6!
bpoj nyrama ox Tauke A 10 Tauke IA€ Ce ABE pELIETKE AOIUPY]Y je: ETEY =20. ITomro 8x5
pelieTka MMa IMpeKuJl, MmyTame Koje OM mpojazuiie Kpo3 JBE ,,paCKpCHHIE” KOje HHUCY

!
noBe3aHe HUCY Moryhe. Ykynan Opoj myTama Ha 8x 5 perieTku 0e3 nmpekua je: % =1287.

HyTa}Le KOje IIpoJia3€ Kpo3 NPECKUJ Ha &x5 PEIICTKU CYy O3HAYCHE Ha ;[I/IjarpaMy, a BbUXOB
6001 ie i 7! 5!
YKYyIIaH O0pQj J€ JCAHAK: W ﬁ =

3Haun, Opoj MyTama KOjU MOCTOjU Ha 8x 5 pelIeTK je jelHaK YKYIHOM Opojy myTama Kpo3
OBY pelIeTKy MUHYC Opoj myTama Koje Hucy Moryhe 36or npekuna, onnocto 1287 — 350 =
937 nmyrama. 3a cBaky ox 20 myrama Ha 3x3 pemerku, moctoju 937 myrama Ha 8x5
pemeTky, Uiy yKynHo 20-937 =18740 nyrama.

Hanomena: 3anmatak ce MOXXe pEUIMTH W TMPOHANTAKEHEM Opoja myTama J0 CBake OJ
,»,DACKpPCHUIIA® HA AAaTOj PEIICTKH, alu O OBaj METOJ TPajao dyxKe.
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3anatak 2. (CEMC — Gauss 2003) V ruzy 6pojesa npedcmasmeHom HA Ciuyu Ucnoo, ceaxa
eépcma nouurve ca jeoan a sagpuiasa ce ca 2. Ceaxu 00 npeocmanux 6pojesa Koju Huje npeu
U nociedrwu y 8pcmu ce 00duja cabuparwem 08a bpoja Koja ce Halaze OUPEKMHO 1e60 U
OdecHo u3Hao damoe obpoja. Konuxa je cyma y 13-moj epcmu 0602 nuza?

Pememe: Cyma OpojeBa y mpBoj BpcTH je 3, y Apyroj BpcTH je 6, y tpehoj Bpctu 12,y
4eTBpPTOj 24 UTA. YOUMMO 3aKOHHTOCT KOja MmocToju usmel)y oBux Opojesa:

3=1.3=2".3

6=2-3
12=2.2.3=2%.3
24=2.2.2.3=2.3 ..

13 oBora MOKEMO 3aKJby4HTH J1a je cyMa eeMeHara y 13-1oj Bpetu: 27 -3 =4096-3 =12288.

3anatak 3. Tpoyeaonu Huz Opojesa y npgoj epcmu uma Henapue 6pojese 00 I 0o 99 y
pacmyhem pedocnedy. Ceaka cnedeha epcma uma jedau eiemenm mare, d nociedra 8pcma
uma camo jeoau enemenm. Ceaxu 00 eremenama, noweguiu 00 opyze spcme, je jeOnax 3oupy
08a eneMeHma Koja cy OUpekmHo OUjacoHdalHo 1e6o u decho u3nao. Konuxo eremenama y
080M HU3Y je demugo ca 677

Pememe: HanumuMo npBUX HEKOJIUKO BPCTAa OBOT HU3A:

1 3 5 7 9 11... 97 99
4 8 12 16 20... 196
12 20 28 36... 388

[IpuMeTUMO J1a Cy, HOYEB Ol JAPYTe BPCTE, CBU €JIEMEHTH BpcTe m jae/bkBH ca 2", Kana
CBaKy BpCTy m > 2, mojenumo ca 2", uu3 he nocraru:

1 3 5 7 9 11... 97 99

2 4 6 8 10... 98
35 7 9. 97
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OBaj mocTymak He yTW4Ye Ha JeJBUBOCT OpojeM 67. YouuMmo Ja HemapHe BpCTE caipiKe
€JIEeMEeHT KOju je nesbuB ca 67. Takolhe, momTo ce Opoj eneMeHaTa ymamyje 3a jeJlaH y CBaKoj
cnenehoj BpcTH, ocnenmux 66 Bpcra Hehe umartu Opojese aespuBe ca 67. Ox npeocrane 33

1
BpCTE, CBAKa HENApHA BPCTa UMa €JIEMEHT J1€JbUB ca 67, UIu YKYITHO =17.0Bo nosyaun

na he oaj Hu3 umatu 17 enemenara qesbUBUX ca 67.

3anatak 4. (AIME 11 2007) V nusy keaopama y mpoyeaonom oOIuKy ca ciuxke suoumo 0a y
npeoj epcmu HU3 umMa jeoan Keaopam, y opyeoj - 0ea, y mpehoj - mpu u maxo oamwe. Ceaxu
Keaopam Jlejdcu Ha 08a Keaopama Koja cy OupekmHo ucnoo moe keaopama. Y ceaxku 00
keaopama y 11-moj epcmu cy ynucanu 0 unu 1. Onoa cy u ocmaiu xeaopamu nonyreHu
bpojesuma Koju npame 3aKoOHUmMocm 0a je 6poj y ceaxkom keadpamy (00 Oeceme 8pcme
Haguuie) jeOHax cymu Opojesa y 08a Keaopama OUpekmHo 1e6o u decho ucnoo. Ha xoauko
Pazauuumux Havyuna moacemo ynucamu 0 u 1y xeadpame y 11-moj epcmu maxo oa je y
Keaopamy Ha 8pxy 0odujen 6poj Koju je demus bpojem 3?

Pememe: Oznaunmo Opojese y 11-10j BpeTH ca X, X,, X,,...X,, . AKO mocMaTpamo 6poj
IyTamka KOJUM CBAaKH Of JaTux OpojeBa X, ,,IyTyje* 10 Bpxa, younhemo z1a je Opoj myTama
3a cBaku oJ] OpojeBa x,, jelHaK Opojy KOjU IPE3EHTYje KOJIUKO IyTa je X, JoJaT CyMHU Koja
he npe3enToBaTn O6poj Ha BpXy nupamuzae. bpoj Ha Bpxy nupamue je jeqHak:

10 10 10 10 :
0 X, +( ) jxl +( ) sz + ...+[10J X,, - CBH cabupiu noues o Tpeher 10 AeBeTOr UMajy
kao daxTop 6poj 9 y umenuony, na he 6utu nessusu ca 3. Ha npumep, tpehu cabupak je:

10 10! 9-10 .
5 X, =2'—8'x2 :sz U €BUJICHTHO je AesbHB ca 9. 3Haum, mocMarpahemo camo mpBa

JBa U NOCJEha 1Ba cabupKa, UK 33 KOj€ BPEJHOCTHU X, Je:

x, +10x, +10x, + x,, =0 (mod 3) . ITomTo je 10=1 (mod 3), MokeMO OCMaTpaTU CaMo:

x,tx,+x,+x,, =0 (mod 3). OBa cyma je nejpuBa ca 3, ako cy cBu cabupuu 0, uiam ako cy Tpu
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4
on yetupu narta cabupka 1. bpoj Moryhux xomOnHanuja 3a 0Baj UCXON je: 1+[ J =1+4=5.

[TowTo npeocTane BPEAHOCTH X,, X,,...Xg, MOTy Outn 0 mim 1, To Ham naje 27 =128

MoryhHocTH, uiu yKymHo 5-128 = 640 HauuHa.

3anatak 5. (AIME 1992) V kojoj epcmu [lackanosoe mpoyena he mpu yzacmonna 6poja obumu
v pasmepu 3:4:57

Pememe: Tpu yzacromna Opoja y IlackasioBoM Tpoyrily MOXeMO MpPEACTaBUTH Kao:

n n n )
, , . OnaBne cnenu na je:
r r+1 r+2

n! n!

(n—r)! (n—r—1)!
i: ri(n—r)! _ r+1 — i: (r+Din—r-D! _ r+2 '
n! n—r 5 n! n—r-1

(r+DhHl(n—r-1)! (r+2)!(n—-r-2)!
AKO pemnMo CUCTEM jeTHaYnHa!
3_r+l 4 r+2

= , —= uma 3(n—r)=4(r+1) u 5(r+2)=4(n—r-1), nobujamo:
4 n-r 5 n-r-1

3n—-7r=4/-9
4n—-9r=14/-7
27n—63r =36

- 28n—63r =98
n=062
3-62-Tr=4=r=26

62 62 62
Oga tpu 6poja cy: (26)’ [27} u (28)’ a Hanase ce y 63-0j Bpctu [lackamoBor Tpoyrina.

3anatak 6. Koauko uma nenapuux opojesa y 2013-moj epcmu Ilackanoeoe mpoyena?
Ilponahu onwme npaeuno 3a npouanaxcerbe 6poja HenapHux elemeHama y n-moj epcmu
Ilackanosoe mpoyena.

Pememe: Heka f(n) npencraBiba Opoj HemapHHX eneMeHaTa y n-Toj Bpctu IlackamoBor
Tpoyria. 3a HEKOJHMKO MPBUX BPEIHOCTH 7 UMaMO:

p—
W
()]
(@)}
-
o0
O
[
(e
[
[
[
[\
[
W
[
AN

n 2 4 15 | 16
fm) |1 12 [2 [4 |2 [4 |4 [8 |2 |4 |4 |8 |4 |8 |8 |16

Axo o3HaunMo ONOKOBe y HU3Y BpenHoctu f(n): 1|2]2,4|2,4,4,8|2,4,4,8,4,8,8, 16| 2,
4, 4, 8, 4,... MOXXEeMO YOUMTH 3aKOHHUTOCT Jia Cy BPEAHOCTH y cBakoMm cienehem Oioky
JIBOCTPYKE BPETHOCTH CBAKOT 0J1 OpojeBa y CBUM MPETXOJIHUM OJIOKOBHUMA, Y UCTOM MOPETKY.
Takolhe, npumeTnMoO /12 ce MpeKkuan y OJIOKOBHMA jaBJbajy MOCIIE IPBE, IpYre, YeTBPTE, OCME,
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IIECHAeCTe, U TaKO JaJbe MO3ulMje y HU3y BpenHoctu. CBaku oja OJOKOBa (CeM IPBOT)
ToYnE-E ca 2, Ia MPETIIOCTaBMMO J1a 3a CBakM k > 1, cBaka 2° Bpcra mma camo mapre 6pojese
(ocum kpajma nBa Opoja Koja cy jenunwuiie). 3a k = 1, Baku na BpcTa #2 caapKu camo mapaH
Opoj (ocum Kkpajma aBa 6poja). Kopucrehu nHIyKIIH]y TOKQXXUMO A2, aKO OBa MPETIIOCTaBKA
BaxM 3a cBaky 2" BpcTy, Baxu u 3a 2" Bpcry. Heka Ha qujarpamy ucnos, muauja ox A o C
npencrasiba Bpery 2. Kpajma nBa 6poja odapbana mmaBom 60joM cy HemapHH OpojeBH, a
napHU OpOjeBH Cy O3HaueHM IHpBeHOM 6ojoMm. Jloaxkumo ga Bpcra 2°' unm enemenTn Ha
nuHuju BD umajy cBe OpojeBe mapHe (OCUM Kpajiba J1Ba). 3elIeHu OpojeBH MOTY OUTH HapHH
WIH HEeNapHH.

X

OHo mTo 3HaMO je 1a ako cabepeMo JBa rmapHa Opoja, pe3yJrar je mapaH 0poj. Ako cabepeMo
JIBa HemapHa Opoja, pesynrar je mapad Opoj. Takohe, ako cabepemo jenaH mapaH W jelaH
HemapaH Opoj, pe3yirar je Hemapan Opoj. Boaehu ce oBom morukom, mobujamMo na cy CBU
OpojeBu Ha MuHUjU BX napuu (He ykipyuyjyhu B u X), u cBu 6pojeBu Ha TuHUjU XD cy mapHU
(1e yxspyuyjyhu D u X). [lomro cy cBu OpojeBu Ha nmunuju AC napHu, To he u cBu OpojeBu
Koju cy y cinenehum Bpcrama goOujeHu caOupameM JBa mapHa Opoja OWTH MapHH, T€ je
Tpoyrao ACX dopmupan ox camo mapHux OpojeBa (He ykipyuyjyhu OpojeBe 4, C, u X).
[TommTo cy nBa eneMeHTa qUPEKTHO U3HA Opoja X HemapHu, 6poj X je mapan 6poj. OBuM cMo
nokasanu 1a 2*"' Bpcra mMa camo mapre 6pojese (He yKIbydyjyhu aBa kpajma 6poja B u D).

Ha cruyu ucnood je npuxasana oucmpubyyuja naprux u Henapuux opojesa y oeny Ilackanogoe
mpoyena.
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3Hauu J1a je Opoj HeMapHUX elieMeHara 1o BpcTama o3HaueHUX QyHKIUjoM f(n) cienehu:
a. f(0)=1.
b. Ako je n=2" rnae je m mo3UTHUBAH 11€0 Opoj, oHpa je f(n)=2.

c. Ako je n=2"+r, rje je r MO3UTHBAH 11e0 Opoj, a 2" HajBehu excroHeHT Opoja 2
Mamwu of 1, oHaa je f(n)=2- f(r).[39]

Ha npumep:
f(14)=f(2°+6)
=2-f(6)
=2-f(2°+2)
=2:2-f(2)
=8.

Ca cimke U3Ha MOXKEMO IPOBEPUTH Ja BpcTa #14 yucTUHY MMa § HEmapHUX eJleMeHara.
Bbpoj nenapuux Opojesa y 2013-toj Bpctu [lackanoBor Tpoyria je:

£(2013) = (2" +989) =2- £(989)

2-F(2°+477)=2"- £(477)

2% £(2°+221) =2 f(221)

2°- £(27+93)=2%- £(93)

20 @2+ =2"f(1)
2°.2=512.

3anatak 7. Ceaxu npupooHu 6poj ce modce npedcmagumu Kao cyma eKkCnonenama opoja 2
Ha jeouncmeenu nawun. Ha npumep, 27 =16 + 8 + 2 +1. 3a 6poj k kasxcemo da je ,,noopehen *
Opojy n, ako cy ekcnonenmu 6poja 2 kopuuihenu da ou ce 0odouo 6poj n, maxohe xopuuihenu

0a 6u ce 0oouo opoj k. Ha npumep, opojesu 10 u 19 cy ,,noopehenu * 6pojy 27, jep 10 = 8 +2

27
u19=16+2+1 . Jokazamu oa axo je [ . j HenapaH, oHoda je ,,noopehen “ opojy 277.

Pememe: 13 mpenxoaHor 3a1aTka 3HaMoO Ja Cy CBU OpojeBU [ . j nmapau 3a 1<k <2" (camo

Cy Kpajma J1Ba Opoja jeauHulle, OJAHOCHO HemapHH OpojeBu). OBO moBJIayu Aa je
(1+x)* =1+x" (mod2). Takolje 3HaM0 1a cy enementH y BpcTH #27 IlackamoBor Tpoyria

xoeduuujentu 6uHomue popmyie (1+x)”’. Kama ce opa 6GuHOMHA (hopMysia NPOLIUPH U
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27
Takohe M3pauyHa M0 MOAYIy 2, CAMO €KCIHOHETH X', TaKBH 1a Cy [k HemapHH, he ce
nojaBuTH y pa3Bojy. Ca apyre cTpane, uMaMo Ja je:

1+x)7 =0+x)"""T =1+ x)'"° -1+ x)°-(1+x)"-(1+x)

=(1+x"°)-1+x*)-1+x%)-(1+x)(mod 2).

Kazia oBaj u3pas npommupuMo, Moryhe BpeTHOCTH 3a eKCIIOHEHT k 6poja x* Kkoju ce mojassbyje
cy: 1,2, 8, 16, nnu cyme HEeKUX 0/ OBUX OpojeBa MM cyMa cBa yeTHpu 0poja. OBo moBiiayu
na 6poj k mopa outwu ,,moapehen* 6pojy 27.

1000
3anarak 8. [a qu je [ SOOJ Oemus obpojem 7?

Pememe: Kopucrtuhemo JlykacoBy Teopemy. Ilomrto je:
500=1-7+3-7+1-7+3=1313,,u 1000=2-7’ +6-7* +2-7+ 6 = 2626, oHna je

(1000} (2](6j[2J(6] "
= =2-2.——=80=3(mod 7).
500 1)\3){L1){3 3131

1000
[TomrTo mocToju ocraTak Kaja ce ( 500 j nojenu OpojeM 7, cneau Aa AaTu Opoj HUje AeJbUB

opojem 7.

3agarak 9. Ako je F, n-tv ynan QPubonayvujeeoe Huza, ookazamu 0a je

n n n
F +F, +..+F =F,,
1 2 n

Pememe: Kopuctumo beneroBy hopmyny 3a n-tu enemeHT @uboHaumjeBor Hu3a:

bl £1+\/§T_(1—x/§

2 2
-1 0]

. ~(n) .
Kopuctumo no3nary unmwenuny aa je (1+x)" = 2( _}r’, a cieau aa je:
=0 \ !

] 3a n>0. [lomro je F; =0, umamo 1a je:

ZOFUJ %(Hzﬁﬂ]n_(#ﬂﬂ
L{ 3+2\Bj"£3—2ﬁJn].
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2
. [3 +5 ] (1 +5 J . .
ITowo je > 171 , OHJIA j€ TIPETXO/HU M3pa3 jelHaK:

1 1 \/g 2n 1 \/g 2n
—[L il J —[_T } . lobujenu uspas je F, enemeHT y PuboHaunjeBOM HH3Y.

J5 2
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7. TIPUHUWI UHBAPUJAHTU

AKO Heka 0ocoOMHa IMocMaTpaHor 00jeKTa MPHJIMKOM TpaHcpopMaluje, Mpoleaype HiIH
aNropuTMa 0cTaje HempoOMemeHa, 3a by hemo pehu na je uneapujanmna. UHBapujaHTHE TauKe
cy BehuHM mo3HaTe y reoMeTpHjH, Kao TauyKe Koje ce MpeciiiKaBajy y cede NpUIMKOM
NpUMEHE HEKUX H30METPHjCKHX TpaHcopmarnuja. Anu, ca (pEeHOMEHOM HMHBApUjaHTH ce
cycpehemo u y Ipyrum rpaHama MmareMatuke. Heku nmpumepu MHBapujaHTH Cy:

- IMapHocT mnu HemapHOoCT Opoja je WHBapUjaHTHA NMPWIMKOM MHOXEHa MapHUM
Opojem.

- VYrimoBu ® OJHOC pacTojalkba Cy HWHBApUjaHTaHU NPWIMKOM OWJIO Koje
TpaHchopmalje KojoM ce 100ujajy cinuune durype.

- Peannu neo u ancosiyTHa BpeTHOCT KOMILJIEKCHOT Opoja Cy MHBapUjaHTHH MPHINKOM
M3pavyHaBama KOHjyroBaHO KOMIUIEKCHOT Opoja.

- 3a Omio koju maHapHU rpad Baxku na je: (6poj uBopoBa) — (6poj rpana) + (6poj
permuoHa) MHBapujaHTaH (M yBEK jeHAK 2).

- Bpoj pemewa noaTMHOMHE jeIHaYMHE OCTaje MHBApHjaHATAaH HAKOH JUHEAapHE CMEHE.
- YV reoMeTpuju, MOBPIIMHA JBa MMOJIUIOHA j€ MHBApPHjaHTHA aKO M caMoO aKo Ce jelaH
O]l IIOJIUTOHA MOXE U3Pe3aTH Ha Mambe MOJUTOHE, a APYTH MOJUTOH 100uTH KopucTehn
nobujene Mame nojaurone. Kaxxemo ga cy oBakBa JBa MOJIMTOHA jeTHAKOPA3IOKHUBA.

Y MHOrUM mpoOeMrUMa OBOT THIA AATH Cy MOYETHHU yCIOBH Kao U TpaHchopMaIija, ajau ce
YeCTO MMOCTaBJba MUTAE a JH je oapehenu pesynrar moryh. [Ipunnkom peraBama 0BaKBUX
npoOJIeMCKHX 3a/laTaka yYeHUIM TpeOa Aa yTBpJe Aa U IOCTOjU HHBApUjaHTa U3 KOHTEKCTa
3anartka. [Iutama koja Tpeba MoCcTaBUTH CY:

- IlITa ocraje HEMPOMEHEHO MPUITUKOM U3BpIIaBamka TpaHchopmaruja?

- Jla 1 ce Mosxe nohu 710 3aBpIIHOT CTamba MPUMEHOM TpaHchopmanuja?

- Kako mponahu cBa 3aBpiHa crama?
[TpoGnemcku 3a1aniu OBOT TUIA ce He 00pal)yjy y peloBHOj HACTaBH aJli Cy PEIATUBHO YECTO
NPUCYTHH HAa MaTeMaTHYKUM TaKMHUYCHHUMa, Ma je KOPUCHO OOpaJuTH UX ca haumma Ha
J0/IaTHO] HACTaBH.

IIpumep 1. Ha Tabnu cy Hanucanu O6pojeBu ox 1 go 6. Urpy urpamo Ha cnenehu HauuH:
N3abepemo 6miio koja aBa O6poja, oOpuiiemMo uX, a Ha TabJau HamUIIeMo HBUXOBY cyMmy. OBaj
MOCTYIaK TOHABJhaMO JIOK Ha Ta0Ju He ocTaHe camo jenan 0poj. Koje cy moryhe Bpennoctu
OBOT mpeocTanor 6poja?

Peweme: Ilpumerumo na, nako ce OpojeBH KOjU Cy UCIIUCAHU Ha TaOJIU MEmajy, CymMa CBUX
OpojeBa Ha TaOJIM y CBAaKOM KOPAKy OCTaje HEpOMEHeHa, OJHOCHO HHBApHjaHTHA.

8 . . . .

1900 Hilbert je mpoumrpro 0Bo Ha TpH JWMeH3Mje, ca TIMTAmHEM Ja JTH he 3anmpeMuHa JBa MOTHENpa GWTH WHBAPHjAHTHA aKO Cy OHH
jennaxopasnoxusu. OBaj mpo6OieM je mo3Hat kao Tpehn XunbepToB mpobiaeM, a pemro ra je \meros cTyaeHT M.Dehn, koju je 1oka3ao na 0Bo He
Baxku. Dehn je mokazao jia ce ABa monuepa ca HCTHM 3alIlpeMHHAMa MOTY Pa3JIOXKUTH jeaH y IPYrH aKo H caMo aKo C€ IbHXOBU AUEapHH YIIIOBH

pa3NuKyjy 3a pallMOHaJIHU yMHOXaK Opoja 7T .
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[TommTo je cyma OpojeBa on 1 mo 6 jemnaka 21, onjga he mocneamu Opoj Koju je HaMUCaH Ha
tabnu Outu Opoj 21.

IIpumep 2. Tpoje mynu A, B, u C urpajy urpy. Ha nouetky urpe, oco6a 4 uma 50 nunapa,
ocoba B uma 100 nmunapa, a oco6a C uma 200 qunapa. Ilocne cBakor kpyra urpe, moOeaHUK
je jenna ox Tpu ocobe. [TobeqHUK y cBaKOM KpyTy UTpe J00Hja Mo jeJjaH AMHAp O peocTana
IBa urpava. AKO jelaH OJ Urpada y HEKOM TPEHYTKY OocTaHe 0e3 mapa, Urpa Moxe Ja ce
HACTaBM Tako MITO he Urpad Koju je octao 0e3 rmapa mo3ajMuTH oJ1 OMIIO KOT Urpayda KOju uMa
napa. Jla nu je moryhe n1a Ha Kpajy oBe UTpe, CBakH o] TpH urpaya uma mno 100 qunapa?

Pewere: Y 0BOj UTpU yKyITHA CyMa Mapa, KOjOM UI'padd pacroiiaxy, 0CTaje HelpoOMemheHa,
na je yKynHa cyma nHBapujanta. [lomro je Ha moueTky urpe ykymnHa cyma 50+10+ 200 =350

AMHapa, To urpayu HuKkaaa Hehe nqohu y cutyanujy na csaku uma (13,15,17) = {1, 0, 2} (mod 3).
no 100 nunapa, jep je 100+100+100 =300 nuHapa.

IIpumep 3. Ha jemnom ocTpBy ce Hana3u 13 cuBux, 15 OpaoH, u 17 3eneHux kameneoHa. AKo
ce JIBa KaMelleoHa pa3TuIuTuX 0o0ja cpeTHy, o6a mpomeHe 60jy y Tpehy 60jy. [la nu je moryhe
71a TIocJie HeKor Opoja cycpeTa, CBU KaMelIeOHU UMajy HCTy 00jy?

Peweme: Hexa a, b u c npencrasibajy pejoM Opoj CUBUX, OpaoH U 3€JICHUX KaMelleoHa.
[Tocne cBakor cycpera aBa KameneoHa Mmoryhu ucxomu cy:
(a+2,b-1,c-1),(a=1,b+2,c—1), wmu (a—1,b—1,c+2). Ako O6poj cuBux, OpaoH WIH
3eJICHUX KaMelleoHa Mociie CBAKOT cycpeTa nojenumo ca 3, moryhu ocranu cy 0, 1, nim 2.
Ogaj ckyn ocraraka {0,1,2} je nunBapujantan 6e3 o03upa Ha Opoj cycpera kameneona. Ha
mo4eTKy, 0poj kameneona je (13,15,17) unu Ako mpoBepuUMO IIITa c€ JelIaBa Mocie
Moryhux cycpera KkamesnaeoHa, yrBpaunheMmo aa je:

(13+2,15-1,17-1)=(15,14,16) = {0,2,1} (mod 3) - 3a npBH ci1yHaj,
(13-1,15+2,17-1)=(12,17,16) = {0,2,1} (mod 3) - 3a apyru ciryqaj,

(13-1,15-1,17+2) =(12,14,19) = {0,2,1} (mod 3) - 3a Tpehu ciyuaj.

Ako Ou CBM KaMEJICOHH Ha Kpajy UMaJIi UCTy 00jy, UMaiIl OMCMO jellaH OJ OBa TPH Ciyuaja:
(45,0,0),(0,45,0), nm (0,0,45), wro je = {O} (mod3). 3akpydyjeMo Ja je oBa CUTyaluja

Hemoryha, Te CBM KaMelleoH! HuKaja Hehe numaru ucty 60jy.

IIpumep 4. Ha maxoBckoj Tabmu, AuMeH3uja §x 8, nABa Kpajmba AMjaroHAJTHO CyHIpOTHA M0Jba

Cy OTKJIOWEHA TaKo Jia IIaxoBcKa Tabna mma 62 moJba. Jla aM OBakBY IIAXOBCKY Taldiy
MOKEMO MPEKPUTH ca 2x1 ImpaBoyraoHHIIMMa KOjU Cy BEJIMYMHE JBa y3aCTOIMHA M0Jba?

Peweme: ]IBa cynmpoTHa MoJba Ha IIAXOBCKO] Tabiu cy yBek wucre 0Ooje. Ilpuinkom
MpPEKpUBama AaX0BCKe Tale JaTUM MPaBOYraOHUIIMMa, CBAaKH he MPEeKpUTH J1Ba y3acTOIHA
1oJba KOja Cy Ha IIAaXOBCKOj TAa0JIM YBEK pa3audyuTHX 00ja (jegHo Oeno M jeHO LPHO MOJbE).
3Hauu 1a je 6poj MpeKpUBEHUX OENHMX MO0Jba, MUHYC OpOj MPEKPUBEHUX LIPHUX I10JbA, YBEK
jeIHaK HyJId, 1a je OBa pa3jiuka mHBapHjaHTa. Kako cMo yKJIOHHIU J1Ba oJba ucte 0oje, Ha
npuMep mpHa, Tpeba MPUMETUTH Ja je pa3iauka u3Mely yKymHHX OeluX W LPHUX M0Jba Ha
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OBaKBOj MaxoBckoj Tabmu 32 — 30 = 2. OBO 3HAUM J1a OBAKBY IIAXOBCKY Ta0Iy HE MOXEMO
MPEKPUTH JATUM MPABOYTAOHUIIUMA.

VY HeKHM 3a/1aliuMa je BPJIo TEIIKO OJPEIUTH OCOOMHY KOja 0CTaje HEMPOMEHEHa yclel HUu3a
TpaHchopMalyja, WM UHBAPUjaHTY. Y HEKHM 3aJallMa, 4ak ¥ KaJl yOUUMO MHBApHjaHTY,
oHa HaMm Hehe momohu 1a mohemo 1o pemrerma. Y OBaKBUM ClydajeBUMa MOXKAa MOKEMO /1a
npoHahlemo ocobuHy nator o0jekTa Koja ce KOHTHHYHpPAaHO yMamyje uiu yBehaBa mpu
Ipoliecy U3BpIIaBamka alrOpUTMA.

Ilpumep 5. Mwuma u Oiba Urpajy Urpy ca BEIHMKOM TabJoM dokojaze y oomuky 10x10
KBagpara. Y CBaKOM KOpaky, jellaH Mrpad Wi Mojesie Leay Tallly WU MOJOMHU jeIHY O]
Ta0JIM YOKOJIa/e Ha JIBE MpaBOyraoHe Tabie, 1o JUHUJH Koja pa3/Baja KOLUKHIIE YOKOIaae Ha
tabnu. Urpau xoju urpa nocnenmwu ryou urpy. Ko he mobeauru?

Peweme: 1lpBu urpau BepoBaTHO Hehe MOjecTH ey YOKOJAny, jep y TOM Cllydajy ryou
urpy. AKO IpBH UTpay IMOJOMHU YOKOJIaly Ha JIB€ TabJye, OHAa IPYTy Urpad MOJOMH jeAHY OJ1
Tabnu Ha ABa Jena, na he 6poj Tabim Outu 3, wim he nmojectu jenny ox tabnu, na he ocratu
camo jenHa Ta0na. Y cBakoM Kopaky, Opoj Tabmu yokoinane ce yBehasa 3a jenan (ako urpau
nmoJIoMHU Ta0Jly Ha /iBa Jiefla) WIH ce CMamyje 3a jelaH (ako urpad nojezae tTabny). Urpau koju
Urpa IpBU YBEK UI'pa ca HemapHUM Opojem Tabnu yokonazae. OBaj Opoj je MHBApUjaHTaH 1O
moayny 2. IlomrTo urpaun He MOry OeCKOHA4HO JAa jaene Talily 4JokoJsaze, MpBU urpad he
MOCJIe U3BECHOT Opoja PYHAH UTPE OCTATH Cca MapyeToOM KOje He MOXKEe BHUIIE Ja Ce JeNH, Ha
he MopaTu 1a nmojene 3aamby KOLUKHUILY YOKOJIaJle U TAME U3TyOH UTpy.

Ilpumep 6. Xusbamy Jbynu OOpaBU Yy jeAHOM BEIMKOM 3aMKy Koju uma 100 coba. CBake
MHHYTE, CEM aKO CBM JbYJH HHUCY Y UCTOj cOOH, jelHa ocoba ce MpeMecTH y Apyry coly y
K0joj je uctu unu Behu Opoj Jpyam on oHe U3 Koje ocoba monasu. [lokasatu na he mocie
M3BECHOT BPEMEHA CBH JbY/IM 3aBPILIUTH y UCTOj COOM.

Pewierwe: Hexa je ay,a,,a;,...,a,, 6poj byau y cakoj og 100 coba. OuurnenHo je na ce
yKynaH Opoj Jeyau Hehe MPOMEHUTH aKo ce TOCTH XOTela MpeMenITajy u3 code y coly, anu
oBa uYMmeHHIa Ham Hehe momohm na pemwmmo mpobieM. YMecTo Ja mocMaTpamo
a,+a,+a,+..+a,,, Mnocmarpahemo cyMy KkBagpaTta Opoja Jbyau Yy cobama MU

M=a’+a’+a’+..+a,, .

MoxemMo mnpeTHocTaBUTH Ja je a,<a, U Jda ce ocoba
npemMecTiiia u3 code 1 y cody 2. OHza je HoBa BPEIHOCT:

M, =(a -1 +(a,+1) +a,+..+ ay,

M, >M,akoje (a,—1) +(a, +1)* > a’ +a,’, OXHOCHO aKo je

a’-2a,+1+a,’ +2a,+1>a’+a,’.

M3 oBe HejenHakocTu JoOHMjaMo Ja je @, <a,+1 , HITO NOBIAYu 1a je a, <a, IWTO CMO H
npernoctaBmid. OnaBie MOKEMO 3aKJbyUUTH Jla CE Yy CBAaKOM KOpaKy HOBa BpeaHOCT M
yBehasa. I[lomro Bpenqnoct M uma cBojy MakcUMainHy BpenHocT (M He moxe Outu Beha ox
100-1000°, jep je cBaku @, <1000 ), To je oBaj mpouec KoHauaH. Ilomro ce mpoiec
peMelITama 3aBpliaBa caMo aKo Cy CBH JbYAH Y jeHO] coOu, OBUM CMO Jl0Ka3anu ja he ce
1OCJIe U3BECHOT BPEMEHa TO U JCCHUTH.
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Ilpumep 7. Y ckynmtuHu CpOuje CBakM NOCIaHUK HMMa HajBUINE TPU HENpHUjaTeba.
[Tocnanuk He MOXe OMTH CBOj HENpHjaTesb M HENPHUjaTeJbCTBO M3Mel)y nBa moclaHuka je
y3ajamHo. J[oka3aT Ja ce CKyNIITHHA MOXE MOJCIUTH Ha JBE Tpyle MOCIaHHWKa, TaKo Ja
CBaKH MOCIaHUK MMa HajBUIIIE jeJHOT HEIpHjaTesba y TPYIU y KOjOj ce Hala3u.

Pewere: OBO je THII 3a/1aTKa y KOME C€ TPaXH Jla ce JTOKaXe /1a je HeKU pacropea Moryh.
OBakaB THIl 3aJaTKa OOMYHO MOXKEMO PEIIUTH TaKo MTO heMo KpeHyTH O MPOU3BOJHHOT
pacnopena, a yBeneHa Tpancpopmaruja he omoryhutu na ce Kopak 1mo KOpak CTHUTHE 10
KEJbEHOT L[UJbA.

Heka ce mocnanunu pacrnopeae Npou3BoJbHO y 1Be Irpyne. Heka je 4 cyma cBUX HelpujaTeba
CBAaKoOT OJ] MOCJIaHMUKa y rpynu 1. Ako mociianuk p u3 rpyne 1, uma 6ap 1Ba Henpujartesba y
CBOjoj TpynH, oHaa he on nmpehu y apyry rpyny y K0joj UMa HajBHILE jeTHOT HENMpHjaTesba
(TomITO CBAaKM MOCIaHUK MMa HajBUIle 3 HenpHjaTesba). OBuM he ce 6poj 4 cmamuTH 3a 6ap
4. Ha nmpumep, ako je p HempujaTesb ca MociIaHUIMa ¢ U 7, OHJIa j€ TIOCIIaHUK ¢ HeTllpHhjaTesb
ca TOCIIaHUKOM p, W TIOCIaHUK p HENpHjaTeb ca MOCIAHUKOM 7, IITO je yKymHO 4
HeIpHujaTesbcTBA. AKO HACTAaBUMO OBaj IOCTyHaK IpeMelTama MociaHnuka, 4 he ce
CMambUBaTH Y CBaKoM Kopaky. IlomTo je A nmpuponan 6poj, 0MIHOCHO 4 UMa MUHHUMYM, TO C€
OBaj Mpollec MpeMeUITamka MOCIaHuKa Mopa 3aBpmuTH. OBO 3HAYM Ja BUIIE HE MOCTOjU
MOCJIAaHUK KOjU UMa Oap JiBa HeTpHujaTesba y CBOjOj TPy YHMeE je TBpheme JoKazaHo.

IIpumep 8. Ilnemuhku cenat mnanere Hab6oo nma 12 unanoBa. Heku uinaHOBH OBOT ceHaTa
HE BOJIC jeJIHU ApYyTe, ajli CBAKW OJ1 YJAHOBA CEHAaTa HE BOJHM Mame OJ MOJIOBUHE YIAHOBA.
[TpunukoMm 3acenama CeHaTa CBH WIAHOBHU C€ CMELITAjy OKO OKpyrior croja. Kpasbuia
AMunana, Koja opraHu3syje 3acefiame, 3Ha J1a HeKH WIAHOBH HE BOJIE jeJIHU JIpyre u xohe na
HaIlpaBU pacrope] celermka Tako J1a Ba WwiaHa Koja ce He BOJIe HE ceJle jeJlaH Mope IPyror.
Ja nu he xpaspuiia AMujansa ycreTu y CBOM MOKyIajy?

Peweme: PacnopenuMmo 4laHOBE CEHaTa Ha MPOM3BOJbaH HauuH. Heka je k Opoj umaHoBa
ceHaTa KOju Cce He BOJIe ajii Ce/e jeJjaH Mmopea Apyror y oBoMm pacnopeny. Heka unan 4 He
BOJIM 4jlaHa B u Heka wiaH B cenu nopexn wiaHa 4 y cMmepy kasasbke Ha cary (Cauka 1).
[Toctoju 6ap mect unanosa B, P,..., P, xoje A Boiu. [Ipyrux 1ecT 4iaHOBa CEHaTa CEIH y

IPOU3BOJBHOM pacnopefy nopes yianosa B, P,,..., P,. bap jennor ox mux B Bonu (jep B He

BOJIM HajBUIIE 5 4JIaHOBA U jelaH OJ HHX je wiaH A4). 3Hauu, noctoju nap uianosa C u D
TakBUX 1a A Bonu uiaHa C, B Bonu unana D, a wianosu C u D cefne jegaH mopea Apyrora y
cMepy Kazasbke Ha caty (Cauka 2). Axo 3ameHuMo Mecta wianoBuma B u C, onna he unan 4
cefetu nopex wiana C (Kora BoJIM), a y CYIIPOTHOM CMepy Ka3aJbKe Ha cary, nopej wiaHa D
(Cnuxa 3). OBo 3Hauu Aa ce OpOj WIAHOBA KOjU CEle jellaH Mopea ApYror - k, a He BOJe ce,
CMamuo 32 jefaH. AKO IMOCTOjH IPYTH Nap WIAHOBA KOJH ceJie je[laH Mopea Apyror, a He BoJie
ce, Kpasbuna Amunana he monoButu moctymak. Ilomro je k mpupoman Opoj, Moxke ce
CMambUBaTH KOHAYHO MHOTO, IIITO 3Ha4yH Aa he ce mpolec nmpemerrama 3aBpIIUTH.
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Cnuxa 1 Cauxa 2 Cruxa 3

IIpumep 9. Tlpupoauu 6pojeBu ox 1 1o 2015 cy Hanucanu Ha Tabau. /[Ba mpousBospHa Opoja
cy u3abpaHa M 3aMeHmhEHa MO3UTHBHOM pa3iuKoOM JBa u3bpucana Opoja. OBaj mporec ce
MOHaBJba JIOK HE OCTaHe caMo jenaH 0poj. [la nu je mpeoctanu Opoj mapaH Wik Henapan?

Pewerme: Y uusy npsux 2015 npupoanux Opojesa, Henapuux je 1008 6pojeBa a mapuux 1007
O6pojeBa. MoryhHocTH NpuiIMKOM U3BpIIaBama 3ajaare TpaHchopmanuje cy ciaeaehe:

1) Ako cy ca Ttabne nzbpucana jaBa napHa O6poja, pasiuka je mapas O0poj, ma je yKynaH
Opoj HemapHUX OpojeBa 0CTa0 HEMPOMEH:EH.
2) Ako cy ca tabie nu3bpucana aBa HenmapHa 0poja, pa3iHka je mapas 0poj, IITO MOBJIAYN
na ce Opoj HemapHUX OpojeBa yMamHO 3a JIBa.
3) Ako cy ca Tabne n3dpucaHu jelaH MapaH U jeaH HemapaH Opoj, pa3iuka je HemapaH
0poj, na je ykynad Opoj HemapHHX OpojeBa 0CTa0 HEIPOMEHEH.
[Tomto ykyman Opoj HemapHMX OpojeBa, NpH U3BpIIABalmY TpaHCchoOpMalHje, OCTaje
HEMPOMEHCH WIIM Ce yMamyje 3a JIBa, a MOIITO je Mmoia3Hu 0poj HenapHux Opojea 1008, To
he cBu HemapHu OpojeBu OMTH U30pHCaHM ITOCIIE U3BECHOT Opoja Kopaka. [Ipeoctanu Opoj Ha
TalIH je mapas.

7.1 TIPUMEPU 3AJJATAKA 3A JIONATHY HACTABY U TAKMUYAPCKU
3AJIALIU (MHBAPUJAHTE)

3anatak 1. (IMO 1986) Ceaxom memeny npasunnoe nemoyaia je 0ooemen jedan yeo Opoj,
mako oa je cyma opojesa Ha memenuma nosumusHa. Axo cy opojesu x, y, u z 000ebeHu mpuma
Y3acmonHum memenuma nemoyena, u ako je y < 0, onoa ce 6pojesu X, y, u z 3ameryjy
opojesuma x +y, -y, u z +y, y ogom nopemky. Osa mpancghopmayuja ce noHaéwa 00K je bap
jeoawn 00 bpojesa Hecamuean. Jla 1u ce 08a npoyedypa 3a8puiasa y KOHAYHO MHO20 Kopaka?

Pememe: [IpumeTumo n1a, MpHIMKOM M3BpIIaBamba OBE TpaHcopmalmje, cyma OpojeBa Ha
TEeMEHMMa OCTaje HeNpOoMemeHa, aju oBa MH(opmanuja Ham Hehe momohm na pemmmo
3anarak. JJornuHo je 1a mocMaTpaMo cyMy arncojdyTHHX BPEAHOCTH, jep he ce oHa MemaTH U3
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Kopaka y kopak. Ha mpumep, ako cy Tpu y3actomHa Opoja (x,y,z)=(2,-4,5), mocne
TpaHchopmalje, BpeAHOCTH TeMeHa ¢y BpeaHoctu (—2,4,1). 3nauu, cyma |2|+|—4|+|5| =11
nocraje |-2|+[4|+|l| = 7. Hpumernmo na ce |y| Huje mpomenno, 10K Cy ce BpeaHOCTH |x| 1
|z| npomenuiie. [Ipu cBakoM Kopaky, CymMa ancoiyTHUX BPEIHOCTH OpojeBa HAa TEMEHHMaA Ce
yMamyje 3a: |x| + |Z| - |x + y| - |z + y| . IIpo6iieM je y TOMe IITO OBaj U3pa3 HUje YBEK MMO3UTHBAH,

a HaIll IMJb je J1a, ako je Moryhe, mponahemo QpyHKIMjy Unja je MOHOTOHOCT MHBAPHjaHTHA U
Koja he ce mpu CBaKOM KOpaky CMamUBaTH. YMECTO Jia IOCMarpaMo CyMy arcoOJyTHHX
BpeIHOCTH OpojeBa HAa TEMEHHMa, TocMaTpajMo cieaehy cymy:

S(u,w,x,y,z):|u|+|w|+|x|+|y|+|z|+|u+w|+|w+x|+|x+y|+|y+z|+|u+z|
+lu+wa x|+ wrx+ y[+|x+y 2|+ 2wz Hu+ ]
+Hu+wrx+y|+H|wrx+y+z|+x+yzru|+HyFzrut ]+ |z ru+wr x|

Hakon u3BpmaBama Tpancdopmanyje, cyma S nocraje (LpBEeHUM Cy O3HAYEHH cabupIu Koju
he ce mpomeHuTn):

S, (u, w,x,y,z) =[u|+ W] +|x + y[+|y|+ |y + 2|+ + W] +|w+ x + Y| +[x]+|2| +]z +u + 3|
+lu+wx+ y|+|wr x| +x+ y 2|z ul+z+ y+u+w]
+Hu+wrx|+|wHx+y+z|+|x+z+yful+|zru+ W+ |z ru+ wrx+ 2y

[MTomrto je S-S, =|Z+u+w+x|—|z+u+w+x+2y| U

S, =S—|z+u+w+x|+|z+u+w+x+2y|

OHJIa yOuaBaMo 1a ce CymMa S yMamwmia 3a |z +u+w+x|—|z +u+w+x+2y|.

Heka je M =u+w+x+ y+z, 1a je oBaj u3pa3 jeaHax |M—y|—|M+y|. [Tomto je M >0,a

y<0, onna je |M—y|>|M+y| 17RI0 |M—y|—|M +y|>0. [TomTo ce cyma S ymamyje 3a

BpPEIHOCT KOja je MO3UTUBAH 11e0 Opoj, MpoLec ce MOpa 3aBPIIUTH.

3anatak 2. (IMO 2005) Heka je n mapxepa nopeharno jeoaun nopeo opyeoe. Ceaxu mapxep je
beo Ha jeonoj cpanu, a ypu Ha opyeoj. Ceu mapkepu cy UHUYUJAO NOCMABHEHU Ca OeloM
CmMpaHom Hasuue. Y c6aKom Kopaky oupamo mapkep Koju je okpenym beiom 60jom Hasuuie
(anu He Kpajre mapkepe), OMKIAHAMO 2d, d CYCEOHA 084 MAPKepd OKPEHEeMO CYRPOMHOM
bojom nasuwe. [Joxazamu 0a ako moxcemo 0ohu 0o mpeHymka y Kome cy npeocmand camo
08a mapxepa onoa n-1 Huje demus ca 3.

Pememe: [IpumeTrMo J1a ce MapHOCT LPHUX MapKepa HE MEHba TOKOM OBE IPOLEaype, jep ce
IpU CBaKOM Kopaky Opoj LpHUX Mapkepa yBehaBa 3a jaBa, cMamyje 3a JBa WU OCTaje
HEMpoMemeH. AKO cy JIBa MapKepa IIpeocTaia mocie Hu3a Kopaka, OHJla OHU UMajy UCTYy 00jy.
CsakoM GesloM Mapkepy KOju ca JIeBe CTpaHe uMa ¢ [[PHUX Mapkepa nojeaumMo 6poj (—1)' u
nmocMaTpajMo cymy oBUX OpojeBa. OBa cyma je jenHaka Opojy n TpU TOYETHO]
koH(purypauuju. Ca npyre crpaHe, Heka je S ocTrarak NpH Jaejbemy OpojeM 3 cyme CBHX
OpojeBa monesbeHUX OenmuM Mapkepuma. OBa BpEIHOCT je HWHBApUjaHTHA MPUITUKOM
U3BpILaBamba rope MoMeHyTe MpoLeaype.
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AKo je 6enmu MapKep KOju UMa f IPHUX MapKepa Ha JIeBOj CTpaHU YKIOHeH, OH/1a ce S yBehaBa
3a —(=1) +(=1)""+(=1)"". Pasmorpumo moryhe cny4ajese. Heka B mpexacraBiba Geln
Mapkep, a C LpHU MapKep.
1) Hexka je uzabpanu 6enu mapkep usmelyy aBa npHa mapkepa:
...C, B (08aj mapxep ce yknarwa, mj. —(=1)" ), C = ... B(+(=1)" ), B (+(=1)'".)
3naun, cyma OpojeBa JonesbeHa Oenum  Mapkepuma ce yBehama 3a
—(=D)'+(=D)""+(=D"", mro je jemmako (=1)""+(=1)"+(=1)"", wm 3(-1)", a
3(-1)"=0 (mod3).
2) Hexka je uzabpanu 6enu mapkep usmely asa 6ena Mmapkepa:
...B (06aj mapxep nocmaje ypnu, mj. —(—1)"), B (0osaj mapxep ce yxnara, mj. —(—1)"), B
(06aj maprep nocmaje ypuu, mj. —(—=1)") —...C, C.
3naun, cyma OpojeBa nojesbeHa 6enuM MapkepuMma ce yBehana 3a:
=D+ DT HEDT Gepde (=D = (=D = (=D = (DT H (DT DT
Takohe, —(~1)' —(=1)' = (=1)' =3(=1)"' =0 (mod3).
3) Heka je wu3abpanu Oenu Mapkep wusMmehy upHor wu Oemor Mapkepa:
...C (osaj mapxep nocmaje 6enu, mj. +(=1)" ) B (0saj mapxep ce yxnamwa mj. —(-1)'), B
(0saj maprep nocmaje ypuu, mj. —(=1)") ...B (+(=1)'"), C.
3naun, cyma OpojeBa nojaesbeHa OeTuM MapkepuMma ce yBehaina 3a
—(=1)' = (=)' +(=1)"", w0 je jemnako (1) +(=1)'"" +(=1)" =3(=1)"" =0 (mod 3).
4) Heka je wu3abpanum Oenmu Mapkep wu3Mmehy Oejgor u  mpHOT  Mapkepa:
...B (06aj mapxep nocmaje ypnu, mj. —(=1)"), B (oeaj mapxep ce yxnawa, mj. —(=1)"), C
(0saj maprep nocmaje 6enu, mj. +(—1)"").
Y oBoMm ciyuajy, cyma OpojeBa noaebeHa OenuMm MapkepuMa ce yBehaBa 3a
—(=1)' = (=1 +(=1)"", mwro je jeqnako —(~1)' —(=1)' = (=1)' =-3(-1)' =0 (mod 3)

W3 mpeTxoaHOr BUAMMO Jla c€ MHUIMjalHa BPEIHOCT cyMe S, IpU CBaKOM Kopaky, yBehasa
3a BpEAHOCT Koja je nespuBa Opojem 3. AKo Ha Kpajy OCTaHy JiBa LipHa MapKepa, oHjaa je S =
0, a ako Ha Kpajy ocTaHy aBa Oena mapkepa, oHaa je S = 2. Y o0a ciydaja je 10Ka3aHO Ja
n-1 HUje nesbuB ca 3.

3anarak 3. Jama je ypehena mpojxa 6pojesa. Ilpu ceaxom kopaxy, 0ea bpoja 00 mpu dpoja,
a-b

atb ~a-b
V202
1

dooumu ypeheny mpojry (1, \/§,1+\/§), ako je nouemua ypehena mpojka (2,\/5, \/5) ?

peyumo a u b sameryjemo ca Ha nu je moeyhe, kopucmehu o8y onepayujy,

2 2
Pememe: ITomro je a” +b* = (a +bj +(a _bj , OHJa je cyma KBajipara 6pojeBa ypehene

2 )7

TpOjKe MHBapHjaHTa MPU OBaKBOj TpaHchopmamuju. Takohe, uMamo 1a je cyma KBajapara
sapmre ypehene tpojke: 12 +(v/2)> + (1++/2)> =6+ 22 , a mouerne tpojke
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2
2%+ (\/5)2 +(Lj = 6%. Omnpa je 3akibyyak J1a HUje Moryhe TpancopmMucaTu No4eTHy

V2
Tpojky y (1,v/2,1++/2).

3anarak 4. (Kmacudukanuonu tect uaaujckor tuma - IMO 2005) Hexka je nonueon xoju uma
n cmpanuya, 2oe je n>4, ynucaun y kpye. Ilodenumo nonucon na n—?2 mpoyaioga nosirauehu

oujacomnane xoje ce ne cexy. /lokazamu 0a cyma noiynpedHuKa ynucanux Kpy2oea y c8axu 00
n—2 mpoyenosa He 3a8ucu 00 HAYUHA HA KOje je NOIUeoH nooesnber Ha mpoyeiose.

Pememe: He rybehu Ha onmmroctn, nokazahemo TBpheme 3a TETUBHU YE€TBOPOYTao, jep ce
IUCEKLIMje MOTY TpaHc(hopMucaTH jeaHa y apyry kopucrehu Tpancdopmaiyje yeTBopoyria
npeAcTaB/beHE Ha CIMIM Hcrof. Takohe, IpOM3BOJBHY IUCEKIIH]Y MOJIUIOHA MOKEMO YBEK
TpaHc(hopMHCaTH Y JUCEKLHU]Y Y KOjOj CBE AMjaroHaje 1moja3e U3 UCTOI TeMeHa, moMepajyhu
Kpajibe TauKe ujaroHalia y jeJHO 3ajeJHUYKO TEME.

WuBapujanta je y 3amaTKy jgara, nma hemo JIoka3aTH Ja je OHa CTBapHO WHBapHjaHTaA.
) ) r )
Kopuctuhemo TpuUTOHOMETpPHjCKM WHIETUTET A je: 1+E=cosX+cosY+cosZ, rae je r
MOJIYNPEUYHUK YIIUCAHOT KPyra TpOoyrJa, R MOJyNpeuyHUK ONMCAHOTr Kpyra OKo Tpoyria, a X,
. r
Y, u Z cy yHyTpaummu yrioBu y Ttpoyriy. [lokazahemo ma je cyma 1+Eé , THe cy r,

MOJIYIIPEYHHUIIM YHUCAaHUX KpPyroBa y TpOYIJIOBE J0OMjeHEe NIMCEKIIMjOM, WHBAapHjaHTHA.
Kopucrehu nujarpam ucnox M 4HEHCHHUIYYy Ja je 30Up KOCHMHYca CYIJIEMEHTHUX YIJIOBa

jennaxa 0, jep je cos(180° —x) =—cosx umamo:

A

cosa+cosb+cosc+cosd +cose+cos f =cosa+cosb+cose+cos f (jep je cosc+cosd =0).

Takohe KOpUCTHMO YHEEHUIY Aa Cy Mep(epHU YIIIOBH HaJ MCTHUM TeTHBaMa jelHAKH, Na

MMaMo J1a je TOCIe b1 U3pa3:
=COSX+CO0S ) +C0SZ+Cos W
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=cosx+cosz+cos(b+ f)+cosy+cosw+cos(a+e) (jepje cos(b+ f)+cos(a+e)=0).
AKO Cy 7, M 7, IONYIPEYHUIM YIIHUCAHUX KpyroBa tpoyrinosa ABC u BCD, a r' wu r,

MOJIYIIPEUYHHIIN yIIucaHux Kpyrosa tporiosa ADC u ABC, onpa je:
1 1
h ) h h 1, .
1+E+I+E = 1+E+1+E:> K41, =1 41, IITO je U TpeOao Aa JOKaKeEMO.

3anatak 5. [la nu ce noo oumensuja 11x4 mooice y nomnynocmu u 6e3 npekianarba npekpumu
nrouuyama L obauxa kao na cauyu?

Pememe: [Tonenumo nog Ha 11x4 jeAMHUYHMX KBaJpaTa UM HEKa je IEHTap CBaKOT KBaJpaTa
Tauka (x,)), X,y € Z y koopauHatHoj paBHH. Oc¢apbajmo mox ca yerupu 60je Kopuctehu
Knajaory 4-rpyny K = {a,b,c,d /a* =b*=c* =e,ab=c,ac =b,bc = a} Ha ciaegehy Ha4duH.

AKo cy x ¥ y HenapHH, oapbajmo To mosse 00joM e. AKo je x mapaH, a y Herapas, oapbajmo
noJse 00joM c. AKO je x HemapaH a y mapas, nojbe ce ¢apda 60joM b, 1 aKko je x mapas u y
napas, 60joM @, Kao Ha CIUIU UCIIOI.

[TpousBoj cBUX eleMeHara y jeAMHHMYHHUM KBajpartuma je e. Kaga ce mimoumua nocraBu Ha
10J1, IPOU3BOJI €JIeMeHaTa YeTUPU KBaJpaTa Koje MOKPUBajy je a unu b. AKo ce moja Moxe

MpPEeKpUTH AaTUM IUIoYHMIlaMa, oHna a”b" =e 3a m+n=11. V3 oBora cienu ma jemaH of
OpojeBa m WK n MOpa OUTH TapaH a apyru HenapaH. Ca JApyre cTpaHe, IIOIITO je a° =bh” =e,

TO MMOBJA4M Ja 00a Opoja m u n Mopajy OUTH apHU OpPOjEeBH LITO je HeMoryhe, 1a MOKpUBambe
mojia JaTUM IIoYrIiama Huje moryhe.

3anatak 6. [la au je moeyhe npexpumu keadpamuu noo oumernsuja 10x10 npasoyeaonum
nioyuyama oumensuja 4x17?

Pememe: Ilocmarpajmo rpyny: me N, Z, = {O,l,...,m—l}. 3a a,be Z, yBeaumo onepanujy
+,: 2, xZ —Z ,Tako ja je a+,b=a+b (mod m). 3a m=4, umamo cnenehy tabauiry

cabupama 1o Moayiy 4 rpyne Z,:
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[Mopenumo nox Ha 100 jequauHKUX KBagpaTa. CBaKOM OJ] KBaipaTa JI0ACIUMO je/IaH JIEMEHT
Z, Tpyne Ha cineaehu HauMH: aKko je KBaJgparT y i BpCTU U j KOJOHHU, BEMY C€ A0Aesbyje Opoj

i+jeZ, Kana ce mpaBoyraoHa miouuna JuMeH3uja 1x4 mocrtaBu Ha OMIIO KOja YETHPHU
1o0Jba, yBeK he NMOKpUMBAaTH IOJbA Ca YETHPH pa3MyuTa ejaeMeHTa rpyme Z,. Jla Gucmo

MpeKprIn 11e0 oA, Tpedbahe Ham 25 oBakBux rmuouniia. OBo 3Hauu aa he yeTupu paznuyura
€JIEMEHTa rpyne Z, 0UTH 10/AeJbeHa cBakoj o1 25 miounna. Ca gpyre cTpaHe, IpUMETUMO Ja

ce, IPUIMKOM JOJE/bUBamka €lleMeHaTa rpyne Z, CBakoM jJeJJMHUYHOM KBaJpaTy, CBAKU O]

eleMeHaTa He JoJeJbyje jeaHak Opoj myTa y cBakoj Bpctu. Ha mpumep, enement 1 he 6utu
ynucaH y 24 pasiuyuTta 1moJba, a 6poj 3, y 26 paznuuutux nosba. OnaBae 3akpbydyjeMo jaa
HUje Moryhe momiouaru nmoj AaTuM NpaBOyraoHUM IIJIOYUIIAMa.

3anatak 7. Ilpasoyeaonu noo oumemnsuja kx| mpeba nonnouamu ropucmehu 2x2
keaopamue niouuye u 1x4 npasoyzaone niovuye. Ilokazamu da axo je mozyhe nonnovamu
08aj no0 ca m K8AOPAMHUX NAOYUYA U N NPABOY2AOHUX NA0YUYA, 0d OHOA Huje mocyhe
nonaoyamu oamu noo ca m+1 keadpamuux niouuya u n-1 NPagoyeaoHux niovuyda.

Pememe: Ilogenumo mox Ha jeauHMuYHE KBajapaTe. CBakoM mosby hemo JONEIUTH jelaH
eJIeMeHT rpyne Z, Ha cienehu Hauun. [losse (i, j) je o3HaueHo ca 1, ako cy i uj 00a napHu
OpojeBu win ca 0 y octanum ciaydajeBuma. Ha mpumep, ako je nmog numensuja 10x4, onnga
he enemenTu rpyne Z, OMTH 10J€JbeHU NOJbMMa Kao Ha ciunu ucnoi. Kazna ce Ha mon
MOCTaBU IUIOYUIA JUMEH3Mja 2x2 Ha OWJI0 KOjU HAYMH, OHA YBEK IMOKPHBA jETHO TOJbE
o3HaueHo ca 1. Kana ce npaBoyraona muounna 1x4 nmoctaBu Ha moJ, OHA IOKpHBA I10Jba
o3HaueHa ca 0 uiaum 1Ba moJba O3Ha4eHa ca 1, y mapHUM BpcTaMa M apHuUM KosioHama. Cyma
y Z, cBux OpojeBa y ImoJbMMa IIPEKPHUBEHA Ca m KBaJAPaTHUX U 1 MPaBOYTraOHUX ILUIOYHMIIA j€
m+2n , JOK je cyma OpojeBa y MOJbMMa MNpPEKpUBeHHUM ca m+1 KBagpaTHuUX U n-1
paBOyraoHUX Iounna jenHaka m+1+2(n—1)=m+2n—1. OBUM cMO mHOKazaiu 1a je

TBpheme 3aaTKa TayHO.

AW NN =
S| o O Of ==
—| O =] O N
OO O O W
—_— O =] O
O O O O n
— O =] O N
OO Ol ol
— O =] O]
OO O Of o
—_— D = O =
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3anarak 8. (Putnam’® 2008) [lounumo ca nozumusnum HU30M NPUPOOHUX Opojesa
a,,a,,0s,...,a,. Ako je mozyhe, usabepumo oéa undexca j <k, maxo da a; ne denu a, u

3amenumo a;na,ca nzd(a;,a,) u nzs(a;,a,) y o6om nopemxy. [lokasxcumo oda ce, axo ce

08aj npoyec noHAa6/bA, OH MOPA 3A8PUIUMU Y JeOHOM MPEHYMK).

Pememe: IIpBo nmpumeTHMo 1a je NMPOU3BOJ 4, -d, - d;...-a, UHBapujaHTaH. OBO cieau u3
4UBBCHULC A je a; -a, =nzd(a;,a;) nzs(a,,a,). CBaku eIEMEHT y HU3Y j€ OTPAHHYCH 010370
OBUM IIPOU3BOAOM. HOCJ’IG,Z[H:I/I CJIICMCHT y HU3Y an CC HUKAJ Hehe YMambUTHU, HAIIPOTHUB MOKC
ce camo yBeharu, jep ce 3aMmemyje ca nzs(a,,a,). Ilocne usBecHor 6poja kopaka, a, he

noctuhu CcBOjy MakCHMalHy BpEIHOCT, mociie 4era ce Buine Hehe memartu. Mcro he ce
IOHOBUTU M Ca IPETHOCIEIHBHM YJaHOM HHM3a ¢, , KA0 M ca OCTaJMM YJaHOBMMA HM3a Y

omagajyhemM mopeTKy A0 TpeHyKa Kaja je 1eo Hu3 (GUKCHUPaH U BHIIE CE HE MOXKE MEHaTH.
OBuM cMo gokasanu aa he ce mporec 3aBpIIuTH.

3anarak 9. Xunamuja u I'ayc uepajy cnedehy uepy ma waxoéckoj mabau. Xunamuja nouurse
uepy mako uimo nocmaema Korwa (ckaxkaua) Ha jedHo nomwe wiaxoecke maone. I'ayc nomepa
Kora npeu, kopucmehu cmandapoune nokpeme oge ¢ueype. Xunamuja u I ayc HauzsmMeHuyHo
nomepajy Koma (ckakaya) gooehu pauyna 0a Kor 3a8puiu HA NObY HA KOMe Huje Ouo Hu 'y
jeonom 00 npemxoonux xopaka uepe. Mepau xoju nema 2de 0a nomepu xora 2you uepy. a
U nocmoju cmpamezuja xoja he omoeyhumu jeonom 00 osa 08a uepaua cucypHy nooeoy?

Pememe: Kom (ckakau) MoXke J1a ce ToMepa Ha jeJJHO OJ 8 10Jba, Kao IITO je MPeCTABILEHO
Ha CJIMIU UCHOJ.

o |o
OF ®
Lo
F |
o | o
o |o

AKO je MHUIIMjaJTHO KOK CIYIITEH Ha 0eJo MmoJbe, mociie IpBOr Kpyra urpe ouhe Ha 1pHOM
MoJbYy M OOPHYTO, aKO j& KOK CITyIITEH Ha I[PHO MOJkE, MOCJE jeJHOT MmokpeTa he ce HamazuTu
Ha Oenom noJswy. IIperrnocTaBuMO 112 je KO ciymTeH Ha 6eno nosse. Onna he ['ayc nomeputu
KOHa Ha I[PHO N0Jke, a XunaTuja Ha 0elo MoJbe ¥ TaKo Jajbe. 3Ha4yu, XHUIaThja yBeK momepa
KOma Ha 0eso noJske, a ['ayc Ha nipHO. OBa UnkbeHMIIA je HHBapHjaHTa. [1omTo Ha M1ax0BCKOj
Tabnu nmoctoju 32 6ena nmoska U 32 1pHA 1M0JbA U AKO j€ CBAKO MM0Jbe Ha Ta0JIM UCKOpUIINEHO
TOKOM WI'pe€, OHJIA je TIOCIEehEe M0JbE Ha KOje C€ KO CIIYIITA I[PHO, IITO MOBJIAYH Jia APYTH
urpau nodehyje. Pazmucnumo mra 6u 6mna mnodenHuyKa crparermja’?

[TopenuMo maxoBcKy Tabiy Ha 8 OJ0KOBa AMMEH3Uja 2x 4, Kao Ha CIIMIIU.
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[IpBu urpauy he mocTaBUTH KOMWa y jellaH o] OBUX OiokoBa. /[pyru urpad, uMa camo jeaHy
MOTyhHOCT J]a MOMEpH KOHa, a J1a OCTaHe y UCTOM OJIOKY. AKO TO M ypaju, NpBH urpay he
MOpaTH Ja MOMEpH Koma BaH OoBOr Osioka. OBo 3Hauu ja he apyru urpauy yBexk mohu na
oMepH Koma Tako mTo he octatu ynyTap 0j0Ka, a mpBH urpad he mociie U3BECHOT BpeMEHa
ocraru 0e3 moryher noreza. OBa ctpateruja he omoryhuru ['aycy ga curypso nobdenu.

HHTepecaHTHO je MOMEHYTH Jia Cy mpoOJIeMH Be3aHU 3a ‘ckakauese mype’ BPJIO MOIMYyJIapHU
y mateMatui. OpuUruHagIHu npodieM OU riIacho OBaKo:

Konuxe mpeba oa 6y0y oumensuje m u n waxogcke mabie maxo oa je mozyhe, 0a nocie Hu3a
00360/bEHUX NOKpema, ckaxkay odbuhe ceaxo nome mabie mawHo jeOannym, u 8pamu ce Ha
np8ooumHo nosve?

Osaj npobaem cy pewasanu MHO2U MAmMeMamuiapu Kpo3 ucmopujy kao wmo cy: de Moivre,
Euler, Vandermonde u mako oamwe.

Pasznuxyjemo 3ameopene mype, y Kojuma ce KOR Modce pamumu Ha npeooOUMHO nosme, u
omeopene mype y Kojuma ce Korb He Modce 8pamumu Ha np8ooumuy nosuyujy. ¥ ceom paoy
“Which Rectangular Chessboards Have a Knight’s Tour?”, Allen J. Schwenk je ooxazao oa

je 3a waxoscky mabny oumeH3uja mxn, m<n, 3ameopeHa mypa mozyha, ocum axo je

ucnyreHn bapem jeoan 00 cieoeha mpu ycioga: i) m u n cy oba nenapuu; ii) m = 1, 2 unu 4;
iii)m=3un=4, 6uws.

Schwenk je npobnem craxauesux mypa obpaouo xopucmehu epagose ca mxn memena, y
Kojuma je ceaxo meme epagha npedcmasva jeOHo nosbe uaxoscke mabie, a memena Ha epagy
cy nosezauma axo je moeyhe nomepumu cxaxaua ca jeOnoz Ha Opyeo ooeosapajyhe noswe
waxoscke mabne. Schwenk je doxazao da je ckaxauesa mypa mozyha axo u camo ako nocmoju
YUKILYC KpemibU no epady Koju caopaicu céa memena oamoe epaga.[28]

3amparak 10. (MEMO!" mpunpeme 2015) V usopose npasoyeaone xoopounamue mpedice
{(i,j)/i,jeZ}, 3a xoje je j<0 moocemo nocmagumu KOHauaH OpOj dHcemoHA HA

NPOU380/LAH HAYUH. YV CBAKOM KOPAKY MOJMCEMO NOMEPUMU JHCeMOH XOPUZOHMAHO UNU
BEPMUKATIHO NPEKO JeOHO2 3Ay3emo2 480pd HA MPediCU, Ha Y80p Koju Huje 3ayzem. [Ipu mome
ce JHCemoH Koju ce npeckave ykiara. Jla iu ce Ha 08aj HauuH ca 6ap jeOHUuM JHcemoHoOM MOodice
cmuhu Ha jeoan 00 ugoposa 3a koju je j>57?
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Pememse: [Tornenajmo na mu moxkemo cruhu 1o usopa (0, 5). loneaumo cBaKOM YBOPY Mpexe
3a Koju je j>5 jeman Opoj Ha cienehu HauuH. UBOpy (X, )) 3a KOjU je y = |x| +5—k, tnejek
11eo 6poj, mpuapyxumo 6poj ¢*. Ha opaj nauun, usopy (0, 5) je mpuapyxen 6poj 1 mm ¢°.
Ypopy AMPEKTHO UCIOJ je A0Je/beH Opoj ¢, YBOpy HCIox ¢ U Tako Aabe. Ca S 03HAUUMO
cyMmy OpojeBa Ha KOjUMa Cy XKEeTOHH. bpoj ¢ GupaMo Tako J1a MPUIMKOM CBAKOI' CKOKa KOJHUM

ce npubmmkaBamo uBopy (0, 5), S He Mema BpeTHOCT.

5

: )
BPEHOCT mosba je ("

. n-1
BPEIHOCT M0Jba j€ ¢

BPEIHOCT Tojka je ("

[Tomto ce mpu mokpery ka nmo3unuju (0, 5), KETOH ca moJjba ¢" moMepa Ha MoJbe KOoje uMa
BPEIHOCT ¢"°, a )ETOH ca NmoJba ¢"' yKkjama, OBO 3HauM 1a ce S ymamyje 3a ¢" u ¢ , a

yBehasa 3a ¢">. Jla 6u cyma S ocrana HenpoMmemeHa, ¢" =¢"" +¢". Onase cienu na je q

TIO3UTUBHO PelIEk-e jeHaunne ¢"° =¢q""' +¢", wm g = " AKO ce KeToH ca nosba ¢"

moMepa y JIECHO, OHJIa CE KETOH KOjH j€ HEMOCPEIHO ca JeCHE CPaHe, a uMa BpeaHocT ¢
yKJIamba, a MHULUjaJIHH KeTOH 10J1a3d Ha nosuiujy ¢"". Ilpu oBoM MOKpeTy ce S ymamyje

3a ¢"u ¢"", aysehasasza ¢"".

o (4]

2 2 2

KeToHa KojuM ce ynasbaBamo ox (0, 5), 6poj S cmamyje. Jlakie, S ce Hukana He nosehana.
Axo ce moxe ctuhu 1o uBopa (0, 5), onnga S mopa outu 6ap 1, jep je Bpennoct uBopa (0, 5)
jennaka 1. Ykonmko mokaxkemo aa je S Mamu on 1, mokazahemo na ce He Moxe ctuhu 1o
gBopa (0, 5). U3pauynahemo OeckoHayaH 30Mp CBUX BPEIHOCTH YBOpPOBaA 3a Koje je j<O0.

n+2
HOHITO je ( J ) yoanaMo ga c¢€ HpI/I CBAKOM HOerTy

[Tomto je Opoj >keToHa KOHa4aH, S je Ha TOYETKYy Mamu oJa Tor 30upa, Tj.
S<8,+2(S,+8,+8,+...), rae je S; 30up BpeaHOCTH Ha 4yBOpoBuMa (i,j), rae je j<0.

5 5 6

6 7
¢ 5,4 tqgte ¢ 5 4 :
l-¢q l-g l-g (I-9)

3uauu: S <
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5 6

+
qq)

(xopuctunu cMo GopMyIry 3a 30Mp reOMETPUjCKOT HU3A = 1—q)
-9

¢+4° _q'(qg+q’) _,

-9 ¢

Kaxko je S <1, ne moxe ce ctuhu g0 uBopa (0, 5), ma ce He Moxke cTuhu HU 710 jeJHOT YBOpa
(i,j) 3akojuje j=>5.

IomTo je 1=¢g+¢g°, uMaMo 1a je

3anarak 11. Jla au ce oamu ueop moowce oogezamu unu He?

Cnenu Beoma ympomrheHO yro3HaBame ca TEOPHUjOM YBOPOBA, Ja OM OBakaB THI 3aJaTKa
MOTJIU J]a pa3yMejy U YUSHHUIN CPEIbUX MIKOJIA.

AKO y3MeMo Mapye KaHala KOju YBEKEMO a OHJla KpajeBe KaHala CIojuMo Ao0uhemMo OHO
IITO Yy MaTeMaTUIU 30BeMO 4Bop. DPopMmanHa AeUHULIM]jA CISITH.

. 1
Hedunuyuja 1: Ysop npeocmaswa eramxo ymanarwe Kpyea SV  eyKIUOCKU
mpooumensuonanu npocmop S°. Axko ce ueop Modice 0odéezamu, OHOA ce 00 Fbe2d MONCe

0oOumu Kpye uiu npcmer y mpoouMeH3UOHAIHOM NPpOCcmopy. AKo je 080 U3800.6U80, OHOA je
Y RUMarey mpusujaiHu 4eop (Heusop).

JBa uBopa K, u K, cy ekBUBaJleHTHa (aMOMjEHTAIHO N30TOMHA) aKO IIOCTOJU HEMPEKUAHA
nedopmanuja npoctopa S° koja tpanchopmume K, y K,. OBo 3Haum ja, ako
IPEeMOTaBaKkEM HIIM OJIMOTABAKEM, OJ1 JEJTHOT YBOPAa MOKEMO HAIPABUTH JPYTH, alu 0e3

cederma M MIOHOBHOT Cllajama KpajeBa U 0e3 cakMMama HEKOT JeJia YBOpa Y TauKy, OHJIA Cy
OBH YBOPOBU €KBUBAJICHTHH.

Megunuuyuja 2: Cenxa usopa je npojexyuja ueopa K < S° na 0sooumensuonanny paea,
mako 0a He NOCmMoje mpu mauxe 48opa Koje 00208apajy jeOnoj mauku y pasHu (perayuja
HUBHAO-UCN00 Huje deghunucana).

Jla OucMo yTBpAWJIM JAa JH Cy JBa 4YBOpa CKBUBAJCHTHA, MOXEMO IIOCMATpaTu
TpaHchopmanyje HBUXOBUX AMjarpama y paBHHU, Kopuctehu Pajoemajcmepoge morese
WIycTpoBaHe Ha ciaunu ucnoi. IIpojekuuja uyBopa je ceHKa 4YBOpa ca JOJaTHUM
nHpopMaIjamMa 0 OJHOCUMA ,,M3HAI-UCIION .
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ITI *\\/u/_ — P

Teopema PajoemajcTtepa ce 3acHMBa Ha TBPABU Ja Cy JBa 4YBOpAa EKBUBAJICHTHA
(amOujeHTaHO H30MOp(HA) aKO Ce IUXOBH AMjarpaMu MOT'Y TpaHC(OPMHUCATH je/IaH Y IPyTU
y KOHayHO MHOTO noTe3a kopuctehu Tpu PajaemajcrepoBa nokpera.

Pajnemajctep je Takohe mpBM yBeo jelHy OJ MHBApUjaHTH JUjarpaMa 4YBOpPOBA, a TO je
,TpoobojerocT. OBO 3HaYM Jla ce aujarpam 4yBopa Moxe opapbdbaru kopuctehu Tpu 60je 1mo
cinenehem mpaBmity. Ha cBakoM mpeceky Ha Jujarpamy ce KOpHCTe CBe Tpu 00je MM caMO
jenna 6o0ja. la 6u ce uzberio TpusHjagHo papdbame jeaHoM 60joM, cBe Tpu 60je Mopajy OuTu
kopuirthene 6ap jenanmnyT npu ¢apbamy aujarpama (kao Ha ciuuu ucnona). OBa UHBapHUjaHTa
je mpuMemrBa 1 Ha caMe YBOPOBE a HE caMO Ha BbUXOoBe aAujarpame.[3][12][35]

Ha cnumu ucnon je nmpukaszano na he ce nmpunukom npumeHe PajremajcrepoBux moresa
, TPOOOOJEHOCT *“ OUyBaTH.

"3

\ - b
> \
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Pememe: M3 mperxoaHor cieaud Ja JaTH TPOJMCHU 4YBOP M3 3aJaTKa MMa OCOOMHY
,TPOOOOjEeHOCTU™, a TOoWmTO je oOBa OCOOMHAa WHBAapHjaHTHA NPUIMKOM HpUMEHE
PajnemajcTepoBux mortes3a, OHJa 3akJjbyudyjeMo na he W cBaku AWjarpaM Koju J100UjeMo
NPWIMKOM ,,0/IBe3MBama’ yBopa Takohe outu ,,rpoodojenoctu. Takohe, ako ce oBaj yBOp
MOXe€ ,,0/IB€3aTH", OHJIa je HEroB HajjelHOCTaBHUjU nujarpam - kpyr. Ca apyre cTpane,
TPUBHjAJIHUA YBOP HE MOXKE OUTH ,,Tpo000jeH™, jep KpyT Hema mpeceka. V3 oBora cienu aa ce
JaTH YBOP HE MOXKE OJ[BE3ATH.
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8. 3AKJbYUAK

HacrtaBHuim cy jeJHM 0/ Haj3HAYajHUJUX YMHUIIAIA KOjH oJipel)yjy KBanuTeT oOpa3oBama
BAXHU Cy aKTepH y ojpehuBamy HIKOJICKOT ycrexa. YCIEHNIHOCT HAacTaBe MaTeMaTHKe je
YCJIOBJbEHA YJIOTOM HACTaBHHUKA y HAaCTaBHOM IIPOIECy, TaKO W BaH HAcCTaBe y MOTJIELY
CTPYYHOT ycaBplllaBama M IIaHupama HacTaBe. [I[poMeHe y ApyIITBY yCIOBIbaBajy MpOMEHe
y 00pa3oBamy YUMeE C€ OJ HACTaBHOT KaJpa KOHTHMHYHPAHO OYeKyje Jla ce mpuiarohasa u
Mema JUAaKTHYKE MPUCTYN HacTaBHOT npoueca. Takolhe, mpodecnonanHa ynora HacCTaBHUKA
Ce CTaJHO MEHma M YCIOBJbEHA je pa3BOjeM TEXHOJIOTHja M HpOMEHaMa Yy 00pa3oBHUM
3axTeBUMa. Y CaBpEeMEHOM 00pa30Bamy aKIEHAT j€ CTaBJbEH Ha aKTUBHOCT YUCHHKA, TAKO /12
HAaCTaBHMK BHILE HE IMpeJCcTaB/ba LEHTap oOpa3oBama. Y HACTaBU MareMaTUKe, O]
HaCTaBHMKA Ce OYEKYje Ja aJIeKBAaTHO MJIAHUPa HaCTaBy, OCIOCOOJbaBa yUeHHUKE J1a pa3BUjajy
MaTeMaTUYKO MHIUJBEHE M KOPHUCTE Da3IMuMTe ajare Ja Ou MpEeaCcTaBUIIM alcCTpakTHE
nojMmoBe. CBeoOyXBaTHO, HajBaKHH]ja yJIOra HACTAaBHHKA je J1a Hay4uu hake Kako /a yde.

Y4eHHIM ce Kpo3 CBOj€ IIKOJIOBamhe KOHTUHYHPAHO cycpehy ca pa3nuyuTUM HEOUEKHMBAHUM
M HHTEPECAHTHUM 3aKOHUTOCTHMa y MaTemartuiu. IIpencraBibeHe Kpo3 HAacTaBy, OHE
Hajuemthe M3a3uBajy peaklujy 3HATHXKEJbEe M MHTEPECOBama, Ka0 U JKEJbY Ja Ce HaydeHO
JeTajbHUj€ UCTPAXKH U MOBEXKE Ca JPYTUM MaTEMaTHUYKUM YHE-CHUIIAMA.

Uneja oBor pama je ma ce obOpaae HEKe OJ] 3aKOHUTOCTH W3 TeopHuje OpojeBa Koje Cy
MHTEpPECAaHTHE 3a YUYEHUKE CTApUjUX pa3pela OCHOBHUX IIKOJAa U 3a CPEIHOIIKOJILE.
OObpahenn mpuMepu ce MOry KOPUCTUTH Yy PEIOBHO] HAacTaBM INpHU NpoAyOspuBamy Beh
Hay4YeHUX YWBCHUIIA BE3aHUX 3a HHU30BE OpojeBa, cTemeHe OpojeBa, Qakropujene, U
[TackanoB Tpoyrao. OOpahenu 3amamu, Kao M [e0 pajga Be3aH 3a HHBApHjaHTe, CYy
NPEBACXO0/HO HAMEHEHU yUYCHHMIIMMa KOju moxahajy JAoJaTHY HAacTaBy M NPUIIPEMAjy ce 3a
paznuuyuTa MaTeMaTUYKa TAKMUYEHa. Y CBAKOM IOTJIaBJbY Cy HarjalleHe Ba)KHE YHHCHHUIIC
u uHpOpMalMje Koje je MOKEJbHO Ja YYCHHUIM MOCeayjy MpU pellaBamy CHEUPUIHUX
THUIOBA 3ajJaTaka. PemeHn mpuMepn 1 3aanu UMajy 3a [iJb J1a HMIUIEMEHTHPA]y ojapeleHe
3aKOHUTOCTH M MIOMOTHY YYEHHUIIMMA Ja CII0je Hay4YeHEe YMIHCHHIIE M HUXOBY HEIOCPEIHY
NpUMEHY IpH pelaBamy npodiema. Heku o 3agaTaka ce HaMepHO JAOTUYY TeMa Koje HUCY
neTajbHO oOpaheHe, kao mTo cy OpojeBHU cuctemu, MepceHoBu OpojeBu, Karamanou
OpojeBu, Teopuja YBOpPOBA, MPOOJIEMU Ha IMAXOBCKO] Tabmu W Tako jnajke. OBakBUM
IpUMEpHMa C€ YUTAOIM YCMEpaBajy Ha CaMOCTAJIHU UCTPAKUBAUKH PajJ U Ka YUIEHULU /12
ce 0 pemema J0Ja3d MNpoayOJbHBAakEM HAyYEHOr, JIOTUYKUM pPa3MUIUIBAKEM, |
MOBE3MBAKEM YHHHECHUIIA.

MoryhHoct pamer mnpoayOseuBama TeMe O oOyxBaTano oOpahuBame pazTUUUTHX
3aKOHHUTOCTH Y T€OMETPH]H.
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