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Uvod

Ci	 ovog rada je uvo�e�e pojma slabe konvergencije verovatnosnih mera u met-

riqkim prostorima, definisa�e i dokaziva�e nekih svojstava koje one poseduju

i, konaqno, kao glavni ci	, dokaz Prohorov	eve teoreme. Rad je pode	en na qe-

tiri poglav	a prema tim ci	evima.

U prvom poglav	u, bavi�emo se definisa�em slabe konvergencije verovatnos-

nih mera u metriqkim prostorima, kao i nekih drugih osnovnih pojmova. Tako�e,

na nekoliko primera �emo videti kako mo�emo utvrditi koja od definisanih svo-

jstava poseduju. U drugom poglav	u posveti�emo se svojstvima slabe konvergencije

verovatnosnih mera u metriqkim prostorima. Vide�emo alternativne naqine da

doka�emo slabu konvergenciju, kao i primere u kojima �emo dokazivati slabu

konvergenciju. U tre�em i za ovaj rad najbitnijem poglav	u, definisa�emo i

dokazati Prohorov	evu teoremu.

Qetvrto poglav	e predstav	a dodatak - u �emu �e biti dokazane neke teoreme

koje �emo koristiti u prva tri poglav	a, i bi�e definisani i pojmovi koje �emo

koristiti kao xto su separabilnost, kompletnost, kompakstonst... Kada budemo

koristili neku od teorema iz dodatka, da�emo naznaku kojom teoremom dolazimo

do �e	enog rezultata. Izmexta�em ovih definicija i dokaza iz glavnog dela

rada, ci	 je bio da se sma�e digresije u samom radu i da se odr�i tok rada. Pored

pojmova koji su definisani u Dodatku, u radu ne�emo definisati ni osnovne

pojmove iz analize, teorije mera i teorije vorovatno�e poput σ-algebre, mere i

verovatnosne mere iz istog razloga uma�e�a digresija u radu.
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1 Slaba konvergencija u metriqkim prostorima

U ovom poglav	u definisa�eomo slabu konvergenciju u metriqkim prostorima,

kao i neke pojmove koji �e nam biti od koristi kao xto su reguarnost mere i gusta

mera i kroz teoreme i primere �emo ispitivati ova svojstva. Pojmovi kao xto su

separabilnost, kompaktnost i kompletnost �e se qesto korsititi u ovom, ali i u

narednom poglav	ima, a �ihove definicije se nalaze u Dodatku. U ovom radu,

qesto �emo razmatrati neku verovatnosnu meru P na (S,S) gde je S neki skup

a S �egova σ-algebra. Kako je
∫
S
fdP za neku ograniqenu i neprekidnu realnu

funkciju f na S nexto xto je k	uqno za slabu konvergenciju i pojav	iva�e se

qesto u ovom radu, uvodimo kra�u notaciju Pf =
∫
S
fdP .

Definicija 1.1 Ako verovatnosne mere Pn, n ∈ N i P na (S,S) zadovo	avaju

Pnf → Pf za svaku ograniqenu i neprekidnu realnu funkciju f na S, onda ka�emo

da Pn slabo konvergira ka P i pixemo Pn ⇒ P .

Teorema 1.2 Svaka verovatnosna mera P na (S,S) je regularna, odnosno, za svaki

S-skup A i svako ε > 0 postoje zatvoren skup F i otvoren skup G takvi da

F ⊂ A ⊂ G i P (G \ F ) < ε.1

Dokaz: Obele�imo metriku na S sa ρ(x, y) i rastoja�e taqke x od skupa A sa

ρ(x,A). Ako je A zatvoren, mo�emo uzeti F = A i G = Aδ = {x ∈ S|ρ(x,A) < δ}
za neko δ > 0, jer znamo da Aδ → A kada δ ↓ 0. Neka je G klasa S-skupova koji

zadovo	avaju F ⊂ A ⊂ G i P (G \ F ) < ε. Poxto smo dokazali da svi zatvoreni

S-skupovi pripadaju ovoj klasi, sada je dovo	no da doka�emo da je G σ-algebra,
jer �e time G biti Borelova σ-algebra na S, odnosno, pokaza�emo da je G isto xto
i S. Neka su An, n ∈ N skupovi iz G. Odaberimo zatvorene skupove Fn i otvorene
skupove Gn takve da Fn ⊂ An ⊂ Gn i P (Gn \ Fn) < ε

2n+1 . Neka je G =
⋃
nGn i

neka je F =
⋃
n≤n0

Fn sa n0 ∈ N odabranim tako da P (
⋃
n Fn \ F ) < ε

2
. Tada va�i

F ⊂
⋃
nAn ⊂ G i P (G \ F ) < ε. Na taj naqin, dokazali smo da je G zatvorena

nad prebrojivom unijom, a kako je zatvorena i nad komplemetom i kako sadr�i sve

zatvorene skupove, dokazali smo da je G Borelova σ-algebra, a time smo dokazali

i ovu teoremu. �

Razmotrimo sada za kakve skupove A ∈ S postoje otvoren skup G i zatvoren

skup F takvi da va�i svojstvo kada u definiciji regularnosti zatvoren i otvoren

1Teorema 1.2 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 1.1
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skup zamene uloge, odnosno takvi da va�i G ⊂ A ⊂ F i P (F \G) < ε za dato ε > 0.

Upravo ovo pita�e nam postav	a zadatak 1.8 iz k�ige [1] Convergence of Probabil-

ity Measures. Za razliku od sluqaja kada razmatramo regularnost, ovde se skupovi

F i G sami name�u, jer znamo da su najma�e zatvoreno F i najve�e otvoreno G

koji ispu�avaju G ⊂ A ⊂ F zapravo F = A− i G = Ao. Za �ih imamo da va�i

P (A− \ Ao) = P (∂A), a ovo �e biti ma�e od svakog ε > 0 samo u sluqaju da je

P (∂A) = 0. Dakle, samo za skupove kojima je rub P -mere nula, mo�emo za svako

ε > 0 na�i otvorene G i zatvorene F takve da va�i G ⊂ A ⊂ F i P (F \G) < ε.

Na osnovu dokaza teoreme 1.2, zak	uqujemo da je P u potpunosti definisana

vrednostima P (F ) zatvorenih skupova F . Ovo nam qesto mo�e biti od koristi

jer je mnogo jednostavnije fokusirati se samo na zatvorene skupove kada nam je

potrebno da doka�emo da su dve verovatnosne mere jednake.

U slede�oj teoremi, pokaza�emo da je P tako�e u potpunosti definisana vred-

nostima Pf za ravnomerno neprekidne i ograniqene funkcije f .

Teorema 1.3 Verovatnosne mere P i Q na (S,S) su koincidentne ako je Pf = Qf

za sve ravnomerno neprekidne i ograniqene realne funkcije f .2

Dokaz: Da bi smo dokazali ovu teoremu, koristi�emo se aproksimira�em indika-

tora IF funkcijom f definisanom sa f(x) = max(0, 1− ρ(x,F )
ε

). Takva funckija je

ograniqena, jer va�i 0 ≤ f(x) ≤ 1. Da	e, funkcija je i ravnomerno neprekidna

jer va�i |f(x)−f(y)| ≤ ρ(x,y)
ε

. Na ovaj naqin, dobili smo ograniqenu i ravnomerno

neprekidnu funkciju koja aproksimira IF - ako je x ∈ F , tada je f(x) = 1, a ako

je x /∈ F ε, onda je f(x) = 0. Dakle, va�i

IF (x) ≤ f(x) ≤ IF ε (1.1)

Neka je F zatvoren. Koriste�i funkciju f(x) = max(0, 1− ρ(x,F )
ε

), dobijamo da je

P (F ) ≤ Pf = Qf ≤ Q(F ε) (1.2)

Kada pustimo da ε ↓ 0, dobijamo da je P (F ) ≤ Q(F ). Analogno, dobijamo i

Q(F ) ≤ P (F ), pa je P (F ) = Q(F ) za sve zatvorene skupove F . Me�utim, kako

smo videli da je verovatnosna mera u potpunosti odre�ena vrednostima P (F ) za

zatvorene F , pokazali smo da su P i Q koincidentne. �

2Teorema 1.3 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 1.2

3



Zahva	uju�i ovoj teoremi, mo�emo koristiti mere P (A) i integrale Pf u za-

visnosti od toga xta nam vixe odgovara, jer, kao xto vidimo, za ravnomerno

neprekidne i ograniqene funkcije f , integrali Pf odre�uju verovatnosnu meru.

Primetimo jox da nam qak nisu potrebne vrednosti Pf za sve ograniqene neprekidne

funkcije f iz definicije slabe konvergencije, nego, odre�enije, dovo	ne su nam

samo one funkcije koje su i ravnomerno neprekidne.

Definicija 1.4 Za verovatnosnu meru P na (S,S) ka�emo da je gusta ako za

svako ε > 0 postoji kompaktan skup K takav da je P (K) > 1− ε

Pojam gustine igra bitnu ulogu i u teoriji slabe konvergencije i u �enim

primenama. Na osnovu teoreme 1.2, P je gusta ako i samo ako je za svako A iz

S P (A) jednako supremumu P (K) za sve kompaktne skupove K koji su ujedno i

podskupovi od A.

Teorema 1.5 Ako je S separabilan i kompletan, onda je svaka verovatnosna mera

P na (S,S) gusta.3

Dokaz: Kako je S separabilan, znamo da za svako k ∈ N postoji niz Ak1, Ak2,...

otvorenih kugli polupreqnika 1
k
koji pokriva S. Odaberimo nk dovo	no veliko

da bi va�ilo P (
⋃
i≤nk Aki) > 1− ε

2k
. Kako je

⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki totalno ograniqen i S

kompletan (pa je i svaki zatvoren skup na �emu kompletan), na osnovu teoreme 4.13,

skup
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki ima kompaktno zatvore�eK, a va�i P (K) ≥ P (

⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki) ≥

1−
∑

k=1
ε
2k

= 1− ε, te je stoga P gusta. �

Prethodna teorema je specijalan sluqaj Ulamove teoreme. Razmotrimo sada

kako mo�emo oslabiti �ene uslove. Za poqetak, umesto kompletnosti, mo�emo

zahtevati topoloxku kompletnost (odnosno, zahtevati da postoji homeomorfan

prostor (S, ρ′) koji je kompletan). Kako je separabilnost topoloxko svojstvo,

znamo da postoji homeomorfan prostor (S, ρ′) koji je separabilan i kompletan.

U tom prostoru postoji niz Ak1, Ak2,... otvorenih kugli polupreqnika 1
k
koji

pokriva S. U naxem polaznom prostoru (S, ρ) , ove otvorene kugle �e biti otvoreni

skupovi, tako da mo�emo konstruisati
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki na sliqan naqin kao u orig-

inalnom dokazu. Dakle, znamo da u �emu va�i P (
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki) ≥ 1−

∑
k=1

ε
2k

=

1 − ε. Sa druge strane, u (S, ρ′) je
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki totalno ograniqen, tako da je

�egovo zatvore�e K kompaktan skup (ovo va�i na osnovu teoreme 4.13 jer je K

kao zatvoren podskup kompletnog skupa tako�e kompletan). Kako je kompaktnost

3Teorema 1.5 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 1.3
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topoloxko svojstvo, K �e biti kompaktan i u polaznom prostoru a pritom va�i

P (K) ≥ P (
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki) ≥ 1 − ε, pa je P gusta. Ovime smo sma�ili uslove teo-

reme na separabilnost i topoloxku kompletnost, a prostor koji je separabilan i

topoloxki kompletan se naziva jox i po	ski prostor. Po	ski prostori su bitni

za teoriju verovatno�e, xto se mo�e videti i u ovom radu na osnovu mogu�nosti

koje nam daju.

Korak da	e, mo�emo oslabiti i uslov separabilnosti - dovo	no nam je da P

ima separabilan nosaq mere. Kada biramo niz kugli Ak1, Ak2,... na poqetku dokaza,

za razliku od do sada, bira�emo kugle koje pokrivaju nosaq mere supp(P ). Ostatak

dokaza i�i ce skoro identiqnim tokom, jer znamo da je P -mera svakog otvorenog

pokrivaqa od supp(P ) jednaka 1, tako da mo�emo konstruisati K na sliqan naqin.

Dakle, umesto da zahtevamo da je S separabilan i kompletan, dovo	no nam je

da je S topoloxki kompletan i da je nosaq mere od P separabilan. Upravo ova

dva slab	e�a poqetnih uslova su ono xto od nas zahteva zadatak 1.12 iz k�ige [1]

Convergence of Probability Measures da doka�e�emo kao adekvatnu alternativu.

Definicija 1.6 Za podklasu A Borelove σ-algebre S ka�emo da je separiraju�a

klasa ako se svake dve verovatnosne mere koje se podudataju na A, podudaraju na

S.

Dakle, vrednosti P (A) za A iz A su dovo	ne da izdvoje P iz svih ostalih

verovatnosnih mera na S. Kao xto smo videli ranije, zatvoreni skupovi qine

separiraju�u klasu.

Slede�e tvr�e�e koristi pojmove π-sistem i λ-sistem koji su definisani u

Dodatku.

Tvr�e�e 1.7 A je separiraju�a klasa ako je π-sistem koji generixe S.4

Dokaz: Neka su P i Q verovatnosne mere na (S,S), gde se S mo�e predstaviti

kao σ(A), gde je A π-sistem. Neka je A1 klasa skupova iz S za koje va�i P (A) =

Q(A). Oqigledno, va�i S ∈ A1. Ako je A ∈ A1, onda P (Ac) = 1 − P (A) =

1 − Q(A) = Q(Ac), pa Ac ∈ A1. Ako su An disjunktni skupovi iz A1, onda

P (
⋃
nAn) =

∑
n P (An) =

∑
nQ(An) = Q(

⋃
nAn) , pa

⋃
nAn ∈ A1. Dakle, A1 je

4Tvr�e�e 1.7 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [2] Probability and Measure obele�eno kao

teorema 3.3
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λ-sistem, pa na osnovu teoreme 4.18 va�i S = σ(A) ⊂ A1, pa su P i Q koinci-

dentne. �

Prethodno tvr�e�e je bitno jer nam olakxava dokaz da je nexto separiraju�a

klasa - qesto je mnogo jednostavnije pokazati da je nexto π-sistem i da mu, rec-

imo, pripadaju svi otvoreni ili svi zatvoreni skupovi, nego xto bi bilo direktno

dokaziva�e da se radi o separiraju�oj klasi.

U naredna dva primera, razmatra�emo Rk, koji se mo�e smatratiti i za na-

jqes�i specijalni sluqaj (pogotovo kada je k = 1) i prostor neprekidnih funkcija,

koji je va�an za da	i rad na slaboj konvergenciji, koji izlazi iz okvira ovog rada.

Primer 1.8 Neka je Rk k-dimenzioni euklidski prostor sa metrikom |x − y| =√∑k
i=1(xi − yi)2. Obele�ava�emo sa Rk klasu k-dimenzionih Borelovih skupova.

Posmatrajmo sada funckiju raspodele F (x1, ..., xk) = P (y ∈ Rk|yi ≤ xi, i ≤ k).

Kako skupovi iz desne strane jednakosti qine π-sistem, i kako taj π-sistem gener-

ixe Rk, oni qine separiraju�u klasu. Dakle, F u potpunosti definixe P .5 �

Iako se u ovom radu fokusiramo primarno na verovatnosne mere, qi�enica da

funkcija raspodele u potpunosti definixe verovatnosnu meru je svakako bitan

rezultat. Zahva	uju�i tome, kada se bavimo verovatnosnim merama na Rk, mo�emo

koristiti funckije raspodele ili verovatnosne mere u zavisnosti od toga xta nam

vixe odgovara u datoj situaciji.

Primer 1.9 Neka je C = C[0, 1] prostor neprekidnih funkcija x na [0, 1]. Defin-

isa�emo normu od x sa ||x|| = supt |x(t)| i definisa�emo uniformnu metriku na C
sa

ρ(x, y) = ||x− y|| = sup
t
|x(t)− y(t)| (1.3)

Kako ρ(xn, x)→ 0 implicira ravnomernu konvergenciju xn ka x, onda odatle sledi

i da xn taqka po taqka konvergira ka x. Obrnuto ne mora va�iti, jer, posmatrajmo

zn koja linearno raste na [0, 1
n
] od 0 do 1, linearno opada od 1 do 0 na [ 1

n
, 2
n
] i nakon

toga ostaje 0, odnosno

zn(t) = ntI[0, 1
n
](t) + (2− nt)I( 1

n
, 2
n
] (1.3)

5Primer 1.8 se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures obele�en kao

primer 1.1
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Ovakvo zn taqka po taqka konvergira ka 0-funkciji, me�utim ρ(zn, 0) �e uvek biti

1.

Primetimo da je prostor C separabilan. Jer, neka je Dk skup deo po deo

linearnih funkcija koje su linearne na podintervalima Iki = [ i−1
k
, i
k
] i imaju

racionalne vrednosti u taqkama krajeva ovih intervala. Tada je
⋃
kDk prebro-

jiv. Tako�e je i gust, jer za dato x i ε > 0 zahva	uju�i ravnomernoj neprekidnosti

mo�emo odabrati k takvo da |x(t) − x( i
k
)| < ε za svako t ∈ Iki, 1 ≤ i ≤ k i onda

odabrati y ∈ Dk takvo da |y( i
k
) − x( i

k
)| < ε za svako i. Dakle, za t ∈ Iki, va�i

|y( i
k
)−x(t)| < 2ε i |y( i−1

k
)−x(t)| < 2ε, pa kako je y linearna na Iki va�i ρ(x, y) ≤ 2ε.

Dakle,
⋃
kDk je gust u C, pa je C zaista separabilan.

Da	e, C je kompletan. Ako je {xn} neki Koxijev niz, xto u ovom sluqaju

znaqi da εn = supm>n ρ(xm, xn) → 0, n → +∞, onda to znaqi da je za svako t niz

{xn(t)} Koxijev, pa stoga ima i neku graniqnu vrednost x(t). Kada u nejednakosti

|xn(t) − xm(t)| ≤ εn pustimo da m → +∞, dobijamo da |xn(t) − x(t)| ≤ εn. Prema

tome, xn ravnomerno konvergira u x, x je neprekidna i ρ(xn, x) → 0, pa je C kom-

pletan.

Kako je C separabilan i kompletan, onda je na osnovu teoreme 1.5 svaka verovat-

nosna mera P na (C, C) gusta (gde je C Borelova σ-algebra od C).

Za date 0 ≤ t1 < ... < tk ≤ 1, mo�emo definisati projekciju iz C u Rk sa

πt1...tk(x) = (x(t1), ..., x(tk)). Skupovi π−1t1...tkH, H ∈ Rk (gde je Rk Borelova σ-

algebra od Rk) iz C su konaqno-dimenzioni, i sadr�ani su u C jer su projekcije

neprekidne, pa i C/Rk mer	ive (u smislu da H ∈ Rk implicira π−1t1...tkH ∈ C). Ovo
va�i za sve neprekidne funkcije, jer za �ih va�i da je inverz nekog otvorenog

skupa G tako�e otvoren (vixe deta	a u Dodatku). Indeks k se uvek mo�e proxir-

iti, jer, ako imamo neko t1, t2 koje �elimo da proxirimo na t1, s, t2 (gde je

t1 < s < t2), uvek mo�emo definisati projekciju ψ iz R3 u R2 definisanu sa

ψ(u, v, w) = (u,w) i ima�emo πt1t2 = ψ ◦ πt1st2 i stoga π−1t1t2(H) = π−1t1st2 ◦ ψ−1(H) i

va�i�e ψ−1(H) ∈ R3 ako je H ∈ R2. Na sliqan naqin mo�emo pre�i sa bilo kog

Rm na bilo koje Rn. Neka je Cf klasa konaqno-dimenzionih skupova iz C forme

π−1t1...tk(H), H ∈ Rk. Zbog naqina na koji smo je definisali, Cf je π-sistem. Da	e,
imamo da su zatvorene kugle B(x, ε)− =

⋂
r∈Q∩[0,1]{y ∈ C|y(r) − x(r)| ≤ ε}. Prema

tome, σ-algebra σ(Cf ) generisana od Cf sadr�i zatvorene kugle, pa time sadr�i

i otvorene kugle i otvorene skupove. Na osnovu ovoga, i na osnovu toga xto je Cf
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π-sistem, zak	uqujemo da je σ(Cf ) = C, pa je Cf separiraju�a klasa.6 �

Prostor C igra bitnu ulogu u teoriji verovatno�e, iako ona izlazi iz okvira

ovog rada. Vixe deta	a o prostoru C se mo�e videti u k�izi [1] Convergence of

Probability Measures. U ovoj najbitnijoj k�izi iz naxe literature, dok je glavni

fokus celog ovog rada sadr�an u prvom poglav	u, prostoru C je posve�eno kom-

pletno drugo poglav	e.

6Primer 1.9 se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures obele�en kao

primer 1.3
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2 Svojstva slabe konvergencije

U ovom poglav	u bavi�emo se svojstvima slabe konvergencije. Izne�emo i

dokazati neke teoreme koje nam mogu znatno olakxati dokaziva�e slabe konver-

gencije tako xto �e nam pru�iti ekvivalentne uslove. Kasnije �emo te teoreme

koristiti u da	im dokaziva�ima slabih konvergencija.

Tvr�e�e 2.1 Niz verovatnosnih mera Pn na (S,S) ne mo�e konvergirati slabo

ka dvema razliqitim verovatnosnim merama.7

Dokaz: Pretpostavimo suprotno, da Pn ⇒ P i Pn ⇒ Q, kada n→ +∞, gde su P i

Q razliqite verovatnosne mere. Po definiciji slabe konvergencije, Pnf → Pf i

Pnf → Qf , kada n → +∞ za svaku ograniqenu i neprekidnu realnu funkciju f .

Dakle, imamo da je Pf = Qf za svaku ograniqenu i neprekidnu realnu funkciju f .

Kako ovo znaqi da ta jednakost va�i i za svaku ravnomerno neprekidnu ograniqenu

realnu funkciju f , zahva	uju�i teoremi 1.3 iz prethodne glave, zak	uqujemo da

su P i Q koincidentne, te je time ovaj dokaz zavrxen. �

U prethodnom tvr�e�u, dokazali smo bitno svojstvo slabe konvergencije, a to

je jedinstvenost verovatnosne mere ka kojoj niz verovatnosnih mera konvergira.

Zahva	uju�i tom tvr�e�u, potraga za potencijalnim verovatnosnim merama ka ko-

jima nax niz konvergira zavrxava se pronalaskom prve takve verovatnosne mere,

jer znamo da ne mo�e postojati vixe �ih.

Primer 2.2 Na proizvo	nom S, sa δx obele�avamo verovatnosnu meru koja odred-

juje da li skup A sadr�i taqku x, odnosno verovatnosnu meru na S definisanu sa

δx(A) = IA(x). Ako xn → x0 kada n→ +∞ i ako je f neprekidna, tada

δxnf =

∫
S

fdδxn = f(xn)→ f(x0) =

∫
S

fdδx0 = δx0f,

kada n→ +∞. Stoga, δxn ⇒ δx0 .

Me�utim, ako xn → x0 ne va�i, onda postoji ε > 0 takvo da ρ(xn, x0) > ε

za svako n ∈ N. Ako je F = x0 i ako posmatramo funckiju f definisanu sa

f(x) = max(0, 1 − ρ(x,F )
ε

), onda je f(x0) = 1 i f(xn) = 0 za svako n ∈ N, tako da ne
7Tvr�e�e 2.1 sa skicom dokaza se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

na strani 14
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va�i f(xn) → f(x0) a samim tim ne va�i ni δxn ⇒ δx0 . Dakle, δxn ⇒ δx0 ako i

samo ako xn → x0.
8 �

Rezultat iz primera 2.2 je bitan jer δx mo�emo koristiti da predstavimo druge

verovatnosne mere. Ako se radi o diskretnoj verovatnosnoj meri, lako je mo�emo

predstaviti kao linearnu kombinaciju verovatnosnih mera oblika δx. U odred-

jenim situacijama, ovakvo predstav	a�e nam mo�e biti od koristi.

Naredni primer je od znaqaja za aproksimira�e verovatnosnih mera - vide�emo

kako uniformnu raspodelu mo�emo aproksimirati diskretnom verovatnosnom

merom.

Primer 2.3 Neka je S [0, 1] sa standardnom euklidskom metrikom. Za svako n ∈ N
uzmimo rn taqaka iz [0, 1] koje �emo obele�iti sa xnk, 0 ≤ k < rn. Pretpostavimo

da su ove taqke asimptotski uniformno raspore�ene, odnosno da za svaki podin-

terval J va�i

1

rn
#{k|xnk ∈ J} → |J |, (2.1)

gde # koristimo da obele�imo kardinalnost skupa, a |J | koristimo da obele�imo
du�inu J . Dakle, kada n→ +∞, udeo taqaka xnk koje se nalaze unutar intervala

J asimptotski je jednak �egovoj du�ini. Neka Pn ima masu
1
rn

u svakoj taqki xnk.

U sluqaju da postoji vixe koincidentnih taqaka, neka se �ihove mase sabiraju.

Neka je P Lebegova mera na [0, 1].

Ako (2.1) va�i, onda Pn ⇒ P . To �emo pokazati na slede�i naqin. Neka je f

neprekidna na [0, 1]. Onda je ona i Riman-integrabilna, i za svako ε > 0 postoji

konaqna dekompozicija intervala [0, 1] na podintervale Ji takve da, ako su νi i

υi supremum i infimum f na Ji, onda su gor�a i do�a Darbuova suma
∑

i νi|Ji| i∑
i υi|Ji| unutar ε-okoline Rimanovog integrala Pf =

∫ 1

0
f(x)dx. Na osnovu (2.1)

zak	uqujemo slede�e

Pnf =
∑
k

1

rn
f(xnk) ≤

∑
i

νi
1

rn
#{k|xnk ∈ Ji} →

∑
i

νi|Ji| ≤ Pf + ε

Analogno, koriste�i do�u Darbuovu sumu, dobijamo da je Pn ≥ Pf − ε, te odatle
zak	uqujemo da Pnf → Pf , to jest, Pn ⇒ P .9 �

8Primer 2.2 se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures obele�en kao

primer 2.1
9Primer 2.3 se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures obele�en kao

primer 2.2
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Naredna teorema �e nam dati priliku da koristimo uslove koji su ekviva-

lentni slaboj konvergenciji, i koji nam mogu biti od koristi za lakxe dokaziva�e

slabe konvergencije (ili dokaziva�e da slaba konvergencija ne va�i). Kako su

ekvivalentni, svaki od ovih uslova nam mo�e koristiti i kao definicija slabe

konvergencije.

Teorema 2.4 Neka su Pn, n ∈ N i P verovatnosne mere na (S,S). Tada su slede�ih

pet uslova ekvivalentni:10

(i) Pn ⇒ P

(ii) Pnf → Pf , n→ +∞ za sve ograniqene, ravnomerno neprekidne f

(iii) lim supn Pn(F ) ≤ P (F ) za sve zatvorene F

(iv) lim infn Pn(G) ≥ P (G) za sve otvorene G

(v) Pn(A)→ P (A), n→ +∞ za sve skupove A za koje va�i P (∂A) = 0

Dokaz: (i)⇒ (ii) va�i trivijalno.

(ii)⇒ (iii): Za ovaj dokaz �emo jox jednom koristiti funckiju f definisanu sa

f(x) = max(0, 1− ρ(x,F )
ε

). Kao xto znamo, f je ravnomerno neprekidna i ograniqena.

Neka je F zatvoren skup. Koriste�i se nejednakostima iz (1.2) i uslovom (ii),

dobijamo slede�e

lim sup
n

Pn(F ) ≤ lim sup
n

Pnf = Pf ≤ P (F ε)

Kako je F zatvoren, puxta�em da ε ↓ 0 dobijamo lim supn Pn(F ) ≤ P (F ).

(iii)⇔ (iv): Koriste�i se komplementom, dobijamo

lim sup
n

Pn(F ) ≤ P (F )⇔ lim inf
n

Pn(G) ≥ P (G),

gde je G = F c, odnosno, ekvivalentno, F = Gc i gde je F zatvoren, a G otvoren.

(iii)∧ (iv)⇒ (v): Neka su Ao i A− redom unutrax�ost i zatvore�e nekog skupa

A za koji va�i P (∂A) = 0. Tada koriste�i (iii) i (iv) dobijamo

P (A−) ≥ lim sup
n

Pn(A−) ≥ lim sup
n

Pn(A) ≥

≥ lim inf
n

Pn(A) ≥ lim inf
n

Pn(Ao) ≥ P (Ao) (2.2)

10Teorema 2.4 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.1
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Me�utim, kako va�i P (∂A) = 0, onda znamo da je P (A−) = P (A) = P (Ao),

pa odatle i iz niza nejednakosti (2.2) dobijamo da je lim supn Pn(A) = P (A) i

lim infn Pn(A) = P (A), odakle sledi da Pn(A)→ P (A) za n→ +∞.

(v)⇒ (i): Kako svaku ograniqenu funkciju mo�emo linearno transformisati

u funkciju za koju va�i 0 < f(x) < 1 za svako x, to znaqi da je dovo	no dokazati

da za sve neprekidne funkcije za koje va�i 0 < f(x) < 1 za svako x, va�i i Pnf →
Pf , n → +∞. Dakle, pretpostavimo da je f neprekidna funkcija za koju va�i

0 < f(x) < 1 za svako x. Tada va�i Pf =
∫ +∞
0

P ({x|f(x) > t})dt =
∫ 1

0
P ({x|f(x) >

t})dt. Sliqno, va�i i Pnf =
∫ 1

0
Pn({x|f(x) > t})dt. Kako je f neprekidna, va�i

∂{x|f(x) > t} ⊂ {x|f(x) = t}, pa stoga va�i P (∂{x|f(x) > t}) = 0 za svako t,

osim za najvixe prebrojivo mnogo t. (Ako bi P ({x|f(x) = t}) > 0 va�ilo za

neprebrojivo mnogo t, onda P ne bi mogla biti verovatnosna mera.) Prema tome,

koriste�i se uslovom (v) dobijamo da va�i

Pnf =

∫ 1

0

Pn({x|f(x) > t})dt→
∫ 1

0

P ({x|f(x) > t})dt = Pf, n→ +∞.

�

Prethodna teorema nam daje znaqajne olakxice u dokaziva�u slabe konvergen-

cije. Uslov (v) nam daje mogu�nost da se fokusiramo samo na skupove ruba P -mere

nula, dok nam uslov (iii) i uslov (iv) daju mogu�nosti da se fokusiramo na limes

superior, odnosno limes inferior zatvorenih ili otvorenih skupova. Jox va�-

nije, ova dva uslova nam mogu biti od koristi u situacijama kada ve� znamo da

slaba konvergencija va�i, xto �emo videti i kasnije u ovom radu.

Vratimo se sada na primer 2.2. Pretpostavimo da xn → x0. Kako znamo iz

primera 2.2, δxn ⇒ δx0 ako i samo ako xn → x0, tako da znamo da va�i δxn ⇒ δx0 .

Pretpostavimo jox da za svako n ∈ N va�i da je xn razliqito od x0. Jedan od

naqina na koje ovo mo�emo posti�i je da je x0 = 0 i xn = 1
n
. Zahva	uju�i teoremi

2.4, znamo da uslovi (iii), (iv) i (v) va�e. Za F = {x0} nejednakost (iii) je stroga,

a za G = {x0}c, nejednakost (iv) je stroga. Mo�emo primetiti da za A = {x0},
Pn(A)→ P (A) ne va�i, ali to nam ne predstav	a problem - P (∂A) = P ({x0}) = 1,

tako da uslov P (∂A) = 0 svakako nije ispu�en za A = {x0}.11

Pored ekvivalentnih uslova iz prethodne teoreme, jox jedan qest naqin za

olakxava�e procesa dokaziva�a slabe konvergencije je dokaziva�e da Pn(A) →
P (A) va�i za skupove A iz neke zgodne podklase od S iz koje se mo�e zak	uqiti da

11Ova diskusija se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na strani 16
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Pn(A)→ P (A) va�i na celom S. Uslov (v) iz prethodne teoreme je upravo primer

ovoga, a slede�e teoreme �e nam pru�iti joxh takvih olakxica u dokaziva�u

slabe konvergencije.

Teorema 2.5 Neka su Pn, n ∈ N i P verovatnosne mere na (S,S), neka je AP
podklasa od S i neka va�e slede�a tri uslova:

(i) AP je π-sistem

(ii) svaki otvroen skup iz S se mo�e predstaviti kao prebrojiva unija skupova

iz AP

(iii) Pn(A)→ P (A), n→ +∞ za svako A iz AP

Tada va�i Pn ⇒ P .12

Dokaz: Ako su A1,...,Ar iz AP , onda su i �ihovi konaqni preseci iz AP jer je AP π-
sistem. Zahva	uju�i tome, mo�emo iskoristiti formulu uk	uqe�a i isk	uqe�a

i tada dobijamo

Pn(
r⋃
i=1

Ai) =
∑
i

Pn(Ai)−
∑
ij

Pn(Ai ∩ Aj) +
∑
ijk

Pn(Ai ∩ Aj ∩ Ak)− ...→

→
∑
i

P (Ai)−
∑
ij

P (Ai ∩ Aj) +
∑
ijk

P (Ai ∩ Aj ∩ Ak)− ... = P (
r⋃
i=1

Ai)

Ako je G otvoren, zahva	uju�i uslovu (ii) znamo da se mo�e predstaviti kao

G =
⋃
iAi za neki niz skupova {Ai} iz AP . Za dato ε > 0, odaberimo r tako

da P (
⋃r
i=1Ai) ≥ P (G)− ε. Dakle, imamo da va�i

P (G)− ε ≤ P (
r⋃
i=1

Ai) = lim
n
Pn(

r⋃
i=1

Ai) ≤ lim inf
n

Pn(G)

Kako je ε proizvo	no, puxta�em da ε ↓ 0, dobijamo da va�i P (G) ≤ lim infn Pn(G)

za sve otvorene skupove G, pa na osnovu teoreme 2.4 zak	uqujemo da Pn ⇒ P . �

Ova teorema nam daje zgodnu alternativu prilikom dokaziva�a slabe konver-

gencije. Qesto se mo�emo na�i u situaciji gde nam je mnogo lakxe da doka�emo

konvergenciju na π-sistemu koji je opisan u teoremi, nego na celom S. Primetimo

jox da ova teorema nema nikakve uslove vezane za S, tako da je veoma zgodna za

12Teorema 2.5 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.2
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opxte sluqajeve. Me�utim, kako su u teoriji verovatni�e u fokusu qesto separa-

bilni prostori, naradne dve teoreme �e nam pru�iti rezultate koji va�e za �ih

i koji koriste prednosti separabilnosti.

Teorema 2.6 Neka su Pn, n ∈ N i P verovatnosne mere na (S,S), neka je AP
podklasa od S i neka va�e slede�a qetiri uslova:

(i) AP je π-sistem

(ii) S je separabilan

(iii) za svako x iz S i ε > 0, postoji A iz AP takvo da va�i x ∈ Ao ⊂ A ⊂ B(x, ε)

(iv) Pn(A)→ P (A), n→ +∞ za svako A iz AP

Tada va�i Pn ⇒ P .13

Dokaz: Na osnovu uslova (iii) mo�emo zak	uqiti da za svaku taqku x nekog otvorenog

skupaG postoji neko Ax izAP takvo da va�i x ∈ Aox ⊂ Ax ⊂ G. Kako je {Aox|x ∈ G}
otvoreni pokrivaq od G, a G je separabilan, na osnovu teoreme 4.7 znamo da pos-

toji prebrojiva podklasa {Aoxi} od {A
o
x|x ∈ G} koja je otvoreni pokrivaq od G.

Stoga, G =
⋃
iA

o
xi
, pa su uslovi teoreme 2.5 zadovo	eni, te koriste�i �u dobijamo

da va�i Pn ⇒ P , qime je ovaj dokaz zavrxen. �

Za podklasuA od S ka�emo da odre�uje konvergenciju ako za svaku verovatnosnu
meru P i svaki niz verovatnosnih mera {Pn} iz (S,S) iz toga xto za svako A ∈ A
za koje va�i P (∂A) = 0 konvergencija Pn(A) → P (A), n → +∞ va�i sledi da

Pn ⇒ P . Dakle, klasa koja odre�uje konvergenciju je separiraju�a klasa. Da bismo

dokazali da je neko A klasa koja odre�uje konvergenciju, potrebno je da za svako

P , AP = {A ∈ A|P (∂A) = 0} zadovo	ava uslove iz prethodne teoreme. Za dato A,
neka je Ax,ε = {A ∈ A|x ∈ Ao ⊂ A ⊂ B(x, ε)} i neka je ∂Ax,ε = {∂A|A ∈ Ax,ε}. Ako
∂Ax,ε sadr�i prebrojivo mnogo disjunktnih skupova, onda bar jedan od �ih mora

imati P -meru 0, xto nam mo�e biti od koristi.

Sada �emo iskoristiti teoremu 2.6 i novouvedene pojmove i formulisati i

dokazati teoremu koja nam mo�e biti od jox ve�e koristi, xto �emo pokazati u

da	em tekstu posle dokaza.

13Teorema 2.6 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.3
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Teorema 2.7 Neka je A podklasa od S i neka va�e slede�a tri uslova:

(i) A je π-sistem

(ii) S je separabilan

(iii) za svako x i za svako ε > 0, ∂Ax,ε = {∂A|A ∈ A, x ∈ Ao ⊂ A ⊂ B(x, ε)} ili
sadr�i ∅ ili sadr�i prebrojivo mnogo disjunktnih skupova

Tada je A klasa koja odre�uje konvergenciju.14

Dokaz: Neka je P neka verovatnosna mera iz (S,S) i neka je AP = {A ∈ A|P (∂A) =

0}. Kako va�i
∂(A ∩B) ⊂ ∂A ∪ ∂B,

iz toga imamo da ako A i B pripadaju AP , onda i A ∩ B ∈ AP . To dobijamo jer

P (∂(A∩B)) ≤ P (∂A∪∂B) ≤ P (∂A)+P (∂B) = 0, pa je P (∂(A∩B)) = 0. Dakle, AP
je π-sistem. Neka je {Pn} niz verovatnosnih mera iz (S,S) takav da Pn(A)→ P (A)

za svako A ∈ AP . Kako ∂Ax,ε sadr�i ili ∅ ili prebrojivo mnogo disjunktnih

skupova, znamo da ∂Ax,ε sadr�i barem jedan skup P -mere nula, odnosno sadr�i

barem jedan element iz AP . Kako su sada svi uslovi teoreme 2.6 zadovo	eni,

�enom primenom dobijamo da Pn ⇒ P . Stoga je A klasa koja odre�uje konvergen-

ciju. �

Vratimo se sada na Rk iz primera 1.8. Ako je A klasa kvadrova, odnosno

skupova {y = (y1, ..., yk) ∈ Rk|ai < yi ≤ bi, i ≤ k}, mo�emo primetiti da ona

zadovo	ava sve uslove teoreme 2.7. Dakle, primenom te teoreme, dobijamo da je A
klasa koja odre�uje konvergenciju.

Da	e, klasa skupova Qx = {y = (y1, ..., yk) ∈ Rk|yi ≤ xi, i ≤ k} je tako�e

klasa koja odre�uje konvergenciju, xto �emo sada pokazati. Neka su P i {Pn}
verovatnosne mere iz (S,S) takve da Pn(Qx) → P (Qx) va�i za svako x za koje

P (∂Qx) = 0. Neka je Ei = {t ∈ R|P ({y = (y1, ..., yk) ∈ Rk|yi = t}) > 0}.
Takav skup je najvixe prebrojiv, pa je zbog toga D = (

⋃
iEi)

c gust. Neka je

AP kalsa kvadrova kojima svaka koordinata svakog temena le�i u D. Kako je

∂Qx ⊂
⋃
i{y = (y1, ..., yk) ∈ Rk|yi = xi, i ≤ k} i kako za neko A ∈ AP svaka ko-

ordinata svake taqke le�i u D, P (∂Qx) = 0 za svako x koje je teme nekog kvadra

A ∈ A. Zbog naqina na koji smo definisali AP , primenom formule uk	uqe�a i

14Teorema 2.7 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.4
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isk	uqe�a, mo�emo dobiti da za svako A ∈ AP va�i Pn(A) → P (A). Odatle, i

iz toga xto je D gust, imamo da AP zadovo	ava sve uslove teoreme 2.6, pa �enom

primenom dobijamo da Pn ⇒ P , pa je AP klasa koja odre�uje konvergenciju.

Ovo se mo�e formulisati i na drugaqiji naqin, jer, primetimo da su funkcije

raspodele od P i Pn zapravo F (x) = P (Qx) i Fn(x) = Pn(Qx). Kako je F neprekidna

u x ako i samo ako je P (∂Qx) = 0 imamo da Pn ⇒ P ako i samo ako Fn(x) → F (x)

za sve x koje su taqke neprekidnosti funkcije F .15

Teorema 2.8 Neka su Pn, n ∈ N i P verovatnosne mere na (S,S). Tada je za

Pn ⇒ P neophodan i dovo	an uslov da svaki podniz {Pni} niza {Pn} ima da	i

podniz {Pni(m)
} koji slabo konvergira ka P kada m→ +∞.16

Dokaz: Neophodnost ovog uslova oqigledno va�i. Xto se dovo	nosti tiqe, pret-

postavimo suprotno, da {Pn} ne konvergira slabo u P . Tada Pnf 6→ Pf za neku

ograniqenu i neprekidnu funkciju f . Me�utim, u tom sluqaju postoji neko ε > 0

i neki podniz {Pni} takvi da |Pnif − Pf | > ε za svako i ∈ N. Stoga, {Pni} ne
mo�e imati neki da	i podniz koji konvergira ka P , xto je u kontradikciji sa

poqetnom pretpostavkom. Dakle, Pn ⇒ P ako i samo ako svaki podniz {Pni} niza
{Pn} ima da	i podniz {Pni(m)

} koji slabo konvergira ka P . �

Neka h preslikava metriqki prostor (S, ρ) sa σ-algebrom S u neki drugi met-

riqki prostor (S ′, ρ′) sa σ-algebrom S ′. Neka je h : S → S ′ S/S ′ mer	ivo (vixe

o ovome u Dodatku). Tada za svaku verovatnosnu meru P na (S,S) mo�emo defin-

isati verovatnosnu meru Ph−1 na (S ′,S ′) sa Ph−1(A) = P (h−1(A)). Sada �emo raz-

motriti uslove pri kojima Pn ⇒ P implicira Pnh
−1 ⇒ Ph−1. Jedan od takvih

uslova bio bi da je h neprekidna, jer kada je h neprekidna iz (4.2) i iz Pn ⇒ P

sledi∫
S′
f(y)Pnh

−1(dy) =

∫
S

f(h(x))Pn(dx)→
∫
S

f(h(x))P (dx) =

∫
S′
f(y)Ph−1(dy) (2.2)

Dakle, (2.2) va�i ako je h neprekidno preslikava�e iz S u S ′.17

15Ova diskusija se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na obele�ena

kao primer 2.3
16Teorema 2.8 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.6
17Ova diskusija se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na strani 20
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Me�utim, ovaj uslov se mo�e oslabiti. Dovo	no je da je h S/S ′ mer	iva i da

skup �enih taqaka prekida Dh (ovaj skup le�i u S na osnovu teoreme 4.15) ima

P -meru 0. To mo�emo videti u slde�oj teoremi.

Teorema 2.9 Neka su P i {Pn} verovatnosne mere na (S,S), neka je h : S →
S ′ S/S ′ mer	iva i neka je Dh skup taqaka prekida preslikava�a h. Neka su

Ph−1 i Pnh
−1 verovatnosne mere na (S ′,S ′) definisane sa Ph−1(A) = P (h−1(A))

i Pnh
−1(A) = Pn(h−1(A)) za A ∈ S ′. Tada ako Pn ⇒ P i ako P (Dh) = 0, onda

Pnh
−1 ⇒ Ph−1.18

Dokaz: Neka je F skup iz S ′. Ako x ∈ (h−1(F ))− onda postoji niz {xn} takav da

xn → x i takav da h(xn) ∈ F . Ali onda, ako x ∈ Dc
h, h(x) ∈ F−. Drugim reqima,

Dc
h ∩ (h−1(F ))− ⊂ h−1(F−). Ako je F zatvoren u S ′ i ako P (Dc

h) = 1 (xto sledi

direktno iz pretpostavke da je P (Dh) = 0), onda

lim sup
n

Pn(h−1(F )) ≤ lim sup
n

Pn((h−1(F ))−) ≤

≤ P ((h−1(F ))−) = P (Dc
h ∩ (h−1(F ))−) ≤ P (h−1(F−)) = P (h−1(F ))

Dakle, uslov (iii) teoreme 2.4 je zadovo	en, pa Pnh
−1 ⇒ Ph−1. �

Sada kada smo uveli sve ove teoreme koje nam olakxavaju dokaziva�e slabe kon-

vergencije i koje nam pru�aju vixe informacija o slaboj konvergenciji, mo�emo

se jox jednom vratiti na primer 2.2 da vidimo koje dodatne zak	uqke mo�emo

izvu�i zahva	uju�i ovim teoremama. Zadatak 2.8 iz k�ige [1] Convergence of

Probability Measures postav	a slede�e pita�e: ako niz verovatnosnih mera δxn
konvergira slabo ka nekoj verovatnosnoj meri P , da li onda i ta verovatnosna

mera mora biti oblika δx za neko x ∈ S?

Pretpostavimo da δxn konvergira slabo ka nekoj verovatnosnoj meri P . Ako

{xn} sadr�i konvergentan podniz {xni} koji konvergira ka nekom x, onda je iz

dokaza primera 2.2 jasno da δxni ⇒i δx. Kako iz teoreme 2.8 znamo da je neophodan

uslov za slabu konvergenciju δxni ⇒i P da postoji da	i podniz tog podniza koji

slabo konvergira ka P i kako iz teoreme 2.1 znamo da niz verovatnosnih mera

konvergira ka jedinstvrenoj verovatnosnoj meri, dobijamo da P mora biti koin-

cidentna sa δx.

18Teorema 2.9 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 2.7
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Dakle, u ostatku ovog razmatra�a mo�emo pretpostaviti da {xn} ne sadr�i
konvergentan podniz. Zbog toga, za svako k ∈ N, mo�emo odabrati polupreqnik

kugle rk > 0 takav da beskonaqno mnogo qlanova niza {xn} ne pripada otvorenoj
kugli B(xk, rk). Korix�e�em teoreme 2.4, kako je B(xk, rk) otvoren i kako δxn ⇒ P ,

znamo da je P (B(xk, rk)) ≤ lim infn δxn(B(xk, rk)). S druge strane, kako znamo da

beskonaqno mnogo qlanova niza {xn} ne pripada B(xk, rk), znamo da je

lim infn δxn(B(xk, rk)) = 0, pa je zbog toga P (B(xk, rk)) = 0. Kako u {xn|n ∈ N}
ne postoji konvergentan podniz, onda je ovaj skup zatvoren, pa je �egov kom-

plemenet G = {xn|n ∈ N}c otvoren. Prema tome, mo�emo i na G primeniti

toeremu 2.4 na sliqan naqin i dobiti da je P (G) ≤ lim infn δxn(G). Me�utim, kako

je G = {xn|n ∈ N}c, znamo da za svako xn va�i δxn(G) = 0, pa je i lim infn δxn(G) = 0,

odakle zak	uqujemo da je P (G) = 0. Kako sada mo�emo predstavili S kao prebro-

jivu uniju G∪
⋃
k B(xk, rk), znamo da je P (S) ≤ P (G) +

∑
k P (B(xk, rk)) = 0, xto je

nemogu�e jer mora va�iti P (S) = 1.

Ovime smo pokazali da δxn mo�e slabo konvergirati samo ka verovatnosnoj

meri koja je oblika δx za neko x ∈ S. Ali, jox bitnije, pokazali smo koliko nam

dodatnih mogu�nosti i olakxica, ali i bo	eg razumeva�a slabe konvergencije

pru�aju teoreme koje smo dokazivali u ovom poglav	u.
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3 Prohorov	eva teorema

U nastavku rada, sa Π �emo obele�avati familiju verovatnosnih mera na

(S,S). Za Π ka�emo da je relativno kompaktna ako svaki niz elemenata iz Π

ima slabo konvergentan podniz - odnosno za svaki niz {Pn} iz Π postoje podniz

{Pni} i verovatnosna mera Q iz (S,S) (primetimo da Q ne mora biti iz Π) takvi

da Pni ⇒ Q, kada i → +∞. Iako Pn ⇒ Q ne bi imalo smisla kada bi Q(S)

bilo ma�e od 1, ipak �emo naglasiti da zahtevamo da Q(S) = 1. U ovom radu,

uglavnom �e nas zanimati relativna kompaktnost nizova {Pn}, xto znaqi da �e

nas interesovati da svaki podniz {Pni} niza {Pn}, sadr�i da	i podniz {Pni(m)
}

takav da da Pni(m)
⇒ Q, kada m→ +∞ za neku verovatnosnu meru Q iz (S,S). Za

Π ka�emo da je gusta ako za svako ε > 0 postoji kompaktan skup K takav da za

svako P ∈ Π va�i P (K) > 1− ε.

Kako smo sada uveli sve pojmove koji su nam potrebni, i kako smo u prethod-

nim poglav	ima dokazali teoreme koje �e nam biti podrebne, sada mo�emo for-

mulisati i dokazati Prohorov	evu teoremu. Krenu�emo od direktnog smera.

Teorema 3.1 Neka je Π familija verovatnosnih mera na (S,S). Ako je Π gusta,

onda je i relativno kompaktna.19

Dokaz: Neka je {Pn} niz verovatnosnih mera iz Π koja je gusta. Da bismo dokazali

relativnu kompaktnost, �elimo da na�emo podniz {Pni} i verovatnosnu meru P

takve da va�i Pni ⇒i P .

Uzmimo kompaktne skupove Ku, u ∈ N takve da K1 ⊂ K2 ⊂ ... i Pn(Ku) > 1− 1
u

za svako u i svako n. Kako su Kn kompaktni, onda su i separabilni, pa je i
⋃
uKu

separabilan. Stoga, na osnovu teoreme 4.7, znamo da postoji prebrojiva klasa A
otvorenih skupova sa takvih da ako za neki otvoren skup G va�i x ∈

⋃
u(Ku)∩G,

onda postoji neko A iz A tako da va�i x ∈ A ⊂ A− ⊂ G. Neka se H sastoji od ∅ i
od konaqnih unija skupova A− ∩Ku za A ∈ A i u ≥ 1.

Kako je u H ima prebrojivo mnogo skupova H i kako su Pn verovatnosne mere

pa va�i 0 ≤ Pn(H) ≤ 1, mo�emo primeniti dijagonalnu metodu (teorema 4.1) i

19Teorema 3.1 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 5.1
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zahva	uju�i �oj znamo da postoji podniz {Pni} niza {Pn} takav da postoji

α(H) = lim
i
Pni(H) (3.1)

za svako H iz H. Nax ci	 je da konstruixemo verovatnosnu meru P na (S,S)

takvu da

P (G) = sup
H∈H,H⊂G

α(H) (3.2)

za svaki otvoren skup G. Ako takvo P postoji, dokaz bi bio zavrxen - kako je

H ⊂ G, va�i α(H) = limi Pni(H) ≤ lim infi Pni(G), odakle je

P (G) = sup
H∈H,H⊂G

α(H) ≤ lim inf
i

Pni(G),

pa stoga na osnovu teoreme 2.4 va�i Pni ⇒i P .

Da bismo konstruisali P koja zadovo	ava (3.2), primetimo prvo da jeH zatvorena

pod konaqnom unijom i da α(H) ima slede�a svojstva:

α(H1) ≤ α(H2), za H1 ⊂ H2 (3.3)

α(H1 ∪H2) = α(H1) + α(H2), ako H1 ∩H2 = ∅ (3.4)

α(H1 ∪H2) ≤ α(H1) + α(H2) (3.5)

Tako�e, oqigledno va�i i α(∅) = 0. Za otvorene skupove G, definiximo

β(G) = sup
H∈H,H⊂G

α(H) (3.6)

Primetimo da va�i β(∅) = α(∅) = 0 i da je β monotona. Konaqno, definiximo

za M ⊂ S

γ(M) = inf
M⊂G

β(G) (3.7)

Primetimo da za otvorene skupove G va�i γ(G) = β(G).
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Slede�i ci	 bi�e nam da doka�emo da je γ spo	ax�a mera. Skup M je po

definiciji γ-mer	iv ako va�i γ(L) = γ(L ∩ M) + γ(L ∩ M c) za svako L ⊂ S.

Ali kako je γ spo	ax�a mera, va�i subaditivnost za prebrojivu uniju, tako da

je dovo	no da doka�emo da va�i γ(L) ≥ γ(L ∩M) + γ(L ∩M c) da bismo dokazali

da je M γ-mer	iv. Neka jeM klasa γ-mer	ivih skupova. Tada jeM σ-algebra i

restrikcija γ naM je mera. Ako uspemo da doka�emo da su svi zatvoreni skupovi

sadr�ani u M, iz toga �emo dobiti da je S ⊂ M, a restrikcija P od γ na S �e

zadovo	avati P (G) = γ(G) = β(G) za otvorene skupove G, pa �e (3.2) va�iti za

takve skupove. Da	e, P je verovatnosna mera jer

1 ≥ P (S) = β(S) ≥ sup
u
α(Ku) ≥ sup

u
(1− 1

u
) = 1 (3.8)

Primetimo da u (3.8) 1 ≥ P (S) va�i zbog naqina na koji je P definisana, iz

P (S) = β(S) imamo da je

P (S) = sup
H∈H,H⊂S

lim
i
Pni(H) ≤ 1

Da	e, primetimo da svako Ku ima konaqni pokrivaq iz A, pa stoga svako Ku ∈ H,
te smo zahva	uju�i ove dve stvari mogli dobiti (3.8), iz kog sledi da je P (S) = 1,

pa je P verovatnosna mera. Ovime bi dokaz bio zavrxen - tako da nam ostaje da

doka�emo da je γ spo	ax�a mera i da su svi zatvoreni skupovi sadr�ani uM.

Upravo to �emo dokazati u narednih xest koraka.

Korak 1: Ako je F zatvoren i G otvoren i ako va�i F ⊂ G i ako postoji

neko H ∈ H takvo da F ⊂ H, onda postoji H0 ∈ H takvo da va�i F ⊂ H0 ⊂ G.

Kako je F zatvoren podskup od H ∈ H, F je kompaktan. Da	e, postoji neko

u takvo da F ⊂ Ku. Mo�emo za svako x ∈ F odabrati neko Ax ∈ A takvo da

x ∈ Ax ⊂ A−x ⊂ G. Ovakvi skupovi Ax predstav	aju pokrivaq od F , a kako je F

kompaktan, znamo da postoji konaqan potpokrivaq Ax1 , Ax1 ,...,Axk . Mo�emo uzeti

H0 =
⋃k
i=1(A

−
xi
∩Ku) i za takvo H0 �e va�iti F ⊂ H0 ⊂ G.

Korak 2: β je konaqno subaditivna na otvorenim skupovima.

Neka je H ⊂ G1 ∪ G2 gde su G1 i G2 otvoreni i H ∈ H. Tada definiximo F1

i F2 na slede�i naqin:

F1 = {x ∈ H|ρ(x,Gc
1) ≥ ρ(x,Gc

2)}, F2 = {x ∈ H|ρ(x,Gc
2) ≥ ρ(x,Gc

1)}

Ako je x ∈ F1 i x /∈ G1, onda mora biti x ∈ G2 jer je F1 ⊂ G1 ∪ G2. Ali, s

druge strane, kako je Gc
2 zatvoren, to bi znaqilo da je ρ(x,Gc

2) > 0 = ρ(x,Gc
1), xto

21



je kontradikcija jer je x ∈ F1. Dakle, na ovaj naqin smo pokazali da je F1 ⊂ G1,

a analogno se dobija i da je F2 ⊂ G2. Kako F1 ⊂ H i F2 ⊂ H i H ∈ H, primenom
koraka 1 dobijamo da postoje H1 ∈ H i H2 ∈ H takvi da va�e F1 ⊂ H1 ⊂ G1 i

F2 ⊂ H2 ⊂ G2. Kako imamo da je H = F1 ∪ F2, onda imamo i da je H ⊂ H1 ∪ H2.

Tada na osnovu (3.3), (3.5) i naqina na koji smo definisali β va�i

α(H) ≤ α(H1 ∪H2) ≤ α(H1) + α(H2) ≤ β(G1) + β(G2)

Kako ovo va�i za svakoH ⊂ G1∪G2, odatle dobijamo da β(G1∪G2) ≤ β(G1)+β(G2).

Ovime je konaqna subaditivnost β dokazana.

Korak 3: β je prebrojivo subaditivna na otvorenim skupovima.

Ako je H ⊂
⋃
nGn, H ∈ H, onda, kako je H kompaktan, postoji neko n0 takvo da

je H ⊂
⋃
n≤n0

Gn. Kako smo u koraku 2 dokazali da va�i konaqna subaditivnost,

imamo da va�i

α(H) ≤ β(
⋃
n≤n0

Gn) ≤
∑
n≤n0

β(Gn) ≤
∑
n

β(Gn)

Korix�e�em supremuma po H ⊂
⋃
nGn, dobijamo da va�i β(

⋃
nGn) ≤

∑
n β(Gn).

Korak 4: γ je spo	ax�a mera.

Kako je γ monotona i kako va�i γ(∅) = 0, dovo	no je da doka�emo da je γ

prebrojivo subaditivna. Za proizvo	no ε > 0 i proizvo	ne skupove Mn koji su

podskupovi od S, zbog naqina na koji je γ definisana, mo�emo odabrati otvorene

skupove Gn takve daMn ⊂ Gn i da va�i β(Gn) < γ(Mn)+ ε
2n
. Kako je β prebrojivo

subaditivna, imamo

γ(
⋃
n

Mn) ≤ β(
⋃
n

Gn) ≤
∑
n

β(Gn) <
∑
n

γ(Mn) + ε,

a kako je ε proizvo	no, puxta�em da ε ↓ 0 dobijamo γ(
⋃
nMn) ≤

∑
n γ(Mn). Time

smo zavrxili dokaz da je γ prebrojivo subaditivna, xto znaqi da je spo	ax�a

mera.

Korak 5: Za svaki zatvoren skup F i otvoren skup G iz S va�i β(G) ≥
γ(F ∩G) + γ(F c ∩G).

Za proizvo	no ε > 0 odaberimo H1 ∈ H za koje va�i H1 ⊂ F c ∩ G i α(H1) >

β(F c ∩ G) − ε. Sada odaberimo H0 ∈ H, H0 ⊂ Hc
1 ∩ G takvo da va�i α(H0) >

β(Hc
1 ∩G)− ε. Kako su H0 i H1 disjunktni, mo�emo iskoristiti (3.4) i uz pomo�
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te jednakosti i definicija β i γ dobijamo

β(G) ≥ α(H0 ∪H1) = α(H0) + α(H1) > β(Hc
1 ∩G) + β(F c ∩G)− 2ε ≥

≥ β(F ∩G) + β(F c ∩G)− 2ε ≥ γ(F ∩G) + γ(F c ∩G)− 2ε

Kako je ε prozvo	no, puxta�em da ε ↓ 0, dobijamo da va�i β(G) ≥ γ(F ∩ G) +

γ(F c ∩G).

Korak 6: Ako je F zatvoren, F ∈M.

Neka je F zatvoren, G otvoren i neka je L ⊂ G. Tada, na osnovu koraka 5 va�i

β(G) ≥ γ(F ∩G) + γ(F c ∩G) ≥ γ(F ∩ L) + γ(F c ∩ L)

Kada uzmemo infimum otvorenih G koji sadr�e L, dobijamo da je γ(L) ≥ γ(F ∩
L) + γ(F c ∩ L), pa je F γ-mer	iv, odnosno F ∈M. Ovime je dokaz zavrxen. �

Direktni smer Prohorov	eve teoreme teoreme ima xiroku primenu i, delom

zbog toga xto nema nikakve uslove vezane za S, koristi se qex�e od inverznog

smera. Pre nego xto pre�emo na inverzni smer, doka�imo slede�u posledicu

teoreme 3.1.

Posledica 3.2 Neka su P verovatnosna mera na (S,S) i {Pn} niz verovatnosnih
mera na (S,S). Ako je {Pn} gust i ako svaki �egov podniz koji slabo konvergira,

slabo konvergira u P , onda va�i i Pn ⇒ P .20

Dokaz: Posmatrajmo neki proizvo	an podniz {Pni} od {Pn}. Kako je i on gust, na
osnovu prethodne teoreme, on ima neki da	i slabo konvergentan podniz {Pni(m)

}.
Na osnovu prepostavke ove posledice, on slabo konvergira bax u P , odnosno va�i

Pni(m)
⇒ P . Primenom teoreme 2.8, dobijamo da Pn ⇒ P . �

Sada mo�emo pre�i na inverzni smer Prohorov	eve teoreme.

Teorema 3.3 Neka je S separabilan i kompletan i Π familija verovatnosnih

mera na (S,S). Ako je Π relativno kompaktna, onda je i gusta.21

20Posledica 3.2 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na

strani 59
21Teorema 3.3 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures

obele�ena kao teorema 5.2
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Dokaz: Uzmimo otvorene skupove Gn koji rastu ka S. Tada za svako ε > 0 postoji

n takvo da P (Gn) > 1 − ε za svako P iz Π. Razlog za to dolazi iz relativne

kompaktnosti Π - ako bi za svako n postojala neka verovatnosna mera Pn iz Π takva

da Pn(Gn) ≤ 1− ε, na osnovu relativne kompaktnosti, mogli bismo da zak	uqimo

da postoje podniz Pni i verovatnosna mera Q za koje va�i Pni ⇒ Q. Me�utim, u

tom sluqaju imali bismo da

Q(Gn) ≤ lim inf
i

(Pni(Gn)) ≤ lim inf
i

(Pni(Gni)) ≤ 1− ε.

Ali, kako Gn ↑ S, onda bismo imali Q(S) ≤ 1− ε, xto je nemogu�e.

Da	e imamo da ako niz Ak1 , Ak2 ... otvorenih kugli polupreqnika 1
k
pokriva

S (znamo da ovakav niz postoji jer je S separabilan), onda postoji nk takvo da

P (
⋃
i≤nk)Aki > 1 − ε

2k
za svako P iz Π. Ako je K zatvore�e skupa

⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki,

onda je K kompaktan. Razlog za to je xto je
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki totalno ogranqen. (Za

svako ε > 0 mo�emo odabrati dovo	no veliko k takvo da je 1
k
< ε. Zbog toga su⋃

i≤nk Aki totalno ograniqeni, jer centri Aki qine ε-mre�u, pa je i
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki

totalno ograniqen) Iz toga i iz kompletnosti, na osnovu teoreme 4.13, imamo da

je K kompaktan. Sa druge strane, imamo da je za svaku verovatnosnu meru P ∈ Π

P (K) ≥ P (
⋂
k≥1

⋃
i≤nk

Aki) > 1−
∑
k≥1

ε

2k
= 1− ε,

pa smo time dokazali da je Π gusta. �

Kako smo ve� dokazali i direktni i inverzni smer Prohorov	eve teoreme, os-

talo je jox samo da je formulixemo.

Teorema 3.4 (Prohorov	eva teorema) Neka je Π familija verovatnosnih mera

na (S,S). Ako je Π gusta, onda je i relativno kompaktna. Inverzno, ako je Π

relativno kompaktna i ako jox va�i da je S separabilan i kompletan, onda je

Π gusta.

Dokaz: Dokaz sledi direktno iz teorema 3.1 i 3.3. �

Ako se vratimo jox jednom na euklidski prostor Rk iz primera 1.8. Ovaj

prostor, i jox qex�e, ovaj prostor za k = 1 je najqex�i specijalni sluqaj kako

za Prohorov	evu teoremu, tako i za ostala razmatra�a iz ovog rada. Kako je Rk

i separabilan i kompletan, ti uslovi inverznog smera Prohorov	eve teoreme su
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svakako zadovo	eni, i zato se qesto mo�e videti specijalni sluqaj ove teoreme

na Rk ili na R koji iznosi da je familija verovatnosnih mera gusta ako i samo

ako je relativno kompaktna. Upravo ovako je na R formulisana Prohorov	eva

teorema i u k�izi [3] Verovatno�a i statistika.

Vratimo se sada na opxti sluqaj. U inverznom smeru zahtevamo separabilnost

i kompletnost, ali ako obratimo pa��u na dokaz teoreme 3.3, mo�emo primetiti

da deo u kom koristimo kompletnost ima dosta sliqnosti sa korix�e�em kom-

pletnosti u dokazu teoreme 1.5. Setimo se da smo u diskusiji posle teoreme 1.5

taj uslov uspeli da oslabimo i da ga zamenimo uslovom topoloxke kompletnosti,

odnosno, da zahtevamo da je prostor po	ski. Iako se qesto Prohorov	eva teorema

formulixe tako da se u inverznom smeru zahteva separabilnost i kompletnost,

zapravo se i kod �e ovaj uslov mo�e oslabiti, i mo�e se samo zahtevati da je

prostor po	ski, xto �emo sada pokazati.

Sliqno kao i u diskusiji vezanoj za teoremu 1.5, i ovde �emo formira�e kugli

Ak1 , Ak2 ... iz dokaza teoreme 3.3 prebaciti iz poqetnog prostora (S, ρ) u homeo-

morfan prostor (S, ρ′) koji je separabilan i kompletan. Onda �emo se vratiti u

poqetni prostor i konstruisati
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki na isti naqin kao i ranije, xto

mo�emo da uradimo jer �e Aki biti otvoreni skupovi i u (S, ρ). Ono xto je bitno

je da je
⋂
k≥1

⋃
i≤nk Aki u (S, ρ′) ida	e totalno ograniqen, a �egovo zatvore�e K je

kompletno kao zatvoren podskup kompletnog skupa, pa je stoga na osnovu teoreme

4.13 K kompaktan u (S, ρ′), a kako je kompaktnost topoloxko svojstvo, kompaktan

je i u (S, ρ). Ostatak dokaza se nastav	a na identiqan naqin kao i u sluqaju kada

zahtevamo kompletnost, a ne samo topoloxku kompletnost.

Dakle, za inverzni smer Prohorov	eve teoreme dovo	no je da zahtevamo da je

prostor po	ski. Iz tog razloga, na nekim mestima se ova teorema mo�e na�i i u

takvoj formulaciji.

Vratimo se jox jednom na δx iz primera 2.2. Neka je Π familija verovat-

nosnih mera definisana sa Π = {δx|x ∈ A} za neko A iz S koje ima kompaktno

zatvore�e. Zadatak 5.3 iz k�ige [1] Convergence of Probability Measures od nas

tra�i da doka�emo da je tada Π relativno kompaktna. Setimo se da iz primera

2.2 i iz prethodnih vra�a�a na �ega znamo da niz δxn mo�e slabo konvergirati

samo ka verovatnosnoj meri oblika δx za neko x ∈ S, i da δxn ⇒ δx va�i ako i samo

ako xn → x, n → +∞. Dakle, na osnovu toga i na osnovu definicije relativne
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kompaktnosti, zak	uqujemo da je Π relativno kompaktna ako i samo ako svaki

niz {xn} iz A ima konvergentan podniz. Me�utim, kako je A− kompaktan, upravo

ovaj rezultat nam daje uslov (ii) teoreme 4.13. Ovime je relativna kompaktnost Π

dokazana.

Ako jox imamo da je S separabilan i kompletan (ili, kako smo upravo pokazali,

jox slabije, ako je S po	ski prostor) onda mo�emo primeniti teoremu 3.4, tako

da �e na tim prostorima Π biti i gusta.

Sada �emo korix�e�em Prohorov	eve teoreme dokazati slede�e tvr�e�e koje

je va�no za oblast finansijske matematike.

Tvr�e�e 3.5 Neka je Π{ϕi}i∈I = {P ∈ Π(Rn
+)|Pϕi ≤ 0, i ∈ I}, gde je Π(Rn

+) famil-

ija svih verovatnosnih mera na (Rn
+,Rn

+) i ϕi, i ∈ I neprekidne funkcije iz Rn
+.

Neka za neko i ∈ I va�i ϕi = m, gde je m(x1, ..., xn) =
∑n

i=1 g(xi) gde je g konvek-

sna superlinearna funkcija, to jest, va�i limx→+∞
g(x)
x

= +∞. Tada je Π{ϕi}i∈I

relativno kompaktna.22

Dokaz: Prvo �emo dokazati da je Π{ϕi}i∈I gusta. Primetimo da iz superlinearnosti

g sledi lim||x||→+∞
m(x)
||x|| = +∞. Da	e, iz toga xto m ∈ {ϕi}i ∈ I va�i Pm ≤ 0 za

svako P ∈ Π{ϕi}i∈I .

Ako je m(x) ≥ 0 za svako x ∈ Rn
+, onda za svako P ∈ Π{ϕi}i∈I va�i Pm = 0 (jer

je Pm ≥ 0 i Pm ≤ 0), pa je P (m−1({0})) = 1. Sa druge strane, kako je m−1({0})
kompaktan, imamo da je Π{ϕi}i∈I gusta.

U suprotnom, ako ne va�i m ≥ 0, imamo da je minm = −a za neko 0 < a < +∞.

Za svako δ > 0 postoji kδ > 0 takvo da za Kδ = [0, kδ]
n na Kc

δ va�i m(x) > 1
δ
. Prema

tome, imamo da za svako P ∈ Π{ϕi}i∈I va�i∫
Kc
δ

mdP ≥ P (Kc
δ)

δ
(3.9)

Da	e, imamo da

0 ≥
∫
Rn+

mdP =

∫
Kδ

mdP +

∫
Kc
δ

mdP ≥ −aP (Kδ) +

∫
Kc
δ

mdP

22Tvr�e�e 3.5 sa dokazom je uopxte�e prvog koraka dokaza direktnog smera teoreme 1.3 iz

rada [4] A model-free version of the Fundamental theorem of asset pricing and the Super-replication

theorem
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Odatle dobijamo da va�i ∫
Kc
δ

mdP ≤ aP (Kδ) (3.10)

Korix�e�em nejednakosti (3.9) i (3.10), dobijamo da va�i

P (Kc
δ) ≤ δ

∫
Kc
δ

mdP ≤ δaP (Kδ) ≤ δa

Dakle, za svako ε > 0 mo�emo odabrati δ = ε
a
tako da je P (Kc

δ) ≤ ε, odnosno tako

da je P (Kδ) ≥ 1− ε. Kako je Kδ kompaktan, Π{ϕi}i∈I je gusta.

Dakle, dokazali smo da je Π{ϕi}i∈I gusta. Koriste�i teoremu 3.1, dobijamo da

je Π{ϕi}i∈I i relativno kompaktna, qime je ovaj dokaz zavrxen. �

Prethodno tvr�e�e predstav	a jedan od k	uqnih delova za dokaz Fundamen-

talne teoreme o ceni u diskretnom vremenu, nezavisno od modela, koja se mo�e

na�i u radu [4] A model-free version of the Fundamental theorem of asset pricing and

the Super-replication theorem kao teorema 1.3. Ova teorema predstav	a izuzetno

va�an rezultat iz finansijske matematike i odre�uje uslov za postoja�e prilike

za arbitra�u.
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4 Dodatak

Teorema 4.1 (Dijagonalna metoda) Neka je svaki red slede�eg niza

x1,1, x1,2, ...

x2,1, x2,2, ... (1)

...
...

ograniqen niz realnih brojeva. Tada postoji rastu�i niz brojeva n1, n2,... takvih

da limk xr,nk postoji za svako r ∈ N.23

Dokaz: Kako svaki ograniqen niz ima konvergentan podniz, odaberimo iz prvog

reda podniz

x1,n1,1 , x1,n1,2 , ... (2)

koji konvergira i u kom su n1,i rastu�i. Sada, posmatrajmo podniz drugog reda iz

(1)

x2,n1,1 , x2,n1,2 , ... (3)

Kako je drugi red iz (1) ograniqen, ograniqen je i (3), pa i on ima konvergentan

podniz

x2,n2,1 , x2,n2,2 , ... (4)

Na taj naqin, i za drugi red iz (1) odabrali smo podniz (4) u kom su n2,k rastu�i

i za koji limkx2,n2,k
postoji. Nastav	aju�i na ovaj naqin, dobijamo

n1,1, n1,2, ...

n2,1, n2,2, ... (5)

...
...

koji ima slede�a svojstva

23Teorema 4.1 sa dokazom se mo�e prona�i u Dodatku k�ige [2] Probability and Measure

obele�ena kao A14
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(i) svaki red iz (5) je rastu�i

(ii) niz iz (r + 1)-vog reda iz (5) je podniz niza iz r-tog reda iz (5)

(iii) za svako r, limkxr,nr,k postoji

Dakle, imamo da je

xr,nr,1 , xr,nr,2 , ... (6)

konvergentan podniz r-tog reda iz (1)

Neka je nk = nk,k. Kako je svaki red iz (5) rastu�i niz koji je sadr�an u

prethodnom redu, imamo da je n1, n2,... rastu�i. Da	e, nr, nr+1,... je podniz r-tog

reda iz (5), pa je stoga konvergentan i limkxr,nk postoji.

Kako je {nk} dijaganalan u (5), primena ove teoreme naziva se dijagonalna

metoda. �

Definicija 4.2 Prostor S je separabilan ako sadr�i prebrojiv skup gust u S.

Definicija 4.3 Baza prostora S je klasa otvorenih skupova iz S sa svojstvom

da se svi otvoreni skupovi u S mogu predstaviti kao unija skupova iz baze.

Definicija 4.4 Otvoren pokrivaq nekog skupa A iz S je klasa otvorenih skupova

iz S qija unija sadr�i A.

Teorema 4.5 Slede�a tri uslova su ekvivalentna:24

(i) S je separabilan

(ii) S ima prebrojivu bazu

(iii) svaki otvoren pokrivaq nekog A ⊂ S ima prebrojivi potpokrivaq.

Dokaz: (i) ⇒ (ii): Neka je D prebrojiv i gust u S i neka je V klasa kugli B(d, r)

gde je d ∈ D i r ∈ Q. Neka je G otvoren. Da bismo dokazali da je V baza, moramo

dokazati da ako je G1 unija svih skupova iz V koji su sadr�ani u G, onda je

G = G1. Na osnovu naqina na koji smo definisali G1, G1 ⊂ G va�i. Da bismo

dokazali da G ⊂ G1, potrebno je da poka�emo da za savko x ∈ G postoje d ∈ D

24Teorema 4.5 sa dokazom se mo�e prona�i u Dodatku k�ige [1] Convergence of Probability Mea-

sures na strani 237
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i r ∈ Q takvi da je x ∈ B(d, r) ⊂ G. Kako je x ∈ G i kako je G otvoren, pos-

toji ε takvo da je B(x, ε) ⊂ G. Kako je D gust u S, postoji d ∈ D takvo da je

ρ(x, d) < ε
2
. Sa druge strane, mo�emo uzeti r ∈ Q takvo da ρ(x, d) < r < ε

2
, pa je

onda x ∈ B(d, r) ⊂ B(x, ε), pa je x ∈ G1. Prema tome, G = G1, pa je V prebrojiva

baza od S.

(ii)⇒ (iii): Neka je {V1, V2, ...} prebrojiva baza i neka je {Gα} otvoren pokri-

vaq od A. Za svako Vk za koje postoji neko Gα koje sadr�i Vk, uzmimo neko takvo

Gαk . Za �ega va�i Vk ⊂ Gαk . Tada je A ⊂
⋃
kGαk , pa je {Gαk} prebrojiv potpokri-

vaq od A.

(iii) ⇒ (i): Za svako n ∈ N, {B(x, 1
n
)|x ∈ S} je otvoren pokrivaq od S. Ako

(iii) va�i, onda postoji �egov prebrojivi potpokrivaq {B(xnk,
1
n
)|k ∈ N}. Dakle,

{xnk|n, k ∈ N} je prebrojiv i gust u S, pa je S separabilan. �

Definicija 4.6 Za podskup M iz S ka�emo da je separabilan ako postoji pre-

brojivi skup D iz S koji je gust u M , odnosno za koji va�i M ⊂ D−.

Primetimo da D iz prethodne definicije ne mora biti podskup od M , iako se

ovo lako mo�e obezbediti. Pretpostavimo da je {dk} gust u M i neka je xnk taqka

u B(dk,
1
n
) ∩M , ako takva taqka postoji (odnosno ako je presek neprazan). Tada

za svako x ∈ M i ε > 0 mo�emo odabrati dk i n takve da ρ(x, dk) <
1
n
< ε

2
. Kako

je B(dk,
1
n
) ∩M neprazan, onda xnk postoji i va�i ρ(xnk, x) < ε. Dakle {xnk} je

prebrojiv skup gust u M koji je podskup od M .25

Teorema 4.7 Neka je podskup M od S separabilan. Tada va�i:26

(i) Postoji prebrojiva klasa otvorenih skupova A koji imaju svojstvo da ako

je x ∈ G ∩M i G je otvoren, onda x ∈ A ⊂ A− ⊂ G za neko A ∈ A.

(ii) Svaki otvoren pokrivaq od M ima prebrojiv potpokrivaq.

Dokaz: (i): Neka je D prebrojiv podskup od M koji je gust u M . Neka se A sas-

toji od kugli B(d, r), gde je d ∈ D i r ∈ Q. Tada, ako je x ∈ G ∩ M i G je

otvoren, mo�emo odabrati ε takvo da B(x, ε) ⊂ G i d ∈ D takvo da ρ(x, d) < ε
2
.

Konaqno, odaberimo r ∈ Q takvo da va�i ρ(x, d) < r < ε
2
. Tada imamo da

25Ova diskusija se mo�e prona�i u Dodatku k�ige [1] Convergence of Probability Measures na

strani 237
26Teorema 4.7 sa dokazom se mo�e prona�i u Dodatku k�ige [1] Convergence of Probability Mea-

sures na strani 237
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x ∈ B(d, r) ⊂ B(d, r)− ⊂ B(x, ε) ⊂ G.

(ii): Neka je A = {A1, A2, ...} klasa iz (i). Tada, ako je {Gα} pokrivaq od M ,

onda za svako Ak mo�emo odabrati neko Gαk takvo da Ak ⊂ Gαk (odnosno, za svako

Ak za koje takvo Gαk postoji). OndaM ⊂
⋃
kGαk , pa je Gαk prebrojiv potpokrivaq

od M . Ovo svojstvo se naziva Lindelofovo svojstvo. �

Definicija 4.8 Niz {xn} je fundamentalan, ili, Koxijev ako

sup
i,j≥n

ρ(xi, xj)→ 0, n→ +∞

Definicija 4.9 SkupM je kompletan ako svaki Koxijev niz uM ima graniqnu

vrednost koja le�i u M .

Oqigledno, kompletan skup je uvek zatvoren. U ovom radu �e nas qesto zani-

mati da li je S kompletan.

Definicija 4.10 Skup A je kompaktan ako svaki otvoren pokrivaq od A ima

konaqan potpokrivaq.

Definicija 4.11 Za skup A, skup taqaka {xk} sa svojstvom da za svako x ∈ A
postoji neko xk takvo da ρ(x, xk) < ε nazivamo �egovom ε-mre�om.

Definicija 4.12 Za skup A ka�emo da je totalno ograniqen ako za svako ε > 0

ima konaqnu ε-mre�u.

Primetimo da iz definicije za ε-mre�u, taqke ε-mre�e ne moraju da le�e u

skupu A.

Teorema 4.13 Slede�a tri uslova su ekvivalentna:27

(i) A− je kompaktan

(ii) svaki niz iz A ima konvergentan podniz (qija je graniqna vrednost u A−)

(iii) A je totalno ograniqen i A− je kompletan.

27Teorema 4.13 sa dokazom se mo�e prona�i u Dodatku k�ige [1] Convergence of Probability

Measures na strani 239
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Dokaz: Kako (ii) va�i ako i samo ako svaki niz iz A− ima konvergentan podniz

qija graniqna vrednost le�i u A− i kako je A totalno ograniqen ako i samo ako je

A− totalno ograniqen, u ostatku dokaza mo�emo pretpostaviti da je A zatvoren

i da je A = A−.

Da bismo pojednostavili dokaz, definisa�emo slede�e korake koji �e nam biti

me�ukoraci izme�u (i) i (ii):

(1) svaki prebrojiv otvoren pokrivaq od A ima konaqan potpokrivaq

(2) ako A ⊂
⋃
nGn, gde su Gn otvoreni skupovi za koje va�i G1 ⊂ G2 ⊂ ..., onda

je A ⊂ Gn za neko n ∈ N

(3) ako je A ⊃ F1 ⊃ F2 ⊃ ... gde su Fn zatvoreni neprazni skupovi, onda je
⋂
n Fn

neprazan

Prvo �emo dokazati da su (1), (2), (3), (ii) i (iii) ekvivalentni.

(1) ⇔ (2): Direktan smer ovog tvr�e�a oqigledno va�i, a xto se inverznog

smera tiqe, ako je {Gn} neki prebrojivi otvoreni pokrivaq od A, mo�emo ga za-

meniti sa
⋃
k≤nGk, a tada iz (2) znamo da postoji n takvo da A ⊂

⋃
k≤nGk, te smo

na taj naqin dobili konaqni otvoreni potpokrivaq.

(2) ⇔ (3): Drugi naqin da formulixemo (2) je da za otvorene skupove Gn

A ∩ Gn ↑ A implicira da za neko n ∈ N A ∩ Gn = A. Sliqno, (3) mo�emo for-

mulisati tako da za zatvorene skupove Fn A∩Fn ↓ ∅ implicira da je za neko n ∈ N
A ∩ Fn = ∅ (u ovoj formulaciji Fn ne mora biti sadr�ano u A). Me�utim, kada

uzmemo Fn = Gc
n, vidimo da su ove dve tvrd�e ekvivalentne.

(3) ⇔ (ii): Ako je {xn} neki niz iz A, uzmimo Bn = {xn, xn+1, ...} i Fn = B−n .

Tada je svaki Fn neprazan i ako (3) va�i, sledi da je
⋂
n Fn neprazan. Uzmimo neko

x ∈
⋂
n Fn. Kako je x iz zatvore�a od Bn, postoji in ≥ n takvo da ρ(x, xin) < 1

n
.

Birajmo in tako da i1 < i2 < ... va�i. Onda je limn ρ(x, xin) = 0, odnosno (ii) va�i.

Sa druge strane, ako je Fn opadaju�i niz nepraznih skupova i ako (ii) va�i, onda

mo�emo uzeti xn ∈ Fn i neki podniz od {xn} �e imati neku graniqnu vrednost x.

Kako se radi o zatvorenim skupovima, va�i�e x ∈
⋂
n Fn, pa je taj skup neprazan.

(ii) ⇒ (iii): Pretpostavimo suprotno, da A nije totalno ograniqen. Tada pos-

toje ε i beskonaqni niz {xn} iz A takvi da ρ(xm, xn) ≥ ε za m 6= n. Ali, u tom

sluqaju niz {xn} ne bi mogao imati konvergentan podniz, xto je u suprotnosti s
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pretpostavkom (ii), tako da A mora biti totalno ograniqen. Da	e, (ii) implicira

i kompletnost, jer ako je niz {xn} Koxijev i ima neki podniz koji konvergira u

x, onda i {xn} konvergira u x.

(iii)⇒ (ii): Ako je A totalno ograniqen, za svako n ∈ N, mo�e biti pokriven sa
konaqno mnogo otvorenih kugli Bn1,...,Bnkn polupreqnika

1
n
. Za svaki niz {xm} iz

A, mo�emo odabrati rastu�i niz brojeva m11, m12,... tako da svi xm11 , xm12 ... budu

sadr�ani u istom B1k. Znamo da je ovo mogu�e, jer postoji konaqno mnogo ovih

kugli. U slede�em koraku odaberimo neki podniz m21, m22,... niza m11, m12,...

takav da xm21 , xm22 ... budu u istom B2k. Nastavimo konstrukciju mij da	e na ovaj

naqin. Neka je ri = mii. Tada xrn , xrn+1 ,... svi le�e u istom Bnk. Dakle, zbog

naqina na koji smo ga konstruisali xr1 , xr2 ,... je Koxijev i iz kompletnosti sledi

da konvergira ka nekoj taqki iz A.

Ovime smo dokazali da su (1), (2), (3), (ii) i (iii) ekvivalentni. Iz (i) oqigledno

sledi (1), tako da je dovo	no da doka�emo da (i) sledi iz (1) i (iii). Kako je A u

tom sluqaju totalno ograniqen, onda je i separabilan, pa na osnovu Lindelofovog

svojstva svaki otvoreni pokrivaq od A ima prebrojiv potpokrivaq. Da	e, iz (1)

imamo da svaki prebrojiv pokrivaq ima konaqan potpokrivaq, te je A kompaktan.

�

Neka je S Borelova σ-algebra za metriqki prostor (S, ρ) i neka je (S ′, ρ′) neki

drugi metriqki prostor sa Borelovom σ-algebrom S ′. Tada, ako je h : S → S ′

neprekidna, onda je i S/S ′ mer	iva, u smislu da ako je A′ ∈ S ′, onda je i A =

h−1(A′) ∈ S. Dokaz za ovo se bazira na tome da je ovo dovo	no dokazati za otvorene
skupove, a ako je G′ ∈ S ′ otvoren, onda je i h−1(G′) otvoren, pa samim tim i

h−1(G′) ∈ S. Ako imamo neko preslikava�e h : S → S ′ koje je S/S ′ mer	ivo i neku
meru µ na S, onda mo�emo definisati meru µh−1 na S ′ sa28

µh−1(A′) = µ(h−1(A′)), A′ ∈ S ′ (4.1)

Teorema 4.14 Ako je f nenegativna, µ mera na metriqkom prostoru (S, ρ) sa σ-

algebrom S, (S ′, ρ′) metriqki prostor i h : S → S ′ preslikava�e iz S u S ′, onda

va�i29 ∫
S

f(h(A))µ(dA) =

∫
S′
f(A′)µh−1(dA′) (4.2)

28Ova diskusija se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na strani 243

i u k�izi [2] Probability and Measure na strani 182
29Teorema 4.14 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [2] Probability and Measure obele�ena kao

teorema 16.13
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Dokaz: Ako je f = IA′ , onda f ◦ h = Ih−1A′ , pa se u tom sluqaju (4.2) svodi na (4.1),

pa odatle va�i. Linearnox�u, dobijamo da (4.2) va�i za sve proste funkcije.

Ako su {fn} proste funckije takve da 0 ≤ fn ↑ f , onda i 0 ≤ fn(A) ↑ f(A), pa

odatle i za f va�i (4.2), qime smo dokazali (4.2) za sve nenegativne funkcije. �

Teorema 4.15 Neka su (S, ρ) i (S ′, ρ′) metriqki prostori sa Borelovim σ-algebrama

S i S ′, neka je h : S → S ′ preslikava�e iz S u S ′ i neka je Dh skup taqaka prekida

od h. Tada Dh ∈ S.30

Dokaz: Neka je Aεδ skup taqaka x ∈ S za koje postoje taqke y i z iz S takve

da ρ(x, y) < δ, ρ(x, z) < δ i ρ(h(y), h(z)) ≥ ε. Kako je Aεδ otvoren i kako je

Dh =
⋃
ε∈Q+

⋂
δ∈Q+ Aεδ, onda Dh ∈ S. �

Definicija 4.16 Za klasu A na S ka�emo da je π-sistem ako je zatvorena za

konaqni presek.

Definicija 4.17 Za klasu A na S ka�emo da je λ-sistem ako sadr�i S i ako

je zatvorena za komplement i za konaqnu uniju disjunktnih skupova.

Teorema 4.18 Ako je A π-sistem na S i ako je B λ-sistem na S, onda iz A ⊂ B
sledi σ(A) ⊂ B.31

30Teorema 4.1 sa dokazom se mo�e prona�i u k�izi [1] Convergence of Probability Measures na

strani 243
31Teorema 4.18 se mo�e prona�i u k�izi [2] Probability and Measure obele�ena kao teorema 3.2
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