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YBOT,

um oBor pajia je yBoherme mojMa ciabe KOHBEPreHIinje BEpOBAaTHOCHUX Mepa, Y MeT-
PUYKKUM HPOCTOPUMA, JIe(PUHUCAHLE U JIOKA3UBAe HEKUX CBOjCTaBa KOje OHE MOCEyjy
M, KOHAYHO, Ka0 IJIaBHU IUJb, JIoKa3 [Ipoxopos/beBe Teopeme. Paj je moge/ben Ha de-

THPpU IIOIVIaBJ/ba IIpeMa THM IIH/bLEeBHMA.

Y upBowm 1orJiasiby, baBuhemo ce jiepunucameM cjade KOHBEPreHIrje BepoBaTHOC-
HUX Mepa y MeTPUYKHUM IIPOCTOPUMA, KA0 U HEKUX JIPYTUX OCHOBHUX TOjMOBa. Takobe,
Ha HEKOJINKO ITpuMepa heMo BUIeTH KaKO MOYKEMO YTBPJIUTH KOja o1 Je(PUHUCAHUX CBO-
jeraBa moceyjy. Y IpyToOM HOIVIaBJ/BY TOCBeTHNEMO ce CBOjCTBUMA ciabe KOHBEPIeHIIje
BEPOBATHOCHUX Mepa Y MeTpUIKUM mpoctopuMa. Buaehemo antepuaTtuBHe HaunHe 1a
JIOKazKeMo ¢j1aby KOHBEpPreHIHjy, Kao W mpuMepe y Kojuma hemo jokaszuBaTu cjiady
KOHBepreHiujy. ¥ Tpehem m 3a oBaj paj HajOWUTHHjeM TOTJIaB/by, AeduHucahemo u

nokazatu [IpoxopoB/beBy Teopemy.

YeTBpTO HOIJIAB/BE MIPEJICTAB/bA JIOJATAK - Y IbeMy he OuTH JloKa3aHe HEeKe TeopeMe
Koje heMO KOpUCTHTH Y IIpBa TPH MOTJIaB/ba, U buhe nedpunucanu u mojMoBu Koje hemo
KODUCTHUTHU Ko IITO Cy cenapabuIHOCT, KOMILIETHOCT, KOMIAKCTOHCT... Kama Oymemo
KODUCTHJIM HEKY Of TeopeMa W3 JoJaTKa, JalieMo Ha3HAKY KOJOM TEOPEMOM J0JIa3IMO
JI0 KeJbeHOT pe3ynTara. l3memrameM oBUX JedUHHINM]a W TOKA3a U3 IJIABHOT JIeJa
paja, b je 6uo 1a ce cMame JUrpecuje y caMoM paJiy | J1a ce OJIpKu TOK paza. Llopes
nojMoBa, koju cy gedbunucanu y lomarky, y pajgay mehemo medunmcat HU OCHOBHE
OjMOBE U3 aHAJIH3e, TeopHje Mepa U Teopuje BopoBarHohe momyT o-ajarebpe, Mepe u

BEPOBATHOCHE Mepe W3 UCTOTr pasjiora yMambema JUrpecruja v paiy.



1 Cnaba KoOHBepreHnunja y METPUYIKNM IIPOCTOPUMA

Y oBoM morstaBsby JAedurucahicomo ¢1aby KOHBEPreHIHjy Y METPUIKUM TPOCTOPHMA,
KAa0 M HEeKe M0jMOBe Koju he Ham OUTH 0] KOPUCTH KAO TITO CY PErYAPHOCT Mepe U rycTa
Mepa U KpO3 TeopeMe U mpuMepe NeMo HCIUTUBATH OBa CBOjCTBA. [[0jMOBH Kao IIMTO CY
cermapabuIHOCT, KOMIAKTHOCT U KOMILIETHOCT fie ce 4ecTO KOPCUTUTH Y OBOM, aJd H Y
HapeIHOM IOIVIaB/bUMA, a hUXoBe jedununmje ce Haaase y lomaTky. YV oBom pajy,
dyecTo hemo pasmarparu Heky BepoBarHocHy Mepy P ua (5,8) rue je S Heku cKyn
a S merosa o-anrebpa. Kako je [ ¢ fdP 3a Heky orpaHuveHy U HENPeKHJHY DeaHy
dyuknujy f #a S HEMTO MTO je K/BYYIHO 3a cJaady KOHBepreHImjy u mojas/pbuBahe ce

YecTO Yy 0BOM pajiy, yBoguMmo Kpahy noranujy Pf = fs fdP.

Hedbunnunuja 1.1 Axo seposammuocre mepe P,, n € N u P na (S,S) sadosonwasajy
P.f — Pf 3a ceaxy oepanuueny u venpexudny pearny gyruxuugy f na S, onda kasrtcemo

da P, caabo xonsepeupa ka P u nuwemo P, = P.

Teopema 1.2 Csaka seposamnocha mepa P na (S, S) je peeyaapha, odnocro, 3a ceaku

S-cxyn A u ceaxo € > 0 nocmoje sameopen cxkyn F u omeopen ckyn G maxeu oda
FCACGuP(G\F)<el

Jlokas: Obesiexkumo merpuky na S ca p(z,y) u pacrojame tauke x oj ckyna A ca
p(x, A). Axo je A sarsopen, Moxemo ysetn F = Au G = A% = {z € S|p(x, A) < 6}
3a mexo 0 > 0, jep smamo ga A° — A kana 6 | 0. Hexka je G x1aca S-cKymoBa Koju
3ajoBosbaBajy F' C A C G u P(G\ F) < e. [lomro cMo 10Ka3a/in j1a CBH 3aTBOPEHN
S-cKynoBU TPUNAIAjy OBOj KJIacH, caja je MOBOJHHO Na JoKaxKeMo ja je G o-anrebpa,
jep he Tume G 6utu Bopenosa o-anrebpa Ha S, ogHocHO, moKazahemo ja je G UCTO MITO
n S. Heka cy A,, n € N ckynosu n3 G. OmgabepumMo 3aTBOpeHe CKymnose Fj, u 0OTBOpeHe
ckynose G, Takse ga F, C A, C G, u P(G, \ F,,) < 5:57. Heka je G = |J, G, n
neka je ' =
FclU,A, C GuP(G\F) < e Ha taj naunn, nokazaan cMo 13 je G 3arBOpeHa

€
n<ng In €@ g € N onabpannm Taxo 1a PU, Fn\ F) < 5. Taga Baxn
Ha/T TpebPOjUBOM YHI]OM, a KaKO je 3aTBOPeHa W Ha I KOMILJIEMETOM W KaKO CaJIpKU CBe
3aTBOPEHEe CKYIIOBE, JTOKa3aJH ¢MO Ja je G Bopenosa o-anredpa, a THME CMO JTOKA3aJIN

u OBy Teopemy. [

Pasmorpumo cama 3a kakBe ckymoBe A € S mocroje orBopen ckyn (G W 3aTBOpPEH

ckyT F' TakBU Ja BayKN CBOjCTBO KaJa y JAeUHUINA]U PeryJIapHOCTH 3aTBOPEH U OTBOPEH

!Teopema 1.2 ca nokazom ce moxke nponahu y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obeniezkerna Kao reopema 1.1



CKYII 3aMeHe yJIore, OHOCHO TakBu Ja Baxu G C A C F u P(F\ G) < € 3a naro € > 0.
YrpaBo 0BO MUTame HaM MocTaBba 3agarak 1.8 uz kmwure [1] Convergence of Probabil-
ity Measures. 3a pa3iuKy O Caydaja Kaja pa3sMaTpaMo PeryaapHOCT, OBJE ¢e CKYIIOBI
F u G camm namehy, jep 3HaMO Jla cy HajMame 3aTBopeHO F' m HajBehe orBOpeHo GG
Koju ucnymanajy G C A C F zampaBo ' = A~ u G = A°. 3a HUX UMaMO Ja BaXKH
P(A~\ A°) = P(0A), a oo he 6uru mame o cBakor € > 0 caMo y caydajy Ja je
P(0A) = 0. Hakie, camo 3a cKymoBe Kojuma je py6 P-mepe Hysia, MOKEMO 3a CBaKO

e > 0 nahu oropene G u 3arBopene F' takse ja Baxxu G C A C Fu P(F\G) <e.

Ha ocnoBy jokaza Teopeme 1.2, 3ak/byuyjemo ja je Py noriyHocTu jgeduHUCaHa,
BpegrocTuMa P(F) 3arBopennx ckynosa F. OBo Ham wecTo MoxKe OUTH O KOPHCTH
jep je MHOro jegHocTtaBHHje (hOKycHpaTH ce caMO Ha 3aTBOPEHE CKYIIOBe Kaja HaM je

HOTPeOHO JIa JIOKazKeMO Ja Cy JIBe BePpOBATHOCHE Mepe jeIHaKe.

V cieehoj Teopemu, mokazahemo jga je P Takohe y nmornyHocTu jgeduHUCAHA BPE/I-

HocTHMa P f 3a paBHOMEPHO HENpeKHIHe U orpaHudene (yHkimje f.

Teopema 1.3 Beposamnocre mepe P u Q) na (S,S) cy kounyudewmne axo je Pf = Q f

30 C6€ PAGHOMEPHO Henpexudne u ozpanuyene peaane Gyrryuje f.2

Jloxa3z: a Ou cMo jl0Ka3aJim OBy TeopeMy, KopucTuheMmo ce alpoOKCUMHPaHheM WH/MKa-

@). Taksa dyHkmja je

topa Ip dyumujom f nedunrncanom ca f(zr) = max(0,1 —
orparmdena, jep paxku 0 < f(x) < 1. Jlame, dyHKIHUja je ¥ paBHOMEPHO HENPEKHTHA
jep Baxu | f(x)— f(y)| < @. Ha oBaj nawwn, 10011u ¢MO OrpaHHYIeHyY U PABHOMEPHO
HempeKuany GpyHKIH]y Koja ampokcuvupa [r - ako je x € F| rama je f(z) = 1, a ako

jex ¢ F<, onna je f(x) =0. /laxse, Baxu

Heka je F' 3arBopen. Kopucrehn dbyukmujy f(x) = max(0,1 — @), nobujaMo ma je
P(F) < Pf = Qf < Q(FY) (12)

Kama mycrumo ga e | 0, mobujamo ga je P(F) < Q(F). Amnanorso, gobujamo n
Q(F) < P(F), na je P(F) = Q(F) 3a cBe 3arBOpeHe ckynoe F. MehyTum, Kako
CMO BHJEJN JIa je BepOBATHOCHA Mepa y mormyHocTu oapehena spemnoctuma P(F) 3a

zarBOpene I, mokazaan cmo ga cy P u () xounnuaenatae. [

2Teopema 1.3 ca mokasom ce moxke mpowahm y kmusu [1] Convergence of Probability Measures

obeniezkena Kao reopema 1.2



Baxsasbyjyhu 0oBoj Teopemu, moxemo kopucruru mepe P(A) u unrerpasie Pf y 3a-
BUCHOCTH OJI TOTa IITA HAM BHUINE OJrOBapa, jep, Kao INTO BHIUMO, 33 PABHOMEPHO
HelpeKuaHe u orpanndede dyakmuje f, uarerpaiau P f onpehyjy BepoBarHOCHY Mepy.
[IpumeTumo jorr a HaM 9akK HUCy orpedue Bpeanoctu P f 3a cBe orpanuvene HerpeKn/Iie
dyukiuje [ u3 gedunuimje ciabe KOHBEpreHnuje, Hero, oapehennje, T0BO/bHE Cy HAM

caMmo oHe (PYHKIHje KOje CY U PABHOMEPHO HENPEKHIHE.

Hedbununmja 1.4 3a seposamnocny mepy P na (S,S) kascemo da je eycma axo 3sa

cearo € > 0 nocmoju komnaxman ckyn K maxas da je P(K) >1—¢

[lojam rycTune mrpa OUTHY YJIOI'Y U y TEOPHjH cjade KOHBEPIeHIHje U YV HeHUM
npuMeHaMma. Ha ocHoBy Teopeme 1.2, P je rycTa ako W caMO akKo je 3a cBako A u3
S P(A) jemnako cynpemymy P(K) 3a cBe KommakTHe cKynoBe K KOju cy yjeaHo u

MOJICKYIOBH 01 A.

Teopema 1.5 Axo je S cenapabunran u xKomnaeman, oHda je c8aKaA GEPOGAMHOCHA MEPG
P na (S,8) 2ycma.?

Zoxas: Kako je S cemapabuian, 3Hamo 1a 3a cBako k € N mocroju Huz A1, Ago,...
OTBOPEHUX KYIJIH MOJIyITPETHIKA % koju mokpusa S. OabepumMo ny JT0BOJHHO BEJIUKO

aa on saxuao P(U,c,, Ari) > 1— 55. Kaxko je (,5; Ui<,, Ak TOTAmHO Orpanmden n S

1<ng
KOMILTeTaH (I1a je i CBAKU 3aTBOPEH CKYII Ha EeMy KOMILIETaH), Ha OCHOBY Teopeme 4.13;

YT (Vis1 Uicn, Ari BiMa KommnaxTho 3atsopemse K, a aku P(K) > P((V;x1 Uicy,, Aki) >

i<ng
1—>4_13r =1 —¢ e je crora P rycra. [

ITperxomgna Teopema je crenumjajgan ciaydaj YJamoBe Teopeme. Pazmorpumo caja
KaKO MOXKEMO OCJIA0MTH IbeHe YCJIoBe. 3a IoYeTaK, YMEeCTO KOMILIETHOCTH, MOYKEMO
3aXTEBATH TOIMOJIONIKY KOMILIETHOCT (OJHOCHO, 3aXTeBaTH Ja MOCTOju XoMeoMopdhaH
npocrop (S, p") koju je Komiuteran). Kako je cenapaGuIHOCT TOHOJIONIKO CBOjCTBO,
3HAMO Jla mocToju xomeomopdan mpocrop (S, p') Koju je cemapabGuiaH W KOMILIETAH.
Y ToMm mpocTopy moctoju Hu3 Api, Agg,... OTBOPEHHX KYIVIH IOJIYIPEUHUKA % KOju
MOKpHUBa S. Y HAIIEM MOJa3HOM POCTOpy (S, p) , 0Be oTBOpete KyrJie fie 6utu oTBOpeHn

CKYIIOBH, TaKO [a MOZKeMO KOHCTpyucars |-, U Ap; Ha CJIMYAH HAYUH KAO Y OPUI-

i<ng
unasHom jokasy. Jlaxie, snamo na y memy Bakn P((Vis) Ui, Ari) =1 =22, 55 =
N .
1 — e Ca apyre crpane, y (S,p') je [y Uicp, Ak TOTamMO Orpanutven, tako jga je
ErOBO 3aTBOPerhe K KOMIakTaH cKyl (0BO Bayku Ha OCHOBY Teopeme 4.13 jep je K

Ka0 3aTBOPEH MOJCKYN KOMILIETHOT CKyma Takohe Komiieran). Kako je KOMOAKTHOCT

3Teopema 1.5 ca mokasom ce Moxke mpowahm y kmusu [1]/ Convergence of Probability Measures

obesiexkena Kao reopema 1.3



TOIOJIONIKO CBOjcTBO, K he OuTu KOMIIAKTaH U y MOJA3HOM HPOCTOPY & HPUTOM BayKu
P(K) > P((i>1 Uicn, Aki) > 1 — ¢, na je P rycra. OBuve Mo CMamuim ycjiose Teo-
peMe Ha cenmapaOUIHOCT U TOMOJIOMIKY KOMILTIETHOCT, & IIPOCTOP KOJH je cemapadbmiaH u
TOMOJIONIKY KOMILJIETAH Ce HA3UBa JOII U MOJbCKU TpocTop. llo/mbcku mpocTopu cy 6uTHA
3a TeopHujy BepoBaTHONE, MITO ce MOXKEe BUJICTH M Y OBOM pajy Ha OCHOBY MoryhuocTn

KOje HaM J1ajy.

Kopak jgame, MoxkeMO Oc/IabUTH U YCJIOB CelnapabUIHOCTH - JOBOJHAHO HaM je jga P
nMa cermapabuaan Hocad Mepe. Kama 6upamo Hu3 Kyriau Ay, Ago,... Ha IOYETKY JTOKa3a,
3a pasJImKy O/ JI0 caja, bupahemo Kyrie Koje mokpuBajy nocad mepe supp(P). Ocrarak
J0Ka3a uhy 1me CKOpo MIeHTHYHHM TOKOM, jep 3HaMo 1a je P-mepa ¢Bakor oTBOPEHOT

nokpuBada oy supp(P) jenHaka 1, Tako 1a MOxKeMO KOHCTpyucaTu K Ha CJIMYaH HAYWH.

Jlakje, ymecTo Ja 3axTeBaMo Ja je S cemapaduiaH U KOMILIETAH, JOBOJ/HHO HAM je
1a je S TOMOJIONIKKM KOMILIETAaH W Ja je Hocad Mepe o P cemapabmian. YmIpapo OBa
JBa ciab/berba MOYeTHHX yCJI0Ba €y OHO IITO OJf HAC 3axTeBa 3aj1arak 1.12 u3 kbure [1/

Convergence of Probability Measures na MoKazke:keM0O Kao aJIeKBATHY aJTepPHATHBY.

Hedbunumnuja 1.6 3a nodxsacy A Bopenrose o-anzebpe S wasncemo da je cenapupajyha

KAGCA QKO ce ceake dee eeposammoche mepe koje ce nodydamajy wa A, nodydapajy na

S.

Hakie, pennocru P(A) 3a A u3 A cy noBo/bHe j1a u3jiBoje P W3 CBHX OCTAJIUX
BepOBAaTHOCHUX Mepa Ha S. Kao mTo ¢Mo BHennm paHmje, 3aTBOPEHH CKYIOBH YHHE

cenapupajyhy xsacy.

Cnenehe TBpheme KOPUCTH MOjMOBE T-CUCTEM U A-CHCTeM KOjU cy jdedUHUCAHU Y

Honatky.
Tepheme 1.7 A je cenapupajyhia xaaca axo je T-cucmem xoju 2enepuue S.*

Jlokas: Heka cy P u ) BepoBarHOCHe Mepe Ha (S5, S), rue ce S MOXKe IDeICTABUTH
kao o(A), rne je A m-cucrem. Heka je A; knaca ckynosa u3 S 3a koje Baxu P(A) =
Q(A). Ouumrienno, Baxku S € A;. Axko je A € Ay, ouna P(A°) = 1 — P(A) =
1 —Q(A) = Q(A°), na A° € A;. Axko cy A, mucjyHKTHH cKymosum u3 A;, oHzia
PU,An) = >, P(4,) = >, Q(A,) = QU, A4 , na U, A, € Ay Hakie, Ay je

‘Tepheme 1.7 ca nokaszom ce mMoxe mponahn y Kmwusu [2] Probability and Measure obeneskeHo Kao

TeopeMa 3.3



A-cucreMm, 1a Ha ocHoBy Teopeme 4.18 Baxu S = o(A) C Ay, na cy P u () xouniu-

nenrne. U

[Iperxoano TBpheme je OUTHO jep HaM OJIAKIIaBa J0Ka3 Ja je HeImTo cenapupajyha
KJIaca - YeCTO je MHOTO jeJHOCTaBHUje TMOKa3aTH Ja je HElITO T-CUCTeM W Ja MY, pell-
MO, TIPUTIA/IAjy CBU OTBOPEHH WJIM CBY 3aTBOPEHU CKYIIOBU, HET'O TITO OU OMJIO0 JIMPEKTHO

JIOKa3WBarhe Jla ce paJu o cenapupajyhoj Kiaacu.

VY mapeana gBa mpuMmepa, pasMarpahemo RF, Koju ce Moyke cMATPaTHTH U 33 Ha-
juechu crienmjasnu caydaj (mororoBo Kaja je k = 1) 1 npocTop HenpekuaHux QyHKIHja,

KOjM je BasKaH 3a JaJ/bH Pa/i Ha CJIaD0j KOHBEPIeHINj 1, KOjU H3J1a31 U3 OKBHPa OBOT pa/ia.

IIpumep 1.8 Hexka je R* k-1uMeH3HOHH eyKJIHICKH IIPOCTOP Ca METPHKOM |z —y| =

\/ S (i — ;)2 OGenexapahemo ca R¥ xiacy k-muMensunonnx BopeoBux ckymosa.
ITocmarpajmo caga dbynnkujy pacuogene F(xy,..,xx) = Py € RFly; < x40 < k).
Kako ckyloBu u3 jiecHe cTpaHe jeJHAKOCTH YUHE T-CHCTEM, U KAKO Ta] T-CUCTeM IeHep-

ume RF, onm umne cemapupajyhy knacy. Hakie, F'y nornyroctu gedummme P.° [

Naxko ce y oBoM pajty GpoKycHpamMo MpuMapHO HA BEPOBATHOCHE Mepe, YHIHeHUIA /13
dyHKIHja pacrooaee y TOTIYHOCTH JedHHHUIIEe BEPOBATHOCHY Mepy jeé CBaKaKo OMTaH
pesyaTaT. 3axBasbyjyhm ToMme, Kaga ce 6aBIMO BepOBATHOCHHM MepaMa Ha RF, MokeMo
KOpHCTUTH (PYHIKH]e PACIIOIE/Ie HIH BEPOBATHOCHE MePe y 3aBHCHOCTH OJI TOTa, IIITa, HAM

BUIIIE OJIrOBapa y JIaTOj CUTYAIH]jH.

ITpumep 1.9 Heka je C' = C|0, 1] npocrop menpexuauux dhyuknuja x wa [0, 1]. Tedun-
ucaliemo HOpMY o1 x ca ||z|| = sup, |z(t)| n nedunncahemo yuudopmny merpuky Ha C

p(z,y) = [z —yl| = sup |[2(t) — y(t)] (1.3)

Kaxko p(z,, ) — 0 UMILTUIIIPA PABHOMEDPHY KOHBEPTEHIU]Y X, Ka X, OHIA OJaTJIe CJIeIn
1 Ja T, TadKa [0 Tadka KOHBeprupa kKa r. OOpHyTO He MOpa BasKUTH, jepP, HOCMATPA]MO
2z, KOja JImHeapHo pacte Ha [0, %] on 0 no 1, muureapno onana ox 1 1o 0 Ha [%, %] 1 HAKOH
Tora octaje (), OTHOCHO

n

*Ilpumep 1.8 ce mozke nponahu y kwusu [1] Convergence of Probability Measures obenexen Kao

mpumep 1.1



OBakBoO 2, Tauka 110 Tauka KouBeprupa ka 0-pyukiuju, mehyrum p(z,,0) he yBek 6uru
1.

[Ipumerumo ga je mpoctop C' cemapabusan. Jep, Heka je D cKyn Jeo 10 €0
i—1 i
k0 k
paIoHaIHEe BPEIHOCTH y TadKaMa KpajeBa oBux mHTepBasa. Taxa je |J, Dj mpebpo-

muneapuux QyHKIHja Koje Cy JuHeapHe HA MOTWHTepBATNMAa [; = | | u mmajy
jun. Takobe je u ryct, jep 3a 1aT0 x u € > () 3axBa/byjyhn paBHOMEPHOj HENIPEKWTHOCTH
MozkeMo ozabparn k TakBo ga |z(t) — z(1)] < € 3a cBaxo t € Iy;, 1 < i < k u onga
omabparn y € Dy takso na |y(+) — ()| < € 3a csako i. [axue, 3a t € Iy;, Baxnu
\y(%) —x(t)| < 2em ]y(%) —x(t)] < 2¢, nma Kako je y munHeapHa Ha [y; Baxu p(z,y) < 2€.

Haxre, |J, D je rycr y C, na je C 3ancra cenapabuiaH.

Hame, C je kommieran. Axko je {x,} wekn KommjeB HU3, MTO y OBOM CJIydajy
BHAYH 3 €, = SUD,,<p, P(Tm, Tn) — 0, n — +00, OHIA TO 3HAYH Ja je 3a CBAKO ¢ HU3
{z,(t)} Komujes, ma crora mva n wexy rpanndny spennoct x(t). Kana y HejemnakocTu
|zn(t) — 2 (t)| < €, mycTEMO A M — +00, Hobujamo na |z, (t) — z(t)| < €,. Ilpema
TOME, T, PABHOMEDHO KOHBEPrupa y z, T je HempekuaHa u p(x,,x) — 0, na je C' Kom-

ImjaeTaH.

Kako je C cenapabuian n KOMILIETaH, OHJIA je HA OCHOBY Teopeme 1.5 cBaka BepoBaT-

nocua Mepa P na (C,C) rycra (rme je C Bopemnosa o-anrebpa on C').

Ba gare 0 < t; < ... < tp < 1, moxkemo gpedbunncaru npojeknujy u3 C'y Ry ca
Toyote(@) = (x(t1), ..., x(ty)). Cxymowu m,', H, H € R* (rne je R* Bopenosa o-
anredpa on R¥) u3 C' cy KoHaYHO-IAMEH3HOHH, U cafpzanu cy y C jep ¢y Hpojexiuje
nenpexune, na u C/RF mepsbuse (y emucay na H € R* ummmunupa W;.l“tkH € C). Oso
BayKu 3a CBe Helpeku/iHe (DyHKIMje, jep 38 HbUX BayKd Jia je MHBEP3 HEKOI' OTBOPEHOI
ckyna G taxkobe orBopen (Bumre gerasba y Jlogarky). Unaekce k ce yBek MozKe IPOIIHp-
WTH, jep, aKO MMaMO HeKo ly, ls KOje JKeJIMMO Jia MpOIMTMpUMO Ha t1, S, ta (rae je
t; < s < t3), yBeK MOXkKeMO jedpuHECATH Tpojeknmjy ¥ u3 R y R? nedunncamy ca
Y(u,v,w) = (u,w) 1 umahemo Ty, = ¥ 0 Ty g, U cTOra T (H) = 78, 0" H(H) n
saxkuhe ¢~ (H) € R?® ako je H € R?. Ha canuan nauun moxkemo 1pehu ca 6uio xkor
R™ mna 6uno xoje R". Hexa je C; kmaca KoHauHO-IuMeH3HOANX cKynosa n3 C dopme
ﬂ;.l“tk(]-]), H € R*. 36or naunna na xoju cmo je nedbunucamn, C; je m-cucrem. laspe,
umMaMo Ja cy sarsopene Kyrie B(z,€)” = (. cqroyly € Cly(r) —z(r)| < €}. llpema
tome, o-anrebpa o(Cy) remepucana ox Cy CaIpKu 3aTBOPEHE KyLJle, IIa TUME CaIpKH

1 OTBOpeHe KyTJIe W oTBOpeHe cKymose. Ha ocnoBy oBora, n na ocHOBY Tora mTo je Cy



m-cucrem, 3akmydyjemo na je o(Cy) = C, na je C; cenapupajyha kaaca.b O

[Ipocrop C urpa 6uTHy yJIOIy ¥ TEOPHjU BepoBaTHohe, HAKO OHA U3JIa3U U3 OKBHPA
oBor paja. Buie jgerama o npocropy C' ce Moxe Bujeru y kKiwusu [1]/ Convergence of
Probability Measures. Y oBOj HajOUTHWjO] KIbU3W U3 HAIle JIUTepAaType, 0K je IIaBHU
doxyc nesor oBor paja cajpkan y npBoMm norsiansby, npoctopy C' je mocseheno xowm-

IJIETHO JIPYTO HOTJIaBJbe.

SIIpumep 1.9 ce mozxke nponahu y kwusu [1] Convergence of Probability Measures obenexen Kao

npumep 1.3



2 C(CsBojcTBa cj1abe KOHBEpPTEHIINj€E

Y oBoM morsiaBmy OaBuhiemo ce cBojcTBUMa ciabe KouBepreumuje. llzmehemo n
JIOKa3aTH HEeKe TeopeMe KOje HaM MOI'Y 3HATHO OJIAKIIATH JIOKA3uBarbe cjade KOHBEp-
reHImje Tako 1MTo he HaM NpY:KUTH eKBUBaJeHTHe ycaose. Kacuuje hemo Te Teopeme

KOPHCTUTH Y JAa/bUM JIOKA3UBABUMa, CJIA0MX KOHBEPIeHIIH]a.

Tephemwe 2.1 Hus seposamnocruzr mepa P, na (S,S) ne moorce xonsepzupamu caabo

Ka deema pPa3AUHUIMUM 6EPOBAITNHOCHUM Mepama.7

Joxas: TlpernocraBumo cyuporso, na P, = P u P, = @), kaga n — +oo, e cy P u
() pazamante BepoBaTHOocHe Mepe. [lo medunummjn ciabe kousepreunnuje, P, f — Pf un
P.f — Qf, xana n — 400 3a cBaKy OrPDaHUYeHY W HENMPeKHJHY peaJny dOYHKIHjy f.
Jaxse, mmamo 1a je Pf = Q) f 3a cBaKy orpanndeHy U HeIIPeKHIHY peaany (dpyHKIujy f.
Kako 0B0 3Ha4H /1a Ta je THAKOCT BaKU 1 38 CBAKY PABHOMEDHO HEIPEKHTHY OTDAHIUIEHY
peanny ¢yurmujy f, 3axpasbyjyhu Teopemu 1.3 U3 nmperxoHe IjiaBe, 3aK/bydyjeMO 11

cy P u () KOuHIUIeHTHE, T€ je TUMe 0Baj A0Ka3 3aBpireH. [

Y nperxoHoMm TBphemy, J0Ka3a M CMO OUTHO CBOJCTBO Cjabe KOHBEPreHiuje, a To
je JeIMHCTBEHOCT BEPOBATHOCHE Mepe Ka KOjo] HU3 BEPOBATHOCHUX Mepa KOHBEPTHDA.
Baxsaspyjyhu Tom TBphemy, moTpara 3a MOTEHIMjaIHIM BEPOBATHOCHUM MepaMa Ka Ko-
juMa HAIll HU3 KOHBEPIWpa 3aBpIlaBa ce MPOHATACKOM IIPBe TaKBe BEPOBATHOCHE Mepe,

jep 3HaMO J1a He MOKe TOCTOjaTH BUIIIE FHUX.

ITpumep 2.2 Ha npousBosbHOM S, ca d, 0bee:kaBaMo BEPOBATHOCHY MePY KOja OApe/I-
jyje na jm ckym A cajaprku Tauky X, OJHOCHO BEPOBATHOCHY Mepy Ha S jeduHucaHy ca

0.(A) = Ia(x). Ako x, — Ty Kaga n — +00 U aKo je f HEeHpeKuIHa, Ta1a

5o f = /S fdb,, = f(a) - (o) = /S Fdbay = 20,

Kajga n — +00. Crora, 0., = 0.

Mebytum, ako x, — zy He Baxwu, onga mocroju € > 0 TakBo ma p(z,,xo) > €
3a cBako n € N. Ako je F' = x9 u ako nocmarpamo dpynukujy [ geduHucany ca

f(z) = max(0,1 — @), ouna je f(xg) =1 u f(x,) = 0 3a ceako n € N, Tako na ne

"Tepheme 2.1 ca ckuiom JoKaza ce Moxke nmponahu y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

Ha cTpanu 14



Baxu f(x,) — f(ro) a camum TUM He Baxku HU 0, = 0. Hakie, §,, = 0., ako u

caMo ako T, — xo.> 0

Pesynrar u3 npumepa 2.2 je burtan jep d, MOKeMO KOPUCTUTH J1a IIPEICTABUMO JIPYyTe
BEPOBATHOCHE Mepe. AKO ce pajd O JUCKPETHO] BEPOBATHOCHO] MEPH, JAKO je MOXKEMO
HIpeCTAaBUTH KAO JINHEAPHY KOMOWHAIM]Y BEepOBATHOCHHUX Mepa OOHKa O,. Y OIpej-

jeHUM cUTyaImjaMa, OBaKBO IPeICTaB/halbe HaM MOYKe OUTHU O KOPUCTH.

Hapeanu npumep je o 3Hauaja 3a alpoOKCHMHUPaIhe BEPOBATHOCHUX Mepa - Bujiehemo
KakKo YHUMpOPMHY pachofeay MOXKEeMO alpPOKCUMUPATH JIUCKPETHOM BEPOBATHOCHOM

MEPOM.

ITpumep 2.3 Heka je S [0, 1] ca crangapIHOM eyK/IHICKOM METPHKOM. 3a cBako n € N
yamuMo 7, tadaka u3 [0, 1] koje hemo obenexkuru ca .k, 0 < k < r,. IpernocraBumo
J1a Cy OBe TadKe aCHMIOTOTCKH YHHMOPMHO pacrnopeljene, oJHOCHO J1a 3a CBAKH HOJNH-

TepBaJ J Baxu
1

/e # KOPHCTUMO Ja 00€1eKIMO KapIHHATHOCT CKyTa, a |.J| KOpHeTuMO fa 06e1ezKnMo
nyxuny J. [lakie, kama n — 400, V€0 TadaKa T, KOje ce HaJa3e YHyTap HHTepBaJa
J acUMITOTCKY je je/iHAK HeroBoj ayxkuan. Heka P, numa macy % y CBaKO] TAYKHU L.
Y ciydajy Ja 1IOCTOjU BUILlE KOUHIMJIEHTHUX Tavaka, HEKa ce bUXOBe Mace cabupajy.

Heka je P JleGerosa mepa Ha [0, 1].

Ako (2.1) Baxku, ougna P, = P. To hemo nokasatu na cienehn naunu. Heka je f
wenpekuana #a [0, 1]. Ouzna je ona n Puman-unrerpabunna, u 3a ¢Bako € > () moCTOjuI
KOHAYHa Jlekommosuiuja uareppaia [0, 1] Ha noxuarepBase J; TakBe aa, ako €y V; u
v; cynpemyMm u mHbIMyM f Ha J;, OHZa cy ropma u noma Jlapbyosa cyma » vl J;| u
> vilJi| yayTap e-oxommne Pumanosor unterpana Pf = fol f(z)dz. Ha ocuomy (2.1)

3akJpyayjemo cieaehe
1 1
P.f = — f(@nk) < i — k| Tk € Ji} — il Ji) < P
f =20 ) < 3 vtk € I} = D ulH| < Pfo+e

Ananorno, kopucrehn nomy Hapbyosy cymy, mobujamo aa je P, > Pf — e, e ogarie
zakspyuyjemo na P, f — Pf, 1o ject, P, = P.° O

8Ipumep 2.2 ce moxke nponahm y xwusu [1] Convergence of Probability Measures obefexen Kao
npumep 2.1
Tpumep 2.3 ce mozke nponahu y kwusu [1] Convergence of Probability Measures obenexxen Kao

npumep 2.2
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Hapeana Teopema he Ham Jjlatu HPUANKY Jla KOPUCTUMO YCJIOBE KOjU Cy €KBHUBa-
JIGHTHU CJ1a00] KOHBEPIeHIIMjU, U KOJH HAM MOT'Y OUTH OJi KOPUCTH 3a JIAKIIEe JOKA3UBaIhe
ciabe KOHBepreHimje (Uid JOKa3uBame Ja ciaba KOHBepreHiuja He Baxu). Kako cy
eKBUBAJEHTHH, CBAKHU O] OBUX yCJOBAa HAM MOXKe KOPDUCTHTH M Kao JeduHunuja ciabde

KOHBEpTeHIje.

Teopema 2.4 Hexa cy P,, n € N u P seposamnocre mepe na (S,S). Tada cy caedehiuz

nem yeaosa exsusasermyu:’

(i) P,= P

(it) Pof — Pf, n — 400 3a c8e ozpanuuene, pasromepro Henpexudue f

(iii) limsup,, P,(F) < P(F) sa cee samsopene F

(iv) liminf, P,(G) > P(G) 3a cee omesopene G

(v) P,(A) — P(A), n — 400 3a cee ckynose A 3a woje sasicu, P(OA) =0
oxaz: (i) = (ii) BazKH TPUBHjAITHO.

(79) = (417): 3a oBaj goka3 hemo jour jegrom Kopucruru dbyHukujy f aedunucany ca

f(z) = max(0,1— @) Kao mro 3aaMo, [ je paBHOMEPHO HENPEKHIHA U OrPAHTICHA.

Heka je F' 3arBopen ckyn. Kopucrelin ce mejennakoctuma u3 (1.2) u ycmosom (ii),
jgobdujamo ciemaehe

limsup P, (F) <limsup P,f = Pf < P(F°)

Kaxo je F' 3arBopen, mymrameM 1a € | 0 mobujamo limsup,, P,(F) < P(F).

(7i1) < (iv): Kopucrehu ce kommaementom, 106mjamMo
limsup P,(F) < P(F) & lilrzinf P,(G) > P(G),
rae je G = ¢, onnocho, ekBuBaJsieHTHO, F' = G¢ u rre je F' 3arBopeH, a (G OTBOpEH.
(7ii) A (iv) = (v): Heka cy A° u A~ penoM yHYTPAIIHBOCT U 3aTBOPEHe HEKOT CKYTIa
A 3a koju Bazku P(OA) = 0. Taua kopucrehu (iii) u (iv) pobujamo
P(A7) > limsup P,,(A™) > limsup P,(A) >

n n

> liminf P,(A) > liminf P,(A°) > P(A°) (2.2)

YOTeopema 2.4 ca nokazom ce moxke nponahu y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obeiezkena Kao reopema 2.1
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Mebyrum, kako Baxxu P(0A) = 0, onma snamo jga je P(A7) = P(A) = P(A°%),
na ojarTie W W3 Hu3a HejempHakocTH (2.2) mobujamo ma je limsup, P,(A) = P(A) n
liminf, P,(A) = P(A), ogakue caemu aa P,(A) — P(A) 3a n — +o0.

(v) = (i): Kako cBaky orpanuteny (byHKIHUjY MOKEMO JTHHEAPHO TPAHCHOPMUCATH
y byukimjy 3a kojy Baxku 0 < f(x) < 1 3a cBako z, To 3Ha4YH Ja je TOBOHFHO JTOKA3ATH
Ja 3a cBe HenpeknaHe GyHKIMje 3a kKoje Baxku 0 < f(z) < 1 3a cBako x, Baxu u P, f —
Pf, n — 4o00. [lakne, npermoctaBuMo 1a je f HempekujaHa (PYHKIHja 3a KOjy BayKu
0 < f(z) < 13acsaxo . Taxa sazu Pf = [ P({z|f(z) > t})dt = fo ({z|f(x
t})dt. Cnnuno, Baxu u P, f = fo . ({x| f(z) > t})dt. Kaxko je f menpekuana, Bazku
Hex|f(z) > t} C {z|f(x) = t}, ma crora Baxku P(0{z|f(x) > t}) = 0 3a cBaxo t,
ocuM 3a Hajsuine npedpojuBo muoro t. (Ako 6m P({z|f(x) = t}) > 0 Baxkwmio 3a
Henpe6pojuBo MHOIO t, oHJa P He 61 Moria GuTH BepoBaTHOCHA Mepa.) IIpema Tome,

kopucrehu ce ycjioBom (v) n100ujaMo jia BazKu

Pf = /Oan({:c]f(m) > 1})dt — /01 P{a|f(z) > £})dt = Pf, n— +oo.

0

[Iperxoana TeopeMa HaM Jiaje 3HaYajHe OJAKIINIE Y JOKA3UBAIby cjlabe KOHBepIeH-
uuje. Yesos (v) Ham jaje Mmoryhaocr ja ce hoKycupaMo camMo Ha ckyiose pyba P-mepe
HyJ1a, JOK HaM yciaoB (i4i) u ycaoB (iv) gajy moryhaocTH Ja ce hboKycupamo Ha JTHMeC
CYTIEpUOP, OTHOCHO JinMec NH(DEPUOP 3aTBOPEHNX WM OTBOPEHUX CKYMOBA. JOII BarxK-
HHje, OBa JBa YCJ0BAa HAM MOIY OUTH O/ KOPUCTH y CHTyalludjaMa Kaja Beh 3HaAMO J1a

c1aba KOHBEPreHIMja BayKu, MTO NeMo BUIETH U KacHUje Y OBOM DaJy.

Bparumo ce caga ma npumep 2.2. IlpernocraBumo na x, — ro. Kako 3namo u3s
upumepa 2.2, §,, = 0, aKO U CAMO aKO &, — To, TAKO Ja 3HAMO JIa BAXKH Oy, = Oy-
IIpernocTaBuMo jorm ga 3a cBako n € N Baxku ja je x, pa3JIumduTo O To. Jeman of
HAYMHA HA KOje OBO MOzKeMO noctuhu je ja je xg =0 u x, = % Baxsaspyjyhu Teopemun
2.4, 3ramo 1a ycaosu (iii), (iv) n (v) Baxke. 3a F' = {x¢} nejeqnaxocr (iii) je crpora,
a3a G = {xo}°, nejennaxocr (iv) je crpora. Mozkemo npumeruru na 3a A = {zo},
P,(A) — P(A) ne Bayku, aJiu TO HaM He mpecrasiba mpobdiaeM - P(0A) = P({zo}) = 1,

Taxo ja yciaos P(OA) = 0 csaxkaxo nuje ucnymen 3a A = {xg}.1

[Tope1 eKBUBaJIGHTHUX YCJIOBa W3 MPETXOJHE TeopeMe, jOII je/laH 4decT HAUWH 3a
OJIAKINABAE MPOIeca J0Ka3nBama ci1abe KOHBepreHmuje je mokasmpawme jga P,(A) —

P(A) Baxku 3a ckymoBe A U3 HeKe 3rofiHe nojikaace on S u3 Koje ¢e MOYKe 3aK/by IUTH /13

1 Opa nuckycuja ce mozke nponahn y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures na crpanu 16
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P,(A) — P(A) Baxu na nejiom S. YciioB (v) U3 Hperxo/He TeopeMe je yupaBo HpuMep
oBora, a cjejehe Teopeme he Ham NPYXKUTH JOITX TAKBUX OJAKIIHIEA Y JTOKA3WBabY

cabe KOHBepreHiyje.

Teopema 2.5 Hexa cy P,, n € N u P seposammnocue mepe na (S,S), nexa je Ap

nodkaaca 00 S u neka sasice caedeha mpu ycaosa:
(i) Ap je m-cucmem

(it) ceaku omepoen ckyn uz S ce mostce npedcmasumu Kao npebpojuea YHuja CKYnosa

us Ap
(iti) P,(A) — P(A), n — 400 3a cearo A u3 Ap

Tada saorcu P, = P.*?

Jlokas: Axocy Ay,...,A, u3 Ap, OHJIA CY ¥ IbUXOBH KOHA4YHM Tpecenn u3 Ap jep je Ap m-
cucreM. 3axBasbyjyhu TOME, MOXKEMO UCKOPUCTHTH (POPMYJIY YK/bYUeHa U HUCKJbYYerha

U Taja 100ujaMo

Pn(o A) = Pu(A) =Y Pu(AiNA)+ ) Pu(ANA;NA) — .=

ij ijk
r

=Y P(A) =Y PANA)+Y PANANA)—..=P( JA)
i ij ijk i=1
Ako je G orsopeH, 3axBabyjyhu ycsioBy (ii) 3HaMO Ja ce MOXKe IDEJCTABHTH Kao
G = |, A; 3a mekn mm3 ckynosa {A;} u3 Ap. 3a maro € > 0, omabepumo r Tako
na P(U,_, Ai) > P(G) — e. Jaxie, ©MaMO 1a BaxKu

P(G) —e< P(| J4) =1lim P,(| ] 4) < liminf P,(G)
i=1 i=1
Kako je € mpoussosbno, mymramem aa € | 0, modbujamo ma saxku P(G) < liminf, P,(G)

3a cBe orBopene ckynose (7, ma Ha OCHOBY Teopeme 2.4 3ak/pyuyjemo ga P, = P. [J

OBa TeopeMa HaM Jaje 3roJHy aJTePHATHBY MPUINKOM JIOKa3MuBarha cjabe KOHBEP-
reamnuje. Yecto ce Mmoxkemo HahM y cUTyaluju Te HAM je MHOI'O JIAKIIIe JIa JIOKazKeMO
KOHBEPTeHIN]y Ha T-CUCTEMY KOjU je ONMUCAH Y TeopeMu, Hero Ha 1meaom S. ITpumermmo

jorr 7a oBa TeopemMa HeMa HWKAKBE YCJIOBE Be3aHe 3a S, TaKO [a je BeoMa 3rojHa 34

2Teopema 2.5 ca mokasom ce moxe nponahm y xmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obejierkeHa Kao Teopema 2.2
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omrire ciaydajese. Mehyrum, kKako cy y Teopuju BepoBaruuhe y poKycy 4decto cernapa-
OWJIHKM NPOCTOPH, HAPaIHE JIBe TeopeMe he HaM NMPYIKUTHU Pe3y/Tare KOju Barke 3a HHUX

U KOjH KOPHUCTE MPEJIHOCTH CEeNapadUTHOCTH.

Teopema 2.6 Hexa cy P,, n € N u P seposammnocue mepe na (S,S), nexa je Ap

nodkaaca 00 S u neka sasice caedeha wemupu ycaosa:

(i) Ap je m-cucmem

(it) S je cenapabunan
(iii) sa cearo x uz S u e >0, nocmoju A us Ap maxeo da sascu x € A° C A C B(x,¢)
(iv) P,(A) — P(A), n — +00 3a ceako A us Ap

Tada eaorcu P, = P.13

Jloxa3: Ha ocuoBy ycioBa (i41) MOZKEeMO 3aK/bYyUUTH J4 34 CBAKY TAUKY & HEKOT OTBOPEHOT
ckyna G nocroju vHeko A, u3 Ap rakso jna Baxu x € A2 C A, C G. Kaxko je {A%|z € G}
orBopenu mokpuBad ox G, a G je cemapabuiaH, HA OCHOBY Teopeme 4.7 3HAMO /& MOC-
Toju npebpojusa noakaaca {AJ } on {AJ|x € G} koja je orsopenn moxpmsau ox G.
Crora, G = |J; A7, ma cy ycnosu Teopeme 2.5 3a10B0/beHH, Te KopucTehn my nobujamo

na Baxu P, = P, uume je oBaj Jiloka3 3aBpiien. []

Ba moakaacy A oa S kaxkeMo 11a odpehyje koneepeenyujy ako 3a CBaKy BEPOBATHOCHY
Mepy P u cBaku nu3 BepopaTHocHuX Mepa { P, } u3 (S,S) u3 rora mro 3a csako A € A
3a Koje Baxku P(0A) = 0 xomseprenmmja P,(A) — P(A), n — +00 Baxku ciean 1a
P, = P. J/lakue, kjaca kKoja ojpehyje KOHBepreHiujy je cenapupajyha kiaca. /la 6ucmo
JnoKazaan Ja je neko A kiaaca koja oapelhyje kouseprenmujy, norpebHo je ja 3a CBAKO
P, Ap = {A € A|P(0A) = 0} 3am0Bo/baBa ycjoBe U3 IPETXO/HE TeopeMe. 3a nato A,
neka je A, = {A € Alx € A° C A C B(z,¢)} u neka je 0A, . = {0A|A € A, }. Axo
0A, . caspzxu upebpojuBO MHOI'O JUCjYHKTHHUX CKYIIOBa, OHJA 6ap jejaH o mUX MOpa

umatu P-mepy 0, mrro HaM Moxke OUTH 01 KOPUCTH.

Cana hemo mcKOpHCTUTH TeopeMmy 2.6 U HOBOYBeJleHe MOjMOBe U (POPMYIUCATH W
JIOKa3aTH TeopeMy Koja HaM Moxke OuUTH of join Behe KopucTH, mTo hemo mokasaTu y

AaJbeM TEKCTY IOCJIE JOKa3a.

13Teopema 2.6 ca moxazom ce mowxe nponahu y kwusu [1] Convergence of Probability Measures

obesnexkena Kao Teopema 2.3
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Teopema 2.7 Hexa je A nodkaaca 0od S u Heka sasce caedeha mpu yerosa:
(i) A je m-cucmem
(ii) S je cenapabunarn

(iti) sa ceaxo x u 3a ceaxo € > 0, 0A, = {0A|A € A,x € A° C A C B(z,¢)} uau

cadporcu ) uau cadpoicu npebpojuso mMHoz0 QUCTYHKMHUT CKYNOGa
Tada je A xaaca xoja odpehyje xoneepeeryujy.

Jlokas: Heka je P neka BepoBarnocua mepa u3 (S,S) u neka je Ap = {A € A|P(0A) =
0}. Kako Baxnu
J(ANB) C 0AU OB,

u3 Tora umamo jga ako A u B upunajnajy Ap, onga u AN B € Ap. To mobujamo jep
P(O(ANB)) < P(OAUOB) < P(0A)+ P(0B) =0, naje P(O(ANB)) = 0. Jakmxe, Ap
je m-cucrem. Hexka je {P,} Hu3 BeposarHocHux Mepa u3 (S5, S) rakas ga P, (A) — P(A)
3a ceako A € Ap. Kako 0A, . caupxku wim () uam npeGpojuBo MHOIO JIUC]yHKTHHX
cKymoBa, 3HaMo na 0A, . cajpku 6apeM jegan cKyn P-Mepe Hysa, OIHOCHO CaJIpIKN
bapem jeman enement u3 Ap. Kako cy cama cBu yciaoBu Teopeme 2.6 3a10BO/bEHH,

IEHOM 1puMeHoM jtobujamo jga B, = P. Crora je A kiaca koja oapehyje kousepren-

nujy. O

Bparumo ce caga na RF us mpumepa 1.8. Axo je A Kiaca KBaJpoBa, OJHOCHO
ckynmosa {y = (y1,...,yx) € RFla; < y; < b;, i < k}, MOXKeMO NpUMeTHTH Ja OHA
3aJ10BOJbaBa, CBe ycjoBe TeopeMe 2.7. Jlakie, npumeHoMm Te Teopeme, pobujamo ja je A

KJIaca Koja ojpehyje KOHBEepTeHIn]y.

Jame, x1aca ckynoBa Q, = {y = (y1,...,u) € RFly; < x;, @ < k} je Takobe
KJaca Koja ojpelyje komBeprenimjy, mro hemo cajga nokasaru. Heka cy P u {P,}
BepoBaTHocHe Mepe u3 (S,S) makse na P,(Q,) — P(Q.) Baxnu 3a CBaKO T 3a Koje
P(0Q;) = 0. Hexa je E; = {t € RIP({y = (y1,-.,yx) € R*|y; = t}) > 0}.
Takas ckyn je najumre mpebpojus, ma je 36or tora D = (|J, E;)¢ rycr. Hexka je
Ap kajica KBaJpoBa KOjUMa CBaKa KOOpJAMHATA CBaKOr TeMeHa Jiexku y D. Kako je
0Q. € Uy = (y1, .., ux) € R*yi = x;, i < k} n xako 3a neko A € Ap cBaxa Ko-
opanHaTa cBake Tadke jexun y D, P(0Q,) = 0 3a cBako = Koje je TeMe HEKOT KBaJpa

A € A. 36or HaunHa Ha Koju cMO Aecdunucaan Ap, IpuMeHOM (GOpMy/Ie YKIBYYerha 1

MTeopema 2.7 ca moxazom ce mowxe nponahu y kwusu [1] Convergence of Probability Measures

obenexkena Kao reopema 2.4

15



HCKJby9erba, MOxKeMo 1ooutn jna 3a cBako A € Ap Baxu P,(A) — P(A). Onatie, n
u3 Tora mro je D rycr, umamo na Ap 3a10Bo/baBa CBE yCI0Be Teopeme 2.6, na meHOM

npumenom jpobujamo na P, = P, na je Ap kjiaca Koja oapehyje kouseprenmujy.

OBo ce MOXKe POPMYJIUCATH U HA APYTAUUjH HAYUH, jep, TPUMETHMO Ja cy (PYHKIIH]je
pacniozesie ox P u P, 3anpaso F(z) = P(Q.) u F,(z) = P,(Q,). Kako je F' nenpexuxa
y x ako u camo axo je P(0Q,) = 0 mvmamo na P, = P axo u camo ako F,(x) — F(z)

3a CBe T Koje cy Tauke HellpeKuHocTu gyHKnuje F.1°

Teopema 2.8 Heka cy P,, n € N u P geposamnocne mepe na (S,S). Tada je 3a
P, = P mneonzodan u dosonan ycros da ceaxu nodnus { P, } nusa {P,} uma danu

nodHu3 {Pm(m)} Koju caabo xoneepeupa xa P xada m — +00.1°

/loxaz: HeomxomHocT 0BOT ycsioBa odurie o BaxKu. I1ITo ce moBo/bHOCTH THYe, TMpeT-
IOCTABAUMO CynpoTHo, na {P,} He xoueeprupa ciabo y P. Tama P,f /4 Pf 3a Heky
orpanmdeny u Henpekuany dbyuknujy f. MehyTtum, y Tom caydajy moctoju neko € > 0
u Heku nogau3 { P, } takeu ga |P, f — Pf| > € 3a ceako i € N. Crora, {P,,} ne
MO>Ke MMaTH HEeKH JIa/bU MOJHW3 KOjU KOHBEprupa Ka P, 1MTo je y KOHTPAAWKIIAjU ca
noueTHoM TpernoctaBkoM. Jlakie, P, = P ako u camo ako cBaku nogan3s {P,,} um3a

{Pn} mva namu nogans { Py, )} Koju ciabo Kouseprapa ka P. U

Heka h npecaukasa Merpuaku npoctop (S, p) ca o-aarebpom S y HEKH APyTH MeT-
puuku pocrop (S, p) ca o-anreépom S’. Hexka je h : S — S' §/S" mepibuso (Burie
o opoMme y Jlonatky). Taza 3a cBaky BepoBaTHOCHY Mepy P Ha (S, S) Moxemo neduH-
ucaru seposarnocny mepy Ph™t na (S',S') ca Ph™t(A) = P(h™'(A)). Cazxa hiemo pas-
MOTPHTH YCJIOBe TIpH KojuMma P, = P mvmmunupa P,h~! = Ph™!. Jemam om taksux
ycioBa 6uo 6u ga je h HempekuaHa, jep Kaja je h menpekunna u3 (4.2) u uz P, = P

cJIeIn
[ Py = [ s P — [ si)pen) = [ Pt 2:2)

Jlaxe, (2.2) Baxu ako je h HelpekumHo npecaukapame n3 Sy S'.17

150pa auckycuja ce moxke mponahn y xmwusu [1] Convergence of Probability Measures na obesexkena

Kao npumep 2.3
6 Teopema 2.8 ca mokasom ce moxe nponahm y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obejiexkena Kao Teopema 2.6
170Ba muckycuja ce moxke nponahu y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures na crpanu 20
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Mebhyrum, oBaj yciaos ce moxke ocnaburu. JlososbHo je na je h /S’ mepsbuBa u ja
CKYII FheHUX Tadaka npeknga Dp (oBaj ckym Jjexu y S Ha ocHOBY Teopeme 4.15) nma

P-mepy 0. To moxkemo Buzern y canehoj Teopemu.

Teopema 2.9 Hexa cy P u {P,} seposamnocrue mepe wa (S,S), nexa je h : S —
S §/S" mepwusa u mexa je Dy ckyn mauara npexuda npecaurasara h. Hexa cy
Ph™ u P,h™' eeposamnocne mepe na (S, S') dehunucane ca Ph=(A) = P(h™'(A))
u P, (A) = P,(h7'(A)) sa A € S'. Tada axo P, = P u axo P(Dy) = 0, onda
P,h~t = pPp~t1®

Jokas: Hexka je F cxkyn uz S’. Ako x € (h™1(F))” omma mocroju uus {z,} Takas na
T, — x u Takas ga h(x,) € F. Auu onga, ako x € Df, h(z) € F~. Jlpyrum peduma,
D¢ N (hYF))~ € hm'(F7). Ako je F szarBopen y S’ u ako P(D§) = 1 (mro crenn

JMPEKTHO u3 mpernoctaBke na je P(Dy) = 0), onga

limnsup P,(h~Y(F)) < limsup P,((h ' (F))") <

n

< P((h™1(F)7) = P(Dp 0 (h7H(F))7) < P(R7H(F7)) = P(h™}(F))

Haxe, yenos (iii) Teopeme 2.4 je 3amososben, ma P,h~! = Ph~1. O

Cana ka1a cMO yBeJi CBe OBe TeopeMe KOje HaM OJIAKINAaBa]y J0Ka3uBambe cjaabe KOH-
BepreHIiyje u Koje HaM Mpy»Kajy Buie wHdopMalmja o ciaboj KOHBEPreHINj i, MOKEMO
ce JOII jeTHOM BPAaTHTH Ha TpUMep 2.2 1a BHAUMO KOje JIOJaTHe 3aK/byTIKe MOYKEMO
m3pyhn 3axBasmyjyhim oum Teopemama. 3amatak 2.8 u3 kmure [1] Convergence of
Probability Measures moctas/ba ciejehe muTame: ako HU3 BEPOBATHOCHUX Mepa O
KOHBeprupa ca1abo Ka HEKOj BEpOBATHOCHO] mMepu P, 1a Jin OHJa W Ta BEPOBATHOCHA

Mepa Mopa 6uTH 00IuKa §, 3a HeKo x € S7

[Ipermocrasumo ja 0., KOHBEprupa cjaadbo Ka HeKoj BepoBaTHOCHO] Mepu P. Ako
{x,} cagpxu KoHBepreHTaH MomHU3 {I,,} KOju KOHBEpIWpa Ka HEKOM I, OHJA je U3
JIOKa3a mpuMepa 2.2 jacHO Ja 5%_ =, 0,. Kako u3 teopeme 2.8 3HaMO 112 je HEOIIXOIAH
yCJIOB 3a cJ1aby KOHBEPreHIIH]Y (5% =,; P 1a mocToju ja/bu MOTHU3 TOT MOJHU3A KOjU
c1ab0 KoHBeprupa ka P m Kako m3 Teopeme 2.1 3HaAMO Ja HH3 BEPOBATHOCHUX Mepa
KOHBEPIUpa Ka JeMHCTBPEHOj BEPOBATHOCHO] MepH, jodujamo ga P mopa OuTH KOWH-

NUJICHTHA Ca 0.

8Teopema 2.9 ca moxazom ce mowe mponahm y kmusu [1] Convergence of Probability Measures
obejiexkena Kao Teopema 2.7
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Jakie, y octarky 0BOr pazmarparba MOKEMO HPETIOCTABUTH Ja {T,} He cajipxKu
KOHBEpPreHTaH mojaHn3. 300r Tora, 3a cBako k € N, MoxkeM0 07a0paTH MOJIyIPETHUK
Kyriae 7, > 0 TakaB jga GECKOHAYHO MHOTO 4JIaHOBA HU3A {I,} He MpHUIaIa OTBOPEHO]
kyriu B(z, ). Kopunthemem Teopeme 2.4, kako je B(xy, i) OTBOpeH u Kako d,, = P,
suamo 1a je P(B(zy, 1)) < liminf, d,, (B(xk, 7). C apyre crpame, Kako 3HaMO 1
GECKOHAYHO MHOTO WiaHOoBa Hu3a {T,} He upunana B(zg,ry), 3HaAMO 1a je
liminf, 6, (B(zk, 7)) = 0, ma je 36or tora P(B(zg,r;)) = 0. Kako y {z,|n € N}
He TIOCTOJU KOHBEpTeHTaH MOJHU3, OHJA je OBaj CKYI 3aTBOPEH, Ia je HeroB KOM-
wiemener G = {x,|n € N}¢ orsopen. Ilpema Tome, moxkemo u Ha G TPUMEHUTH
Toepemy 2.4 Ha candaH HaduH u go6utn ga je P(G) < liminf, 0., (G). Mehyrum, kako
je G = {z,|n € N}, 3namo 1a 3a cBako x, Baxu o, (G) = 0, na je u lim inf,, 0, (G) = 0,
oakJe 3akpyayjemo jga je P(G) = 0. Kako casa MozKeMO mpecTaBuin S Kao mpedpo-
jusy yuujy G UUJ, B(xy, i), 3aamo ga je P(S) < P(G) + >, P(B(xk, 1)) = 0, mTo je
uwemoryhe jep mopa Baxkuru P(S) = 1.

OBuMe cMO mokazaau ja 0, MOZKe CJ1ab0 KOHBEPIHpPATH CaMO Ka BE€POBATHOCHO]
MepH Koja je obsmKa 0§, 3a Heko x € S. Aju, jorr OGUTHH]je, TOKA3AJIU CMO KOJHKO HaM
JOJATHUX MOTYNHOCTH M OJAKIIHIA, add U O0Jber pasyMeBamba ca1abe KOHBEpreHInje

NnpyzKajy TeopeMe Koje CMO JO0Ka3WBAJIN y OBOM TOTJIABIBY.
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3 IIpoxopoBJbeBa TeopeMa

Y mactaBky paza, ca Il hemo obenexkaBatu dhaMuIHjy BEpOBATHOCHUX Mepa Ha
(S,8). 3Ba Il kaxemo Ja je peaamusno KOMNAKMHG aKO CBaKU HH3 ejeMenara u3 11
nMa €1ab0 KOHBEPreHTaH MOJHU3 - OAHOCHO 3a cBaku Hu3 {F,} u3 Il mocroje momxus
{P,,} u BepoBarnocua mepa () u3 (S,S) (upumernmo ga () e mopa 6utu u3 II) Taksu
na P, = @, kama i — +oo. Mako P, = ) He 6u umayno cmucia Kaga o6u Q(S)
ousio mame oj 1, unak hemo narsiacuru ja 3axresamo ja Q(S) = 1. Y oBom pauy,
yrnaBHOM he Hac 3aHEMaTH peiaTWBHA KOMOakTHOCT Hu3oBa {F,}, mro 3na4m aa he
Hac mATepecoBaTH fa csaku noanns { P, } wusa {P,}, caxpxu namn nognns { P, }

TakaB ja ga P, = Q, kajga m — 400 3a HeKy BepoBarHOCHY Mepy @ u3 (S,S). 3a

i(m)

IT kazkemo 1a je 2ycma ako 3a cBako € > () MOCTOjm KOMHIAKTaH CKyn K TakaB ja 3a
csako P € Il Baxu P(K) > 1 —e.

Kako cMmo caja yBen cBe 0jMOBe KOjU €y HaM HOTPeOHHU, U KAKO CMO y IPETXO]I-
HUM TIOIJIAB/bUMA JOKA3aaud TeopeMe Koje he HaMm OuTu moapebHe, cajga MoXKeMo (hop-

Mysucaru u jiokasaru [IpoxoposibeBy Teopemy. Kpenyhemo o jupekTnor cmepa.

Teopema 3.1 Hexa je Il gpamunuja seposamuocruz mepa va (S, S). Axo je Il eycma,
9

onda je u peaamueHo Komnaxmma."
Jlokas: Hexka je { P, } uu3 BepoBarnocuux mepa u3 I1 koja je rycra. [la 6ucmo mokazann
peTaTHBHY KOMIAKTHOCT, KequMo na Hahemo moguus {F,,} u BepoBaTHOCHY Mepy P

Takse Ja Baxu P, =; P.

Yamumo KommakTHe ckynose K, u € N rakse na K1 C Ky C ... u P,(K,) > 1— %
3a cBakKo u 1 cBako n. Kako cy K, KOMIIAaKTHH, OHJA Cy U cellapaOuJIHK, I1a je 1 Uu K,
cenmapabuian. Crora, Ha OCHOBY Teopeme 4.7, 3HaMO Ja 10CTOju 1pedbpojuBa Kiaaca A
OTBOpEHHX CKYIIOBA Ca TAKBHUX Ja aKO 33 HeKu orsoper ckyn G Baxu v € (J,(K,) NG,
ona nmocroju Heko A u3 A Tako na Baxkn v € A C A~ C G. Hexka ce H cacroju on () n

o]l KOHaUYHMX yHUja ckymoBa A" NK,3a A€ Auu> 1.

Kako je y ‘H uma npebpojuBo muoro ckynosa H u kKako cy P, BepoBaTHOCHE Mepe

na Baxu 0 < P,(H) < 1, MmoxKeMO IpUMEHHTH JujaroHanny merony (teopema 4.1) n

YTeopema 3.1 ca nokasom ce moxe nponahun y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obesiexkena Kao Teopema 5.1
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3axBasbyjyhn moj 3Hamo na nocroju noguus { P, } uusa {P,} Takas na nocroju
a(H) =1lmP,,(H) (3.1)

3a cBako H w3 H. Ham umsb je jga koHcrpyuiiemo BeposarHocuy mepy P ua (S,8)

TaKBY 72

P(G) = HequCG alH) (3.2)

3a cBakm oTBOpeH ckym (G. Ako TtakBo P mocTtoju, moka3 Om OHO 3aBpINEH - KaKo je
H C G, Baxn a(H) = lim; P,,,(H) < liminf; P,,(G), ogake je

i

P(G)= sup «(H) <liminf P, (G),

HeH, HCG

Ia CTOra Ha OCHOBY Teopeme 2.4 Baxu P, =, P.

a 6ucmo xkoreTpyucaan P koja 3a710Bosbasa (3.2), IpUMETHMO PBO J1a je H 3aTBopeHa

o KonayuoMm yuujom u ga «(H) mma cireaeha cBojersa:

a(Hy) < a(Hs), sa H C Hy (3.3)
a(Hy U Hy) = a(Hy) + a(Hy), axo Hi N Hy =0 (3.4)
OZ(Hl U HQ) S Oé(Hl) + O./(HQ) (35)

Takobe, ounrienno Baxu u () = 0. 3a orsopene ckynose G, aeduHUIIIMO

B(G)= sup a(H) (3.6)

HeH,HCG

[Mpumerumo na Bazku () = a(0) = 0 u ga je 5 monorona. Konauno, nedpunummmo
3a M CS

(M) = inf B(G) (3.7)

ITpumernmo Ja 3a orsopene ckynose G Baxu v(G) = (G).
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Cuenehu nusp 6uhe mHam ga mokaxkemo ma je v cnospamima mepa. Ckyn M je o
nedunnnuju y-mepspuB ako Baxu Y(L) = (LN M) + (L N M) 3a csako L C S.
A Kako je 7y CIoJballliba Mepa, BaxKH CyO0aUTHBHOCT 3a HpeOpojuBy YHHjY, TAKO /a3
je moBoJ/bHO Ja JoKazkeMo na Baxku Y(L) > v(LN M)+ (LN M) na 6ucMo goKa3a/un
na je M ~v-meppuB. Heka je M kjaca y-Mep/bUBUX CKymoBa. laja je M o-aarebpa u
pectpukimja v Ha M je Mepa. AKo ycrnemo ia T0KazKeMo /a Cy CBH 3aTBOPEHU CKYTIOBH
cajapx)auu y M, u3 Tora hemo jgoburtn aa je S C M, a pecrpukimja P ox v na S he
samoBosbaBatn P(G) = v(G) = [(G) 3a orBopene ckymose G, na fie (3.2) Bakutu 3a

TakBe ckymoBe. /lasbe, P je BepoBaTHOCHA Mepa jep

1> P(S) = B(S) > supa(K,) > sup(l — %) 1 (3.8)

u

[Tpumernmo ma y (3.8) 1 > P(S) Baxkn 360r HaunHa Ha Koju je P nedunncana, u3
P(S) = p(S) nmamo na je

P(S)= sup limP,(H)<1
HeH,HCS
Jabe, TpuMeTuMO Ja cBako K, nMa KOHauHHu Mokpupad u3 A, ma crora csako K, € H,
Te cMo 3axBasbyjyhin oBe nBe crBapu Morsn mpobutu (3.8), n3 kor caenn ga je P(S) =1,
na je P BeposarnocHa Mepa. OpuMe OM jJ0Ka3 OMO 3aBpINEH - TaKO Ja HAM OCTaje Ja
JIOKAZKeMO J1a je 7y CIIoJ/balliba Mepa U Jla Cy CBH 3aTBOPEHH CKYIOBH CaJipzKaHu y M.

YupaBo To iemMo J1oKa3aTu y HapeJIHHX MIEeCT KOPaKa.

Kopax 1: Axo je F' samsopen u G omeopen u axo sasicu F C G u axo nocmoju
neko H € H maxso da F' C H, onda nocmoju Hy € H maxso da saocu FF C Hy C G.

Kako je F' 3aTBopen nojckyn on H € H, F' je kommaktaH. /lasbe, mOCTOjU HEKO
u rakBo pa F C K,. Moxemo 3a cBako r € F ogabparu neko A, € A takso 1ua
r e A, C A, C G. Osaksu ckynosu A, mpesicrasspajy nmokpusad o F, a xako je F
KOMIIaKTaH, 3HaMO J1a IIOCTOjH KOHA4YaH HOTHOKpuBad A,,, A, ,...,A,;,. Moxkemo ysern
Hy = Ule(A;i N K,) u 3a takBo H, hie Baxxutu F C Hy C G.

Kopax 2: B je xonauno cybadumuena Ha 0mMEoPEHUM CKYNOGUMA.
Heka je H C G1 UGy tae cy G u Gy oreopern u H € H. Tana nedpurummmo Fi

u Fy Ha cienehn Havnn:
Fy={z € Hlp(z,GY) = p(z,G3)}, > ={z € Hlp(z,G3) > p(z,G)}

Ako je x € Fy n x ¢ Gq, ouna mopa 6utn x € Gy jep je Fi C G; U Gy, Anm, c

JIpyre cTpate, Kako je G5 3aTBopeH, To 6u 3Haunio 1a je p(x, G5) > 0 = p(z, G}), mro
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je KoHTpaguknuja jep je x € Fi. lakie, Ha oBaj Ha4YmH cMO mokasaan ja je Fy C Gy,
a aHAJIOTHO ce nobuja un 1a je Fo C Go. Kako FY C H u Fy, C H uw H € H, npumeHom
Kopaka 1 mobmjamo ja mocrtoje Hy € H u Hy € H takBu ma Baxke Fy C Hi C Gy un
Fy, € Hy C G9. Kako umamo na je H = Fy U Fy, onga umamo u 1a je H C Hy U Hs.
Tanma wa ocuoBy (3.3), (3.5) u HaunHa Ha KOju cMO JedbuHuCcATH [ BayXKH

a(H) < a(Hy U Hy) < olfh) +a(H2) < 5(Gh) + 5(Ga)

Kaxo oBo Bazku 3a cBako H C G1UGy, onarae gobujamo na f(G1UGs) < B(G1)+6(Gs).

OBuMme je KOHATHA CYOAIUTUBHOCT [3 HOKa3aHA.

Kopax 3: B je npebpojuso cybadumueha Ha 0meoperum crynosuMa.
Ako je H C |, G, H € H, onna, xaxo je H KoMIaKTaH, MOCTOjH HEKO 7y TAKBO 12
jeHcU

NMaMO Ja BazKU

n<ny G- Kako €MO y KOpaky 2 JoKasa/n jia BazKu KOHaTHA CyOaJnTHBHOCT,

a(H) < B G) <D B(G) <D B(Gy)

n<ng n<ng

Kopumhemem cynpemyma no H C |, Gy, nobujamo na sazxu (|, Grn) <> B(Gy).

Kopax 4: v je cnomawrsa mepa.

Kaxko je 7 momoToHa m kako Baxku 7y(()) = 0, m0BO/BHO je Jda JOKaxKeMO Ja je -y
npebpojuBo cybauTHBHA. 3a MPOU3BOBHO € > ( U Mpou3BOJbHE CKymoBe M, Koju cy
MOJICKYTIOBY 01 S, 300T HAUWHA Ha KOju je v AeduHucana, MOKeMO o1adpaTu OTBOPEHe
ckynose (G, Takse ga M,, C G, u na Baxu 5(G,) < v(M,)+ 57- Kako je § npebpojuso

cybaauTHBHA, TMaMO
YUM) <B(JGn) <D B(G) <> A(M,) +e,

a KaKo je € Mpou3BOJbHO, mymTameM aa € | 0 mobujamo (U, M,) < > ~(M,). Tume
CMO 3aBPIIWJIH J0Ka3 Jia je v mpedbpojuBo cybauTHBHA, IITO 3HAYH JA j€ CIIO/balliba

Mepa.

Kopax. 5: 3a ceaxu sameopen ckyn F u omsopen cxyn G uz S eascu B(G) >
YEFNG)+y(F°NG).

3a mpoussosbHo € > 0 omabepumo Hy € H 3a koje Baxku H; C F°NG u o(H;y) >
B(F°NG) —e. Cana omabepumo Hy € H, Hy C H{ N G rmakBo aa Baxu «(Hy) >

B(H{NG) —e. Kako cy Hy u Hy aucjyakrau, MoxkeMo nckopuctutu (3.4) u y3 momoh
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Te jeaHakocTu u jgedununmja [ u v 100mjamMo

>B(FNG)+B(FNG)—2>v(FNG)+v(F°NG) — 2

Kaxko je € mposBo/bHO, mymTamem na € | 0, nobujamo na saxu B(G) > v(F NG) +
v(F°N Q).

Kopax 6: Axo je F 3ameopen, ' € M.

Heka je F' 3arBopen, G orBopeHn u Heka je L C (G. Taza, Ha OCHOBY Kopaka b BaxKu
BG)Z~(FNG)+~v(F°NG)>~vFNL)+~(F°NL)

Kana yamemo undumvym orBopennx G koju caapzxke L, nobujamo ma je y(L) > v(F N
L)+ ~(F°N L), naje F y-meppus, ogaocao F' € M. Osume je jokas 3appiies. [

Hupektan cmep IIpoxopoBmeBe Teopeme TeopemMe UMa MUPOKY TPUMEHY U, JeJTOM
300r TOra TMTO HEMA HUKAKBE YCJIOBE Be3aHe 3a S, KOPHUCTHU ce demrhe 0 WHBEP3HOT
cmepa. Ilpe Hero mTo npehemo na mHBEpP3HU CcMep, JIOKAXKUMO cjejehy MOC/e uIry

Teopeme 3.1.

ITocnenuna 3.2 Hexa cy P seposammocna mepa wa (S,S) u {P,} nus seposammocrux
mepa na (S,8). Axo je {P,} eycm u axo ceaxu we206 noduus koju crabo Konsepaupa,

caabo wonsepaupa y P, onda sascu u P, = P.2°

Jlokas: Tlocmarpajmo Hekn npousBosbad nogaus { P, } on {P,}. Kaxko je u ou ryct, Ha
OCHOBY TIDETXOJIHE TeopeMe, OH MMa HeKH Jasbl c1abo Koupeprentan noauus {F, 1.

Ha ocHoBy mpemnocTtaBke oBe MocaeauIe, O ¢1abo KOHBeprupa oam y P, 0JHOCHO BaxKu

P

nimy = L+ IIpumenom reopeme 2.8, nobujamo ua P, = P. U
Cajta Mmoxkemo npehn Ha uaBep3uu cMep [IpoxoposibeBe Teopeme.

Teopema 3.3 Hewxa je S cenapabusan u komnasemar u I damusuja eeposammocrux

mepa na (S, S). Axo je II peaamueno womnaxmmua, onda je u 2ycma.’!

TTocnemuna 3.2 ca g0KazoMm ce Moxke nponahn y kmusu [1] Convergence of Probability Measures na

crpanu 59
21 Teopema 3.3 ca nokazom ce Moxke nponahu y kmwusu [1] Convergence of Probability Measures

obesiexkena Kao reopema 5.2
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Joxas: Yamumo orsopene ckynope (7, koju pacry Ka S. Taga 3a cBako € > 0 mocroju
n rakBo na P(G,) > 1 — € 3a cako P u3 II. Pasmor 3a 1o mosasu u3 pesaTnBHe
kommnakTHocTH I1 - ako 6m 3a cBako n nocrojasia Heka BepoBarHocHa Mepa P, u3 Il raksa
na P,(G,) <1— ¢, Ha OCHOBY peJIATHBHE KOMIAKTHOCTH, MOTVIA OWCMO J1a 3aKJBY IUMO
Jla mocToje mogHu3 P, m BepoBaTHOCHA Mepa () 3a Koje Baxku F,, = (). Mehyrum, y

TOM CJIy4ajy uMaJjn OUCMo Jia
Q(G,) <liminf(P,,(G,)) < liminf(P,,(G,,)) <1 —e

A, xako G, 1.5, onga 6ucmo umanu Q(S) < 1 — ¢, mro je memoryhe.

—_

Hame umamo na ako uuz Ay, Ag,... OTBODEHHX KYIJIM TOJIyIDEYHUKA  HOKPUBA

S (3HAMO J1a OBaKaB HU3 MOCTOjU jep je S cemapabuiiaH), OHJA MOCTOJH My TAKBO Ja
. .

P(Uicn, )Aki > 1 — 55 3a ceako P u3 1. Axo je K sarsopeme ckyna (5, U<y, Akis

Ay; ToTanHo orpanden. (3a

cBako € > (0 moxkemo ojabparu J0BO/BHO BEJIMKO k TakKBO Ja je % < €. 30or Tora cy

Api

TOTATHO orpanuveH) VI3 Tora m U3 KOMILUIETHOCTH, Ha OCHOBY Teopeme 4.13, umamo na

ouma je K kommakTan. Paszsor 3a To je mrTo je ﬂk>1 Ui<nk

Uignk Apj; TOTAIHO OrpaHmdenu, jep nentpn Ay, amne e-Mpexy, na je u nkz1 Uignk

je K xommakTtan. Ca japyre cTpaHe, IMaMo Jia je 3a cBaKy BepoBaTHOcHY mepy P € II

P(K)ZP(ﬂ UAk:i)>1_Z2_€k:1_€7

k>1i<ny k>1

na cMo Tume jokazanu ga je Il rycra. U

Kako cMo Beh mokazau u JupeKTHU B HHBep3HU cMmep [IpoxopoBibeBe Teopeme, oc-

TaJI0 je joIr caMo Ja je hbOpMYIUIIEMO.

Teopema 3.4 (IIpoxoposmesa meopema) Hexa je 11 damuauja seposammocnus mepa
na (S,S). Axo je 11 eycma, onda je u peaamuero komnaxmua. Husepsno, axo je I1
PEAAMUBHO KOMNAKMHA U KO jows 8adcy da je S cenapadbunran u KoMnieman, onoa je

IT 2ycma.

Jloxasz: /lokaz ciaeam jgupexkTHo u3 Teopema 3.1 u 3.3. [

AKo ce BpaTHMO jOII jeJHOM Ha eyKJHAcKH mpocTop RF m3 mpmvepa 1.8. Onaj
IpPOCTOP, U joIr derrhe, oBaj mpocTop 3a k = 1 je Hajuenrhu cHenHujaJHE CIydaj KAKO
3a [TpOXOpOB/bEBY TEOpEMY, TAKO M 33 OCTAJA Pa3MaTpama n3 OBOI paja. Kako je RF

U cenapabu/IaH ¥ KOMILIETaH, TH YCJOBU MHBep3HOr cMepa [Ipoxopos/beBe Teopeme cy
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CBAKaKO 33JI0BO/bEHM, U 3aTO CE€ YECTO MOYKE BUJIETH CHEIUjAJHU CJIydaj OBE Teopeme
na R* win ma R koju n3Hocu ja je daMuinja BepOBATHOCHHX Mepa I'yCTa aKo H CaMo
aKO je pesJaTUBHO KOMIIAKTHA. YIpaBo oBako je Ha R dopmysucana IlpoxoposibeBa

TeopeMa u y Kibu3u [3] Beposammohia u cmamucmura.

Bparmmo ce cajia Ha onmTH caydaj. Y HHBEP3HOM CMeEPY 3aXTeBaMO cenapabujIHOCT
U KOMILIETHOCT, &/l aKO 0OpaTuMO TaKIby Ha JI0Ka3 TeopeMe 3.3, MOYKEeMO NPUMETUTH
J1a J1e0 Y KOM KOPHUCTHMO KOMILJIETHOCT MMa JOCTa CJUIHOCTH €4 KOPHUIINemeM KOM-
IJIETHOCTH y J0Ka3y Teopeme 1.5. CeTmMo ce Ja ¢MO y JUCKYCHUjU TOCTe TeopeMe 1.5
Taj YCJOB yCIeJH Jia 0CJabuMO U Jia Ta 3aMEHIMO yCJIOBOM TOIOJOIIKEe KOMIJIETHOCTH,
OJTHOCHO, JIa 3aXTeBaMo Jia je nmpocTop nosbekn. Mako ce gecto ITpoxopoBibeBa Teopema
dopmyauie Tako Ja ce y HHBEP3HOM CMepy 3aXTeBa CenapadWIHOCT W KOMILIETHOCT,
3alpaBO ce W KOJ e 0Baj YCJIOB MOYKe OCJTabUTH, U MOXKe ce caMoO 3aXTeBaTh Ja je

HPOCTOP 1IOJHCKH, IITO NeMO ca/la MOKA3aTH.

CimdHO Kao u 'y AUCKYCHUjU Be3aHO] 3a TeopeMy 1.5, u oBjie hemo hopMupame Kyrin
Ap,y Ag,... U3 m0Kaza Teopeme 3.3 mpebanuTH U3 MOYETHOT mpocTopa (S, p) ¥y XoMeo-
mopdan mpoctop (S, p') Koju je cemapabuaan u kommaerad. Omma hemo ce BpatuTn y

IOYETHU MPOCTOP U KOHCTPYHCATH [ ;s (J Ag; HA WCTH HAYWH KAa0 W PaHUje, IITO

1<ng
MOYKeMO Jia ypaaumo jep hie Ay; 6urn orBopenn ckynosu u'y (S, p). Ono miro je 6uTHO
. . , .

je maje Npsy Uicn, Ak v (S, p') nname ToTammo orpannten, a meropo 3atsopemme K je
KOMILJIETHO Ka0 3aTBOPEH IOJICKYIl KOMILIETHOI CKYIIa, 114 jé CTOra Ha OCHOBY TeopeMe
4.13 K kommakTan y (5, '), a Kako je KOMIIAKTHOCT TOIMOJIONIKO CBOJCTBO, KOMIIAKTAH
jemy (S, p). Ocrarak qoKa3a ce HACTAB/ha HA MIEHTHYAH HAUMH KAO U y CJIydajy Kaja

3aXT€BaMO KOMIIETHOCT, a HE CaMO TOIIOJIOHIIKY KOMIIJIETHOCT.

HaxJe, 3a unep3uu cmep LIpoxopos/beBe TeOpeMe JI0BOJBHO je Jla 3aXTeBaMo Jia je
npoCcTOp 1O/bCKHU. 3 Tor paszjiora, Ha HEKMM MECTHMa Ce OBa TeopemMa Moxke Hahu u y

TakBOj (DOPMYyIAINjH.

Bparumo ce jom jemnom Ha §, u3 mpuMmepa 2.2. Hexka je Il dammauja BepoBat-
HocHUX Mepa nedunncana ca I = {d,|x € A} 3a mHeko A u3 S Koje UMa KOMIAKTHO
3aTBOperhe. 3amarak 5.3 u3 kmure [1] Convergence of Probability Measures on Hac
TpaxkKu Ja J0KaxkKeMo 7a je Ttama Il pesaruBHO KoMmmakTHa. CeTHMO ce Ja U3 IpHMeEpa
2.2 u w3 nperxogHUX Bpalama Ha era 3HaMO Ja HU3 0, MOXKe CJ1ab0 KOHBEPTUPATH
caMoO Ka BEepPOBATHOCHOj MepH 00JinKa 0, 38 HEKO T € S, u j1a 0, = 0, BayKu aKO U CAMO

axKo r, — x, n — +o0o. Jlakie, Ha OCHOBY TOra W Ha OCHOBY AedUHUIje DeTaTHBHE
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KOMIIAKTHOCTH, 3aKk/bydyjeMo Ja je Il pesaruBHO KOMIIAKTHA aKO M CaMO aKO CBaKHU
uu3 {x,} u3 A nma kouBeprentan nogau3. MehyTum, Kako je A~ KOMIaKTaH, ynpaBo
0Baj pe3ysTar HaM jaaje yciaos (ii) Teopeme 4.13. OBume je peratuBaa KOMIAakTHOCT I1

JIOKa3aHa.

AKko jorr mmamo Ja je S cenmapabuiian n KOMIIeTaH (MJIH, KAKO CMO yIIPaBO HOKA3aJIH,
jomr cinabuje, ako je S MO/BCKH MPOCTOP) OHJA MOYKEMO IPUMEHHTH TeopeMy 3.4, Tako

Ja he #Ha Tum npocropuma I 6uTu u rycra.

Cana hemo kopumhemem [IpoxoposibeBe TeopemMe nokasaru ciaenehe TBpheme Koje

je BaxKHO 3a 0bsacT (PUHAHCHjCKE MaTEMATHKE.

Tephemwe 3.5 Hexa je Il e = {P € II(R})|Pyp; < 0,1 € 1}, ede je II(RY) damun-

uja ceux eeposammocrur mepa Ha (R, RY) u g, © € I nenpexudne dynxyuje uz Ry,

Hexa 3a nexo @ € I savcu p; = m, 2de je m(xy,...,x,) = Y o, g(x;) 2de je g xoneex-
g(z) _

cra cynepauneapna dynrkyuja, mo jecm, cascu limg o = = +00. Tada je i, yicr

PEAAMUECHO KOMNAKMHA. 2

Zoxasz: IIpeo hiemo mokaszatu na je Iy, 1icr rycTa. [IpumernMo na 3 cymeparHeapHOCTH
g caean Lm0 % = +o00. Jasme, m3 Tora mro m € {p;}i € [ Baxxu Pm < 0 3a

ceaxko P € Iy, yier-

Axko je m(x) > 0 3a cBako x € R, onja 3a cBako P € I, 1icr Bazxu Pm = 0 (jep
je Pm > 0u Pm < 0), na je P(m~'({0})) = 1. Ca apyre crpane, kako je m~'({0})

KomuakTan, uMamo na je Il 1ier rycra.

Y cynpoTHOM, aKo He Baxku m > (), uMaMo 7a je minm = —a 3a Heko 0 < a < 4-00.
3a cBako 6 > 0 mocroju ks > 0 rakso xa 3a K5 = [0, ks|" na K§ saxu m(z) > ;. Ilpema

ToMe, uMaMo Ja 3a cBako PP € 1, yier Baxkn

P(K5)
/gmdP > —5 (3.9)

Haspe, uMaMo 112,

0> mdP = mdP + [ mdP > —aP(Ks)+ | mdP

R Ks K K

22Tepheme 3.5 ca JOKa30M je yOIIITeme MPBOI KOpaKa JOKa3a JUPEKTHOr cMepa TeopeMe 1.3 u3
paga [4] A model-free version of the Fundamental theorem of asset pricing and the Super-replication

theorem
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Oparire g0o0ujaMo a8 BayKu

mdP < aP(Kj) (3.10)

K5

Kopumthemem nejennakocrn (3.9) u (3.10), robujamo m1a Bazku

P(K5) <6 | mdP <éaP(Ks) < éa
K§

Hakie, 3a cBako € > 0 Moxemo ojabparu 0 = £ Tako jga je P(K§) < €, 0HOCHO Tako

na je P(Ks) > 1 —e. Kaxo je K5 komnaxran, Ilj,ycr je rycra.

Hakie, noxasamm cmo ga je Il ier rycra. Kopucrehn teopemy 3.1, nobujamo na

Je I yier M peIaTHBHO KOMIIAKTHA, YAME J¢ 0Ba) JOKa3 3aBpIueH. [

[Tperxomxno TBpheme mpeacrapsba jedan O K/bYIHUX JIe0Ba 3a joka3 PyHgameH-
TaJHe TeopeMe O IeHU Y JUCKPETHOM BpeMeHY, He3aBHCHO OJI MOJIe/a, KOja ¢e MOXKe
wahu y pany [4] A model-free version of the Fundamental theorem of asset pricing and
the Super-replication theorem kao teopema 1.3. OBa Teopema HpeacTaB/ba H3y3€THO
BazkKaH pe3y/Tar n3 (puHAHCHjCKe MaTeMaTHKe U ojpelyje yCI0B 3a MOCTOjarhe TIPUJIHKe

3a apOUTpaxy.
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4 Jloaarak

Teopema 4.1 (/ujazonanna memoda) Hexa je cearu ped caedehiee nusa

1,1, 1,2y -

X221, 22, ... (1)

oeparuer nu3 peasnux opojesa. Tada nocmoju pacmyhu nus 6pojesa ny, Na,... MAKSUL

da limy, x,.,, nocmoju 3a ceaxo r € N.2

Zlokxas: Kako cBakm OorpaHMdYeH HU3 MMa KOHBEPTeHTaH MOIHHU3, 0Ja0epUMO U3 MPBOT

pe/ia 1o THI3

xl,nl,p xl,nLQ) (2)

KOjU KOHBEepIHpa U y KoM cy np,; pactyhu. Cazma, mocMarpajMo HOZHU3 APYTOT pela u3

(1)
xZ,nLN x?,?LLQJ (3)

Kaxko je apyru pen u3 (1) orpanuven, orpanudet je u (3), 1a U OH WMa KOHBEPIeHTAH

MMOTHU3

$27n2’1, x27n2,2’ (4)

Ha rtaj naunn, u 3a apyru pex u3 (1) ogabpanu cmo mognus (4) y KoM ¢y noy pactyhn

u 3a Koju ltmyxs,, , nocroju. Hacraspajyhn na osaj naunn, gobujamo

Ny, N12,---

nNa1, N22,... (5)

Koju mma ciiesneha cBojcTBa

ZTeopema 4.1 ca mokasom ce moxe nponahu y Jlomarky kmure [2] Probability and Measure
obenexkena kao Al4
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(1) cBaku pex u3 (5) je pacryhn
(1) mu3 u3 (r 4+ 1)-Bor pega u3 (5) je moganu3 HU3a u3 r-ror peaa u3 (5H)
(4ii) 3a cBako 1, liMyT,.p, , TOCTOjH

Jlakse, umamo ja je

xT:”r,l? xT,nr,zv (6)
KOHBEPreHTAH MOIHU3 7'-TOT pefa u3 (1)
Heka je n, = ny,. Kaxo je cBaku pen us (5) pacryhu HE3 Koju je caap:kaH y

HPETXO/HOM PeJLy, UMaMo Ja je ny, Na,... pacryhu. laswe, n,., Ny11,... je MOJHU3 T-TOT

pena u3 (5), ma je crora KOHBepreHTaH u limgT, ,, MOCTOjH.

Kaxo je {ny} mumjaramamam y (5), OpuMeHa oBe TeopeMe Ha3WBa ce Jujazonaaia

memoda. [
Hedbunumnuja 4.2 IIpocmop S je cenapabunan arxo cadpocu npebpojus ckyn eycm y S.

Hedbunumuja 4.3 Faza npocmopa S je Kaaca 0MBOPERUT CKYNOBE U3 S ¢4 C80JCMBOM

da ce ceu omsopenu ckynosu y S mo2y npedcmasumuy ka0 YHUJG cKYynosa us base.

Hedbununuja 4.4 Omeopen nokpusay Hexoe ckyna A us S je kaaca 0omeoperux cKynosa

us S wuja ynuja cadporcu A.

Teopema 4.5 Caedehia mpu ycaosa cy exsusarernmma:>*
(i) S je cenapabunan
(ii) S uma npebpojusy a3y
(iii) cearu omeopen nokpusay nexoz A C S uma npebpojusu nomnokpuear.

Jlokas: (i) = (ii): Heka je D mpebpojus u rycr y S u Heka je V kiaca kyrau B(d, r)
rie jed € D ur € Q. Heka je G orBopen. la 6bucmo mokazanu ga je V 6a3a, MOpaMo
nokasaTn Aa ako je (G; yHHja cBHX CKymoBa u3 )V Koju cy caapxauu y G, oHuga je
G = (G1. Ha ocnoBy maumna Ha xoju cmo pedbunncaan G, Gy C G Baxu. [la 6mcemo

nokasanu ga G C (1, morpebHO je Ja MoKaxKeMo Ja 3a caBko r € (G mocroje d € D

24 Teopema 4.5 ca mokazom ce Moxke nponahu y Jlomatky kmure [1] Convergence of Probability Mea-
sures Ha crpanu 237
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ur € Q raksu ja je v € B(d,r) C G. Kako je x € G u xako je G OTBOpEH, 10C-
Toju € TakBo na je B(x,e) C G. Kako je D rycr y S, mocroju d € D takBo na je
p(x,d) < 5. Ca gpyre crpame, Moxemo yseru r € Q Taxkpo na p(r,d) < r < §, na je
ouna x € B(d,r) C B(x,¢€), ma je x € G. Ilpema tome, G = G, na je V npebpojusa
basza om S.

(11) = (i4i): Heka je {V}, V5, ...} npebpojuBa 6a3a u neka je {G,} oTBOpeH MOKpH-
Bad oj1 A. 3a cBako Vi 3a Koje mocroju Heko (G, Koje caapku Vi, Y3MUMO HEKO TAKBO
G- 3amera Baxu Vi, C G,,. Taga je A C |, Go,, 12 je {G,, } 1pebpojuB moTHoKpH-
Bau ox A.

(i4i) = (i): 3a csako n € N, {B(z,2)|z € S} je orBopen nokpusau ox S. Ako
(#47) BazKu, OHIA TOCTOjU HCrOB Ipedpojun nOTHOKpHBad {B(Zy, )|k € N}. Hakue,

{Znk|n, k € N} je upebpojus u rycr y S, na je S cenapabuian. [

Hedbunumnuja 4.6 3a nodckyn M uz S wascemo da je cenapaburan arxo nocmoju npe-

bpojusu ckyn D uz S woju je eyem y M, odnocro 3a koju eascu M C D~ .

[Tpumerumo ga D u3 nperxoane aeduHuImje He Mopa outn nojackyn o M, nako ce
0BO JIaKo Mozke o6e3benutu. Ilpernocrasumo ja je {dy} ryct y M u Heka je X, Tadka
y B(dg, £) N M, axko TakBa Tadka mOCTOjH (OZHOCHO ako je mpecek HempasaH). Tama
3a cBako © € M u € > 0 moxkemo ogabparu dy u n rakse ga p(r,dy) < % < 5. Kako
je B(dy, %) N M HempasaH, OHIA T,k TOCTOJU U Baxku p(Tng, x) < €. Hakme {x,x} je

npebpojus ckyl ryct y M koju je mojgckyi ox M2

Teopema 4.7 Hexa je nodcxkyn M 00 S cenapabusan. Tada sasrcu:?s

(i) Ilocmoju npebpojusa kaaca omeopenux crkynosa A koju umajy ceojemeo da ako
jexr € GNM u G je omeopen, onda v € A C A~ C G 3a nexo A € A.

(it) Csaxu omsopen nokpusay 00 M uma npebpojus nomnokpueas.

Jloxas: (i): Heka je D mpebpojus momckyn ox M koju je rycr y M. Heka ce A cac-
roju ox, Kyt B(d,r), tue je d € D ur € Q. Taua, ako je z € GNM u G je

OTBODEH, MOXKeMo ofabpatn € Takso na B(x,e¢) C G w d € D Taxso ga p(r,d) < 5.

Konauno, omabepumo r € Q Takpo na Baxku p(z,d) < r < 5. Taza mmamo na

% 0Opa nuckycuja ce moxe nponahu y Jlonarky xkmure [1] Convergence of Probability Measures na
ctpann 237

26Teopema 4.7 ca nokazom ce mozke nponahu y Tomarky xmure [1] Convergence of Probability Mea-
sures Ha crpanu 237

30



x € B(d,r) C B(d,r)” C B(z,¢) C G.

(77): Heka je A = {Ay, As,...} knaca u3 (i). Tazna, ako je {G,} mokpusaa o M,
oHJia 3a cBako Ay Moxemo omabparn ueko G,, Takso qa Ay C G,, (0mHOCHO, 33 CBAKO
Ay 3a xoje TakBo G, nocroju). Onna M C {J, Ga,, 1a je G,, upebpojus HOTIOKPHBAY
ox M. Opo cBojcrBO ce HasuBa JIunmenodoso cBojcrso. [

Hedbunununuja 4.8 Hus {z,} je dyndamenmanan, usu, Kowujes aro

sup p(z;, ;) =0, n— +oo
4,jzn

Hedbunumuja 4.9 Ckyn M je xomnaeman axo cearxu Kowujes nuz y M uma epanuny

spednocm xoja aesicu y M.

Ouwnryie1HO, KOMILIETaH CKYII jé YBEK 3aTBOPEH. Y OBOM pajy he HAC 9ecTO 3aHH-

MaTH Ja JIii je S KOMILIEeTaH.

Hedbunnmnuja 4.10 Ckyn A je xomnaxman axo ceaku omeopen nokpusay 00 A uma

KOHAYaH nomnoxKkpuead.

Hedbununuja 4.11 3a ckyn A, ckyn mavaxa {x} ca ceojemeom da 3a ceaxo x € A

nocmoju HexKo Ty makeo 0a p(r, xyp) < € HA3UBAMO HE2080M €-MPEHCOM.

Hedbunaumnmja 4.12 3a ckyn A xascemo da je momanno o2paruder axo 3a ceéaxo € > 0

UMA KOHAYHY €E-MPEIHCY.

[Ipumerumo jga u3 gedpUHUNN]E 38 -MpeEXKY, TaUKe e-Mpe:ke He MOpajy Ja Jiexke y

ckyty A.
Teopema 4.13 Caedehia mpu ycaosa cy exsusarermmua:>’
(i) A~ je xomnaxman

(ii) cearxu nus us A uma Koneepeenman nodnus (wuja je eparuuna epednocm y A~)

(iii) A je momaano oepanuven u A~ je Komnaema.

ZTTeopema 4.13 ca mokasom ce moxke mpouahn y Jlonarky kmure [1] Convergence of Probability
Measures na ctpanu 239
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Jloxas: Kako (i) Baxu ako u caMO aKO CBaKU HU3 U3 A~ UMa KOHBEPIrEHTAH IOJHU3
9rja TPAHUTHA BPEIHOCT jieKn y A~ 1 Kako je A TOTajHO OrpaHnYeH aKo M CaMO aKo je
A~ TOTaJHO OTpAHWYEH, Y OCTATKY JIOKAa3a MOYKEMO IIPETIIOCTaBUTH Ja je A 3aTBOpeH
ugaje A= A".

Jla bucMo mojeIHOCTaBUIN T0Ka3, nedunucahemo ciaeaehe kopake Koju he Ham 6utu

mehykopanum uzmely (i) u (44):
(1) cBaku mpeGPOjUB OTBOPEH MOKPUBAY O A MMa KOHAYAH MOTIIOKPABAY

(2) ako A C |J,, Gy, e cy G, orBOpeHH CKyIOBH 3a Koje Baxku Gq C Gy C ..., OHJIA
je AC G, 3anekon € N

(3) ako je A D Fy D Fy, D ... rae ¢y F,, 3aTBOpeHN HelpasHU CKyIoBu, oHxa je (), F,

HempasaH

IIpso hemo noxazaru ga cy (1), (2), (3), (i) u (i) eKBUBATCHTHH.

(1) & (2): [dupekran cMmep OBOI TBphjema OYMIVIEHO BazKH, a IMTO Ce WHBEP3HOD
cmepa tude, ako je {G,} HeKn npebpojuBh OTBOpEHM MOKpHBaY o1 A, MOXKEMO Ta 3a-
meruru ca |J,.. Gy, a taga u3 (2) 3zamo ga nocroju n takso g1a A C J, ., Gi, Te cMo

Ha Taj Ha4dYuH ,ZLO6I/IJH/I KOHa4YHM OTBOPEHHU IIOTIIOKPHUBaY.

(2) & (3): Jlpyrm naumn na dopmysumemo (2) je ga 3a orsopeHe ckymose G,
ANG, T A wvmmmupa na 3a veko n € N AN G, = A. Canuno, (3) moxemo dop-
MYJIACATH TaKO Ja 3a 3aTBopene ckynose F, ANFE, | () ummaunupa na je 3a neko n € N
ANF, =10 (y oBoj bopmynanuju F, e Mopa 6utu cagpxkano y A). Mebhyrum, kana

C
n?

yamemo F, = G¢, BuamMo 1a cy oBe JBe TBPIIbe €KBUBAJIEHTHE.

(3) & (ii): Axo je {z,} mekn um3 u3 A, yamumo B,, = {z,, Tni1,...} u F, = B,,.
Tana je ceaku F), Hempaszan u ako (3) BaxKu, CJIeIH 112 je ﬂn F, nerrpazan. Y3MHMO HEKO
z € ), Fn. Kaxo je x u3 3arBopemwa ox B, nocroju i, > n takso xa p(x, x;,) < %
Bupajmo i,, Tako na iy < iy < ... Baxku. Ouga je lim, p(x, z;,) = 0, ogrocHo (i7) BaxKm.
Ca apyre crpane, ako je F, onagajyhin Hu3 HempasHuX cKynmoBa u ako (i1) BayKu, OHJA
MOZKeMO y3eTH =, € F, u Heku moguus on {x,} he uMaru HeKy TpaHUYIHY BPETHOCT .

Kako ce paan o 3aTBOpeHHM CKynoBuMa, Bazkuhe x € (), F),, Ia je Taj cKyn Hempa3aH.
(11) = (di7): TIpermocraBumo cynporHo, na A Huje ToTaaHo orpaHuden. Tajma moc-

Toje € u Geckonaunu uu3 {r,} u3 A raksu ga p(r,, ,) > € 3a m # n. Au, y Tom

caydajy uu3 {z,} He 6u MOTa0 MMaTH KOHBEPTE€HTAH TMOMHU3, IITO je y CYMPOTHOCTH C
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upernocraBkoM (1), Tako ga A mopa 6uru rorasino orpanuder. laswe, (i) uMimunupa
1 KOMIUIETHOCT, jep ako je uu3 {x,} KommujeB n nma HeKu MOAHU3 KOjH KOHBEPIUpa y

x, oHja u {,} KoHBeprupa y .

(7i1) = (4i): Axo je A ToramHo orpanmden, 3a cBako n € N, MoKe OUTH TOKPUBEH ca
KOHAYHO MHOTO OTBOPEHUX KYIJIU B,1,..., Bk, TOJyIpeTHNKA % 3a cBaku vu3 {x,,} u3
A, mozkemo onabparn pactyhn Huz 6pojeBa mjq, Mi2,... TAKO JIa CBH Tpyyy s Limyy--- OYILY
caJip:KaHu y uctom By,. 3Hamo na je oBo moryhe, jep MOCTOjH KOHAYHO MHOTO OBHX
Kyrad. Y ciaefehem Kopaky omgabepUMO HEKH MOIHU3 Moy, Mog,... HU3A Mi1, Mia,...
TAKAB A Ty, s Tmgy--- OYAY ¥ UCTOM Bgj,. HactaBumo KoncTpyKmujy m,; Ja/be Ha OBaj
naunn. Hexka je r; = my. Tana x,.,, 2, ,,... cBU jJexe y ucrom B,. [Hakie, 300r
HauNWHa Ha KOJU CMO Ia KOHCTPYUCATIHA Ty, Tp,,... j€ KOIINMjeB U U3 KOMILIIETHOCTH CJIe/ 11

Jla, KOHBEPIupa Ka HEeKOj Tauyku u3 A.

Osume cmo pokazanu ga cy (1), (2), (3), (4¢) u (49i) exkBuBanenruu. 13 (i) ounriesmno
caenn (1), Tako Ja je 10BOJ/BHO Ja dokazkemo ja (i) coenn u3 (1) u (iid). Kako je Ay
TOM CJIy4ajy TOTAJTHO OTPDAHWYeH, OHJa je U cenapabuiiaH, ma Ha OcHOBY JIuHmenodosor
CBOJCTBa CBAaKW OTBOPEHU MOKpuBad on A mma mpebpoju nornokpusad. Jlame, 3 (1)
HMaMO /13 CBaKU PeOPOjuB MOKPUBAY NMa KOHAYAH MOTIOKPUBAY, Te je A KOMIaKTaH.
O

Heka je S Bopesiosa o-airebpa 3a Merpuuku npoctop (S, p) u Heka je (S, p') Hekn
JIpYTE METPUYKHU IIPOcTop ca Bopemopom o-anrebpom S'. Tama, ako je h : S — S’
HenpekuaHa, ouja je u S/S’ mepsbusa, y cvmuciay ja ako je A € 8’ onpa je u A =
h=1(A") € S. JTokas 3a oBo ce Ga3upa Ha TOME JIa je OBO J0BOJLHO J0Ka3aTH 33 OTBOPEeHe
cKynope, a axko je G' € S’ oropen, onja je u h~'(G’') orBOpeH, Ila caMUM THUM U
h~1(G") € §. Axo mmamo Heko mpecaukaBame h i S — S’ koje je S/S’ MeppUBO U HEKY

Mepy i Ha S, onga moxkemo gedunucaru mepy ph~! ma S’ ca?®
ph (A = p(h1(4)), AecS (4.1)

Teopema 4.14 Axo je [ neneeamuena, p mepa na mempuukom npocmopy (S, p) ca o-

anzebpom S, (S, p') mempuyuku npocmop u h : S — S" npecaukasare uz S y S', onda

saotcu®®

[ Fputan = [ s (1.2

280Ba muckycuja ce Moxe mponahu y kmusu [1] Convergence of Probability Measures na ctpanu 243

u y xwusn [2] Probability and Measure Ha crpamn 182
P Teopema 4.14 ca mokazom ce Mozke nponahu y xkmwusu [2] Probability and Measure obenexena Kao

Teopema 16.13
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Jlokas: Axko je f =1y, onga foh = I,-14, na ce y Tom caydajy (4.2) coau na (4.1),
na omarie paxku. Jlmaeapuorthy, mobujamo ja (4.2) Baxu 3a cBe mpocre (yHKIH]e.

Ako cy {f,} mpocre dyuukuje rakse na 0 < f, T f, omma u 0 < f,(A) 1 f(A), na
omatie u 3a f Baxku (4.2), unme cmo mokazanu (4.2) 3a cBe menerarupne dynkuuje. [

Teopema 4.15 Hexa cy (S, p) u (S, p') mempuuxu npocmopu ca Bopeaosum o-anrzebpama

SuS', nexajeh : S — S npecaurxasare us S y S u nexa je Dy ckyn mavara npexuda
00 h. Tada D), € S.*°

Jlokas: Heka je A, ckynm Tadaka x € S 3a Koje MOCTOje Tadyke y U 2z U3 S Takse
aa p(z,y) < 0, p(z,2) < 6 u p(h(y),h(z)) > e Kaxo je A, oTBOpen u Kaxo je
D, = UGEQJr ﬂ66@+ Aes, onpa D € S. O

Heduuumnuja 4.16 3a xaacy A na S kascemo 0a je T-cucmem ko je 3ameopena 3a

KOHGYHU npecek.

Hedbuuumnuja 4.17 3a xaacy A na S xasicemo da je \-cucmem axo cadpocu S u axo

je 3ameopena 3G KOMNAEMEHM U 34 KOHAYHY YHUJY JUCJYHRKMHUT CKYNOBA.

Teopema 4.18 Axo je A m-cucmem na S u axo je B A\-cucmem wa S, onda us A C B
caedu o(A) C B.3!

30Teopema 4.1 ca nokazom ce Moxke nponahu y xmwusu [1] Convergence of Probability Measures na

crparu 243
31Teopema 4.18 ce moxke nponahu y kmwusu [2] Probability and Measure obenexkena Kao Teopema 3.2
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