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1 Uvod

Zmagaj polinoma u nastavi viSih razreda osnovne Skole ogleda se u njiho-
voj primeni prilikom reSavanja jednacina i nejednacina, dokazivanja Pitagorine
toreme, kao i u geometriji, pa bi se moglo reé¢i da predstavljaju najvazniji alge-
barski sadrZzaj na tom obrazovnom nivou. Takode, linearna i kvadratna funkcija
ubrajaju se medu takozvane polinomne funkcije, dok na visim stupnjevima zna-
nja polinomi imaju veliku ulogu u aproksimaciji funkcija, zatim u teorijskoj i
primenjenoj matematici. Zbog svega pomenutog zauzimaju bitno mesto u alge-
bri.

Cilj rada je zasnivanje prstena polinoma zajedno sa njegovim osnovnim oso-
binama i poredenje 8kolske nastave o polinomima sa formalnim algebarskim
pristupom.

Prvi deo posvecen je prstenu polinoma i njegovim osobinama. Kako bismo
uopste dosli do pojma prstena i prstena polinoma, najpre ¢emo definisati pro-
stije algebarske strukture i algebarske operacije. S obzirom na to da polinomi
predstavljaju prosta raSirenja prstena, paznju ¢emo posvetiti upravo njima, na-
kon Cega ¢emo uvesti i pojam polinoma na nesto viSem nivou, a zatim definisati
stepen polinoma i euklidsko deljenje.

U okviru ove teme bavi¢emo se i faktorizacijom polinoma, gde ¢emo defini-
Sati euklidsko deljenje, najveci zajednicki delilac i najmanji zajednicki sadrzalac.
Obradi¢emo Euklidov algoritam za pronalazenje najveéeg zajednickog delioca
datih polinoma, i potkrepiti ga primerima. Baviéemo se izvodom, nulama, poli-
noma i njihovom viSestuko§¢u, kao i polinomima sa vise neodredenih.

U drugom delu éemo analizirati §kolsku nastavu o polinomima, najpre uvo-
dec¢i pojam polinoma i podelu polinoma prema broju ¢lanova na monome, bi-
nome i trinome, i za svaku vrstu neke specifi¢nosti. Zatim ¢emo obraditi ope-
racije sa polinomima: sabiranje, oduzimanje i mnozenje polinoma, i osnovne
polinomijalne identitete — razliku kvadrata i kvadrat binoma. Slede¢a bitna
tema jeste faktorizacija, to jest rastavljanje polinoma na proste ¢inioce, nakon
Cega ¢emo akcenat staviti na najceice greske koje ucenici prave radeci sa poli-
nomima. Na samom kraju osvrnué¢emo se na primenu polinoma pri re§avanju
jednacina, dokazivanju Pitagorine teoreme.



2 Prsten polinoma i njegove osobine

2.1 Algebarske operacije i strukture

Da bismo uposte do§li do pojma prstena, i prstena polinoma, potebno je
definisati prostije algebarske strukture od njega. Pored algebarskih struktura,
u ovom delu definisemo i algebraska operacije.

2.1.1 Algebarske operacije

Definicija 1. Neka je A neprazan skup i n nenegativan broj.

a) Definisemo n—ti stepen skupa A, u oznaci A™:

A= {0} i

A" .= {(a1,a9,...,an)|a1,a2,...,a, € A}, akon > 0.

b) Algebarska operacija skupa A, duZine n ili n—arna operacija skupa
A, je ma koja funkcija f : A™ — A. Za n kaZemo da je duZina ili arnost
operacije f, u oznaci ar(f).

Definicija 2. Binarna operacija. Pod binarnom operacijom u nepraznom
skupu A podrazumevamo svako preslikavanje f : A2 — A, kojim se proizvoljnom
paru (a,b) njegovih elemenata a i b pridruZuje odredeni element f(a,b) tog istog
skupa A. KaZemo jo$ i da je binarna operacija, operacija duZine 2.

Neki znaci, kao na primer, +, -, N, U, A, V, A, kao i o i x koriste se za
oznacavanje binarnih operacija, pri ¢emu se rezultat njihove primene piSe u
infiksnom obliku. Na primer: (a +b), (a-b), ... , (a*b).

Definicija 3. Unarna operacija. Pod unarnom operacijom u nepraznom
skupu A podrazumevamo njegove transformacije, to jest svako preslikavanje
f+ A — A koje taj skup preslikava u samog sebe. KaZemo jos i da je unarna
operacija, operacija duZine 1, i nazivamo je i operatorom u tom skupu.

Za oznagavanje unarnih operacija, ¢esto koristimo znake —, ~1, 7, ¢, T, i tada
rezultat primene tih operacija na a pisemo na slede¢i nacin: (—a), (a= 1), (a'),

(a%), (aT).

Definicija 4. Nularna operacija. Pod nularnom operacijom u nepraznom
skupu A podrazumevamo same elemente skupa A. KaZemo jo$ i da je nularna
operacija, operacija duZine Q.

2.1.2 Algebarske strukture

Definicija 5. Algebarska struktura, kaZemo kracée i algebra, je uredeni par
A= (A, Q), gde je A neprazan skup, tj. domen algebre A, i Q) neka familija
algebarskih operacija iz skupa A. Signatura ili tip algebre A = (A,Q) je
Q-familija (ar(f))req-



Tako, na primer, sve algebarske strukture tipa (2,2,0) imaju ta¢no po dve
binarne i jednu nularnu operaciju. Kao primer takve algebarske strukture mo-
Zemo navesti (N, +,-,1) gde su + i - operacije sabiranja i mnoZenja, a 1 je fiksan
element u skupu prirodnih brojeva N.

U osnovne algebarske strukture ubrajamo: grupoide, semigrupe (polugrupe),
monoide, grupe, prstene i polja.

Definicija 6. Grupoid, je uredeni par (G, *), gde je * binarna operacija skupa

G # 0.

Definicija 7. Neka je (G, x) grupoid:

a) e € G je levi neutral grupoida G akko (Vz € G)exx = x.

b) e € G je desni neutral grupoida G akko (Vx € G)z*xe =z.

a) e € G je neutral grupoida G akko (Vx € G)exx =x =1z *e.

Umesto reci neutral koristimo jos i neutralni element, identiteta, ako je u
pitanju binarna operacija - kaZemo jedinica, a ako je u pitanju binarna opera-
cija + kaZemo nula.

Lema 1. Grupoid ima najvise jedan neutral.

Dokaz. Pretpostavimo da su e, f € G neutrali. Tada f =ex f =e. O

Definicija 8. Podgrupa (semigrupa), je grupoid (S,*), u kome je binarna
operacija * asocijativna. Ekvivalentno, grupoid (S, x) je semigrupa akko
(Vo,y,2 € S)(wxy)x 2=z % (y* 2).

Definicija 9. Monoid je semigrupa sa neutralom. Drugim redima semigrupa
(M, %) je monoid ako i samo ako (Fz€ M)NVx e M) zxzx =z =1x%*z.

Definicija 10. Neka je (M, *,¢e) monoid, © € M :

a) y € M je levi inverz elementa x akko y x x = e.

b) y € M je desni inverz elementa x akko x xy = e.
a) y € M je inverz elementa « akko y+x =e=2x *y.

Umesto reci tnverz koristimo jo$ i inverzni, inverzibilan ili regularan ele-
ment,a ako je u pitanju binarna operacija + kaZemo suprotan broj.

Lema 2. Neka je (M,x,e) monoid. Tada x € M ima najvise jedan inverz.
(Ako element x € M ima inverz, oznacavamo ga sa T ).

Dokaz. Pretpostavimo da su y,z € M inverzi elementa x.
Tadajey=yxe=yx*x(xxz)=(y*xx)*xz2=€exz = 2. O

Lema 3. Neka je (M, x*,e) monoid. Ako su a, b € M inverzibilni, onda su e,
ax b, a takode inverzibilni i vaZi:.

a)e=e,
b)axb=>bxa,
c)a=a.



Dokaz. a) Sledi iz e x e = e. B B B
b) Zaista (ba)* (axb) = bx* (a* (axb)) =bx*((@*a)*b) =bx*(exb) =bxb=ce.
Sliéno je (a *b) * (b*a) = e. Odatle je b * @ inverz elementa a * b.

c)Slediizaxa=e=axa.

O

Definicija 11. Grupa je monoid u kome svaki element ima inverz. To jest,
monoid je grupa akko (Vx € G)(Jy € G) yxx =e=x xy.

Definicija 12. Grupa (semigrupa, grupoid) (G, *) je komutativna akko
(Ve,y € G) xxy =y*w.

Videli smo da se grupa moze definisati na sledece nacine:

a) (G, x) je grupa akko (G, *) je semigrupa i

FzeG) (Ve e@)(zxx=x=xx2NFyeG@)yxx=2=1xx*xy).
b) (G, *,7,e) je grupa akko (G, *) je semigrupa,
(VreG)exz=x=xxe,i (Ve €G)Txx=e=2xx*T.

Lema 4. Neka je (G,x) je semigrupa. Tada:
a) (G, *) je grupa akko i (3z € G)(Vx € G)(zxx =2 ATy € G)y*xx = 2),
b) (G,*,7,e) je grupa akko (Vx € G)exx=x ,i (Ve € G)(T*z =e).

Dokaz. Dovoljno je pokazati da desna strana povlaci levu.

b) Prvo dokazujemo (Va € G) z*T = e, a zatim (Vz € G) x xe = . Imamo da
je (z*T) = (exz)*T = (T*T)*2)*T)=(T*x(Tx*2))*T)=(T*e)*xT) =
Tx(exT)=ZxT=c,ondajerse=x*(T+z)= (T*T)*xx=€*xT =2x.

a) Dovoljno je da neutral z ozna¢imo slovom e, inverz y elementa x slovom T, a
inverz elementa T slovom T pa da ponovimo prethodni dokaz. O

Stav 1. Neka je (M,x,e) monoid. Posmatramo skup invertibilnih elemenata
G={xeM|FyeMuyxx=e=uzxxy}. Tada e € G, G je zatvoren za
binarnu operaciju * i monoid (G, x,e) je grupa.

Definicija 13. Algebarska struktura P = (P,+,-,—,0) je prsten ako i samo
ako je (P,+,—,0) komutativna grupa, (P,-) je semigrupa i vaZe oba zakona di-
stributivnosti, to jest (Vx,y,z € P)(x(y+2) = ay+azA\(z+y)z = xz2+yz). Pr-
sten P je komutativan akko je - komutativna, tj. akko je (Vx,y € P)zy = yx.
P je prsten sa jedinicom 1 akko je Vx € P)1-x =z =x-1.

Lema 5. Neka je P = (P,+,-,—,0) prsten. Tada:

a) 20 =0=0x

b) w(—y) = —wy = (—2)y, (—2)(~y) = 2y,

c) Ako x —y :=x + (—y), onda z(y — z) = xy — xz, (x —y)z = vz — Yz,
d) (3?1+"'+33n)y=3313!+"'+33nyn, -r(y1+"'+7gvl) =TY1r+ o TYm,

m n

e) (Tt Fa) i+t ym) =D Ty = > iy

i=1 j=1 j=1i=1



Dokaz. a) Iz 20 = 2(0 + 0) = 20 + 20 sledi 20 = 20 + 0.

Onda je 20 + (—20) = (20 + 20) + (—20) = 20 + (20 + (—20)),

a ovo povlac¢i 0 = z0. Sli¢no 0 = Ozx.

b) Iz 0 = 20 = z(—y + y) = z(—y) + zy sledi 0 = z(—y) + xy.

Onda je 0 + (—zy) = (z(-y) + zy) + (—2y) = 2(—y) + (z2y + (—2y)),
a ovo povladi —zy = z(—y). Sli¢tno —zy = (—a)y.

1z prethodnih jednakosti imamo: (—z)(—y) = —(—2)y = —(—=zy) = zy.
) (x—y)z= (v +(=y))z = vz + (-y)z = vz + (—y2) = vz —yz.

d) Indukcijom, koristeéi distributivnost.

e) Sledi iz d).

Definicija 14. Definisemo karakteristiku prstena P, u oznaci char P.

char P = 07 akojec:{nENHVIGP)n:c:O}:(])’
minC, ako je C # ().

Ako je P prsten sa jedinicom 1, onda je C = Cy:={n € N|nl =0} CN.
Neposredno imamao C C Cy. Za Cy C C: ako jen € Cy, onda za svako x € P
imamo nz = n(lz) = (nl)z =0z =0, znacin € C.

Definicija 15. Prsten P je bez delitelja nule akko
(Vz,ye P)(zy=0=2=0Vy=0).

Lema 6. Ako je P prsten sa jedinicom 1, bez delitelja nule onda je njegova
karakteristika nula ili neki prost broj p.

Dokaz. Neka je charP= m = kl, gde su k,l < m. tada iz 0 = ml = (k)1 =
(k1)(11) = (k1)(11) sledi k1 = 0 ili I1 = 0. Kontradikcija. O

Definicija 16. K*je skup svih inverzibilnih elemenata prsetena K.

Relacija a € K* znaci da je a € K i da jednaine a -z =112 -a = 1 imaju
barem jedno, a samim tim i ta¢no jedno zajednicko reSenje u K. Zovemo ga
inverzom od a u tom prstenu i oznacavamo sa a~!.

Definicija 17. Polje je komutativan prsten sa jedinicom, 1 # 0 u kome svaki
ne-nula element ima multiplikativni inverz. To jest, komutativni prsten sa
jedinicom 1 je polje akko (Vxr € F)(x #0= (Jy € Fley =1) i 1 # 0. Inverz
ne-nula elementa x € F oznacavamo sa x~'.

Lema 7. U svakom polju vazi (Vx,y)(zy =0=2=0Vy=0).

Dokaz. Dokazujemo ekvivalentnu formulu (Vz,y)(zy = 0Az # 0 = y = 0).
Akojezy=0ix#0,ondajey = (z o)y =2 Y(zy) =210 =0. O



Modul je komutativna grupa ¢ije elemente mozemo mnoziti elementima ne-
kog prstena. Na primer, polinomi s koeficijentima u prstenu K ¢ne modul nad
K, jer takve polinome mozemo mnoziti elementima prstena K.

Definicija 18. Neka je K prsten, i neka je (M, +) komutativna grupa. KaZemo
da je M levi K-modul ako postoji preslikavanje K x M — M, (a,m) — am, sa
svojstvima:

(1) a(my +ma) = amy + ama,

(2) (oq +az)m =aym+ asm,

(3) (araz)m = ai(asm),

(4) Im=m akoje 1€K,

20, sve a, ey, a0 € K i m,my,mg € M.

Ako je K polje, tada M nazivamo vektorski prostor nad poljem K. Ope-
racija (@, m) — am naziva se mnoZenje skalarom «, a prsten K se naziva
prsten skalara. Svojstva (1) i (2) su zakoni distributivnosti u odnosu na sa-
biranje u M i K, a svojstvo (3) je zakon asocijativnosti. Modul M se naziva
levi K-modul, jer je mnoZenje am definisano sleva. Na slican nacin se definise
desni K-modul.

Ako je K komutativan prsten i M je levi K-modul, tada M postaje desni
K-modul ako definisemo
ma=am, o€ K,meM.

U ovom slucaju levi K-modul je identi¢an desnom K-modulu pa ih ne razli-
kujemo i nazivamo K-moduli ili krace moduli nad prstenom K.

Primer 1. Svaki prsten K je levi i desni K-modul.

Primer 2. Ako je G aditivna Abelova (komutativna) grupa, tada je G levi Z-
modul jer vazi:

(1) k(g1 + g2) = kg1 + kga,

(2) (k1 +k2)g = kig + kag,

(3)  (k1k2)g = ki1(k29),

(4) lg=g,

za sve k,ki,ke €Z 1 9,91,92 € G.

Neka je M bilo koji modul nad prstenom K. Za njegov element m kazemo
da je linearna kombinacija nad datim sistemom e = [e1, ea,...,€,] od n ele-
menata e, € M, ako je

m = «i1e1 + ageg + -+ -+ anen

za bar jednu n-torku (aq, g, ..., q,) skalara iz K. Pri tom, za dato m sistem
skalara a, sa tim svojstvom, ne mora biti jednozna¢no odreden.



Skup svih skalara nad pomenutim sistemom e zovemo njegovim linearnim
omotaéem i oznacavamo sa Q(e) = Q(eq, ea,...,en).
Akojein € Q,in=pie1 + Paea + -+ Buen, B € K vazi

m—+n= (a1 + fr)er + (az + Ba)ea + -+ + (an + Bn)en 1
Am = Aaier + Aasges + - - -+ Aagpen.

Za neki sistem e = [e1, €9, ..., e,] elemenata K-modula M kaZemo da je li-
nearno nezavisan, ako za proizvoljne skalare )\, € K vazi:

Aer+ e+ + e, =0 & A= =---=),=0.
* Algebarske podstrukture*

Ako je A algebarska struktura, i ako je B C A, B je algebarska podstruk-
tura algebarske strukture A ako i samo ako:
1° B # 0,
2° B je zatvoren za operacije iz A,
3° B je zatvoren za konstante iz A.

Definicija 19. Neka je (P,+,-) prsten, i neka je S neprazan podskup od P.
KazZemo da je S potprsten prstena P u oznaci S C P, ako je (S,+,-) prsten.

Binarne operacije u S su iste kao u P. Svaki prsten P ima trivijalne potpr-
stene: 01 P.

Teorema 1. Neka je (P,+,-) prsten i neka je S C R, S # 0. S je potprsten od
R ako i samo ako za svako a,b€ S vaZia—be Siabe S.

Dokaz. Ako je a — b € S za svako a,b € S, tada je (S,+) aditivnha podgrupa
grupe (P,+). Zatim, ako je ab € S za svako a,b € S, tada je S zatvoren za
mnozenje, dok se asocijativnost i distributivnost mnozenja nasleduju iz P. 0O

Presek konac¢nog broja potprstena od P takode je potprsten od P.

Definicija 20. Neka je P prsten. Skup Z(P) = {a € P | xa = ax za svako x € P}
naziva se centar prstena P.

Centar Z(P) je neprazan skup jer je 0 € Z(P).
Teorema 2. Centar prstena je potprsten.

Dokaz. Neka su a,b € Z(P)ix € P. Tada je (a —b)x = ax — bz = za — xb =
x(a—b), $to pokazuje da je ab € Z(R). Zatim, (ab)x = a(bx) = a(xb) = (ax)b =
x(ab), pa sledi da je ab € Z(P). Prema teoremi 1 S je podprsten od P. O

Primer 3. (2Z,+,:) < (Z,+,")

Prethodni primer pokazuje da jedinica prstena ne mora pripadati potpr-
stenu, za razliku od nule koja mora pripadati potprstenu.

Svi prsteni imaju jedinicu.



2.2 Prsten polinoma
2.2.1 Prosta raSirenja prstena

Neka je K potprsten prstena L. Svaki potprsten A koji sadrzi K i neki
fiksiran element A € L mora sadrzati i skup K [A] svih elemenata a € L oblika

a=cag+a A+ + -+ a,\", o, € KineN.

Akoje b= Bo+ BiA+ BoA? + - + B A" i k = max{m,n}, a, = Bs = 0 za
svako r > n i za svako s > m tada u prstenu L vazi

a+b=(ao+Bo)+ (a1 + BN+ + (ak + Be)A¥, tada je i a + b € K [\
U opstem slucaju skup K [A] ne mora biti potprsten prstena L.

Ukoliko vazi aA = Aa za svako a € K, to jest, ako A komutira sa svakim
elementom iz K, onda je K [\] potprsten prstena L. Tada je i a\™ = ANa. A
akosua=> a,A"ib=>" f:;A° ve¢ pomenuti elementi skupa K [A], sledi da je
iabe K[\, gdeje ab=> 0,\*, za d = apBr + a18x_1 + - + agBo. Sledi da
je skup K [A] minimalni potprsten od L koji sadrzi A i uoceni prsten K.

Specijalno ako je L = K [\] za bar jedno A € L koje komutira sa svim ele-
mentima iz K, za sam prsten L kazemo da je prosto rasirenje prstena K sa
generatrisom \. U tom slucaju i K [\ je jedan K — modul sa genertrisom

e=[1,A A2, m, .

Ukoliko je familija e linearno nezavisna nad prstenom K, to jest, ako za svako
n € Ny i proizvoljne a,.—ove iz K vazi

apg+ -+ a, A" =0 = ap=-=a, =0
za samo to A kazemo da je transcedentno nad K, inace je A algebarski nad
K.
Primer 4. Polje C = R[i] je jedno prosto rasirenje polja R.

Primer 5. Prsten QQ [\/ﬂ je jedno prosto rasirenje polja Q, ali je i polje.
(V2e R\ Q)

Primer 6. Prsten Q) [\/ﬂ je jedno prosto raSirenje polja Q, ali je i polje.

(V3e R\ Q)

Primer 7. Prsten Q [i] je jedno prosto rasirenje polja Q, ali je i polje.



Primer 8. Za realan broj m ~ 3.14, prsten Q [n1] je prosto rairenje polja ra-
cionalnih brojeva Q, ali samo polje R nije prosto rasirenje polja Q, to jest, ne
postoji realan broj A za koji je R = Q [A].

2.2.2 Pojam polinoma, prsten polinoma

Dokazimo da svaki prsten K ima bar jedno prosto rasirenje K [A] u kome
je to A transcedentno nad K. Pokazademo da su sva takva njegova raSirenja i
uzajamno izomorfna.

Svako prosto rairenje K [A] od K u tesnoj je vezi sa podskupom skupa L
svih nizova («ag, o, ... ), sa a,.—ovima iz K, pri ¢emu je L potpuno odredeno sa
K. Takode ako su a i b nizovi iz L, gde je

a=(ag,a1,...) i b= (Bo,B1,---),
zbog a,,b, € K skup L sadrzi i njihovu sumu i njihov proizvod:
a+b=(ao+ P, a1+ pr,...) ;
a-b=(J0,01,02...), 8k = Yo @rBrr = 0Bk + 2Bt + -+ aifo.

Samim tim u skupu L definisane su dve binarne operacije (a,b) — a + b i
(a,b) = a-b.

Struktura (L,+,-) je prsten sa jedinicom e = (1,0,0,...), pri ¢emu je sa
a— (,0,0,...) definisan i jedan monomorfizam prstena K u taj prsten L, ¢ija
je slika

Ky ={(,0,0,...):a € K}

potprsten od L izomorfn sa K. K i Ky moZzemo izjednaciti pri ¢emu bi o € K
bilo izjednéeno sa nizom («, 0,0,...) € L §to zapisujemo K = Kj i

a=(,0,0,...) (x € K).
Najprostiji oblik u prstenu L ima niz X = (0,1,0,0,...) pri ¢emu iz proizvoda
a-b neposredno sledi da za svako a = (ag, a1, ... ) iz L vazi aX = (0, g, a1, - .. ).
Takode je Xa = aX, kao i aa = (aap, aaq,...) za svako a € K. S obzirom da

sua=(ag,a1,...)1b=(Bo,B1,...) bilo koji nizovi iz L, time je skup
K[X]={oo+ a1 X+ +anX":a, € K,n € N}

minimalan potprsten prstena L koji sadrzi uoceni element X i sam prsten
K =K. Tuje X? = X-X =(0,0,1,0,...), zatim X® = X2.X = (0,0,0,1,...)
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i tako dalje, odakle sledi
ag+ -+ ap X" = (g, .- ,ap,0,...) zan €Ny ia, € K.

To znaci da je X transcedentno nad prstenom K, jer je taj niz nula, ako i samo
ako je a, = 0 za svako r.

Tako odreden prsten K [X] zovemo i prstenom polinoma, dok njegove
elemente zovemo polinomima po neodredenoj X nad datim prstenom K.

Clanove niza p = (gy- .., Qp,...) zovemo i koeficijentima polinoma
p = Y. a,X". Dva polinoma su jednaka, ako i samo ako su im jendnaki i
odgovarajéi koeficijenti. Polinom p = > @, X" je nula, ako i samo ako je i
a, = 0 za svako r.

Ako je prsten K potprsten nekog prstena L , odgovarajuéi prsteni polinoma
imaju istu neodredenu, recimo X, tada je i prsten polinoma K [X] potprsten
prstena L [X].

2.2.3 Stepen polinoma

Neka je K [X] prsten polinoma sa neodredenom X nad datim prstenom K.
Polinome oblika aX™, gde je o € K i n € Ny, zovemo monomima, a same
elemente iz K, konstantama ili skalarima u tom prstenu K [X].

Svaki polinom p iz K [X] je suma kona¢no mnogo monoma. Pri tom, ako je
(g, @1, - . . ) niz njegovih koeficijenata, tada je, ili p = 0 to jest o, = 0 za svako
r € Ny, ili postoji tacno jedno n € Ny za koje je

p=a0+a1X+~-~+anX”, an#oa
a samim tim i a, = 0(r > n). U drugom slucaju, ceo broj n sa naznacenim
svojstvom zovemo i stepenom, a n —ti koeficijent a,, vodeéim koeficijentom

uocenog polinoma p # 0. Za polinome sa vodeé¢im koeficijentom 1 kazemo da

su moniéni, a za polinome stepena 1 da su linearni, to su ustvari polinomi
aX +psaa,feKia#0.

Stepen polinma p oznacavacemo sa d°p, gde ¢emo stepen nula-polinoma de-
finisati kao simbol d°0 = —oo, pri ¢emu vaZe uobi¢ajena svojstva

(—o0)+(—0)=—-c0<n 1 (—o0)+n=n+(—00)=—00.

Polinom p je konstanta, to jest, p = o € K, ako i samo ako je d°p < 0, pri
¢emu za proizvoljne polinome p i ¢ iz K [X] vazi :

d°(p+q) <max{d°p,d°q}, d°pq < d°p+d°q.
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Ako vodedéi koeficijent bar jednog od polinoma p i ¢ nije delitelj nule u prstenu
K, ili ako je neki od njih nula, tada u drugoj od tih relacija mora biti i

d°pq = d°p+d°q.

Nekajep=ag+ o X+ -+, X", a, #0ig=Fo+ 5 X +---+ B8 X™,
gde je by, # 0, a samim tim i d°p = n, d°¢ = m. Ako je k = max{m,n} i
o, =Bs =0 (r>n,s>m),ibice

pra=Sr_o(a.+B)X", pg=3T"6 X,

sa 0, = Zfzo asBr—s, pa je tako d°(p+ q) < k kao i da d°pg < m + n. Uz to,
kako je dy4n = apnfm, ako «,, nije delitelj nule u prstenu K, tu d,,+, nije nula,
paje tada i d°pg = m + n.

Posebno ako je ¢ = « bilo koji regularan ili inverzibilan element prstena K,
iz d°pq = d°p + d°q sledi da je d°ap = d°p. Imamo da d°pq = d°p + d°q vazi za
svako p, ¢ € K[X] ako i samo ako prsten K nema pravih delitelja nule.

Tvrdenje 1. Ako prsten K nema pravih delitelja nule, onda ih nema ni prsten
polinoma K[X], i ti prsteni imaju iste inverzibilne elemente.

Dokaz. Kako prsten K nema pravih deitelja nule, ako za neke polinome p i ¢
vazi pq = 1, iz d°pq = d°p+ d°q sledi da u tom sluc¢aju mora biti d°p+d°q =0,
odnosno d°p = d°q =0, pa je tako p € K[X|* < p € K*. Sli¢no ako je pg = 0,
bi¢e d°p + d°q = — «, ¢ime jei p=0ili ¢ = 0. O

Posebno ako je K bilo koje polje, prema prethodnoj teoremi, prsten K|[X]
je oblast celih u kome polinom p ima inverz jedino ako je p € K i p # 0, pa je
tada K[X]* = K* = K\ {0}.

S druge strane, kao i u svakom prstenu, za polinom p kazemo da je pridruzen
ili ekvivalentan polinomu ¢ i piSemo p ~ ¢, ako je p = uqv za bar jedan par
inverzibilnih polinoma u i v. Pri tome je i d°p = d°q.

U slucaju kada je K polje i p # 0, relacija p ~ ¢ u prstenu K[X] znadi
da je p = agq za tacno jedno « iz K*. Takode, ako je polinom p odreden
p=artar X+ - +a, X" a, #0,zaa=a,1¢e =a./a, vazi

p:Oé(Eo-i-ElX—l—“-—I—Xn),

pa je tada svaki polinom p # 0 iz K[X] ekvivalentan ta¢no jednom moni¢nom
polinomu p.
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2.3 Faktorizacija
2.3.1 Euklidsko deljenje

U prstenu Z, za proizvoljne cele brojeve m i n # 0 postoje celi brojevi ¢ i r,
takvi da je m = ng +r i |r| < |n|. Sliéno svojstvo ima i prsten polinoma K[X]
nad bilo kojim poljem K.

Teorema 3. Neka je K polje, za proizvoljne polinome a i b # 0 iz K[X] postoji
tacno jedan par plinoma q © p za koje vazi

a=bg+r, d°r<d°h.

Ako pretpostavimo da je vodeéi koeficijent polinoma b inverzibilan, to vazi i u
slucaju kada je K bilo koji prsten.

Dokaz. Najpre éemo pokazati da postoji bar jedan par polinoma ¢ i r sa traze-
nim svojstvom. Ako je d°a < d°b, to vaizi za ¢ = 0 i p = a. Pretpostavimo da
je d°a > d°b. Ako si aX™ i BX™ vodeéi monomi polinoma aibiz f € K* sledi
da je

aX™=pX".-f & f=pB"laXm".

Za tako odreden monom f, polinomi a i bf imaju isti vodeéi monom aX™,
pa je d°(a—bf) < m. Uz induktivnu pretpostavku da tvrdenje vazi za sve
polinome a stepena < m, iz ovog poslednjeg sledi da postoje polinomi h i r za
kojejea —bf =bh +1rid°r <d°b,atimeia=0bq+r,zaq=f+h.

Pretpostavimo sada da postojei jo§ neki par polinoma p,s € K[X] za koje
jea=>bp+sid®s <d°b. Kako je u tom slu¢aju b(qg—p)=s—ri

d° (s —r) < max {d°r,d°s} < d°b,

bice da je d°b(q — p) < d°b, odnosno d°b + d° (¢ — p) < d°b. Odatle i tvrdenje
u celini, jer je to mogucée samo ako je p = ¢, to jest, r = s. O

Sli¢no se dokazuje da, uz te pretpostavke, postoji i ta¢no jedan par polinoma
qo 1 ro takvih da je a = qob 4+ o i d°r¢p < d°b. Pri tom, ako prsten K nije
komutativan, za dato a i b ne mora bitii gg = ¢, ro = .

Odredivanje polinoma ¢ i 7 sa pomenutim svojstvom nazivamo levim eu-
klidskim deljenjem polinoma a polinomom b, a same te polinome ¢ = x (a, b)
ir = p(a,b), odgovarajuéim koliénikom i ostatkom. Analogno za njihovo
desno euklidsko deljenje.

Ako je L bilo koji natprsten prstena K i a,b € K[X], zbog njihove jedno-
znacnosti, koli¢nik ¢ i ostatak r pri euklidskom deljenju polinoma a polinomom
b u prstenu L[X] su isti kao u prstrnu K[X]. To specijalno vazi za polje C i
njegova potpolja R i Q.
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Ideal u prstenu F' = K[X] je svaki njegov neprazan deo U koji zadovoljava
uslove:

1° w,velU = u+4+vel,

2° welUaeF = wael.

To svojstvo ima svaki od skupova pF = {pa : a € F'}, gde je p fiksiran poli-
nom iz F. Zovemo ih i glavnim idealima u tom prstenu.

Teorema 4. Ako je K polje, svaki ideal U prstena K[X] je glavni. Uz to je ili
U = {0} ili postoji tacno jedan monican polinom p za koji je

U={ua:ae KX}

Dokaz. Neka je U # {0} i u bilo koji ne-nula polinom iz ideala U, ¢iji je stepen
minimalan. Ako je a vodedi koeficijent polinoma v iz u € U,a € F = ua € U
sledi da U sadrzi i njegov monik p = a~'u. Pri tome je d°u < d°r za svaki
ne-nula polinom r € U.

S druge strane, za svako p € U postoje polinomi a i r, takvi da je p = pa+ri
d°r < d°p. Odatle i sledi relacija U = {pa : a € K[X]}, jer zajedno sa p i u, taj
ideal U sadrzi i polinom p— pa = r, pa tu mora biti » = 0, a samim tim i p = ua.

Ako to vazi i za neki monic¢an polinom pg € S, tada postoje polinomi p i g
za koje je pp = pug i p = pop. Odatle sledi da ti moni¢ni polinomi p i pg imaju
iste stepene, pa mora biti g = pu. O

Ovakav polinom g zovemo i minimalnim polinomom samog ideala U # 0.
To je zapravo moni¢an polinom minimalnog stepena koji pripada tom idealu, i
on je faktor svakog od polinoma iz U.

14



2.3.2 NZD i NZS, Euklidov algoritam

Neka je K polje, odgovarajuéi prsten polinomma F = K[X] je komutativan
i bez pravih delitelja nule. Svaki njegov ideal je glavni, odnosno oblika je aF', sa
a € F ijedini inverzibilni polinomi su ne-nula konstante K[X]* = K° = K\ {0}.

Polinom b zovemo deliocem ili faktorom polinoma a u prstenu F = K[X] i
piSemo b | a, ako je a = bq za bar jedno ¢ € F. U tom sluaju kazemo i da b
deli a, kao i da je polinom a deljiv polinomom b.

Tako definisana relacija deljivosti | u prstenu K[X] je refleksivna i tranzi-
tivna, ali ne mora da znaci da je i simetri¢na. Zapravo za svako a i b vaZi:
bla & aF CbF, kaoi

albAbla & a~b & aF =0F,

gde ~ oznacava pridruZenost u prstenu F = K[X]. Ako je a = bq tada je i
ap =bgp (p € F) to jest aF" C bF. Takode, ako je a = bgi b = ap iz a = apq
sledi da mora biti a =b=01ili pg = 1, a time je a ~ b.

S druge strane, za polinom d € F kazemo da je najveéi zajedni¢ki delilac,
kra¢e NZD, datih polinoma a i b u prstenu F' = K[X], ako za svaki polinom
p € F vazi

pla N plb & pld

Ako postoji polinom d sa tim svojstvom, on je prema b |a A a | b < a ~
b < aF = bF, odreden do na pridruzenost, pa je

NZD (a,b) = {ad: a € K°}

upravo skup svih najveé¢ih zajednickih delilaca ad polinoma a i b. Za d # 0,
medu njima je i tano jedan moni¢an. Sa NZD (a,b) oznafavacemo bilo koji
od njih. Zapravo, ako postji, to je polinom iz K[X], najveceg stepena, koji deli
aib. Ako sa p(a,b) oznacimo ostatak pri euklidskom deljenju polinoma p i g,
u vezi sa tim vazi sledec¢a teorema.

Teorema 5. Za svaka dva ne-nula polinoma a i b postoji tacno jedan sistem
E (a,b) = [a1,a2,a3,...,a;] ne-nula polinoma iz prstena K[X], takav da je
ag =a, a; = b,

Qp = p(ar—27 ar—l)a (2 S r< k)

i plag—1,ax) = 0. Pri tom je d = ay i najveéi zajednicki delitelj od a i b , i
postoje polinomi p i q za koje je ap 4+ bg = d.
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Uz uslov da je d°dp < d°b, polinomi p ¢ q sa tim svojstvom su jednoznacéno
odredeni.

Dokaz. Pre svega, jasno je da ne postoje dva razli¢ita sistema polinoma sa na-
znacenim svojstvom. Ako je as = p(ap, a1) znaf i da postoji polinom ¢, za koji je

ap = ai1qs + aso, d°as < d°aq.

Svaki zajednicki delitelj od ag i a; (odnosno a; i ag ) je delitej i od as (od-
nosno ag), pa je NZD (ag,a1) = NZD (a1,a2). Uz to, ako je tu az = 0, bice
E (a,b) = [a1, a3, a samim tim i a; = b najveéi zajednicki delilac polinoma a i b.

U slucaju da je as # 0, na isti nacin zaklju¢ujemo da postoje polinomi g3 i
az = p(a1,az) 7a koje je

a1 = a2q93 + as, d°az < d°aq,

kao i NZD (a1,a2) = NZD (a2,a3). 1 tako dalje, uz napomenu da tu, zbog
d°ay > --- > d°ay, mora biti £ < d°b. Onda je i prvi deo tvrdenja, jer je ag = a,
a1 =biNZD (ap,a1) =---=NZD (ax,0) = ag.

S druge strane, zamenjujuéi as iz ag = a1q2 + az, d°as < d°a; u
a1 = asqs +as, d°as < d°aq, zatim to as i a3 iz tako dobijene relacije u narednu
relaciju as = asqq + a4 i tako dalje, na kraju dobijemo i jednu relaciju oblika
ap +bq = d, gde je d = ay.

Neka je sada a = gd i b = hd, ako je p = hc + u, sa d°u < d°h, iz relacije
ap + bg = d sledi da je au+ bv = d, gde je v = gc+ q, kao i d°ud < d°hd = d°b.
Ako u ap+bq = d vazi d°pd < d°b, tada je du — dp = b(qu — pv) 1 d°(du — dp) <
d°b. Jasno je da je to moguce jedino ako je qu — pv = 0, odnosno du — dp = 0,
atimeiu=p,v=q.

O

Sistem polinoma FE(a, b) sa naznacenim svojstvima i simbolikom iz prethodne
teoreme zovemo euklidskim algoritmom za odredivanje najveceg zajednickog
delioca datog para polinoma (a, b).
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Zadatak 1. Primenom Euklidovog algoritma, odredi najveéi zajednicki delilac
polinoma a i b - NZD(a,b).

a=a*+32x3 -2 —4x -3, b=32>+1022+22—-3, NZD(a,b)="
Konstanta ne utice na delilac, pa moZemo a da pomnozimo sa 3, i delimo 3a sa b.

3a:b =3-(x*+32% - 22 — 4 —3): (323 + 1022 + 22 — 3)
1
=Bz*+92%-322 — 120 -9): (323 + 1022 + 22 - 3) =2 — -

N
3zt 4+ 102% + 22% — 3z q1(x)
- - +
— 2% — 522 —9z -9
- a3 —%ﬁ—%x +1
S S S
5 25
r1(z)

5b:3r1 =5 (323 +102? + 2z —3):[3-(—32? — 2z —10)]
= (1523 + 5022 + 10z —15): (=bzx? — 25z — 30) = —3x + 5
N—_——

1523 + 7522 + 90w q2(z)

—2522 — 80z —15
2522 — 125z — 150
+ + +

+ 45x + 135

ro(x)

3ry: 2 = (=ba? — 252 — 30) : [(45x  + 135) : 45
= (=522 =252 —30): (z + 3)=—5x—10
———

—52% — 15z qs(x)
vt
—10x — 30
— 102 — 30
+ 4
\O/_/ a=b-q+nr Ba=b-q1+1m)
r3() b=r1-qa+rs (5b = 3r1- g2+72)
TL=T2 g3+T3 (3r1 = - q3+73)

rs =0= NZD(a,b) =1y

NZD(a,b) = NZD(b,r1) = NZD(r1,rs)
ro |1 = NZD(r1,m9) =19 =2 + 3.
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Zadatak 2. Neka je p(z) = 22* +42° + 22 — 22— 8, q(v) = 23 + 2% + 4. Za
polinome p(x), q(x) € R[x], odrediéemo NZD.

Lq(z) = (22t + 4ad + % — 20— 8): (2¥ 422 +4) =22 +2
p(z) : q(z) = (22* +42° + = x—8):(z®+a2*+4) T+

2% 4+ 23 + 8z q1(z)
2% + 22 —10x — 8
23 4 222 + 8
— 22 — 10z — 16
—r1()

Dobijamo da je p(z) = (2z + 2)q(x) — (22 + 10z + 16).

Uzmimo sada da je r1(z) = 2% + 102 + 16 (pomnoZeno sa —1) i podelimo
q(x) sa ri(z). Dakle,

q(z):ri(z) = (2® + 22 + 4): (2> +10x+16)=z2—9
——
23+ 1022 + 16z

— 922 — 16z + 4
— 922 — 90z — 144

+ o+ o+
T4xr + 148
—_——

T4ry(x)

q2()

Sada dobijamo da je  q(x) = (x — 9) r1(z) + 74x + 148.
Uzmimo da je ro(x) = x + 2 (pomnoZeno sa = ) i podelimo r1(x) sa ra(z).

: = (22 + 10 16) : 2) = 8
ri(z):ra(z) = (2 + 102+ 16) : (2 +2) =2 +
24 2 (@)

8r + 16
8r + 16

0
—

T3 (ZE)
Kako je r1(z) = (v + 8) r2(x), tj. kako je rs(z) = 0 zakljucujemo da je

NZD(p(e). q(x)) = rale) = 2 +2.
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Na slican nacin se definiSe i pojam najmanjeg zajednic¢kog sadrZaoca
datih polinoma a i b u prstenu F' = K[X]. To je zapravo svaki od polinoma f
iz F' koji zadovoljava uslov

alp AN blp & flp,

to jest aFF NbF = fF. Sama egzistencija polinoma f sa tim svojstvom sledi iz
toga §to je i skup aF NbOF jedan glavni ideal prstena F'.

Tvrdenje 2. Ako je d najveéi zajednicki delilac ne-nula polinoma a i b u prstenu
K[X] i f polinom za koji je ab = df, tada je f njihov najmanji zajednicki
sadrzalac.

Dokaz. Polinomi a i b dele polinom p, ako i samo ako njihov proizvod ab deli
polinome ap i bp, a time je njihov zajednicki delilac pd. Pri tome je ab = df, pa
je tako i a, b | p ekvivalentno sa f | p. O

Ako je najveéi zajednicki delilac za polinome p(x) i ¢(z) konstanta, za te
polinome kazemo da su uzajamno prosti.
2.3.3 Faktorizacija polinoma

Za polinome a i b iz prstena K[X] kazemo da su uzajamno prosti ili
koprosti, ako su svi njihovi zajednicki delioci ekvivalnentni sa 1, a time i
NZD(a,b) = K* = K°. Prema teoremi 5, tada postoji i ta¢no jedan par
polinoma p i ¢ iz K[X], takvih da je:

ap+bg=1, d°p < d°b, d°q < d°a.

I obrnuta, ako je ap + bqg = 1, svaki od zajednickih delitelja polinoma a i b
je delilac i od 1, pa su tada polinomi a i b uzajamno prosti.

Tvrdenje 3. Ako je polinom a prost sa polinomima b i ¢, onda je prost i sa
njihovim proizvodom be, i za svako [ € K[X] vaZi:

1° al|bf = alf
2° alf i b|f = abl|f.

Dokaz. Neka su p, qiu, v bilo koji polinomi za koje je ap+bg = 11 au+cv = 1.
Kako je proizvod tih relacija oblika apg + bcgg = 1 tu je a prostiisa be. S druge
strane je

apf +bqf = f,

pa zajedno sa a | bf mora biti i a | f, i slicno za implikaciju 2°, jer tada ab deli
i afibf. O
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Za polinom p # 0 iz prstena A = K[X] kaZemo i da je prost u tom prstenu
ili nad poljem K, ako nije inverzibilan, i ako za proizvoljne polinome a,b € A
vazi:
plab=plaV p|b.

Za ne-nula polinom p € A\ A* kazemo da je nerastavljiv ili atom u prstenu
A, ako zadovoljva uslov

p=ab=a€ A* V be A*,

odnosno ako je svaki od njegovih delitelja ekvivalentan sa 1 ili p. Samim tim,
ako atom p ne deli polinom «a, onda je sa njim uzajamno prost.

Tvrdenje 4. Polinom p u prstenu K[X] je prost ako i samo ako je nerastavljiv.
Posebno, svaki polinom stepena 1 nad poljem K je prost.

Dokaz. Ako je polinom p prost ip=abizp|ab=p|a V p|bsledi da mora
biti ¢ = pu ili b = pv. Samim tim je i p = pub ili p = apv, to jest 1 = ub ili
l=av,patadavaziip=ab=a€ A* Nbec A*.

Obratno, ako je p atom i p | ab, polinom p ili deli polinom a, ili je sa njim
uzajamno prost. U ovom drugom slucaju, iz p | ab i tvrdenja 3 sledi da tada
p | b. Odatle i tvrdenje u celini, jer ako je 1 = d°(ab), bi¢e 1 = d°a + d°b, §to je
moguce jedino ako je a € K*ili b € K*. O

Nerastavljivost polinoma u K [X] zavisi od samog polja K. Ako je K potpolje
polja L, polinom p moZe biti atom u K[X], a da to nije i u prstenu L[X].

Primer 9. Polinom p = X2 — 1 je atom nad poljem R, dok je nad poljem C
rastavljiv i vazi p = (X —i)(X +1).

Neka je K bilo koje polje i A skup svih moni¢nih polinoma iz F' = K[X].
Samim tim za svaki od atoma ¢ € A postoji i tatno jeda atom p € A takav da
je ¢ = ap zaneko a iz F* = K \ 0. Uz to je a i vodeéi koeficijent od ¢, i svaka
dva od atoma iz A su uzajamno prosta.

Teorema 6. Za svaki polinom a € K[X] stepena n > 0 postoji tacno jedna
kombinacija (p1,pa,...,pm) = P atoma iz A i « € K*, takvih da je

a = apip2 - Pm-

Dokaz. Jasno je da to vazi ako je polinom a nerastavljiv, a time i za svaki poli-
nom stepena n = 1. S druge strane, ako a nije atom, tada postoje polinomi b i
c za koje je a = bci 1 < d°b,d°c < n. Uz induktivnu pretpostavku da tvrdenje
vazi za polinome stepena < n, ti polinomi su proizvodi nekih atoma, pa je to i
njihov proizvod bc = a.
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To specijalno znaci da postoji bar jedna kombinacija (p1, ps, ..., pm) atoma
iz A sa naznacenim svojstvom. Ako pretpostavimo da to svojstvo ima i kombi-
nacija (g1, q2,.--,qx), to jest da je i

a=aqi,q2,---,4k

sa a € K* i qs— ovima iz A. Kako su atomi i prosti, iz p1 | a sledi da p; | g5 za
bar jedno s. Neka, na primer, p; | g1, uz to su p; i ¢; atomi iz A, pa mora biti
p1 = q1. Samim tim, ako je ¢ = a/p; = a/q, bice

C = Qp2P3 - Pm = Q243 - -k

kao i d°c < n. Prema induktivnoj prepostavci, to je moguce jedino ako je
(P2, .-, Pm) = {q2,...,qxr). Posebno je m —1 =k — 1, odnosno m = k. Odatle
sledi i celo tvrdenje, jer je i p; = q1. O

Jasno je da u a = ap1ps - - - pp, mora biti i m < d°a. Time je svaki polinom
a stepena n > 1 proizvod najvise m atoma u prstenu K[X].

Kako su dva moni¢na atoma ili jednaka ili uzajamno prosta, ako su p1, ps2, - .. Pk
svi razli¢iti moni¢ni atomi koji dele polinom a sa vodeéim koeficijentom «, re-
lacija a = apips - - - pm se svodi na

_ 71,72 Tk
a4 = Qpy Py Pr

gde je rs > 1 broj komponenata kombinacije P koje su jednake atomu ps. Na
taj nacin je tom polinomu pridruZena i tacno jedna kombinacija

E(a) = (p", 05, D),

u kojoj su ps—ovi razli¢iti moni¢ni atomi i ry—ovi prirodni brojevi, i za koju
vazi a = api'py® - piF.

Ovu relaciju zovemo elementarnom faktorizacijom uocenog polinoma, a
komponente pls zovemo elementarnim deliteljima. Specijalno, ako je

a=a(X —a)" (X —ag)™? (X —ag)™,

to jest, ako su svi njegovi atomi p, = X — a; stepena 1, za taj polinom kazemo
da je razdvojiv nad poljem K ili da ima linearnu faktorizaciju.
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2.4 Izvod polinoma

Ako je p = agp + a1 X + aaX? + -+ + a, X" bilo koji polinom iz K[X], sa
nizom koeficijenata (ag, a1, a9, as, ... ) iz prstena K, tada polinom

p =01 + 209X +3a3X%2 + -+ nap,_ XL

sa nizom koeficijenata (a1, 2as,3as, . . . ), zovemo izvodom polinma p, a tako
odredeno preslikavanje p — p’, zovemo diferenciranjem u prstenu K[X].

Ovde je I/ = 0, X' =1, (X2) = 2X, kao i (aX™) = anX""! za svako
a € K. Lako se proveri da za proizvoljne polinome p i ¢ vazi:

1° (p+q) =p+d,
2° (ap) =ap,

3 (pa) =va+dp,
2 pg) =p()d.

Ako zamenimo p sa ¢" !, iz 3° sledi da je (¢")" = r¢"~'¢/. Na osnovo toga
i1°12° akoje p=> «.X", bice p(q) = > .q", a samim tim sledi 4°.

S druge strane, ako je prsten K karakteristike 0 i aX™ vode¢i monom poli-
noma p € K[X], iz na # 0 sledi da je i naX"~! vodeé¢i monom u polinomu p/,
paje tadaid’p =1+ d°p'.

U opstem sluéaju vazi samo d°p > 1+ d°p’. Pa, na primer, ako je K = Z3
polje ostataka po modulu 3, polinom p = 2 + X? je stepena 3, ali je p’ = 0.

S obzirom na to da jei p’ polinom, njegov izvod zovemo drugim izvodom
polinoma p i oznacavamo sa (p') = p” = p®. Analogno drugom izvodu, in-
dukciiom po n € Ny, definigemo i n-ti izvod p(™ = [p("_l)]/ polinoma p. Ako je
n > d°p mora biti p() = 0, pri ¢emu vazi sledeca teorema.

Teorema 7. Ako je K bilo koji komutativan prsten i o € K, za svaki polinom
p € K[X] postoji tacno jedan niz (Ao, A1, A, ...) elemenata iz K, takav da za
bar jedan ceo broj n > 0 vaZi

p=X+M(X —a)+ X —a)+ -+ N\ (X —a)"

i Ar = 0 za svako r > n. Pri tome je n > d°p, kao i A, # 0 & n = d°.
Posebno ako je tu K polje karakteristike 0 i d°p = n, tada je A, # 0 i

)\T:p(r)(a) (0<r<n).

r!

Dokaz. Prvi deo tvrdenja sledi direktno jer, zamenjujuéi X sa X + « relacija
p=X+ (X =)+ (X —a)?+- -+, (X —a)" znadi da su \,.-ovi koeficijenti
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polinoma p(X + a) = > A\ X", koji je istog stepena kao polinom p. Iz nje sledi
i da je r-ti izvod polinoma p oblika

P =7 4+ (X —a)-Q,

za neko @, € K[X], pa tu mora biti i p(”)(a) = 7! \,. Odatle sledi tvrdenje u
celini, jer ako je K polje karakteristike 0, u njemu je r! = r!lx # 0, a time je i
A = p() () /r! za svako r. O

Relaciju =~ p=X+M(X —a)+ XX —a)?+ -+ (X — )"

zovemo Tejlorovim razvojem polinoma p u tacki « prstena K. Kako je u njoj
Ao = p(a), za svaki od polinoma p iz K[X] postoji tatno jedan polinom @ za
koji je

p=pla) + (X —a)Q.

To takode znaci da je p(«) = 0, to jest da a poniStava polinom p, ako i samo
ako je p = (X — )@ zaneko Q € K[X].

2.5 Nule polinoma i njihova viSestrukost

Ako je L = K¥ algebra svih preslikavanja komutativnog prstena K u njega
samog, ona sadrzi i svako preslikavanje p : K — K oblika

pe(z) = ap + a1 + gz + - + apa™,  (z € K)

sa unapred zadatim a,.-ovima iz K. Samo to preslikavanje py zovemo polinom-
nom funkcijom na K, koja je pridruZena polinomu p = > a, X".

Neka je p fiksiran polinom iz K[X]. Nulu ili koren polinoma p u polju K
predstavlja svaki element o € K za koji je p(a) = 0.

Mozemo re¢i da su nule polinoma p u polju njegovih koeficijenata K upravo
nule odgovarajuce polinomne funkcije py : K — K. Takode za svako a € K vazi

p(Oz)ZO A X*Ot|p,

pa je a nula polinoma p u polju K, ako i samo ako je X — «a njegov atom u
prstenu K[X]. Ne-nula polinom ne moze imati vige od n = d°p razli¢iih nula u
K.

Samim tim, ako je a nula polinoma p # 0 iz K[X], taj polinom ima i ele-
mentarni delitelj oblika (X — «)" izvesnog sepena r. To r je, zapravo, najveéi
prirodan broj za koji polinom (X — a)" deli p, to jest za koji postoji polinom @
takav da je

p=(X—ayQ i Qa)#£0.
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To 8to je Q(«) # 0 upravo znaci da X — « ne deli Q. Broj r koji ima pomenute
osobine zovemo viSestruko$éu nule @ € K polinoma p, uz napomenu da za
njegove nule visestrukosti » = 1 kazemo jo§ i da su proste.

Teorema 8. Uzajamno razliciti elementi aq, s, ..., o polja K su nule poli-
noma p iz K[X] i ry,re, ..., njihove visestrukosti, ako i samo ako postoji bar
jedan polinom Q takav da je

p=X—-01)" (X —ag)™? - (X —ag)™Q

i Q(as) # 0 za svako s < k. Takode, ako je polje K karakteristike 0, njegov
element o je nula polinoma p visestrukosti r ako i samo ako je

pla) =p'(a)=---=p"(a) =0, pr(a)#0.
Dokaz. Prvi deo tvrdenja sledi direktno iz jednoznacnosti elementarne fakto-
rizacije polinoma p. Dalje, ako je polje K karakteristike 0, prema Tejlorovom
razvoju polinoma p u tacki «, prethodna relacija znadci da je

p:)\r(X_a)T+"'+)‘n(X_a)nv )\T7é07

sa A\, = p®(a)/s!l. Otuda i drugi deo tvrdenja, jer p = A\.(X —a)" + - +
An (X —a)™, A # 0, tatno znadi da postoji polinom @ za koji je p = (X —a)"Q
iQ(a) =\ #0. O

Nula polinoma p nad poljem K karakteristike 0 je i viSestruka, visestrukosti
r > 1, alfo i samo ako je nula njegovog izvoda p', a time i polinoma d =
NZD(p,p ).

Izp = (X —a1)"(X — )™ (X — ag)"™*Q mozemo zakljuciti da suma
viSestrukosti svih nula polinoma p nije veéa od njegovog stepena n, kao i da je
> rs =n = d°p ako i samo ako taj polinom ima i linearnu faktorizaciju nad K.

Tvrdenje 5. Ako polinomi p i q iz K[X] imaju iste vrednosti u viSe od n tacaka
polja K (n=d°(p—q)) , tada je p = q.

Posebno, polinomne funkcije px i qr na bilo kom beskonacnom polju K su
jednake ako i samo ako su im jednaki i odgovarajuci koeficijenti.

Dokaz. Kako p(a) = ¢(«) znadi da je a nula polinoma ¢ = p — ¢, iz naznalene
pretpostavke sledi da taj polinom ima vi§e od n = d°c nula u polju K, pa mora
biti ¢ = 0, a time i p = g. Otuda i tvrdenje u celini, jer py = g upravo znaci
da je p(a) = q(a) za svako a € K.

Drugi deo prethodnog tvrdenja ne mora da vazi i u slucaju kada je polje K
konacno.
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Na primer, ako su p = X® +11i ¢ = X + 1 polinomi iz Z5[X], odmah sledi
da je p(r) = q(r) za svako r iz polja Z5 = K, pa je tako py = qi, ali ne i p = q.
Takode je i
X6~ X = X(X5—15) = X(X — 1),

a time je o = 1 nula polinoma P = X% — X vigestrukosti 5. To posebno znaéi
da u opstem sli¢aju ne vazi ni drugi deo prethodne teoreme, jer je jasno da je
tu P(")(1) = 0 i za svako 7. O

Polinome sa koeficijentima iz polja R zovemo realnim, a one sa koeficijen-
tima iz polja C kompleksnim polinomima, uz napomenu da je svaki od relanih
polinoma i kompleksan.

S obzirom na to, da su koeficijenti kompleksnih polinoma oblika « + i3,
a,b € R za svaki kompleksan polinom p postoji jednozna¢no odredeni realni
polinomi a i b, takvi da je p = a + b, a time je i C[z] = {a +ib: a,b € R[X]}.
Sledi da za svako p € C, polinom pp realan i da p deli P akko p deli P.

Polinom a — ib zovemo konjugatom uocenog polinoma p = a + ¢b i ozna-
¢avamo sa p = a — ib.

Za proizvoljne kompleksne polinome p i ¢ vazi:
(x) Pi=pq ptq=p+q Dp=p, keoi: p=pe peRX]
Tvrdenje 6. Polinom p je delilac realnog polinoma P u prstenu C, ako i samo
ako je i njegov konjugat delilac realnog polinoma P.

Specijalno, ako je kompleksan broj a nula relanog polinoma P onda je to i
njegov konjugat &, i te nule su iste visestrukosti.

Dokaz. Kako je P = P na osnovu () sledi da je P = pq ekvivalentno sa P = pg.
Odatle sledi dokaz tvrdenja jer iz (x) sledi da je p = (X — u)" ekvivalentno sa e
p=(X-u)r. O

Na osnovu ovog mozemo zakljuéiti da realan polinom moze imati realne nule
i/ili parove konjugovano-kompleksnih nula.

Zadatak 3. Odredi visestukost nule —1 u polinomu p(z) = 42° + 82 + 5z + 1.

Potrebno je odrediti p (—%) D (—%), p (—%),

p(x) = 423 + 822 + 5z + 1,

1 1 1 5 1 5
p(ii =—4. §+8 Z*§+1:*§+2*§+1:3*3:O,
p(z)=3-4224+2-8c+5-1=12z% 4 16z + 5,
p(—3)=12-1-16- 1 +5=3-8+5=0,

p:: (=3) =2-122+16-1 = 24z + 16,

p(-3)=-24-1+16=-12+16=4.

—% je nula drugog reda, to jest, nula visestrukosti 2.
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Zadatak 4. Ako su P = X" 4 X3+l L X342 1 O =1+ X + X2 polinomi iz
K[X], dokazati da polinom Q deli P. (m,n,r € N)

P(X) — X3m +X3n+1 +X3r+2,
QX)=X?+X +1,
Xio = —112\/1—4 _ —1331\/5 = X, = —1451‘\/3’ X, = —1—2i\/§'

Dovoljno je proveriti za jednu nulu, jer je druga mjoj konjugovana.
Neka je Xy = _1%“/3

Xo® = (ZE8)3 = 11 44y/3)3 = (1 - 2iv/3 - 3)(—1 +iV/3)
(=2 - 2iV3)(~1+iV3) = L(~1 —iV/3) (-1 +iV/3)
— L2 = (iv3)2) = L(1+3) =

Drugi nacin da nadjemo Xo:
X3—1=(X-1)(X24+X+1) Posto znamo da je Xy nula polinoma X%+ X +1,
sledi da je Xo i nula polinoma X3 —1 . U tom slucaju jasno je da je X3 = 1.

P(Xp) = Xo ™ 4 X+ 4 X ¥ +2
_ (XO 3)m + (XO 3)n+1 + (XO 3)7“—}-2
:(X03)m+(X03)n . XO+(X03)T . X02
=1m4+1" . Xo+ 17 - Xo2
=1+ Xo+X02=0,

P(Xo)=0 = PX)=0 = X2+X+1]|PX).

Zadatak 5. Odrediti polinom p(x) € R[X] detvrtog stepena, ako je 1 — 2i jed-
nostruka, a —2 dvostruka nula tog polinoma, i ako vazi p(—3) = 20.

p(—3) =20

(
(z—(1-29) |p — Nula je i (14 2i), jer je to konjugat od (1 — 2i), pa i
(z—(1+2i)|p

p(l‘)za'(l”r?) (z = (1 =2i)) - (x — (14 20))
x 2 fdx+4)- (1: (1 =20z — (14 20z + (1 —2¢)(1 + 20))
sc +dz+4)- (22— (1 =20+ 14 2i)x + 1 — 4i?)
x —|—4:r+4) (22 — 22 +5)
xt + 223 + 22 + 122 + 20).

o~~~ ~

Kako znamo da je p(—3) = 20 imamo :
p(=3)=a-((-3)*+2-(-3)3+(=3)2 +12- (-3) + 20)
=a-(81—-544+9—-36+20) = «-20 =20=a-20 =a=1

p(z) = 2t + 223 + 22 + 12z + 20.
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2.6 Algebarski brojevi

Neka je K < Liae€ L\ K. Ako postoji f € K[X]\ 0 tako da je f(a) =0,
onda kaZemo da je o algebarski element nad poljem K.

Drugim recima algebarski broj je realan ili kompleksan broj koji moZe biti
reSenje (koren) polinomne jednacine

o+ X+ a1 X" T e, X" =0, ar €Q,k=0,....,nia, #0.

Primer 10. Algebarski elementi nad poljem Q bili bi v/2, /3, V/3, i, /2 + /4,
VT, ...

a) Posto je (v/2)2 —2 =0 — polinom x2 — 2 ponistava /2,
b) Analogno je (v/3)? =3 =0 — polinom x> — 3 ponistava \/3,
c) Slicno je (v/3)> =3 =0 — polinom x> — 3 ponistava /3,
d) Posto je i® = —1,i>+1=0 — polinom x? + 1 ponistava i,

e) Neka je a = /2 + /4, a® =6 +3-29/2+3-29/4 = 6+ 6(v/2 + V/4) + 6a
— polinom 3 — 6z — 6 ponistava 2+ 4,
f) Kako je (\Sﬁ)5 —-7=0 — polinom x® — 7 ponistava /7.

Primer 11. Transcedentni elementi nad poljem Q bili bi w, e, T +e¢, ...
(Nisu algebarski - ne postoji polinom koji se anulira za ove vrednosti).

2.7 Polinomi sa viSe neodredenih
2.7.1 Prsten polinoma sa viSe neodredenih

Neka je K bilo koj prsten. Ako je L = K[X] prsten polinoma sa neodre-
denom X i koeficijentima iz K, tada postoji i prsten polinoma F = L[Y], po
neodredenoj Y i sa koeficijentima u L. To znaci da za svako p € L[Y] postoje
polinomi as; = > s X" iz L = K[X], takvi da je a5 # 0 za najvise kona¢no
mnogo s-ova iz Ng i p=> a,Y*. Tada je

p= Z aTSXTY57

za ars € K 1 a,s # 0 za najvise kona¢no mnogo parova (r,s) iz Ng x Ny. Za
dato p € F', a,-ovi i a,.s-0ovi a tim svojsvom su jednozna¢no odredeni.

Tako odreden prsten L[Y], to jest K[X][Y] u oznaci K[X,Y] zovemo prsten
polinoma po neodredenim X i Y nad datim prstenom K. Napominjemo da
te neodredene medusobno komutiraju, kao i da komutiraju sa svakim elementom
iz K.

Analogno definisemo i F' = K[X1, Xo,...,X,] prsten polinoma sa n neo-
dredenih Xi, X5, ..., X,, nad datim prstenom K. Ako je za neko n > 1 prsten
K[X;,Xs,...,Xn_1] veé definisan, tada je

K[X1,Xa,...,Xp] = K[X1, Xo, ..., X, 1][X}]
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upravo prsten polinoma po neodredenoj X, i sa koeficijentima iz tog prstena
K[X1,Xs,...,Xn-1]- Indukcijom po n, sledi da za svako od polinoma p postoje
i jednozna¢no odredeni elementi o, ..., (rs € Npy) samog prstena K, takvi da
jei oy, ..., # 0 zanajvise kona¢no mnogo n-torki (ry,rq,...,7,) i

s
P =200y, X{ e X

kao i da svaka od neodredenih X, Xs,..., X, komutira sa onim preostalim i
svim elementima iz K.

Upravo zbog ovog poslednjeg, elemente prstena F' = K[X1, Xo,..., X,] zo-
vemo polinomima po neodredenim Xi,..., X, i sa koeficijentima iz prstena
K.

Ne-nula polinome, oblika

aX ) =aXt . X

zovemo monomima sa eksponentom (ry,73,...,7,) = (1), a sam ceo broj r1 +
ro + .-+ r, = |r|, njihovim stepenom. Nula polinom tretiramo kao nula
monom stepena d°0 = —oo. Uz to je jasno da i monomi razli¢itih eksponenata

mogu imati jednake stepene.

Svaki ne-nula polinom p € K[X;, X5,...,X,] moZe se na tatno jedan na-
¢in predstaviti kao suma kona¢no mnogo monoma sa razli¢itim eksponentima.
Najveéi medu stepenima tih monoma, zovemo stepenom polinoma p. Ako su
svi ne-nula monomi polinoma p istog stepena k, taj polinom zovemo homogen
i sa stepenom homogenosti k, ili kazemo da je to forma stepena k u pr-
stenu K[X1, Xo,...,X,]. Polinomi oblika p = aX? + bXY + cY? predstavljaju
kvadratne forme to jest, forme stepena 2 u prstenu K[X,Y].

Ako u polinomu p odredenom sa p = > a, .., X7* - - X operacije i ne-
odredene iz prstena F' = K[X;, Xs, ..., X,] zamenimo odgovarajuéim operaci-
jama i bilo kojim elementima cy, cs, ..., ¢, iz nekog komutativnog natprstena L
prstena K tako dobijen element prstena L oznafavamo sa

— 71 T
p(cla-“vcn)_Zar1~~rncl Gy
i zovemo vredno$éu polinoma p u tacki ¢ = (¢1, o, ..., ¢,) skupa L™,

Ako je L = K, svaki polinom p € K[X1, Xs,...,X,] indukuje i jedno pre-
slikavanje py : ¢ — p(c) skupa K™ u K. Ovakvo preslikavanje zovemo poli-
nomnom funkcijom sa n promenljivih na prstenu K, koja je pridruzena
polinomu p.
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2.7.2 Faktorizacija razlike 1 zbira n-tih stepena za neparno n

Za bilo koji pozitivan ceo broj n, faktorizacija razlike i zbira stepenova ima
slede¢i oblik:

XY= (X -Y)(X" 14+ YX" 24 Y2X" 3 4. Y 2X 4 YL,
Odogovarajuc¢a formula za zbir dva n-ta stepena zavisi od toga da li je n
paran ili neparan broj. Ako je m neparan broj, Y se u prethodnom obrascu
moze zameniti sa —Y, ¢ime dobijamo zbir n-tih stepena za neparno n.
XM= (=Y ) = (X = (=Y DX (V)Xo (V)2 X ()
X'V = (X 4+Y) (X" =YX 24 V2X" 3 o Y 2X 4 Y,

Za male vrednosti neparnog n obrasci bi imali sledeéi oblik:

X5 -V = (X -Y)(X*+ X3V + X?Y2 + XY3 + YY),
X5+ Y = (X 4+Y)(X* - X3Y + X272 - XY3 4+ YY),

XT—YT= (X —Y)(XS+ X5Y 4+ X4Y2 + X3Y3 4 X2V* 4 X3Y5 4 Y9),
XT4+Y7= (X +Y)(X6— X°V + X4Y2 — X373 4+ X2y* — X3Y5 4 Y6),

Za male vrednosti parnog n obrasci bi imali sledeéi oblik:

X6 —y6 = (X2 4+ V2)(X* - X2Y2 4 Y1),
XO4Y6 = (X34Y3)(X3-V3) = (X4Y)(X-Y)(X2-XY+V2) (X2 XY +Y?).

2.7.3 Binomna formula

Binomna formula vaZzi za svaki prirodan broj n i glasi:

(X+Y)" =37, (Z)X”’kYk.

Dokaz. Dokaz vrsimo matematickom indukcijom po n.

Najpre proverimo da li dato tvrdenje vazi za n = 0.

Imamo daje (X +V)? =1=3)_ (?)(X°~*Y"*), pa je baza indukcije zadovo-

ljena.

Pretpostavimo da vazi (X +Y)" =Y_ (7)(X"FY*k).

Dokazimo da tvrdenje vazi za n+1, odnosno da je (X +Y)" 1 = Srt! ("FhXnHikyk,
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(X+Y)" = (X 4+Y)(X+Y)"
= (X+Y) X, ()XYt
= S, ()XTHAYR 4 S () Xy e
= Xxntl 4 Zzzl (Z)Xn-i-l—kyk + Zzzi (kﬁl)Xn_k-HYk
= Xt S ()X Ry R S () X R YR 4y
= XU () + ()XY gy
=X S (M xRy R 4yt

GO CURES

Ovim smo dokazali da binomna formula vaZi za svaki prirodan broj n.
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3 Polinomi u Skolskoj nastavi

3.1 Uvodenje polinoma u osnovnoj skoli
3.1.1 Algebarski izrazi

Ucenici se pre polinoma upoznaju sa brojevnim izrazima i vredno$éu bro-
jevnih izraza. Najpre na tabli napisem (3,5 + /7 : %, pa postavim pitanje da li
je navedeni primer, primer brojevnog izraza, i da li ima smisla? Isto proverimo
i za sledece primere 52 : 4 + % 7,23 +1,5- % Zatim ucenici sami zapisuju
brojevne izraze, pe neke od njih zapiSemo na tabli i izra¢unamo njihovu vred-
nost. Na primer
(8,2—-9:1,5)+4,2=(8,2—-6)+4,2=2,24+4,2=06,4,
6,5—(3,4+%)-(—3) =6,5—(3,440,6)-(-3) =6,5—4-(-3) =6,5+4 = 10, 5.

Najjednostavniji tj. osnovni brojevni izrazi su konstante (5, —2, v/2, —2, 58)
i promenljive ( a, b, ¢, x, y, z, ... ). SloZene brojevne izraze dobijamo od osnov-
nih, povezujuéi ih znacima ¢etiri ra¢unske operacije + (sabiranje), — (oduzima-

nje), - (mnoZenje), : (deljenje).

Primeri slozenih brojevnih izraza bili bi recimo: 4 + %, V3-2,23.5: (=5),
23,5 : (—5). Povezivanjem sloZenih, dobijamo nove, jo§ sloZenije izraze, ¢ime se
od izraza 23,5 : (—5), 23,5 : (—5) moze dobiti (23,5 : (=5)) + (23,5 : (—5)) ili
(23,5 : (—=5)) — (23,5 : (—5)). Ovakve izraze nazivamo brojevnim izrazima,
dok izraze u kojima ucestvuju nepoznate zovemo izrazi sa nepoznatom to
jest promenljivom x + 3, 2y — 4, (3a — 3) - (—%) Izraze sa promenljivom
nazivamo jos i algebarski izrazi.

Kad se promenljivim u algebarskom izrazu dodele konkretne brojevne vred-
nosti, taj izraz se transformise u brojevni izraz i mozemo da odredimo njegovu
brojevnu vrednost.

Racunske operacije +, —, - i : su zatvorene u skupu @, pa izraze dobijene
njihovom primenom nazivamo racionalni algebarski izrazi. Racunske ope-
racije +, — i - su zatvorene u skupu Z, pa izraze dobijene njihovom primenom
nazivamo celi algebarski izrazi. U veéini udzbenika uvodi se podela algebar-
skih izraza upravo na ove dve grupe, ali je za ucenike pomalo zbunjujuca, pa se
moze i izbedi.

Prema jednoj podeli algebarske izraza delimo na:
2
cele (kad imenilac ne sadrzi promenljivu, npr. 29”59 ),

. . . e . .. 2a
razlomljene (kad imenilac sadrZi i promenljivu, npr. a+3),

racionalne (kad ne sadrze promenljivu ispod znaka za koren, npr. 5z + /5),
iracionalne (kad se pod znakom korena nalaze i promenljive, npr. a++/z+5).
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3.1.2 Pojam polinoma

Polinomi su algebarski izrazi dobijeni pomoc¢u znakova brojeva, znakova
promenljivih i znakova operacija sabiranja, oduzimanja i mnoZenja (+, - , ).
Na primer, izrazi 4, 1, 5m, 3 — 3a, 5z> — 3z + %, 22y% — 42° 4+ /3 predstavljaju
polinome, dok %, §i22 nisu polinomi iz razloga §to operacija deljena kod poli-
noma nije zastupljena.

Zadatak 6. Odredi koji od navedenih algebarskih izraza su polinomi!
a)a— 20,1—1 ’

b) (2 —3z)(3 —2x),

c) —5’”3_2 = % - (bz — 3),

d) 4% + 122y,

e) V3x2 + 12zy,

f) - 5312m ’

9t 5= (@

2_7).

Odgovor: Polinomi su: b), ¢), d), e), g).

Polinome mozemo podeliti na polinome sa jednom i sa viSe promenljivih.
Sa jednom promenjivom: 2z, 3z — 2, 2% — 4z + %, 2% + 222 — 3z + 5,
sa dve: 3a — 4b, 3ab + 2ab?® — 3ab, x> — y, 2%y — xy® + 1,
sa tri promeljive: zyz, 2a 4+ 3b — ¢ — 1, 3a?bc — 2abc® —ac+ 7, ...

Ako u polinomu ucestvuje vise promenljivih, da bismo izra¢unali njegovu
brojevnu vrednost treba da bude zadata konkretna vrednost za svaku promen-
ljivu.

3.1.3 Vrste polinoma

Monomi su polinomi koje dobijamo od znakova brojeva, znakova promen-
ljivih i znaka za mnozenje (-). Primeri: 5, 2, —2a, 323, —2xy, V/5a?, —7a3bc?.

Brojevna konstanta u monomu naziva se koeficijent monoma. Sve promen-
ljive odredenog stepena koje u¢estvuju u monomu predstavljaju promenljivi deo.
Zbir izlozilaca promenljivih koje uéestvuju u monomu nazivamo stepen tog mo-
noma. Ako je monom ne-nula konstanta, kazemo da je njegov stepen nula. Za
monome koji se razlikuju samo u koeficijentu (imaju jednak promenljivi deo)
kazemo da su sli¢ni.

Ako je M neki monom, a « i 8 realni brojevi, onda su monomi aM i SM
medusobno sli¢ni.

Sli¢ni monomi sa jednom promenljivom: 2z, —x, %x, —V2z.
Sli¢ni monomi sa dve promenljive: 3a®b?, f%aﬁbz, V5a%h?.
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Zadatak 7. Odredi koeficijent, promenljivi deo i stepen datih monoma.

a) —3a> Koeficijent je —3, promenljivi deo je a2, stepen je 2.
b) 7a*bc? Koeficijent je 7, promenljim' deo je a®bc3, stepen je 2+1+3 = 6.
c) fﬁxz4z7 Koeficijent je — 11, promenljivi deo je 1‘24 7
stepen je 1 +4 47 = 12.
d) a3b* Koeficijent je 1, promenljivi deo je a3b*, stepen je 3 +4 =1.

Zadatak 8. Napisati po tri monoma koja su slicna datim monomima.

a) 4a* Sli¢ni monomi su: —2a*, —\[a‘l, §a4
b) 2%y Sliéni monomi su: —%mzy, —22y , Vbx2y.
¢) —3a3be Sli¢ni monomi su: —11a3bc, abe, éa3bc.

Ako su A i B dva nesli¢na monoma, onda izraz A + B nazivamo binomom,
a za monome A i B kaZemo da su ¢lanovi binoma A + B. Za binom se kaze da
je dvoclani polinom.

Primeri binoma:
r+2,x+y, —2a+b, a+2b—3c=a+2b+ (—3c), 32% — % =3x2+(—%),
gde su z, y, a, b, ¢ promenljive.

Ako su A, B i C tri neslicna monoma, onda izraz A + B + C nazivamo
trinomom, a za monome A, B i C kazemo da su ¢lanovi trinoma A+ B 4 C.
Za trinom se kaze da je troc¢lani polinom.

Primeri trinoma:
c+y+1, 2?+2zx+1, 32%y+a2—3y23,  2a-3b+5,
gde us z, y, z, a, b promenljive.

Za polinome sa viSe od tri ¢lana ne postoji poseban naziv. Polinom po pro-
menljivoj x je izraz P = a,2" + ap_12" 1 +--- +ayx + ap pri ¢emu jen € N i
ag, a1, ,a, € R. Ako je a, # 0 broj n se naziva stepenom polinoma, koe-
ficijent a,, je najstariji ili vodeéi koeficijent, sabirak a,z" je najstariji ¢lan
tog polinoma ili vodeéi monom, a sabirak ag slobodan €lan tog polinoma.
Ako je a, = 1 polinom se naziva moni¢ni polinom. Polinom je linearan ako
jen=1.

Izrac¢unati vrednost polinoma P u datoj tacki znaci za konkretnu vrednost
promenljive x odrediti brojevnu vrednost tog izraza.

Zadatak 9. Odredi vrednosti datih polinoma:

a) 5a* —2a—|—3 zaa€ {-4,2,2

5-(—4)2—2-(-4)+3=5-16+8+3=80+8+3=91
5-(02-2-(0)+3=5- 0+0+3_0+3_3
5-(3)2-2-(3)+3=5-5t—2+3=2-243=0+3=3.

b) 299 — 2100 _ 101 g a e {1,-1}.
199_1100_1101:1_1_1:_1
(=) — (-0 — (- = -1~ (-1)=-1-1+1=—1.
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c) 3 + 3zy — 5y, zax=—21y=0.
(—2)3+3-(—2)6—-5-6=—-8—6-6—30=—8—36—30=—T74.

Napomena: Ako u polinomu ucestvuje vise promenljivih, da bismo izra-
¢unali njegovu brojevnu vrednost treba da bude zadata konkretna vrednost za
svaku promenljivu.

3.2 Operacije nad polinomima

Operacije koje se definisu nad polinomima, jesu operacija sabiranja i operacija
mnozenja. Svojstva ovih operacija definisana u skupu realnih brojeva vaze i za
polinome.

3.2.1 Sabiranje polinoma

Zbir dva ili viSe sliénih monoma odredujemo primenom svojstva distributiv-
nosti mnozenja prema sabiranju.

Primer 12. Zbir slicnih monoma:
a) 2z + 5z = (2+5)x =Tz,
b) 8a — 12,50 = (8 — 12,5)a = —4, 5a,
¢) =5y + 3xy — 9zy = (-5 4+ 3 — 9)zy = —1lay,
d) —3xy’z + 3ay?z = (=5 + ayz = (=2 + Day?z = Jay’a.
Zbir sliénih monoma je njima slican monom ¢iji je koeficijent jednak zbiru
koeficijenata datih monoma ili nula ako je zbir koeficijenata datih monoma nula.
Zapravo, ako je M monom, a «'i 3 realni brojevi, tada je aM +8M = (a+5)M.

Napomena: Iako su 3 i v/3 sli¢ni monomi njihov zbir ne moZemo uprostiti,
jer je 3 racionalan, a /3 iracionalan broj.

Da bismo definisali oduzimanje monoma potrebano je uvesti pojam suprot-
nog monoma. Za dati monom M suprotan monom je —M.

Vazi da je M + (—M) = 0. Koeficijenti dva uzajamno suprotna monoma su
uzajamno suprotni brojevi, pa je zbir ovakva dva monoma jedank nuli. Razlika
dva monoma jednaka je zbiru prvog monoma i monoma suprotnog drugom.

Zbir nesli¢cnih monoma je polinom, ali nije monom.

Polinomi mogu biti u sredenom i nesredenom obliku.
Sredeni oblik: 2z — 5, 2* +2 2% + 3z, 1a® — 2a + 1, 3a* + 2a%b — 2ab? — 2
Nesredeni oblik: 22243z —5x+43x2, 3ab+4b—Tab+3a, 4a*b—3ab+10—5ab—2a2b.

Polinom je u sredenom obliku ukoliko je zapisam kao zbir nesli¢cnih monoma.

Polinom sredujemo tako Sto saberemo sve sli¢ne monome. Kako ne bismo
izostavili neki od monoma, sli¢ne monome ¢emo oznaciti na isti nacin - istom
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vrstom podvlacenja, ili istom bojom, a nesli¢ne na razli¢ite na¢ine. Polinom
sredujemo primenjujuéi zakon komutativnosti i asocijativnosti za operaciju sa-
biranja.

3a% —5a+2a%+3=3a>+2a>-5a+3=(3+2)a® —5a+3=>5a>—-5a+3
3xy? + ay — xy? — xy = 32y? — 2y® + 2y — 2y = (3 — Vay?® + 0 = 223>

Stepen polinoma u sredenom obliku odreduje se prema najveéem stepenu
monoma koji ¢ine dati polinom.
Najbolje je polinom zapisati pocevsi od monoma sa najveéim stepenom, pa tako
redom do monoma sa njmanjim stepenom.

Zadatak 10. Odredi stepene datih polinoma.

a) 3vV3+ 23 stepen polinoma je 3,
b) 2a® + 3a — 4a® stepen polinoma je 5,
¢) —4ab+ 3ab® + a3b* stepen polinoma je 3+4 =17.

Polinome sabiramo primenom zakona komutativnosti i asocijativnosti opera-
cije sabiranja. Pre sabiranja preporucuje se da polinome napifemo u sredenom
obliku. Zbir dva ili vi§e polinoma dobijamo sabiranjem sli¢nih monoma, pri
¢emu preostale monome iz datih polinoma samo prepiSemo.

Primer 13. Zbir polinoma A = 3x?> +2x —5 i B = —222 + 2 je polinom
A+ B= (322 42z —5) + (-222 +2)

=322 +2r —5— 222 +2 oslobadange od zagrada
=322 — 22% + 22 + (—5) + 2 komutativnost

= (322 — 22?) + 22+ (-5 + 2) asocijativnost

= (3 —2)2? + 2z + (-3) distributivnost

=22+ 22 — 3.

Primer 14. Zbir polinoma M = 32> + 3z i N = —x? — 5z je polinom
M + N = (323 + 3z) + (=22 — bzx)

=323 4+ 3z — 2?2 — 5z oslobaanje od zagrada
=323 — 2% + 3z — 5z komutativnost
=323 -2+ (3 -5 distributivnost

=323 — 22 — 22.

Primer 15. Zbir polinoma P = 22* +322 +2—-5iQ = 32° —2* + 323+ 22— 1
je polinom

P+Q= 2% +322+ -5
+32° — % 4+ 323 +2x —1
= 325+ 24+ 323 +322+32—-6

Prilikom upotrebe ove metode neophodno je da se pri potpisivanju polinoma
vodi racuna da se sli¢ni monomi zapisu jedan ispod drugog. Za dati polinom P
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njemu suprotan polinom je —P. Vazi da je P+ (—P) = 0. Parovi odgovaraju¢ih
koeficijenata (koeficijenti slicnih monoma iz ova dva polinoma) dva uzajamno
suprotna polinoma su medusobno suprotni brojevi. Razlika dva polinoma jed-
naka je zbiru prvog polinoma i polinoma suprotnog drugom.

Razlika polinoma S = 22*+322+2—5i T = 32° —2*+3234+22—1 je polinom

S—T= 22" +32%> +2—5) — (32° — 2t + 323 + 22 — 1)
=20 +322+2—-5—-32° +2* — 323 — 20 +1
=35+ 20t +2* — 323+ 32+ -2 —5+1
=325 +32* - 323+ 322 -2 —4.

Znamo da je M — L = M + (—L), ali nije neophodno da ra¢unamo suprotan
polinom polinomu L, pa da ga sabiramo sa polinomom M, ve¢ odmah mozemo
raCunati razliku polinoma M i L, vodeéi ra¢una kod oslobadanja zagrada (kad
je ispred zagrade znak (—) svim ¢lanovima u zagradi moramo da promenimo
znak).

Zadatak 11. Dati su polinomi A = 2x® — 323 + 22, B = 52° — 2z% — T2
i C = 9x* — 723 + 3x. Zapisi u sredenom obliku polinome: a)A + B — C,
b)A—B—-Cic)— A—(B-0).

a) A+ B—C = (22° — 323 + 22) + (52° — 22* — Tx) — (92* — 723 + 3)
=225 — 323 + 22 + 52° — 22 — T — 92t + 723 — 3
=22% + 5% —22* — 92t — 32 + T2 + 22 — Tz — 3
= 725 — 11z* + 42 — 5z — 3,

b) A— B —C = (22° — 323 + 2z) — (52 — 22* — Tz) — (92* — 72® + 3)
=22% — 323 + 22 — 52° + 22t + T — 92t + 723 — 3
=205 — 5% + 22 — 92* — 323 + T2t + 20 + T2 — 3
= -3 — Tz* + 423 + 92 — 3,

¢) —A—(B-C)=—(22°% - 32 +22) — ((52° — 22* — Tx) — (92* — 723 + 3))
—(22° — 323 + 22) — (5a® — 22* — Tx — 92t + 723 — 3)
—22° + 323 — 22 — (5a® — 22% — 9zt 4 723 — T2 - 3)

= 225 4 323 — 22 — (52® — 11a* + 723 — Tz — 3)

—22° + 32% — 22 — 5% + 112* — 72® + T + 3

= 225 — 52° + 11a* + 323 — T2 — 22 + Tw + 3

= —72% + 112* — 423 + 5z + 3.

Zadatak 12. Dati su polinomi A = 5a%> +3a —2, B=—2a>+9 4 C = 5a — 3.
Izracunaj A+ B, B+ A, (A+B)+C i A+ (B+C).

A+ B=(5a>+3a—2)+ (~2a>+9) = 5a*>+3a—2—2a>+9=3a>+3a+7,

B+ A= (-2a>+9)+ (5a®>+3a—2) = —2a®> +9+5a>+3a—2=3a%>+3a+7
Primeéujemo da je A+ B = B+ A, tj. da vaZi zakon komutativnosti.
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(A+ B) +C = ((5a® + 3a — 2) + (—2a® + 9)) + (5a — 3)
=3a2+3a+7+5a—3=3a%+8a+4,

A+ (B+C)=(5a*>+3a—2)+ ((—2a* +9)) + (5a — 3))
=5a?+3a — 2+ (—2a* + 9+ 5a — 3)
=50+ 3a — 2 — 2a® + 5a + 6 = 3a% + 8a + 4.

Primeéujemo da je (A+ B) +C = A+ (B + C), to jest da vaZi zakon
asocijativnosti.

3.2.2 MnoZenje polinoma

*MnoZenje monoma*

Proizvod dva monoma odredujemo primenjujué¢i komutativni i asocijativni
zakon operacije mnozZenja i svojstva stepena.

Primer 16. 3z 423 =3-4-2 - 23 = 1224,
3x%yz - (=5)ay?23 =3 (=5) 2% -z -y -y z- 2% = —1523y32%.

Proizvod monoma je monom ¢iji je koeficijent jednak proizvodu koeficijenata,
a promenljivi deo proizvodu promenljivih delova ¢inilaca. Proizvod proizvoljnog
broja monoma je novi monom.

Zadatak 13. Odredi proizvod A - B - C ako su A, B i C' dati monomi:

a) A=2a*, B=15d?, C=12a.
A-B- C:g 4-15a2-12a:g.15-12.a4-a2-a:150-a4+2+1:150a7.

b) A=22%y, B=32%2 C=-Tay’z
A-B-C =222y 32%y> (— 7xy5 H=2.3. ( -a?- 22 zy-y>yt 22
— 49 g2F2HL LB 2 49,5.9,2

S obzirom da smo definisali mnozenje monoma, mozemo rac¢unati kvadrat,
kub i bilo koji stepen datog monoma. Dobijeni rezultat biée takode monom.
Stepen monoma prirodnim brojem predstavlja proizvod datog monoma samim
sobom, onaj broj puta koji se nalazi u eksponentu. Primenjujemo svojstva ste-
penovanja kako bismo izrac¢unali trazeni proizvod.

Primer 17. a) (a®)° = als
b) (—2a%b)° = (—2)° - (a )5 —32-a?5 . b° = —32a'%05,
c) (2x3y225) _ (%)4 (:E ) (y2)4 . (25)4 _ g Lp3d. y2-4 g 5157(13$12y8220'
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*MnoZenje polinoma monomom*

Mnozenje polinoma monomom primenom zakona distributivnosti, svodimo
na mnozenje monoma.

Neka je polinom P = A + Ay + -+ - + Ay, k € N, zapisan u obliku zbira ne-
sli¢nih monoma, onda je na osnovu distributivnosti mnozenja prema sabiranju
P-M=(A+As+ - +A) M=A - M+Ay - M+---+ A - M.
Polinom P mnozimo monomom M tako §to svaki ¢lan polinoma P pomnoZzimo
monomom M, pa dobijene proizvode saberemo.

Primer 18. Proizvod polinoma P = 223 + 42? — 3z — 7 i monoma M = —2x
je polinom
P-M= (223 +42? — 32— 7) - (—27)

=223 (—22) +42? - (=2x) — 3z - (—2x) — 7-(—2z)  distributivnost

= —4a*—823+622414x. mnozZenje monoma

*MnoZenje polinoma polinomom*

Ako u jednakosti P-M = (A1+As+- -+ Ap)- M = Ay-M+As- M+ -+ A, M
monom M zamenimo polinomom koji je zapisan u obliku zbira nesli¢nih mo-
noma By, Bs, ...B;,l € N, M = By + By + - -- + By, dobijamo proizvod dva
polinoma. Primenom zakona distributivnosti vazi sledece:

P-M=(A+Ay+ - +A) M=A - M+Ay - M+ + A - M
=A;-(B1+Ba+--+B)+A2-(Bi+Ba+---+By)+- -+ Ap-(Bi+Ba+-- -+ By)
:Al'Bl+A1’B2+"'+A1~Bl
+ Ay B1+ Ay Ba+ -+ Ax- By
+Ag-Bi+ Ay - B+ -+ Ap - By

Primer 19. Proizvod polinoma A = 3a®> — 5a + 7 i polinoma B = 3a — 2 je
polinom
A-B=(3a®>-5a+7) (3a—2)

=3a%-(3a—2)—5a-(3a—2)+7-(3a—2) distributivnost

= 9a® — 6a? — 15a% 4 10a + 21a — 14 distributivnost

= 9a® — 21a? + 3la — 14. sredeni oblik polinoma

Primer 20. Proizvod polinoma M = —2x%+3z—1 i polinoma N = 522 +4x+2
je polinom
M-N=(-22%+3z - 1) (5a? + 4z + 2)
=222 (5bz? +4x+2)+ 3z - (5a® + 42 +2) — 1- (5az? + 4z + 2)
= —222.502— 222 40— 222243z 52>+ 3x-4x+32-2—1-522 —1-40—1-2
= 102* — 823 — 422 + 1523 + 1222 + 62 — 522 — 4z — 2
= 102* + 723 + 322 + 22 — 2.
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Zadatak 14. Dati su polinomi A=m?+2m—3, B=-3m?>+5iC =4m+2
odredi sledeée proizvode: A-B, B-A, (A-B)-C i A-(B-C).

a) A-B=(m?+2m —3)-(—3m? +5)
= —3m* +5m? — 6m3 + 10m + 9m? — 15
= —3m* — 6m> + 14m? + 10m — 15,

b) B-A=(=3m?+5)-(m?+2m —3)
= —3m*—6m> 4+ 9m2 4+ 5m2 + 10m — 15
= —3m?* — 6m3 + 14m? 4+ 10m — 15.

Primecéujemo da je A- B= B - A, tj. da vazi zakon komutativnosti.

¢c) (A-B)-C=((m?>+2m—3)-(=3m2+5)) - (4m +2)
= (=3m* — 6m3 + 14m? + 10m — 15) - (4m + 2)
= —12m® — 6m* — 24m* — 12m3 + 56m?>
+ 28m? + 40m? + 20m — 60m — 30
= —12m® — 30m* + 44m?3 + 68m? — 40m — 30,

d) A-(B-C)=(m2?+2m—3)-((—3m%+5) - (4m +2))
= (m? +2m — 3) - (—=12m3 — 6m? + 20m + 10)
= —12m® — 6m* 4+ 20m> + 10m?
— 24m* — 12m3 + 40m? + 20m
+ 36m3 + 18m?2 — 60m — 30
= —12m° — 30m* + 44m3 + 68m?2 — 40m — 30.

Primeéujemo da je (A-B)-C = A-(B-C), tj. da vazi zakon asocijativnosti.
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3.3 Polinomijalni identiteti
3.3.1 Razlika kvadrata

Izraz oblika A% — B? predstavlja razliku kvadrata monoma. MnoZenjem po-
linoma dobijamo da za bilo koje monome A i B vazi:

(A-B)-(A+B)=A?+ AB - BA+ B? = A - B2

Razlika kvadrata dva neslicna monoma jednaka je proizvodu njihovog zbira
i njihove odgovarajude razlike, to jest A2 — B2 = (A — B) - (A + B).

Geometrijsko objasnjenje razlike kvadrata: Neka je a? povrsina kvadrata
stranice a, a b? povr§ina kvadrata stranice b i neka je a > b. Sa slike levo vi-
dimo da je razlika povrSina kvadrata stranice a i kvadrata stranice b jednaka
dvostrukoj povrsini pravouglog trapeza ¢ije su osnovice a i b, a visina a — b.

a+b

a-b a-b

b a-b
a?—b?=2-%L (a—b)=(a+b) (a—1b)

Sa slike desno vidimo da je povrsina dva pravougla trapeza ¢ije su osnovice
aib, avisina a — b jednaka povrsini pravougaonika ¢ije su stranice a+bia —b.

Zadatak 15. Raczliku kvadrata napisi v obliku proizvoda.

a)r?—1=(z+1) (z—-1),
b) 9a% — 2 = (3a)? — (v2)? = (3a + V2) - (3a — V2),
¢) 2522 — 64y = (5z)% — (8y)? = (5 + 8y) - (5x — 8y).

Zadatak 16. Primenom razlike kvadrata date proizvode napisi u obliku srede-
nih polinoma.

a) (x+5) (x—5) =22 —-52=2%-25,

b) (22 —3)- (22 +3) = (22)%? — 32 =422 -9,
¢) (3a +4b) - (3a — 4b) = (3a)? — (4b)? = 9a® — 16b°.
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3.3.2 Kvadrat binoma

Izraz oblika (A + B)? predstavlja kvadrat binoma A + B. Obzirom da ¢emo-
¢esto racunati kvadrate binoma, Zeleli bismo da pojednostavimo rad sa njima.
Zato izvodimo opsti obrazac za kvadrat binoma koji ¢emo koristiti kad nam
bude potrebno (bez ponovnog izvodenja). Primenom pravila za mnoZzenje bi-
noma, dolazimo do Zeljenog obrasca.

(A+B)*>=(A+B)-(A+B)=A-A+A-B+B-A+B-B = A>+2AB+B?

Kvadrat binoma jednak je zbiru kvadrata prvog ¢lana, dvostrukog proizvoda
prvog i drugog ¢lana i kvadrata drugog ¢lana tog binoma.

Prethodno navedeni obrazac za kvadrat binoma moze se interpretirati i geo-
metrijski. Neka su vrednosti monoma A i B merni brojevi a i b duZina neke dve
duzi, tada je:

a

* (A+ B)? b
povrsina kvadrata stranice a + b,

* A2 povrsina kvadrata stranice a,

* B? povréina kvadrata stranice b,

x AB povr§ina pravougaonika ¢ije su a
stranice duzina a i b.

. >a+b

U Euklidovim Elementima, u drugoj knjizi, moze da se nade interpretacija
pravila za kvadrat binoma: "Ako se data duZ proizvoljno podeli, kvadrat nad
celom duzi jednak je zbiru kvadrata nad odseccima i dvostrukog pravougaonika
obuhvacéenog odseccima." Formula za kvadrat binoma vazi i ako su A i B bilo
koji polinomi. Izraz oblika (A — B)? predstavlja kvadrat razlike monoma A i B.
Takode izvodimo op§ti obrazac koji ¢emo koristiti kad nam bude potrebno (bez
ponovnog izvodenja):

(A-B)?=(A-B)- (A-B)=A-A-A-B-B-A+B-B = A>-2AB+ B2,

a
N\
b?
o
(a—b)-b
a-b
J
a-b b

(a—0)? =a®—2(a—b)b—b*>=a® —2ab+ 2b> — b = a® — 2ab + b?

Kvadrat binoma ¢esto zapisujemo: (A + B)? = A2 +2AB + B2.
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Zadatak 17. Odredi kvadrat datih binoma:

a) A=a+3, A2=(a+3)?=a’+2-a-3+3>=a>+6a+9,
b) M =2a—1, M? =(2a—1)%2=(20)> —2-2a-14+ 12 = 4a® —4a + 1,
¢) N=13lz+4, lr+4)? = (32)2+2 204442 = 122 + 42 + 16,

5z — 6y)% = (—5x)? +2- (=5x) - (—6y) + (—6y)>

N2 = (
d) P=—5x—6y, P?=(
= 2522 + 60y + 36y°.

Za naprednije ucenike: Pored jednakosti za kvadrat binoma, poznate su i
formule za kub binoma, kao i za viSe stepene binoma.
Kub binoma:
(A+B?=(A+B)-(A+B)- (A+B)=(A+B)?- (A+B)
= (A’+2AB+B?) - (A+B) = A*+ A’B+2A’B+2AB?+ AB*+ B3
= A% +3A’B +3AB? + B3.
Cetvrti stepen binoma:
(A+B)*=(A+B)?} - (A+B)
= (A% +3A4%2B+3AB? + B?)- (A+ B)
= A* 4+ A3B +3A3B + 34°B? + 34’B* + 3AB% + AB® + B*
= A* 4+ 44°B + 6A’B? + 4AB? + B*.

Uocava se pravilnost u tim formulama. U ¢lanovima na desnoj strani, zbir
stepena monoma A i stepena monoma B je stalan i u slu¢aju (A + B)? jednak
je 3, a u slucaju (A + B)* jednak je 4. Pri tom iz ¢lana u ¢lan stepeni monoma
A opadaju za 1, dok stepeni monoma B rastu za 1. Koeficijenti koji se javljaju
u ovim formulama dobijaju se iz Paskalovog trougla.

Slika 2: Paskalov trougao

U svakom redu ove Seme na prvom i poslednjem mestu se nalazi broj 1, dok
ostala polja popunjavamo tako §to u njih upiSsemo zbir brojeva iz dva polja iznad.
U treéem redu se nalaze brojevi 1,2,1 koji su koeficijenti u izrazu za kvadrat
binoma, u ¢etvrtom redu se nalaze brojevi 1,3, 3,1 koji su koeficijenti u izrazu
za kub binoma, u petom redu se nalaze brojevi 1,4,6,4,1 koji su koeficijenti u
izrazu za (A + B)? i tako dalje.
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3.4 Rastavljanje - faktorizacija polinoma na ¢inioce

Rastaviti polinom na proste faktore ( ¢inioce) znaci napisati ga u obliku pro-
izvoda polinoma koji se ne mogu dalje rastavljati, takozvanih prostih polinoma.
Za polinom koji je predstavljen u obliku proizvoda drugih polinoma kazemo da
je rastavljen (razloZen) na ¢inioce. Prilikom rastavljanja polinoma koristimo
svojstvo distributivnosti, kao i obrasce za kvadrat binoma i razliku kvadrata.

Primer 21. Sledeée polinome rastaviti na proste cinioce:

a) Monom 3ab®> = 3 -a-b-b rastavljen je na ¢inioce 3, a, b i b.

b) Binom 3x +6=3-2+3-2=3-(z+2) se primenom distributivnog zakona
rastavlja na &inioce 3 i (x + 2).

¢) Binom 9a* — 4b* = (3a)? — (2b)? = (3a — 2b) - (3a + 2b)se primenom formule
za razliku kvadrate rastavlja na cinioce (3a — 2b) i (3a + 2b).

d) Trinom 2 + 8z +16 = 2% + 2 - -4 + 4% = (z + 4)? se primenom formule za
kvadrat binoma rastavlja nacinioce (x +4) i (x + 4).

Ako za polinomP = Ay 4+ Ay + -+ -+ A, vazi da se svaki od sabiraka Aq, As,
...,A,, n € N, moZe napisati u obliku Ay = By-C, Ay = By-C,...A, = B,-C,
pri ¢emu je C polinom, tada se primenom distributivnog zakona, polinom P
moZe rastaviti na ¢inioce na slededi na¢in P = (By + By + -+ + By,) - C ili
P=C:(By+ Bs+ -+ B,). Za ovaj postupak kazemo i da "izvla¢imo zajed-
nicki ¢inilac ispred zagrade".

Zadatak 18. Primenom zakona distributivnosti date polinome rastavi na pro-
ste cinioce:

a)2la —T7a*>=7a-3—-Ta-a="Ta-(3—a),
b) 10a%bc® — 25ac? = 5ac? - 2abc — 5ac? - 5 = bac? - (2abe — 5),
¢) 3ab?c® + 18a3bc? + 12ab®c? = 3abc? - be + 3abc? - 6a? + 3abc? - 4ab?
= 3abc? - (bc + 6a® + 4ab?),
d)a-(x+5)+5-(x+5)=(x+5)(a+5),
e) (*+2%)—(z+1)-2=22(z+1)—(z+1)-2=2-2-(z+1)—(x+1)-2-1
=z-(z+1)-(z—-1).

Zadatak 19. Primenom formula za kvadrat binoma i razliku kvadrata date po-
linome rastavi na proste &inioce:

a) 0,812% — 0,25y = (0,92 — 0, 5y) - (0,92 + 0, 5y),

b) (a+2)?-49=(a+2)?-7=(a+2-7)-(a+2+7) =(a—5) (a+9),

¢) 1622 — 24y + 9y? = (42)2 — 2- 4z - 3y + (3y)? = (4o — 3y)?,

d) (a —b)? + 4ab = a® — 2ab + b* + 4ab = a® + 2ab + b* = (a + b)?,

e) (a+2)2—(a—1)% = (a+2—(a—1))-(a+2+(a—1)) = (a+2—a+1)-(a+2+a—1)
=3-(2a+1),
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f)a*—8a®+16 = (a?)? —2-a®-4+42 = (a® — 4)?,
g) 2t =162 = (22)% — (422)%2 = (2% —42?) - (22 +42?) = (22 — (22)?) - (2® + 42?)
= (z—22) (v +22) - (2% + 42?).
Napomena: Binom 2%+ 422 = (22 + (22)?) predstavlja zbir kvadrata, a on
se ne moze rastaviti na ¢inioce u skupu realnih brojeva.

U slucaju da polinom nema takozvani zajednicki monom, koji se moze izvuéi
pred zagradu, ali ga grupisanjem elemnata mozemo dovesti na oblik u kojem se
neki binom, trinom (polinom) moze "izvuéi ipred zagrade", dolazimo do reSenja.
Ovaj metod nazivamo metod grupisanja.

Zadatak 20. Primenom metoda grupisanja date polinome rastavi na proste ¢i-
nioce:
a) 8x-3y-ax+ay

I nacin, grupisemo prvi i drugi, i treéi i ceturti ¢lan:
Bx—3y)+(—ax+ay)=3-(x —y)+a-(—x+vy)
=3-(z—-y)—a- (r—y)
=(@@-y)-B-a)
11 nacin, grupisemo prvi i treéi, i drugi i éetvrti élan:
Bz —ax)+ (=3y+ay) =2-3—a)+y-(-3+a)
=z-(3-a)—y-(3-a)
=B-a) (z—y).
b) 6az-9bz+8ay-12by
I nacin, grupiSemo prvi i drugi, © treéi ¢ cetvrti ¢lan:
(6ax — 9bx) + (8ay — 12by) = (3-2-a-2—3-3-b-x)+(2-4-a-y—3-4-b-y)
=3z (2a — 3b) + 4y - (2a — 3b)
= (2a — 3b) - (3z + 4y).
II nacin, grupisemo prvi i treéi, i drugi i cetvrti ¢lan:
(6ax+8ay)+ (—9bx—12by) = (3-2-a-x+2-4-a-y)+(-3-3-b-2—3-4-b-y)
=2a- (3z+4y) — 3b- (3x + 4y)
= (3x +4y) - (2a — 3b).
c) ldzy + 15202 — 1022 —21yz =2-7-2-y+3-5-2-2—2-5-2-2—3-T-y -z
=Ty 2z —3z) + 5z - (32 — 22)

= Ty(2x — 3y) — 5z - (22 — 3y)
= (22 — 3y) - (Ty — 5x).
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U narednom delu éemo razmotriti rastavljanje trinoma oblika az? + bx + c.
Potrebno je razmotriti i opisati rastavljanje trinoma ax? + bx + ¢ na ¢inioce, u
sludcju kada dati trinom ne predstavlja kvadrat nekog binoma.

Primer 22. Rastaviti trinom z2 + 4x + 3 na dinioce.

I nacéin: Pokusaéemo da od datog trinoma napravimo kvadrat binoma. U
tom postupku zadrZavamo najstariji i sredngi ¢lan, a slobodan ¢lan modifikujemo
prema potrebi.

P 4dr+3=22+2-2-2+4 -1
=(z+2)?-12
=@x+2-1)-(z+2+1)
=(x+1)(x+3).

II nacin: Prvilo za rastavljanje trinoma moZe se uociti posmatrajuci kako
je taj trinom dobijen od proizvoda dva binoma. Zapravo krenuéemo unazad. Na
primeru (x +1) - (x +3) = 22 + 3z + 1 + 3 = 22 + 42 + 3 moZemo zakljuciti
da slobodan c¢lan 3, dobijamo mmnoZenjem slobodnih ¢lanova u proizvodu dva
binoma 3 1 1 , dok srednji ¢lan trinoma 4z dobijamo sabiranjem clanova 3x i x.
Zakljucujemo da su mam za rastav potrebna dva broja koja pri mmoZenju daju
vrednost slobodnog élana (3 -1 = 3), a pri sabiranju daju kojeficijent uz srednji
clan (34+1=4).

Veé smo zakljucili da su w nasem primeru traZeni brojevi 3 i 1, pa c¢lan 4x
predsravijamo u obliku zbira 3z + 1z.

P +4r+3=2>+3x+2+3
= (22 4+ 3z) + (z + 3)
=z-(x+3)+1-(x+3)
=(x+3) (x+1).

IIT naéin: Rastavljanjem polinoma drugog stepena, koji ima rastav u skupu
celih brojeva, dobijamo proizvod oblika (Oxz O)- (Oz 0O).

Ponovo posmatramo isti polinom 2% +4x +3 = 1-22 +4x + 3, i rastavljamo
koeficijent uz njegov najstariji i slobodan ¢élan. 1 =1-1 43 = 3-1. Prazna mesta
u zagradama popunjavamo odgovarajucim c&iniocima, ali i dalje ostavljamo pra-
zno mesto za znak broja. Ovaj primer ¢ini jednostavnim to Sto su 1 i 3 prosti
brojevi i imaju jedinstvenu faktorizaciju.

(x 1)-(x 3) MnoZimo ¢lanove svaki, sa svakim ostavljajuéi mesto za znak.

22 3z x 3 Posmatramo clan 4x i razmisljamo kako ga moZemo dobiti od
3z i x. Zakljucujemo da do njega dolazimo sabiranjem 3z i x
pa ée samim tim ispred oba c¢lana stajati +.

224+ 3x+x+3 Vratimo se na zagrade, i stavimo odgovarajuéi znak.

(x4+1)-(x+3)
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U slede¢im primerima razmotriéemo rastavljanje trinoma koji ne predsta-
vljaju kvadrat nekog binoma i kod kojih koeficijent uz 22 nije 1. Ovaj deo u
osnovnom obrazovanju namenjen je naprednijim ucenicima.

Primer 23. Rastaviti na ¢inioce trinom 2x2% + Tz + 6.

Kao u prethodnom primeru, potrebno je da rastavimo koeficijent uz najstariji

i slobodan ¢lan. Kreéemo od
222 + 72+ 6= (0Or 0O)- (O 0O),
pri éemu je neophodno popuniti praznine tako da proizvod prvih ¢lanova u bino-
mima bude 222, a proizvod poslednjih clanova u binomima bude 6. Obzirom da
se 2 rastavlja samo kao 2 -1 imaéemo proizvod oblika
2z O)-(=z 0O).

Da bismo dobili pozitivan proizvod 6, ¢inioci moraju biti, ili oba pozitivna, ili
oba negativna. Bududéi da nam treba i pozitivan sredngi élan razmotriéemo pozi-
tivne faktore broja 6. U tom slucaju 6 mozZemo faktorisati kao 1-6, 6-1, 2-3 4 3-2.

(22 +1)(z +6) = 222 + 122 + 1o + 6 = 222 + 132 + 6,
(22 +6)(z + 1) = 222 + 22 + 62 + 6 = 222 + 8x + 6,
(22 + 2)(z + 3) = 22 + 62 + 22 + 6 = 222 + 8z + 6,
2z +3)(z +2) = 222 + 4w + 32 + 6 = 22% + T + 6.

U prva tri sluc¢aja ne dobijamo odgovarajuéi srednji ¢lan, pa je jedino moguéa
poslednja fakrorizacija to jest 22% + Tx + 6 = (22 + 3)(x + 2).

Primer 24. Rastaviti na ¢inioce trinom 1022 — 9z — 1.

Rastavimo koeficijent uz najstariji i slobodan ¢lan. Kreéemo od
1002 - 92— 1= Oz 0O)-(0z 0O),
i neophodno je popuniti praznine tako da proizvod prvih ¢lanova u binomima
bude 10z2, a proizvod poslednjih clanova u binomima bude —1. Posto se —1
rastavlja samo kao 1-(—1) Sto ée uticati na znak srednjeg ¢lana i imaéemo pro-
1zvod oblika
Oz+1) - (Bz-1).

Da bismo dobili koeficijent 10 uz 2, 10 moZemo faktorisati kao 5-2, 2-5, 1-10
i10-1.

(5z+1)(2z — 1) = 10> — 5z + 2o — 1 = 102% — 3z — 1,
2z +1)(5bz — 1) = 102? — 2z + 52 — 1 = 1022 + 3z — 1,
(1z +1)(10x — 1) = 102% — 1z + 10z — 1 = 102? + 9z — 1,
(10z + 1)(1z — 1) = 102? — 10z + 1o — 1 = 1022 — 9z — 1.

Ako bismo razmotrili negativne faktore broja 10, (=5) - (=2), (=2) - (=5),
(=1) - (=10) i (—10) - (—1) izvlacenjem minusa ispred oba binoma u proizvodu,
sveli bismo sve primere na prethodna 4.

U prva tri slucaja ne dobijamo odgovarajuéi srednji ¢lan, pa je jedino moguca
poslednja fakrorizacija tj. 1022 — 9x — 1 = (10x + 1)(z — 1).
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Napomena: Primec¢ujemo da u prethodnim primerima imamo faktorizaciju
nad Z. Navedeni polinomi su stepena 2 i imaju racionalne nule, pa ih je bilo
moguce rastaviti ovom metodom.

Primer 25. Rastaviti na ¢inioce trinom x> + 2z — 1.

Ako bismo razmotrili ovaj primer, primetili bismo da pomenuti metod na
njemu ne radi, jer on nema racionalne nule, pa se ne moZze faktorisati nad Z i
Q, ali se moze faktorisati nad R

Zadatak 21. Kombinovanjem razli¢itih metoda rastavi na proste c¢inioce date
polinome.

Napomena: Najpre pogledamo da li za sve monome postoje zajednicki cinioci
koje moZemo da izvucemo ispred zagrade, pa tek onda koristimo ostale metode.

a) 5ab — 5ab3 = 5ab - 1 — 5ab - b* = 5ab - (12 — b?) = 5ab- (1 —b) - (1 +b),

b) 32a%c — 48abc + 18b%c = 2¢ - (16a? — 24ab + 9b?)
=2c-((4a)* — 2 - 4a - 3b+ (3b)?)
=2c- (4a — 3b)?,

c) 3a® —a® —27a + 9 = (3a® — 27a) + (—a® +9)
=3a-(a>—-9)—1-(a®>-9)

(a>-9)- (3a—1)

(a2 —3%) - (3a—1)

=(a—3)-(a+3) - (3a—-1),

d) 9 —9a® + 12ab — 4b*> = 9 — (9a* — 12ab + 4b?)
=9 ((3a)% —2-3a-2b+ (2b)%) = 3% — (3a — 2b)?
—(3— (34— 20))- (3+ (3a — 2b))
= (3—3a+2b)- (3 +3a — 2b).
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3.4.1 Faktorizacija zbira i razlike kubova

* Faktorizacija zbira kubova *

U prethodnom delu rastavljali smo na ¢inioce kvadratne polinome. U ovom
delu ¢emo opisati, a samim tim i proSiriti znanje na neke kubne polinome, to

jest polinome treéeg stepena. Zbir kubova a® + b* predstavlja zbir dva broja
podignuta na kub, odnosno treéi stepen.

Obrazac za zbir kubova ima sledeéi oblik:
a® + 0% = (a+b)(a? — ab+ b?).
Kao sto smo formule za kvadrat binoma dokazai geometrijski, i ovde ¢emo

se posluziti geometrijom kako bismo pokazali da formula za zbir kubova zaista
vazi. Prva asocijacija u geometrijskom smislu jeste zbir zapremina dve kocke.

p b
b
*V=a%+0
* a® zapremina kocke stranice a, .
* b3 zapremina kocke stranice b.
a
a
Da li se ova zapremina moze izra¢unati na drugi nacin?
. b * Od celokupne zapremine oduzeé¢emo
a zapreminu dve docrtane prizme:
_~5-b
a-b b 9 9
ks a V =a*(a+b) — [ab(a — b) + b*(a — ])]
V =a%(a+b) — bla —b)(a+b)
V = (a+b)(a® — b(a — b))

V = (a+0b)(a® — ab+ b?).

Zadatak 22. Primenom formule za zbir kubova rastavi polinom =3 + 8.

34+8=23+23= (2 +2)(2? —2-2+22) = (2 + 2)(2? — 22 + 4).

Zadatak 23. Primenom formule za zbir kubova rastavi polinom 8x3 + 27.

823 +27 = (22)3 +33 = (20 +3)((22)? — 22-3+3?%) = (22 +3) (42> — 62 +9).
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Zadatak 24. Primenom formule za zbir kubova rastavi polinom 1253 + 64y5.
12523 + 64y5 = (5x)3 + (49?)3

4
= (52 + 4y*)[(52)* — (52) - (4y°) + (49%)*]
= (5x + 49?) (2522 — 202> + 16y*).

* Faktorizacija razlike kubova *

Koristeéi izvedenu formulu za zbir kubova, algebarski vrlo lako dolazimo i
do obrasca za razliku kubova.

a® =0 =a®+(=b%) = (a+(=b))(a®> —a-(=b) +(=b)?) = (a —b)(a® + ab+b?).
Obrazac za razliku kubova ima oblik:
a® —b® = (a —b)(a® + ab + b?).

Analogno dokazu za zbir kubova i ovo se moze dokazati geometrijskim putem.

a—b b
L b 3 . .
a it P & x V1 = a° zapremina kocke stranice a,
rd b * Vo = b3 zapremina kocke stranice b,
# . . . .
: o x V1 — V4 jednaka je zbiru preostale tri
- - Aa— b . .
RS I PR B ’ zapremine sa slike.
a—bh b

Vi —Va = a*(a—b)+ab(a—b)+b*(a—b)
= (a — b)(a® + ab + b?).

[

Zadatak 25. Primenom formule za raliku kubova rastavi polinom 1253 — 27.

12523 -27 = (52)3—3% = (52—3)((5z)?+52-3+3?%) = (5x—3)(252%+152+9).
Zadatak 26. Primenom formule za raliku kubova rastavi polinom z° — 64x2.
2% — 642% = 2% (2% — 64) = 22 (2% — 4%

=22z —4)(2® + -4+ 4?)
= 2%(z — 4)(22 + 42 + 16).

Zadatak 27. Primenom formule za raliku kubova rastavi polinom 24x* — 3z.
24x* — 31 =3z - (823 — 1) = 3z - ((22)3 — 13)

=3z(2z — 1)((22)% + 22 - 1 + 1?)
=3z(2z — 1)(42? + 22 + 1).
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3.5 Problemi u razumevanju pojma polinoma kod ucenika

Ucenici se sa nepoznatim vrednostima susre¢u u nizim razredima osnovne
skole, ali i pored toga, upotreba nepoznatih u matematici kod njih stvara veliku
konfuziju. Ukoliko im uvedemo i koeficijente polinoma pomocu slova a,b,c,. .., a
promenljive pomoc¢u x,y,z..., tek tada postaju potpuno zbunjeni. Iz tog razloga
im za koeficijente uvodimo realne brojeve, a promenljive oznac¢avamo malim la-
tini¢nim slovima engleske abecede.

Prva i Cesta greska koju ucenici prave je sabiranje nesli¢cnih monoma kao na
primer 223 + 422 = 62°. U velikom broju slucajeva ne shvataju da ne mogu
sabirati razli¢ite pojmove, i ba§ iz tog razloga im je potrebno zadavati primere u
kojima je dat zbir nesliénih monima, i naglasiti da se to dalje ne moZze sabirati.

Drugi veliki problem nastaje kada u sabiranju monoma i u rastavljanju datih
polinoma na ¢inioce, treba da primene zakon distributivnosti. Iako se i sa ovim
zakonom sre¢u i u nizim razredima, njegova primena zadaje probleme.

Primer pogresno sabiranih sli¢nih monoma: 3x% + 42* = 728,
Tada proverimo koliko je 3 + 4, za $ta oni znaju da je 7. Zatim proverimo ko-
liko je 3@ + 4e, na sta takode daju tacan odgovor 7e. Zatim na istom primeru
primenimo zakon distributivnosti 3e + 4e = (3 + 4)e = Te.

Sada se vratimo na prvobitni problem i primenimo distibutivni zakon na
date monome. 3zt + 42t = (3 +4) 2t =72t

Treéi problem predstavlja rastavljanje polinoma na ¢inioce. Zato problem,
kako rastaviti polinom 6a? 4 9b, svodimo na neki zadatak u realnom kontekstu.
Na primer: "Na koliko najvise dece moZzemo podeliti 6 ¢okolada i 9 bombona,
tako da svako dete dobije isti broj ¢okolada i bombona?"Grupisanjem slatkisa
lako se dolazi do zakljucka da se postojeéi slatki§i mogu ravnopravno podeliti
na tri deteta, i da ¢e svako dete dobiti po 2 ¢okolade i 3 bombone. Crtamo na
tabli radi jo§ lakSeg razumevanja i zapisujemo odgovor:

6 ¢okolada + 9 bombona = 3 - (2 ¢okolade + 3 bombone),

Vratimo se na na$ problem kako rastaviti dati polinom, i reSavamo ga na isti
nadin: 6a® +9b = 3 - (2a + 3b).

Jo§ jedan Cest primer pogreSnog rastavljanja polinoma:
222y + 3zy +x = x - 22y + 3y).

U ovakvim primerima veoma je bitno da ucenici proverom utvrde da ova
jednakost nije tacna, tj. da njena leva i desna strana nisu jednake. Proverom,
i mnoZenjem polinoma na desnoj strani dobijaju z - (2zy + 3y) = 222y + 32y
i uoCavaju da na desnoj strani nedostaje ¢lan x. Nakon toga im treba posta-
viti pitanje: "Koji broj pomnozen brojem x daje rezultat x?"Ucenici dolaze do
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zakljucka da je to broj 1 i ispravljaju zadatak. U postavci zadatka, uz x nije
stajao koeficijent, Sto podrazumeva koeficijent 1, njegovo dopisivanje ucenicima
u mnogome olakSava reSavanje zadatka.

22%y + 3y + 1z = x - (20y + 3y + 1).

Napomena: U zadacima u kojima primenjujemo zakon distributivnosti ¢e-
sto kazemo da "izvlac¢imo zajednicki Cinilac ispred zagrade". Obzirom da vazi
zakon komutativnosti svejedno je da li zajednicki ¢inilac piSemo ispred, ili iza
zagrade.

Jos jedan problem pri uo¢avanju sli¢nih monoma nastaje ukoliko promenljive
nisu napsane istim redosledom.

Primer 26. Medu datim polinomima izdvoji one koji su slicni!
3ab%c?, 3abe, —7b%act, 1lact, —0,5ab%c*, —2b%c2.

Ucenici odmah, i gotovo bez greske uoce da su 3ab’c* i —0,5ab’c* slicni
monomi, ali za —7b%ac* kazu da im nije slican. Tada ih je neophodno podsetiti
da vazi zakon komutativnosti i da se —Tb%ac* moZe zapisati u obliku —7ab’c?,
odakle je jasno da su sliéni monomi zapravo 3ab’c*, —0,5ab%c* i —Tab’c*.

3.6 Primena polinoma

Poznato je da polinomi imaju veoma znac¢ajnu primenu u svim oblastima
matematike, u hemiji, fizici, astronomiji, meteorologiji, ekonomiji i informatici.
3.6.1 Izracunavanje brojevne vrednosti izraza

Koristeéi polinomijalne identite, odnosno razliku kvadrata i kvadrat binoma,
kao i distributivni zakon, vrlo ¢esto na laksi nacin mozemo doéi do vrednosti
datog izraza.

Primer 27. Izracunaj brojevnu vrednost izraza primenom zakona distributiv-
nosti.

a) 13,35 16,58 + 3,42 - 13,35 = 13,35 - (16,58 + 3,42) = 13,35 - 20 = 267,
b) 214,8-11,8+214,8-3,2—5-214,8 = 214,8-(11,8+3,2—5) = 214,8-10 = 2148.

Primer 28. Izracunaj brojevnu vrednost izraza primenom razlike kvadrata.

a) 225% — 752 = (225 — 75) - (225 + 75) = 150 - 200 = 30000,
b) 775,352 — 224,652 = (775,35 — 224,65) - (775, 35 + 224, 65)
= 550, 7 - 1000 = 550700,
¢) (3v5—6)-(3v/54+6) = (3v/5)2—62 =32-(v/5)2-36 =9-5-36 = 4536 = 9.
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Primer 29. Izracunaj brojevnu vrednost izraza primenom kvadrata binoma.

a) 1022 = (100 + 2)% = 1002 + 2 - 100 - 2 + 22 = 10000 + 400 + 4 = 10404,
b) 972 = (100 — 3)2 = 100% — 2- 100 - 3 + 3% = 10000 — 600 + 9 = 9409,
c) 1232 —2.123 - 43 4 432 = (123 — 43)2 = 802 = 6400.

3.6.2 Primena rastavljanja polinoma pri reSavanju jednacina

Bitno je napomenuti $ta su koreni, to jest nule nekog polinoma. Nula poli-
noma P je vrednost promenljive x za koju je P = 0 , drugim re¢ima reSavanjem
jednacine P = 0 dobijamo nule tog polinoma.

Zadatak 28. Resi jednacine:

a) 323 + 222 =0
323 + 222 = 22 - (32 + 2)
2?2 (3z+2)=0
22=0 ili 3x+2=0
=0 ili x=-2

b) 1622 —5 =0
162* — 5 = (4z)* — (»/3 (42 — /5) - (42 4+ V/5)
(4z —V/5) - (4z + V/5) =
4x—\/5):0 ili 4x+\/5):0
P 5

“f
G

i = —Y2.

c)a?—a+0,25=0
a?—a+0,25=a?>-2-0,5-a+(0,5)2 = (a —0,5)2
(a—0,5)2=0
a=0,5.

d) 2?2 —6x—T7=0
22 —62—-T=22-62+32-32-7=(22-62+3%)-9-7=(2—-3)>-16
=(@x-3?2-42=(@2-3-4): (x73+4) (x—=T7)-(z+1)
(z—=T7)-(z+1)=0
(z—7)=0 i (z+1)=
=17 i =-1.

e) 42 -3z —-1=0
Najpre moramo rastaviti na ¢inioce polinom 4x% —3x —1. Primenjujemo veé

opisan postupak, polazeéi od:
422 -3z —1=(0z 0O)-(Ox 0O),
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Popunjavamo praznine tako da proizvod prvih ¢lanova u binomima bude 422, a
proizvod posledngih c¢lanova u binomima bude —1. Obzirom da se —1 rastavlja

samo kao 1-(—1) imacdemo proizvod oblika
Ox+1)- Oz -1).

Da bismo dobili koeficijent 4 uz 22, 4 moZemo faktorisati kao 2-2,1-4 34 -1,

2z +1)(2x — 1) =422 — 22+ 2x — 1 =42 — 1,
(lz +1)(4r — 1) = 42? — 1z + 4o — 1 = 422 + 3z — 1,
(dz+1)(lz — 1) =42? — 4o + 1z — 1 = 42% — 3o — 1.

Ako bismo razmotrili negativne faktore broja 4, (—2) - (=2), (=1) - (—4) i
(—4) - (=1) izvlacenjem minusa ispred oba binoma u proizvodu, sveli bismo sve
primere na prethodna 3.

U prva dva slucaja ne dobijamo odgovarajuci srednji élan, pa je jedino mo-
guéa poslednja fakrorizacija to jest 4x> —3x — 1 = (4o + 1)(x — 1).

Sada se vracamo na reSavanje polazne jednacine:
(dx+1)-(z—=1)=0
(de+1)=0 i (x—1)=0
r=—1 ili oz =1.

3.6.3 Primena polinoma u dokazivanju Pitagorine teoreme

Jedan od dokaza Pitagorine teoreme potice iz XII veka, od ¢uvenog indijskog
matematicara Bhaskara, koji je sastavio Cetiri podudarna trougla. Hipotenuza
tih trouglova jednaka je stranici ¢, dok duze katete b tih trouglova obrazuju
unutrasnji kvadrat ¢ija je stranica duzine a — b.

c
R v (a-b)+b=a
e a
\ v a-(a-b)=b
"&D | N L
h . a
./"" \ b
«"’-’.- \ N
?=4-1-a-b+(a—b)?
?=2-a-b+a*>—2-a-b+b?
? = a2+ b2
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4 Zakljucak

Imajuéi u vidu da polinomi zauzimaju mnogo veéi prostor za razmatranje,
u ovom radu predstavljeno je njihovo zasnivanje, uvedeni su osnovni pojmovi
algebre. Definisani su i obradeni prsteni polinoma sa svojim bitnim osobinama,
a zatim je izvrSena analiza $kolske nastavu o polinomima (pojam, operacije,
polinomijalni identiteti, faktorizacija, kvadratne jednac¢ine i primene) po sadr-
zaju, obimu, redosledu i metodic¢kom pristupu u poredenju sa sadrzajem koji je
opisan u prvom delu rada.

Posebna paznja posvecéena je Skolskoj nastavi o polinomima, gde je siste-
mati¢no za svaku operaciju nad njima predloZeno nekoliko nacina rada i data
mogucnost izbora metode koja je ¢itaocu najprihvatljivija.Time bi ovaj rad mo-
gao biti koristan u savladavanju pojma polinoma i njegovih osnvnih operacija.
Osvréuéi se na nastavu bitno je omoguéiti ucenicima da predlazu i razvijaju
svoje ideje za reSavanje problema. Potrebno je uraditi §to veéi broj razli¢itih
tipova zadataka i ucenicima predociti nekoliko nacina reSavanja. Iako je ne-
ophodno zapamtiti veliki broj ¢injenica, niposto ne treba insistirati na pukom
usvajanju 8ablona, veé¢ podsticati uCenike na razmisljanje i samostalno donoge-
nje zakljucaka. VaZzno je od samog pocetka podsticati ucenike na induktivno
mi§ljenje, to jest na uopstavanje postupaka iz konkretnih primera.

Prouc¢avanjem polinoma na vi§em nivou, njihovih zakonitosti, njima odgo-
varaju¢ih nejednakosti, postepeno ulazeé¢i u suStinu razli¢itih dokaza, kao i re-
Savanjem problema, svaki u¢enik moze pored stecenog znanja, poneti i iskustvo
koje je svojstveno algebri — saznanje da je ova oblast predivna kompozicija koju
harmonicéno izvodi ¢itav orkestar algebarskih zakonitosti.

Ako napravimo paralelu izmedu prvog i drugog dela rada, mozemo uo¢iti
da je u delu o skolskoj nastavi definisan pojam polinoma, uvedene su vrste
polinoma i osnovne operacije nad njima, a sve to potkrepljeno je primerima.
Stvorena je predstava i osnov o temi kojom se bavimo, na nivou prihvatljivom
uzrastu kome je namenjena. U prvom delu rada, delu o visokoskolskom obra-
zovanju o polinomima, navodimo konkretnije definicije, tvrdenja i teoreme koje
i dokazujemo. Iste pojmove preciznije definiSemo, takodje potkrepljujemo pri-
merima, ali i ilustrujemo njihov dokaz.

U oba dela bavili smo se faktorizacijom polinoma, gde smo u prvom delu
akcenat stavili na Euklidov algoritam, za pronalazenje najvecéeg zajednickog de-
lioca datih polinoma, dok smo u drugom delu vrsili faktorizaciju polinoma na
proste Cinioce, sada stavljaju¢i akcenat na polinome drugog i treceg stepena, jer
se to gradivo obraduje u 8kolskoj nastavi. U prvom delu obradili smo faktori-
zaciju razlike n-tih stepena i zbira n-tih stepena za neparno n, kao i Binomnu
formulu sa njenim dokazom, a u drugom delu smo to radili na ne§to nizem nivou.
Tu smo dali obrasce za polinomijalne identitete - razliku kvadrata, zbir i razliku
kubova, kvadrat binoma. Ilustorvali smo ih i dokazali uz pomo¢ geometrije.
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U delu o 8kolskoj nastavi radeno je nad R i Z, dok je u prvom delu opstije
prikazano i radeno nad K - komutativnim prstenom sa jedinicom. Prsten ko-
eficijenata igra vaznu ulogu i uti¢e na pitanje faktorizacije kao i na nule datog
polinoma. Tako smo u radu mogli primetiti primere koji se ne mogu faktorisati
nad Z i/ili Q, a mogu nad R.

Ako jo§ malo analiziramo paralelizam koji smo istakli u radu, mozemo doci
do zakljucka da postoji analogija sa re§avanjem konstruktivnih zadataka iz geo-
metrije, prolazec¢i kroz sve Cetiri faze konstrukcije. Ono §to se u 8koli radi o
polinomima bi bila analiza, a ono $to se radi na fakultetu su konstrukcija, dokaz
i diskusija. U ovom paralelizmu pitanje jedinstvenosti mozemo poistovetiti sa
cetvrtom fazom konstrukcije, to jest diskusijom.
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