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1 Uvod

Jedna vazna i vrlo primenljiva metoda u kombinatorici su rekurzivne re-
lacije. Rekurzivna relacija je formula pomocu koje se izrazava n-ti ¢lan nekog
niza (an)nen, pomoéu nekoliko prethodnih ¢lanova. Resavajuéi razne kombi-
natorne probleme, primec¢ujemo da se pojedine rekurzivne relacije pojavljuju
veoma cesto. Zbog toga su resenja tih relacija vazni brojevi u kombinatorici
i imaju posebna imena.

U drugom poglavlju ovog rada data je definicija i nekoliko jednostavnih
primera rekurzivnih relacija.

Trece poglavlje sadrzi par primera koji ilustruju kako se rekurzivne relacije
mogu koristiti u resavanju kombinatornih problema, medu njima su podela
ravni pravama i Hanojska kula.

U cetvrtom poglavlju opisan je nacin kojim se resavaju linearne homogene
i nehomogene rekurzivne relacije sa konstantnim koeficijentima.

U petom poglavlju definisana je triangulacija poligona i rekurzivna rela-
cija koja je opisuje.

Sesto poglavlje sadrzi Fibonacijeve brojeve, rekurzivnu relaciju koja ih
opisuje, identitete vezane za ove brojeve i njihovo pojavljivanje u svetu oko
nas.

U sedmom poglavlju data je rekurzivna relacija za Katalanove brojeve, i
primeri u kojima se ti brojevi pojavljuju kao resenja.

Osmo poglavlje sadrzi Stirlingove brojeve prve i druge vrste, rekurzivne
relacije koje zadovoljavaju ti brojevi i zadatke u kojima se oni pojavljuju kao
resenja.

U devetom poglavlju su definisani Belovi brojevi i rekurzivna relacija koju
zadovoljavaju.

Deseto poglavlje opisuje particije broja.



2 O rekurzivnim relacijama

Osnovni zadatak enumerativne kombinatorike je odrediti broj elemenata

svakog skupa iz posmatrane familije konacnih skupova {A, },en,, odnosno,
potrebno je odrediti niz (a,)nen, (gde je a, = |A4,]).
Cesto je prvi korak u resavanju tog problema pronalazenje formule koja opisu-
je vezu izmedu broja a,, i nekoliko njegovih prethodnika a,,_1,a, 2, ..., an_s.
Ako takva formula vaZi za sve n > k, dobili smo rekurzivnu (rekurentnu,)
relaciju kojom smo opisali niz (a,)nen,. Formalno, ako je f:R¥ — R i ako
za sve n € Ng, n > k vazi

an = f(an—b Ap—2, ... Jan—k>

kazemo da je niz (a,)nen, resenje rekurzivne relacije k-tog reda.

Rekurzivne relacije koristimo da odredimo broj svih permutacija skupa
{1,2,...,n}, da prebrojimo sve podskupove skupa {1,2,...,n} sa tacno k
elemenata i u reSavanju mnogih drugih problema.

Primer 2.1. Faktorijel broja n, u oznaci n!, definiSemo kao proizvod prvih
n prirodnih brojeva, tj. n!=1-2-...-n (uzima se da je 0! = 1). Posmatrajmo
niz faktorijela, a, = n!

or, 11,21 3.

Ovaj niz zadovoljava rekurzivnu relaciju
Ap =N Ap—1,

za n > 1. Mozemo i obratno, ako imamo ovu relaciju i pocetni uslov ag = 1
da nademo sve ¢lanove niza ponavljaju¢i postupak iteracije:

an:n'an—lzn'(n—l)'Cbn_zzn'(n—l)-(n—2)~an_3:,,,

=n-(n—-1)-Mn—-2)-..-2-1-a9=nl



Primer 2.2. Broj k-toclanih podskupova. Broj svih k-toc¢lanih podskupova
skupa od n elemenata je

nn—1)-...-(n—k+2)(n—k+1) n!

k(k—1)-...-3-2-1 T K (n—k)
Dokaz. Neka je S proizvoljan skup sa n elemenata. Skup svih k-toc¢lanih pod-
skupova od S oznac¢imo sa (*2) Kako svi n-to¢lani skupovi imaju isti broj
k-toclanih podskupova, taj broj oznac¢imo sa

(1) =()=1)]-

Prazan skup je jedini podskup od S koji ima 0 elemenata, a celi skup S

je jedini podskup sa n elemenata. Zato je (8) =1=(").

Da bismo odredili broj (Z) za svaki k, posmatrajmo skup

P={(z,A): A€ <i>,xeA}.

Broj elemenata u skupu P prebrojimo na dva nacina:

« Ako prvo odaberemo x € S (to moZemo uraditi na n nacina), skup A
koji sadrzi x treba dopuniti sa £k — 1 elementom od n — 1 preostalih iz

S\{z}. To mozemo uraditi na (Zj) nacin.

n

k) nacina. Sada, jedan

e Ako prvo biramo skup A, to mozemo uraditi na (
element x € A mozemo odabrati na k nacina.

o3 21) = 1e=1(3),

pa vazi sledec¢a rekurzivna relacija:

(1) =5(0)

Ako ovu relaciju primenimo k puta, dobijamo da je:

() =" e () =

Tako smo dobili da je




3 Primeri rekurzivnih relacija

Sa nekoliko primera ilustrovac¢emo kako se rekurzivne relacije mogu kori-
stiti u resavanju kombinatornih problema.
One su korisne i u zadacima iz kombinatorne geometrije. Evo jednog od naj-
jednostavnijih primera.

Primer 3.1. Na koliko oblasti n (n > 0) komplanarnih pravih u “opstem
polozaju” dele ravan kojoj pripadaju? Napomenimo da se pod “opstim po-
lozajem” pravih podrazumeva da medu njima nema paralelnih i nikoje tri
prave se ne seku u istoj tacki.

Resenje. Oznacimo sa a, broj oblasti na koje n pravih u “opstem polozaju”
dele ravan. Jasno je da kad nema nijedne prave, cela ravan ¢ini jednu oblast,
a da jedna prava deli ravan na dve oblasti.

D2

p1 D1 D1

Slika 1: Podela ravni sa jednom, dve i tri prave

Prema tome, uze¢emo da je ag = 11 a; = 2. Isto tako jasno je da je as =4 i
az =7 (slika 1).

Primec¢ujemo da kada dodamo pravu ps ona deli pravu p; na dve poluprave,
a svaka od ovih polupravih deli svaku od dve postojece oblasti na dva dela
(dobijamo Cetiri oblasti, odnosno dve nove oblasti), tako da je ay = a; + 2.
Vidimo da kad se doda prava p3 ona seCe dve postojece prave u razli¢itim
tackama (jer sve prave moraju biti u “opstem polozaju”) tako da je prava
p3 podeljena ovim presecnim tackama na tri dela i svaki od ovih delova deli
neku od postojec¢ih oblasti na dve nove oblasti. To znaci da nova prava dodaje
tri nove oblasti (sa slike 1 to su oblasti 5, 6 1 7), Sto znaci da je az = as + 3.



Uopsteno, pretpostavimo da imamo n — 1 pravu u “opStem polozaju” i da
one dele ravan na a,,_; oblasti.

Pn—1

77 N

Slika 2: Podela ravni sa n pravih

Dodavanjem jos jedne, n-te prave, ta dodata prava ima n — 1 preseénu tacku
sa postojeéim pravim, i na taj na¢in je podeljena na n delova (slika 2). Kako
svaki od tih delova deli postojecu oblast u kojoj se nalazi na dva dela, dobili
smo n novih oblasti.

Ukupno, a, = a,_1+n, ag=1,a1 = 2.
Ispisujuéi rekurzivnu relaciju a,, = a,,_1+n redom zan,n—1,n—2, ..., imamo:
Qp = Op=T + N

Op=T = Q=g+ 1 — 1
Op=g = Q=g + 1 — 2

+
95 =05+3
95 = 91 +2
gff: ag + 1



Zmajudi da je ag = 1,a; = 2 , izjednacujuci zbir levih i desnih strana, dobi-
jamo da je

nn+1) n’4+n+2
a,=1+14+2+...4+n)=1+ ( ): :

2 2

Za postupak iteracije koji smo upravo pomenuli koristi se i termin tele-
skopirange. o
Primer 3.2. Permutacija a;as . . . a, skupa {1,2, ..., n} naziva se deranzman
ako je a; #izasvei=1,2,... n.
Oznacimo sa D,, broj deranzmana skupa {1,2,...,n}.
Neka je

aias . ..ay

deranzman skupa {1,2,...,n}, gde je n > 2. Mesto a; u ajasy...a, moze

zauzeti bilo koji od gornjih brojeva izuzev broja 1, pa ima n — 1 moguc¢nosti
za popunu prvog mesta. Neka je a; = k (k # 1).Tada postoje dve vrste
deranzmana: Oni kod kojih je a; = 11 oni kod kojih je ax # 1. Ako je a = 1,
onda ostaje n — 2 elementa od kojih treba napraviti deranzmane, a takvih
ima D, _,.

Ako je ap # 1, onda treba permutovati elemente 1,2, ....k—1,k+1,...,n tako
da je ap # 1 i nijedan od ostalih elemenata nije na svom mestu. k-to mesto
mozemo za trenutak smatrati da je prirodno mesto elementa 1, pa je jasno
da je re¢ o broju deranzmana od n — 1 elemenata, a taj broj je D,,_1.

Dosli smo do rekurzivne relacije za deranzmane

D, = (n - 1)(Dn—1 + Dn—2)
uz pocetne uslove Dy =11 D3 = 2.
Koriste¢i ovu relaciju indukcijom se dokazuje da je

1 1 1
| n
D,=n!(1 T + o et (=1) n!).



Primer 3.3. Zagonetka poznata pod imenom Hanojska kula pominje se prvi
put 1883. godine. Sastoji se u slede¢em: na jedan Stap nanizano je n diskova
razlicite veli¢ine, tako da je prvi odozdo najveci, a svaki sledec¢i je manji od
onog ispod njega. Na raspolaganju su nam jo$ dva Stapa (slika 3).

A B C

Slika 3: Hanojska kula

Treba da premestimo sve diskove sa Stapa A na stap C, pri tome mozemo
koristiti i stap B. Jedan korak sastoji se u premestanju jednog diska sa jednog
stapa na neki drugi. Pri tome ni u jednom trenutku, ni na jednom stapu ne
sme da se nade vedi disk iznad manjeg. Sa koliko najmanje koraka mozemo
ostvariti premestanje svih diskova?

Resenje. Oznacimo trazeni minimalan broj koraka sa h,,. O¢igledno je hy =1
i hy = 3. Da bismo premestili najve¢i disk sa stapa A na stap C', moramo
prethodno sloziti Hanojsku kulu od preostalih n — 1 diskova na stap B, ko-
riste¢i pri tome stap C'. Minimalan broj koraka potrebnih za to premestanje
je h,_1. Posle toga potreban je jedan korak za premestanje najveceg diska
na stap C i najmanje h,_; koraka za premestanje n — 1 diskova sa Stapa B
na stap C, koriste¢i stap A. Trazeni broj zadovoljava rekurzivnu relaciju

hn - 2hn71 + 1.

Ispisimo rekurzivnu relaciju redom za n,n — 1,n — 2,... i pomnozimo redom
sa1,2,...,2"2 271 imamo da je:

Py = 2hp_g +1/-2
Ppo = 2hp_5 +1/.22

hg = 2hy +1/-273
hy = 2hy +1/-272
hy =1/-2n1

9



Teleskopirajuci dobijamo da je
hp=14+2+224 . 4203 pon2pon-l_on_ 1
o

Zanimljivost: Poznati matematic¢ar i popularizator matematike Rouz Bol!
u svojoj knjizi Mathematicall Recreations and Essays navodi legendu, prema
kojoj je Bog pri stvaranju sveta, postavio u jednom hramu u Benaresu Hanoj-
sku kulu sa 64 zlatna diska, a kaluderi su istog trenutka poceli da premestaju
diskove, prema pravilima koje smo gore naveli. Prema legendi, zavrSetak pre-
mestanja znacice i kraj sveta, koji ¢e u istom trenutku iSc¢eznuti, uz strasnu
grmljavinu i ostalu scenografiju primerenu tom dogadaju.

Na osnovu gore izvedene opste formule, broj prebacivanja zlatnih diskova u
hramu u Benaresu je 264 — 1 = 18446 744 073709 551 615 s = 585 000 000 000
godina.

Sledeca slika prikazuje korake koji su potrebni za premestanje tri diska sa
stapa A na stap C.

-

C

!

‘ L
‘ |

=
e p—

Slika 4: Premestanje tri diska sa stapa A na stap C

"'Walter William Rouse Ball (1850-1925) - britanski matematic¢ar i pravnik
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4 Linearne rekurzivne relacije sa konstant-
nim koeficijentima

Nazalost, ne postoji algoritam koji opisuje kako se resava proizvoljna re-
kurzivna relacija. Postoje rekurzivne relacije koje uopste nije moguce resiti,
odnosno, nije moguce naci eksplicitnu formulu za n-ti clan posmatranog niza.

4.1 Linearne homogene rekurzivne relacije sa konstant-
nim koeficijentima

Pokazacemo da za jednu klasu rekurzivnih relacija postoji jednostavan
algoritam kojim se dobijaju sva resenja tih relacija.

Definicija 4.1. Linearna homogena rekurzivna relacija k-tog reda sa
konstantnim koeficijentima je relacija oblika

Uy = C1Up_1 + Colp_o + ... + CLp_p, (4.1)

gde je n > k, konstante ci, ¢s, ..., ¢ su realni brojevi? i vazi ¢, # 0, jer se u
suprotnom (4.1) svodi na rekurzivnu relaciju nizeg reda.

Napomena 4.1. Objasni¢emo zasto se ovakve rekurzivne relacije nazivaju
ovako “jednostavno”.

a) Re¢ linearna znaéi da se u relaciji (4.1) pojavljuju samo prvi stepeni bro-
jeva a,. Ne pojavljuju se stepeni a* za k > 1, niti proizvodi a,a,,. Posledica
linearnosti je ¢injenica:

Ako su nizovi (an)nen, 1 (@),)nen, reSenja relacije (4.1), tada je i niz
(an + al)nen, resenje te relacije.

b) Re¢ homogena u imenu znaci da za relaciju vazi:
Ako je niz (a,)nen, resenje relacije (4.1), tada je za sve A € R i niz (Aay, )nen,

takode resenje te relacije.

c) Kazemo da je relacija (4.1) rekurzivna relacija k-tog reda zato Sto je, za

2U svim primerima koje budemo posmatrali koeficijenti su realni brojevi. Ovakve rela-
cije u kojima su koeficijenti kompleksni resavaju se na slican nacin.

11



sve n > k, clan a,, odreden vrednostima k prethodnih ¢lanova.

d) Koeficijenti uz a,_1,a,_2,...,a,_; u relaciji (4.1) su realni brojevi, da-
kle konstante koje ne zavise od n.

Napomena 4.2. Ako su dva niza (a,)nen, 1 (bn)nen, resenja relacije (4.1)
iakozasve:=0,1,2,...,k—1 vazi a; = b; tada su ti nizovi jednaki. Dva
resenja relacije (4.1) koja se podudaraju na prvih k£ mesta su jednaka.

Sada ¢emo opisati kako se mogu odrediti sva resenja relacije (4.1).

Napomena 4.3. Pretpostavimo da je resenje te relacije niz oblika a,, = ",

za sve n € Ny. Uvrstavanjem a,, = o™ u (4.1) dobijamo

a” ="t e 4+ cka"’k/: a"k
k k—1 k—2
o’ = o + v + ...+ cg,
zakljucujemo da je broj «a resenje jednacine
o — et — et — L — ez — = 0. (4.2)

Jednacina (4.2) se naziva karakteristicna jednacina polazne rekurzivne rela-
cije (4.1). To je jednalina k-tog stepena, koja ima k korena. Za te korene
kazemo da su karakteristicni koreni rekurzivne relacije (4.1). Ti koreni ne
moraju svi biti razli¢iti, ali su svi razli¢iti od nule (jer je ¢x # 0).

Primetimo da vazi i obrnuto:

Ako je A resenje karaktristicne jednacine, tada je niz (A"),en, resenje jed-
nacine (4.1).

Ako su A i p resenja jednacine (4.2), na osnovu a) i b) iz napomene 4.1,
mozemo zaklju¢iti da je i niz (a,)pen, definisan sa a, = A- X"+ B - u"
reSenje® polazne rekurzivne relacije (4.1).

Slucajeve kad su koreni razli¢iti i kada medu njima ima jednakih razma-
tra¢emo odvojeno.

3Niz (an)nen, je linearna kombinacija resenja (A")nen, 1 (1™ )nen, -

12



4.1.1 Razliciti koreni

Teorema 4.1. Neka je data homogena linearna rekurzivna relacija sa kon-
stantnim koeficijentima

Ap = C10p—1 + C20p—2 + ... + CpQp_g

i neka je
k k-1 k—2

Tt =t —cxt T — ... —¢c, =0

njena karakteristicna jednacina. Ako ta jednacina ima k razlicitih korena
a1, Qo, ..., g, sva resenja date rekurzivne relacije su oblika:

a, =Cr-af +Cy-ay + ...+ Cy - ay. (4.3)
Dokaz. Ve¢ smo u napomeni 4.3 pokazali da su nizovi dati sa

_n k) _ n
—052,...,CL£L)—Oék,

i sve njihove linearne kombinacije C4 - af + Cy - o + ... + C} - o} resenja
posmatrane rekurzivne relacije.

Pokazimo jos da su bas sva resenja posmatrane rekurzivne relacije tog
oblika. Neka je niz (f,,)nen, proizvoljno resenje, tj. za sve n € N,n > k vazi

fn = len—l + C2fn—2 + -+ Ckfn—k‘
Mi trazimo koeficijente A1, Ao, ..., Ay tako da za sve n € Ny vazi
fnz)\la?+)\2ag++)\ka2

Uslov da se f, i A1 - af + Ao - af + ...+ X\ - af podudaraju za n =
0,1,2,...,k — 1 se moze zapisati kao sistem linearnih jednacina:

A + Ao Tt M = £,
)\1'@1 +)\2-a2 +—|—)\kak :fl
)\1'@% —|—)\2'Oé% ++)\in :f2 (*>

k—1 k—1 k—1
)\1'&1 +)\2-a2 —|——|—>\k0ék, :fk—l
Realni brojevi A\q, Ag, ..., A\x koje trazimo su resenja ovog sistema jednacina.

13



Sistem (*) ¢e imati jedinstveno reSenje akko D # 0. Determinanta ovog si-
stema je dobro poznata Vandermondova determinanta.

1 1 - 1
831 Q2 Qg
az a2 PR &2
D=| X 2 k= ] (a5 — ).
- : : : 1<i<j<k
-1 k=1 -1
a7y oy

Kako su sva resenja karakteristicne jednacine razlic¢ita vazi D # 0, pa po-
smatrani sistem jednacina ima jedinstvena resenja A\, Ao, ..., Ax.

Zbog toga su (fn)nen, 1 (A1 - Qf + Ao - af 4+ ... + Ak - af )nen, dva resenja
posmatrane rekurzivne relacije, koja se podudaraju za n = 0,1, ...,k — 1.
Na osnovu napomene 4.2 zakljucujemo da je

fa=A-al+X-af+...+ M-y

za sve n € N.

Zadatak 4.1. Resiti rekurzivnu relaciju
Gpio — 4ap1 + 3a, =0

ako je
ap = ].,CLQ =1.

Resenje. Karakteristicna jednacina ove rekurzivne relacije je
2 _
=4 +3=0

4+ V1612

X1,2

2
4+ 2
xl,zzT
4 —2 442
xlszl,xQZT:&

14



a karakteristi¢ni koreni su 71 = 1,29 = 3, pa na osnovu teoreme 4.1 reSenje
trazimo u obliku
an201+02‘3n.

Na osnovu datih pocetnih uslova formiramo sistem jednacina
ap = Cl + CQ . 31
a9 — Cl + CQ . 32
C14+3C, =1/-(-1) }+

Chi+9C, =7
Ci+3C, =1
6Cs =6
Ci+3C, =1
Cy=1
Ci+3=1=0C=-2
Cy=1
Resavanjem sistema dobijamo konstante: C; = —2,Cy = 1. Prema tome,
trazeno resenje je
a, = —2+ 3"

Zadatak 4.2. Glavni kuvar u studentskoj menzi pravi meni za rucak za
naredih n dana. Svakog dana za rucak su u ponudi dva jela sa sledece liste:
pasulj, paprikas, slatki kupus i riba sa krompir-salatom. Pasulj je uvek na
meniju dva dana uzastopno, a paprikas i slatki kupus nisu nikada istog dana
na meniju. Na koliko nacina je moguce organizovati meni?

Resenje. Oznacimo sa a,, broj nac¢ina da se organizuje meni za n dana. Ana-
lizu vrsimo po meniju za prvi dan:

o Ako je prvog dana na meniju pasulj, onda je on na meniju i drugog
dana, a za drugo jelo imamo za svaki dan po 3 moguénosti. Meni za
preostalih n —2 dana moze se organizovati na a,,_, nacina, pa je u ovom
slu¢aju ukupan broj nacina jednak 3-3-a,_2 =9 a,_s.

15



o Ako prvog dana nema pasulja na meniju, moguénosti su: paprikas i
riba sa krompir—salatom ili slatki kupus i riba sa krompir—salatom, za
ptreostalih n — 1 dana organizujemo meni na a,_; nacina, odnosno, na
ukupno 2a,,_; nacina.

Ovim putem dobijamo rekurzivnu relaciju
ap = 201 + gan727

uz pocetne uslove ay = 11ia; = 2. Karakteristi¢na jednacina je 22—22—9 = 0,
njena resenja su r; = 1 + 101 29 = 1 — /10, a opste resenje rekurzivne

relacije je
=A-(14+V10)" + B - (1 —+10)".

Iz pocetnih uslova dobijamo

\/_+1 \/_0 1 n

Zadatak 4.3. U redu pred studentskom sluzbom stoje studenti, studentkinje
i kuéni ljubimci. Za red ¢emo reci da je podnosijiv ako u njemu ne stoje dve
studentkinje jedna do druge (jer ako se dve studentkinje nadu jedna do druge
u redu, odmah pocinju da pricaju). Koliko ima podnosljivih redova duzine
n?

Resenje. Ako studente oznac¢imo slovom a, studentkinje slovom b i kuéne
ljubimce slovom ¢, zadatak se svodi na problem prebrojavanja svih reci duzine
n nad azbukom {a, b, ¢} u kojima se ne pojavljuje podreé¢ bb. Takve reci cemo
isto nazivati podnosljivim.

Oznacimo broj svih podnosljivih rec¢i duzine n sa a,,. U zavisnosti od pocetnog
slova reci, razlikujemo sledece slucajeve:

» RecC pocinje slovom a. Tada je ostatak reci podnosljiva re¢ duzine n — 1.
Takvih ima a,,_1.

« ReC pocinje slovom b. Tada je sledece slovo ili a ili ¢, a ostatak reci
podnosljiva re¢ duzine n — 2. Takvih ima 2a,,_s.
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o Rec pocinje slovom c. Tada je ostatak reci podnosljiva re¢ duzine n — 1.
Takvih ima a,,_.

Primenom principa zbira* dobijamo rekurzivnu relaciju
Up = 201 + 20,2,

uz pocetne uslove ay = 11ia; = 3. Karakteristicna jednacina je 22 —2z—2 = 0,
njena redenja su z; = 1 + /3, 25 = 1 — /3, opste resenje rekurzivne relacije
je

a, = A(1+v3)"+ B(1 —v3)".

Iz pocetnih uslova dobijamo

2443

=5 (1+V3)" — (1—V3)"

2V/3

Zadatak 4.4. Pravougaonik veli¢ine 2 x n izdeljen je na 2n jedini¢nih kva-
dratica. Raspolazemo sa dovoljnim brojem domina pravougaonog oblika ve-
licine 2 x 11 2 x 2. Na koliko nac¢ina se ceo pravougaonik 2 x n moze prekriti
sa ovim dominama?

Resenje. Neka je a,, broj nac¢ina da se pravougaonik 2 x n poploca na opisani
nac¢in. Na osnovu toga kako je postavljena prva domina na pocetku ploce,
razlikujemo sledeca tri slucaja:

1. Prva domina je veli¢ine 2 x 1 i postavljena je vertikalno. Ostatak ploce
se tada moze poplocati na a,_; nacina.

2. Prva domina je velicine 2 x 1 i postavljena je horizontalno. Tada sledeca
mora biti isto postavljena horizontalno ispod nje, a ostatak ploce se
tada moze poplocati na a,_» nacina.

3. Prva domina je veli¢ine 2 x 2. Ostatak ploce se tada moze poplocati na
an,—9o nacina.

4Princip zbira: Ako su A i B disjunktni konac¢ni skupovi, tada je |A U B|= |A|+|B].
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Slika 5: Poploc¢avanje dominama

Primenom principa zbira dobijamo rekurzivnu relaciju
Ap = Qp-1 + 2an727
uz pocetne uslove a; =11 ay = 3.
K kt.t.v .d Ve . 2_ _2:() . v . :_1.
arakteristi¢cna jednacina je x° — x , a njena resenja su x i
To = 2, a opste resenje rekurzivne relacije je

ap=A-(—1)" + B - 2"

Iz pocetnih uslova dobijamo
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4.1.2 VisSestruki koreni

Sada ¢emo opisati resenja homogene linearne rekurzivne relacije kada se
u njenoj karakteristi¢noj jednac¢ini pojave visestruki koreni.

Definicija 4.2. Broj a je nula polinoma f(x) viSestrukosti (multipliciteta)
m ako je f(a) = f'(a) =...= f0»V(a) =0, a f™(a) # 0.

Teorema 4.2. Neka je data homogena linearna rekurzivna relacija sa kon-
stantnim koeficijentima

(p = C1Gp—1 + C2Qp—2 + ... + CkAp—_y,

i neka je
k k—2

T —clxk’l—ch’ —...—c, =0

njena karakteristicna jednacina. Ako ta jednacina ima r razlicitih korena
a1, Qa, ..., ., 1 ako je v; visestrukost korena «;, tada korenu oy odgovara v;
resenja

2 vi—1 an

n n n
O_/Z»,TL'O./Z-,’NJ 'O[i,...,’n 3

Sva resenja date rekurzivne relacije su oblika:

~1 -1
Ciiof +Cignal + ...+ Cipyn” ol +...+Crioy + ...+ Cpp,n” .

r

Skica dokaza. Kao i u slucaju kada su koreni karakteristi¢ne jednacine raz-

liciti (teorema 4.1), prvo ¢emo pokazati da su za sve i = 1,2,3,...,7 1 za
sve m =0,1,2,...,v; — 1 nizovi (n™a),en, reSenja posmatrane rekurzivne
relacije.

Neka je o; nula polinoma P(z) = aF—ciaf T —cqnk2—. . —¢4 visestrukosti

v; > 1. Tada je a; takode resenje jednacina P'(x) = 0 i 2P'(z) = 0. Sa-
da mozemo primetiti da je (nal"),en, reSenje date relacije. Na slican nacin
racunamo i dalje.

k—2

Neka je m prirodan broj manji od v;. Ako m puta naizmeni¢no u P(z) =0
izracunamo izvod pa pomnozimo sa x dobi¢emo da je «; resenje jednacine

Kb — e (b — 12" —cp(k —2)ma" 2 — .~ 02™0? — 1z = 0.
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Tako smo pokazalidasuzai=1,2,...,rim=0,1,2,...,v; — 1 svi nizovi
(n™al)nen, zaista resenje posmatrane rekurzivne relacije.

Skup svih resenja relacije koju posmatramo je potprostor dimenzije k.
Da bismo dokazali teoremu, dovoljno je jos pokazati da su sva posmatrana
resenja linearno nezavisna.

Ako su svi razliciti koreni karakteristicne jednacine aq, o, . . ., o, razli¢iti
po modulu, tada resenja (n™a),en, rastu “razli¢itim brzinama” pa nije
moguce da neko od tih resenja bude linearna kombinacija ostalih.

Ukoliko medu aq, as, ..., a, postoje brojevi istog modula, tada moramo
imitirati dokaz teoreme 4.1.

Nazalost, determinanta koja se posmatra da bi pokazali linearnu nezavisnost
uocenih resenja je dosta komplikovanija nego u teoremi 4.1:

1 0 e 0 e 1 0 - 0

o1 o o o Qo Qy

oz% 204% e 2”1_10z% e a% 204% e 2”’“_104%
o (k= Dol o (k- 1nTad s afT (k- Daf o (k- 1)l

Ta determinanta je jedno od uopstenja Vandermondove determinante .
Nas cilj je da dokazemo da je i ta determinanta razli¢ita od nule.

Pretpostavimo da je a; koren visestrukosti vece od jedan. Izvlacedéi aq
iz odgovaraju¢ih kolona, elementarnim operacijama na kolonama, i pona-
vljanjem tog postupka v; — 1 put, dobi¢emo da je blok koji odgovara a; u
posmatranoj determinanti oblika

1 0 0 0
aq 1 0 0
ol 20 1 0
ol 3a? 30 0

o™t (o = Doy (M) L
k—1 k—2 k—1 k—3 k—1 k—

al (k - 1)0{1 ( 2 )al A <U1—1) al m

5Ako je v; = vy = --- = v, = 1 dobija se obi¢na Vandermondova determinanta.

20




[z posmatrane determinante smo izvukli 2!3!--- (v; — 2)! Pl

Ako isti postupak primenimo na sve korene «; visestrukosti vece od jedan,
jos nam je preostalo da izracunamo determinantu Dy, 41 00000000, :

1 0 e 0 . 1 0
o 1 0 Q. 1
ol 20 e 0 R 20,
a8t (v = 1a . 1 sl (v = 1)anr?
k— k— k=1\ k— - _
of !t (k=1 - (,,1_1)041 oot (k=1
Sada redom, za svet =n—1,n—2,...,1, pomnozimo ¢-tu vrstu determi-

nante Do, vy:a0,09:...000. S& @1 1 dodamo je vrsti ispod nje. Posle odgovarajuc¢ih
operacija na kolonama, dobijamo da je

r

v
— I | R i .
Dal:U1§a2:U2§~--§ar7’U7‘ (aj 051) DOél,vl*l;Oéz,vz;m;ar,vr'
Jj=2

Ako ovu relaciju primenimo potreban broj puta na sve «; viSestrukosti vece
od jedan, problem se svodi na racunanje obicne Vandermondove determinan-
te.

Tako smo dobili da je determinanta sistema proizvod nekog broja raz-
licitog od nule i

Dakle, determinanta koja nas zanima nije nula, pa se i u ovom slucaju sva
reSenja posmatrane rekurzivne relacije mogu dobiti kao linearna kombinacija
resenja koja odgovaraju korenima karakteristicne jednacine.

[]
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Zadatak 4.5. Resiti rekurzivnu relaciju
U3 = Dpyo — Bapy1 + 4ay,
uz pocetne uslove ag = 5,a; = 1, ay = 23.
Resenje. Karakteristi¢na jednacina je
3 — 52 +8xr —4 =0,

a njena resenja su xy = 1,1y = x3 = 2.

Na osnovu teoreme 4.2 resenje rekurzivne relacije trazimo u obliku

an201+022"+n032”

Koeficijente C7,Cy i C3 dobi¢emo iz pocetnih uslova, kao resenje sistema
jednacina:

Cl+02 =5
Ci+20,+2C5 =1
Cy +4Cy +8C5 = 23

Ta resenja su

O, = 39,0y = —34,Cy = 15,

pa je reSenje date rekurzivne relacije

an, =39 —34-2" 4+ 15n - 2".

Zadatak 4.6. Izracunati vrednost determinante reda n

00 -5 0 0 -~ 0 O
-5 10 =5 0 0 0
o -5 10 -5 --- 0 0
D,=10 0 =5 10 0 O
o o0 o --- =5 10 -5
o o0 o --- 0 =5 10
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Resenje. Datu determinantu razvijemo prvo po elementima prve vrste, a za-

tim po elementima prve kolone

10 -5 0 0 0 0 o s o 0
5 10 -5 0 0 0
5 10 -5 0 0
0 -5 10 =5 --- 0 0 A N
Dn: 0 0 -5 10 --- 0 0 :10‘(_1)14-1 . ‘ ’
0 0 0 -~ =5 10 -5 88 —05};);3
0 0 0 -+ 0 =5 10
Dy 1
5 =5 0 0 0 5 -5 0 0
0 10 -5 0 0 0 10 -5 0
|0 =5 10 0 0 0 -5 10 0
+(=5)(=1)"" . .| =10D, 145 ,
0 0 -+ —5 10 -5 0 0 - —5 10
0 0 - 0 =5 10 0 0 -+ 0 =5
10 =5 -~ 0 0
5 10 -~ 0 0
= 10D, 1 +5(=5) (=) - . ¢ 1| =10D, 1 —25D, 5
0 - =5 10 -5
0 -~ 0 —5 10
Dyp—2

Dobili smo rekurzivnu relaciju D,, = 10D,y — 25D,,_5 (D,,—1 i D, pred-
stavljaju determinante istog oblika samo manjih redova n—1 i n —2). Odgo-
varajuc¢a karakteristicna jednacina je 22 — 10z + 25 = 0, ona ima dvostruko

realno resenje x1 = x9 = 5, pa je opste reSenje

Dn:Cl5"+C’2n5n
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Nepoznate konstante C i Cy trazimo iz pocetnih uslova: D; = 10, Dy =

10 -5
’_5 10‘ =100 — 25 = 75.

25C, + 500, = 75

5C) + 5Cy = 10/-(=5) }+

5C) + 5Cy = 10
250, = 25, tj.Cy = 1
5C, +5 =10, tj.Cy = 1

Odatle imamo da je
D,, =5"(1+n).

4.2 Linearne nehomogene rekurzivne relacije sa kon-
stantnim koeficijentima

Definicija 4.3. Neka je f:N — R proizvoljna funkcija. Nehomogena li-
nearna rekurzivna relacija k-tog reda je relacija oblika

Ap = C1ap_1 + C2Gp_2 + ... + Cran_i + f(n), (4.4)
gde je n > k, konstante ¢, co, ..., ¢ su realni brojevi i vazi ¢, # 0 .

Primetimo da izostavljanjem f(n) iz relacije (4.4) dobijamo homogenu
linearnu relaciju.

Napomena 4.4. Ako su nizovi (b, )nen, 1 (8], )nen, resenja relacije (4.4), tada
je niz (b, — b, )nen, resenje odgovarajuée homogene rekurzivne relacije

Gy = CLp—1 + Cop—9 + ... + CLAp_k. (4.5)
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Dakle, svaka dva resenja polazne rekurzivne relacije (4.4) se razlikuju
za neko resenje homogene relacije (4.5). Zato je svako resenje posmatrane
nehomogene relacije (4.4) oblika

H P
an, = a, +a,,

gde je a¥ regenje odgovarajuée homogene rekurzivne relacije (4.5), a a?’ jedno
(partikularno) resenje polazne nehomogene relacije.

Sva resenja linearne nehomogene rekurzivne relacije dobijamo tako sto:
« Nademo sva resenja odgovarajuée homogene relacije (4.5).

« Nademo jedno (partikularno) resenje nehomogene relacije (4.4).

« Sva reSenja traZene relacije su oblika a, = a + af.

Linearnu rekurzivnu relaciju (4.5) znamo da resimo, jedini problem je kako
da “pogodimo” jedno resenje relacije (4.4).

Ideja je da partikularno reSenje trazimo u obliku u kojem je i funkcija
f(n) koja “kvari” homogenost. U tabeli je “spisak” partikularnih resenja za
neke tipove funkcije f.

f(n) pretpostavljeno partikularno resenje al
const A
c-n+r A-n+ B
cn . ternta Ap-nf+ .+ A -n+ A
c" A

Slika 6: Partikularna resenja za neke tipove funkcije f

Nepoznate koeficijente u pretpostavljenom partikularnom resenju al’” odre-
di¢emo iz uslova da je to jedno resenje relacije (4.4).
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Zadatak 4.7. Resiti nehomogenu linearnu rekurzivnu relaciju:
hy =2h, 1+ 1, hy=0.
Resenje. Opste resenje mozemo predstaviti kao
hn = byl + B,
pri ¢emu je hfl opste reSenje rekurzivne relacije
hy — 2h, 1 =0,

dok je h!’ partikularno resenje koje odgovara nehomogenom delu.
Pomocu karakteristicne jednacine x — 2 = 0, ¢ije je reSenje x = 2, dobijamo

R = A. 2™

Partikularno refenje je oblika hf = B. Uvr§tavanjem ovog resenja u datu
rekurzivnu relaciju dobijamo da je B = —1, pa je

h,=A-2"—1.

Iz pocetnih uslova odredujemo A, znamo da je hg = 0,

hg=A-2"-1
0=A-1-1
A=1,
iz toga sledi da je
h, =2"—1.
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5 Broj triangulacija konveksnog poligona

Triangulacija poligona je istorijski veoma star problem. Pri odredivanju
svih triangulacija poligona mora biti razmotren i oblik poligona. Ovo ¢ini
problem izra¢unavanja veoma teskim. Problem moze biti smanjen tako sto
se ograni¢avamo na proracune vezane za konveksne poligone. Za konveksne
poligone sve dijagonale su unutrasnje dijagonale. U ovom slucaju broj trian-
gulacija konveksnog poligona je nezavisan od oblika i moze biti jedinstveno
okarakterisan brojem temena n.

Neka je P, = AjAy--- A, konveksan n-tougao u ravni. Triangulacija

bez dodatnih temena tog n-tougla je podela P, na trouglove pomoc¢u
dijagonala, tako da za svaka dva trougla u toj podeli vazi

o ili su disjunktni,
e ili imaju samo jedno zajednicko teme,

e ili dele jednu zajednic¢ku ivicu.

A triangulacija trougla

triangulacije Cetvorougla

triangulacije
petougla

Slika 7: Triangulacije trougla, ¢etvorougla i petougla

Sa T,, ozna¢imo broj takvih triangulacija u n-touglu. Lako je izbrojati da je
T3 - 1,T4 - 2,T5 =D.
Po dogovoru se uzima da je 7Ty =01 7T, = 1.
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Sada ¢emo opisati rekurzivnu relaciju koju zadovoljavaju brojevi T;,.
Teorema 5.1. Ako je T,,(n > 3) broj triangulacija oznacenog konveksnog
n-tougla, tada je:

T,=T, 1+ 13T, o+ ...+ T, oI35+ T, 4.

Dokaz. Neka je P, = AjAy... A, konveksan n-tougao. Svaka stranica n-
tougla se nalazi u tatno jednom trouglu triangulacije (ne moze biti u dva
trougla, jer bi se dijagonale presekle).

Slika 8: “Razbijanje” n-tougla na trougao i dva manja mnogougla

Fiksiramo stranicu A;A,,, pa brojimo triangulacije u kojima ucestvuje svaki
od trouglova podignutih nad tom stranicom. Ako ta stranica lezi u AA; A; A,
1 =2,...,n— 1, onda smo “razbili” P, na taj trougao i dva nova mnogou-
gla. Dalja triangulacija se svodi na dve nezavisne triangulacije P; koji ima T;
triangulacija i P,_;11 koji ima T,,_;,; triangulacija. Dakle, AA; A; A, se poja-
vljuje u tacno T;7;,_;.+, triangulacija. Kako svaka stranica uc¢estvuje u ta¢no
jednom trouglu triangulacije i u svakoj triangulaciji ucestvuje ta¢no jedan od

ANA1AA,, 1 =2,...,n— 1, prema principu zbira imamo da je ukupan broj
triangulacija
n—1
To=> TThiv1 =TTy o1+ T3T0 541+ ... + TnoTn(n-2)+1
=2

+ T Ty =T+ T3 o+ .+ T T3+ T 1T
=T+ 13T o+ ...+ T T3+ T, 1.
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Lema 5.1. U svakoj triangulaciji konveksnog n-tougla nastaje n—2 trouglova.

Dokaz. Neka je t, broj trouglova u triangulaciji n-tougla P,.

Slika 9: Triangulacija Sestougla

t, - 180° = zbir uglova P,
=(n—2)-180°

Kada izrazimo t, iz prethodne jednakosti, dobijamo da je t, = n — 2.

Lema 5.2. U svakoj triangulaciji konveksnog n-tougla ucestvuje n — 3 dija-
gonala.

Dokaz. Fiksirajmo triangulaciju T n-tougla P,. Prema lemi 5.1 u njoj uc¢estvuje
n — 2 trouglova. Neka je k broj dijagonala P, koje ucestvuju u triangulaciji
T i neka su to dijagonale dy, - - -, dp.

Svaka stranica P, se nalazi u tacno jednom trouglu iz T’ (5.1)
Svaka od dijagonala dy, - - -, d}, je u tacno dva trougla iz T (5.2)

Iz (5.1) i (5.2) imamo da je ukupan broj stranica trouglova koji ucestvuju u
T jednak (n —2) -3 =n + 2k (svaka stranica je brojana po jednom za svaki
trougao u kom ucestvuje). Odakle dobijamo da je k = n — 3.

O

Teorema 5.2. Ako je T, broj triangulacija konveksnog n-tougla, n > 4, tada

Je
n

3w

(I5T— +TyTog + ...+ T Ty + T, 1 T3).
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Dokaz. Uocimo dijagonalu A;A;, pa gledamo broj triangulacija u kojima ona
ucestvuje. Ta dijagonala deli n-tougao na dva mnogougla, P; i P,,_; 5. Trian-
gulaciju dobijamo tako sto uradimo triangulaciju F; i triangulaciju P, _; o.

A;
Al AQ

Slika 10: Podela n-tougla na dva mnogougla

Dakle, broj triangulacija u kojima ucestvuje dijagonala A A; je T; T, ;1o za

1=3,...,n— 1. Sabirajuci, imamo da je za dijagonale iz temena A; ukupan
broj triangulacija u kojima one ucestvuju

TsT, 1 +TuT o+ ...+ T, 5Ty + T, 1T5. (5.3)

e N N

triang. sa A1 A3 + triang. sa A; A4 + ... + triang. sa A1 A,

Slika 11: Dijagonale iz A,

U (5.3) imamo dupliranja (preklapanja). Svaka triangulacija je uracunata
onoliko puta koliko se u njoj pojavljuje dijagonala iz temena A;.
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Sli¢no radimo i za dijagonale iz As. Ukupan broj triangulacija u kojima one
ucestvuju je

I3 1 +TyTn o+ ... + T 0Ty + T, 1 T3.

/ N N
triang. sa As A4 + triang. sa A As + ... 4 triang. sa Ay A,

As

A, As

Ay Ay
Slika 12: Dijagonale iz A,

Ako isto uradimo i za dijagonale iz As, ..., A,, i saberemo sve do sada, do-
bijamo zbir

n(Tng,1 + T4Tn,2 + ...+ Tn,2T4 + Tnfng), (54)

u kome je svaka triangulacija ubrojana za svako teme po onoliko puta koliko
dijagonala iz tog temena ucestvuje u njoj. Fiksiramo triangulaciju 7', neka u
njoj ucestvuju dijagonale A; A;, A, A, ..., A A, (lema 5.2).

U (5.4) je triangulacija T ubrojana 2(n — 3) puta (za svaku njenu dijago-
nalu po jedanput iz oba njena temena). Zato je
n(Tng_l + T4Tn_2 + ...+ Tn_2T4 + Tn—lTB) = 2(” - 3)Tn>

odakle sledi da je

n
T, = —-— (15T, + 14T, _ e+ T, Ty + T, 1T3).
2(n—3)<3 1+ dgdp o+ + od 4 + 115)
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Teorema 5.3. Ako je T, broj triangulacija konveksnog n-tougla, n > 4, tada

je
T = 1 2n—4‘
n—1\n—2

Dokaz.

Iz teoreme 5.1 je
To=Tn 1 +T5T, o+ ...+ T 2T3+T, 4 (5.5)

(%)

Iz teoreme 5.2 je

-1
Tho1 = "

— (15T, Tyl s+ ...+ T, 3Ty +T,_9T5) (5.6
2(ﬂ_4)(3 o+ dyly 3+ + 3dy + 213) (5.6)

(%)

Iz (5.6) izrazimo (**), pa dobijamo

2(n —4)

Tng_g + T4Tn_3 + ...+ Tn_3T4 + Tn_QTg = n—1

Tor  (57)

Sada iz (5.5) i (5.7) imamo da je




Sada radimo teleskopiranje prema dobijenoj formuli:

Tn:MT—l
n—1

T = 2(27(1n_—11115)%
T 2(2(n—2)—5)T .

- n—2-—1 B

X

%: 2(2§‘— 5)%
%: 2(2-2—5)%
=1

Mnozeci sve leve i desne strane i izjednacavajuci ih, dobijamo da je

220 =5)(2n—T7)-...-31

Ta (n—1)!

2" 22n—4)(2n—5)(2n—6)2n—T7)-...-4-3-2-1
B (n—1)!'(2n—4)(2n —6)-...-4-2

22722, — 4)! . (2n—4)!
(n—1)122%n—2)(n—3)-...-2-1  (n—1)I(n—2)!

1 2n—4)! 1 Gn—4

= — CEDICE S ), sto je i trebalo dokazati.

n—2

]
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6 Fibonacijevi brojevi

Jedan od najve¢ih matematicara Evrope u predrenesansno doba bio je
Leonardo iz Pize, poznatiji pod imenom Fibonaéi (filius Bonacci - sin Bo-
nacijev). Rodio se oko 1175. godine, a obrazovanje je stekao na arapskim
univerzitetima u Alziru. Tu se upoznao sa dostignu¢ima arapske i indijske
naucne misli - algebrom i pozicionim brojnim sistemom. Po povratku u Ita-
liju objavio je 1202. godine knjigu Liber abaci. U toj knjizi Leonardo je prvi
uveo u evropsku matematiku arapsko - indijski pozicioni sistem i predlozio i
resio niz kombinatornih problema.

Razmotrimo poznati Fibonacijev problem zeceva opisan u knjizi Liber abaci.

Pretpostavimo da je tek roden par zeceva, Zenka i muzjak, stavljen u polje i
da su zecevi sposobni da se razmnoZavaju kada su starosti od jednog meseca,
tako da na kraju drugog meseca zZenka moZe roditi novi par zeceva. Pretposta-
vimo da nasi zecevi nikada ne umiru i da Zenke svakog meseca radaju jedan
novi par zeceva (i to jednu Zenku i jednog muzjaka), pocevsi od drugog meseca
pa nadalje. Pitanje koje je Fibonaci postavio bilo je: Koliko parova zeceva ce
biti nakon jedne godine?

1. Na kraju prvog meseca zecevi se pare, ali joS uvek postoji samo jedan
par zeceva,

2. na kraju drugog meseca, zenka rada novi par zeCeva, tako da tada
postoje dva para zeCeva u polju (od kojih je jedan par sposoban za
dalju reprodukciju narednog meseca, a jedan nije),

3. na kraju treceg meseca, zenka iz prvo uocenog para zeceva rada novi
par zeCeva, Sto daje tri para zeceva u polju (od kojih su dva sposobna
za dalju reprodukciju narednog meseca, a jedan nije),

4. na kraju cetvrtog meseca, zenka iz prvo uocenog para zeceva, i zenka
rodena pre dva meseca, radaju po jedan par novih zeceva, sto daje pet
parova zeceva (od kojih su tri para sposobna za dalju reprodukciju na-
rednog meseca, a dva nisu), ...

Neka je f, broj parova muzjak-zenka posle n meseci, tj. tokom (n + 1)-og
meseca od pocetka godine. Prema pretpostavci je fo = 11 fi1 = 1 (jer taj
par joS nije zreo za razmnozavanje), a f,, n > 2 dobijamo kada broju parova
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fn_1 iz prethodnog meseca dodamo novorodene parove koji se dobijaju od
fn_2 parova koji su postojali pre dva meseca. Zato je za sve n > 2

fn = fn—l + fn—27

pa ¢e nakon godinu dana biti fjo = 233 parova zeceva.
Na slici ozna¢imo sa:

77 par zeceva koji je reproduktivno sposoban,

7 -7 - par zeceva koji jos nije reproduktivno sposoban.

broj % | -

parova

ukupno
nulti mesec 1 0 1
prvi mesec 1 1 0
drugi mesec 2 1 1
trec1 mesec 3 2 1
. . 2
cetvrtl mesec B 3
peti mesec 3

Slika 13: Razmnozavanje zeceva

Brojeve f,, zovemo Fibonacijevim brojevima, pretpostavlja se da im je ime
dao francuski matematicar Lukas®. Najcesée se koriste "pomereni” Fibonadijevi
brojevi, F, := f,_1. Oni zadovoljavaju istu rekurzivnu relaciju kao i brojevi
fn, razlika je samo u poCetnim uslovima (tabela 1).

6Francois Edouard Anatole Lucas (1842-1891) - francuski matematicar
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n 0123|456 |7 |8|9]|10] 11 |12 | 13 | 14

fol 1|1 ]2]3|5|8|13]21|34|55|89 144|233 | 377|610

Fo O] 111235 8 [13 21|34 |55 89 |144 233|377

Tabela 1: Nekoliko pocetnih vrednosti za Fibonacijeve brojeve

Fibonacijev niz (F,)nen, najcesée se definiSe na slede¢i nacin:

Fo=0, F =1, Fo,=F,1+F, 5 (n>2).

Teorema 6.1. Ako je F,=F, 1+ F, 5, Fy=0, F|, =1, tada je
1<1+\/5>” 1 (1—\/5>"

F, =

NAWE VAU

Dokaz. Karakteristicna jednacina rekurzivne relacije F,, = F,,_1 + F,,_2 je
> —x—1=0,

a njena resenja su

1+v6 _1-46
P

Zato je opste resenje rekurzivne relacije

1++5)" 1-5\"

2“} v 2“).

Ir =

r=af

Na osnovu pocetnih uslova Fy = 01 F; = 1, dobijamo sistem jednacina

Ci+Cy=0

1+v5 1-+/5
2f+02 Q\f

odakle dobijamo konstante C; i Cy

C, — 1,



Dakle, opsti ¢lan Fibonacijevog niza je
1<1+\/5>" 1 (1—%)”

N VG 2

Formula (6.1) naziva se Bineova formula, po francuskom matematic¢aru Bi-

neu’.

F, = (6.1)

]
Sada ¢emo dokazati neke identitete koji vaze za Fibonacijeve brojeve.
Lema 6.1. F1—|—F2—|——|—Fn: n+2_1-
Dokaz. U ra¢unu koji sledi koristicemo jednakost Fy = Fy_o + Fj_1, k =
3,...,n+ 2.
F=F-F
Fy=pi—Ps
Fy=p5 = Pi
' -
Fn—l :%_%
Fn = Fyio _En—i-/l
Saberemo sve leve i desne strane i izjednacimo,
L+ F+ ...+ F,=F, ., — F;, koristimo da je F5 = 1, pa dobijamo
F+FE+.. . +F,=F, -1
]

"Jacques Philippe Marie Binet (1786-1856) - francuski matematicar, fizi¢ar i astronom
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Lema 6.2. F1 + F3 + F5 +...+ FQn—l = an.

Dokaz. Znamo da je F; = F5,, pa koristeé¢i jednakost Fy, = Fj_1 + Fy_o,
ke {2t|t € {2,...,n}}, imamo da je

F=F
Fy= P~ F
F5:Eg—%

Fon1 = Fon — Eop—
Saberemo sve leve i desne strane i izjednacimo,

F1+F3+F5+...+F2n,1:F2n.

Lema 6.3. F,, . F,  — F?=(-1)", zan € N,

Dokaz. Dokaza¢emo matematickom indukcijom.
Za n = 1 imamo da je FyFy — F? = —1, odnosno identitet —1 = —1.

Pretpostavimo da tvrdenje vazi za n = k, tj. Fy 1 Fp1 — F2 = (=1)% k> 1.

Sada proveravamo da za n =k + 1 vazi FjyoF), — F7,; = (—1)*
FeoFy — Fpy = (Fopn + F) By — iy = Fon B+ FY = By =

Frp1 P — Fen Feoa + Ff — FE = (=) (Fep Feoa — FY) = (=1)F

Po principu matematicke indukcije tvrdenje vazi za svaki prirodan broj n.
O

Fibonacijevi brojevi se mogu povezati sa mnogim pojmovima u matematici
i svetu oko nas. NaveS¢éemo neke primere.
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e Zlatni presek

U matematici, arhitekturi i umetnosti on predstavlja podelu neke celine na
dva dela razli¢itih veli¢ina tako da je

“odnos veceq dela prema manjem jednak odnosu celine prema veéem delu”.

Taj odnos se oznacava sa ¢, i nije ga tesko izracunati. Iz uslova

vedi veéi + manji 1
Loy P
manji veci )

lako se dobija da je broj ¢ pozitivno resenje kvadratne jednacine ¢>—¢—1 = 0,
odnosno ¢ = @

Vezu izmedu Fibonacijevih brojeva i zlatnog preseka pronasao je Johan Ke-
pler®. On je pokazao da je

Foy 1
fim font _1HVE

Prethodni limes mozemo dobiti ako Fibonacijev broj F), zapisemo kao

1 -1\"
w3l ()
75
Odatle se dobija da je Fibonacijev broj F}, ceo broj koji je najblizi
moo1
precizno F,, = VS + J .

N

i
V5
¢ Fibonacéijev niz u Paskalovom® trouglu

Na narednoj slici je opisano pojavljivanje Fibonacijevog niza u Paskalovom
trouglu'?.

8Johannes Kepler (1571-1630) - nemacki astronom, matematicar i astrolog

9Blaise Pascal (1623-1662) - francuski matematicar, fizi¢ar i filozof

0Definisan je koeficijentima binomnih razvoja: u n-tom redu, k-ti element ima vrednost
(D) = #lk), Npr. u tre¢em redu drugi element ima vrednost (3) = 3.
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1

36 70 56 28 8 1

36 84 126126 84 36 9 1
10 45 120 210 252 210 120 45 10 1

Slika 14: Fibonacijevi brojevi u Paskalovom trouglu

Primetimo da zbirovi vrednosti “po dijagonali” Paskalovog trougla ¢ine Fi-
bonacdijev niz.

e Zlatni pravougaonik
Za pravougaonik c¢ije su stranice u odnosu 1 : ¢ kazemo da je zlatni pra-

vougaonik. Deljenjem takvog pravougaonika na kvadrat i novi pravougaonik,
stranice novodobijenog pravougaonika ¢e biti u odnosu (¢ — 1) : 1.

Slika 15: Zlatni pravougaonik

Kao $to smo ranije videli, ¢ zadovoljava jednacinu ¢? — ¢ — 1 = 0, odakle
sledi da je ¢ — 1 —i =0,tj.0—1= é, odnosno % = é, odakle sledi da je i
novodobijeni pravougaonik zlatni pravougaonik, jer su pomenuti pravougao-
nici sli¢ni, odnosno, jer su i stranice novodobijenog pravougaonika u odnosu

1:¢.
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e Ljudski mozak

Eksperimentalno je utvrdeno postojanje razlicitih ritmova ljudskog mozga,
od kojih svaki odgovara odredenom stanju mozga (i ¢oveka) i okarakteri-
san je dijapazonom elektri¢nih oscilacija. U stanju umnog rada (- ritam)
frekvencija elektri¢nih oscilacija mozga krece se u granicama od 14 do 35
Hz, pri tome vrhunac spektralne moci, koji odgovara maksimalnoj aktivno-
sti, najcesce se zapaza na frekvenciji oko 22 Hz, koja deli opseg frekvencija
f-ritma (21 Hz) u odnosu zlatnog preseka:

21 12,87
12,87 8,13

= 1,618,
tj. invarijanta glavne frekvencije S-ritma jednaka je zlatnom preseku.

e Genealosko stablo truta

Koja zivotinja ima dedu, a nema oca? Iz biologije je poznato da se mati-
ca i pcele radilice legu iz oplodenih, a trutovi iz neoplodenih jaja. Dakle, trut
je zivotinja koja nema oca ali ima dedu. Na osnovu te zivotne ¢injenice, ge-
nealosko stablo truta, koje predstavlja pretke truta kroz nekoliko generacija,
izgleda kao na slici. Ako sa m,,, f,, it, redom oznac¢imo broj muskih, zenskih i

Slika 16: Genealosko stablo truta
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ukupan broj predaka truta, u n-toj generaciji unazad, vidimo da je, za n > 2,
my = fn—17 (62)

fn = fnfl + Mp_1, (63>

uz pocetne uslove: fo=0=Fy, f1 =1= F;,m; =0=F,.
Na osnovu (6.2) i (6.3), dobijamo

fn = fnfl + fn727
tj. fn = F,, odakle je, zan > 1, m, = F,_1, tj.

tn:mn+fn: n—1+Fn:Fn+1-

e Ritam i metrika

Osvrnimo se sada na vezu metrike i ritma u poeziji sa Fibonacijeviim broje-
vima, odnosno zlatnim presekom. Kao primer razmotrimo poslednju strofu
Disove pesme “Mozda spava”.

MoZda spava sa oc¢ima izvan svakog zla,
Izvan stvari, iluzija, izvan Zivota,

I s njom spava, nevidena, njena lepota;
MoZda zZivi © doé¢i ce posle ovog sna.
MoZda spava sa oc¢ima izvan svakog zla.

Jednostavna matematicka analiza ove strofe pokazuje da je broj slogova u
svakom stihu Fibonacijev broj 13. Svaki stih se deli na dva polustiha sa
brojem slogova 8 i 5, a to su susedni Fibonacijevi brojevi. Prvi polustih je
podeljen dihotomijski (4+4), dok je drugi cezurom podeljen na dva dela ¢ije
su duzine, 2 i 3, takodje, susedni Fibonacijevi brojevi. Primetimo da je i broj
stihova u svakoj strofi pesme Fibonacijev broj 5.

Naves¢emo nekoliko kombinatornih zadataka u kojima se kao resenja javljaju
Fibonacijevi brojevi.
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Zadatak 6.1. Pravougaonik veli¢ine 2 x n izdeljen je na 2n jedini¢nih kva-
dratica. Raspolazemo sa n domina pravougaonog oblika veli¢cine 2 x 1. Na
koliko nacina se ceo pravougaonik 2 x n moze prekriti sa ovim dominama?

Resenje. Neka je f, broj nacina da se data ploca poploca sa n domina. Na
osnovu toga kako je postavljena prva domina na pocetku ploce, razlikujemo
sledeca dva slucaja:

[
[

Slika 17: Prekrivanje dominama

« Prva domina je postavljena vertikalno (slika (a)). Ostatak ploce se tada
moze poplocati na f,_ 1 nacina.

« Prva domina je postavljena horizontalno (slika (b)). Tada slede¢a mora
biti isto postavljena horizontalno ispod nje, a ostatak ploce se tada
moze poplocati na f,_» nacina.

Primenom principa zbira dobijamo rekurzivnu relaciju

fn = fn—l + fn—27

uz pocetne uslove f; = 1, fo = 2. Ovo je rekurzivna relacija Fibonacijevog
tipa, sa poc¢etnim uslovima “pomerenim” za jedno mesto (tj. f1 = Fy i fo =
F3), pa zaklju¢ujemo da je resenje f, = Fj11.

o

Zadatak 6.2. Na koliko nac¢ina se broj n moze predstaviti kao zbir brojeva
iz skupa {1,2}7 Dva predstavnika sa istim sabircima smatraju se razli¢itim
ako redosled sabiraka nije isti. Npr. 1 +2 # 2 + 1.
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Resenje. Oznacimo sa f, broj nac¢ina da predstavimo trazeni broj n.
Posmatrajmo dva slucaja:

o Ako je prva cifra 1, tada ostalih moguénosti ima f, ;.
o Ako je prva cifra 2, tada ostalih mogucénosti ima f, _s.

Pocetni uslovi su f; = 1, fo = 2. Ukupno, f, = fu_1 + fa_o, ti- fn = Frni1.
o

Zadatak 6.3. Za podskup skupa {1,2,3,...,n} kazemo da je redak ako ne
sadrzi dva uzastopna broja. Odrediti broj retkih podskupova skupa {1, 2, 3,

.}

Resenje.
n=1: o, {1} fi=2
n=2: o, {1}, {2} fo=3

n=3:  o,{1{2).{3}.{1,3} f=5

Neka je f, broj retkih podskupova skupa {1,2,3,...,n}.
Podelimo ih sve u dve klase:

e Oni koji ne sadrze broj n. To su ustvari svi retki podskupovi skupa
{1,2,3,...,n— 1}, a njih ima f, ;.

e Oni koji sadrze broj n. Oni tada ne smeju da sadrze n — 1. Tada ostaju
retki podskupovi skupa {1,2,3,...,n — 2}, a njih ima f, .

Ukupn07 fn = fnfl + fn727 t.] fn = I'p4-2- <&

Zadatak 6.4. Ana je dobila n dinara i odlucila je da ih potrosi iskljucivo
na kupovinu c¢okolade i sladoleda, tako sto svaki dan kupi sebi ta¢no jedan
od navedenih slatkisa. Ako sladoled kosta 1 dinar, a ¢okolada 2 dinara, na
koliko na¢ina Ana moze da potrosi svoj novac?

Resenje. Oznac¢imo sa f,, broj na¢ina da Ana potrosi n dinara na kupovinu
¢okolade i sladoleda pod datim uslovima. Prvog dana Ana moze da kupi
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« ili sladoled, pri ¢emu potrosi 1 dinar, pa ostatak novca moze da potrosi
na f, 1 nacina,

« ili ¢okoladu, pri ¢emu potrosi 2 dinara, pa ostatak novca moze da po-
trosi na f,_o nacina.

Dobijamo rekurzivnu relaciju f,, = f,_1+ fn_2, uz pocetne uslove fo =1, f; =
L, paje fn = Fhi.
o

Zadatak 6.5. Naci vrednost d,,, koja je zadata sistemom rekurzivnih relacija:

apr1 =b, +cp
b1 =Cn
Cnt1 =0p + by
dy, =a, + b, + ¢,

uz pocetne uslove a1 = by = ¢ = 1.
Resenje. Eliminisemo na pogodan nacin a,, b,, ¢, iz poslednje formule.

Qpy1 =by +cpy tj. an =01+ Crq
bpi1 =Cn, tj. by =cpn1
Cna1l =0p + by, tj. cp = an_1+ b,
dp =0y, + by +Cp =bp_1 + o1 + o1+ ap_1 + by
=ap1+bprtenat o1 Abpr=dyoy +dya

S~~~ S~~~
dn—1 an—2+bp_2 Cn—2

Dobili smo da je d,, = d,,_1 + d,,_o. Iz pocetnih uslova imamo da je

a; =b; = c¢; = 1, odakle dobijamo da je d; =3
as =bj+c1=1+1=2

by =c; =1

cy=a; +b =2

dy =a9 +by+co=2+14+2=05, tj. dyo =5

Iz d,, = d,,_1 + d,,_5 i pocetnih uslova dy = 3 i dy = 5, dobijamo d,, = F},.3.
o
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Zadatak 6.6. U redu u bioskopskoj sali ima 5n mesta za sedenje, nakon
svakih 5 mesta nalazi se prolaz. Stolica moze biti standardna (1 mesto) ili
love boz (2 mesta). Na koliko nac¢ina je moguée postaviti standardne stolice
i love box-ove u red, tako da nikoja dva love boa-a nisu susedna i ne postoje
tri standardne stolice za redom (stolice se smatraju susednim i u slucaju da
je prolaz izmedju njih). Napomena: love boz naravno ne moze prelaziti preko
prolaza.

Resenje. Posmatramo grupe od po 5 mesta (grupe izmedu dva prolaza). Pri-
metimo prvo da, uz gore navedene uslove, standardna i love bor mesta mogu
da se rasporede u grupu od 5 mesta samo na 3 nacina. DefiniSimo promenljive
an, by 1 ¢, koje oznacavaju broj nacina na koje je moguce postaviti stolice, u
zavisnosti od toga kako izgleda poslednja grupa od 5 mesta.

Oznacimo sa A, B i C' tri nacina za postavljanje stolica u grupi od 5 mesta.
Oznacimo crvenom bojom love box mesta, a plavom standardnu stolicu.

Slika 18: Raspored standardnih stolica i love box

Na sledecoj slici je prikazano da posle reda tipa A mozemo staviti red tipa
B ili C, ali ne i red tipa A, slicno za druga dva tipa.

Slika 19: Dozvoljeni rasporedi
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Sada, koriste¢i prethodnu tablicu dobijamo rekurzivne relacije
Ako je A na prvom mestu imamo: a,, = b, 1 + ¢,_1

Ako je B na prvom mestu imamo: b, = a,,_;

Ako je C' na prvom mestu imamo: ¢, = a,_1 + b,_1

Ukupno,

dn =a, + bn +cp = bnfl +ch1t a1+ a1 + bnfl = dnfl + dn72
N~~~ S~~~
dn—1 bpn—1+cn—1 an—1

Odredimo pocetne uslove:
alzl,b1:1,C1:1,d1:a1+b1—|—01:3
as=14+1=2by=1,c0=14+1=2,dy=2+1+2=5

Resenje se svodi na resenje prethodnog zadatka, pa dobijamo d,, = F, 3.
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7 Katalanovi brojevi

Katalanove brojeve prvi su otkrili Leonard Ojler!! i Johan Segner'2, goto-
vo ¢itav vek pre Katalana'®. Proucavajuéi problem triangulacije konveksnog
n-tougla, Segner je postavio rekurzivnu relaciju, a Ojler prvi uspesno resio i
1760. godine dosao do opsteg izraza za broj triangulacija. Ipak, u ¢ast Kata-
lanu koji je izveo i dokazao mnoga svojstva i identitete vezane za ove brojeve,
oni se danas zovu njegovim imenom. Katalanovi brojevi javljaju se u mnostvu
naizgled nepovezanih kombinatornih problema.

Katalanovi brojevi (C,)nen, st resenja rekurzivne relacije

Cp =CoCph1 +CiChg+ ...+ C,h1Cy, Co=0C; =1.

Prvih nekoliko Katalanovih brojeva dato je u tablici:

n|0(1]2(3|4]|5] 6 | 7| 8
Co | 1111251442 | 132|429 | 1430

Tabela 2: Prvih nekoliko Katalanovih brojeva

U petom poglavlju smo pokazali da je C), jednak broju triangulacija konvek-
snog (n + 2)-tougla, pa je opsta formula za ove brojeve

c - 1 <2n>
n+1\n

Problem zagrada. Pretpostavimo da u nekoj strukturi operacija mnozenja
nije asocijativna. Ako zelimo da pomnozimo n + 1 element x5 ... T,y 41
u toj strukturi, redosled mnozenja se odredi postavljanjem (n — 1)-og para
zagrada. Sa a, oznac¢imo broj razli¢itih postavljanja zagrada u mnozenju
T1T9 oo Ty

HTeonhard Euler(1707-1783) - Svajcarski matematicar i fizi¢ar
12J4nos Andrds Segner(1704-1777) - madarski nauénik
13Eugene Charles Catalan (1814-1894) - francuski i belgijski matematicar
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Lako se proveri da je ag = a1 = 1,as = 2,a3 = 5.
Na primer, za n = 3, postoji pet mogucih rasporeda zagrada:

((m122)2s) 4, (21 (2223)) 24, (2122) (2324), T1((2223)24), X1 (T2(2324)).
Dokazati da za svaki prirodan broj n vazi a, = C,.

Resenje. Primetimo da je svaki od posmatranih proizvoda oblika

(Z)’)lfﬂg ot LE’Z) . (Ii+1ZL‘Z‘+2 ot xn—&—l)
zaneko i =1,2,...,n. Jos je potrebno rasporediti zagrade u proizvode x5 -
e X1 X1 Tiag .. a1 Kako je to mogucée uraditi na a;_q, odnosno a,,_;

nacina, mozemo zakljuc¢iti da vazi
Ay, = AoQp_1 + A1Qp_2 + ...+ ap_10g.

Dakle, brojevi a,, zadovoljavaju istu rekurzivnu relaciju i imaju iste pocetne
uslove kao i Katalanovi brojevi, pa je a,, = C,, za sve n € Nj.
o

Problem tetiva. Na kruznici je dato 2n tacaka. Na koliko se nac¢ina te tacke
mogu razbiti na n parova tako da medu n tetiva odredenih tim parovima
tacaka ne postoje dve koje se seku? (Na slici su predstavljene sve moguénosti
zan=3.)

N
(o2}
LS}
(2]

Slika 20: Problem tetiva za n = 3
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Resenje. Oznacimo sa a,, trazeni broj, a tacke na kruznici sa Ay, Ao, ..., Aoy,
onim redom kojim su razmestene na kruznici.

Tacku A; ne smemo spojiti sa tackom Ay za neparno k, jer bi tada sa obe
strane te tetive bio neparan broj tacaka, pa bi se neke dve tetive sekle.
Posmatramo slucajeve u zavisnosti sa kojom tackom je spojena tacka Aj:

e A, spojena sa A,. Takvih povlacenja ima aga,,_1.

e A spojena sa Ag. Sa jedne strane tetive A; Ay, ima jos 2(k—1) tacaka, a sa
druge strane ima 2(n — k) tacaka, pa se one mogu spojiti na ag_ja,_x nacina.

Dakle,
Ay = Aolp—1 + A1Gp_2 + -+ + Ap_1ag, ap = a; =1,

Odakle vidimo da je a,, = C,.
o

.....

Primetimo da vazi:

o 1 2n _n+1—n 2n B 2n L 2n
" n4+1\n/) n+1 n) \n n+1\n /)’
n 2n B 2n (2n—1 B 2n (2n —1 B 2n
n+1\n)] n+1\n—-1/) n+1 n \n+1)

dobijamo da je

Kako je

Dobri nizovi. Za niz nula i jedinica duzine 2n (2n-niz) nad azbukom {0, 1}
kazemo da je uravnoteZen ako sadrzi n nula i n jedinica.

Za uravnotezen 2n-niz nad azbukom {0, 1} kazemo da je dobar ako ni u jed-
nom njegovom pocetnom komadu nema vise nula nego jedinica. U suprotnom
kazemo da je 2n-niz [os.
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Na primer, niz 110001 nije dobar, jer u njegovom pocetnom komadu 11000
ima vise nula nego jedinica.
Pokazimo da je broj dobrih 2n-nizova nad azbukom {0, 1} jednak C,,.

Resenje. Da bismo odredili broj dobrih 2n-nizova, primetimo da je ukupan
broj uravnotezenih 2n-nizova jednak (2:) Odredi¢emo prvo broj losih nizova
medu njima (kod kojih se u nekom poc¢etnom komadu pojavljuje vise nula
nego jedinica). U svakom losem nizu moze se uociti prva nula kod koje se
narusava uslov dobrote (u poc¢etnom komadu koji se zavrSava tom nulom
ima viSe nula nego jedinica). Ako u tom pocetnom komadu zamenimo nule
jedinicama, a jedinice nulama, a ostatak niza ne menjamo, dobija se 2n-niz
san+1 jedinica i n — 1 nula. S druge strane, za svaki 2n-niz sa n+ 1 jedinica
i n — 1 nula moze se izvrsiti obrnuti postupak zamene i naci los niz iz kojeg
je on dobijen. Na primer, niz 001011101101 dobijen je od niza 110100001101
zamenom nula i jedinica u poc¢etnom komadu duzine 7. Na osnovu opisane
bijekcije sledi da je broj losih 2n-nizova jednak (ffl), tj. da je broj dobrih

2n-nizova jednak
2 2 1 (2
n\ no\ ny _ .
n n—1 n+1l\n

Naves¢emo neke zadatke gde se kao resenja pojavljuju Katalanovi brojevi.

o

Zadatak 7.1. Klovn stoji na ivici bazena i drzi dzak u kom se nalazi n
plavih i n crvenih kuglica. Iz dzaka nasumicno izvlac¢i kuglicu po kuglicu.
Kada izvuce plavu kuglicu pravi korak ka bazenu, a kad izvuce crvenu pravi
korak od bazena (pretpostavljamo da su svi koraci iste duzine). Na koliko
nacina klovn moze da izvuce kuglice, a da ostane suv?

Resenje. Uspostavimo bijekciju izmedu izvlacenja kuglica i dobrih nizova.
Buduc¢i da klovn ne sme da upadne u bazen, to znac¢i da broj plavih kuglica
ne sme biti ve¢i od broja crvenih, pa izvlac¢enje plave kuglice oznac¢imo nulom,
a crvene jedinicom. Sledi da je broj nac¢ina da klovn ne upadne u bazen jednak
Katalanovom broju C,.

o
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Zadatak 7.2. Boban i Deki su kandidati za predsednika razreda u jednoj
skoli. Izbori su odrzani tako da je svaki ucenik iz razreda (uklju¢ujuéi Bobana
i Dekija) na papiri¢u napisao ime i ubacio ga u kutiju. Kada su svi ucenici
glasali, uciteljica je prebrojala glasove. Kako u razredu ima 2n, n > 1 ucenika,
ispostavilo se da Boban i Deki imaju isti broj glasova (svako po n). Uciteljica
je predlozila da se situacija razresi na slede¢i nacin: brojace glasove opet
izvlace¢i jedan po jedan papiri¢, posle svakog izvucenog papiri¢a zapisace
trenutan rezultat na tabli i ako u svakom trenutku Boban bude imao bar
isto glasova kao i Deki on pobeduje, u suprotnom pobeduje Deki. U koliko
sluc¢ajeva pobeduje Boban?

Resenje. Uspostavimo bijekciju izmedu izvla¢enja papirica i dobrih nizova.
Boban pobeduje ako bude imao bar isto glasova kao Deki, pa papiri¢ na kome
pise Dekijevo ime oznac¢imo nulom, a na kom pise Boban jedinicom, jer ni u
jednom trenutku ne sme biti vise nula nego jedinica, pa je broj slucajeva u
kojima Boban pobeduje jednak Katalanovom broju C,,.

o

Zadatak 7.3. Nastavnik fizickog poredao je u sali za fizicko 30 ucenika,
tako da obrazuju temena pravilnog tridesetougla. Na koliko na¢ina je moguce
izabrati 15 parova koji ¢e se dodavati odbojkaskom loptom (pretpostavljamo
da je kretanje lopte pravolinijsko), tako da budemo sigurni da se nikoje dve
lopte nece sudariti.

Resenje. Ovaj problem je ekvivalentan problemu razbijanja 30 tacaka na
kruznici na parove koji odreduju 15 tetiva koje se medusobno ne seku, pa je
resenje Katalanov broj C5 = % ?1’2 .

o
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8 Stirlingovi brojevi

Sa c(n, k) ozna¢avamo broj permutacija u simetri¢noj grupi S,, koje imaju
tacno k ciklusa. Taj broj se naziva i Stirlingov'* broj prve vrste bez
znaka.

Teorema 8.1. Brojevi ¢(n, k) zadovoljavaju sledeéu rekurzivnu relaciju
cnyk)=(n—1)c(n—1,k)+c(n—1,k—1),

uz pocetne uslove c(n,k) =0 zan <0 ili k <0 (osim za k =n =0 kada je
c(0,0) =1).

Dokaz. Kada permutaciji iz S,_; sa k — 1 ciklusa dopisemo ciklus (n) duzine
jedan, dobija se permutacija iz S, sa k ciklusa. Na taj nac¢in dobijamo sve
permutacije skupa {1,2,...,n} sa k ciklusa kod kojih je n fiksna tacka, njih
je ukupno c¢(n — 1,k — 1).

Sada pretpostavimo da n nije fiksna tacka permutacije 7 iz S,, koja ima
tacno k ciklusa. Mozemo uociti da je takva permutacija m dobijena dopi-

sivanjem n iza nekog od elemenata iz {1,2,...,n — 1} u neki od k ciklu-
sa permutacije skupa {1,2,...,n — 1}. Svakoj od ¢(n — 1,k) permutacija
iz {1,2,...,n — 1} broj n se moze dopisati na n — 1 nacin. Zato je broj

svih permutacija iz S,, sa ta¢no k ciklusa kojima n nije fiksna tacka jednak
(n—1)-¢c(n—1,k).
Sada se rekurzivna relacija iz teoreme dobija pomoc¢u principa zbira.

Stirlingov broj prve vrste definiSemo sa

s(n. k) = (=1)""e(n, k).

Na osnovu prethodne teoreme imamo da je

(1, K) =(—1)"* (1 — Dyen — 1, k) + e(n — 1,k — 1))
(1)"k(n—1) (n—1k) + (=1)""e(n — 1,k — 1)
—1(n—1)(=1)"""Fe(n—1,k) +s(n—1,k—1)
—( —1)s(n—1,k)+s(n—1,k—1).

14 James Stirling (1692-1770) - $kotski matematicar

53



Dakle, Stirlingovi brojevi s(n, k) zadovoljavaju rekurzivnu relaciju
s(nk)=s(n—1,k—1)— (n—1)s(n — 1,k).
Stirlingovi brojevi prve vrste imaju slede¢u osobinu:

s(n,1) = (=)' n-1)!, s(n,n)=1.

U sledecoj tablici se nalaze Stirlingovi brojevi s(n, k) za neke vrednosti pa-
rametara n i k:

n\k |0 1 2 3 4 5 6 7 |8
0 1

1 0 1

2 0] -1 1

3 0 2 -3 1

4 10| -6 11 -6 1

) 0| 24 -90 35 -10 1

6 0| -120 | 274 -255 85 -15 1

7 |0 720 | -1764 | 1624 | -735 | 175 | -21 | 1
8 0 | -5040 | 13068 | -13132 | 6769 | -1960 | 322 | -28 | 1

Tabela 3: Vrednosti za Stirlingove brojeve prve vrste

Particija skupa X u k delova je podela svih elemenata X u k nepraznih,
disjunktnih podskupova od X. Drugim re¢ima, particija skupa X u k£ blokova
(delova) je k-toclana familija {A;, Ay, ..., Ax} podskupova od X tako da je

Za sve k < n Stirlingov broj druge vrste S(n, k) je broj particija skupa
od n elemenata u ta¢no k blokova.

Teorema 8.2. Stirlingovi brojevi druge vrste zadovoljavaju sledecu rekurziv-
nu relaciju
S(n,k)=Sn—1,k—1)+kS(n—1,k).

Dokaz. Sve particije skupa {1,2,...,n} u k blokova podelimo u dve grupe:
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1. Prvu grupu ¢ine particije u kojima je {n} jednoclan blok. Kako ostalih
n — 1 elemenata treba rasporediti u k — 1 blokova, ovih particija ima
S(n—1,k—1).

2. U drugoj grupi su particije u kojima broj n nije “sam” u bloku. Te
particije nastaju dodavanjem broja n u jedan od k& blokova neke od
S(n — 1, k) particija skupa {1,2,...,n — 1} u k blokova.

Rekurzivnu relaciju za S(n, k) dobijamo koriste¢i princip zbira.

Stirlingovi brojevi druge vrste imaju slede¢u osobinu:

S(n,1) = S(n,n) = 1.

Neke vrednosti za Stirlingove brojeve druge vrste su date u sledec¢oj tablici:

n\kJ]O[1] 2] 3 | 4 | 5 ] 6 | 7 8]9
0 |1

1 |01

2 |o[1] 1

3 |ol1| 3| 1

4 o1l 7] 6 1

5 |0of[1] 15| 25 | 10 | 1

6 |0|1|31] 9 | 65 | 15 | 1

7 |o|1]63| 301|350 | 140 | 21 | 1

8 |0|1|127] 966 | 1701|1050 | 266 | 28 | 1

9 | 0125530257770 | 6951 | 2646 | 462 | 36 | 1

Tabela 4: Vrednosti za Stirlingove brojeve druge vrste

Napomena 8.1. Srpski matematicar Jovan Karamata'® uveo je notaciju za
Stirlingove brojeve pomoc¢u uglastih i viti¢astih zagrada

15 Jovan Karamata (1902-1967) - srpski matematicar
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Rekurzivne relacije za ovako zapisane Stirlingove brojeve podsec¢aju na rela-
cije za binomne koeficijente:

R
(=" fin 1) s nen

Za Stirlingov broj druge vrste S(n, k) mozemo naéi ta¢nu formulu. Taj broj se
pojavljuje pri prebrojavanju surjekcija iz skupa {1, 2, ..., n} uskup {1,2,... k}.

A

Slika 21: Preslikavanje skupa A u skup B

Podsetimo se, f: A — B je surjektivno (“na”) preslikavanje akko je f(A) =
B, tj. akko (Vb € B)(Ja € A) f(a) =b.

Teorema 8.3. Ako je |A| = n i |B| =k, tada je broj surjektivnih preslika-
vanja f: A — B jednak

k
k" —k(k—1)"+ <k> (k—2)"—.. .+(—1)’“< g )1” = Z(—W‘(’?) (k—i)"
2 k—1 = i
Dokaz. Neka je skup A ={1,2,...,n}iskup B=1{1,2,...,k}.
Oznac¢imo sa P = {f|f: A — B} skup svih preslikavanja iz skupa A u skup
B,asa P'={f|f:A— B, f— “na”} skup svih surjektivnih preslikavanja iz
skupa A u skup B.
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Za i € {1,2,...,k} definisimo skup P, = {f: f € P,i ¢ f(A)}, to je dakle
skup svih preslikavanja iz A u B gde ¢ nije u slici skupa A.

Da bi preslikavanje iz A u B bilo surjekcija, svaki element iz skupa B mora
biti u slici skupa A, pa je

P=PNP,N..NP,=PURU...UP,

Sada posmatramo kardinalnost P’ i koristimo princip uklju¢enja-iskljuc¢enja

|P|=|PLURU...UPB|=|P| - |PLUP,U...UP|=|P|— > |PB]
1<i1 <k

+ > |P,NP—... (=D > |P,n...0nPJ| (81)

1<iy <ia<k 1<i1<..<i<k

Ukupan broj preslikavanja iz n-elementnog skupa u k-elementan skup je k™
(za svaki od n elemenata imamo k izbora za sliku), pa je |P| = k™.
Preostaje nam jos da odredimo kardinalnosti skupova iz jednakosti (8.1).
Za iy € {1,2,...,k} je |P;,| broj preslikavanja iz n-elementnog skupa u (k —
1)-elementni skup (jer ¢; nije u slici), pa je | P, | = (k—1)"™.

Slicno za {iy,...,4,} C {1,2,...,k} je |P;, N...N P, | broj preslikavanja iz
n-elementnog skupa u (k — r)-elementni skup (jer 4y, ...,%, nisu u slici), pa
je|PynN...0NP|=(k—-r)", zar <k.

Sada u (8.1) imamo da je

|P'| =k™ — k(k — 1)" + (g) (k—=2)"—.. .+ (=1)F! (k f 1) (k—(k—1))"

+ (—1)’?(2) (k—k)"=k" —k(k—1)"+...+ (=1 (k f 1) "

Naves¢emo gore pomenuti princip ukljuc¢enja-iskljucenja.
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Teorema 8.4. Neka su dati konacni skupovi Ay, As, ..., A,. Broj elemenata
uw uniji tth skupova je :

ATUA U UA, 1= > (=) A, NA,N...NA,| =

k=1 1<i1<i2<...<ix<n

(|A1 |+ Ao+ ...+ |An]) = (JA1 N A+ ...+ |Amt NAL]) + (JA1 N Az N A
oA N A NA]) — . (DA N AN N A,

Sada ¢emo iskoristiti teoremu 8.3 da nademo ta¢nu formulu za S(n, k).

Neka je |A| = n, |B| = k i preslikavanje f surjekcija.

Slika 22: Preslikavanje klasa ekvivalencije skupa A u skup B

Svaka surjekcija daje jednu particiju A na k nepraznih podskupova. Sa druge
strane, jedna particija A na k nepraznih podskupova daje k! surjekcija (svi
elementi skupa A; mogu se preslikati u bilo koji od 1 do k).

Dakle, na osnovu prethodnog razmatranja i teoreme 8.3 sledi da je
k Mk
k'S(n, k) = Z(—1)1< > (k—0)",
i=0 t

odnosno



Naves¢emo par zadataka u kojima se kao resenja javljaju Stirlingovi brojevi.

Zadatak 8.1. Radionica za izradu nakita je dobila porudzbinu za izradu
¢etiri ogrlice. Od materijala je na raspolaganju cetiri komada zice i sedamna-
est razli¢itih perli. Na koliko na¢ina se mogu napraviti ogrlice, ako je potrebno
potrositi sve perle i svaka ogrlica ima bar jednu perlu?

Resenje. Svaka ogrlica se moze posmatrati kao jedan ciklus u permutaciji, pa

se dati problem svodi na odredivanje broja permutacija skupa {1,2,...,17}
sa tacno cetiri ciklusa, koji iznosi [ﬂ.
o

Zadatak 8.2. Milan je kupio Sest razlic¢itih razglednica koje treba da posalje
prijateljima na cetiri adrese. Na koliko na¢ina moze to da uradi, ako svaki
prijatelj treba da dobije bar jednu razglednicu?

Resenje. Na svakoj adresi mora biti bar jedna razglednica, pa moramo napra-
viti particiju skupa razglednica na cCetiri neprazne klase, a to se moze uciniti

na {i nacina. Klase na adrese mozemo rasporediti na 4! nacina. Ukupno,

(g

Zadatak 8.3. Na koliko nacina se u dve grupe moze rasporediti sedam Zena
i osam muskaraca, ako u svakoj grupi moraju biti bar jedna Zena i bar jedan
muskarac?

Resenje. Kako u svakoj grupi mora biti bar jedna zZena, moramo napraviti

particiju skupa zena na dve neprazne klase, a to se moze uciniti na {;} nacina.

2} nacina. Konac¢no, svakoj podeli Zena
odgovara svaka podela muskaraca, pri ¢emu se klase u podeli mogu upariti
na 2 nacina, pa je ukupan broj nacina da se naprave dve grupe pod datim

uslovima jednak
HEH
. 9.
2 2
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9 Belovi brojevi

Belov!® broj B, zan € Ny definiSemo kao broj particija skupa {1,2,...,n}
u nekoliko blokova. Po definiciji je By = 1. Mozemo primetiti da je B,, broj
razli¢itih relacija ekvivalencije na skupu sa n elemenata (jer svaka relacija
ekvivalencije daje particiju skupa na blokove i obrnuto).
Prvih nekoliko Belovih brojeva je dato u sledec¢oj tablici:

n 0123/ 4]5]| 6 7 8 9 10
B, |1]|1[2]|5|15|52]|203 |877 | 4140 | 21147 | 115975

Tabela 5: Prvih nekoliko Belovih brojeva

Iz kombinatorne interpretacije Stirlingovih brojeva druge vrste i definicije
Belovih brojeva primetimo da vazi

n

B, =Y S(nk).

k=1
Lema 9.1. Belovi brojevi zadovoljavaju sledecu rekurzivnu relaciju
" (n
i=0

Dokaz. Posmatrajmo blok u kojem se nalazi broj n 4+ 1. Ako se u tom bloku
jos nalazi n —i brojeva iz skupa {1,2,...,n}, te brojeve mozemo odabrati na
(7;) nacina. Od preostalih i brojeva iz skupa {1,2,...,n} mozZe se napraviti
jos B; particija.

m

Zadatak 9.1. Odrediti broj relacija ekvivalencije na skupu od 10 elemenata.

Resenje. Broj relacija ekvivalencije na skupu od 10 elemenata jednak je

6Eric Temple Bell (1883-1960) - skotski matematiCar i pisac nau¢ne fantastike
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10 Particije broja
Neka su aq,as, ..., a, prirodni brojevi, takvi da je
apt+ax+---F+ag=mn, a =ay--- 2> a.

Uredena k-torka (ay,as, ...,ax) je particija broja n u k delova. Broj svih
particija broja n oznac¢avamo sa p,, a broj particija n u k delova oznacavamo
sa pp k. Po dogovoru uzimamo da je py = 1. Nekoliko pocetnih vrednosti niza
(Pn)nen, dato je u sledeéoj tablici:

n|0|1}2|3(4|5]6 |7 |8|9]10
Do |11 (235|711 15|22 | 30|42

Tabela 6: Prvih nekoliko pocetnih vrednosti niza (py,)nen,

Brojevi p, rastu veoma brzo. Na primer, zna se da je pigo = 190569292, a
Paoo = 3972999 029 388.

Brojevi p,, , zadovoljavaju rekurzivnu relaciju

Pnk = Pn—1k-1 t Pn—kk-

Naime, particija n u k delova u kojima se pojavljuje broj 1 ima p,_1 -1 (jer
brisanje te jedinice daje particiju (n —1) u (k—1) delova). Ako su svi sabirci
particije n u k delova veci od jedan, kada se od svakog sabirka oduzme jedan,
dobijemo particiju broja n — k u k sabiraka.

Ne postoji jednostavna rekurzivna relacija za brojeve p,,. Rekurzivna relacija
kojom se p,, izrazava preko nekoliko prethodnih koristi petougaone brojeve.
To je jos jedan od velicanstvenih rezultata Leonarda Ojlera.

k(3k—1
2

Petougaoni brojevi su brojevi oblika ), gde je k proizvoljan ceo broj.

Primetimo da su ti brojevi uvek pozitivni.

Zak=0,1,—-1,2,—-2,3,—3,... dobijamo slede¢e petougaone brojeve

0,1,2,5,7,12,15,22,26, 35,40, 51,57,70,77,92, . ..
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Teorema 10.1. Za proizvoljan prirodan broj n € N, veci od jedan, vazi

Pn =DPn-1+DPn—2—Pn-5—Pn-7FT Pn-12+Pn-15 —Pn—22 — Pn-26 T -

ili preciznije

k=1 2 2

Na primer,
P18 = P17 + P16 — P13 — P11 + pe + p3 = 297 + 231 — 101 — 56 + 11 4+ 3 = 385.
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11 Zakljucak

Rekurzije susre¢emo svakodnevno. Osim pojavljivanja u matematici, one
se javljaju u programiranju, fizici (za izracunavanje starosti nekog predmeta
koris¢enjem perioda poluraspada radioaktivnog ugljenika), ekonomiji i dru-
gim naukama.

Naime, ¢ak i u skupu prirodnih brojeva, koji dobro poznajemo jos od prvog
razreda osnovne skole, mozemo uociti rekurziju: prvi clan je 1, a svaki sledeci
dobijamo tako sto prethodni uve¢amo za 1.

U ovom radu smo se bavili raznim kombinatornim problemima koji se
reSavaju primenom rekurzivnih relacija. Medu njima su podela ravni prava-
ma (od kojih nikoje dve nisu paralelne i nikoje tri ne prolaze kroz istu tacku),
odredivanje broja triangulacija konveksnog poligona, odredivanje broja par-
ticija datog skupa u nekoliko delova i mnogi drugi. Na taj nac¢in smo dosli
do Fibonacijevih, Katalanovih, Stirlingovih i Belovih brojeva, kao i raznih
identiteta koji vaze za njih.
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