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1 UvOoD

U ovom radu, upoznac¢emo se sa vaznim objektima kako u geometriji tako
i u kombinatorici. Objekti, od velikog znacaja, kojima sam se bavila, se zovu
politopi. Iz ovog master rada, nauci¢emo kako se oni zadaju kombinatorno i
geometrijski i pokazati njihovu ulogu. Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i
tu ¢emo se upoznati sa osnovnim pojmovima vezanim za politope. Navesce-
mo neke od osnovnih svojstava politopa i definisa¢cemo neke operacije koje
se mogu iskoristiti za generisanje ¢itavih familija ovih figura. Drugo pogla-
vlje je posveéeno kombinatornim svojstvima politopa i pojmovima kao $to su
uredeni skupovi, grafovi i gradeé¢i skupovi. Nakon toga ¢emo spomenuti neke
poznate familije prostih politopa i nac¢ine njihovog zadavanja. Posebno izdva-
jamo familiju asociedara za koju, pomoc¢u Kirkman-Kejlijeve formule koja je
izvedena u poslednjem delu ovog rada, dajemo broj strana u proizvoljnoj
dimenziji (f-vektor). Tu se detaljnije okre¢emo kombinatorici i dajemo razli-
¢ite mogucénosti prebrojavanja strana asociedara. Ovaj rad je u velikoj meri
inspirisan Gaifijevim ¢lankom [4].



2 POLITOPI

2.1 DEFINICIJE I OSOBINE POLITOPA

Pre svega, zelim da naglasim, da ¢u u celom radu, pod pojmom politop,
podrazumevati da se radi o konveksnim politopima. Za pocetak, pre nego sto
uvedemo pojam politopa, podsetiéemo se definicija poznatih od ranije.

Definicija 1 Skup C' C R? nazivamo konveksnim ako za sve x,y € C i sve
Aef0,1] vazi (1 =Nz + Iy eC.

Geometrijski, ako konveksan skup sadrzi tacke a i b , onda sadrzi i celu tu
duz.

Teorema 1 Presek familije konveksnih skupova je konveksan skup.

Definicija 2 Konveksni omotac skupa S C R? je najmanji konveksni pod-
skup od R koji sadri S.

Definicija 3 Neka su A\, o, ..., N\, nenegativni realni brojevi, takvi da je
M+ A+ ..+ N, = 1. Izraz \ix1 + Xexa + . ..+ Az, nazivamo konveksnom
kombinacyyom tacaka v, 25, ...,1,.

Postoje dva ekvivalentna nacina za definisanje politopa (dokaz da su oni
ekvivalentni nije trivijalan):

Definicija 4 (V-politop) Politop P je konveksni omotac¢ konacnog skupa
tacaka v1,vs, . .., v, u BEuklidskom prostoru R?:

P =conv{vy,...;o.} ={ o1+ ...+ v A, A >0 0+ o+ A, =1
= presek svih konveksnih skupova koji sadrZe vy, ..., v,

Definicija 5 (H-politop) Politop P je ogranicen presek konacno mnogo
poluprostora u Fuklidskom prostoru R?:

P:{xGRd:alxgbl,...,ambem}

:{xeRd:Abe}
gdejean,...,am € R iby, ... by €R. Ovde je x vektor kolona, A je matrica
dimenzije m X d sa vrstama aq,...,a, &b je vektor kolona sa vrednostima

bi, ..., bm.



Zbog teorijskih i prakti¢nih razloga, korisno je znati obe ove definicije poli-
topa. Na primer, iz definicije H-politopa jasno je da je presek dva politopa,
politop, a iz definicije V-politopa jasno je da je projekcija politopa, politop.
Dimenzija politopa je dimenzija njegovog afinog omotaca.
Dvodimenzionalni politopi se nazivaju poligoni ili mnogouglovi. Pre-
ma broju temena, nazivamo ih n-touglovi. Pravilni poligoni su poligoni
sa jednakim stranama: jednakostrani¢ni trougao, kvadrat, pravilni petou-
gao,. ...

Trodimenzionalni politopi se nazivaju poliedri. Pravilni politopi u di-
menziji 3 su Platonova tela ili pravilni poliedri: tetraedar, kocka, oktaedar,
dodekaedar i ikosaedar.

Slika 1: Platonova tela

Teorema 2 Neka je H politop @ L afini potprostor, tada je H N L takode
politop.

Teorema 3 Neka su P i Q politopi u RY, tada je PN Q takode politop.

Dokaz: Kako su P i () zadovoljeni sistemom nejednakosti, presek je skup
tacaka koje zadovoljavaju sve nejednakosti u P iu Q). Taj presek je ogranicen
jer sui P i @) ograniceni. Zbog toga je P N () politop.
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Hiperravan H u Euklidskom prostoru R? je afini podskup dimenzije d — 1
koji je zadat linearnom jednacinom

H={zcR%:azx = b},

gde a € RY — {0} i b € R. Hiperravan razdvaja R? u dva poluprostora data
nejednakostima ax < b1iax > b.

Neka je P C R? politop dimenzije d. Afina hiperravan H se naziva nosac poli-
topa ukoliko preseca P i ceo politop P je sadrzan u jednom od dva zatvorena
poluprostora odredena ovom hiperravni.

Definicija 6 Presek politopa @ nosaca politopa naziva se strana politopa.

Dimenzija strane politopa je jednaka dimenziji njenog afinog omotaca. Ako
je dimenzija strane politopa jednaka k, onda za nju kazemo da je to k-strana
politopa i najcéesce je obelezavamo sa F. Strane dimenzije 0 ili 1 se nazivaju
temena ili ivice politopa. Skup svih strana politopa P ¢ini mrezu L (P) u
odnosu na inkluziju. Najvec¢i element u L (P) je sam politop P, a najmanji je
prazan skup (strana svakog politopa). Strane politopa, osim P i ), se nazivaju
pravim stranama politopa P.

Neka je V' (P) skup temena politopa P. Naves¢éemo neke ocigledne ¢inje-
nice vezane za politope i njihove strane:

e Politop je konveksan omotac svojih temena: P = conv (V (P))

Temena strane F' od politopa P su temena politopa P sadrzana u F":
V(F)=V(P)NF

Presek dve strane politopa P je strana politopa P

Ako je F strana politopa P, onda je svaka strana strane F' strana
politopa P

Strana F' je jednaka preseku politopa P i afinog omotaca strane F', to
jest F' = Pnaff (F)



2.1.1 PRIMERI NEKIH POLITOPA

Primer 1 (Standardni d-simpleks) A, je konveksan omotac vektora
e1,€a,...,¢e411 (standardne baze) u R,

Ay = conv (e, e9,...,€4:1)

= {IERd+1|$1+...+ZEd+1:1,$1,...,$d+1 ZO}

Simpleks dimenzije 0 je tacka, dimenzije 1 je duz, dimenzije 2 je trougao, a
dimenzije 3 je tetraedar.

Slika 2: Simpleksi Ag, Ay, Ag, Ag

Primer 2 (Standardna d-kocka) Cj, ili hiperkocka je politop koji pred-
stavlja konveksan omotac 2¢ tacaka u R? ¢ije su koordinate —1 ili 1. Quaj
politop je zadat nejednacinama —1 < x; <1, za1=1,...,d.

Cq = conv ({—1, 1}d>

={reR!-1<2;<1,i=1,....d}

Slika 3: Kocka C4



Primer 3 (Kros-politop) O, ili d-hipersimpleks je konveksni omotaé ta-
caka {e1, —eq, e, —€a,. .., eq,—q} u R gde je {ey,..., eq} standardna baza
u R

Oq = conv (e1, —e€1, ..., €4, —€q)

_ {g; € Rélax < 1,a € {~1, 1}d}

Slika 4: Trodimenzionalni kros-politop (oktaedar)

2.2  SUMA MINKOVSKOG I PROIZVOD POLITOPA

Definicija 7 Suma Minkovskog dva politopa P i Q u R? je skup
P+Q={p+q:peP qeQ}CR?

Teorema 4 Suma Minkovskog dva konveksna omotaca nekih skupova tacaka
je konveksni omotac nekog skupa tacaka:

conv (vy, . .., vg)+conv (wy, ..., wy) = conv (v + Wy, ..., 0 +Wj, ..., 0+ w)
Dokaz: Neka je P = conv (vy,...,v) 1 Q = conv (wy, ..., wy).

Tada v; +w; € P+ Q zasvako 1 <i < kil <j <[ Uzmimo proizvoljne
tacke 1 € P, x9 € @, tada je

k !
Iy = E Aii, Lo = E Hiw;,
i=1 j=1



za neke Zle =1, A>0i1 22:1 pj =1, pr; > 0. Imamo da je
k I I
T1 + X2 :Z )\Z (Z Nj) v,»—l—z,ujwj
i=1 j=1 j=1

k !
=D ic1 2y Eij (Vi +wy),

gde je g;; = \ip; > 01 Zle 23':1 g;j = 1. Ovim smo dokazali teoremu.

Posledica 1 Suma Minkovsog dva politopa je politop.

I

» >

D>

Slika 5: Suma Minkovskog za dva dvodimenzionalna politopa

Teorema 5 (Proizvod dva politopa) Ako su P C R? i Q C R® politopi
(dimenzije d i e, respektivno), onda je P x Q) takode politop, dimenzije d+ e.

Dokaz: Posmatramo H-politope. Neka je P = {x cR?: Ax < a} iQ =

. o x dve. | A O x o)
{yER.Bygﬁ}.NekaJeS—{[y]ER '{O B}{y}g[ﬁ}}'
Odatle sledi da je



2.3 KONSTRUKCIJE ZA DOBIJANJE NOVIH POLITOPA

Pored operacija sa politopima, postoje jo§ neke konstrukcije za dobijanje
novih politopa. Naves¢emo ih:

1. Piramida
Ako je P d-politop i zy tacka van afinog omotaca. Onda je konveksni

omotac
pyr (P) := conv (P U {zy})

politop dimenzije (d + 1). Zovemo ga piramida iznad P.

Slika 6: Piramida nastala od poligona

2. Bipiramida
Sli¢no kao kod piramida, bipiramidu konstruiS§emo tako $to ¢emo iza-
brati dve tacke x i y, sa razli¢itih strana afinog omotaca skupa temena
od P i duz [zy] sefe unutrasnjost politopa P.

Slika 7: Bipiramida nastala od poligona



3. Prizma
Prizma nad politopom P je politop

prism (P) = P x A

Slika 8: Prizma nastala od poligona

4. Odsecak temena
Odsecak temena je politop koji se dobija sefenjem politopa pomocu
hiperravni koja sa jedne strane ima to teme, dok se sva ostala nalaze
sa njene druge strane. Posmatramo politop P, gde je V =V (P) i teme
v € V. Neka je cx < ¢y nejednakost za koju je

{v}=Pn{x: cx =co}

Dalje, biramo neko ¢; < ¢, gde je cv' < ¢1 za sve v/ € V (P)\ {v}.
DefiniSemo temeni odsec¢ak temena v kao politop:

Plv=Pn{z: cx =}

Slika 9: Kocka bez jednog temena
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3 KOMBINATORNA SVOJSTVA POLITOPA

3.1 POSETI-PARCIJALNO UREPENI SKUPOVI

Parcijalno ureden skup-poset (5, <) je skup S ureden binarnom
relacijom < koja je refleksivna, antisimetri¢na i tranzitivna. To jest, vazi:

e zasvakox € S, x < x
e zasvako x,y € S, akojex <yiy<zx,ondajex =y
e za svako x,y,z € S,akojex <yiy <z ondajexr <z

Primeri poseta kojima ¢emo se baviti u ovom radu su poseti strana nekog
politopa P, pa zbog toga skup S smatramo kona¢nim.
Za elemente z,y € S, gde je x <y, ozna¢imo sa

[Ty ={weS: z<w<y}

interval izmedu z i y. Ako je [z,y] = {z,y}, onda kazemo da y pokriva z i
ozna¢avamo < .

Za poset S kazemo da je ogranifen ako postoje jedinstveni elementi 0es
i1es, takvi da za sve z € Svari 0 <z <T.

Podskup C od S u kojem je za sve x,y € C, x < y ili y < x, naziva se lanac
u posetu S. Duzina lanca C je |C] — 1. U posetu S lanac C' je maksimalan,
ako ne postoji veéi lanac koji ga sadrzi. Ogranicen poset S je graduisan,
ako za bilo koje a < b, svi maksimalni lanci od a do b, imaju istu duzinu,
odnosno, ako postoji rang funkcija r : S — N, takva da je r(z) = 0 za
minimalan element z i r (y) = r (z) + 1, za © < y. Rang graduisanog poseta

Sijer (T) Za sve 0 < k < r(S) definiSe se k-ti nivo poseta S sa

Sp={xeS:r(z)=rk}.

Parcijalno uredeni skupovi se Sematski prikazuju Haseovim dijagramom.
Na pocetku rada, smo spomenuli pojam mreze, a sada ¢emo dati i definiciju.

Definicija 8 Poset S je mreZa, ako svaka dva elementa a,b € S imaju
nagjmanju gornju granicu aV b 1 najveéu donju granicu a Nb. Konacne mreZe
imaju najveéi element 1 ¢ najmangi element 0.

Primer 4 Bulovski poset B,, = P ({z,y,z}, C) je mreza.
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Slika 10: Hase dijagram bulovskog poseta

Sada kada smo se podsetili pojmova, mahom poznatih od ranije, pokaza-
¢emo kakva je njihova veza sa politopima.

Definicija 9 Poset (mreza) strana politopa P je skup L (P) svih strana po-
litopa koji je parcijalno ureden inkluzijom.

Kombinatorni tip je potpuno odreden mrezom strana politopa.

Definicija 10 Duva politopa P 1+ Q) su kombinatorno ekvivalentna ako su
im poseti strana izomorfni, to jest, ako je L (P) = L(Q).

Takvi politopi imaju isti broj temena, ivica, strana,. .. Primeri kombinatorno
ekvivalentnih politopa su kocka i zarubljena ¢etvorostrana piramida, kvadrat
i trapez, romb i kvadrat,...i jo$ mnogi drugi.

/N

Slika 11: Kombinatorno ekvivalentni dvodimenzionalni politopi

Kao sto smo rekli, poseti se predstavljaju Haseovim dijagramom, pa se
tako predstavlja i poset strana politopa. Haseov dijagram politopa je graf,
¢ija su temena strane politopa, ukljuc¢ujuéi prazan skup i sam politop, a svaka
ivica grafa povezuje neku k-stranu FF i neku (k + 1)-stranu F/*' takvu da
je FF C FJH

Primer 5 Na slici je prikazana mreZa strana cetvorostrane piramide. Na
najniZem nivou je prazan skup, zatim temena, onda strane i na najvisem
nivou sama piramida.
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Slika 12: Hase dijagram za piramidu

Teorema 6 Neka je P politop, tada:

1. Poset strana L (P) je graduisana mreZa duZine dim (P) + 1, sa rang
funkcijom r (F) = dim (F) + 1.

2. Svakiinterval |G, F] od L (P) je takode mreza strana politopa, dimenzije
r(F)—r(G)—1.

3. (svojstvo romba) Svaki interval duzine dva ima tacéno cetiri elementa.
Odnosno, ako je G C F, gde je r (F) —r(G) = 2, onda postoje tacno
dve strane H, gde je G C H C F i interval |G, F izgleda poput romba.

Dokaz:

1. Da bismo pokazali da je L (P) mreza, dovoljno je pokazati da ima
jedinstven maksimalan elemenat 1= P, jedinstven minimalan elemenat 0=
() i da za bilo koje dve strane njihova najveca donja granica postoji, gde je
FANG=FNG. To je tatno, jer je F'N G strana od F i GG, a time i od P,
a svaka strana politopa P koja je sadrzana u F' i G, mora biti sadrzana i u
FnaG.

(Sada ¢emo se ubaciti sa dokazom druge tacke, kako bi se pozvali na nju
u nastavku dokaza prve tacke)

2. Ako je F = P, a G = (), onda je to mreza strana polaznog politopa.
Kada je G = 0, a F # P dobijamo mreZu strana strane F, a strana F je
politop. Ako je G # (), onda postoji neko teme v € G, koje je i teme politopa
P i sada posmatramo odsec¢ak od tog temena P/v. Time dobijamo mrezu
strana politopa koji je manji od polaznog politopa i ta mreza strana je interval
[{v}, P]. U G mozemo da imamo jo§ nekih temena, ali u svakom slu¢aju
imamo ih manje nego na pocetku, jer smo jedno teme izbacili. Induktivno,
mozemo zakljuditi da ¢e ceo interval [G, P| biti mreza strana nekog politopa,
koji dobijamo tako sto otkidamo jedno po jedno teme i tako pravimo odsecke
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temena. Dokazali smo da je [G, P] mreza strana nekog politopa, pa kako
je [G, F] manje nego polazni, ovo ¢e biti mreza strana politopa. Dimenzija
politopa, ¢ija mreza strana odgovara intervalu [G, FY, je dobijena svakim
otkidanjem temena, jer smo time i dimenziju smanjivali za po jedan (odsecak
temena ima za jedan manju dimenziju od samog politopa). Iz toga sledi
formula za dimenziju navedena u teoremi.

Vrati¢emo se na dokaz prve tacke i dokazati da je L (P) graduisana mreza.
Ako su G C F strane od P, onda je aff (G) C aff (F) i zbog toga je i
dim (G) < dim (F'). Pa je dovoljno pokazati da ako je dim (F') — dim (G) > 2
onda postoji strana H € L (P), gde je G C H C F. Ali iz dokaza druge tacke,
interval [G, F] je mreza strana politopa dimenzije bar 1, tako da, postoji teme
koje je u H.

3. Ovo sledi trivijalno iz druge tacke, jer ako je ispunjeno dim(|G, F]) =
r(F)—r(G)—1,ar(F)—r(G) =2, onda sledi da je dim(|G, F]) = 1, §to
znaci da je taj politop ivica, a mreza strana ivice izgleda poput romba.

3.2 POLARNI, SIMPLICIJALNI I PROSTI POLITOPI

Definicija 11 Neka je P C R? politop. Polarni ili dualni politop politopa
P je
PA = {ae (Rd)* rar <1 zasve x € P}

Primer 6 Politop polaran kocki je oktaedar i uopsteno, u dimenziji d, politop
polaran d-dimenzionalnoj kocki je kros-politop.

Slika 13: Polarni politopi

Primer 7 Dodekaedar i ikosaedar su jedan drugom polarni politopi.
Primer 8 Polarni politop od simpleksa je takode simpleks.

Teorema 7 Neka su P i () politopi. Tada vazi:
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1. ako je P C Q onda P> D Q*
2. P C pAA
3. ako 0 € P onda P = PRA

4. ako0 € intP i P = conv (V) ondaje P®> ={a: av <1, zasvako v eV}

Treba jos napomenuti da kada okrenemo naopacke mrezu strana nekog poli-
topa dobijamo mrezu strana njegovog polarnog politopa.

Sada ¢emo objasniti Sta su to simplicijalni, a $ta prosti politopi.

Definicija 12 Simplicijalni politopi su politopi kod kojih su sve prave
strane simpleksi.

Primer 9 Simpleks 1 kros-politop su primeri simplicijalnih politopa.

Definicija 13 Politop dimenzije d je prost kada mu je svako teme incident-
no sa tacno d ivica.

Najpoznatiji prosti politopi su poligoni i kub. Postoje i familije prostih poli-
topa koji se dobijaju gradec¢im skupovima o kojima ¢e biti re¢ nesto kasnije.

Teorema 8 Jedini politopi koji su i simplicijalni © prosti su poligoni i sim-
pleksi.

Teorema 9 Politop P je simplicijalan ako i samo ako je P> prost.

3.3 GRAFOVI, DRVETA I GRADECI SKUPOVI

U ovom poglavlju, naves¢emo definiciju grafova i neke osnovne pojmove
vezane za njih. Nakon toga ¢emo uvesti pojam gradec¢eg skupa i objasniti
njegovu ulogu medu politopima.

Definicija 14 Graf 1l = (V, E) je ureden par, gde je V neprazan skup, ¢iji
su elementi cvorovi grafa, a skup grana E je simetricna, irefleksivna relacija
na V. Broj elemenata skupa V' se naziva red grafa.

Definicija 15 Dve grane su susedne, ako dele isti cvor.
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Definicija 16 Kompletan ili potpun graf je onaj graf kod koga su svaka
dva ¢vora povezana granom.

Definicija 17 Staza je graf (V = {v1,...,v.}, E = {(v;,v)| i — j| = 1}).

Definicija 18 Put u grafu je niz grana od kojih su svake dve uzastopne
susedne.

Definicija 19 Graf je povezan ako izmedu svaka dva cvora postoji put.
Definicija 20 Put je prost ako ne prolazi vise od jednom kroz isti ¢vor.

Definicija 21 Ciklus u grafu je prost put koji pocinje i zavrsava se u istom
cvoru.

Definicija 22 Graf je cikliéan ako sadrzi bar jedan ciklus. Graf bez ciklusa
se naziva actkliécnim grafom.

Definicija 23 Drvo se definise kao aciklican, povezan graf. Takvo drvo ima
viSe vaznih svojstava: nema ciklusa, izmedu svaka dva ¢vora postoji jedinstven,
put, broj grana je za jedan mangi nego broj cvorova, ako se doda grana izmedu
bilo koja dva nesusedna cvora, onda nastaje ciklus u grafu i ako se bilo koja
grana ukloni, graf postaje nepovezan.

Neka je B kolekcija nepraznih podskupova skupa [n] = {1,...,n} i neka
su e;, 1 = 1,...,n vektori standardne baze u R". Za svako I € B neka je
Ar = conv(e;li € I) i Pg = YjepAr suma Minkovskog. Opisa¢emo jednu
klasu kolekcija B za koje je politop Pg prost.

Definicija 24 Kolekcija B nepraznih podskupova skupa [n| se naziva gra-
deér skup kada vazi:

1. AkoI,JeBilINJ+#0, onda IUJ € B
2. {i} € B za sve i € [n].

Definicija 25 Ogranicenje grafa, u oznaci I'|;, na neki podskup I njegovih
temena, 1ma za skup temena bas I, a grane su mu one grane iz polaznog grafa
¢ija su oba kraja u I.

Definicija 26 Neka je T’ graf na skupu temena [n] = {1,...,n}. Grafovski

gradeéi skup B (T') je skup svih nepraznih podskupova I C [n| takvih da je
graf T'|; povezan.
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Teorema 10 Grafouvski gradeéi skup B (I') je gradeéi skup.

U nastavku ¢emo koristiti P(I') kao skracenicu za Ppry. Navesc¢emo neke
vazne primere familija prostih politopa koje ¢emo detaljnije razmatrati.

Primer 10 Ako je graf I staza sa n — 1 cvorova, onda je P (') (n — 2)-
dimenzionalni asociedar K,. Svakoj strani tog asociedra odgovara jedna rec
napravijena sa n slova 1 n — 1 operacijskim simbolom, sto cée se videti kasnije
na strans 18.

Primer 11 Ako je graf I' kompletan graf sa n cvorova, P (T) je (n — 1)-
dimenzionalni permutoedar 11,,_1.

Primer 12 Ako je graf T' cikl sa n ¢vorova, P (') je (n — 1)-dimenzionalni
cikloedar C,,_4.

Podseti¢emo se jos i §ta je triangulacija politopa.

Definicija 27 Triangulacija politopa P je konacna kolekcija T politopa,
takva da:

e P je unija politopa u T

e ako () € T onda je svaka strana politopa P u T
e ako Q, ReT onda QN ReT

o sui elementi u T su simplekst

Sledece tvrdenje dajemo bez dokaza.
Teorema 11 Svaki politop ima triangulaciju.

Jos ¢emo uvesti pojam trunkacije, koji ¢e nam omoguciti alternativnu geo-
metrijsku realizaciju asociedara, permutoedara i cikloedara. Naime, ove fami-
lije smo definisali pomoc¢u suma Minkovskog koje se tesko daju vizuelizovati—
geometrijske realizacije pomoc¢u trunkacija simpleksa ¢e nam dati mnogo bo-
lju sliku o ovim familijama prostih politopa.

Definicija 28 Trunkacija strane FF nekog d-politopa za 0 < k < d — 2 je
presek tog politopa i poluprostora u ¢ijoj se unutrasnjosti nalaze sva temena
politopa osim temena strane FF.
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3.3.1 ASOCIEDAR K,,, PERMUTOEDAR II,,_; 1 CIKLOEDAR C,,_;

Asociedar K, se kombinatorno moze zadati kao (n — 2)-politop kome
svako teme odgovara nacinu korektnih postavljanja parova zagrada koje od-
govaraju binarnoj operaciji u reci. UopSteno, k-strana ovog politopa odgovara
reci sa n slova u kojoj fali k pari zagrada. Takode, mozemo tumaciti i ovako:
temena asociedra odgovaraju triangulaciji konveksnog poligona sa n+ 1 stra-
na, ivica asociedra odgovara jednoj triangulaciji konveksnog poligona sa n+1
strana u kojoj je obrisana jedna dijagonala, dvodimenzionalna strana odgo-
vara triangulaciji u kojoj su obrisane dve dijagonala i ovo je put koji ¢e nas
dovesti do Kirkman-Kejlijevih brojeva. Asociedri se takode zovu i StaSevljevi
politopi, po Jim Stasheff-u koji je ovu kombinatornu definiciju realizovao kao
konveksno telo ranih Sezdesetih godina proslog veka.

Sada ¢emo videti koliko temena ima asociedar K, za n = 2,3,4,5,6.
Ako imamo datu re¢ sa samo dva slova, onda imamo samo jedan nacin za
postavljanje zagrada i to su spoljagnje zagrade. Ako imamo datu re¢ sa tri
slova, broj nac¢ina da postavimo zagrade (takvih da svaka zagrada ukljucuje
najmanje dva slova) je dva. Ako imamo datu re¢ sa Cetiri slova, broj nadi-
na da postavimo zagrade je pet. Ako imamo datu re¢ koja ima pet slova,
broj na¢ina da postavimo zagrade je Cetrnaest. Ako imamo datu re¢ koja
ima Sest slova, broj nac¢ina da postavimo zagrade je cetrdesetdva. Broje-
vi 1, 2, 5, 14, 42 predstavljaju prvi, drugi, trec¢i, cetvrti i peti Katalanov
broj, to jest ukupan broj svih moguéih triangulacija poligona sa 3, 4, 5, 6

. . . . . 2
i 7 strana. Katalanovi brojevi se racunaju po formuli C, = n+r1 : )

Ova formula nam daje moguénost da izra¢cunamo broj temena proizvoljnog
asociedra. Jedna od najvaznijih kombinatornih invarijanti politopa je nje-
gov f-vektor. Ako za d-politop, sa fi, 0 < k < d oznafimo broj njegovih
k-strana, onda "wvektor” (fo, ..., fa) predstavlja f-vektor tog politopa. Znadi,
za odredivanje f-vektora proizvoljnog asociedra, pored Katalanovih brojeva
koji nam daju fqy ostaje nam da odredimo i brojeve strana ostalih dimenzija.
Sekcija [4] u kojoj ¢emo dati jedan noviji dokaz Kirkman-Kejlijeve formule
je posvecena tom problemu.

Kako je prazan skup strana svakog politopa, imamo da je f_; = 1. Ta-
kode, f; = 1, jer je politop P jedina strana politopa P dimenzije d. Za
neke politope, mozemo zakljuciti koliko imaju i-dimenzionih strana. Na pri-

mer, za simpleks Ay, vazi f; (Ay) = < d+1

. >, a za d-kocku imamo da je
141
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fi (Caq) =277
Postavlja se pitanje, da li mozemo znati kako izgleda f-vektor za svaki poli-
top dimenzije d?

Za d = 2, ocigledno je da je fo = 11 f; = fy, dok za d = 3 vazi sledeca
teorema:

d
1

Teorema 12 (Stajnicova teorema) Za svaki trodimenzionalni politop f-
vektor zadovoljava sledece (ne)jednakosti:

o fo— fi+ fo =2 (Ojlerova relacija)
° fo<2fy—4
* [2<2fp—4

Medutim, ova teorema nam ne govori niSta o politopima dimenzije d > 3.
Zato ¢emo se skoncentrisati na proste d-dimenzionalne politope, politope kod
kojih je svako teme incidentno sa tac¢no d ivica.

Primer 13 Neka je abed rec sa cetiri slova, postoji pet nacina za postavljanje
zagrada. Tih pet nacina odgovara broju triangulacija pentagona.

Primer 14 Ako posmatramo reci sa pet slova, onda imamo 14 nacina da
pravilno postavimo zagrade. Na taj nacin dobijemo politop koji ima 14 te-
mena, gde svako teme odgovara jednoj triangulaciji Sestougla, 21 ivica ¢ 9
strana.

Q:
5 | T

[ R\

D P

)

! ]

S~

Slika 14: Trodimenzionalni asociedar odreden triangulacijama

Jos, za kraj, da vidimo kako se pomoc¢u gradeceg skupa i trunkacija sim-
pleksa moze geometrijski realizovati asociedar. Kao $to smo napomenuli u
uvodu, gradeéi skup koji odgovara trodimenzionalnom asociedru je nastao
iz staze 1 — 2 — 3 — 4. Toj stazi odgovara grade¢i skup B dat sa B =

({1425, 035, {4, {1, 21, {2,341, {3,4},{1,2,3}, {2, 3,4}, {1,2, 3,4} }.
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Kada nacrtamo simpleks dimenzije 3, to jest tetraedar, oznaci¢emo njego-
ve pljosni brojevima 1, 2, 31 4. Na osnovu ovako zadatog gradeceg skupa B
trunkiramo prvo teme koje je zajednicko pljosnima 1, 2 i 3, kao i teme koje je
zajednicko pljosnima 2, 3 i 4. Zatim trunkiramo ivicu koja se nalazi izmedu
pljosni 1 i 2, zatim ivicu koja se nalazi izmedu pljosni 2 i 3 i ivicu koja se
nalazi izmedu pljosni 3 i 4. Dakle, trunkira¢emo dva temena i tri ivice i na
taj nacin dobiti trodimenzionalni asociedar K.

Slika 15: Primer kako se trunkacijom dobija trodimenzionalni asociedar

Permutoedar II,,_; je (n — 1)-dimenzionalni politop u R” sa temenima
koji odgovaraju permutacijama vektora (1,2,...,n) i ¢ije ivice odgovaraju
transpoziciji izmedu dveju koordinata. Permutoedar dimenzije n — 1 ima n!
temena, jer je n! broj permutacija n-toc¢lanog skupa. Svako teme je vezano
ivicom sa n— 1 preostalih temena, pa je ukupan broj ivica w dva temena
koji se razlikuju zamenom mesta dve koordinate. Broj k-strana permutoedra
IL,_1, to jest k komponentu f-vektora ovog permutoedra, ¢emo dobiti pomo-

¢u formule

fr=(m—k)!SMn,n—k),
za0 < k <n—1,gdeje S(n,n—k)-Stirlingov broj druge vrste (broj particija
skupa od n elemenata u n — k nepraznih delova).

Primer 15 Permutoedar dimenzije 3 koji ima 4! temena.

Cikloedar C, je n-dimenzionalni politop, slican asociedru. Temena su
oznacena centralno-simetri¢nim triangulacijama pravilnog (2n + 2)-poligona.

Politop C), se kombinatorno opisuje analogno asociedru. Njegova temena
odgovaraju pravilno postavljenim zagradama u cikli¢noj rec¢i od n + 1 slova.
Svaka k-strana odgovara brisanju k parova zagrada iz takve reci.

20



Slika 16: Trodimenzioni permutoedar
i
®\ /@
o—&

Slika 17: Centralno-simetri¢ne triangulacije Sestougla

“1)(23)

), 23)E1)

3@ 26y @

/a2 o l@23)4)

RS ()
LT @BHN2

1234y, ((12)3)4

3412))

G412) (12)(34)

Slika 18: Cikloedar ¢ija su temena predstavljena pravilno postavljenim za-
gradama u cikli¢noj reci sa ¢etiri slova

4  KIRKMAN-KEJLIJEVA TEOREMA

Neka je D, ;-1 broj disekcija konveksnog poligona sa n + 1 oznacenih
strana i k£ — 1 dijagonala, tako da se nikoje dve ne seku u unutrasnjosti.
Formula za broj takvih disekcija dolazi od Kirkmana i Kejlija (koji su dali
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Slika 19: Cikloedar ¢ija su temena triangulacije opisane u definiciji

prvi potpuni dokaz)

D _1fn-2 n+k—1
n+1l,k—1 — L E—1 E—1

Ovde ¢emo prikazati dokaz Kirkman-Kejlijeve formule dat u [4] u kome se
uspostavlja bijekcija izmedu skupa disekcija poligona i nekih drugih skupova
¢iju kardinalnost je lakSe odrediti.

Definicija 29 S, ((ay,...,a,),k) je skup svih reci koje nastaju od recia; . . . a,
wvodenjem k parova zagrada, takvih da je:

e (Cela rec¢ u jednom paru zagrada
e Svaki par zagrada sadrzi bar dva slova

Kroz slede¢i primer, objasni¢emo $ta nam ovaj pojam znaci za asociedre i
dalje izvodenje dokaza.

Primer 16 Neka je n = 6 i k = 4. Posmatrajmo (n + 1)-poligon (sedmou-
gao), u kojem jednu stranu oznacimo sa 0, a sve ostale strane oznacimo sa
a; = 1,...,a, = n. Element skupa Sy ((a1,...,a,),k) ée biti jedna re¢ koja
se sastoji od Sest slova 1 to bas u ovom redosledu 123456 ¢ u koju je uneto
k parova zagrada (k = 4), takvih da su ispunjeni gornji uslovi. Jedan par
zagrada smo potrosili na najspoljasnije ¢ jos imamo pravo na 3 para zagra-
da, s tim Sto svaki par sadrZi bar dva slova. Na primer, ((123) ((45)6)). Ove
rect 1zjednacavamo sa dijagonalnom podelom sedmougla. U tom sedmouglu,
kao i u svakom (n + 1)-poligonu o kom se radi, imamo k — 1 nepresecajucih
dijagonala, jer je ova jedna spoljasnja zagrada obavezna. Takva jedna rec je
elemenat naseg skupa

((123) ((45)6)) € Ss ((L,...,6),4).

22



Slika 20: Disekcija koja odgovara ((123) ((45)6))

Kako ove re¢i lako dovodimo u bijekciju sa crtezima (n+ 1)-poligona sa k — 1
nepresecajucih dijagonala, zaklju¢ujemo da je

’SZ ((ala cee 7an) ) k) ‘ = Dn-‘rLk—l-

Pogleda¢emo kakva je veza izmedu skupa Sy ((aq,...,a,),k) i drveta.
Imamo skup ¢iji elementi su nizovi koji sadrze brojeve 1,...,n i k parova
uparenih zagrada. One mogu biti predstavljene drvetom orijentisanim od ko-
rena ka n listova (spoljasnjih ¢vorova). Svaki ¢vor koji nije list predstavlja
podniz koji pocinje otvorenim zagradama i zavrSava se odgovarajuc¢im zatvo-
renim zagradama (koren predstavlja ¢itav niz). Postoji grana od ¢vora i do
¢vora j ako je j sadrzan u nizu i ne postoji drugi niz takav da je j C [ C 1.
Sledeca slika prikazuje primer ovakvog predstavljanja terma sa zagradama.
Kako svaka zagrada sadrzi najmanje dva ¢lana, svaki unutrasnji ¢vor se racva
u bar dve grane.

Definicija 30 Ty (n + k — 1,k) je skup particija skupa {1,2,...,n+k — 1}
u k delova, kardinalnosti vecée ili jednake dva. Svaka takva particija moZe da
se predstavi kao drvo ¢iji su svi cvorovi oznaceni na gorngji nacin, sa n listova
1 k unutra$njih cvorova, od kojih se svaki racva bar u dve grane.

Sada, pomoc¢u pojma iz definicije 29, definisa¢emo slede¢i, glavni pojam.

Definicija 31 Ako su aq,...,a, medusobno razliciti onda je

S ((aa(l), . ,%(n)) ,k) S ((aT(l), . ,aT(n)) ,k:) = za o # 7 i tada defi-
nisemo pojam

0S5, ((ay,...,a,),k) = U Sy ((ao(ys - - - Gom)) k)

UESn
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((123)((45)6))

Slika 21: Drvo koje odgovara ((123) ((45) 6))

¢ija je unija disjunktna 1 S, je simetricna grupa, to jest grupa permutacija
n-toclanog skupa.

Napomena: Znajuéi da je unija iz prethodne definicije disjunktna, mo-
zemo zakljuciti da je
|OS? ((alv SR 7an) ) k) | = n"S2 (((ll, cee 7an) ) k) | = n!Dn-i-l,k:—l'

Definicija 32 Neka je X konacan skup. Unutrasnje uredena k-particija
skupa X je zadata sa:

1. Obicnom particijom P ={Py,..., Py}
e PNP=0,i#j
. P40
e PU..UP =X

2. Linearnim uredenjem na P; za svako i. Ako je jos za svako i, |P;| > 2,
onda je ta unutrasnje uredena k-particija prihvatljiva.

Od posebnog znacaja nam je prihvatljiva unutrasnje uredena k-particija, pa
¢emo zato, kad god nam je potrebna, koristiti skra¢enicu PUUEP.

Definicija 33 1T, (n+ k — 1,k) je skup svih PUUKP skupa [1,n+ k — 1],
za sve prirodne brojeve n i k, gde jen>2in—1>k > 1.

Sada sledi jedna vrlo vazna teorema, jer ako mozemo izracunati koliko skup
IT; (n+ k — 1, k) ima elemenata, onda znamo i koliko elemenata ima skup

OSQ ((al, N ,an) s ]{?)
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Teorema 13 Postoji bijekcija izmedu skupa OS; ((as,...,a,),k) i skupa
ITy(n+k—1,k).

Dokaz: Neka je a; = 1,a9 = 2,...,a, = n. Ova teorema se nadovezuje
na jo$ jednu koju je Gaiffi ranije dokazao, a to je da postoji bijekcija iz-
medu skupa Ss ((a1,...,a,),k) i skupa Tp (n + k — 1, k). Tako mozemo od
re¢i S € So((ag(1ys - - -5 Ao(n)), k) konstruisati planarno drvo, jer nam je bitan
redosled listova. Nacrtamo listove oznaCene sa aq (1), . - . , Go(n). KonstruiSemo
PUUEP skupa [1,n+ k — 1] prema slede¢em pravilu. Skupovi P, ..., Py par-
ticije su unutrasnji ¢vorovi drveta. Deo P; je dobijen od ¢vora oznacenog sa
n+iito je ureden skup konstruisan na ovaj nacin: ako su ¢vorovi by, bo, ..., b,
(od levog ka desnom) pokriveni ¢vorom oznafenim sa n + i, onda je P; skup
{b1,ba,...,b.} ureden sa

b1 < by < ... <b,. Na taj nac¢in smo opisali funkciju
[':085((1,2,...,n),k) — ITy (n+ k — 1, k). Inverzna funkcija je konstru-
isana povezivanjem drveta u PUUKP {P, ..., P} skupa [1,n + k — 1]. Sada

u obzir uzimamo unutrasnje uredenje skupova Py, Ps, ..., P i crtamo grane,
od leva ka desno, prema ovom uredenju. Na kraju dobijamo skup permutacije
niza 1,2,...,n kao Sto je ilustrovano na slici.

{2,3,1} {4,6} {7,5} {8,10}{11,12}{14,9,13}

S =(((4.8),(7,5)),9.(8.(2,3,1)))

Slika 22: Unutrasnje uredena particija skupa [1,14] na 6 delova (vrh slike),
koja odgovara postavljanju 6 pari zagrada u reci 467598231 na dnu slike
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Definicija 34 Istaknuta unutrasnje uredena k-particija skupa X je PUUkP
tog skupa c¢ija je jedna komponenta istaknuta.

Takva particija izgleda ovako {Xi, Ps, ..., Py}, svaka je uredena linearno i
svaka ima bar dva elementa.

Definicija 35 Particija skupa X — {X1}, dakle particija P, ..., Py, imace
uredenje takvo da ako je jedan ispred drugog znaci da ée najmangi element u
P; biti mangi od najmanjeg elementa u P;.

Skup X je podskup skupa celih brojeva, pa ¢emo umesto ay, .. ., a, zamisljati
prirodne brojeve 1,...,n. Zato mozemo porediti najmanje elemente od P;
i P; i ako je najmanji elemenat u F; manji od najmanjeg elementa u F;
(po uredenju u N), onda ¢emo u tom redosledu i pisati ove Ps,..., P;. Da
pojasnimo, ako P, ima unutra$nje linearno uredene elemente, zapisa¢emo ih
kao niz, P, = (5 <3 < 17), a P; ima uredenje P; = (6 <1 < 12 < 4) (oni
su medusobno disjunktni, 5 = minp, P, i 6 = minp, P5 i znamo da je 5 <y 6
po uredenju u skupu prirodnih brojeva), onda su lepo postavljeni i P, dolazi
ispred Ps.

Definicija 36 Oznacicemo sa [ITy(n+k — 1, k) skup istaknutih unutrasnje
uredenih k-particija od [1,n + k — 1]. Njih ima onoliko koliko ima i obicnih,
pa jos puta k, zbog k nacina da istaknemo jedan element od njih k, to jest
vazi:

\IITy(n+k —1,k)| = k|[ITo(n + k — 1,k)].

Teorema 14 Neka sun i k prirodni brojevi takvi da jen > 2in—1>k >1
onda postoji bijekcija izmedu skupa I1Ty(n+k—1, k) i trojki oblika (I, o, D),
gde je:

1. I =iy,...,i, podniz duzinen niza L=1,2,...,n+k—1
2. 0€8,

3. D je podniz duZine k —1 niza iy(), . .., ie(n-1). Specijalno, ako je n > 2
t k=1, onda je D prazan niz.

Dokaz: Posmatrajmo trojku (1,0, D). Neka je I = iy,i9,...,1, (gde je i; <
ip < ... < iy) 1 oznatimo sa J = ji,7J2,...,Jk—1 podniz od L, napravljen
od brojeva koji ne pripadaju I (primetimo da je j; < jo < ...jx_1). Sada
koristimo ¢ da permutujemo niz I.

ol = ig(l), ig(g), c. ,ig(n)
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Radi lepSe notacije, stavicemo da je D = i5(4,), - - -, to(d,_,), gde je

di > 2,d,; < n — 1. Pokazacemo kako da trojci (I,o,D) pridruzimo
istaknutu unutrasnje uredenu k-particiju skupa [1,n + k& — 1]. Prvo sta-
vimo da je skup X; jednak skupu {is(u),i0(1), - - -, %@ —1)} sa uredenjem
on) < lo(1) < ... < lg(d;—1)- Onda gradimo skupove

Py = {J1,lo(dr) to(dy+1)s - - -+ lo(da—1) }

Py = {2, lo(dy) to(dg+1)s - - - + lo(ds—1) }

P = {Ji—1+o(dy_1)s bo(dy141)s - -+ Go(n-1) }

izasvako 2 < i < k, vazi uredenje kao u X;. Primetimo da skupovi P, ..., P
formiraju neuredenu particiju skupa [1,n + k& — 1] — { X3}, indeksirani pre-
ma definiciji 35. Zaklju¢ujemo, da polazeci od trojke (1,0, D) mozemo dobiti
istaknutu unutrasnje uredenu k particiju skupa [1, n+k—1], §to ¢emo ilustro-
vati u slede¢em primeru. Da je ova funkcija injektivna lako se vidi i iz same
definicije. Sada ¢emo pokazati da je funkcija i sirjektivna, tj da se sve istak-
nute unutra$nje uredene k-particije skupa [1,n+ k — 1] mogu dobiti od trojki
(I,0,D). Ako je k = 1, ovo je trivijalno. Neka je k > 2 ineka je X, Ps, ..., P
takva particija. Detaljnije, neka je X; ureden skup {:L’l, To,. .. ,:U|X1|} i neka
je za svako 7, 2 < ¢ < k, P; ureden skup P, = {pil,ng,...’pilpi‘}. Prema
definiciji 35, indeksi od P; zadovoljavaju ps; < ... < pg1. Oznacimo sa J niz
P21y .-y Pr1 188 I =1q,...,%, podniz od L i komplementaran nizu J. Zatim
izaberemo permutaciju o € S,,, definisanu kao permutaciju takvu da se niz

ol = ia(l)a s 77:0'(7171)7 ia(n)

poklapa sa nizom

Lo, X\Xq], P22, P23y - - - 5 D2|Ps|5 P32, P33y - - - s P3| Ps|s -+ - s Pk25 -+ - s Pk|Py|s L1-

Nakon odsecanja prvog i poslednjeg elementa niza o, izvadimo iz dobijenog
niza, podniz kardinalnosti k — 1

D = ig(x1))s to (X1 [ +|P2|~1)5 b (|Xa [+ Pa |+ P3| ~2) - + 5 Lo (| X[ +|Pal 4ot | P |~ (k—2))

(specijalno, ako je k = 2 ovaj niz je D = iy(x,})). Ovim smo formirali trojku
(I,0,D) koja se slika u istaknutu k-particiju Xy, Ps, ..., Py §to znaci da je
pridruzivanje "na”. Kako je ovo preslikavanje i 71 —17, zaklju¢ujemo da postoji
bijekcija izmedu polazna dva skupa.
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) nacina da izaberemo I,

Kako imamo (n+k—1) = (n—l—k—l

n k—1
i . n—2 » . .
n! nadina za o i . _ 1 | nacina da izaberemo D, broj elemenata skupa

(1,0,D) je
n+k—1 [ n—2
n! .
k—1 k—1
Primer 17 Neka je n =7 i k = 4, posmatramo trojku (1,0, D), gde:

e [ =1,2,3,4,6,9,10, (i1,12,13,14,15,16,17) je podniz niza
L=1,23,4506789 10

e 0 je permutacija u Sy takva da

ol = 27 67 1, 107 37 97 47 (io(l)a io(?)a 7:0'(3)7 i0(4)7 i0(5)7 io(ﬁ)a io('?))

o D = 1,39, (io(3):%0(5): t0(6)) je podniz niza 6,1,10,3,9 (to jest, niza
ol bez prvog i poslednjeg elementa).

Ovu trojku éemo povezati sa istaknutom unutrasnje uredemom particijom
Xy, Py, P, Py skupa [1,10], prema prethodnoj teoremi. Skup X, je
{ig(7),ig(1),ig(2)}, to jest X1 = {4,2,6} sa uredenjem 4 < 2 < 6. Sada prime-
timo da je komplement od [ =1,2,3,4,6,9,10 v L =1,2,3,4,5,6,7,8,9, 10,
niz J = 5,7,8. Zatim, P, = {5,2’0(3),2'0(4)}, to jest Py = {5,1,10} sa ure-
denjem 5 < 1 < 10. Na analogan nacin dobijamo da je Py = {7,3} i
Py = {8,9}.

Konac¢no, mozemo zakljuc¢iti da, vracajuéi se u nazad po teoremama u
ovom poglavlju, dolazimo do Kirkman-Kejlijevog broja:

+ k-1 -2
(nk—l )n'(z_l ) :kn!Dn+17k_1
1l fn+k-1 n—2
DTL-I-l,k’—l_E( E—1 )(k_1>

Zahvaljujuc¢i brojevima Kirkman-Kejlija, sada mozemo da izracunamo
f-vektor (broj strana proizvoljne dimenzije) d-dimenzionog asociedra.
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