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1 Uvod

U ovom radu, upozna¢emo se sa vaºnim objektima kako u geometriji tako
i u kombinatorici. Objekti, od velikog zna£aja, kojima sam se bavila, se zovu
politopi. Iz ovog master rada, nau£i¢emo kako se oni zadaju kombinatorno i
geometrijski i pokazati njihovu ulogu. Prvo poglavlje je uvodnog karaktera i
tu ¢emo se upoznati sa osnovnim pojmovima vezanim za politope. Nave²¢e-
mo neke od osnovnih svojstava politopa i de�nisa¢emo neke operacije koje
se mogu iskoristiti za generisanje £itavih familija ovih �gura. Drugo pogla-
vlje je posve¢eno kombinatornim svojstvima politopa i pojmovima kao ²to su
ure�eni skupovi, grafovi i grade¢i skupovi. Nakon toga ¢emo spomenuti neke
poznate familije prostih politopa i na£ine njihovog zadavanja. Posebno izdva-
jamo familiju asociedara za koju, pomo¢u Kirkman-Kejlijeve formule koja je
izvedena u poslednjem delu ovog rada, dajemo broj strana u proizvoljnoj
dimenziji (f -vektor). Tu se detaljnije okre¢emo kombinatorici i dajemo razli-
£ite mogu¢nosti prebrojavanja strana asociedara. Ovaj rad je u velikoj meri
inspirisan Gai�jevim £lankom [4].
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2 Politopi

2.1 Definicije i osobine politopa

Pre svega, ºelim da naglasim, da ¢u u celom radu, pod pojmom politopi,
podrazumevati da se radi o konveksnim politopima. Za po£etak, pre nego ²to
uvedemo pojam politopa, podseti¢emo se de�nicija poznatih od ranije.

De�nicija 1 Skup C ⊂ Rd nazivamo konveksnim ako za sve x, y ∈ C i sve
λ ∈ [0, 1] vaºi (1− λ)x+ λy ∈ C.

Geometrijski, ako konveksan skup sadrºi ta£ke a i b , onda sadrºi i celu tu
duº.

Teorema 1 Presek familije konveksnih skupova je konveksan skup.

De�nicija 2 Konveksni omota£ skupa S ⊆ Rd je najmanji konveksni pod-
skup od Rd koji sadrºi S.

De�nicija 3 Neka su λ1, λ2, . . . , λn nenegativni realni brojevi, takvi da je
λ1 +λ2 + . . .+λn = 1. Izraz λ1x1 +λ2x2 + . . .+λnxn nazivamo konveksnom
kombinacijom ta£aka x1, x2, . . . , xn.

Postoje dva ekvivalentna na£ina za de�nisanje politopa (dokaz da su oni
ekvivalentni nije trivijalan):

De�nicija 4 (V-politop) Politop P je konveksni omota£ kona£nog skupa
ta£aka v1, v2, . . . , vn u Euklidskom prostoru Rd:

P = conv {v1, . . . , vn} = {λ1v1 + . . .+ λnvn : λ1, . . . , λn ≥ 0, λ1 + . . .+ λn = 1}

= presek svih konveksnih skupova koji sadrºe v1, . . . , vn

De�nicija 5 (H-politop) Politop P je ograni£en presek kona£no mnogo
poluprostora u Euklidskom prostoru Rd:

P =
{
x ∈ Rd : a1x ≤ b1, . . . , amx ≤ bm

}
=
{
x ∈ Rd : Ax ≤ b

}
gde je a1, . . . , am ∈ Rd i b1, . . . , bm ∈ R. Ovde je x vektor kolona, A je matrica
dimenzije m × d sa vrstama a1, . . . , am i b je vektor kolona sa vrednostima
b1, . . . , bm.

3



Zbog teorijskih i prakti£nih razloga, korisno je znati obe ove de�nicije poli-
topa. Na primer, iz de�nicije H-politopa jasno je da je presek dva politopa,
politop, a iz de�nicije V -politopa jasno je da je projekcija politopa, politop.
Dimenzija politopa je dimenzija njegovog a�nog omota£a.
Dvodimenzionalni politopi se nazivaju poligoni ili mnogouglovi. Pre-
ma broju temena, nazivamo ih n-touglovi. Pravilni poligoni su poligoni
sa jednakim stranama: jednakostrani£ni trougao, kvadrat, pravilni petou-
gao,. . . .
Trodimenzionalni politopi se nazivaju poliedri. Pravilni politopi u di-
menziji 3 su Platonova tela ili pravilni poliedri: tetraedar, kocka, oktaedar,
dodekaedar i ikosaedar.

Slika 1: Platonova tela

Teorema 2 Neka je H politop i L a�ni potprostor, tada je H ∩ L tako�e
politop.

Teorema 3 Neka su P i Q politopi u Rd, tada je P ∩Q tako�e politop.

Dokaz: Kako su P i Q zadovoljeni sistemom nejednakosti, presek je skup
ta£aka koje zadovoljavaju sve nejednakosti u P i u Q. Taj presek je ograni£en
jer su i P i Q ograni£eni. Zbog toga je P ∩Q politop.
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Hiperravan H u Euklidskom prostoru Rd je a�ni podskup dimenzije d−1
koji je zadat linearnom jedna£inom

H = {x ∈ Rd : ax = b},

gde a ∈ Rd − {0} i b ∈ R. Hiperravan razdvaja Rd u dva poluprostora data
nejednakostima ax ≤ b i ax ≥ b.
Neka je P ⊂ Rd politop dimenzije d. A�na hiperravan H se naziva nosa£ poli-
topa ukoliko preseca P i ceo politop P je sadrºan u jednom od dva zatvorena
poluprostora odre�ena ovom hiperravni.

De�nicija 6 Presek politopa i nosa£a politopa naziva se strana politopa.

Dimenzija strane politopa je jednaka dimenziji njenog a�nog omota£a. Ako
je dimenzija strane politopa jednaka k, onda za nju kaºemo da je to k-strana
politopa i naj£e²¢e je obeleºavamo sa F k

i . Strane dimenzije 0 ili 1 se nazivaju
temena ili ivice politopa. Skup svih strana politopa P £ini mreºu L (P ) u
odnosu na inkluziju. Najve¢i element u L (P ) je sam politop P , a najmanji je
prazan skup (strana svakog politopa). Strane politopa, osim P i ∅, se nazivaju
pravim stranama politopa P .

Neka je V (P ) skup temena politopa P . Nave²¢emo neke o£igledne £inje-
nice vezane za politope i njihove strane:

� Politop je konveksan omota£ svojih temena: P = conv (V (P ))

� Temena strane F od politopa P su temena politopa P sadrºana u F :
V (F ) = V (P ) ∩ F

� Presek dve strane politopa P je strana politopa P

� Ako je F strana politopa P , onda je svaka strana strane F strana
politopa P

� Strana F je jednaka preseku politopa P i a�nog omota£a strane F , to
jest F = P ∩ aff (F )
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2.1.1 Primeri nekih politopa

Primer 1 (Standardni d-simpleks) ∆d je konveksan omota£ vektora
e1, e2, . . . , ed+1 (standardne baze) u Rd+1.

∆d = conv (e1, e2, . . . , ed+1)

=
{
x ∈ Rd+1|x1 + . . .+ xd+1 = 1, x1, . . . , xd+1 ≥ 0

}
Simpleks dimenzije 0 je ta£ka, dimenzije 1 je duº, dimenzije 2 je trougao, a
dimenzije 3 je tetraedar.

Slika 2: Simpleksi ∆0, ∆1, ∆2, ∆3

Primer 2 (Standardna d-kocka) Cd ili hiperkocka je politop koji pred-
stavlja konveksan omota£ 2d ta£aka u Rd £ije su koordinate −1 ili 1. Ovaj
politop je zadat nejedna£inama −1 ≤ xi ≤ 1, za i = 1, . . . , d.

Cd = conv
(
{−1, 1}d

)
=
{
x ∈ Rd |−1 ≤ xi ≤ 1, i = 1, . . . , d

}

Slika 3: Kocka C3
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Primer 3 (Kros-politop) ♦d ili d-hipersimpleks je konveksni omota£ ta-
£aka {e1,−e1, e2,−e2, . . . , ed,−ed} u Rd gde je {e1, . . . , ed} standardna baza
u Rd.

♦d = conv (e1,−e1, . . . , ed,−ed)

=
{
x ∈ Rd|ax ≤ 1, a ∈ {−1, 1}d

}

Slika 4: Trodimenzionalni kros-politop (oktaedar)

2.2 Suma Minkovskog i proizvod politopa

De�nicija 7 Suma Minkovskog dva politopa P i Q u Rd je skup

P +Q = {p+ q : p ∈ P, q ∈ Q} ⊂ Rd

Teorema 4 Suma Minkovskog dva konveksna omota£a nekih skupova ta£aka
je konveksni omota£ nekog skupa ta£aka:

conv (v1, . . . , vk)+conv (w1, . . . , wl) = conv (v1 + w1, . . . , vi + wj, . . . , vk + wl)

Dokaz: Neka je P = conv (v1, . . . , vk) i Q = conv (w1, . . . , wl).
Tada vi + wj ∈ P +Q za svako 1 ≤ i ≤ k i 1 ≤ j ≤ l. Uzmimo proizvoljne
ta£ke x1 ∈ P , x2 ∈ Q, tada je

x1 =
k∑
i=1

λivi, x2 =
l∑

j=1

µjwj,
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za neke
∑k

i=1 λi = 1, λi ≥ 0 i
∑l

j=1 µj = 1, µj ≥ 0. Imamo da je

x1 + x2 =
k∑
i=1

λi

(
l∑

j=1

µj

)
vi +

l∑
j=1

µjwj

=
∑k

i=1

∑l
j=1 εij (vi + wj),

gde je εij = λiµj ≥ 0 i
∑k

i=1

∑l
j=1 εij = 1. Ovim smo dokazali teoremu.

Posledica 1 Suma Minkovsog dva politopa je politop.

Slika 5: Suma Minkovskog za dva dvodimenzionalna politopa

Teorema 5 (Proizvod dva politopa) Ako su P ⊂ Rd i Q ⊂ Re politopi
(dimenzije d i e, respektivno), onda je P ×Q tako�e politop, dimenzije d+ e.

Dokaz: Posmatramo H-politope. Neka je P =
{
x ∈ Rd : Ax ≤ α

}
i Q =

{y ∈ Re : By ≤ β}. Neka je S =

{[
x
y

]
∈ Rd+e :

[
A 0
0 B

] [
x
y

]
≤
[
α
β

]}
.

Odatle sledi da je

S =

{[
x
y

]
∈ Rd+e :

[
Ax
By

]
≤
[
α
β

]}

=

{[
x
y

]
∈ Rd+e : x ∈ P, y ∈ Q

}
= P ×Q
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2.3 Konstrukcije za dobijanje novih politopa

Pored operacija sa politopima, postoje jo² neke konstrukcije za dobijanje
novih politopa. Nave²¢emo ih:

1. Piramida
Ako je P d-politop i x0 ta£ka van a�nog omota£a. Onda je konveksni
omota£

pyr (P ) := conv (P ∪ {x0})

politop dimenzije (d+ 1). Zovemo ga piramida iznad P .

Slika 6: Piramida nastala od poligona

2. Bipiramida
Sli£no kao kod piramida, bipiramidu konstrui²emo tako ²to ¢emo iza-
brati dve ta£ke x i y, sa razli£itih strana a�nog omota£a skupa temena
od P i duº [xy] se£e unutra²njost politopa P .

Slika 7: Bipiramida nastala od poligona
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3. Prizma
Prizma nad politopom P je politop

prism (P ) = P ×∆1

Slika 8: Prizma nastala od poligona

4. Odse£ak temena
Odse£ak temena je politop koji se dobija se£enjem politopa pomo¢u
hiperravni koja sa jedne strane ima to teme, dok se sva ostala nalaze
sa njene druge strane. Posmatramo politop P , gde je V = V (P ) i teme
v ∈ V . Neka je cx ≤ c0 nejednakost za koju je

{v} = P ∩ {x : cx = c0}

Dalje, biramo neko c1 < c0, gde je cv′ < c1 za sve v′ ∈ V (P ) \ {v}.
De�ni²emo temeni odse£ak temena v kao politop:

P/v = P ∩ {x : cx = c1}

Slika 9: Kocka bez jednog temena
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3 Kombinatorna svojstva politopa

3.1 Poseti-parcijalno ure�eni skupovi

Parcijalno ure�en skup-poset (S, ≤) je skup S ure�en binarnom
relacijom ≤ koja je re�eksivna, antisimetri£na i tranzitivna. To jest, vaºi:

� za svako x ∈ S, x ≤ x

� za svako x, y ∈ S, ako je x ≤ y i y ≤ x, onda je x = y

� za svako x, y, z ∈ S, ako je x ≤ y i y ≤ z, onda je x ≤ z

Primeri poseta kojima ¢emo se baviti u ovom radu su poseti strana nekog
politopa P , pa zbog toga skup S smatramo kona£nim.
Za elemente x, y ∈ S, gde je x ≤ y, ozna£imo sa

[x, y] = {w ∈ S : x ≤ w ≤ y}

interval izme�u x i y. Ako je [x, y] = {x, y}, onda kaºemo da y pokriva x i
ozna£avamo x ≺ y.
Za poset S kaºemo da je ograni£en ako postoje jedinstveni elementi 0̂ ∈ S
i 1̂ ∈ S, takvi da za sve x ∈ S vaºi 0̂ ≤ x ≤ 1̂.
Podskup C od S u kojem je za sve x, y ∈ C, x ≤ y ili y ≤ x, naziva se lanac
u posetu S. Duºina lanca C je |C| − 1. U posetu S lanac C je maksimalan,
ako ne postoji ve¢i lanac koji ga sadrºi. Ograni£en poset S je graduisan,
ako za bilo koje a < b, svi maksimalni lanci od a do b, imaju istu duºinu,
odnosno, ako postoji rang funkcija r : S → N, takva da je r (x) = 0 za
minimalan element x i r (y) = r (x) + 1, za x ≺ y. Rang graduisanog poseta

S je r
(

1̂
)
. Za sve 0 < k < r (S) de�ni²e se k-ti nivo poseta S sa

Sk = {x ∈ S : r (x) = k} .

Parcijalno ure�eni skupovi se ²ematski prikazuju Haseovim dijagramom.
Na po£etku rada, smo spomenuli pojam mreºe, a sada ¢emo dati i de�niciju.

De�nicija 8 Poset S je mreºa, ako svaka dva elementa a, b ∈ S imaju
najmanju gornju granicu a∨ b i najve¢u donju granicu a∧ b. Kona£ne mreºe
imaju najve¢i element 1̂ i najmanji element 0̂.

Primer 4 Bulovski poset Bn = P ({x, y, z} , ⊆) je mreºa.
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Slika 10: Hase dijagram bulovskog poseta

Sada kada smo se podsetili pojmova, mahom poznatih od ranije, pokaza-
¢emo kakva je njihova veza sa politopima.

De�nicija 9 Poset (mreºa) strana politopa P je skup L (P ) svih strana po-
litopa koji je parcijalno ure�en inkluzijom.

Kombinatorni tip je potpuno odre�en mreºom strana politopa.

De�nicija 10 Dva politopa P i Q su kombinatorno ekvivalentna ako su
im poseti strana izomorfni, to jest, ako je L (P ) ∼= L (Q).

Takvi politopi imaju isti broj temena, ivica, strana,. . . Primeri kombinatorno
ekvivalentnih politopa su kocka i zarubljena £etvorostrana piramida, kvadrat
i trapez, romb i kvadrat,. . . i jo² mnogi drugi.

Slika 11: Kombinatorno ekvivalentni dvodimenzionalni politopi

Kao ²to smo rekli, poseti se predstavljaju Haseovim dijagramom, pa se
tako predstavlja i poset strana politopa. Haseov dijagram politopa je graf,
£ija su temena strane politopa, uklju£uju¢i prazan skup i sam politop, a svaka
ivica grafa povezuje neku k-stranu F k

i i neku (k + 1)-stranu F k+1
j takvu da

je F k
i ⊂ F k+1

j .

Primer 5 Na slici je prikazana mreºa strana £etvorostrane piramide. Na
najniºem nivou je prazan skup, zatim temena, onda strane i na najvi²em
nivou sama piramida.
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Slika 12: Hase dijagram za piramidu

Teorema 6 Neka je P politop, tada:

1. Poset strana L (P ) je graduisana mreºa duºine dim (P ) + 1, sa rang
funkcijom r (F ) = dim (F ) + 1.

2. Svaki interval [G,F ] od L (P ) je tako�e mreºa strana politopa, dimenzije
r (F )− r (G)− 1.

3. (svojstvo romba) Svaki interval duºine dva ima ta£no £etiri elementa.
Odnosno, ako je G ⊆ F , gde je r (F ) − r (G) = 2, onda postoje ta£no
dve strane H, gde je G ⊂ H ⊂ F i interval [G,F ] izgleda poput romba.

Dokaz:
1. Da bismo pokazali da je L (P ) mreºa, dovoljno je pokazati da ima

jedinstven maksimalan elemenat 1̂ = P , jedinstven minimalan elemenat 0̂ =
∅ i da za bilo koje dve strane njihova najve¢a donja granica postoji, gde je
F ∧ G = F ∩ G. To je ta£no, jer je F ∩ G strana od F i G, a time i od P ,
a svaka strana politopa P koja je sadrºana u F i G, mora biti sadrºana i u
F ∩G.

(Sada ¢emo se ubaciti sa dokazom druge ta£ke, kako bi se pozvali na nju
u nastavku dokaza prve ta£ke)

2. Ako je F = P , a G = ∅, onda je to mreºa strana polaznog politopa.
Kada je G = ∅, a F 6= P dobijamo mreºu strana strane F , a strana F je
politop. Ako je G 6= ∅, onda postoji neko teme v ∈ G, koje je i teme politopa
P i sada posmatramo odse£ak od tog temena P/v. Time dobijamo mreºu
strana politopa koji je manji od polaznog politopa i ta mreºa strana je interval
[{v} , P ]. U G moºemo da imamo jo² nekih temena, ali u svakom slu£aju
imamo ih manje nego na po£etku, jer smo jedno teme izbacili. Induktivno,
moºemo zaklju£iti da ¢e ceo interval [G,P ] biti mreºa strana nekog politopa,
koji dobijamo tako ²to otkidamo jedno po jedno teme i tako pravimo odse£ke
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temena. Dokazali smo da je [G,P ] mreºa strana nekog politopa, pa kako
je [G,F ] manje nego polazni, ovo ¢e biti mreºa strana politopa. Dimenzija
politopa, £ija mreºa strana odgovara intervalu [G,F ], je dobijena svakim
otkidanjem temena, jer smo time i dimenziju smanjivali za po jedan (odse£ak
temena ima za jedan manju dimenziju od samog politopa). Iz toga sledi
formula za dimenziju navedena u teoremi.

Vrati¢emo se na dokaz prve ta£ke i dokazati da je L (P ) graduisana mreºa.
Ako su G ⊂ F strane od P , onda je aff (G) ⊂ aff (F ) i zbog toga je i
dim (G) < dim (F ). Pa je dovoljno pokazati da ako je dim (F )− dim (G) ≥ 2
onda postoji strana H ∈ L (P ), gde je G ⊂ H ⊂ F . Ali iz dokaza druge ta£ke,
interval [G,F ] je mreºa strana politopa dimenzije bar 1, tako da, postoji teme
koje je u H.

3. Ovo sledi trivijalno iz druge ta£ke, jer ako je ispunjeno dim([G,F ]) =
r(F ) − r(G) − 1, a r (F ) − r (G) = 2, onda sledi da je dim([G,F ]) = 1, ²to
zna£i da je taj politop ivica, a mreºa strana ivice izgleda poput romba.

3.2 Polarni, simplicijalni i prosti politopi

De�nicija 11 Neka je P ⊂ Rd politop. Polarni ili dualni politop politopa
P je

P∆ =
{
a ∈

(
Rd
)∗

: ax ≤ 1 za sve x ∈ P
}

Primer 6 Politop polaran kocki je oktaedar i uop²teno, u dimenziji d, politop
polaran d-dimenzionalnoj kocki je kros-politop.

Slika 13: Polarni politopi

Primer 7 Dodekaedar i ikosaedar su jedan drugom polarni politopi.

Primer 8 Polarni politop od simpleksa je tako�e simpleks.

Teorema 7 Neka su P i Q politopi. Tada vaºi:
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1. ako je P ⊆ Q onda P∆ ⊇ Q∆

2. P ⊆ P∆∆

3. ako 0 ∈ P onda P = P∆∆

4. ako 0 ∈ intP i P = conv (V ) onda je P∆ = {a : av ≤ 1, za svako v ∈ V }

Treba jo² napomenuti da kada okrenemo naopa£ke mreºu strana nekog poli-
topa dobijamo mreºu strana njegovog polarnog politopa.

Sada ¢emo objasniti ²ta su to simplicijalni, a ²ta prosti politopi.

De�nicija 12 Simplicijalni politopi su politopi kod kojih su sve prave
strane simpleksi.

Primer 9 Simpleks i kros-politop su primeri simplicijalnih politopa.

De�nicija 13 Politop dimenzije d je prost kada mu je svako teme incident-
no sa ta£no d ivica.

Najpoznatiji prosti politopi su poligoni i kub. Postoje i familije prostih poli-
topa koji se dobijaju grade¢im skupovima o kojima ¢e biti re£ ne²to kasnije.

Teorema 8 Jedini politopi koji su i simplicijalni i prosti su poligoni i sim-
pleksi.

Teorema 9 Politop P je simplicijalan ako i samo ako je P∆ prost.

3.3 Grafovi, drveta i grade¢i skupovi

U ovom poglavlju, nave²¢emo de�niciju grafova i neke osnovne pojmove
vezane za njih. Nakon toga ¢emo uvesti pojam grade¢eg skupa i objasniti
njegovu ulogu me�u politopima.

De�nicija 14 Graf Γ = (V,E) je ure�en par, gde je V neprazan skup, £iji
su elementi £vorovi grafa, a skup grana E je simetri£na, ire�eksivna relacija
na V . Broj elemenata skupa V se naziva red grafa.

De�nicija 15 Dve grane su susedne, ako dele isti £vor.
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De�nicija 16 Kompletan ili potpun graf je onaj graf kod koga su svaka
dva £vora povezana granom.

De�nicija 17 Staza je graf (V = {v1, . . . , vn} , E = {(vi, vj)| |i− j| = 1}).

De�nicija 18 Put u grafu je niz grana od kojih su svake dve uzastopne
susedne.

De�nicija 19 Graf je povezan ako izme�u svaka dva £vora postoji put.

De�nicija 20 Put je prost ako ne prolazi vi²e od jednom kroz isti £vor.

De�nicija 21 Ciklus u grafu je prost put koji po£inje i zavr²ava se u istom
£voru.

De�nicija 22 Graf je cikli£an ako sadrºi bar jedan ciklus. Graf bez ciklusa
se naziva acikli£nim grafom.

De�nicija 23 Drvo se de�ni²e kao acikli£an, povezan graf. Takvo drvo ima
vi²e vaºnih svojstava: nema ciklusa, izme�u svaka dva £vora postoji jedinstven
put, broj grana je za jedan manji nego broj £vorova, ako se doda grana izme�u
bilo koja dva nesusedna £vora, onda nastaje ciklus u grafu i ako se bilo koja
grana ukloni, graf postaje nepovezan.

Neka je B kolekcija nepraznih podskupova skupa [n] = {1, . . . , n} i neka
su ei, i = 1, . . . , n vektori standardne baze u Rn. Za svako I ∈ B neka je
∆I = conv(ei|i ∈ I) i PB = ΣI∈B∆I suma Minkovskog. Opisa¢emo jednu
klasu kolekcija B za koje je politop PB prost.

De�nicija 24 Kolekcija B nepraznih podskupova skupa [n] se naziva gra-

de¢i skup kada vaºi:

1. Ako I, J ∈ B i I ∩ J 6= ∅, onda I ∪ J ∈ B

2. {i} ∈ B za sve i ∈ [n].

De�nicija 25 Ograni£enje grafa, u oznaci Γ|I , na neki podskup I njegovih
temena, ima za skup temena ba² I, a grane su mu one grane iz polaznog grafa
£ija su oba kraja u I.

De�nicija 26 Neka je Γ graf na skupu temena [n] = {1, . . . , n}. Grafovski
grade¢i skup B (Γ) je skup svih nepraznih podskupova I ⊂ [n] takvih da je
graf Γ|I povezan.
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Teorema 10 Grafovski grade¢i skup B (Γ) je grade¢i skup.

U nastavku ¢emo koristiti P (Γ) kao skra¢enicu za PB(Γ). Nave²¢emo neke
vaºne primere familija prostih politopa koje ¢emo detaljnije razmatrati.

Primer 10 Ako je graf Γ staza sa n − 1 £vorova, onda je P (Γ) (n − 2)-
dimenzionalni asociedar Kn. Svakoj strani tog asociedra odgovara jedna re£
napravljena sa n slova i n− 1 operacijskim simbolom, ²to ¢e se videti kasnije
na strani 18.

Primer 11 Ako je graf Γ kompletan graf sa n £vorova, P (Γ) je (n − 1)-
dimenzionalni permutoedar Πn−1.

Primer 12 Ako je graf Γ cikl sa n £vorova, P (Γ) je (n− 1)-dimenzionalni
cikloedar Cn−1.

Podseti¢emo se jo² i ²ta je triangulacija politopa.

De�nicija 27 Triangulacija politopa P je kona£na kolekcija T politopa,
takva da:

� P je unija politopa u T

� ako Q ∈ T onda je svaka strana politopa P u T

� ako Q,R ∈ T onda Q ∩R ∈ T

� svi elementi u T su simpleksi

Slede¢e tvr�enje dajemo bez dokaza.

Teorema 11 Svaki politop ima triangulaciju.

Jo² ¢emo uvesti pojam trunkacije, koji ¢e nam omogu¢iti alternativnu geo-
metrijsku realizaciju asociedara, permutoedara i cikloedara. Naime, ove fami-
lije smo de�nisali pomo¢u sumaMinkovskog koje se te²ko daju vizuelizovati�
geometrijske realizacije pomo¢u trunkacija simpleksa ¢e nam dati mnogo bo-
lju sliku o ovim familijama prostih politopa.

De�nicija 28 Trunkacija strane F k
i nekog d-politopa za 0 ≤ k ≤ d− 2 je

presek tog politopa i poluprostora u £ijoj se unutra²njosti nalaze sva temena
politopa osim temena strane F k

i .
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3.3.1 Asociedar Kn, Permutoedar Πn−1 i Cikloedar Cn−1

Asociedar Kn se kombinatorno moºe zadati kao (n − 2)-politop kome
svako teme odgovara na£inu korektnih postavljanja parova zagrada koje od-
govaraju binarnoj operaciji u re£i. Uop²teno, k-strana ovog politopa odgovara
re£i sa n slova u kojoj fali k pari zagrada. Tako�e, moºemo tuma£iti i ovako:
temena asociedra odgovaraju triangulaciji konveksnog poligona sa n+1 stra-
na, ivica asociedra odgovara jednoj triangulaciji konveksnog poligona sa n+1
strana u kojoj je obrisana jedna dijagonala, dvodimenzionalna strana odgo-
vara triangulaciji u kojoj su obrisane dve dijagonala i ovo je put koji ¢e nas
dovesti do Kirkman-Kejlijevih brojeva. Asociedri se tako�e zovu i Sta²evljevi
politopi, po Jim Stashe�-u koji je ovu kombinatornu de�niciju realizovao kao
konveksno telo ranih ²ezdesetih godina pro²log veka.

Sada ¢emo videti koliko temena ima asociedar Kn za n = 2, 3, 4, 5, 6.
Ako imamo datu re£ sa samo dva slova, onda imamo samo jedan na£in za
postavljanje zagrada i to su spolja²nje zagrade. Ako imamo datu re£ sa tri
slova, broj na£ina da postavimo zagrade (takvih da svaka zagrada uklju£uje
najmanje dva slova) je dva. Ako imamo datu re£ sa £etiri slova, broj na£i-
na da postavimo zagrade je pet. Ako imamo datu re£ koja ima pet slova,
broj na£ina da postavimo zagrade je £etrnaest. Ako imamo datu re£ koja
ima ²est slova, broj na£ina da postavimo zagrade je £etrdesetdva. Broje-
vi 1, 2, 5, 14, 42 predstavljaju prvi, drugi, tre¢i, £etvrti i peti Katalanov
broj, to jest ukupan broj svih mogu¢ih triangulacija poligona sa 3, 4, 5, 6

i 7 strana. Katalanovi brojevi se ra£unaju po formuli Cn = 1
n+1

(
2n
n

)
.

Ova formula nam daje mogu¢nost da izra£unamo broj temena proizvoljnog
asociedra. Jedna od najvaºnijih kombinatornih invarijanti politopa je nje-
gov f -vektor. Ako za d-politop, sa fk, 0 ≤ k ≤ d ozna£imo broj njegovih
k-strana, onda �vektor� (f0, . . . , fd) predstavlja f -vektor tog politopa. Zna£i,
za odre�ivanje f -vektora proizvoljnog asociedra, pored Katalanovih brojeva
koji nam daju f0 ostaje nam da odredimo i brojeve strana ostalih dimenzija.
Sekcija [4] u kojoj ¢emo dati jedan noviji dokaz Kirkman-Kejlijeve formule
je posve¢ena tom problemu.

Kako je prazan skup strana svakog politopa, imamo da je f−1 = 1. Ta-
ko�e, fd = 1, jer je politop P jedina strana politopa P dimenzije d. Za
neke politope, moºemo zaklju£iti koliko imaju i-dimenzionih strana. Na pri-

mer, za simpleks ∆d, vaºi fi (∆d) =

(
d+ 1
i+ 1

)
, a za d-kocku imamo da je
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fi (Cd) = 2d−i
(

d
i

)
.

Postavlja se pitanje, da li moºemo znati kako izgleda f -vektor za svaki poli-
top dimenzije d?
Za d = 2, o£igledno je da je f2 = 1 i f1 = f0, dok za d = 3 vaºi slede¢a
teorema:

Teorema 12 (�tajnicova teorema) Za svaki trodimenzionalni politop f -
vektor zadovoljava slede¢e (ne)jednakosti:

� f0 − f1 + f2 = 2 (Ojlerova relacija)

� f0 ≤ 2f2 − 4

� f2 ≤ 2f0 − 4

Me�utim, ova teorema nam ne govori ni²ta o politopima dimenzije d > 3.
Zato ¢emo se skoncentrisati na proste d-dimenzionalne politope, politope kod
kojih je svako teme incidentno sa ta£no d ivica.

Primer 13 Neka je abcd re£ sa £etiri slova, postoji pet na£ina za postavljanje
zagrada. Tih pet na£ina odgovara broju triangulacija pentagona.

Primer 14 Ako posmatramo re£i sa pet slova, onda imamo 14 na£ina da
pravilno postavimo zagrade. Na taj na£in dobijemo politop koji ima 14 te-
mena, gde svako teme odgovara jednoj triangulaciji ²estougla, 21 ivica i 9
strana.

Slika 14: Trodimenzionalni asociedar odre�en triangulacijama

Jo², za kraj, da vidimo kako se pomo¢u grade¢eg skupa i trunkacija sim-
pleksa moºe geometrijski realizovati asociedar. Kao ²to smo napomenuli u
uvodu, grade¢i skup koji odgovara trodimenzionalnom asociedru je nastao
iz staze 1 − 2 − 3 − 4. Toj stazi odgovara grade¢i skup B dat sa B =
{{1}, {2}, {3}, {4}, {1, 2}, {2, 3}, {3, 4}, {1, 2, 3}, {2, 3, 4}, {1, 2, 3, 4}}.
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Kada nacrtamo simpleks dimenzije 3, to jest tetraedar, ozna£i¢emo njego-
ve pljosni brojevima 1, 2, 3 i 4. Na osnovu ovako zadatog grade¢eg skupa B
trunkiramo prvo teme koje je zajedni£ko pljosnima 1, 2 i 3, kao i teme koje je
zajedni£ko pljosnima 2, 3 i 4. Zatim trunkiramo ivicu koja se nalazi izme�u
pljosni 1 i 2, zatim ivicu koja se nalazi izme�u pljosni 2 i 3 i ivicu koja se
nalazi izme�u pljosni 3 i 4. Dakle, trunkira¢emo dva temena i tri ivice i na
taj na£in dobiti trodimenzionalni asociedar K5.

Slika 15: Primer kako se trunkacijom dobija trodimenzionalni asociedar

Permutoedar Πn−1 je (n− 1)-dimenzionalni politop u Rn sa temenima
koji odgovaraju permutacijama vektora (1, 2, . . . , n) i £ije ivice odgovaraju
transpoziciji izme�u dveju koordinata. Permutoedar dimenzije n− 1 ima n!
temena, jer je n! broj permutacija n-to£lanog skupa. Svako teme je vezano
ivicom sa n−1 preostalih temena, pa je ukupan broj ivica n!(n−1)

2
dva temena

koji se razlikuju zamenom mesta dve koordinate. Broj k-strana permutoedra
Πn−1, to jest k komponentu f -vektora ovog permutoedra, ¢emo dobiti pomo-
¢u formule

fk = (n− k)!S(n, n− k),

za 0 ≤ k ≤ n− 1, gde je S(n, n−k)-Stirlingov broj druge vrste (broj particija
skupa od n elemenata u n− k nepraznih delova).

Primer 15 Permutoedar dimenzije 3 koji ima 4! temena.

Cikloedar Cn je n-dimenzionalni politop, sli£an asociedru. Temena su
ozna£ena centralno-simetri£nim triangulacijama pravilnog (2n+ 2)-poligona.

Politop Cn se kombinatorno opisuje analogno asociedru. Njegova temena
odgovaraju pravilno postavljenim zagradama u cikli£noj re£i od n+ 1 slova.
Svaka k-strana odgovara brisanju k parova zagrada iz takve re£i.
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Slika 16: Trodimenzioni permutoedar

Slika 17: Centralno-simetri£ne triangulacije ²estougla

Slika 18: Cikloedar £ija su temena predstavljena pravilno postavljenim za-
gradama u cikli£noj re£i sa £etiri slova

4 Kirkman-Kejlijeva teorema

Neka je Dn+1,k−1 broj disekcija konveksnog poligona sa n + 1 ozna£enih
strana i k − 1 dijagonala, tako da se nikoje dve ne seku u unutra²njosti.
Formula za broj takvih disekcija dolazi od Kirkmana i Kejlija (koji su dali
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Slika 19: Cikloedar £ija su temena triangulacije opisane u de�niciji

prvi potpuni dokaz)

Dn+1,k−1 =
1

k

(
n− 2
k − 1

)(
n+ k − 1
k − 1

)
Ovde ¢emo prikazati dokaz Kirkman-Kejlijeve formule dat u [4] u kome se
uspostavlja bijekcija izme�u skupa disekcija poligona i nekih drugih skupova
£iju kardinalnost je lak²e odrediti.

De�nicija 29 S2 ((a1, . . . , an) , k) je skup svih re£i koje nastaju od re£i a1 . . . an
uvo�enjem k parova zagrada, takvih da je:

� Cela re£ u jednom paru zagrada

� Svaki par zagrada sadrºi bar dva slova

Kroz slede¢i primer, objasni¢emo ²ta nam ovaj pojam zna£i za asociedre i
dalje izvo�enje dokaza.

Primer 16 Neka je n = 6 i k = 4. Posmatrajmo (n + 1)-poligon (sedmou-
gao), u kojem jednu stranu ozna£imo sa 0, a sve ostale strane ozna£imo sa
a1 = 1, . . . , an = n. Element skupa S2 ((a1, . . . , an) , k) ¢e biti jedna re£ koja
se sastoji od ²est slova i to ba² u ovom redosledu 1 2 3 4 5 6 i u koju je uneto
k parova zagrada (k = 4), takvih da su ispunjeni gornji uslovi. Jedan par
zagrada smo potro²ili na najspolja²nije i jo² imamo pravo na 3 para zagra-
da, s tim ²to svaki par sadrºi bar dva slova. Na primer, ((123) ((45) 6)). Ove
re£i izjedna£avamo sa dijagonalnom podelom sedmougla. U tom sedmouglu,
kao i u svakom (n+ 1)-poligonu o kom se radi, imamo k − 1 nepresecaju¢ih
dijagonala, jer je ova jedna spolja²nja zagrada obavezna. Takva jedna re£ je
elemenat na²eg skupa

((123) ((45) 6)) ∈ S2 ((1, . . . , 6) , 4).
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Slika 20: Disekcija koja odgovara ((123) ((45) 6))

Kako ove re£i lako dovodimo u bijekciju sa crteºima (n+1)-poligona sa k−1
nepresecaju¢ih dijagonala, zaklju£ujemo da je

|S2 ((a1, . . . , an) , k) | = Dn+1,k−1.

Pogleda¢emo kakva je veza izme�u skupa S2 ((a1, . . . , an) , k) i drveta.
Imamo skup £iji elementi su nizovi koji sadrºe brojeve 1, . . . , n i k parova
uparenih zagrada. One mogu biti predstavljene drvetom orijentisanim od ko-
rena ka n listova (spolja²njih £vorova). Svaki £vor koji nije list predstavlja
podniz koji po£inje otvorenim zagradama i zavr²ava se odgovaraju¢im zatvo-
renim zagradama (koren predstavlja £itav niz). Postoji grana od £vora i do
£vora j ako je j sadrºan u nizu i ne postoji drugi niz takav da je j ⊂ l ⊂ i.
Slede¢a slika prikazuje primer ovakvog predstavljanja terma sa zagradama.
Kako svaka zagrada sadrºi najmanje dva £lana, svaki unutra²nji £vor se ra£va
u bar dve grane.

De�nicija 30 T2 (n+ k − 1, k) je skup particija skupa {1, 2, . . . , n+ k − 1}
u k delova, kardinalnosti ve¢e ili jednake dva. Svaka takva particija moºe da
se predstavi kao drvo £iji su svi £vorovi ozna£eni na gornji na£in, sa n listova
i k unutra²njih £vorova, od kojih se svaki ra£va bar u dve grane.

Sada, pomo¢u pojma iz de�nicije 29, de�nisa¢emo slede¢i, glavni pojam.

De�nicija 31 Ako su a1, . . . , an me�usobno razli£iti onda je
S2

((
aσ(1), . . . , aσ(n)

)
, k
)⋂

S2

((
aτ(1), . . . , aτ(n)

)
, k
)

= ∅ za σ 6= τ i tada de�-
ni²emo pojam

OS2 ((a1, . . . , an) , k) =
⋃
σ∈Sn

S2

((
aσ(1), . . . , aσ(n)

)
, k
)
,
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Slika 21: Drvo koje odgovara ((123) ((45) 6))

£ija je unija disjunktna i Sn je simetri£na grupa, to jest grupa permutacija
n-to£lanog skupa.

Napomena: Znaju¢i da je unija iz prethodne de�nicije disjunktna, mo-
ºemo zaklju£iti da je

|OS2 ((a1, . . . , an) , k) | = n!|S2 ((a1, . . . , an) , k) | = n!Dn+1,k−1.

De�nicija 32 Neka je X kona£an skup. Unutra²nje ure�ena k-particija
skupa X je zadata sa:

1. Obi£nom particijom P = {P1, . . . , Pk}

� Pi ∩ Pj = ∅, i 6= j

� Pi 6= ∅
� P1 ∪ . . . ∪ Pk = X

2. Linearnim ure�enjem na Pi za svako i. Ako je jo² za svako i, |Pi| ≥ 2,
onda je ta unutra²nje ure�ena k-particija prihvatljiva.

Od posebnog zna£aja nam je prihvatljiva unutra²nje ure�ena k-particija, pa
¢emo zato, kad god nam je potrebna, koristiti skra¢enicu PUUkP.

De�nicija 33 IT2 (n+ k − 1, k) je skup svih PUUkP skupa [1, n+ k − 1],
za sve prirodne brojeve n i k, gde je n ≥ 2 i n− 1 ≥ k ≥ 1.

Sada sledi jedna vrlo vaºna teorema, jer ako moºemo izra£unati koliko skup
IT2 (n+ k − 1, k) ima elemenata, onda znamo i koliko elemenata ima skup
OS2 ((a1, . . . , an) , k).
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Teorema 13 Postoji bijekcija izme�u skupa OS2 ((a1, . . . , an) , k) i skupa
IT2 (n+ k − 1, k).

Dokaz: Neka je a1 = 1, a2 = 2, . . . , an = n. Ova teorema se nadovezuje
na jo² jednu koju je Gai� ranije dokazao, a to je da postoji bijekcija iz-
me�u skupa S2 ((a1, . . . , an) , k) i skupa T2 (n+ k − 1, k). Tako moºemo od
re£i S ∈ S2((aσ(1), . . . , aσ(n)), k) konstruisati planarno drvo, jer nam je bitan
redosled listova. Nacrtamo listove ozna£ene sa aσ(1), . . . , aσ(n). Konstrui²emo
PUUkP skupa [1, n+k− 1] prema slede¢em pravilu. Skupovi P1, . . . , Pk par-
ticije su unutra²nji £vorovi drveta. Deo Pi je dobijen od £vora ozna£enog sa
n+i i to je ure�en skup konstruisan na ovaj na£in: ako su £vorovi b1, b2, . . . , br
(od levog ka desnom) pokriveni £vorom ozna£enim sa n+ i, onda je Pi skup
{b1, b2, . . . , br} ure�en sa
b1 < b2 < . . . < br. Na taj na£in smo opisali funkciju
Γ : OS2 ((1, 2, . . . , n) , k) −→ IT2 (n+ k − 1, k). Inverzna funkcija je konstru-
isana povezivanjem drveta u PUUkP {P1, . . . , Pk} skupa [1, n+ k − 1]. Sada
u obzir uzimamo unutra²nje ure�enje skupova P1, P2, . . . , Pk i crtamo grane,
od leva ka desno, prema ovom ure�enju. Na kraju dobijamo skup permutacije
niza 1, 2, . . . , n kao ²to je ilustrovano na slici.

Slika 22: Unutra²nje ure�ena particija skupa [1, 14] na 6 delova (vrh slike),
koja odgovara postavljanju 6 pari zagrada u re£i 467598231 na dnu slike
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De�nicija 34 Istaknuta unutra²nje ure�ena k-particija skupa X je PUUkP
tog skupa £ija je jedna komponenta istaknuta.

Takva particija izgleda ovako {X1, P2, . . . , Pk}, svaka je ure�ena linearno i
svaka ima bar dva elementa.

De�nicija 35 Particija skupa X − {X1}, dakle particija P2, . . . , Pk, ima¢e
ure�enje takvo da ako je jedan ispred drugog zna£i da ¢e najmanji element u
Pi biti manji od najmanjeg elementa u Pj.

Skup X je podskup skupa celih brojeva, pa ¢emo umesto a1, . . . , an zami²ljati
prirodne brojeve 1, . . . , n. Zato moºemo porediti najmanje elemente od Pi
i Pj i ako je najmanji elemenat u Pi manji od najmanjeg elementa u Pj
(po ure�enju u N), onda ¢emo u tom redosledu i pisati ove P2, . . . , Pk. Da
pojasnimo, ako P2 ima unutra²nje linearno ure�ene elemente, zapisa¢emo ih
kao niz, P2 = 〈5 < 3 < 17〉, a P3 ima ure�enje P3 = 〈6 < 1 < 12 < 4〉 (oni
su me�usobno disjunktni, 5 = minP2 P2 i 6 = minP3 P3 i znamo da je 5 <N 6
po ure�enju u skupu prirodnih brojeva), onda su lepo postavljeni i P2 dolazi
ispred P3.

De�nicija 36 Ozna£i¢emo sa IIT2(n+ k− 1, k) skup istaknutih unutra²nje
ure�enih k-particija od [1, n+ k − 1]. Njih ima onoliko koliko ima i obi£nih,
pa jo² puta k, zbog k na£ina da istaknemo jedan element od njih k, to jest
vaºi:

|IIT2(n+ k − 1, k)| = k|IT2(n+ k − 1, k)|.

Teorema 14 Neka su n i k prirodni brojevi takvi da je n ≥ 2 i n−1 ≥ k ≥ 1
onda postoji bijekcija izme�u skupa IIT2(n+k−1, k) i trojki oblika (I, σ, D),
gde je:

1. I = i1, . . . , in podniz duºine n niza L = 1, 2, . . . , n+ k − 1

2. σ ∈ Sn

3. D je podniz duºine k− 1 niza iσ(2), . . . , iσ(n−1). Specijalno, ako je n ≥ 2
i k = 1, onda je D prazan niz.

Dokaz: Posmatrajmo trojku (I, σ,D). Neka je I = i1, i2, . . . , in (gde je i1 <
i2 < . . . < in) i ozna£imo sa J = j1, j2, . . . , jk−1 podniz od L, napravljen
od brojeva koji ne pripadaju I (primetimo da je j1 < j2 < . . . jk−1). Sada
koristimo σ da permutujemo niz I.

σI = iσ(1), iσ(2), . . . , iσ(n)
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Radi lep²e notacije, stavi¢emo da je D = iσ(d1), . . . , iσ(dk−1), gde je
d1 ≥ 2, dk−1 ≤ n − 1. Pokaza¢emo kako da trojci (I, σ,D) pridruºimo
istaknutu unutra²nje ure�enu k-particiju skupa [1, n + k − 1]. Prvo sta-
vimo da je skup X1 jednak skupu

{
iσ(n), iσ(1), . . . , iσ(d1−1)

}
sa ure�enjem

iσ(n) < iσ(1) < . . . < iσ(d1−1). Onda gradimo skupove

P2 =
{
j1, iσ(d1), iσ(d1+1), . . . , iσ(d2−1)

}
P3 =

{
j2, iσ(d2), iσ(d2+1), . . . , iσ(d3−1)

}
. . .

Pk =
{
jk−1, iσ(dk−1), iσ(dk−1+1), . . . , iσ(n−1)

}
i za svako 2 ≤ i ≤ k, vaºi ure�enje kao uX1. Primetimo da skupovi P2, . . . , Pk
formiraju neure�enu particiju skupa [1, n + k − 1] − {X1}, indeksirani pre-
ma de�niciji 35. Zaklju£ujemo, da polaze¢i od trojke (I, σ,D) moºemo dobiti
istaknutu unutra²nje ure�enu k particiju skupa [1, n+k−1], ²to ¢emo ilustro-
vati u slede¢em primeru. Da je ova funkcija injektivna lako se vidi i iz same
de�nicije. Sada ¢emo pokazati da je funkcija i sirjektivna, tj da se sve istak-
nute unutra²nje ure�ene k-particije skupa [1, n+k−1] mogu dobiti od trojki
(I, σ,D). Ako je k = 1, ovo je trivijalno. Neka je k ≥ 2 i neka je X1, P2, . . . , Pk
takva particija. Detaljnije, neka je X1 ure�en skup

{
x1, x2, . . . , x|X1|

}
i neka

je za svako i, 2 ≤ i ≤ k, Pi ure�en skup Pi =
{
pi1, pi2, . . . , pi|Pi|

}
. Prema

de�niciji 35, indeksi od Pi zadovoljavaju p21 < . . . < pk1. Ozna£imo sa J niz
p21, . . . , pk1 i sa I = i1, . . . , in podniz od L i komplementaran nizu J . Zatim
izaberemo permutaciju σ ∈ Sn, de�nisanu kao permutaciju takvu da se niz

σI = iσ(1), . . . , iσ(n−1), iσ(n)

poklapa sa nizom

x2, . . . , x|X1|, p22, p23, . . . , p2|P2|, p32, p33, . . . , p3|P3|, . . . , pk2, . . . , pk|Pk|, x1.

Nakon odsecanja prvog i poslednjeg elementa niza σI, izvadimo iz dobijenog
niza, podniz kardinalnosti k − 1

D = iσ(|X1|), iσ(|X1|+|P2|−1), iσ(|X1|+|P2|+|P3|−2), . . . , iσ(|X1|+|P2|+...+|Pk−1|−(k−2))

(specijalno, ako je k = 2 ovaj niz je D = iσ(|X1|)). Ovim smo formirali trojku
(I, σ,D) koja se slika u istaknutu k-particiju X1, P2, . . . , Pk ²to zna£i da je
pridruºivanje �na�. Kako je ovo preslikavanje i �1−1�, zaklju£ujemo da postoji
bijekcija izme�u polazna dva skupa.
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Kako imamo

(
n+ k − 1

n

)
=

(
n+ k − 1
k − 1

)
na£ina da izaberemo I,

n! na£ina za σ i

(
n− 2
k − 1

)
na£ina da izaberemo D, broj elemenata skupa

(I, σ,D) je (
n+ k − 1
k − 1

)
n!

(
n− 2
k − 1

)
.

Primer 17 Neka je n = 7 i k = 4, posmatramo trojku (I, σ,D), gde:

� I = 1, 2, 3, 4, 6, 9, 10, (i1, i2, i3, i4, i5, i6, i7) je podniz niza
L = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10

� σ je permutacija u S7 takva da

σI = 2, 6, 1, 10, 3, 9, 4, (iσ(1), iσ(2), iσ(3), iσ(4), iσ(5), iσ(6), iσ(7))

� D = 1, 3, 9, (iσ(3), iσ(5), iσ(6)) je podniz niza 6, 1, 10, 3, 9 (to jest, niza
σI bez prvog i poslednjeg elementa).

Ovu trojku ¢emo povezati sa istaknutom unutra²nje ure�enom particijom
X1, P2, P3, P4 skupa [1, 10], prema prethodnoj teoremi. Skup X1 je{
iσ(7), iσ(1), iσ(2)

}
, to jest X1 = {4, 2, 6} sa ure�enjem 4 < 2 < 6. Sada prime-

timo da je komplement od I = 1, 2, 3, 4, 6, 9, 10 u L = 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,
niz J = 5, 7, 8. Zatim, P2 =

{
5, iσ(3), iσ(4)

}
, to jest P2 = {5, 1, 10} sa ure-

�enjem 5 < 1 < 10. Na analogan na£in dobijamo da je P3 = {7, 3} i
P4 = {8, 9}.

Kona£no, moºemo zaklju£iti da, vra¢aju¢i se u nazad po teoremama u
ovom poglavlju, dolazimo do Kirkman-Kejlijevog broja:(

n+ k − 1
k − 1

)
n!

(
n− 2
k − 1

)
= k n!Dn+1,k−1

Dn+1,k−1 =
1

k

(
n+ k − 1
k − 1

)(
n− 2
k − 1

)
.

Zahvaljuju¢i brojevima Kirkman-Kejlija, sada moºemo da izra£unamo
f -vektor (broj strana proizvoljne dimenzije) d-dimenzionog asociedra.
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