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1 Uvod

Opcije su vrednosni papiri koji predstav	aju jednu vrstu finansijskog derivata

koje investitori qesto koriste da bi se zaxtitili od razliqitih vrsta rizika

u finansijskom poslova�u. U radu �emo se fokusirati na evropske kol opcije;

evropske u nazivu nam govore da ih mo�emo aktivirati samo u ugovoreno vreme,

dok kol da imamo pravo, ali ne i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred

dogovorenoj ceni. Nax ci	 �e biti da deta	no analiziramo opcije na tr�ixtu

za finansijsko tr�ixte S&P 500 i prona�emo model koji ih najbo	e opisuje.

Za odre�iva�e ocene koristi�emo neparametarsku regresiju, dok �emo za proveru

kvaliteta te ocene koristiti Monte Karlo metod.
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2 Neparametarska regresija

U ovom poglav	u upozna�emo se sa osnovnim pojmovima o neparametarskoj regre-

siji kako bismo ih u da	em radu primenili u vrednova�u opcija. Za vixe deta	a

se referixemo na k�igu [10].

2.1 Lokalno polinomna regresija

Dato nam je n parova opservacija (X1, Y1), . . . , (Xn, Yn) i regresiona funkcija

m(x), koja je izra�ena kao oqekivana vrednost sluqajne promen	ive Y pod uslovom

da je X = x, to jest

m(x) = E(Y |X = x).

Za uzorak (x1, Y1), . . . , (xn, Yn) vezu izme�u promen	ivih Y i x mo�emo prikazati

slede�om jednakox�u

Yi = m(xi) + εi, E(εi) = 0, D(εi) = σ2, i = 1, . . . , n.

Sada �emo pretpostaviti da je regresiona funkcija lokalni polinom stepena p.

Neka je u fiksna taqka u kojoj �elimo da ocenimo funkciju m(u). Za vrednost x

u blizini u, definiximo polinom pomo�u Tejlorove formule:

m(u) ≈
p∑

k=0

βk(x)(u− x)k,

gde je βk(x) = m(k)(x)/k!.

Da bismo osigurali da oce�eni koeficijenti odra�avaju lokalnu prirodu pri-

kaza, trebalo bi koristiti regresiju sa te�inskom funkcijom ki = Kh(xi − x) =

K((xi−x)/h)/h, gde je K(·) jezgro i h parametar razmere, stav	aju�i ve�u te�inu
na taqke u blizini taqke x. Ocene β̂k(x) koeficijenata βk(x) dobijamo minimizo-

va�em izraza
n∑
i=1

(
yi −

p∑
k=0

βk(x)(xi − x)k
)2
Kh(xi − x).

Ova regresija je lokalna u smislu da regresioni koeficijenti u jednaqini va�e

samo u okolini taqke x.

Ocena regresione funkcije, kao i �enih izvoda, data je sa

m̂(k)(x) ≡ m̂k,p(x) = k!β̂k,p(x), k = 0, . . . , p.

Specijalno, kada je p = 0 tada imamo Nadaraja-Votson (Nadaraya −Watson) re-

gresiju pomo�u jezgra, dok za p = 1 imamo lokalno linearnu regresiju, za p = 2



2.1 Lokalno polinomna regresija 3

lokalno kvadratnu regresiju, itd.

Uopxteno, ocena koeficijenata β̂p = (β̂0,p, β̂1,p, . . . , β̂p,p)
T mo�e biti zapisana kao

β̂p =


Sn,0 Sn,1 · · · Sn,p

Sn,1 Sn,2 · · · Sn,p+1

...
...

. . .
...

Sn,p Sn,p+1 · · · Sn,2p


−1

Tn,0

Tn,0
...

Tn,p

 ,

gde je Sn,j =
n∑
i=1

(xi − x)jki i Tn,j =
n∑
i=1

(xi − x)jyiki.

Jezgro K je bilo koja glatka funkcija koja ispu�ava slede�e uslove:

• K(x) ≥ 0;

•
∞∫
−∞

K(x)dx = 1;

•
∞∫
−∞

xK(x)dx = 0;

• σ2
K ≡

∞∫
−∞

x2K(x)dx > 0.

Primeri nekih najqex�e korix�enih jezgara su:

• Gausovo jezgro: K1(x) = 1√
2π
e−

x2

2 ;

• Uniformno jezgro: K2(x) = 1
2
I(x);

• Jepa�exnikovo jezgro: K3(x) = 3
4
(1− x2)I(x);

• Trougaono jezgro: K4(x) = 70
81

(1− |x|3)3I(x);

gde je I(x) =

{
1, |x| ≤ 1

0, |x| > 1
.
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Slika 1: Grafiqki prikaz prethodno pomenutih jezgara.

Uticaj parametra razmere h na oce�iva�e gustine pokaza�emo na slede�em

primeru. Generisa�emo uzorak iz standardne normalne raspodele i sa f oznaqiti

odgovaraju�u gustinu, a zatim oceniti gustinu f̂1 korix�e�em parametra razmere

h izraqunatog Silvermanovom metodom i videti xta se dexava sa ocenom u sluqaju

kada je parametar razmere dva puta ma�i (f̂2) i dva puta ve�i (f̂3) od izraquna-

tog h. Optimalna ocena parametra razmere dobijena Silvermanovom metodom je

minimizova�em sred�e integralne kvadratne grexke (MISE) ([9]):

MISE(f̂) = E

(∫ ∞
0

(f̂(x)− f(x))2dx

)
. (2.1)

Kako ocena dobijena minimizova�em izraza (2.1)

h∗ =

( ∫
(K(x))2dx

n(
∫
x2K(x)dx)2

∫
(f ′′(x))2dx

) 1
5

(2.2)

zavisi od nepoznate funkcije f , ako pretpostavimo da je f gustina normalne ra-

spodele N (µ, σ2) i K Gausovo jezgro, dobijamo optimalnu ocenu parametra razmere

hopt =

(
4σ̂5

3n

) 1
5

≈ 1.06σ̂n−
1
5 . (2.3)

Kako bi pobo	xao kvalitet ocene (2.3), Silverman je koeficijent 1.06 zamenio

koeficijentom 0.9 i σ̂ sa min(σ̂, IQR
1.34

), pri qemu je σ̂ standardno odstupa�e uzorka,

n veliqina uzorka i IQR interkvartilno rastoja�e.
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Slika 2: Ocene gustina za razliqite vrednosti parametra h.
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Slika 3: Ocene gustina za razliqite vrednosti parametra h.

Kao xto vidimo, odabir parametra razmere je jako bitan. On utiqe na to da

li �emo previxe ili premalo izgladiti krivu. Postoje razne metode odre�iva�a

parametra h kao xto su unakrsna validacija, minimizova�e sred�e kvadratne

grexke, kao i sred�e integralne kvadratne grexke, itd. U ovom radu �emo se

fokusirati na parametar dobijen iz integralne sred�e kvadratne grexke, xto �e

deta	nije biti objax�eno u nastavku.
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Na slede�em grafiku mo�emo videti kako h utiqe na glatkost krive. Prili-

kom korix�e�a predlo�ene metode, treba napraviti kompromis izme�u pristras-

nosti i disperzije, jer kada je h malo disperzija je velika, ali je pristrasnost

mala; u sluqaju kada je h veliko, disperzija je mala, ali je pristrasnost velika.

Slika 4: Simulirani podaci i ocena dobijena lokalnom polinomnom regresijom

kada je p = 0 (Nadaraya −Watson). Prilikom oce�iva�a korix�eno je Gausovo

jezgro i tri razliqita parametra razmere.

Pre nego xto krenemo da	e, grafiqki �emo predstaviti razliku izme�u linearne

regresije i prethodno opisane lokalne polinomne regresije.

Slika 5: Simulirani podaci i ocena dobijena linearnom regresijom.
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Sa grafika vidimo da je veza izme�u X i Y nelinearna i da ocena dobijena

linearnom regresijom ne prikazuje dobro �ihovu vezu.

Slika 6: Ocene dobijene lokalno polinomnom regresijom za p = 0, 1, 2, 3

korix�e�em Gausovog jezgra i globalnog parametra razmere h dobijenog metodom

koja je opisana u nastavku.

2.2 Izbor parametra razmere

Parametar razmere (propusni opseg) za h = 0 rezultira u interpolaciji u svakoj

taqki i to je najkompleksniji model, dok beskonaqan parametar razmere rezultira

jednostavnim modelom u vidu (jednog) polinoma stepena p. Dakle, odabir parame-

tra razmere ekvivalentan je odabiru kompleksnosti modela. Stoga je po�e	no

osloniti se na automatske procedure koje ukla�aju svaku potencijalnu proizvo-

	nost pri izboru parametra razmere.

Za parametar razmere koji zavisi od x ka�emo da je lokalni. Ukoliko ne zavisi

od x tada je to globalni parametar razmere.

Lokalni parametar razmere hlocal dobijamo minimizira�em uslovne sred�ekva-

dratne grexke u taqki x:

{E[(m̂)(k)(x)|x]−m(k)(x)}2 +D[(m̂)(k)(x)|x]. (2.4)

U tom sluqaju hlocal izra�ava se jednakox�u:

hlocal(x) = Ck,p

[
υ(x)

{m(p+1)(x)}2π(x)
× 1

n

]1/(2p+3)

(2.5)
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gde je π(x) marginalna gustina regresora i υ(x) �ihova disperzija.

Ukoliko nas interesuje globalni parametar razmere hglobal �ega dobijamo mini-

mizacijom slede�eg izraza:∫
{{E[(m̂)(k)(x)|x]−m(k)(x)}2 +D[(m̂)(k)(x)|x]}ω(x)dx (2.6)

i optimalni parametar razmere jednak je:

hglobal = Ck,p

[ ∫
υ(x)ω(x)/π(x)dx∫
{m(p+1)(x)}2ω(x)dx}

× 1

n

]1/(2p+3)

. (2.7)

Konstante Ck,p zavise od izbora jezgra. Prethodno navedene formule sadr�e ne-

poznate veliqine: π(x), υ(x) i m(p+1)(x), pa pre nego xto pre�emo na izraqunava�e

parametra razmere moramo prvo �ih oceniti. Jednostavan naqin da se to uradi

je pomo�u polinoma stepena p + 3: m(x) =
∑p+3

k=0 αkx
k. Koeficijenti αk odre�uju

se metodom najma�ih kvadrata, υ preko sume kvadrata reziduala (tako da je oce-

na nezavisna od x) a m(p+1)(x) kao polinom drugog reda dobijen diferencira�em

polinoma m(x):

m(p+1)(x) =

p+3∑
k=p+1

αkk(k − 1)...(k − p+ 1)xk−(p+1). (2.8)

Za globalni optimalni parametar razmere standardan izbor te�inskih funkcija

je ω(x) = ω0(x)π(x) gde je ω0 fiksirana funkcija. Na primer

ω0(x) =

1, E(X)− 1.5
√
D(X) ≤ x ≤ E(X) + 1.5

√
D(X)

0, inaqe
.

U ovom sluqaju
∫
ω0(x)dx = 3

√
D(X) oce�uje se zamenom D(X) sa uzoraqkim mo-

mentom.

Ocena globalnog parametra razmere u tom sluqaju je:

ĥglobal = Ck,p

[
ssr ×

∫
ω0(x)dx∑n

i=1{m(p+1)(Xi)}2ω0(Xi)
× 1

n

]1/(2p+3)

(2.9)

gde je ssr suma kvadrata rezuduala iz regresije 2.8.
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3 Evropske kol opcije

U ovom poglav	u upozna�emo se sa osnovnim pojmovima o opcijama, za vixe deta	a

referixemo se na [8] i [5].

Definicija 3.1 Opcija je finansijski ugovor kojim se stiqe pravo, ali ne i

obaveza, da se kupi ili proda akcija, ili neki drugi vrednosni papir, pri dogo-

vorenim uslovima o ugovorenoj ceni ili ceni po isteku ili na dospe�u vrednosnog

papira na koji se odnosi opcija i ugovorenom vremenu do isteka opcije.

U radu �emo se fokusirati na evropske kol opcije. Evropske u nazivu nam govore

da ih mo�emo aktivirati samo u ugovoreno vreme, dok kol da imamo pravo ali ne

i obavezu kupovine vrednosnog papira po unapred dogovorenoj ceni.

Faktori koji utiqu na cenu opcija:

• poqetna cena vrednosnog papira - S0;

• ugovorena cena - K;

• vreme do isteka opcije - T ;

• volatilnost vrednosnog papira - σ;

• kamatna stopa - r;

• oqekivane dividende tokom traja�a opcije - δ.

Dobit kol opcije u trenutku isteka T iznosi c = max(ST −K, 0).

0 100 200 300 400 500 600

−
3
0
0

−
1
0
0

0
1
0
0

3
0
0

ST

c

Slika 7: Dobit kupca (crnom linijom) i prodavca (crvenom linijom) kol opcije

u trenutku isteka kada je ugovorena cena K = 300.

Cena opcije pri proceni koja je neutralna od rizika je jednaka sadax�oj vredno-

sti matematiqkog oqekiva�a od dobiti opcije.
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4 Oce�iva�e gustine neutralne od rizika

4.1 Formulacija problema

Funkcija gustine neutralna od rizika (RND) je fundamentalan koncept u fi-

nansijskoj matematici i koristi se pri odre�iva�u cene finansijskih derivata.

Definixemo je na slede�i naqin:

Definicija 4.1 (RND) Funkcija gustine neutralna od rizika za hartiju od

vrednosti je funkcija gustine za koju je trenutna cena hartije od vrednosti

jednaka diskontovanoj oqekivanoj vrednosti �enih budu�ih cena.

Ci	 nam je da ocenimo RND f(·) na osnovu cene opcije na tr�ixtu.

RND funkcija mo�e se oce�ivati pomo�u parametarskih i neparametarskih me-

toda. Oba pristupa imaju svoje prednosti i mane. Na primer, parametarske metode

uk	uquju mali broj parametara i raqun koji nije zahtevan. Sa druge strane, ne-

dostaci se mogu javiti ukoliko smo pretpostavili raspodelu koja nije dovo	no

fleksibilna da opixe podatke sa kojima radimo. Kod neparametarskih metoda

ne moramo da pretpostavimo raspodelu RND funkcije tako da tu ne mo�emo na-

praviti grexku. Ipak, neparametarski pristupi su raqunski intenzivniji od

parametarskih. Osim navedenih prednosti i mana koje su osnovne postoje i mnoge

druge koje su vezane za konkretan metod koji prime�ujemo, o qemu �emo kasnije

diskutovati.

U nastavku �e biti predstav	ena i dva modela, Blek-Xols-Merton model i mes-

havina dve lognormalne funkcije, kako bismo uporedili i odredili koji model

najbo	e opisuje cenu opcije i funkciju neutralnu od rizika (RND) .

4.2 Cena opcija

Cena evropske kol opcije na akciju izra�ena je slede�om jednakox�u:

C(K) = e−rt
∫ ∞
0

max(0, S −K)f(S)dS

= e−rt
∫ ∞
K

(S −K)f(S)dS (4.1)

pri qemu je f(·) RND funkcija, K je ugovorena cena, t je vreme do isteka opcije,

a r bezriziqna kamatna stopa.
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Napomena: Funkcija f zavisi od trenutne cene akcije, tj. f(S) = f(S|S0).

Diferencira�em funkcije C(K) po K dobijamo slede�u jednakost:

∂C(K)

∂K
= −e−rt(S −K)f(S)

S=K
+ e−rt

∫ ∞
K

∂(S −K)f(S)

∂K
dS

= 0 + e−rt
∫ ∞
K

−f(S)dS

= −e−rt
∫ ∞
K

f(S)dS. (4.2)

Ukoliko ponovo diferenciramo po K imamo:

∂2C(K)

∂K2
= e−rtf(S)

S=K
= e−rtf(K). (4.3)

Odavde vidimo da funkciju gustine neutralnu od rizika mo�emo izraziti na

slede�i naqin:

f(K) = ert
∂2C(K)

∂K2
. (4.4)

Prethodna jednakost govori nam da ukoliko znamo funkciju cene opcije i dis-

kontni faktor lako mo�emo dobiti i RND funkciju.

4.3 Ograniqe�a RND funkcije

U ovom ode	ku razmatramo ograniqe�a koja je potrebno uvesti pri oceni RND

funkcije. S obzirom da govorimo o funkciji gustine raspodele ona mora biti

nenegativna i integral te funkcije po �enoj oblasti definisanosti jednak jedi-

nici. Dakle:

f(K) ≥ 0, K ∈ [0,+∞)

∫ ∞
0

f(S)dS = 1. (4.5)

Jox jedan uslov koji va�i u ovom sluqaju je nepostoja�e arbitra�e odnosno pra-

v	e�a profita bez rizika ([7]):

max(0, S0e
−δt −Ke−rt) ≤ C(K) ≤ S0e

−δt

gde je K ugovorena cena, r bezriziqna kamatna stopa, δ dividenda, S0 sadax�a

cena akcije, a t vreme do isteka opcije. Da bismo diskutovali o ovom uslovu



4 Oce�iva�e gustine neutralne od rizika 12

izvex�emo jednakost koju ve� imamo, o ceni opcije na osnovu valuacije rizik

neutralnim pristupom.

Na osnovu jednakosti 4.1, 4.2, 4.3 prime�ujemo da je f(K) ≥ 0 i
∫∞
K
f(S)dS ≥ 0 pa

va�i:

C
′
(K) ≤ 0, C

′′
(K) ≥ 0, K ∈ [0,∞)

Primetimo da f(K) ne mo�e identiqki biti jednaka nuli na [0,∞), pa ne mogu

ni C
′
(K) i C

′′
(K). U tom sluqaju C

′
(K) je rastu�a, a C(K) konveksna opadaju�a

funkcija na svojoj oblasti definisanosti. Za C
′
(K) va�i:

C
′
(∞) = −e−rt lim

K→∞

∫ ∞
K

f(S)dS = 0 (4.6)

C
′
(0) = −e−rt

∫ ∞
0

f(S)dS = −e−rt (4.7)

C
′
(K) je rastu�a na [0,∞) pa je:

−e−rt ≤ C
′
(K) ≤ 0 (4.8)

Za C(K):

C(∞) = e−rt lim
K→∞

∫ ∞
K

(S −K)f(S)dS = 0 (4.9)

C(0) = e−rt
∫ ∞
0

(S − 0)f(S)dS = e−rtE(S) = S0e
−δt (4.10)

gde je E(S) oqekivana vrednost akcije u trenutku t. Posled�a jednakost potiqe

od svojstva martingala u teoriji cena opcija:

e−(r−δ)tE(S) = S0

gde je e−(r−δ)t diskontni faktor. Kako je C(K) opadaju�a na [0,∞):

0 ≤ C(K) ≤ S0e
−δt. (4.11)

Kako je C
′
(K) rastu�a funkcija, to jest C

′
(K) ≥ C

′
(0), imamo:

C(K) = C(0) +

∫ K

0

C
′
(S)dS

≥ C(0) +

∫ K

0

C
′
(0)dS

= C(0) +KC
′
(0)

= S0e
−δt −Ke−rt. (4.12)



4.3 Ograniqe�a RND funkcije 13

Iz jednakosti 4.12 vidimo da za C(K) va�i:

max(0, S0e
−δt −Ke−rt) ≤ C(K) ≤ S0e

−δt. (4.13)

a to je upravo uslov nepostoja�a arbitra�e za cene kol opcija. Dakle, da bismo

garantovali da arbitra�a ne postoji dovo	no je da va�e slede�i uslovi:

C
′′
(K) ≥ 0, K ∈ [0,∞),

C
′
(0) = −e−rt,

C
′
(∞) = 0,

C(0) = S0e
−δt,

C(∞) = 0.

Setimo se uslova 4.5:

f(K) ≥ 0, K ∈ [0,+∞)∫ ∞
0

f(S)dS = 1

i jednakosti 4.1, 4.2, 4.3:

C(K) = e−rt
∫ ∞
K

(S −K)f(S)dS

C
′
(K) =

∂C(K)

∂K
= −e−rt

∫ ∞
K

f(S)dS

C
′′
(K) = e−rtf(K).

Na osnovu �ih, uslovi C
′
(∞) = 0 i C(∞) = 0 su automatski zadovo	eni. Osim

toga va�i i:

f(K) ≥ 0⇐⇒ C
′′
(K) ≥ 0, K ∈ [0,∞),∫ ∞

0

f(S)dS = 1⇐⇒ C
′
(0) = −e−rt. (4.14)

Uzimaju�i u obzir prethodno navedeno zak	uqujemo da pri oce�iva�u RND funk-

cije treba da va�e slede�i uslovi:
f(K) ≥ 0, K ∈ [0,∞),∫∞
0
f(S)dS = 1,

C(0) = S0e
−δt.

(4.15)

Kad se odredi tra�ena ocena, potrebno je proveriti da li su prethodno pomenuti

uslovi ispu�eni. Ukoliko nisu ispu�eni, rexe�e tog problema mo�e se na�i u

[2] i [4].
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4.4 Mera kvaliteta ocene

Prilikom oce�iva�a vrlo je va�no ispitati kvalitet ocene. Kada se oce�uje

gustina jedna od najqex�e korix�enih mera je slede�a:

RIMSE =

(∫ ∞
0

E[( ˆf(x)− f(x))2]dx

)1/2

. (4.16)

Dobro je poznato da se sred�e kvadratna grexka ocene MSE mo�e predstaviti

kao zbir kvadrata pristrasnosti SB i disperzije ocene V , to jest:MSE = SB+V .

Pri oce�iva�u funkcije gustine ove mere su integrisane, a potom korenovane,

pa se RIMSE (Root integrated mean square error) sliqno kao i MSE mo�e pred-

staviti u obliku: RIMSE2 = RISB2 +RIV 2, gde je:

• RISB (Root integrated squared bias):

RISB =

(∫ ∞
0

[(Ef̂(x)− f(x))2]dx

)1/2

• RIV (Root integrated variance):

RIV =

(∫ ∞
0

E[(f̂(x)− E ˆf(x))2]dx

)1/2

f̂(x) oznaqava ocenu RND funkcije a f(x) pravu RND funkciju.

Sliqno kao sred�e-kvadratna grexka MSE i RIMSE predstav	a ukupni kvali-

tet ocene. RISB je mera preciznosti, a RIV mera stabilnosti.

5 Primena na realnim podacima

U ovom radu podaci su preuzeti iz baze podataka Y ahoo finance [1]. Posmatrano

finansijsko tr�ixte je S&P 500, berzanski indeks na �ujorxkim berzama vre-

dnosnih papira NY SE i NASDAQ. On objedi�ava 500 tr�ixno najvrednijih

deoniqarskih druxtava qijim se deonicama u SAD aktivno trguje.

Podaci su preuzeti 6. aprila 2020. godine, sa vremenom do dospe�a 31. avgusta

2020. godine. Cena akcije u trenutku preuzima�a iznosila je St = 2663.68. Na o-

snovu tih podataka proce�ujemo funkciju neutralnu od rizika pomo�u Blek-

Xols-Merton modela i mexavine dve lognormalne raspodele, kako bi se otkrilo

koji model je najbo	e opisuje. Sva oce�iva�a se vrxe lokalnom polinomnom re-

gresijom, dok se pore�e�e dobijenih rezultata vrxi na osnovu RIMSE.
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Pretpostavi�emo da imamo Blek-Xolsovu cenu kol opcije. Dobro je poznato da u

okviru Blek-Xols-Merton modela cena kol opcije:

C(K) = C(t, T, St, K, rt,T , δt,T , σ) = e−δt,T (T−t)StN(d1)−Ke−rt,T (T−t)N(d2),

gde je N funkcija raspodele od standarne normalne raspodele, σ statistiqki

oce�ena volatilnost i

d1 =
ln(St/K) + (rt,T − dt,T + 1

2
σ2)(T − t)

σ
√
T − t

,

d2 = d1 − σ
√
T − t,

implicira lognormalnu funkciju neutralnu od rizika za sluqajnu promen	ivu

ln(ST/St) sa oqekivanom vrednox�u µ = (rt,T − dt,T + 1
2
σ2)(T − t) i disperzijom

ν2 = σ2(T − t).
Jedan od naqina da ocenimo σ2 je na osnovu istorijskih vrednosti prinosa ([6]),

ali tu treba voditi raquna o ponaxa�u vremenske serije u odabranom vremenskom

intervalu.

Nov 08 2019 Dec 02 2019 Dec 23 2019 Jan 13 2020 Feb 03 2020 Feb 24 2020 Mar 16 2020 Apr 03 2020

Close 2019−11−08 / 2020−04−03

2400

2600

2800

3000

3200

2400

2600

2800

3000

3200

Slika 8: Cene akcija za vremenski interval od 8.11.2019. do 3.4.2020.

Na osnovu grafika mo�emo primetiti da su vrednosti prinosa popriliqno ne-

stabilne i da drastiqno opadaju kao posledica korone. Iz tog razloga smo se

odluqili da σ2 ocenimo na osnovu prethodna 24 dana, xto je doprinelo ne tako

dobroj oceni volatilnosti.



5 Primena na realnim podacima 16
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Slika 9: Ocena gustine u Blek-Xolsovom modelu.

Na slici iznad je prikazana ocena gustine u Blek-Xolsovom modelu, dok su na

slici ispod prikazane oce�ene cene kol opcija tim modelom i cene sa tr�ixta.

Vidimo da Belk-Xolsov model ne opisuje najbo	e kreta�e cena opcija, xto je

posledica oce�ene volatilnosti.
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Slika 10: Ocena cena opcije Blek-Xolsovim modelom (crnom bojom) i cene sa

tr�ixta (crvenom bojom)
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Sada �emo analizirati realne podatke sa tr�ixta pod pretpostavkom da je cena

kol opcije proseqna cena od ponu�ene (bid) i tra�ene (ask) cene. Ocene su dobi-

jene lokalnom kvadratnom regresijom, a vrednost parametra razmere iznosila je

h = 79.83.
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Slika 11: Ocena cene kol opcije (puna linija) pod pretpostavkom da je cena kol

opcije (taqkice) uzeta kao proseqna cena od ponu�ene (bid) i tra�ene (ask) cene.
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Slika 12: Ocena prvog izvoda funkcije cene opcije pod pretpostavkom da je cena

kol opcije uzeta kao proseqna cena od ponu�ene (bid) i tra�ene (ask) cene.
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Slika 13: Ocena funkcije neutralne od rizika pod pretpostavkom da je cena kol

opcije uzeta kao proseqna cena od ponu�ene (bid) i tra�ene (ask) cene.

U da	em tekstu ispita�emo kvalitet lokalno polinomne regresije za oce�i-

va�e gustine neutrale od rizika i to korix�e�em RIMSE date izrazom (4.16).

U tu svrhu koristi�emo Monte Karlo metod koji se zasniva na ponav	a�u ekspe-

rimenta (vrednova�a opcija) veliki broj puta (N = 1000), raquna�em integrala(∫ ∞
0

E[(f̂(x)− f(x))2]dx

)1/2

,

a zatim odre�iva�em aritmetiqke sredine dobijenih izraza. Kako neparametarska

regresija ne dozvo	ava ekstrapolaciju, odnosno, ne pru�a predvi�a�a za E(Y |X)

u taqkama koje su izvan opsega sluqajne promen	ive X, iz tog razloga �emo u gore

navedenom integralu umesto granica 0 i ∞ odre�ivati integral na intervalu od

2300 do 3350.

Za teorijsku (stvarnu vrednost) funkcije uze�emo ocenu gustine parametarskog

modela korix�enog u radu [2], odnosno mexavinu dve lognormalne raspodele opi-

sanu u nastavku.

Neka je {(x1, c1), (x2, c2), ..., (xn, cn)} skup podataka sa tr�ixta, gde xi predstav	a

ugovorenu cenu i ci odgovaraju�u cenu opcije, pri qemu va�i da je xi ≥ 0 i ci ≥ 0

za i = 1, . . . , n. Pretpostavimo da je

f(x) = p1 · logn(x;µ1, σ1) + p2 · logn(x;µ2, σ2),

gde je logn(x;µ, σ) = 1
xσ
√
2π
e−

(ln x−µ)2

2σ2 .
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Ci	 je oceniti parametre pi, µi, σi, i = 1, 2 metodom najma�ih kvadrata pri

qemu va�e uslovi za odsustvo arbitra�e:

min
pi,µi,σi,i=1,2

n∑
i=1

(ci − C(xi))
2


f(K) ≥ 0, K ∈ [0,∞),∫∞
0
f(S)dS = 1,

C(0) = S0e
−δt.

Cena opcije je data sa:

C(K) = e−rt
+∞∫
K

(S −K)f(S)dS

= e−rt
+∞∫
K

(S −K)
2∑
i=1

pilogn(S;µi, σi)dS

= e−rt
2∑
i=1

pi

+∞∫
K

(S −K)logn(S;µi, σi)dS

Ako uzmemo da je K = 0:

C(0) = e−rt
+∞∫
0

(S − 0)f(S)dS

= e−rt
+∞∫
0

S
2∑
i=1

pi logn(S;µi, σi)dS

= e−rt
2∑
i=1

pi

+∞∫
0

S logn(S;µi, σi)dS

= e−rt
2∑
i=1

pi e
µi+

1
2
σ2
i

Tada va�i slede�e:

C(0) = S0e
−δt ⇐⇒ e−rt

2∑
i=1

pi e
µi+

1
2
σ2
i = S0e

−δt

Tako�e

logn(x;µ, σ) =
1

xσ
√

2π
exp−(lnx− µ)2

2σ2
≥ 0,
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∞∫
0

1

Sσ
√

2π
exp−(lnS − µ)2

2σ2
dS = 1.

S obzirom da zahtevamo da su parametri p1 i p2 nenegativni, imamo da va�i:

f(K) > 0 ⇐⇒
2∑
i=1

pi logn(K;µi, σi) > 0 ⇐⇒ p1 ≥ 0, p2 ≥ 0, K ∈ [0,∞),

∞∫
0

f(S)dS = 1 ⇐⇒
∞∫
0

2∑
i=1

pi logn(S;µi, σi)dS = 1 ⇐⇒
2∑
i=1

pi = 1.

Za nenegativne εi, i = 1, . . . , n se nax problem odre�iva�a parametara svodi na

min
p,µi,σi,i=1,2 εj , j=1,...,n

n∑
i=1

ε2i

−εj ≤ cj − e−rt
2∑
i=1

pi
+∞∫
xj

(S − xj)logn(S;µi, σi)dS ≤ εj, j = 1, . . . , n

pi ≥ 0,
2∑
i=1

pi = 1,

e−rt
2∑
i=1

pi e
µi+

1
2
σ2
i = S0e

−δt.

Kako bi se postigla ve�a taqnost ocene bi�e korix�ena modifikacija ovog pro-

blema, predlo�ena u radu [3], gde se prilikom oce�iva�a nepoznatih parame-

tara koriste i odgovaraju�e put opcije. Parametre oce�ujemo na osnovu podata-

ka dostupnih na sajtu Y ahoo finance [1], za ve� pomenuto finansijsko tr�ixte

S&P 500.

Kada znamo kako izgleda prava RND funkcija mo�emo generisati veliki broj

skupova opcija i koristiti ih pri rexava�u problema optimizacije. Prvi korak

je odre�iva�e teorijske cene kol opcija na osnovu formule:

C(K) = e−rt
∞∫
K

(S −K)f(S)dS.

U realnosti cene opcija se izvode na osnovu teorijskih cena (iz razloga nesa-

vrxenosti marketa: nesinhronizovanost trgova�a, raspon kupovne i prodajne ce-

ne, i tako da	e). Da bismo oponaxali stvarni svet na teorijske cene dodajemo

xum. Za dobija�e sluqajnog xuma Ri ima smisla koristiti raspon kupovne i pro-

dajne cene i likvidnost opcija za razliqite ugovorene cene, kao i pretpostavku

je da je uniformno raspode	en:

Ri ∼ U(0,
AiLi

2
)
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gde je U oznaka za uniformnu raspodelu, Ai bid-ask xirina pri ugovorenoj ceni

xi a Li likvidnost opcije pri xi.

Za raspon cena (kupovne i prodajne) pretpostav	a se da je 5% od tra�ene (ask)

cene, sa minimalnom vrednox�u od 50 centi, a maksimalnom vrednox�u 2 dolara:

Ai =


2, Ai > 2

5%× ask, 0.5 ≤ Ai ≤ 2

0.5, Ai < 0.5.

(5.1)

Faktor likvidnosti Li izra�ava se formulom ([2]):

Li = 1 + 10× |xi/S0 − 1|

gde je xi ugovorena cena a S0 trenutna cena akcije.

Kada na teorijske cene dodamo sluqajan xum koji smo generisali, dobijemo je-

dan skup ugovorenih cena i �ima odgovaraju�ih cena opcija. Ukoliko ponovimo

proces generisa�a skupova sluqajnih xumova 1000 puta dobi�emo 1000 skupova

ugovorenih cena i �ima odgovaraju�ih cena opcija. Za svaki dobijeni skup rexa-

va�em problema optimizacije dobijamo po jednu ocenu za pravu RND funckiju.

Na slede�im graficima prikazane su sred�e vrednosti ocena dobijene lokalnom

kvadratnom (p = 2) i kubnom (p = 3) regresijom.
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Slika 14: Sred�a vrednost ocena cena opcija dobijenih lokalnom kvadratnom

regresijom (crvena linija).
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Slika 15: Sred�a vrednost ocena cena opcija dobijenih lokalnom kubnom regre-

sijom (crvena linija).

Kao xto vidimo iz prethodnog, oba metoda su pogodna za oce�iva�e cena opcija.
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Slika 16: Sred�a vrednost ocena prvih izvoda cena opcija dobijenih lokalnom

kvadratnom regresijom.
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Slika 17: Sred�a vrednost ocena prvih izvoda cena opcija dobijenih lokalnom

kubnom regresijom.
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Slika 18: Sred�a vrednost ocena funkcija neutralnih od rizika dobijenih lo-

kalnom kvadratnom regresijom (crvena linija) i gustina mexavine dve logno-

rmalne raspodele (crna linija).
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Slika 19: Sred�a vrednost ocena funkcija neutralnih od rizika dobijenih lo-

kalnom kubnom regresijom (crvena linija) i gustina mexavine dve lognormalne

raspodele (crna linija).

Ci	 ove simulacije je odrediti kvalitet ocene i uporediti koji metod je bo	i za

oce�iva�e funkcije neutralne od rizika. Na osnovu mere (4.16) i Monte Karlo

simulacije dobili smo da je mera kvaliteta za ocenu dobijenu lokalno kvadratnom

regresijom 0.00252, dok je 0.00292 za ocenu dobijenu lokalno kubnom regresijom.

Iz prilo�enog mo�emo zak	uqiti da je ocena dobijena lokalnom kvadratnom re-

gresijom za nijansu bo	a od ocene dobijene lokalnom kubnom regresijom.
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6 Kodovi

Kod 1: Slike 2 i 3

x=seq (−3 , 3 , 0 . 1 )

plot (x ,dnorm( x ) , ” l ” , col=” grey ” , lwd=2, ylab=” f ” )

rx=rnorm(100)

l ines (density ( rx ) , col=”#333399” , lwd=1)

l ines (density ( rx , ad jus t =0.5) , col=”#009900” , lwd=1)

l ines (density ( rx , adj =2) , col=”#FF6633” , lwd=1)

exp1=as . expression ( bquote (hat ( f ) [ 1 ] ) )

exp2=as . expression ( bquote (hat ( f ) [ 2 ] ) )

exp3=as . expression ( bquote (hat ( f ) [ 3 ] ) )

legend=c ( ” f ” , exp1 , exp2 , exp3 )

c o l o r=c ( ” grey ” , ”#333399” , ”#009900” , ”#FF6633” )

lwd=c ( 3 , 1 , 1 , 1 )

legend ( ” t o p l e f t ” , legend , bty=”n” , col=co lo r , lwd=lwd )

Kod 2: Slike 4,5 i 6

X = runif (500 , min=−pi , max=3∗pi )

Y = cos (X) + rnorm(500 , sd=0.3)

NW1=ksmooth ( x=X, y=Y, ke rne l=”normal” , bandwidth = 0 . 1 )

NW2=ksmooth ( x=X, y=Y, ke rne l=”normal” , bandwidth = 1)

NW3=ksmooth ( x=X, y=Y, ke rne l=”normal” , bandwidth = 2 . 5 )

plot (X,Y, pch=20, col= ” grey ” )

l ines (NW1, lwd=2, col=” red ” )

l ines (NW2, lwd=2, col=” purple ” )

l ines (NW3, lwd=2, col=” l imegreen ” )

c o l o r=c ( ” red ” , ” purple ” , ” l imegreen ” )

legend=c ( ”h=0.1” , ”h=1.0” , ”h=2.5” )

legend ( ” t op r i gh t ” , legend=legend , lwd=2, col=c o l o r )

f i t = lm(Y˜X)

plot (X,Y, pch=20, col=” grey ” )

l ines (X, f i t $f itted . va lues , lwd=1, col=” red ” )
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Kod 3: Slike 4, 5 i 6

D=data . frame (X=X)

D$Y=Y

h=lpbwse l e c t (Y,X, ke rne l=”gau” ,p=0, bwse l ec t=” imse−ro t ” )

h1=lpbwse l e c t (Y,X, ke rne l=”gau” ,p=1, bwse l ec t=” imse−ro t ” )

h2=lpbwse l e c t (Y,X, ke rne l=”gau” ,p=2, bwse l ec t=” imse−ro t ” )

h3=lpbwse l e c t (Y,X, ke rne l=”gau” ,p=3, bwse l ec t=” imse−ro t ” )

nw=ksmooth ( x=X, y=Y, ke rne l=”normal” , bandwidth=h$bws [ 1 , 2 ] )

l l r=l o c p o l (Y˜X, data=D, bw=h1$bws [ 1 , 2 ] , k e rne l=gaussK , deg=1)

l q r=l o c p o l (Y˜X, data=D, bw=h2$bws [ 1 , 2 ] , k e rne l=gaussK , deg=2)

l c r=l o c p o l (Y˜X, data=D, bw=h3$bws [ 1 , 2 ] , k e rne l=gaussK , deg=3)

plot (X,Y, pch=20, col=” grey ” )

l ines (nw$x ,nw$y , lwd=3,col=” l imegreen ” )

l ines ( l l r $ l p F i t$X, l l r $ l p F i t$Y, type=” l ” , col=” red ” , lwd=2)

l ines ( l q r$ l p F i t$X, l q r$ l p F i t$Y, type = ” l ” , col=” purple ” , lwd=4)

l ines ( l c r $ l p F i t$X, l c r $ l p F i t$Y, type = ” l ” , col=” darkblue ” , lwd=2)

c o l o r=c ( ” l imegreen ” , ” red ” , ” purple ” , ” darkblue ” )

legend= c ( ”p=0” , ”p=1” , ”p=2” , ”p=3” )

legend ( ” t op r i gh t ” , legend=legend , lwd=2, col=c o l o r )

Kod 4: Ocena volatilnosti

d=getSymbols ( ”ˆGSPC” , from=’2020−03−01 ’ , to=”2020−04−06” ,

warnings=FALSE, auto . a s s i g n=FALSE)

Close=d [ , ”GSPC. Close ” ]

n=length ( Close )

X=rep (0 , n )

for ( i in 1 : ( n−1)){
j=i+1

X[ i ]= log ( Close$GSPC. Close [ j ] /as .numeric ( Close$GSPC. Close [ i ] ) )

}
X=na . omit (X)

sigma=sqrt (var (X)∗252)

sigma=as .numeric ( sigma )
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Kod 5: Slike 11, 12 i 13

df=exp( baza$ ‘T‘∗baza$ ‘ r ‘ )

xeva l=seq (2300 ,3350 ,50)

x=baza$ ‘K‘

y=baza$ ‘c ‘

h=lpbwse l e c t (y , x , k e rne l=”gau” ,p=2, bwse l ec t=” imse−ro t ” ,deriv=2)

locPo l=locPolSmootherC (x , y , xeva l= xeval , h$bws [ 1 , 2 ] , deg=2,

ke rne l=gaussK ,DET = FALSE)

plot (x , y , type=”p” , ylab=”C” , xlab=”K” )

l ines ( l o cPo l$x , l o cPo l$beta0 , col=” red ” )

plot ( l o cPo l$x , l o cPo l$beta1 , ylab=”C’ ” , xlab=”K” , type=” l ” )

plot ( xeval , bsm . density , col=” red ” , ylab=” f ” , xlab=”K” )

l ines ( l o cPo l$x , l o cPo l$beta2∗df )

Kod 6: Xum

L=function (K, S){
l =1+10∗abs (K/S−1)

return ( l )

}

A=function ( ask ){
s =0.05∗ask

i f ( s<0.5)

return ( 0 . 5 )

i f ( s>2)

return (2 )

else

return ( s )

}
#za odgovarajuce v r e d n o s t i K, S i ask imamo shum

shum=runif (1 , 0 ,L(K, S)∗A( ask )/2)
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Kod 7: Slike 14, 16 i 18

beta20=rep (0 , length ( xeva l ) )

beta21=rep (0 , length ( xeva l ) )

beta22=rep (0 , length ( xeva l ) )

b ro j s i m u l a c i j a =1000

i s e=rep (0 , b ro j s i m u l a c i j a )

for ( i in 1 : b ro j s i m u l a c i j a ){
y=rep (0 , length (mln . ko l ) )

#vraca nam pravu cenu o p c i j e ( mln . k o l ) p l u s shum

y=yShum(mln . kol , baza$shum)

h=lpbwse l e c t (y , x , k e rne l = ”gau” ,p=2, bwse l ec t = ” imse−ro t ” ,

deriv = 2)

locPo l=locPolSmootherC (x , y , xeva l= xeval , h$bws [ 1 , 2 ] ,

deg=2, ke rne l=gaussK , DET = FALSE)

h=as .numeric (h$bws [ 1 , 2 ] )

#” r a z l i k a ” p r e d s t a v l j a r a z l i k u izmedju ” prave ” RND

#i ocene za RND d o b i j e n e i z l o k a l n o kvadratne r e g r e s i j e

i n t e g r a l=i n t e g r a t e ( r a z l i k a ,2300 ,3350)

i s e [ i ]= i n t e g r a l $value

beta20=beta20+locPo l$beta0

beta21=beta21+locPo l$beta1

beta22=beta22+locPo l$beta2

}
#s r e d n j e v r e d n o s t i ocena

sv20=beta20/bro j s i m u l a c i j a

sv21=beta21/bro j s i m u l a c i j a

sv22=beta22/bro j s i m u l a c i j a

r imse=sqrt (mean( i s e ) )
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Kod 8: Slike 15, 17 i 19

beta30=rep (0 , length ( xeva l ) )

beta31=rep (0 , length ( xeva l ) )

beta32=rep (0 , length ( xeva l ) )

b ro j s i m u l a c i j a =1000

i s e=rep (0 , b ro j s i m u l a c i j a )

for ( i in 1 : b ro j s i m u l a c i j a ){
y=rep (0 , length (mln . ko l ) )

#vraca nam pravu cenu o p c i j e ( mln . k o l ) p l u s shum

y=yShum(mln . kol , baza$shum)

h=lpbwse l e c t (y , x , k e rne l = ”gau” ,p=3, bwse l ec t = ” imse−ro t ” ,

deriv = 3)

locPo l=locPolSmootherC (x , y , xeva l= xeval , h$bws [ 1 , 2 ] ,

deg=3, ke rne l=gaussK , DET = FALSE)

h=as .numeric (h$bws [ 1 , 2 ] )

#” r a z l i k a ” p r e d s t a v l j a r a z l i k u izmedju ” prave ” RND

#i ocene za RND d o b i j e n e i z l o k a l n o kubne r e g r e s i j e

i n t e g r a l=i n t e g r a t e ( r a z l i k a ,2300 ,3350)

i s e [ i ]= i n t e g r a l $value

beta30=beta30+locPo l$beta0

beta31=beta31+locPo l$beta1

beta32=beta32+locPo l$beta2

beta33=beta33+locPo l$beta3

}
#s r e d n j e v r e d n o s t i ocena

sv30=beta30/bro j s i m u l a c i j a

sv31=beta31/bro j s i m u l a c i j a

sv32=beta32/bro j s i m u l a c i j a

sv33=beta33/bro j s i m u l a c i j a

r imse=sqrt (mean( i s e ) )
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