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1 Uvod

Sam pojam logaritma, logaritamske funkcije i konstante e, pri cemu se daje
samo njegova priblizna vrednost, uvodi se u drugom razredu srednje skole, a
zatim se ponovo izuCava u Cetvrtom razredu srednje Skole. Medutim, pojam
prirodnog logaritma, u oznaci In x, je u Skolama nedovoljno izucavan. Ponekad
se ta funkcija predstavlja kao povrsina izmedu grafika hiperbole

y = — 1 x — ose sa granicama od 1 do .
x

Precizno izucavanje ovih pojmova, kao i njihovo predstavljanje uc¢enicima je
veoma komplikovano jer je njihovo srednjoskolsko znanje nedovoljno kako bi mo-
gli u potpunosti shvatiti. Stoga, cilj ovog rada i jeste kako temu, prirodan logaritam,
obraditi onako kako je i tekao sam njen razvoj, a potom ucenike uvesti u samu
temu i prilagoditi im na najlaksi i na njima najzanimljiviji nacin; zainteresovati
ih pricom o njihovim konstruktorima i graficki podsta¢i ih na razmisljanje o
prirodnom logaritamu.



2 Prirodni logaritam

Kada neko u diskusiji spomene pojam logaritma, ili prirodnog logaritma,
prvo na Sta nas asocira jeste njegova baza. Asocijacija je uvek na bazi 10 ili
na jednoj od najlepsih konstanti matematike, broju e, ¢iju smo vrednost lako
pamtili kao 2 pa 7, a zatim dva puta godina rodenja Lava Tolstoja (1828), zatim
uglovi jednakokrakog pravouglog trougla, tj.

e = 2.718281828459045...

Mnogi ucenici koriste logaritme pamteéi njegovu definiciju i pravila za nji-
hovo resavanje, bez potpunog razumevanja. Oni nauce da je logaritam broja
b za osnovu a realan broj ¢ kojim treba stepenovati osnovu a da bi se dobio
pozitivan broj b, pri ¢emu je a > 0 i a # 1. Njima je poznata sledeca veza:

log,b=c<=a°=0.

Na primer, logaritam broja 100 je broj 2, tj. log;, 100 = 2, §to je ekvivalentno
102 = 100. Znaju da logaritme sa bazom 10 nazivamo dekadni logaritam ili samo
logaritam, ako baza nije naglaSena, a logaritam sa bazom e, prirodni logaritam.
Primenjuju naucene neke osobine kao Sto su:

e log,1=0,a>0,a#1
e log,a=1,a>0,a#1
o log,b" =n-log,b,a>0,a#1,b>0,neN

e log,b-c=1log,b+1log,c,a>0,a#1,b>0,c>0
b
° logazzlogab—logac,a>0,a7é1,b>0,c>0

_log.b
~log,.a

C

e log,b ,a>0,a#1,¢>0,¢c#1,b6>0

1
e log,.b=—-log,b,a>0,a#1,scR, s#0,b>0
s

1
o log,b=——,a>0,a#1,b>0,b#1
log, a

e a°%b=ba>0,a#1,b>0

i druge.

Takode, upoznaju se sa logaritamskom funkcijom y = log, «, pri tom a >
0ia # 1, zakljucuje se da je inverzna funkcija eksponencijaloj funkciji y =
a®, 1 u mogucnosti su da skiciraju njihove grafike, kao i da ispitaju osobine
funkcije. To poznavanje je za kasnije bitno za resavanje logaritamskih jednac¢ina
i nejednacina.



Kod ispitivanja logaritamske funkcije razlikuju se dva slucaja: kada je baza
a > 1 (8to sa leve slike vidimo da je to funkcija predstavljena zelenom bojom) i
kada je baza 0 < a < 1 (to je funkcija predstavljena crvenom bojom).
Oblast definisanosti (domen) obe logaritamske funkcije je ista, sto se vidi i sa
slike, Dy : z € (0,400). Nula funkcije je, takode, ista. Sa grafika se vidi da obe
funkcije seku = osu u tacki 1. Znak funkcija se razlikuje. Za funkciju ¢ija je baza
a > 1 znak funkcije je: y < 0, x € (0,1), azay > 0, z € (1,400). Za funkciju
¢ija je baza 0 < a < 1 znak je sledeéi: y < 0,z € (1,400),azay >0, z € (0,1).
Monotonost funkcije ispitujemo, isto, u dva sluc¢aja. Za zelenu funkciju vidimo
da je rastuca na celom domenu, a za crvenu da je opadajuéa. Primecuje se na
kraju da je asimptotal ove dve funkcije zajednicka i to je prava x = 0, s tim &to
se zelena funkcija priblizava pravi x = 0 u —oo, a crvena funkcija u +oco.

L Asimptota funkcije je prava kojoj se funkcija priblizava do beskonagnosti i nikada je neée
dodirnuti.



2.1 Neper, izumitelj logaritama

U vreme kada nije bio pronaden diferencijalni i integralni racun, kada jo$
nije izmi§ljen prorac¢un uz pomo¢ grani¢nih vrednosti, a kada je astronomija kao
nauka veoma napredovala, nastaje jedan od najveéih izuma koji je u mnogome
olaksao zivot i nauku tada$njih astronoma. Taj revolucionarni pronalazak bili
su logaritmi, a njihov tvorac bio je Skotski matemti¢ar Dzon Neper?. On je
smeSten u red matematickih mislilaca, koji poc¢inje sa Arhimedom i genijima
savremenijeg vremena Isakom Njutnom i Albertom Ajnstajnom.

Dzon Neper roden je 1550. godine u Merc¢istonu kod Edinburga, kada je nje-
gov otac Arc¢ibald imao nesto vise od Sesnaest godina. Sa trinaest godina Neper
se upisuje u St. Andrews i tada po prvi put postaje veoma zainteresovan za
teologiju. O daljem Skolovanju nema ta¢nih informacija, mada se pretpostavlja
da kasnije nastavlja Skolovanje u Francuskoj ili Holandjiji.

Po povratku sa studija posvetio se vodenju imanja, a narocito zemljorad-
nji, gde je zemlja obradivana i tretirana njegovim revolucionarnim metodama
dubrenjem posebnim solima. Iz prvog braka imao je sina i kéerku. Nekoliko
godina nakon smrti njegove prve zene, Neper se ponovo zeni i iz tog braka ima

2Prezime Neper moze se u drugim literaturama sretati i kao Napier, Napeir, Nepair, Nepeir,
Nepper, Naper, Napare, Naipper.



pet sinova i pet kéeri.

Takode, Neper je predstavio i neke svoje tajne izume, koje je napravio, a koji
su trebali da sluze u odbrani njegove zemlje od Filipa od Spanije. Ovi prona-
lasci uklju¢uju: okrugla kola sa vatrenom snagom i teskom zastitom (ideja za
danasnji tenk), podvodni brod (danasnja podmornica), artiljerijski komad koji
bi pokosio polje vojnika (danasnji mitraljez). Pri¢a se da je prilikom testira-
nja svog mitraljeza izveo Citavo stado ovaca na pasu van svog imanja. Kada
je, zapravo, video kakvu ubojitu mo¢ ima njegov izum, i da je ¢itavo stado
”pokoseno”, zakleo se da vise nikada neée napraviti drugo oruzje ili bilo kome
dati informaciju o tome kako da ga napravi.

Isto tako je i interesantna prica o Neperovoj raspravi sa komsijom oko
komsijinih golubova. Po svemu sudeéi ptice su jele seme koje je Neper se-
jao. Nakon vise opominjanja komsija nije mogao ili nije hteo da spreci ptice
u "kradi”. Na kraju je Neper zapretio komsiji da ¢e zapleniti ptice. Naravno,
siguran u to da Neper neée u tome uspeti, jer to su ptice, komsija je uverio
Nepera da to slobodno u¢ini. Medutim, sutradan, komsija je bio zaprepaséen
kada je video da njegove ptice teturaju po Neperovom polju i kako ih Neper sa
lako¢om hvata i stavlja u dzak. Naime, Neper je natopio zrna graska u rakiju i
razbacao po svom polju. Pijani golubovi su bili tada lak plen.

Mora se priznati da je Dzon Neper najpoznatiji kao izumitelj logaritama,
premda njegovi matematcki doprinosi uklju¢uju i formule koje se koriste za
resavanje sfernih trouglova i pronalazak koji se zove ” Neperove kosti” ili ”$tapovi”
koje sluze za mehanicko mnozenje i izracunavanje kvadratnog i kubnog korena.
U svom delu "Rabdologia” opisao je metod mnozenja pomocu §ipki sa brojevima
oznacenim na njima.

Kako su izgledali Neperovi Stapovi i kako su upotrebljavani za racun?

2.1.1 Neperovi Stapovi

Neperovi Stapovi sastojali su se od devet lenjira, svaki podeljen na 9 kvadrata
i lenjiri su redani vertikalno. U gornjim kvadratima su upisani brojevi od 1 do
9, dok su ostali kvadrati podeljeni dijagonalom. Na svakom lenjiru, odozgo na
dole, upisni su brojevi koji rastu aritmetickom progresijom. Na prvom lenjiru,
u gornjem kvadratu je upisan broj 1, dok su ostali kvadrati popunjavani broje-
vima koji rastu po aritmetickom nizu, i ¢ija je razlika 1, tako da su to brojevi:
1,2,3,4...9, drugi lenjir poc¢inje brojem 2, a ostalih 8 kvadrata je popunjeno bro-
jevima: 4,6,8,10, ..., 18, na tre¢em lenjiru je u gornjem kvadratu broj 3, a onda
po vertikali poredani brojevi: 6,9,12,...,27 i tako se nastavlja sve do devetog
lenjira.



Da bi se, recimo, pomnozio broj 1572 i broj 3, poreda se prvo prvi lenjir,
do njega se stavlja peti, pa sedmi i na kraju drugi lenjir. Zatim se izabere treci
red, jer se mnozi brojem tri, i saberemo posebno u svakom kvadratu svaka dva
broja unutar dijagonala na susednim lenjirima (prikazano kao na slici), pa su
dobijene cifre, ¢itajuéu sa desna na levo 6, 1,7,4. Stoga je krajnji rezultat 4716.
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1572 x E = 12578



Isto tako, kao §to se vidi sa slike, je i kada mnozimo 1572 brojem 8. Poreda
se prvi, za njim peti pa sedmi i na kraju drugi lenjir i potrazi se osmi red. Po-
stupak sabiranja je identi¢an kao u prethodnom primeru. Deluje, na izgled, lako
i jednostavno mnoziti jednocifrenim brojem, ali ako mnozenje vr§imo sa brojem
koji ima viSe cifara postupak Ce te¢i na sledeéi nacin (postupak se odnosi za pri-
mer na slici ispod), mnozimo brojeve 46785399 i 96431: poredamo lenjire jedan
do drugog, prvo cetvrti, potom Sesti, pa sedmi, osmi, peti, treé¢i i dva deveta.
Zatim, trazimo onaj red koji pokazuje cifra na mestu jedinice drugog ¢inioca, a
u nasem slucaju je to broj 1. Broj koji mozemo procitati je 46785399, potom
potrazimo treéi red, jer je to mesto desetice naSeg drugog Cinioca, procitamo
rezultat postupkom kao §to je to objasnjeno kada smo mnozili sa jednocifrenim
brojem, medutim, ukoliko se desi da saberemo dva broja na dijagonali i da zbir
bude dvocifren broj, zapisujemo jedinicu, a deseticu dodajemo na zbir brojeva
na dijagonali koja je ispred te dijagonale. U tom slu¢aju dobijamo iz treceg
reda broj 140356197 i njega potpisujemo ispod prethodnog broja, 46785399, s
tim $to ga pomeramo za jedno mesto u desno. Postupak se nastavlja analogno i
za cifre 4, 61 9. Na kraju, se svi ti umnozci saberu i dobijamo konacan rezultat
4511562810969.
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Neperovi stapovi predstavljaju jedan od prvih mehanizama za racunanje i
pretecu danasnjih kalkulatora.

Po nekim spisima objavljenim pod naslovom ”De Arte logistica” ispostavlja se
da su ga njegova istrazivanja u aritmetici i algebri dovela do razmatranja ima-
ginarnih resenja jednac¢ina. Neper je takode uveo i decimalan zapis razlomaka,
zapravo uveo je decimalnu tacku.

Jedan od problema koji je mucio ljude tog vremena, posebno astronome, bio
je racun sa velikim brojevima. Astronomski prora¢uni su zahtevali mnozenje



i deljenje veoma velikih brojeva, nesto sto je poprilicno tesko bilo uraditi bez
kalkulatora. Jedan od nacina da se ti proracuni olaksSaju jeste razmisljanje o
eksponentu. Ali, ljudi tog vremena nisu znali za eksponente, niti za njihove
osobine, niti su bili upoznati sa pojmom baze. Medutim, ono ¢ega su bili svesni
jos od vremena Arhimeda, bila je interesantna veza izmedu nizova koji su dobili
tako §to je jedna niz zapoceo brojem 2 i uzastopno duplirali

2,4,8,16,32,64,128,256,512,1024...
a drugi niz je bio niz prirodnih brojeva
1,2,3,4,5,6,7,8,9,10,....

Prvi niz je geometrijski niz, jer uzastopni brojevi imaju isti koli¢nik, a drugi
niz je aritmeticki jer uzastopni brojevi imaju istu razliku. Isto je uoceno da
mnozenje ili deljenje dva broja u geometrijskom nizu odgovara dodavanju ili
oduzimanju odgovaraju¢ih brojeva u aritmetickom nizu.

Tako na primer, proizvod brojeva 4 i 256 odredili su na sledeéi na¢in: kako su
brojevi 4 i 256 drugi i osmi ¢lan geometrijskog niza, a to su i njihove pozicije
u aritmetickom nizu, a s obzirom na to da proizvodu odgovara zbir, tada je
2+ 8 = 10, pa deseta pozicija u geometrijskom nizu jeste broj 1024, sto zapravo
i jeste proizvod ova dva broja.

U tom trenutku, ovim otkricem, budila se svest o eksponentu, pri ¢emu je

m

=a i—=a
a7L

m—n

Neperova zelja je bila da napravi tabelu koja bi povezivala brojeve geometrij-
skog niza sa brojevima aritmetickog niza. Izradi tih tabela posvetio je dvadeset
godina.

2.1.2 Neperova definicija logaritma

Na samom pocetku opisa¢emo Neperovu zamisao koja ga je dovela do geni-
jalnog izuma.
Neper je zamislio dve paralelne linije i tacke koje se po njima kre¢u. Prva linija
je bila fiksne duzine, pri ¢emi je duzina tog segmenta veoma velika, 107 jedinica,
a druga beskona¢ne duzine. Odabrao je veliki segment kako bi osigurao pre-
ciznost decimalnih delova, buduéi da je to bila vrednost poluprec¢nika krugova
koriséenih za konstrukciju njegovih sinusnih tablica i pretpostavlja se da je imao
u vidu astronomske proracune.

U svakom trenutku, udaljenost koja je bila predena na beskonac¢noj liniji, obelezimo
je kao na slici ispod, sa y, bila je logaritam udaljenosti koja tek treba biti predena
na duzi; tu udaljenost obelezimo, kao na slici ispod, sa . U modernom zapisu
to bi glasilo:



Yy = lognap xT.
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Kako se rastojanje koje nije bilo predeno smanjivalo u geometrijskoj progre-
siji, vrednosti Neperovih logaritama su se povecavale u aritmetickoj progresiji
(Slika).

Treba napomenuti i imati na umu da u Neperovo vreme ugaone (trigonome-
trijske) funkcije nisu bile predstavljene kao u danasnje vreme. Neper posmatra
rastojanje na duzi koje nije predeno kao sinuse uglova pocevsi od 90° pa iduéi
sve dalje do 0°.

Interesantno je reé¢i da je re¢ ”sinus”? bila latinski prevod pogresno prepisane
arapske reci koja je predstavljala duzinu polutetive kruga. Jos od 5.veka re¢
"sinus” ima ovo znacenje.

Sa slike mozemo uociti da ljubicasti luk odgovara uglu 260, a da crvena duz tj.
tetiva ima duzinu 2sin . Nakon toga, mozemo zakljuciti da je polovina duzine
te tetive sin 6.

3Logaritam sa osnovom nap u oznaci log,,,p, se koristi da bi se napravila razlika u odnosu
na koncept modernog logaritma koji za bazu uzima e za razliku od Neperovog logaritma za
koji to nije slucaj.

4Na staroindijskom jeziku (sanskritu) re¢ jya-ardha ili skraéeno jya ili jiva je znacilo polu-
tetiva. Kasnije su arapski ucenjaci rec jiva citali kao jiba, ali u daljim prepiskama, greskom,
javlja se kao jaib, sto u prevodu znaci pregib ili pevoj. Evropski naucnici prevodili su arapsku
re¢ na latiniski kao sinus, koja je takode znacila pregib. Aryabhata ili Aryabhatta je indijski
matematicar i astronom koji je prvi definisao sinus i sinusne tablice u 5.veku.

10



Tokom dugo vremena, bar do 1600.godine, sinus se odnosio na duzinu linije
koja odgovara zadatom uglu. Zapravo, Neper odatle, jos od davnina, sinus
upotrebljava kao duzinu polutetive kruga nad odgovarajué¢im lukom zadatog
ugla tj. duzinu linije AB (duz AB) ugla « u oznaci

AB = sina.

U to doba funkcija sinus nije predstavljana kao odnos naspramne stranice i hi-
potenuze pravouglog trougla.

U pravouglom trouglu gde su poznate hipotenuza c i ugao «, mogla se izracunati
kateta a, Sto se lako da zakljuciti da je duz AB, kao

c-sino

sin tot ’

gde je sintot, nazvan sinus totus, u stvari sin 90°, a on je iznosio 107.

Fr
& A\
D cosinus LA J

Kako je tekao sam postupak opisa¢emo u daljem tekstu i prikazati slikom.

Po beskonaé¢noj liniji krece se tacka G, a po duzi krece se tacka H.

(;

| | | | | |
0 b 2h 3b 4b ...

Tacka G se krece stalnom brzinom prelazeci jednaka rastojanja u istim vre-
menskim intervalima.

11
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Tacka H se krece prema r u jednakim vremenskim intervalima od 0 do r—ar,
zatim od r —ar do r —a?r, od r —a®r do r —a3r i sve tako nastavljajuéi dalje do
7 koji je bio 107, a a je bilo nesto manje od 1. U toku kretanja brzina tacke H u
nekom trenutku se smanjuje i njena brzina je u svakom trenutku proporcionalna
preostalom putu.

Ovaj segment (od 0 do r) bio je "sin 90°”, udaljenost od r do H bila je sinus
luka odgovarajuceg ugla, a predena udaljenost tacke G logaritam nepredenog
puta.

Modernom notacijom sa stanovista kinematike, brzinu mozemo predstaviti
kao izvod predenog puta i vremena

_ds d

’U—a—%s

U fizici je uobicajeno da se izvod po vremenu oznacava tackom iznad slova koje
ozncava datu fizicku veli¢inu tako da se ovaj izraz Cesto piSe u obliku

ds
v=-—=24§
dt
Tako, brzinu tacke H mozemo ra¢unati

d(r — z)
dt -’

vy =
gde je x rastojanje koje treba da prede tacka H do r. Isto tako, brzina tacke G
je
_dy
=0
gde je y rastojanje koje prelazi tacka G i brzina vg je stalna.

e

Da bismo dobili Neperovu definiciju logaritma u modernim prorac¢unima iskori-
sticemo da je
d(r — z)
r=—>"

dt

jer je brzina tacke H proporcionalna udaljenosti koju preostaje da prede tacka

H da bi stigla do r. Tada
dr dz

&

12



dr
pri cemu i 0 jer je r = 107, a izvod konstante je 0,

na osnovu toga

dx
O—E—l',
dr
— =,
a tada
1 1
Ty
dt
odakle
dt 1
@

Integracijom leve i desne strane jednakosti dobijamo sledecu jednakost:

1
/—dt: /fdx,
x

—t=Inx+ec.

i tada je

Obe tacke pocinju da se kre¢u istom brzinom i u trenutku ¢ = 0 sledi da je
r =r, tada
0=Inr+c,

odakle proizilazi da je
c=—Inr,
pa je tada
—t=Ilnx —Inr.

Kako je brzina tacke G ista kao i brzina tacke H, u trenutku ¢ = 0 ispostavlja
se da je

dy

bl A

a7
tako da je

dy = rdt,
odakle integracijom dobijamo
/ dy = / rdt,

a tada

y=rt.

Konacno, ako povezemo promenljivu z, rastojanje koje je potrebno jos da prede
tacka H do r, sa promenljivom y, rastojanje koje je presla tacka G po bes-
konaé¢noj liniji, zaklju¢ujemo sledece:

t=Inr—Inz,

13



odakle je po osobini logaritama

t=1In

r
)
T

a kako iz y = rt sledi da je t = Y zamenom dobijamo
r
y=rln z
x

Po Neperovoj definiciji
log,,q, T =y,

ali zamenom sledi ,
log,,qp, ¢ =710 p

a kako je r = 107 tada je

1 7
log,, ., = 10" In i
T

Ali, u proslosti se uvek postavljalo pitanje na kojoj bazi su se zasnivali Neperovi

logaritmi?
7

10
Ako log,,,, * = 107 In — zapiSemo malo drugacije
x

lo x 107
Bnap ¥ _ | 107 ,
107 T
ispostavlja se da je
log,,.p
na 1 —1
107 oge(157) "
lognap T
-1
107 %8e 107
tj.
1Ognap € -] x
107 B1/e 107

1
Na osnovu izvedenog vidi se da je baza Neperovih logaritama —.
e

Sve ovo, $to je prethodno opisano, mozemo predstaviti i na drugaciji nacin.
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Na duzi T'S tacka T pocinje da se krece, sa leva na desno, odredenom brzinom.
Pri tom kretanju tacka T zauzima pozicije Py, Ps, Ps, Py, Ps...

o Q 9 Q  Q QO

q

Zatim, na beskonacnoj liniji T1q., tacka T; krece uvek istom brzinom, kao i
tacka T na duzi T'S. Takode, @1, @2, Qs3,... su odgovarajuée pozicije koje do-
stigne tacka T pri kretanju i pri tom je T1Q1 = Q1Q2 = @Q2Q3 = ... = 1.

Ali, u nekom trenutku brzina tacke T" pocinje polako da opada. Kako je duzina
duzi T'S definisana kao 107, to je znacilo da su i brzine tacaka T i T} takode 107
i pri tom je to i konstantna brzina tacke T7.

U prvom pomeranju tacke 77 u polozaj @1, brzina je tada 107, a predeni put
T1Q: jednak je 1. Vreme koje tada protekne je 10~7. Vreme izra¢unavamo po

S
poznatoj definiciji £ = —. Ako se iskoriste ti pocetni proracuni tada zaklju¢ujemo
v

da je rastojanje
PS=10"-1=107(1-10"")%,

a rastojanje Py P, izrac¢unavamo (s = v - t) kao
PP =[107(1-10"7)] 107" =1-10"".
Tada e rastojanje P,S =TS — TP, — P| P, $to se ispostavlja zamenom da je
P,S =107(1—-1077)%

Nastavak ovog procesa daje sledeéi geometrijski niz koji odgovara preostalim
rastojanjima tacke T na duzi T'S:

107(1—1077)°,107(1 — 107 ")}, 107(1 — 1077)2,107(1 — 107 7)3, ...,

koji odgovara T'S, P, S, P»,S, PsS,....
A, aritmeticki niz koji odgovara tome koliko je tacka Ty prosla na 7157 (11Q1,
T1Q2, T1Qs...) se povetava i daje:

0,1,2,3,....

U nasoj modernoj notaciji, numericki gledano, vrednost logaritma P;.5 kome
odgovara 107(1—1077), po Neperu jednaka je 1, §to predstavlja 77 Q; ili ako pre-
imenujemo i rastojanju P;S dodelimo novo ime z, a rastojunju 711 dodelimo
ime y, tada slobodno mozemo tvrditi da je

IOgnap r=y.
Ako je 71 = 107(1 —1077)¥ i x5 = 107(1 — 107 7)¥2, tada je

T 1071 — 10 T,
T2

15



sli¢no vazi i za proizvod
Ty - a9 = 107(1 — 1077V tuz,

Prema tome, Neperova metoda predstavlja intuitivnu vezu izmedu dve vrste
nizova.

Takode, u svom istrazivanju Neper je opazio da ako su data bilo koja tri
uzastopna sinusa ugla u geometrijskom nizu i ako se prvi i tre¢i pomnoze, to je
jednako kvadratu srednjeg sinusa ugla i da je polovina zbira vrednosti krajnjih
logaritama jednaka vrednosti logaritma srednjeg ¢lana.

Primer 1. Neka su data prva tri élana geometrijskog niza: 2,4,8.

Resenje. Tada je 2 -8 = 16 <= 4% = 16. Isto tako, kako su vrednosti In2 =

0.6932,In4 = 1.3863 i In8 = 2.0794, tada je w =In4. A

2.1.3 Logaritamske tablice

Godine 1614. Neper je objavio svoje delo pod nazivom ”Mirifici canon lo-
garithmorum descriptio” koga ¢ini ” Descriptio” (opis ¢udesnog kanona) i ” Con-
structio” (”izgradnja”cudesnog kanona).

”Descriptio” se sastoji od pedeset sedam stranica objasnjenja i devedeset

stranica tabela. Objasnjenje sadrzi prikaz Neperove koncepcije logaritama i
glavnih svojstava logaritama, kao i njihove primene pri reSavanju sfernih trou-
glova. Logaritmi dati u tabelama su sinusi uglova od 0° do 90° u intervalima
od 1 minute, napisani na sedam ili osam decimala i to tako Sto su sa leve strane
u prvoj koloni bile prikazane minute ugla od 0 do 30, a sa desne strane minute
od 30 do 60. Druga kolona sa leve strane je bila vrednost sinusa datog ugla,
ali zapisana u obliku 107 - sin o, a druga kolona sa desne strane je bila vrednost
njemu komplementnog ugla tj. vrednost kosinusa ugla, zapisana kao 107 - cos o,
dok je treca kolona sa leva bila vrednost logaritma sinusa ugla, a tre¢a kolona
s desna vrednost logaritma kosinusa ugla. Srednja kolona je bila razlika vred-
nosti logaritma sinus ugla i vrednost logaritma kosinus ugla, $to je, zapravo,
predstavljalo vrednost logaritma tangensa ugla. Razlog pojave razlike (diferen-
cije) jesu, u stvari, Neperove greske koje su nastale pri iterativnom ra¢unanju
ukljuc¢ujuéi odbacivanje decimalnih delova.
Vrednosti funkcija za uglove od 0° do 44° ocitavaju se odozgo na dole sa leve
strane, a vrednosti funkcija za uglove od 45° do 90° ocitavaju se odozdo na
gore sa desne strane. Takode, treba napomenuti da je razlika (srednja kolona)
pozitivan broj za sve uglove koji su manji od 45°, jednaka je 0 za ugao 45°, i
negativna je ako je ugao veéi od 45°. Zbog toga iznad svake tablice se nalazi
znak +|—.
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o Sinus Logarithmi Differentiae logarithmi Sinus 90—

10"xsin(w) | logNep sin(a) logNep sin(a) logNep cos(u) | 10"xcos(a)
-logNep cos(a)
= logNep tan(a)

Tako na primer, odredi¢emo vrednost log,,, sin(30°), pri ¢emi je sin(30°) =
0.5. Po Neperu z = sin(30°), ali predstavljeno u svojim tabelama z racuna kao

107
R-sin(30°) = 107-0.5 = 5-10°. Tada, premalog,,,, = = 107 In —- imamo sledeée:
1 n(30°) = 107 — 0" 1071 0~ 107 12 — 69314718
08,05 SII = S — 107 _
Snap R -sin(30°) 5106 o

a nastala razlika u dobijenom rezultatu i rezultatu u tabeli objasnjena je u
prethodnom pasusu.

Gr. 30

=}

Sinws | | Zogarvithmi | Diffeventia | togarithmi | | Simus |
§00000Q 6931469 | §493059 | 1438410 rﬁoozsa} 6o

§002419 6010432 | 5486342 | 1440090 3‘658799 (1]
soo5038 6921399 | §479628 | 1441771 0657344 | 58

5007556 | [ 6916369 | 5472016 | 1443453 {Sbsﬂihx Sy

5010074 6911342 | §465200 | 1445136 R654431 | 55

AR - Nuogw
| =

5012501 | | 6906310 | 5450498 1446821 8652073 Sg

5015108 06901299 | §452792 [ 1448507 R651514 54

§o17624 , 6806282 | 5446088 | 1450104 | | 8650055 | 53

5020140 6801260 | 5439387 | 1251882 | | 8648504 | 52

5022656 6886250 | 5432688 | 1453571 | | 8647134 51
12| s0z5171 6881253 | 5429902 | 1455261 | | 8645673 | so
11| §027686 MGR?_G;_;.Q 5419298 | 1456052 | | 8644211 | 40
12| 5030200 6871250) 5412605 | 1458645 | | 8042740 | 48
13| s032714 6866254 | 5405015 | 1460330 | | 3041284 | 47
14| so035227 GRG61261 | §399227 | 1462034 | | 8639820 | 46
15§ 5937740 6856271 | 5392541 ) 1463730 | [ 8038355 |45
16 | 5040253 6851285.| 385858 | 1465427 | | 8636880 | 44
17| 5942765 6846302 | §379177 | 1467129 8639423 | 43
18] 5945277 6841323 | 372499 | 1468824 [ | 8633956 | 42
19| 5047788 6836347 | 5365822 | 1470525 | | B632488 | 41
20| §950299 6831374 | $359137 | 1472227 | | 8631010 | 40
21| §o§2809 6820405 | 5352479 | 1473030 | | ¥629549 | 30
22| §og§3190 6821430 | 5345805 | 1475634 X628079 | 18
33| _sos7820| | 6816476 | §339137] 1477339 | |8626608 |35
24| 5060338 6811516 §332471 | 1479045 | [ 8625137 36
25 | s062847 6806560 | 5325808 | 1480752 | | 8623605 | 35
26| §06§35% 6801607 | §310147 | 1482460 | |¥622102 | 34
27| so67863 6706657 | §312488 | 1484169 8620718 | 33
28| 5070370 6791710 | 5305831 | 1485870 | [ 8610243 | 32
20| go72874 6786767 | §200177) 1487590 | | 8617768 | 3¢

35-{ §075384 6731827 | 5202525 mﬂa:!rh:mpz 30

59

Sve to mozemo i drugacije opisati. Na primer, odrediti vrednost log,,, sin(9°15'),
po opisanom u tabelama Neper zadaje sin(9°15’) kao R-sin(9°15") = 1607426, a
pri tom duzina tj. [(1607426) = 18279507, a zapravo racunanjem, kao §to je to
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uradeno na prethodnom primeru, rezultat bi bio 1(1607426) = 18279511. Jasno
je da je razlika u rezultatima ponovo nastala zbog diferencije.

Gr. [

ol = Sims 11 'wjz_% vie |logarivhmi | | Sinar |
rentid it g

o R il 18427293

© [ 1564345 | | 18551174 123581 | 9876883 | 6o

1567218 | | 18532826 | 18408484 | 124342 | | 0876427 | 59
1590001 185145 11| 18380707 IH&“ 98759271 58

t.

3 | 1572004 |8496zg1 18370904 | 125267 [ | 087551457
4 4

5

4 | 1575837 | 184779 18392263 | 139731 | | 9879056 56
| 1598700 | | 18450773 | 18333576 | 126196 | | 9374597 | 55
G | 1581581) | 18441504 [ 18114933 | 136661 ) [o¥74137 ) 54
i 1584453 18423451 | 182963241 129127 9873697 53
"L 1§8732¢ 18405341 | 18197747 _1:7594 9873216 | 52
9 [ 1500157 | 18387265 | 18269203 | 128062 | | 9872754 | §1
30| 1593069 | | 18367223 18240602 | 128531 | | 9872291 | 50
11| 1595041 18351214 | 18222213 | 129001 | [ 987182740
2] 1508813 ] | 18333237 | 18203765 [ 129472 | 9871362 | 48
13| 1601684 | | 18315204 | 18185350 | 129043 | [o¥70897 | 47
14| 1604555 18247384 | 18166969 | 130415 ; 9870431 45
15| 1607426) 13279507 [ 18148619 | 130888 | | 9860064 | 45

”Constructio” se sastoji od dve stranice predgovora i pedeset sedam stra-
nica teksta. Koncept logaritama je ovde jasno objasnjen i dat je potpuni uvid
u uzastopne korake po kojima su tabele napravljene. Neper je predstavio svoj
proracun u kome je log1 = 0, a log 10 = 10'°. Ovo je, prakti¢no, ekvivalentno
pretpostavci da je log10 = 1, jer prethodna pretpostavka ukazuje na to da se
logaritmi izracunavaju na deset mesta decimala.

Prvenstveno, Neper je napravio tri tabele brojeva u geometrijskom nizu i
pronasao njihove logaritme u aritmetickom nizu koriste¢i linearnu interpolaciju.
U tabele je upisivao vrednosti koje su odgovarale duzini radijusa, tj. pocev od
10000000 do nesto manje od vrednosti polovine radijusa, tj. poslednja vrednost
69-te kolone trece tabele je 4998609.4034.

Prva tabela se sastoji od 101 broja, od kojih je 107 prvi broj pri ¢emu je odnos

1 9999999
brojeva 1—— ili Svaki broj je formiran oduzimanjem od prethodnog

: 107 ™ 10000000 o) i
broja, a dobijenom broju se pomeraju cifre za sedam mesta u desno. U modernoj

notaciji, on bi racunao brojeve u prvoj koloni prve tabele po formuli

1 T
Pr1 = po(l — IT7) ,

gde je po =107 ir =0,1,2,...100.

18



First Table

1 r
{10’(1 -——-—,) , ¥=oto IOD}
10

10000000"0000000
1'0000000

9999999 '0000000
9999999
9999998 0000001

'9999998
9999997°0000003

9999997
9999996°0000006

to be continued up to

9999900°0004950

Druga tabela se sastoji od 51 broja oblika

1

T(1 _ _— \r
1071 = )"
1 i 99999

pri ¢emu je odnos brojeva 1 — 105 ! 100000

ir=0,1,2,..50.

Second Table

{lo"' (x ——l-%i)r, r=o0to 50}

10000000'000000
100'000000

9999900000000
—99'999000
9999800°001000

to be continued up to

0095001222927

Trec¢a tabela se sastoji od 69 kolona, a svaka kolona sadrzi 21 broj. Brojevi iz

1 99
iste vrste i bilo koje kolone, su u odnosu 1 — 100 ili 100° ali s tim §to se uzima
odnos n + 1 kolone i n — te kolone . Odnos poslednjeg broja i prvog broja u
bilo kojoj koloni je (1 — m)m, §to je veoma blizu 1 — 100 ili 100" Brojevi u

bilo kojoj koloni dobijaju se uzastopnim mnozenjem sa 1 — 2000° tako da ako
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racunamo m — ti¢ broj iz s — te kolene to mozemo uciniti uz pomo¢é

1 1
7)m—1 (1—-—
2000 100

gde parametar m predstavlja vrstu, a parametar s kolonu. Mada, u tabeli ima

107(1 — Y=t

9
68 brojeva u proporciji — tako da je izmedu svaka dva broja umetnuto 20

100
brojeva Oporciji 995
rojeva u proporciji .
. PHOPOTAIT 36000
Tune THirp TasLE.
:I'ermsl 1st Column, 2d Column. 3d Column. &c till the | 69th Column,

10000000.0000!9900000.0000,9501000.0000| &c to [5048558.8900
9995000.0000{9895050.00009796099.5000| the 4th, 15046334.4605
99900(72.5000,989010‘2.4750 9791201.4503| 5th, 6th,5043611.2932
0085007.49879885157.4237(9766305.8495| 7th, &c |50412689.3879|
9980014.9950/95680214.64519781412.69G7] col. till |5038768.7435

&e till &e &c the last &c
0000473.5760/9501465.8423(9703454.1539] or  |1998609.4034

Egmpww;—

Da bi izracunao vrednosti logaritama sinusa ugla (pod sinusom ugla u Ne-
perovo vreme podrazumeva se sve ono $to je objasnjeno u prethodnom odeljku)
i popunio svoje tabele Neper uvodi dva pravila (teoreme) po kojima ih ra¢una.

Po prvom pravilu, Neper odreduje granice logaritma sinusa ugla. Donja granica
je predstavljena kao razlika radijusa i vrednosti logaritma sinusa ugla, dok je gor-
nja granica zadata kao donja granica pomnozena koli¢nikom radijusa i vrednosti
logaritma sinusa ugla. Ali, ukoliko se vrednosti logaritma sinusa ugla razlikuje
veoma malo od radijusa, tada u aritmetickoj sredini, on je skoro jednak koli¢niku
razlike kvadrata radijusa i vrednosti logaritma sinusa ugla i dvostruke vrednosti
logaritma sinusa ugla. U geometrijskoj sredini je jos blizi proizvodu donje gra-
nice i korena njihovog koli¢nika. Simbolicki zapisano, ako sa r oznac¢imo radijus

i sa s sinus ugla, tada se vrednost logaritma sinusa ugla s nalazi u granicama
2 _ 2
r—s —

r—s<s< r, i u aritmetickoj sredini skoro je jednak

, & u geome-

trijskoj sredini jos blizi (r — s) g

Po drugom pravilu, razlika dve vrednosti logaritama sinusa uglova, stim da ma-
nju vrednost oduzimamo od veée, vec¢a je od proizvoda date razlike i koli¢nika
radijusa i manje vrednosti logaritma sinusa ugla, a manja od proizvoda date
razlike i koli¢nika radijusa i ve¢e vrednosti logaritma sinusa ugla; simbolicki za-
pisano, ako sa s oznac¢imo manju vrednost logaritma sinusa ugla, a sa S vecu

_Sr< S—s< S_Sr. Ali, kada

s
je ta razlika veoma mala, onda je ona skoro jednaka, u aritmetickoj sredini,

vrednost logaritma sinusa ugla, tada je
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52 — 52 .. S—s
Tr, a u geometrijskoj sredini
S

.
VSs

U prvoj tabeli, a po prvom pravilu, vrednost logaritma od 10000000.0000000
je 0, dok je vrednost logaritma drugog broja tabele 9999999.0000000 u grani-
cama
10000000 — 9999999

10000000 — 9999999 < 9999999.0000000 < 9999999 10000000,

sto je
1 < 9999999.0000000 < 1.0000001

i skoro je jednaka, u aritmetickoj sredini

100000002 — 99999992 _ 19999999
29999999 19999998

= 1.00000005,

i geometrijskoj sredini

/10000000
(10000000% — 99999992) 9999999 — 1-+1.0000001 = 1.00000005.

Inace, taj broj 1.00000005, je uobic¢ajena razlika izmedu svih vrednosti logari-
tama prve tabele i uzastopnim dodavanjem na svaku slede¢u vrednost logaritma,

vrednost logaritma poslednjeg ¢lan prve tabe, 9999900.0004950, je 100.0000050.

Po drugom pravilu, razlika poslednjeg ¢lana prve tabele i drugog broja druge
tabele je 0.0004950 i kada se to doda vrednosti logaritma poslednjeg broja prve
tabele tj. 100.0000050, dobija se vrednost logaritma drugog broja u drugoj
tabeli i to 100.0005000. Ovo ¢e biti razlika svih vrednosti logaritama u dru-
goj tabeli i uzastopnim dodavanjem na slede¢u vrednost logaritma dobijamo da
je vrednost logaritma poslednjeg broja druge tabele, 9995001.222927, zapravo
5000.025000.

Isto tako, po drugom pravilu, razlika poslednjeg broja druge tabele, 9995001.222927
i drugog broja prve kolone trece tabele, 9995000.0000, je izmedu 1.2235386 i
1.2235387, i kako su i aritmeticka i geometrijska sredina za razliku jednaka
1.2235387, Neper to uzima za vrednost razlike i dodaje vrednosti logaritma
poslednjeg broja druge tabele i tako dobija vrednost logaritma 9995000 trece
tabele prve kolone i to 5001.2485387. Uzastopnim dodavanjem razlike na vred-
nost logaritama prve kolone dolazimo do vrednosti logaritma poslednjeg broja
prve kolone, 9900473.5780, i to 100024.97077.

I najzad, drugim pravilom ponovo, razlika poslednjeg broja prve kolone trece ta-
bele i prvog broja druge kolene trece tabele je izmedu 478.3387343 1 478.3616162,
dok su aritmeticka i geometrijska sredina jednake i iznose 478.3502. Tada Neper
uzima za razliku ova dva broja vrednost 478.3502 i dodaje vrednosti logaritma
poslednjeg broja prve kolone treée tabele tj. 100024.97077 i zatim dobija vred-
nost logaritma prvog broja druge kolone i to 100503.3210.
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The Radical Table

|
First column Second column i 6Ggth column
[ — — | S i i
Natural numbers Logarithms Natural numbers Logarithms Natural numbers Logarithms
10000000'0000 0 9QO0000'0000 100503°3 50488588900 68342258
9995000°'0000 50012 9895050 0000 10550476 50463344605 68392271
0990002 5000 100025 98gor02°4750 1105058 5043811°2932 68442283
99850074987 15003 98851574237 1155071 5041289°3879 68492296

9900473'5780 1000250 98014688423 2005282 499860974034 69342508

Na ovaj nacin je zavrsena tabela koju Neper zove Radikalna tabela u kojoj
on ”prirodan broj” tj. sinus ugla predstavlja sa cetiri decimalna mesta, a za
vrednost logaritma zadrzava jedno decimalno mesto.

Jos je ostalo da se odrede vrednosti logaritama sinusa za uglove manje od
30° koji nisu u granicama Radikalne tabele. Za to Neper pravi takozvanu
Kratku tabelu.

Neper tada uvodi dve metode. Po prvoj metodi, on koristi vrednosti logaritama
radijusa i njegove polovine iz radikalne tabele, a prvu vrednost u kratkoj tabeli
nalazi racunajuéi razliku vrednosti logaritama brojeva u odnosu 2 : 1, i dobija
6931469.22, u odnosu 4 : 1 dobija duplu vrednost 13862938.44, u odnosu 8 : 1
troduplu vrednost 20794407.66,..., u odnosu 20 : 1 je zbir vrednost logaritama
od 21 10, a to je 29957311.56 i tako dalje. Neper, potom mnozi sinus ugla koji
je manji od 30° sa nekim od ovih brojeva ili nekim proporcionalnim brojem iz
kratke tabele: 2,4,8,...100... sve dok ne dobije proizvod skoro jednak nekom
broju iz radikalne tabele i na taj proizvod dodaje razliku (vrednost proporcije)
iz kratke tabele. Taj konaéni zbir je, zapravo, vrednost logaritma sinusa za ugao
manji od 30°.
Dr/uga metoda je mnogo jednostavnija i izvedena je iz osobine koju on prikazuje:
r/2 cos «v

- = snoa’ pa se prelaskom na Neperov logaritam dobijala sledeca formula:
sina  sin2a

1
10g,,qp 5107 +10g,,4p 8in 2a0 = log,, ,,, sin & + log,, ., sin(90° — ).
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Given

proportion

of sines

2to1

4
8

10
20
40
8o

100
200
400
800
1000
2000
4000

Po ovim pravilima, gore opisanim, Neper je izraCunavao vrednosti logaritama

”
"
33
n

3

Short Table

Correspondin
difference o
logarithms

693146022
1386293834
2079440766
2302584234
29957311°56
3688878078
4382025000
4605168468
52983153'90
5001462312
6684609234
6go77527 02
7600899624
8294046546

Give:}
proportion
0l SInes

8ooo

10000

20000
40000
8oocco
100000
200000
400000
8oco00
1000000
2000000
4000000
8oooo00

10000000

Corresponding
difference of
logarithms
8987193468
92103369736
99034838°58
10596630780
11289777702
115120211'70
12200068092
12899215014
135923619°36
138155054°04
14508652326
15201799248
15894946170
161180896°38

za zadate sinuse uglova i tako uspeo da popuni svoje tabele.

2.2 Upotreba logaritamskih tablica

Radi laksih numerickih proracuna dekadnih logaritama koristi se jedan na¢in
pisanja i to: ceo deo u dekadnom logaritmu, bilo da je pozitivan ili negativan,
naziva se karakteristika, a decimalni deo, koji je uvek pozitivan, naziva se man-
tisa. Karakteristika se izracunava prema odredenim pravilima, a mantisa se

odreduje pomocu logaritamskih tablica.

Odredivanje karakteristike od log a deli se u dva slucaja:

1. a > 1 Za karakteristiku pronalazimo dva uzastopna cela stepena broja 10

izmedu kojih se nalazi broj a i to:

e Ako je 1 < a < 10 tada je 0 < loga < 1, karakteristika je 0
e Ako je 10 < a < 100 tada je 1 < loga < 2, karakteristika je 1

e Ako je 100 < a < 1000 tada je 2 < loga < 3, karakteristika je 2

e Ako je 10" < a < 10™*! tada je n < a < n + 1, karakteristika je n

2. 0 < a < 1 Karakteristika je negativna i vazi:

e Ako je 0.1 <a < 0 tada je —1 < loga < 0, karakteristika je —1
e Ako je 0.01 < a < 0.1 tada je —2 < loga < —1, karakteristika je —2
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e Ako je 0.001 < a < 0.01 tada je —3 < loga < —2, karakteristika je

e Ako je

je —n

tada je —n < a < —(n — 1), karakteristika

<a< 1
a 1077,71

1
10m —

Treba napomenuti, da se u obi¢nim izracunavanjima koriste tablice sa pet
decimala.

Primer 2. Odrediti log 3687.

Resenge. Potrazimo u tablici, u koloni obelezenoj sa N broj 3687 i naspram
tog broja ¢itamo u koloni log trazenu mantisu 56667. Ostaje jos da odredimo
karakteristiku. Kako je broj 1000 < 3687 < 10000, tada je karakteristika 3.

Vrednost naseg trazenog logaritma je 3.56667
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Medutim, postupak je nesto drugaciji ako potrazmo logaritam decimalnog broja.

Primer 3. Odrediti log 2853.6.

Resenje. Ovaj broj se nalazi izmedu dva uzastopna broja 2853 i 2854. Za 2853
iz tablice vidimo da je mantisa 45530, za 2854 mantisa je 45545. Vidimo da se
mantisa povecala za 15 i u tablici to je prikazano u koloni D. Trazenu mantisu

6
¢emo dobiti kada se nadena mantisa prvog broja, 2853, uveca za 0 od D.

Racunanjem, —

24

od 15 je 9, ali podrazumevamo da je 9 na petom decimalnom
mestu, pa je trazeni logaritam 3.45530 + 0.00009 = 3.45539.
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iy ‘ N 2750—2999

N |[log [D| N [log [D] N | log [D| N |1eg |[ID| N |'log [D| P.p.

2750 43933_116 2600 | 44716 | 2850 45 484 P 2000 45240”£50 46982)

2751 | 43940, | 2801 | 44 731 2851 | 45500] ] 2901 | 46 255 2951 46557

2752 |43 965 /6| 2802 | 44 747 /%] 2852 | 45 515/ 15| 2902 | 46 270 17| 2852 | 47012| 5

2753 | 43981 6| 2803 |44 762 1° 45 ézsoa 46285| 1| 2053 | 47026| /4
15

2754 (43996 | 2804 | 44778 ') 2854 | 45545k ) 2004 | 46300| ” | 2954 | 47041)

2755 | 44012 /6| 2805 |44 793( 5 |"2855 | 45 561 2905 |46 315] 43| 2055 | 47056 °
2756 1 44028 /6| 2806 | 44 809| 16| 2856 |45 576| 15| 2006 | 46330 | 2958 | 47 070| /¢

2757 | 44044 | 2807 | 44824 ©°| 2857 | 45 501| ©°| 2907 | 46345 7| 2057 | 47085

2758 | 44059 /5| 2808 | 44 840! 9| 2858 | 45 606| 15[ 2908 | 46359 4| 2058 |47 100| 12
2759 | 44075 15} 2809 | 44 855| 17| 2889 | 45 621| 17| 2009 | 46374 5| 2059 | 47 114] ¢
. 18 I6 6] 15 is

2760 [44091 | 2810 | 44871) "1 2860 | 45637 | 2910 46389 " | 2960 | 47129

i re ig -

Ako rac¢unamo log 2853.67, postupak bi tekao isto kao u prethodnom primeru,

samo Sto bi se mantisa broja 2853 uvecala za o7 od D tj. o7 od 15 $to iznosi

10.05, pa bi reSenje trazenog logaritma bilo 3.45530 + 0.0001005 = 3.45540.
Primer 4. Odrediti log0.0921107.

Resenje. Kada u tablici potrazimo vrednost 9211 vidimo da je mantisa 96431,
razlika u odnosu na slede¢u mantisu je D = 4 i koristimo iz tablice deo P.p. =
0.00028. To citamo sa desne strane tablice u zavisnosti koliko je D i koja
je poslednja cifra trazenog broja. Karakteristika je —2 = 8 — 10, jer se broj
0.0921197 nalazi izmedu 0.01 < a < 0.1. Tada je trazeni logaritam

8.96431 — 10 + 0.00028 = —1.03541. A
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Suprotno ovome, mozemo za

Primer 5. Odrediti za koje = je logx = 1.82197.

Resenje. U tablici potrazimo mantisu 82197 i vidimo da je N = 6637, a zatim
odredimo jos i karakteristiku. Kako je ceo deo pozitivan i iznosi 1, vrednost
A

6540 | 81 558

6541 | 81 564
6542 | B| 571,
6543 | 81578

6537 | 81538
6538 ' §1 544
6539 81551

-

zadatu vrednost logaritma odrediti broj.

karakteristike je izmedu 10 < a < 100. Tada je trazeno x = 66.37.
6587 | 81869| 5| 6637 | 82197 | 6687 !82523) ;| 6737 | 82847
6588 | 81875 82204 | 6688 |82530| | 6738 | 82853
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ornd LENS - o A A O™ A 7 vy 4 nea = rny 7 mney A4 O oy

kA

Primer 6. Odrediti broj xz ako je logz = 3.13217.

Resenje. Ako mantisu potrazimo, kao u prethodnom primeru, u tablici ne¢emo

01 Foa

R

R - -

je naéi, veé se nalazi izmedu dve uzastopne mantise koje se nalaze u tablicama.
Manja mantisa je 13194 i odgovara broju 1355, a veca mantisa je 13226 za broj

1356. Razlika ove dve mantise je D = 32, a potom odredimo odstupanje nase
zadate mantise 13217 od manje mantise.
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Broj a je decimalni i

Razlika e d = 23. Ako je « bila

d
prirastaj broja koji bi dao mantisu d, tada je o = D
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manji je od jedan. Prve dve njegove decimale daju petu i Sestu cifru broja z.

23
Tada je a = 33 = 0.71875 ~ 0.72. Kako je karakteristika 3, tada je ceo deo
broja izmedu 1000 < z < 10000 pa je trazeni broj x = 1355.72. A

Zelim jos da istaknem vezu dekadnih i Neperovih logaritama. Koeficijent
proporcionalnosti koji nam omoguéuje da predemo od Neperovih logaritama

na dekadne je broj —— kojeg zovemo modul i obelezavamo ga M. Njegova
n
priblizna vrednost je M =~ 0.43429.... Za izracunavanje Neperovih logaritama

1 1
uz pomo¢ dekadnih koristimo koeficijent i koji ima pribliznu vrednost U ~
2.30259....

Primer 7. Izracunati In2, ako iz tablice dekadnih logaritama znamo da je
log 2 = 0.30103.

1
Resenje. Odredimo proizvod koeficijenta i i desetih delova, stotih, hiljadi-

tih... broja 0.30103 i zatim saberemo. Broj koji dobijemo odgovara prirodnom
logaritmu broja 2.

e Proizvod 0.3 i 2.30259 je 0.690776
e Proizvod 0.001 i 2.30259 je 0.0023026
e Proizvod 0.00003 i 2.30259 je 0.0000690

Sabiranjem dobijamo 0.69315 $to odgovara vrednosti In 2. A
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2.3 Jost Burgi

Covek koji je nezavisno od Nepera osmislio sistem logaritama bio je Jost
Burgi.

Jost Burgi je roden 1552.godine u Lihtenstajgu u Svajcarskoj. Odluéio je da na-
pusti rodno mesto, jednim delom zbog verske podele, a delom i zbog nedostatka
moguénosti za obrazovanjem. Po zavrSetku osnovne Skole nije imao priliku da
napreduje, tako da Burgi uci i radi kao kova¢ kod proizvodaca instrumenata
i casovnika. Tako nikad nije ucio latinski (jezik nauke u to vreme), bio je ve-
oma upuéen u matematiku i astronomiju. Burgi je prvi napravio sat (Slika 1.)
koji je imao minutu, registrovao je sekundu i imao gresku manju od minute
u 24 sata. Po prvi put je sat bio toliko precizan da je mogao da se koristi u
astronomiji. U Kaselu je bila izgradena opservatorija pa je Burgi napravio i ne-
beski globus (Slika 2.). Godine 1591. Burgi je zavrsio svoj astronomski sat koji
je zasnovan na Kopernikovom heliocentri¢cnom sistemu. U to vreme to je bio
veoma hrabar potez jer je crkva bila protivnik svih koji su taj sistem podrzavali.

U vreme kada je Burgi naprvio astronomski sat, on je koristio svoju verziju
logaritama, osmisljenu za vlastitu upotrebu kako bi pomogao sebi u astronom-
skim proracunima. Nije poznato ta¢no kada je poceo sa njihovom upotrebom,
ali se smatra da je to bilo oko 1588.godine. Uz to, Burgi koristi trigonometrijske
formule:
cos(a — b) — cos(a + b)

2

sina-sinb =

cos(a — b) + cos(a + b)
2 )

cosa-cosb=
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Slika 2: Burgijev globus

Slika 1: Burgijev sat

kako bi sebi olakSsao mnozenje brojeva svodenjem na sabiranje i oduzimanje.
Prethodno je, da bi koristio ove formule, izracunao sinusne tabele koje nikada
nisu objavljene i sada im se ve¢ gubi trag. Primer njegovog ra¢un je tekao ovako:

Primer 8. Odrediti proizvod brojeva 0.99027 ¢ 0.17365.

Resenje. U trigonometrijskim tablicama vrednost 0.99027 odgovara sin 82°, a
vrednost 0.17365 odgovara sin 10°. Izracunavanjem a — b = 72° i a + b = 92°.
Primenom formule, kada iz tablice proc¢itamo cos72° = 0.309017 i cos92° =
—0.034899, potom oduzimanjem i na kraju deljenjem sa brojem 2, dobijamo
slededi rezultat:

0,309017 — (—0, 034899)

0,99027 - 0, 17365 = 5

= 0.171958.

2.3.1 Burgijevi logaritmi

Za razliku od Nepera, Burgi je imao potpuno drugacije videnje logaritama.
Kao prvo, on je brojeve koji odgovaraju aritmetickom nizu zapisivao crvenom
bojom u svoju tabelu i to su bili brojevi pocevsi od 0, 10, 20, 30, ...500, 510....
Potom je tabelu popunjavao brojevima, ali crnom bojom i oni su predstavljali
brojeve geometrijskog niza. Crni brojevi su bili vrednosti logaritama crvenih
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brojeva.
Kako je sve to izgledalo?

Burgi je, jednostavno, odabrao bazu blizu broja 1 tako da je baza bila

1
B=1+-——=1.0001,
* 10000

i nastavio po pravilu stepena z,1; = B™,n = 0,1,2,...23027. Ali, on, ipak,
nije zeleo da mnozi, veé je iskoristio prethodno izra¢unato x i uocio prirastaj od
sledeéeg ¢lana, Az i to tako, kako je z; = 1.0001" i x;,1 = 1.0001"*! imamo
da je
T

— Az
10000

Ty — x; = 1.0001" T —1.0001™ = 1.0001™(1.0001 — 1) =

1
Odnos dva broja je bio ot
Na taj nacin je popunjavao svoju tabelu crnim brojevima koja je, ustvari, bila
tabela antilogaritama. Na Slici 3. moze se videti da su ispred cifara stavljane
4 tacke koje treba zameniti brojem 1.0000, kada je n=0,...90, potom 1.0001 za
n=100,...190 i tako nastavlja dalje. Tabela se sastojala od 50 unosa po koloni
i od 8 kolona na ukupno 58 strana, pri ¢emu je zg = 1.000000000 i za3027 =
9.99999779. Ako, na primer, u tabeli trazimo crveni broj 4000, potrazimo ga
tako §to gledamo u vrsti 3500 i koloni 500, jer 3500 + 500 = 4000, i to je
1.04080816, tj.

log; goo1 1.04080816 = 4000.

Kada se sagledaju Burgijeve tablice i pronalazak osnove, u odnosu na koju je
Burgi izracunavao crne brojeve i popunjavao svoje tablice, to postavlja Burgija
u red izumitelja logaritma, nezavisno od Nepera. Mnogi autora, koji su sve to
izucavali, zaista pokazuju da je Burgi pronasao aproksimaciju broja e, odnosno
bazu za prirodne logaritme. Jedan od autora koji je komentarisao Burgijeve
logaritme bio je Kestner. On je primetio da su ”Burgijevi logaritmi bili laksi
za upotrebu od Neperovih”. Zanimljivo je da je Kestner tada napisao da je
logy goo1 10 = 230270.022, §to je slino Brigsovim logaritmima.

Drugi autor, Volf, dolazi do sledeée veze:

h (14 ),
(14 g
B ()
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Slika 3: Burgijeva tabela

1
i odatle je zaklju¢eno da crnom broju 1 odgovara (1+W)104 = 2.71814592682...,

Sto je blizu 2.71828..., jer su veé znali za e = lim, o (1 + E)”

Bruins dokazuje da za Burgijeve logaritme vazi 1.000119000 = 2.718145927,
a za Neperove 1.0000001'0000000° — 9 718281692. Ali, za Nepera je ovo skroz

pogresna pretpostavka jer Neper nikada nije smatrao da je log,,,,, 1.0000001 =
0.0000001.
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2.4 Henri Bridzs

Henri Bridzs je roden 1561.godine u Jorksiru u Engleskoj. Pohadao je gim-
naziju, jer kako govore neki spisi, bio je iz skromne porodice tako da nije mogao
da se upisSe na koledz u Kembridzu. U gimnaziji stice veliko znanje iz grékog
i latinskog jezika. Kao veoma dobar ucenik dobija stipendiju i skoluje se na
Kembridzu. Kasnije ga postavljaju za predavaca i ispitivaca matematike na
Kembridzu. Godine 1596. postao je prvi profesor geometrije na koledzu u Lon-
donu.

Bridzs je, kao i njegovi prethodnici, bio veoma zainteresovan za astronomiju,
posebno je proucavao pomracenja. To je bila tema koja je zahtevala mnoge teske
i velike proracune tako da je Bridzs bio neopisivo zadivljen kada je procitao Ne-
perov rad na logaritmima koji je pruzio pomo¢ onima koji su izucavali astrono-
miju. Bridzs je veé bio ukljucen u izradu svojih tabela, za pomo¢ u prorac¢unima,
i pre nego $to je saznao o Neperovim logaritmima.

&

!‘. f:?'f;.u-nfw}.l» (eniliaverimge

Bridzsova ideja je bila: ako je R radijus kruga, tj. vrednost sinusa ugla (si-

nus od 90°), tada je log R = 0 i log — = 10'° i sve to zasnovano na osnovi 10.

Drzeéi javno izlaganje o ovoj doktrini u Londonu svom S§irokom auditorijumu
Bridzs je to i izlozio: 0 je vrednost logaritma celog sinusa, a logaritam desetog
dela celog sinusa, odnosno 5°44'21”, je 10.000.000.000. Odmah je o tome oba-
vestio u pismu samog autora, Nepera, premda je ve¢ poceo da izraduje tabele
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Sa novom osnovom.

U leto 1615. Bridzs odlazi da upozna genijalnog Nepera. Putovanje na ko-
nju, od Londona do Edinburga, je trajalo cetiri dana. Njihov prvi sastanak
trajao je mesec dana. Na sastanku, Neper napusta hiperbolicki oblik njego-
vih logaritama i prihvata Bridzsovu ideju o osnovi 10, jer je i sam doSao na
tu ideju, ali zbog loSeg zdravlja svoje obimne proracune ostavlja svom dragom
uceniku Bridzsu da nastavi. Takode, Neper predlaze poboljsanje da logl =0 i
log R = 10'°. Kasnije je Bridzs zamenio log R = 10'° sa log 10 = 1.

Veé u toku te prve posete Bridzs je radio na proracunu takvih tabela, druga
poseta je usledila 1616. godine, ali kada su u leto 1617. godine planirali jos
jednu posetu, Neper je preminuo.

Bridzsova matematicka rasprava ” Arithmetica Logarithmica”objavljena je
1624. godine. U njoj su logaritmi prirodnih brojeva od 1 do 20.000 i od 90.000
do 100.000 izracunato na 14 decimala. Takode, tu su tabele vrednosti i prirod-
nih sinusnih funkcija na 15 decimala. Medutim, Bridzs sugerise da zapisnike
o nestalim brojevima moze popuniti tim ljudi. Tako je Vlaku popunio tabele
brojevima od 20.000 do 90.000.

Bridzs je napisao rad o trigonometriji, ali je zbog smrti 1630. godine, rad ostao
nedovr