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1 Predgovor

Svaki sistem u kome dolasci klijenata indukuju zahteve za odredenom vr-
stom usluge od strane resursa naziva se sistem masovnog opsluzivanja.
Klijenti dolaze u sistem na slu¢ajan nacin, bez prethodno odredenog determi-
nistickog pravila. Koli¢ina usluge potrebna svakom od njih, takode, nije pret-
hodno odredena. Zbog toga dolazi do pojavljivanja konflikata u koris¢enju
resursa, tako da je nuzno formiranje redova cekanja. Sistemi masovnog op-
sluzivanja su sveprisutni u razli¢itim segmentima ljudskog zivota, delatnosti,
nauke.

Teorija procesa grananja ima dugu i bogatu istoriju, koja datira jos iz
devetnaestog veka. Tada su engleski naucnici Galton (engl. Francis Galton) i
Votson (engl. Henry William Watson), baveéi se problemom izumiranja pre-
zimena u aristokratskim porodicama, pokazali kako se verovatnosne metode
mogu primeniti pri proucavanju slucajnih efekata na reprodukciju porodice,
odnosno populacije izvesnih jedinki. Procesi grananja danas imaju primenu
u mnogim disciplinama, npr. biolgiji, nuklearnoj fizici, telekomunikacijama.

Rezultati koji su izvedeni u ovom radu jesu neki od znacajnijih rezultata iz
Neuts-ovog rada [1]. Takode, prikazana je i veoma korisna metoda kolektivnih
oznaka koja je detaljno objasnjena u knjizi [2].

Prikazana je analiza sistema masovnog opsluzivanja sa jednim serverom,
kod koga je ulazni potok homogen Puasonov proces, a duzine opsluzivanja
su nezavisne i jednako raspodeljene slucajne velicine— M |G|1 sistem. Pristup
koji se koristi zasnovan je na procesima grananja. Sistem funkcionise tako sto
se smenjuju periodi zauzetosti sistema i periodi kada je sistem prazan. Sva-
ki od perioda zauzetosti ima strukturu tipa procesa grananja, ¢ije trajanje
(do izumiranja) predstavlja duzinu zauzetosti sistema. Klijenti se opsluzuju
primenom tehnike koja se zasniva na analizi umetnutog polu-markovskog pro-
cesa i njegovog asimptotskog ponasanja. Izucavan je i ukupan broj klijenata
u sistemu do nekog trenutka ¢, virtuelno vreme ¢ekanja (vreme potrebno da
klijent koji ulazi u sistem u trenutku ¢ sac¢eka do pocetka svog opsluzivanja)
i virtuelna starost (duzina vremena koje je klijent koji se trenutno opsluzuje
veé proveo u sistemu pre pocetka svog opsluzivanja).

Za podrsku i pomo¢ u realizaciji rada zelim posebno da se zahvalim svom
mentoru dr Lenki Glavas.



2 Uvodni pojmovi

U ovom poglavlju su objasnjeni pojmovi ¢ije je poznavanje potrebno za
analizu teme kojom se bavimo. Date su formalne definicije pojmova funkcije
generatrise i Laplas-Stiltjesove transformacije. Zatim, definisana je struktura
lanca Markova, polu-markovskog procesa kao i objasnjenje ulaznog potoka
klijenata, tj. homogenog Puasonovog procesa. Objasnjen je M|G|1 model ma-
sovnog opsluzivanja i opisan osnovni proces grananja- Galton-Votsonov(engl.
Galton-Watson) proces.

2.1 Funkcija generatrisa i Laplas-Stiltjesova transfor-
macija

Definicija 2.1.1. Neka je ag, aq, as, ... niz realnih brojeva. Ako postoji neki

pozitivan broj so > 0 tako da red:

konvergija za svako |s| < s¢, onda je G(s) generatorna funkcija niza
ap, a1, ag, ....

Definicija 2.1.2. Neka je X nenegativna, celobrojna slucajna velicina i py
verovatnoca da slucajna velicina X uzima vrednost k:

pk:P{X:k‘},k’GNO

Generatorna funkcija slucajne velicine X je sledeca suma:
Gx(s) = Zpksk.
k=0

Definicija 2.1.3. Neka je X neneagativna slucajna velicina ¢ija je funkcija
raspodele F(-). Laplas-Stiltjesova transformacija sluéajne veli¢ine
X, odnosno funkcije raspodele F(-), definisana na Ry, je funkcija:

Ax(\) = E(e™¥) = /000 e MdF (x), A > 0.

Teorema 2.1.1. Laplas-Stiltjesova transformacija ima sledece osobine:

1. 0 <Ax(N\) <1, za svako A > 0



2. Razlic¢ite raspodele imaju razlicite Laplas-Stiltjesove transformacije.

3. Laplas-Stiltjesova transformacija na jedinstven nacin odreduje raspode-
lu ¢iga je ona transformacija.

4. Neka su Xy 1 Xo nezavisne, nenegativne slucajne velicine sa funkcijama
raspodele Fy(-) i Fy(-), redom, i Laplas-Stiltjesovm transformacijama
Ax,(A) i Ax,(N). Tada je:

Axi1x,(A) = Ax () - Ax, (N). (1)

Odnosno, Laplas-Stiltjesova transformacija konvolucije jednaka je pro-
izvodu Laplas-Stiltjesovih transformacija sabiraka.

5. Za svako n > 0 i svako A > 0 postoji n-ti 1zvod Laplas-Stiltjesove
transformacije i jednak je:

d &
(—1)"——Ax(\) = / e dF (z). (2)
A ;
Specijalno, vazi: EX = —A'(0) i EX? = A"(0).

Veza izmedu funkcije generatrise i Laplas-Stiltjesove transformacije

Za nenegativnu, celobrojnu slucajnu velicinu X, za svako 0 < s < 1
postoji neko A > 0 tako da je e™* = s, tj.:

Ax(A) = Gx(s). (3)



2.2 Lanci Markova

Proces je markovski ako verovatnosna struktura procesa u buduénosti
ne zavisi od proslosti ve¢ samo od sadasnjosti. Lanci Markova su markovski
procesi kod kojih je prostor stanja konacan ili prebrojiv. U ovom delu rada
definisacemo neke od osnovnih pojmova potrebnih za razumevanje lanaca
Markova.

Definicija 2.2.1. Slucajan proces {X,,,n > 0} je lanac Markova sa dis-
kretnim vremenom t prostorom stanja S, ako za svaki trenutak n > 0
i sva stanja, 1, 7,19, 11,12, ... € S, vazi:

p{XnJrl :]‘XO — Z.OaXl - Z.l,XQ - iQ, 7Xn — Z} — P{Xn+1 — ]‘Xn - Z}
(4)

kada god su obe strane jednakosti (4) dobro definisane.

Definicija 2.2.2. Verovatnoéa prelaza iz stanja i u stanje j za jedan
korak, p;j(n), predstavlja verovatnocu da ce se sistem u trenutku n+ 1 naci
u stanju j, ako se u trenutku n nalazi v stanju ©:

pz’j(”) = P{Xn—H = ]|Xn = Z} . (5)

Lanac Markova je homogen ako je p;j(n) = p;; = const za sve i,j € S
i svako n > 0. Sa P = [p;;] oznacavamo matricu verovatnoca prelaza za
jedan korak homogenog lanca Markova.
U nastavku ¢emo raditi iskljucivo sa homogenim lancima Markova.
Mozemo definisati i verovatnocu prelaza za n koraka na sledeéi nacin:

p = P{X, = j|Xo =i}

gde je 1,7 € Sin > 0. Ovo je, zapravo, verovatno¢a da lanac, krenuvsi iz
stanja i, nakon n koraka, dospe u stanje 57 kod homogenog lanca Markova.

Definicija 2.2.3. Raspodela verovatnoéa m = {m;,j € S} je stacionarna
raspodela lanca Markova, ukoliko je m = n P, tj.:

szzﬂkpkj,jGS (6)

kesS

gde je P matrica verovatnoca prelaza za jedan korak posmatranog lanca Mar-
kova.

Naves¢emo nekoliko definicija za klasifikaciju lanaca Markova potrebnih
za razumevanje teoreme koja sledi.



Definicija 2.2.4. Verovatnoca:
Ul](n) = P{Xl 7£ j?X2 7£ ja "'7Xn—1 # j?XTL = j|X0 = Z}

je verovatnoéa dogadaja da lanac prvi put dode u stanje j u tre-
nutku n, ako je u pocetnom trenutku bio u stanju .

Vazi: v;;(0) = 0 za sve i # j.

Ijos, savi; =Y " vi;(n) oznacavamo verovatnoéu da lanac nekad (u
konaénom vremenu) dode u stanje j, ako je u poéetnom trenutku
bio u stanju 1.

Definicija 2.2.5. Neka je {X,,n > 0} lanac Markova sa skupom stanja S.
Stanje j € S je dostizZno iz stanja i ako je v;; > 0.

Stanja © i j komuniciraju ako je vi; > 0 1 vy > 0, t. ako je stanje j
dostizno iz stanja 1 1 obrnuto, stanje i dostiZno iz stanja j.

Definicija 2.2.6. Skup stanja je nesvodljiv ako sva stanja koja pripadaju
tom skupu medusobno komuniciraju.

Lanac Markova je nesvodljiv ako je njegov skup stanja S nesvodljiv, tj. ako
se iz svakog stanja moZe preci u bilo koje drago stanje unutar skupa S.

Definicija 2.2.7. Najveci zajednicki delilac brojeva koraka posle kojih je mo-
gué povratak u stanje i, d(i), zove se period stanja i:

d(i) = NZD {n|pii(n) > 0}.

Ako je d(i) > 1, onda je stanje i periodicno, dok ako d(i) = 1 kaZemo da je
stanje i aperiodino.

Definicija 2.2.8. Neka je {X,,,n > 0} lanac Markova sa skupom stanja S.
Stanje 1 je povratno ako je:

P{X, =1, zanekon > 11Xy =i} =1

3. ako je wverovatnoca povratka lanca u stanje v, pri uslovu da je krenuo iz
tog stanja, jednaka jedinici.
Stanje 1 je prolazno ako je pomenuta verovatnoca < 1.

Teorema 2.2.1. Ako je {X,,,n > 0} nesvodljiv i aperiodic¢an lanac Markova

i{m;,j € S} stacionarna raspodela lanca Markova sa matricom verovatnoca

prelaza P = [p;;], tada je:

m; = lim pz(?). (7)
Analogno definiciji lanca Markova sa diskretnim vremenom, definise se

lanac Markova sa neprekidnim vremenom.



Definicija 2.2.9. Slucajan proces { X (t),t > 0}, kod koga je prostor stanja S
najvise prebrojiv skup, je lanac Markova sa neprekidnim vremenom,
ako za svaki ceo broj m, proizvoljni niz trenutaka to,tq,ts...,t,41, tako da
je 0 < tg < t; < ... < tys1, kad god su obe strane jednakosti (8) dobro
definisane, vazi:

P{X (b)) = 51X (to) = 0, X (t1) = i1, X (£2) = ig, .. X (£,) = i}

= P{X() = jIX () =) P

Za homogen lanac Markova sa neprekidnim vremenom verovatnoca prela-
za iz stanja ¢ u stanje j, gde su ¢, j € S, u toku vremenskog intervala duzine
t je:

pij(t) = P{X(t +s) = j|X(s) = i} . (9)



2.3 Ulazni potok

Definicija 2.3.1. Slucajan proces {N(t),t > 0} koji uzima celobrojne, ne-
negativne vrednosti, za koji je N(0) = 0 i ¢éije trajektorije skoro sigurno ne
opadaju, naziva se (ulazni) potok dogadaja.

Slucajna velicina N (t) moze se interpretirati kao broj dogadaja od intere-
sa koji su se desili tokom vremenskog intervala [0,t]. Skup {Zy = T}, — Tx—1},
gde su 0 = Ty < T} < T, < ... uzastopni trenuci realizacija dogadaja, je
skup duzina vremenskih intervala izmedu uzastopnih dogadaja. Smatramo
da je potok dogadaja zadat ako je poznata konacno-dimenziona raspodela
niza {Zy, k > 1}, tj. za svako n > 1 zadata je raspodela slucajnog vektora
(Z1,Zs, ..., Zy), ili ako je zadata konacno-dimenziona raspodela sluc¢ajne ve-
licine N(t), tj. za svako n > 1 i sve n-torke t, 11, ...,t, zadata je raspodela
slucajnog vektora (N (o), N(t1),..., N(t,)).

Slucajan proces {N(t),t > 0} ima nezavisne prirastaje ako verovat-
noc¢a realizacije k dogadaja u vremenskom intervalu (7,7 + t) ne zavisi od
toga koliko je dogadaja realizovano pre tog vremenskog intervala, tj. brojevi
dogadaja koji se dese u disjunktnim vremenskim intervalima su medusobno
nezavisni. Ukoliko raspodela broja dogadaja koji se dese u proizvoljnom vre-
menskom intervalu zavisi samo od duzine tog intervala, a ne i pozicije tog
intervala na vremenskoj osi, onda posmatrani proces ima stacionarne pri-
rastaje.

Definicija 2.3.2. Homogen Puasonov proces sa parametrom X > 0 je slucajan
proces {N(t),t > 0} za koji vazi:

1. N(0) = 0 skoro sigurno;
2. Proces {N(t),t > 0} ima nezavisne prirastaje;

3. Za svako 0 < s <t prirastaj N(t) — N(s) ima Puasonovu raspodelu sa
parametrom A(t — s), tj.
At — s)™
PN - N(s)=n} = XL e,

n!

Iz osobine 3. zaklju¢ujemo da homogen Puasonov proces ima stacionarne
prirastaje jer raspodela slu¢ajnog vektora N (t+s)—N(t) ne zavisi od trenutka
t, ve¢ samo od duzine intervala s.



Definicija 2.3.3. Apsolutno neprekidna slucajna velicina X koja ima gusti-

nu raspodele:
kypk—1g—Az .
fole) = | T ahojea 20
0, ako je v <0
je sluéagna veli¢ina koja ima Erlangovu raspodelu sa parametrima \ >

0¢keN.

Teorema 2.3.1. Neka su X1, ..., X,, nezavisne slucajne velicine sa eksponen-
cijalnom raspodelom sa parametrom X. Tada suma _,_, Xy tma Erlangovu
raspodelu sa parametrima \ i n.

Naves¢emo par teorema koje se odnose na Puasonov proces.

Teorema 2.3.2. Neka je {N(t),t > 0} homogen Puasonov proces sa inten-
zitetom A i neka je 1; vreme koje proces provede u stanju i. Slucajne velicine
Ti, 1 > 0 su nezavisne, jednako raspodeljene sa eksponencijalnom raspodelom
sa parametrom \.

Dokaz. Neka je N(t) =i, W; trenutak ulaska procesa u stanje ¢ i neka je 7;

vreme koje proces provede u stanju .
Tada je:

P> 1} _/ Pir > Wi = £} gw, (t)dt
0

_ / TP {n > 2| N(t) = i} g, (D)t

- (10)
~ [ PN 2) = N = 0N = b ()
= /Oo e Maw (t)dt = e,
pa vazi:
P{ri<azy=1-P{rn>zr}=1-e"" (11)
]

Teorema 2.3.3. Slucajna velicina Vi, koja predstavlja duzZinu cekanja od
trenutka t do prvog sledeceg dogadaja u homogenom Puasonovom procesu sa
parametom X > 0, ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A\ nezavisno
od trenutka t.



Dokaz. Neka su 17,75, ... trenuci nastupanja dogadaja u posmatranom Pu-
asonovom procesu i V; vreme koje protekne od proizvoljnog trenutka ¢ do
sledec¢eg dogadaja. Tada je:

P{V,>az}=P{t+x>T}+P{Ty <t,t+x <Tp}+

12
e+ P{T <t,t+x <Th1} + ... (12)

Kako na osnovu prethodne teoreme promenljiva T} ima eksponencijalnu ras-
podelu sa parametrom A, vazi:
P{t+2<Ti}=1-P{t+a<T}=1—(1—e M) = Mtta) (13)

Posto je T}, suma n slucajnih promenljivih sa eksponencijalnom raspodelom,
onda T},, prema teoremi 2.3.1., ima Erlangovu raspodelu sa parametrima A i
n. Tako da, za k > 1, vazi:

Pﬂ}gm+x<ﬂﬂ}:/ PATL < t.t+ 2 < Tous|Th — s} fu(s)ds
0

t /\kxkflef)\x
= Pt <Tpq|Tp = s} ————d
/0 { +x k+1| k 8} (l{?— 1)' S
t )\kxk‘—le—)\m
= Pt < T T, =st ——d
/0 {t+ o < T + 7|1}, = s} = s

kmk—le—/\s

t
:/(; P{t—5+$<Tk}WdS

t )\k k-1
N (4 _ i
:/ e At s+m)6 As ds
0

(k—1)!
=Xt _—Az Ak tk
=€ € E .
(14)
Zamenom (12) i (13) u (14) dobija se:
% k
_ = A(t4x) —A(t+z) ()‘t)
P{V,>z}=e —i—;e e
- k 15)
e N (A (
=T
k=0
_ o AR A A

Dakle, slucajna velicina V; ima eksponencijalnu raspodelu sa parametrom

A []

10



Puasonov potok dogadaja je slucaj kod koga je ulazni potok zapravo
homogen Puasonov proces. To je slucaj najprostijeg ulaznog potoka. Kod
njega je verovatnoca da se u intervalu duzine t realizuje tacno k dogadaja
jednaka:

( )\t)k 67)\15

k!

U ovom radu se pretpostavlja da klijenti ulaze u sistem u skladu sa Puaso-
novim potokom sa parametrom .

Py(t) = k=0,1,2...A> 0. (16)

11



2.4 Procesi obnavljanja i funkcija obnavljanja

Kao sto je ve¢ receno, duzina vremenskog intervala izmedu uzastopnih
dogadaja u Puasonovom procesu {N(t),t > 0} je sluc¢ajna veli¢ina koja ima
eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A > (0. Vazi jos i da su slucajne
velicine 7;, koje predstavljaju vreme koje proces provede u stanju 7,7 > 0,
nezavisne. Jedan od nacina uopstavanja Puasonovog procesa je da pretpo-
stavimo da su nenegativne slucajne velicine 7;, pored toga Sto su nezavisne,
jos i jednako raspodeljene, i da mogu imati bilo koju raspodelu.

Definicija 2.4.1. Slucajan proces {N(t),t > 0} je brojacki proces ako
N(t) predstavlja ukupan broj dogadaja od interesa koji su se desili do tre-
nutka t.

Napomena: Puasonov proces je brojacki proces.

Definicija 2.4.2. Neka je {N(t),t > 0} brojacki proces i 7; slucajna veli¢ina
koja predstavlja vreme koje proces provede u stanju t,i > 0. Taj proces zove-
mo proces obnavljanja ako su nenegativne slucajne velicine T; nezavisne 1
jednako raspodeljenje za v > 0.

Procesi obnavljanja opisuju dogadaje koji se javljaju na slu¢ajan nacin
u vremenskim trenucima, gde su vremena izmedu dva dogadaja nezavisna i
imaju istu raspodelu. Kako bismo opisali ponasanje procesa obnavljanja u
srednjem, uvodimo pojam funkcije obnavljanja.

Definicija 2.4.3. Funkcija my(t) = E(N(t)) zove se funkcija obnavlja-
nga ili funkcija srednje vrednosti procesa obnavljanja {N(t),t > 0}.

Sa aspekta sistema masovnog opsluzivanja, funkcija obnavljanja predsta-
vlja ocekivani broj poseta nekom stanju za vreme duzine t.

12



2.5 Polu-markovski proces

U ovom delu rada definiSemo uopstenje lanca Markova, takozvani polu-
markovski proces (engl. semi-Markov process). Definiciju lanca Mar-
kova prosirujemo ukljuc¢ivanjem dodatne slucajne veli¢ine, koja oznacava vre-
me zadrzavanja procesa u datom stanju (engl. state holding time).

Zanimljiv nac¢in uvodenja ovog procesa mozemo videti u [5].

Poceé¢emo sa polu-markovskim procesima sa diskretnim vremenom. Kao
Sto ve¢ znamo, lanac Markova sa diskretnim vremenom vrsi promenu stanja
u vremenskim intervalima jednake duzine i taj interval predstavlja jedinicu
vremena promene stanja. Lanac Markova ima osobinu da u svakoj jedinici
vremena proces mora da promeni stanje uz moguc¢nost da ta promena bu-
de u stanje u kome se lanac trenutno nalazi, odnosno da proces ostane u
trenutnom stanju. Iako su verovatnoce prelaza proizvoljne, uslov da do pro-
mene stanja dode u svakom koraku, odnosno jedinici vremena, dovodi do
toga da vreme provedeno u odredenom stanju ima geometrijsku raspodelu.
Ako ovaj uslov prosirimo tako da dozvolimo da vreme koje proces provede
u nekom stanju ima proizvoljnu raspodelu, onda takav proces zovemo polu-
markovski proces. Primetimo da ako u takvom procesu posmatramo samo
trenutke promene stanja, onda vidimo da se ovakav proces ponasa kao obican
lanac Markova sa diskretnim vremenom i tada kazemo da u tim promenama
stanja imamo umetnuti lanac Markova.

Definicija polu-markovskih procesa sa neprekidnim vremenom sledi iz
prethodnog. Ovde je promena stanja dozvoljena u bilo kom trenutku u vre-
menu. Medutim, nasuprot osobini koju imaju Markovski procesi da vreme
ostanka u stanju ima eksponencijalnu raspodelu, sada dozvoljavamo proi-
zvoljnu raspodelu za vreme ostanka. Ovim dobijamo vecu uopstenost i nad-
skup klase procesa Markova koji ¢e se pokazati kao veoma korisni u analizi
sistema za masovno opsluzivanje.

Uveséemo, pre svega, neke pojmove potrebne za formalnu definiciju polu-
markovskih procesa.

Definicija 2.5.1. Matrica B = (B, ;) je matrica raspodela verovatnoca
prelaza ako ima sledece dve osobine:

1. Bz,j(t) = 0, zat S 0,’

2. 3 Bij(+00) =1, za svako 1 <i < m+1, gde je m fiksan pozitivan
ceo broj (koji moze biti jednak i +00).

Definicija 2.5.2. Vektor C = (c1,¢2, ..., ¢;,...) dimenzija m x 1 naziva se
vektor pocetnih verovatnoca ako ima sledece dve osobine:
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1. Cj Z O,'

2. Z;nzl Cj =1.

Definicija 2.5.3. Sa (X, K) obelezavamo bilo koji dvodimenzioni slucajan
proces {(Xn, K,),n > 0}, kod koga vazi Ky = 0 skoro sigurno i koji zadovo-
ljava sledece jednakosti:

P(XO = k) = Ck

P(X, =k K, <z|Xo, X1, K1, X5, Ky, ..., X;1, K1) = Bx,,_, x()
za svako x € (—oo0,00) 11 <k <m+1,n>0.
Neka je S, =Y 1, K; zan > 0.

Definicija 2.5.4. Slucajan procesi {N(t),t > 0} ¢ {N;(t),t > 0} definisani
na sledeci nacin:
N(t) =sup{n>0:5, <t}

N;(t) = (broj puta kada je X, = j za 0 < k < N(t) + 1)

uzimaju celobrojne vrednosti.
Sledi formalna definicija polu-markovskog procesa.

Definicija 2.5.5. Slucajan proces {Z;,t > 0} definisan na sledecéi nacin Zy =
Xn@) naziva se polu-markovsk:s proces.

Polu-markovski proces je slu¢ajan proces koji belezi stanja procesa u sva-
kom trenutku na vremenskoj osi.

Dakle, grubo receno, to je slucajan proces c¢iji je skup stanja najvise pre-
brojiv i koji promenom stanja formira lanac Markova zadrzavajuci se u sva-
kom stanju proizvoljnu duzinu vremena. To je lanac Markova u kome su
jedinice vremena, za koje se vrse prelasci, transformisane na slu¢ajan nacin.

Za detaljnije objasnjenje polu-markovskog procesa pogledati [3].

14



2.6 M|G|1 model masovnog opsluzivanja

Razmotrimo sistem masovnog opsluzivanja koji ima jedan red za ¢ekanje
i jedan server koji opsluzuje klijente. Klijenti ulaze u sistem sa potrebom
da budu opsluzeni. Ako klijent koji ude u sistem zatekne prazan sistem, od-
mah pocinje njegovo opsluzivanje, u suprotnom on ¢eka u redu dok se ne
zavrsi opsluzivanje svih klijenta koji su pre njega upuceni na opsluzivanje.
U zavisnosti od discipline opsluzivanja, server bira kojim redom ¢e klijenti
biti opsluzeni. Kazemo da se klijenti opsluzuju disciplinom FCFS (engl. first
come first served) ukoliko je redosled dolazaka klijenata u sistem jednak redo-
sledu opsluzivanja klijenata (onaj ko prvi ude u sistem, prvi biva i opsluzen),
dok disciplinom LCFS (engl. last come first served) kazemo da se opsluzuju
klijenti koji bivaju opsluzeni obrnutim redom od reda ulaska u sistem (klijent
koji poslednji ude u sistem, biva prvi opsluzen, a klijent koji se do tada op-
sluzivao, ako takvih ima, biva vraéen u red za ¢ekanje). Kada primi uslugu,
klijent napusta sistem. Vreme koje protekne od kada klijent ude u sistem do
izvrSenja usluge naziva se vreme zadrzavanja klijenta u sistemu. Broj
klijenata koji se nalazi u sistemu, ukljucujuc¢i one koji ¢ekaju u redu i klijenta
koji se opsluzuje, naziva se duzina reda. Period otkad klijent ude u prazan
sistem do trenutka dok sistem ponovo ne ostane prazan naziva se period
zauzetosti sistema (engl. busy period).

Engleski matematicar David G. Kendall je uveo notaciju A|B|C|D|E|F,
takozvanu Kendelovu notaciju, kao formu za opis sistema masovnog op-
sluzivanja, koja se i danas koriste. Navedene oznake A, B,C, D, E i I pred-
stavljaju sledece karakteristike sistema:

A je tip raspodele intervala vremena izmedu uzastopnih dolazaka klijena-
ta u sistem,;

B je tip raspodele slucajne velicine koja predstavlja duzinu opsluzivanja
klijenta;

C je broj kanala prisutnih u sistemu masovnog opsluzivanja;
D je maksimalna duzina reda;

E je velicina populacije iz koje klijent ulazi u sistem;

F je disciplina po kojoj se opsluzuju klijenti.

Kod nekih modela, kao $to je M|G|1 model, oznake za D, F' i F' uzimaju
podrazumevane vrednosti, tj. redom +o00, 400, FCF'S, pa se piSu samo prve
tri oznake.
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M|G|1 sistem je sistem koji ima jednu liniju za opsluzivanje klijenata i
neogranicen broj mesta za ¢ekanje u redu. Klijenti ulaze u sistem u skladu
sa homogenim Puasonovim procesom sa intenzitetom A\ > 0. Pretpostavimo
da klijenti bivaju opsluzeni u skladu sa FCFS disciplinom. Vremena trajanja
usluzivanja klijenata su, takode, nezavisna i jednako raspodeljena za svakog
klijenta ponaosob i imaju proizvoljnu raspodelu koja je, jos, i nezavisna od
ulaznog potoka.
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2.7 Procesi grananja: Galton-Votsonov model

Procesi grananja su verovatnosni modeli koji se koriste da prikazu rast i
izumiranje ¢lanova neke populacije. [zucavanje procesa grananja je pocelo u
devetnaestom veku kada se medu aristokratskim porodicama pojavilo pitanje
izumiranja njihovih prezimena. Engleski matematicar Francis Galton je 1874.
godine poceo da se bavi ovim problemom i u casopisu ”FEducational Times”
objasnio problem postavljanjem sledeceg pitanja:

"Neka su pg, p1,p2, ... verovatnoce da otac ima 0,1, 2, ... sinova, redom.
Neka su te verovatnoce iste i za njegove sinove i sinove sinova itd. Koja je
verovatnoc¢a da muska loza izumre nakon r generacija i koja je verovatnoca
da se pojavi izvestan broj naslednika u muskoj lozi u bilo kojoj generaciji?”

Na ta pitanja su, 1874. godine, odgovorili Galton (engl. Francis Galton)
i Votson (engl. Henry William Watson).

Dakle, jedan od najpoznatijih procesa grananja je upravo Galton-Votsonov
proces. Odgovarajuéi Galton-Votsonov model je osnovni model koji se koristi
u procesima grananja. U njemu svaka jedinka populacije ima sluc¢ajan broj
potomaka. Pretpostavlja se da je slucajna veli¢ina koja predstavlja broj po-
tomaka nezavisna i jednako raspodeljena za svakog clana populacije. Proces
pocinje sa odredenom pocetnom populacijom koja se naziva nulta generaci-
ja. Skup svih potomaka nulte generacije se naziva prva generacija, skup svih
potomaka prve generacije ¢ini drugu generaciju itd.

Neka su Xy, X, Xo, ... slucajne velicine koje predstavljaju broj jedinki
populacije u nultoj, prvoj, drugoj,... generaciji. Pretpostavimo da se pocetna
(nulta) generacija sastoji od jedne jedinke, tj. Xy = 1. Iz pocetne generacije
dobijamo prvu generaciju potomaka koju oznacavamo sa Xi, a jedinka iz
nulte generacije iS¢ezava. Svaka jedinka iz prve generacije na kraju svog zivota
nezavsno jedna od druge dobija k& potomaka sa verovatnotom pg, k > 0.
Uopsteno, svaki ¢lan n-te generacije stvara svoje potomke koji ée ¢initi (n+1)-
vu generaciju, a on sam umire i nestaje iz populacije. Neka je Y,.,r > 1
slucajna veli¢ina koja predstavlja broj potomaka koje je stvorila r-ta jedinka
iz prethodne generacije. Ako slucajna velicina X, predstavlja ukupan broj
potomaka n-te generacije, tada vazi:

Xn
Xn+l = E K“a
r=1

gde su Y, nezavisne, jednako raspodeljene slucajne velicine sa raspodelom
verovatnoca P(Y, = k) =pp, k> 01> pr = 1.

M|G|1 sistem se moze posmatrati kao niz procesa grananja. Kao §to je
ve¢ pomenuto u prethodnom poglavlju, smatra se da je sistem zauzet od tre-
nutka kada u njega udu klijenti. Pretpostavlja se da u pocetnom trenutku
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(t = 0) u sistemu ima ¢ > 0 klijenata i tada krece opsluzivanje jednog od njih.
Oni predstavljaju nultu generaciju u procesu grananja. Prvu generaciju ¢ine
klijenti koji udu u sistem dok traje opsluzivanje klijenata nulte generacije,
drugu generaciju ¢ine klijenti koji udu u sistem dok traje opsluzivanje klije-
nata prve generacije, itd. Vreme trajanja generacije (engl. lifetime of the
generation) se definise kao zbir duzine vremena opsluzivanja svih klijenata te
generacije. Ovakva struktura implicira prisustvo procesa grananja. On se
zavrsava kada dode do izumiranja populacije, tj. kada u sistem ne ude nijedan
novi klijent, a opsluzivanje svih koji su prethodno bili u sistemu se zavrsilo.
Tada nastupa period cekanja koji ima eksponencijalnu raspodelu sve dok u
sistem ne dode novi klijent. On se moze posmatrati kao jedini ¢lan sledece
generacije u procesu grananja koji smo do tada posmatrali ili kao prvi ¢lan
nulte generacije novog procesa grananja.

U ovom radu je proucavan sistem sa jednim serverom za opsluzivanje u
koji ulaze klijenti u skladu sa homogenim Puasonovim procesom sa intenzite-
tom A, u kome su duzine opsluzivanja klijenata nezavisne, jednako raspode-
ljene slucajne veli¢ine sa funkcijom raspodele H(-) i konacnim ocekivanjem
a, M|G|1 sistem. U ovom sistemu se smenjuju periodi kada je sistem zauzet
i kada u sistemu nema klijenata. Svaki od perioda kada je sistem zauzet se
moze posmatrati kao proces grananja i, jos, nezavisan od ulaznog potoka.
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3 Procesi grananja u analizi M|G|1 sistema

3.1 Umetnuti procesi grananja i promena stanja tokom
perioda zauzetosti

Pretpostavimo da je u trenutku ¢ = 0 prisutno ¢ klijenata u sistemu.
Jedan od njih kreé¢e da se opsluzuje. Nadalje ¢emo pretpostaviti da je ¢ > 0
(za 1 = 0 tvrdenja koja slede su trivijalna).

Definisemo slucajne trenutke Tj, 71, ... na sledeé¢i nacin:

2. Ako je u trenutku 7, prisutan bar jedan klijent u sistemu, trenutak
T,,+1 predstavlja trenutak u kome je zavrSeno opsluzivanje svih klijenata
koji su se nalazili u sistemu u trenutku 7;,. Ako u trenutku 7, nema
prisutnih klijenata u sistemu, onda 7}, predstavlja trenutak zavrsetka
opsluzivanja prvog klijenta koji je usao u sistem nakon trenutka 7,.

Neka je £(t) broj klijenata u sistemu u trenutku ¢. Posmatrajmo
dvodimenzioni slucajan niz:

{&(T), Ty — Tyn > 0},

Ovo je jedan polu-markovski proces zbog pretpostavke da klijenti ulaze u
sistem u skladu sa homogenim Puasonovim procesom i da slu¢ajna velic¢ina,
koja predstavlja duzinu opsluzivanja klijenta, ima eksponencijalnu raspodelu.
Takode vazi £(Tp) = i.

Matrica verovatnoca prelaza ovog procesa ((-) definisana je na slede¢i
nacin:

Qij(x) = P{f(TnH) =3, T1 — T, < z|¢(T},) = Z}

Ako je u trenutku 7, prisutno 7 klijenata u sistemu, na osnovu gore na-
vedene definicije posmatanih trenutaka, trenutak 7, ,; predstavlja trenutak
kada je zavrSeno opsluzivanje svih i klijenata prisutnih u sistemu u trenut-
ku T, tj. zavrsetak opsluzivanja jedne generacije klijenata. Dok je trajalo
njihovo opsluzivanje, u sistem je doslo j novih klijenata u skladu sa homoge-
nim Puasonovim procesom sa parametrom \. Ako, pak, u trenutku 7,, nema
prisutnih klijenata u sistemu, trenutak 7),,; predstavlja trenutak zavrsetka
opsluzivanja prvog klijenta koji je usao u sistem nakon trenutka 7;,. U oba
slucaja, svi dogadaji se desavaju u periodu duzine ne veée od x jedinica me-
renja vremena. Stoga, nakon raspisivanja po formuli potpune verovatnoce,

19



dobijamo da vazi:

Qute) = [ a5 0,520
0

> (17)
Qule) = [ (1= ) dQu )5 2 .
0
Laplas-Stiltjesova transformacija g;;(-) funkcije @Q;;(-) data je sa:
* A
q”(S) :/ 67()\+S)y( y') dH*( ) >0
0 J: (18)
A
qO]( ) )\+Sq1]< )

gde funkcija H}(-) predstavlja i-tu konvoluciju funkcije raspodele H(-).

Kada uvrstimo jednakost (18), definiciju Laplas-Stiltjesove transformacije
i primenimo osobine 4 iz teoreme 2.1.1. u raspisivanje sume Z?io ¢i5(8)2? do-
bjamo da je zadovoljena slede¢a jednakost: Nakon raspisivanja sume Z;io qi;(8)2?
uvrséavanjem jednakosti (18), definicije Laplas-Stiltjesove transformacije i
primene osobine 4 iz teoreme 2.1.1.; sledi da je zadovoljena slede¢a jedna-
kost:

Z Gi; (s (54X —Az), (19)

zasE0,0Szgl,i>O.
Funkcija h(s) je Laplas-Stiltjesova transformacija funkcije raspodele H(-).
Oznacimo, sada, sa DZ(.;L) (x) verovatnoéu da se u, gore definisanom
polu-markovskom procesu {£(75,), Tyo1 — T, n > 0}, n-ti prelazak desio pre
trenutka x, ako vazi da je u trenutku ¢ = 0 (u pocetnoj generaciji) u sistemu
prisutno ¢ klijenata, a nakon n-tog prelaska u sistemu ima j klijenata, pri
¢emu populacija nije izumrla ni jednom do trenutka z. Formalno zapisano:

D () = P{T, < 2,&(T) = 5,6(T,) # 0,v = 1,2, ..,n — 1&(Ty) = i}
(20)

Laplas-Stiltjesova transformacija dl(-;)(s) funkcije DZ(;-L)(S) zadovoljava sle-
de¢u rekurentnu vezu:

4,(5) = as(s)

21)
n+1 (
di (s Z A (s)q;(s),n > 1.
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Definigimo funkciju generatrise Laplas-Stiltjesove transformacije dgb)(s) na
sledec¢i nacin:

dl(n)(s,z) = Zdi?)(s)zj, s>0,]z/<1,i>1 (22)
=0

pa, mozemo dalje zakljuciti da vazi:

dV (s, 2) =h'(s + A — Az)

z (23)
A" (s, 2) =d™ (s,h(s + X — A2)) — d™(s,0),n > 1.
Definisimo niz funkcija h,,(s, z) na sledeé¢i nacin:
h =
0(57 Z) z (24)

hni1(8,2) =h (s + X — Ahy(s,2)),n > 0.

Dakle, zapisano preko upravo definisanog niza funkcija, (24), formula (23) se
moze raspisati na slede¢i nacin:

A" (s,2) =hi,(5.2) = by, 4(5,0),n > 1. (25)
Dobijamo jos i da vazi:

N

N
SR (s) = dM(s,0) = hiy(s,0),i > 1. (26)
n=1

n=1

Ocigledno je da je izraz sa leve strane Laplas-Stiltjesova transformaci-
ja verovatnocCe da jedan proces grananja, koji u pocCetnoj generaciji ima i
klijenata, traje najvise N generacija sa duzinom trajanja ne ve¢om od x.
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Pomoc¢na tvrdenja

U ovom delu ¢emo dokazati pomoéna tvrdenja za niz funkcija h,(s, z).
Za tu svrhu, naveséemo teoremu koja se koristi u dokazu leme 3.1.1.

Teorema 1 (Helly-Bray teorema). Neka je (X,)n>0 niz slucajnih velicina.
Vazi E(f(X,)) = E(f(Xo)), kada n — oo, za svaku ogranicenu i neprekidnu
funkciju f : R — R ako i samo ako vaZi Fx, (x) — Fx(x), kada n — 0o, z2a
svako x iz domena funkcije F.

Lema 3.1.1. Za s > 0, niz funkcija h,(s,0) konvergira, kada n — oo,
ka funkciji v(s), gde je v(s) Laplas-Stiltjesova transformacija neke funkcije
raspodele.

Dokaz. 1z (26) sledi da je h,(s,0) Laplas-Stiltjesova transformacija verovat-
noce da perod zauzetosti sistema, kada je u njemu inicijalno prisutan jedan
klijent, traje najvise n generacija a duzina zauzetosti sistema je najvise x. Ako
tu verovatnocéu oznacimo sa G,(z), jasno je da vazi G,(z) < Gpii(z) < 1.
Odavde sledi da h,(s,0) raste kada n — oo. Dalje sledi, prema Helly-Bray
teoremi, da je y(s) = lim,_,o hy,(s,0) Laplas-Stiltjesova transformacija funk-
cije raspodele. O

Lema 3.1.2. Funkcija vy (s) je Laplas-Stiltjesova transformacija neke funkci-
je raspodele ako i samo ako vazi 1 —Aa > 0. I jos v (0) je nagmangi pozitivan
koren jednacine:

0 =h(\N—)\0) (27)

na (0,1].

Dokaz. Razmatra¢emo grafike funkcija y = = i y = h (A — Az). Rastudi niz
tacaka (h,41(0,0), Ay, (0,0)) lezi na grafiku y = h (A — A\x) a kako je poznato
i da v(0) = lim,, 0 h,(0,0) jasno je da je v(0) najmanji pozitivan koren
jednacine (27).

Pored toga jednacina (27) ima jedinstveni koren § < 1 ako i samo ako je
1 —Xa <0, akoren # =1 ako i samo ako 1 — Aa > 0. Ako je 1 — Aa =0
onda su funkcije y = h (A — Ax) i y = x imaju zajednicku tangentu u tacki
r=1. O

Lema 3.1.3. Vazi:

(0) = —a(l—aXN)™" , akojel—aX>0
7 00 , ako je 1 —a) = 0.
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Dokaz. Za s > 0, iz (24) sledi da vazi:
Ry (5,0) + ARy (5,0) B (s 4+ X — Ahy, (5,0)) = B (s + X — Ahy, (5,0)) . (29)

Za s = 0% i kada n — oo, iz leme 3.1.1. i leme 3.1.2. i diferencijabilnosti
funkcije h(s) sledi tvrdenje. O

Lema 3.1.4. Red:
> (B (s,2) = by (5,0)) i > 1 (30)
n=1

konvergira ravnomerno za svako s > 0,0 < 2z <1 ako je 1 —aX > 0. S'tavz'§e,

vazi:
o0

; (h; (87 ) Z n—l—l hz (870)) = (31)

ho(s+A—A2)— 7 (s),i> 1.

Dokaz. Ako zamenimo s = 01z = 1 u (30), dobijamo da je red (30) ogranicen

odozgo redom:
oo

> (1=, (0,0)). (32)
n=1
Ako je 1 —aX > 0, onda su sve funkcije h,, (0, z) konveksne i rastuce na [0, 1]
i njihovi grafici ne seku grafik funkcije y = z na [0, 1). Njihovi grafici leze
iznad tangente u z = 1 koja sece ordinatu u tacki 1 — o \". Dakle, sledi da
red (32) konvergira. Formula (31) sledi iz:

N+1 N

Z (hjm (87 Z) 7L+1 hl (87 O)) = h/i (Sv Z) - h?VJrl (87 0)7
n=1 n:l

kada N — oo. O

Lema 3.1.5. Za s > 0 funkcija v (s) je jedinstveno reSenje jednacine:
z=h(s+A—Az),s>0 (33)

koje lezi u jedinicnom disku, |z| < 1.
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3.2 Funkcija obnavljanja umetnutog polu-markovskog
procesa

U ovom delu ¢emo izuéiti umetnuti polu-markovski proces {£(71},), Tp+1—
T,,n > 1}. Ovaj markovski proces je nesvodljiv, aperiodi¢an i nije koncen-
trisan na dvodimenzionoj celobrojnoj resetki.

Oznacimo sa M;;(t) ocekivani broj poseta stanja j u vremenskom inter-
valu (0, t], ako pritom vazi da je u trenutnku, T, prisutno 7 klijenata u siste-
mu, §(7p) = . Oznacimo sa m;;(t) Laplas-Stiltjesovu transformaciju funkcije
M;;(t). Tada vazi:

A
A+s
Nadalje pretpostavimo da vazi ¢ > 1. Za 53 = 0 imamo:

mols) =70 (1- 1276 )

mo;(s) = mi;(s),j > 0. (34)

jer poseta stanja 0 formira modifikovani proces obnavljanja u kome na pocetku
ima ¢ klijenata, nakon ¢ega se smenjuju periodi kada je sistem zauzet i kada
u sistemu nema klijenata.

Za j > 0 definisemo sledec¢u funkciju:

gis (s Eijdw ;i > 0. (36)

koja je za i+ = O:

90;(s) )\+591j(5> (37)
azai>1:
> gils)2 =Y (A" (s2) — d(5,0)) =
7= - (38)

Z (hL,(s,2) — hi(s,0))
n=1
Za 1> 1,7 > 1, imamo:
A
mij(s) = mio(s) 37— 01(5) + 935 (5)- (39)

posto se poseta stanju j moze desiti sa ili bez posete medu-stanja 0. Defi-
nisimo, sada, funkcije generatrise na sledeé¢i nacin:

z) = Zmij(s)zj. (40)
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Iz jednakosti (38) i (39), prethodnu jednakost mozemo raspisati na sledeci

nacin:

)\ o)
D, (s, 2) =myp(s )\ s Z (5,0))+

n=1

Z Rl (s,z) — hi(s,0)) .
n=1
Dalje, iz (31), (35) i (41), vazi:

D;(s,2)—P; (s,h(s+ A= Az2)) =
A
A+
=h'(s+X—\z) —7i(s)s+)\_)\h(s+)\_/\z).

s— A= X\y(s)
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3.3 Granic¢na svojstva umetnutog polu-markovskog pro-
cesa

U ovom poglavlju se bavimo granicnim raspodelama matrica prelaza
umetnutog polu-markovskog procesa i umetnutog lanca Markova.

Teorema 3.3.1. Posto je umetnuti lanac Markova aperiodican i nesvodljiv,
sledeca verovatoca:

lim P{E(T,) = JIE(T) = i} = 6 (13)

postoji za svako j > 0. Ako 1—Aa <0, 8; = 0 za svako j, a ako je 1— o > 0,
onda vazi:

ZBJZJ =1- %Z( ha(0,2)), (44)

[e.9]

+3 (1= ha(0,0)). (45)

n=1
Svi B su tada pozitivni.

Dokaz. Jednacine za stacionarnu raspodelu umetnutog lanca Markova su:

o [~ Chan +Z@/6MMUHU 5 (40)

za svako j > 0. Odavde sledi da su svi 3; pozitivni ako i samo ako je i
pozitivno. Takode imamo da vazi:

B(h(A—A2)) — B(z) = Bo (1 — h(A — A2)). (47)

Razmatamo dva slucaja.

Za l—aA < 0, uzimamo takvo z da vazi z = (0) < 1. Iz leme 3.1.2. dobijamo
da vazi 5y = 0 i dalje, da je B(z) = 0.

Drugi slucaj koji ¢emo razmotriti je slucaj kada je 1 —a > 0. Menjamo 2 u
(47) sukcesivno sa h,(0,2),n = 1,2... i dodamo dobijenu jednakost u prvom
razmatranom slucaju. Posto h, (0, ) tezi jedinici za svako z na intervalu [0, 1],
imamo:

B(1) BOZ (1—h 0<z<1. (48)

Iz uslova B(1) = 1 dobijamo da vazi:
n=1
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koji je, kao sto je pokazano, konac¢an pozitivan broj za 1 — aX > 0. Ako je
aX = 1, onda fy mora biti 0. Kako bismo ovo zakljucili, primetimo da izmedu
bilo koje dve uzastopne posete stanju 0, umetnut lanac Markova ulazi u dva
Galton-Votsonova procesa. Tada ;' predstavlja ocekivani broj generacija
pre izumiranja populacije u Galton-Votsonovom procesu sa stopom radanja
(stopom dolazaka klijenata slede¢e generacije) jedan. Poznato je da je 3;' =
Q. O

Sledi ispitivanje stacionarnih raspodela polu-markovskog procesa.

Neka je p;,7 > 0 srednje vreme povratka u stanje j u polu-markovskom
procesu {£(7,,), T, — Th,—1}. Ako je 1 —aX < 0, onda je iy = 0o s obzirom da
je ocekivana duzina perioda zauzetosti beskonac¢na. Posto je polu-markovski
proces nesvodljiv, sledi da je p; = oo za svako j > 0.

Vremenski period koji protekne do povratka umetnutog lanca u stanje
0 ¢ini period kada je sistem prazan prac¢en nezavisnim periodom zauzetosti
sistema. S toga, iz navedenog i primenom leme 3.1.3., vazi:

po=A"=+(0+) =211 -aN) 1> N (50)

Ovo se takode moze dobiti i korisS¢enjem klasicne teoreme tauberijskog tipa
za Laplas-Stiltjesovu transformaciju:

pg' = lim smig(s) = A1 — ). (51)

s—0+

Za j # 0 imamo da vazi sledece:

pi = Jim smig(s) = g™ im g(s) = pg” 914(0+) (52)

s—04

ali za 1 > Ao, imamo:

> 95(0)27 = (hn(0,2) = hn(0,0) =
D (I=ha(0,0) = > (1 =ha(0,2)) = (53)

By B(2) = 1= Bifiy'#
j=1

Sledi: L .
pi = BBy AT (1 —aX),j#0,

915(0+) = Bi5 1, j # 0.
Za detalje pogledati [4].

(54)
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Neka je m;;(t) verovatnoca da je u trenutku ¢ polu-markovski proces, tj.
prva komponenta dvodimenzionog polu-markovskog procesa, u stanju j ako
je u pocetnom trenutku bio u stanju 7. Tada je poznato da postoje granicne
verovatnoce m; = lim,;_,, m;;(¢) 1 da su date sa:

m; =y § >0, (55)

gde n; predstavlja ocekivano vreme boravka u stanju j pre prvog sledeceg
prelaza.
Kako je:

o = )\71 + «,

n; = ja7.j > Oa
kada u (55) uvrstimo prvu jednakost formule (54) i formule (50) i (56) dobi-
jamo da vazi:

(56)

T =1—\a?
75 = 3B;By Aa(l - Aa),j > 0.

Dobijamo da je suma ove dve verovatnoce jednaka jedinici i da je ocekivanje
verovatnoce da u nekom trenutku ¢ u buducnosti u sistemu ima j klijenata:
BoA2a(l — a® X)) 7! (ag + a(l + Aa)), gde je ay drugi moment funkcije ras-
podele H(-). Ocekivanje broja klijenata nakon n-te promene stanja unutar
lanca Markova, ako je u pocetnom trenutku bilo 7 klijenata u sistemu, dato
je sa Bora(l — Aa)~!. Ako primetimo da ¢e nakon posete stanja 0 sledeca
generacija imati samo jednog klijenta, mozemo odmah naéi (asimptotski)
ocekivani broj klijenata po generaciji. Dakle, ocekivani broj klijenata
PO generaciji je:

(57)

Bo+ > iBy = Bo(1—da)™". (58)
=1
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3.4 Duzina reda u neprekidnom vremenu

Neka je p;; (t) verovatnoca da je u trenutku ¢ prisutno j klijenata u redu
ako je u poc¢etnom trenutku bilo i klijenata, & (Tp) = . Primetimo daza i = 0
vazi:

t
poj (t) = 50je*M + / e*)‘tkplj (t — 7') dT,j Z 0, (59)
0

gde je d;; Kronekerovo delta, tj.:

5 1, akojei=1y
Y 0, ako jei #j.

Nadalje ¢emo pretpostaviti da je ¢ > 0.

Ako u sistemu ima klijenata u trenutku ¢, oni ili pripadaju generaciji koja
se trenutno opsluzuje i deo su procesa grananja ili su novopristigli klijenti u
sistem nakon poslednje promene unutar polu-markovskog procesa.
Definisemo verovatnocu: P; (v,7,t), da je u trenutku ¢ ostalo v klijenata u
sistemu koji pripadaju generaciji koja se trenutno opsluzuje, a doslo je r
novih klijenata u sistem posle poslednje promene stanja u polu-markovskom
procesu, pri ¢emu vazi £ (Ty) = i. Za ovako definisanu verovatnocu, ako je
v = 0 i nema novih klijenata koji su usli u sistem, vazi:

P;(0,0,t) = pio () = /Ot e MM, (7). (60)

1za v > 1 vazi:

rl

P (v,rt) = Z/o e_’\(t_T)M (Hiey (t—7) — Hp—pr (t — 7))

(61)
gde je U(-) raspodela degenerisana u nuli.
Opisno, formula (61) se moze objasniti na slede¢i nac¢in: Poslednja poseta pre
trenutka ¢ unutar polu-markovskog procesa mora biti poseta nekom stanju
k > v u trenutku 7 < t i unutar vremenskog intervala (7,t| tacno je k — v
klijenata zavrsilo opsluzivanje, a r novih klijenata uslo u sistem. Ukoliko
je k = 14, postoji moguénost da jos uvek nije doslo do promene stanja u
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vremenskom intervalu (0,t]. Za v = 1, imamo:

(1, 2/ e QO (1 7) B 1)
d (M (1) + 60U (7)) +

/Ot e AT dM;, /Ot_T (1-H({t—71-v)) Al—r— V))T)\dl/,

r!

(62)
gde je drugi sabirak sa desne strane jednakosti zapravo slucaj kada je klijent
prisutne generacije u sistemu ujedno i prvi klijent novog procesa grananja.

Oznacimo sa P (v,r, s) Laplasovu transformaciju funkcije P; (v, r,t). Sle-
di da vazi:

P (0,0,5) = (s +X) " ma (s) (63)
izav>1
_1-h (s +A—A2)
Pr(
Z (v,7,5) (s+A—A2)
= k—v A
Z Mk (8) + 0 ) A7 (s + X — Az) + ——myo ($) I
— A+s
(64)
I, takode:

T~ L—h(s+X—A2) 1
;;wz P () s+A=Xz  w—h(s+)A—)\2)

(w®; (s,w) +w ™™ —wh' (s + XA = Az) —w®; (s,h (s + X — A\2))) +

mio () 1—h(s+X—Az)
1—
s+ A ( Aw 5+ A=Az

(65)
Postavljanjem w = z u prethodnu jednakost,(65), dobijamo generatornu
funkeiju u j Laplasove transformacije pj; (s) verovatnoce p;; (t). Koris¢enjem
formula (35) i (42) sledi da mozemo uprostiti jednakost:

f:* i 2T 1=h(s+ A=)z
Pij CsFA—Azz—n(s+A—\2)

7 (s) _Zl—h(8+)\—>\z)
(s+ A= Xy(9)) (1 z—h(s—i-)\—)\z))'

(66)

Iz (59) sledi da formula (66) vazi i za i = 0.
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3.5 Ukupan broj klijenata opsluzenih do trenutka ¢

Neka je N (t) ukupan broj klijenata koji su zavrsili opsluzivanje
u vremenskom intervalu (0, t]. Izveséemo zajednicku raspodelu slu¢ajnih
velicina N (t) i £ (t) za M|G|1 sistem koriste¢i metod kolektivnih oznaka.
Pre svega, uoc¢imo, da vazi, za ¢ = O:

PAN(t) =r,&(t) = jl€(0) = 0} =

e [ NP G e =0 =1y ar
0

Nadalje pretpostavimo da je ¢ > 0.

3.5.1 Metod kolektivnih oznaka

Navikli smo da, racunanjem verovatnoé¢e da se odredeni dogadaj desi,
dolazimo do funkcija raspodele i opstih izraza koji ukljucuju posmatrane
slucajne velicine. Zatim raznim transformacijama tih izraza pocinjemo da
se udaljavamo od pocetnih verovatnosnih pretpostavki i upustamo u su-
vo baratanje matematickim izrazima. Metoda kolektivnih oznaka daje nam
mogucénost da za odredene transformacije damo verovatnosne interpretacije,
odnosno konstruisemo dogadaje za koje ¢e ove transformacije zapravo bi-
ti verovatnoce da se ti dogadaji dese. Transformacije za koje ovo najcesce
radimo su Laplas-Stiltjesove i transformacija generatorne funkcije, odnosno
z-transformacije. Ova metoda se sastoji iz dve odvojene i nezavisne operaci-
je: oznacavanje klijenata i posmatranje procesa ”katastrofa”. Kada
kazemo proces katastrofa mislimo na brojacki proces, gde svaki dogadaj na-
zivamo katastrofom, da bismo naglasili njegovu vaznost. Oba koraka ¢emo
opisati primerom.

Oznacavanje klijenata: Neka je N slucajna veli¢ina koja uzima nene-
gativne cele brojeve kao vrednosti sa verovatnoéama P(N = v) = p,,v =
0,1,... . Posmatrajmo sada niz Bernulijevih eksperimenata, nezavisnih od
procesa N, ali gde ¢emo za svaki dogadaj u procesu N dodeliti jedan ekspe-
riment kojim ¢emo sa verovatnoc¢om uspeha od 1 — z odrediti da li ¢e taj
dogadaj biti oznacen ili ne. Sada ¢e generatorna funkcija P(z) = Y | p,2"
intuitivno biti verovatnoc¢a da nijedan dogadaj ne bude oznacen. ” Uspeh” ¢emo
zvati "oznaka”.

Proces katastrofa: Neka je F'(z) funkcija raspodele nenegativne slucajne
velicine X i neka je dat nezavisan Puasonov proces sa parametrom A > 0.
Slucajna velicina X predstavlja vreme pojavljivanja nekog dogadaja posma-
trano od pocetnog trenutka, a Puasonov proces predstavlja proces katastrofa
koji stvara katastrofe sa stopom A. Tada Laplas-Stiltjesova transformacija
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funkcije raspodele F'(z) evaluirana u tacki A predstavlja verovatnoé¢u da se
dogadaj u trenutku ¢ dogodio pre prve katastrofe.

3.5.2 Broj klijenata opsluzenih tokom perioda zauzetosti

U ovom poglavlju ¢emo izvesti ocekivani broj klijenata tokom perioda
zauzetosti koris¢enjem metode kolektivnih oznaka objasnjene u prethodnom
delu.

Razmotri¢emo tri, medusobno nezavisna, procesa oznaka (engl.marking
processes):

1. Puasonov proces sa parametrom s > 0, koji predstavlja proces kata-
strofa;

2. niz Bernulijevih eksperimenata koji dodeljuju oznaku svakom klijentu
koji odlazi iz sistema sa verovatnoc¢om 1 — z, 0 < z < 1;

3. niz Bernulijevih eksperimenata koji dodeljuju oznaku klijentima prisut-
nim u sistemu na pocetku svake generacije sa verovatnocom 1 —w, 0 <
w < 1.

Nadalje ¢emo navedene procese redom zvati s-proces, z-proces i w-proces.

Neka je qi(")(s, z,w) verovatno¢a da ima bar n generacija u sistemu to-
kom perioda zauzetosti, n-ta generacija zavrSava opsluzivanje pre prvog s-
dogadaja, nijedan od klijenata koji odlaze iz sistema nije oznac¢en u z-procesu
i nijedan od prisutnih klijenata na kraju n-te generacije nije oznacen u w-
procesu. Tada imamo da vazi:

gV (s, 2,w) = 2B (s + A — Aw)

(68)
0" (s, z,w) = ¢ (s, 2, 2h(s + A = Aw)) — ¢ (s, 2,0).

Prethodna rekurentna veza sledi direktno iz razmatranja slucajeva za n i
n + 1. DefiniSemo rekurzivne nizove funkcija na slede¢i nacin:

hi(s, z,w) = zh(s + A — Aw)

69
hnii1(s, z,w) = zh (s + X = Ahy (s, z,w)) (69)

za s > 0,0 <z < 1,0 <w < 1. Dakle, formula (68) se moze zapisati na
slede¢i nacin:

(70)
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Verovatnoca h,(s, z,0) je, zapravo, verovatnoéa da u sistemu ima najvise n
generacija tokom perioda zauzetosti, opsluzivanje klijenata n-te generacije je
zavrseno pre nego Sto se desio prvi s-dogadaj i nijedan klijent koji odlazi iz
sistema nije oznacCen u z-procesu.
Iz monotonosti sledi da postoji:

v(s,z) = lim h, (s, z,0) (71)

n—o0

i jednaka je ocekivanju E(e *z"), gde je L duzina bilo kog perioda zauze-

tosti, a N broj klijenata opsuzenih tokom tog perioda.
Funkcija (s, z) se moze prosiriti na s > 01 |z|] < 1 je jedinstveno resenje
jednacine:

E=zh(s+ X=Xz (72)

koje lezi unutar jedini¢nog diska.
Poznato je da je jedna od posledica ovoga sledeca jednakost:

d 1+a)

a1 z=1— 7 > 1>A 73

sz(S’ZH R TP L (73)
Sto je, ustvari, ocekivani broj klijenata opsluzenih tokom perioda zauzetosti.
Takode vazi v(s,1) = v(s). I jos, analogno lemi 3.1.2. 7(0, z) je generatorna
funkcija funkcije raspodele akko 1 — aX > 0.

3.5.3 Zajednicka raspodela slucajnih velicina N(t) i £(t)

Razmotrimo verovatnoce:

mij (v, 1) = PAN (t) = v, € (t) = j|§ (0) = i},i >0 (74)

i transformacije:

(s,2,w) ZZZ w]/ i (v, t) dt. (75)

v=0 j5=0

Za s > 0,0 < z<1,0<w <1, m(szw) se moZe interpretirati kao
verovatnoca, kao Sto ¢e se videti u nastavku. Posmatramo Puasonov proces sa
parametrom s > 0, niz Bernulijevih eksperimenata koji oznacavaju klijente
koji napustaju sistem sa verovatno¢om 1 — z i niz nezavisnih Bernulijevih
eksperimenata koji oznacavaju klijente koji ulaze u sistem sa verovatnoém
1 — w. Tada, m; (s, z,w) predstavlja verovatno¢u da u redu sa ¢ klijenata u
pocetnom trenutku, nijedan od opsluzenih klijenata koji napusta sistem pre
prvog s-dogadaja, nije oznacen u z-procesu i nijedan klijent koji je doSao
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u sistem izmedu prvog s-dogadaja i poslednjeg opsluzenog klijenta pre s-
dogadaja, nije oznacen u w-procesu.

Trebace nam verovatnoca nekih slucajnih dogadaja koji su sliéni dogadajima
kojima odgovara verovatnoca m; (s, z, w). Dobijamo da je:

-1
mio (s,2) =" (s, 2) (1 - /\L—i—s (s, z)) , (76)
za s > 0,0 < z < 1, verovatnoca da nijedan od klijenata, opsluzivanih
tokom bilo kog perioda zauzetosti, nije zavrsio svoje opsluzivanje pre prvog
s-dogadaja.

Dalje ¢emo definisati verovatnocu ¢;;(s, z),7 > 0 na sledeéi nacin:
Pretpostavljajuc¢i da se prvi s-dogadaj desio tokom nekog perioda zauzetosti
koji je imao ¢ klijenata u poCetnom trenutku, tada je ¢;;(s, z) verovatoca
da u sistemu ima j klijenata u poslednjoj generaciji pre prvog s-dogadaja, i
nijedan odlazeé¢i klijent iz ranijih generacija (ako ih ima) tokom ovog perioda
zauzetosti nije obuhvéen z- procesom.

Ako jos razmotrimo i w-proces koji oznacava klijente koji ulaze u sistem,

1mamo:
oo

i bij (s, 2)w! = Z (dz(")(s, z,w) — dl(")(s, 2, 0)) =
j=1 n=1

(77)

Z (B (s, z,w) = hi (s, 2,0)).

Svaki od ovih izraza daje verovatnocu slede¢ih dogadaja:

1. nijedan klijent generacije, tokom koje se desio prvi s-dogadaj i u kojoj
je bilo 7 klijenata u poc¢etnom trenutku, nije oznacen u w-procesu ;

2. nijedan klijent iz prethodnih generacija, koji je napustio sistem, ako
postoji, nije oznacen u z-procesu.

Za j > 0 imamo da je:

mij (s, 2) = myo (s, 2) )\L@j (s,2) + ¢ij (s,2) (78)
+ s

verovatnoca da, ako se prvi s-dogadaj desio tokom perioda zauzetosti, u ge-
neraciji tokom koje se on desio, ima j klijenata i nijedan klijent iz prethodnih

generacija nije oznacen u z-procesu.
Neka je, sada, 7 > 0 veli¢ina generacije tokom ¢ijeg se trajanja desio prvi
s-dogadaj. Postavlja se pitanje koja je verovatnoca da nijedan klijent, koji
ode iz sistema u periodu izmedu pocetka ove generacije i prvog s-dogadaja,
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nije oznacen u z-procesu i da nijedan klijent koji je prisutan u sistemu kada
se desio s-dogadaj nije oznac¢en u w-procesu?
Ova verovanoca, za j = 0, je:

/ e~ TNy, 4 w/ esudu/ e (1 — H(u—71))e == \gr —
0 0 0

1 N Aw 1 —h(s+\—lw)
A+s A+s S+ A—w

(79)
azaj>0:
J-1 0o u
Z/ e_sudu/ e AR (L H (u— 7)) w! T RdH (1) =
k=00 0 (80)

1—h(s+X—Aw)w — 27k (s + X — dw)
s+ A —Aw w—zh(s+ X —Aw)

Sada ¢emo primeniti formulu potpune verovatnoce i razmotriti medusobno
iskljucive moguénosti. Neka je S trenutak pojave prvog s-dogadaja. Tada vazi
jedan od slede¢ih slucajeva:

1. red nije bio prazan ni u jednom trenutku tokom vremenskog intervala

(0, S];

2. na kraju opsluzivanja poslednje generacije ¢iji su svi klijenti opsluzeni
pre trenutka S red je bio prazan;

3. na kraju opsluzivanja poslednje generacije ¢iji su svi klijenti opsluzeni
pre trenutka S u redu ima j klijenata.

Vazi, redom:
1—h(s+ A= dw)w —h} (s, z,w)

s+ A—Aw w — hy (s,z,w)

(5.2) 1 N Aw 1 —h(s+ A= Aw) N
’ A+s A+s s+N—w

Zm--(s Z)wl—h(s+)\—Aw)wj—h{(s,z,w)
AT sHA—Aw  w—hy(s,z,w)

mi (8, z,w) =w

(81)
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Ova jednakost se moze pojednostaviti, analogno dokazu formule (42) vazi:

>y (5,2) (w7 = 1 (5,2,0)) =

A ‘ .

)\—_i_smio (57 Z) (hl (57 2 'lU) -7 (87 Z)) + hzl (87 va) - fyl (87 Z) =
Zhi(s4+ A= w) — (s, 2) (s F A= Azh(s + X — Mw)) - (s + A — My(s, 2)) 7"
(82)

Konacno: ,

(5. 2,w) w't 1—h(s+A—Aw)
TS, %, =

s+A—dww—zh(s+ \—Iw) (83)

v (s, 2) (w—2)h(s+ X — A w)

S+HA=My(s,2) w—zh(s+X—Aw)

Formula (66) se moze izvesti iz prethodne formule za z = liw = z. Zaw = 1
u (83), dobijamo sledece:

oy L=h() A5 (1=2)  AG)
/0 (B ) dt s(l—zh(s))+s+/\—/\7(s,z)1—zh(s)'
(84)

mi(s,2,1) =
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3.6 Virtuelno vreme c¢ekanja i virtuelna starost

Sluc¢ajan proces 7 (t) je znacajan proces koji predstavlja koli¢inu preo-
stalog posla u sistemu u trenutku ¢. Ovo je Markovski proces ¢ije vrednosti
predstavljaju vreme potrebno da se sistem isprazni, odnosno da se opsluze svi
klijenti koji su prisutni u sistemu u trenutku ¢, pod uslovom da posle trenutka
t ne bude dolazaka novih klijenata u sistem. Posmatrano u M|G|1 sistemu,
vrednost 7 (t) zapravo predstavlja vreme ¢ekanja do pocetka opsluzivanja kli-
jenta ako bi taj klijent usao u sistem u trenutku t. Zbog toga se ovo vreme
¢ekanja zove virtuelno vreme cekanja.

Dakle, virtuelno vreme ¢ekanja 7 (t) je duzina vremenskog intervala koji
klijent, koji je dosao u trenutku ¢, mora da saceka dok ne zapocne njegovo
opsluzivanje. Drugim recima, 7 (¢) se moze definisati kao duzina vremenskog
intervala koja je potrebna da bi se red klijenata koji cekaju da budu opsluzeni
ispraznio pod uslovom da nijedan novi klijent ne ude u sistem od trenutka
t. Ako se klijenti opsluzuju istim redom kojim su i ulazili u sistem, $to jeste
razmatrani slucaj u ovom radu, ove dve definicije su ekvivalentne.

Jasno je da vazi:

P{n(t) = 0[£(0) = i} = P{£(t) = 0]¢(0) = i} (85)

/ooo P {1 (t) = 0)¢(0) = i} dt = — ;i_% () -

Ako u trenutku ¢ red nije prazan, onda je 1 (t) # 0 i mozemo zapisati
n (t) = U4V, gde je U, duzina preostalog vremena potrebnog za opsluzivanje
generacije koja se opsluzuje u trenutku ¢, a V; je duzina vremena potrebnog za
opsuzivanja klijenata koji su usli u sistem u periodu od pocetka opsluzivanja
trenutne generacije do trenutka ¢.

Dalje, mozemo zakljuciti:

/ e_“tdt/ / e 12 P{0 < Uy <u,0 <V, <wl§(0) =i} =
0 0o Jo
o 0 oo oo t At — T
Z/ e—atdt/ / 6—31u—52v/ e—/\(r—r)( ( ‘ T))
—o /0 o Jo 0 T
dH,(v)dH (t +u — 7)d (Mo * F (7))

0o 0o 00 [e's) t r
—ot —s1u—s2v —A(t—7) ()‘<t — T))
+3 N e dt/o /O e /Oe i, ()

r=0 v=1

(87)

dH,(t +u — 7)d (Ma(£) + 8, U (1))

Prvi sabirak sa desne strane odgovara slucaju kada je poslednja promena
stanja, pre trenutka ¢, ulazak u stanje 0 ali u trenutku ¢ novi klijent samo Sto
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je usao u sistem. Drugi sabirak opisuje situaciju u kojoj je poslednje pose¢eno
stanje polu-markovskog procesa stanje v # 0. Takode:

Ft)=(1—-eMU(1). (88)
Za s; = s = s, nakon par koraka racuna, dobijamo formulu:

—57'(0) (0 + A= Xy(0) "

o— 85+ A= Ah(s)  (89)

/000 e 'dtE {e_"(t)s|§(0) = z} = hi'(s)

koja vazi i u slucaju ¢ = 0.

Sada ¢emo uvesti pojam virtuelne starosti.

Kazemo da virtuelna starost «(t) uzima vrednost 0 ako je red prazan
u trenutku ¢, dok ako sistem nije prazan, «(t) definiSemo kao vreme koje
je, klijent koji se opsluzuje u trenutku ¢, ve¢ proveo u sistemu. Vazi da je
a(0) = 0.

[zracunacemo transformaciju:

/0 T eota /0 AP {a(t) < 7160 = i)} i > 0, (90)

uzimajudéi u obzir moguce polozaje trenutka ¢ u skladu sa umetnutim proce-
som grananja. Razmotrimo nekoliko moguc¢nosti:

(1) a(t)=0

Li=\+0) " myg(0) =7(0) (0 + A= Xy(o)) " (91)

(2) Pocetna generacija od ¢ klijenata nije jos uvek zavrsila opsluzivanje, tj.
alt) =t ’
L=(+s) ' (1-h(c+s)) (92)

(3) Doslo je bar do jedne promene stanja pre trenutka ¢ u polu-markovskom
procesu. U nekom trenutku ¢, 0 < 7 < ¢, sistem prelazi u stanje v > 0
(ostaje v klijenata u sistemu). Tih v klijenata zavrsavaju opsluzivanje u
trenutku ¢t —u, 7 < t —u. Klijent koji se opsluzuje u trenutku ¢, usao je
u sistem u nekom trenutku t —u — v > 7 i u sistemu je bilo r klijenata
ispred njega u generaciji kojoj on pripada. Svi oni klijenti koji su u
redu ispred njega dosli su u toku intervala (7,t — u — v). Izrazavajudi
verovatnoc¢u ovog dogadaja i sumirajuci po svim sluc¢ajevima, dobijamo
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sledece resenje integrala (90), prema formuli (42):

I = ZZ/ otdt/ / / tuvT)()\(t—uT—!v—r))r

“(Hp(u) — Hyyq(uw)) dH,(t — u — 7)Adud (M;, (1) 4+ 0;,U (7))
_ )\1 — h(o +s) 1

o+s A—s—Ah(o+s)
{@; (0, h(c+5)) — @; (0,h(c + X — An(0 +5))) + h' (o +s) —h' (0 + X — Ah(o + s))}
— h(o +s) 1
c+s A—s—Ah(o+s)
. (hi(a +5) — () AT 2%‘1*_1;@;“5 i "))) |

1
=A

(93)

(4) Pretposlednja promena stanja, pre trenutka ¢, bila je u stanje 0 i u
trenutku 7 < ¢ novi klijent ulazi u sistem. Njegovo opsluzivanje se
zavrSava u trenutku ¢ —u a u trenutku ¢ — u — v > 7 u sistem je stigao
klijent koji se opsluzuje u trenutku ¢, dok u intervalu (7.t — u — v), r
klijenata stize u sistem. Raspisana formula (90) u ovom slucaju je:

Ii= Z [ [ [ [ B

dHt—u—T)( (u) — Hyy1(u)) Adud (M * F(7))
A (o A 1—h(s+ o)
o miola —s—M(s+o0) s+o

Ao )

Ah(oc+s) — h(a+)\ Mo+ s))}

B \y(0) A 1—h(s+0)
o+ A=Xy(o)\—s—Ai(s+0) s+o

(WMo +5)—h(oc+X—=Ah(o+5))).

(94)

(5) Poslednji prelazak pre trenutka ¢ je prelazak u stanje 0. Novi klijent je
usao u sistem u trenutku ¢ —u < ¢ i njegovo opsluzivanje jos uvek traje
u trenutku ¢.

I, :/OOO e‘”tdt/ote_s“(l  H(u)d (Mg = F(t — ) =

_ M (o) 1—h(oc+s)
o+ A—=X(o) (0+5s)
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Trazeno resenje formule (90) dobija se sumiranjem resenja svih pet slucajeva.
Dakle dobijamo:

| e / e =dP{a(t) < JE(0) = i}

1 N s 7o) _hi(a—l—s)
Co+s s—A+M(o+s) \o+A—\y(o) o+s )

(96)

Za 1 — Aa > 0 postoji granicna raspodela prethodne formule. Kada ¢ — 0+,
dobijamo:

lim o /0 T eota /0 e dP{a(t) < 2|(0) = i} = — DS gy

o—0+ n s—A+ )\h(S)7
sto pokazuje da a(t) i n(t) imaju istu grani¢nu raspodelu, tj. vreme koje je

klijent, koji se trenutno opsluzuje, ve¢ proveo u sistemu i vreme koje klijent
provede u redu ¢ekajuéi da bude opsluzen imaju istu grani¢nu raspodelu.
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4 Zakljucak

Kao sto smo videli, koristili smo osobine umetnutog polu-markovskog
procesa za izvodenje rezultata koji se ticu M |G|1 sistema. Struktura procesa
grananja nam omogucava da identifikujemo nove klijente i da izvrsimo nji-
hovu kategorizaciju po generacijama. Te osobine nam pruzaju bolji uvid u
proces dolazaka klijenata i proces po kome se oni opsluzuju $to nam pomaze
u analizi perioda zauzetosti sistema.

Prvi znacajan rezultat koji smo dobili je nalazenje generatorne funkcije
pomocu koje mozemo odrediti raspodelu za duzinu reda, odnosno, broj klije-
nata koji ¢ekaju na opsluzivanje. Pored umetnutog polu-markovskog proce-
sa, uvodimo i metodu kolektivnih oznaka koju koristimo u izvodenju daljih
rezultata. DefiniSemo proces koji predstavlja ukupan broj klijenata koji su
opsluzeni do nekog trenutka. Dalje racunamo ocekivani broj opsluzenih kli-
jenata tokom perioda zauzetosti, koji je jedan od bitnijih u ovom radu, jer
se koristi u analizi performansi sistema. Poslednji rezultat u ovom delu rada
jeste zajednicka raspodela ukupnog broja klijenata opsluzenih do trenutka ¢
i broja klijenata u sistemu u istom tom trenutku ¢.

Za kraj izvodimo bitan rezultat koji se tice virtuelnog vremena cekanja
do opsluzivanja i virtuelnu starost klijenta u sistemu. Pokazano je da ove dve
slucajne veli¢ine imaju istu grani¢nu raspodelu.

Neki od radova u kojima se ova tema dalje razvijala su radovi Neuts-a [6]
i [7] u kojima mozemo videti primenu umetnutih polu-markovskih procesa
u analizi nehomogenih sistema i viSe servera u nizu koji vrse opsluzivanje
klijenata sa ograni¢enim redom za ¢ekanje izmedu servera. U radu [8] mozemo
videti kako se pomoc¢u procesa grananja i veriznih razlomaka dobija trajanje
opsluzivanja n-te serije klijenata nehomogenog M|G|1 procesa. Zanimljivu
varijaciju izucavanog M |G|1 sistema, kao i pristup posmatranja praznjenja
¢ekaonice kao umetnutog lanca Markova, mozemo videti u radu [9].
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