
MATEMATIQKI FAKULTET

UNIVERZITET U BEOGRADU

Marina Markagi�

EKSPONENCIJALNE
KONGRUENCIJE I

PROBLEMSKI ZADACI

Master rad

Beograd, 2020.



Mentor:

prof. dr Goran �ankovi�, vanredni profesor

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

Qlanovi komisije:

prof. dr Zoran Petrovi�, redovni profesor

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

dr Marko Radovanovi�, docent

Univerzitet u Beogradu, Matematiqki fakultet

Datum odbrane:



Mami, tati i sestri



Sadrжaj

Sadrжaj 1

Predgovor 2

Neke oznake koje �emo koristiti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3

1 Kongruencije 4

1.1 Ojlerova funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6

1.2 Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2 Poredak broja po datom modulu 17

2.1 Karmajklova funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17

2.2 Poredak po modulu . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.3 Primitivni koren . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.4 Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 26

3 Eksponencijalne kongruencije 34

3.1 Lema o podizaǌu eksponenta . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

3.1.1 p 6= 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38

3.1.2 p = 2 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

3.2 Zadaci . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41

Biografija 49

Literatura 50

1



Predgovor

Me�u starim Grcima bilo je ǉudi kao xto je Demokrit koji su uvi�ali,

kao i mi danas, da je znaǌe nexto xto imamo pravo i duжnost da podelimo sa

drugima. Prvi, koji su жeleli da rasprostiru svoje znaǌe, bili su matemati-

qari. Me�u ǌima se istakao Pitagora, koji je putovao i drжao predavaǌa o

geometrijskim oblicima i o brojevima pred mnogobrojnim sluxaocima jox u

xestom veku pre nove ere. Od tog doba pa sve do danas, velike matematiqare,

ali i obiqne ǉude, intrigira pojam broja, koji je uvek bio inspirativna tema

za prouqavaǌe.

Prouqavaǌe broja i ǌegovih osobina kroz istoriju, rezultiralo je razvojem

qitave nauke, jer, matematika se ne moжe zamisliti bez teorije brojeva.

Na razvoj teorije brojeva, osim praktiqnih problema sa kojima su se ǉudi

susretali, dosta su uticala i matematiqka nadmetaǌa i tragaǌe za rexeǌima

problema koji su u tom trenutku bili aktuelni. Qak se i imena vrsnih matema-

tiqara, poput Gausa i Leжandra, spomiǌu u tom kontekstu.

Nekada, matematiqki dvoboji i nadmetaǌa, a sada, razni matematiqki kvi-

zovi i takmiqeǌa. Danas se gotovo ne moжe zamisliti ijedno matematiqko tak-

miqeǌe ili kviz bez zadataka iz teorije brojeva. Zasigurno jedan od razloga za

to, pored velike primene i uticaja koji teorija brojeva ima na gotovo sve grane

matematike, ali i raqunarstva, definitivno je i veliki broj jox uvek nerexenih

problema koji zahtevaju dobro poznavaǌe osobina brojeva i ǌihovih me�usobnih

odnosa.

Nadareni uqenici, ali i svi oni kojima je matematika na bilo koji naqin

privlaqna, kroz pripreme za takmiqeǌa uqe neke osnovne koncepte matematike,

razvijaju svoju inteligenciju, interesovaǌe, ali i mo� zapaжaǌa i zakǉuqivaǌa,

xto ih moжe odvesti ka novim idejima i probuditi жeǉu za bavǉeǌem ovom

naukom.

Ovaj rad se bavi jednim delom teorije brojeva, a svakako su matematiqka

takmiqeǌa posluжila kao inspiracija. Posve�en je svim uqenicima zaintereso-
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vanim za ovu oblast, ali i ǌihovim nastavnicima koji treba da budu sastavni

deo qitavog procesa. Ideja je bila izloжiti teoriju neophodnu za razumevaǌe

osobina kongruencija, posebno eksponencijalnih, pra�enu odgovaraju�im prime-

rima, a sve sa ciǉem dobrog razumevaǌa ideja i postupaka za rexavaǌe zadataka

iz ove oblasti.

Rad je podeǉen na tri glave:

Prva glava je uvodnog tipa. U ǌoj su izloжeni neki osnovni pojmovi i tvr�e-

ǌa vezana za kongruencije, a koja su neophodna za razumevaǌe teorema i dokaza

u drugoj i tre�oj glavi.

U drugoj glavi uvedeni su pojmovi kao xto je poredak broja po modulu i

primitivni koren, kao i dve teoreme o eksponencijalnim kongruencijama.

U tre�oj glavi je najvixe akcenat na tvr�eǌima vezanim za eksponencijalne

kongruencije. Izloжene su dve Leжandrove teoreme i tzv. ”Lema o podizaǌu

eksponenta”.

Na kraju svake glave izloжeni su zadaci, uglavnom sa raznih takmiqeǌa, i

neki od mogu�ih postupaka za ǌihovo rexavaǌe. Uqenicima se savetuje da, pre

nego xto pogledaju rexeǌa, a nakon iwitavaǌa teorije sa razumevaǌem, sami

pokuxaju da do�u do sopstvenih rexeǌa.

Zahvalila bih se svom mentoru, prof. dr Goranu �ankovi�u, na pomo�i

oko odabira teme, kao i svim idejama, korisnim primedbama i pomo�i u toku

izrade rada. Tako�e, zahvaǉujem se na savetima i ostalim qlanovima komisije,

prof. dr Zoranu Petrovi�u i dr Marku Radovanovi�u.

Neke oznake koje �emo koristiti

Neka su a i b prirodni brojevi. Sa (a, b) oznaqava�emo najve�i zajedniqki

delilac brojeva a i b, a sa [a, b] najmaǌi zajedniqki sadrжalac tih brojeva.

Neka je p prost, α prirodan i m ceo broj. Koristi�emo oznaku pα‖m i govo-

ri�emo ”pα taqno deli m”, ako je α najve�i stepen broja p koji deli m, tj. pα | m

i pα+1 ∤ m.

Neka je x realan broj. Sa ⌊x⌋ �emo oznaqavati najve�i ceo broj x koji je maǌi

ili jednak x.
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GLAVA 1

Kongruencije

Definicija 1.1 Neka je dat prirodan broj n, n > 1. Celi brojevi a i b su kon-

gruentni po modulu n ako daju isti ostatak pri deǉeǌu sa n. Pixe se a ≡ b

(mod n).

Primer 1.1 a) 18 ≡ 3 (mod 5), b) 45 ≡ 24 (mod 7), v) 121 ≡ 57 (mod 8).

Teorema 1.1 Neka su a i b celi brojevi i n prirodan broj ve�i od 1. Tada vaжi:

(1) a ≡ b (mod n) ako i samo ako je a = nt+ b za neki ceo broj t;

(2) a ≡ b (mod n) ako i samo ako je razlika brojeva a i b deǉiva sa n;

(3) Biti kongruentan po datom modulu je relacija ekvivalencije u skupu celih

brojeva.

Teorema 1.2 Neka su a, b, c i d celi brojevi i n prirodan broj ve�i od 1. Tada vaжi:

(1) Ako je a ≡ b (mod n) i c ≡ d (mod n), onda za svaka dva cela broja x, y vaжi

ax+ cy ≡ bx+ dy (mod n);

(2) Ako je a ≡ b (mod n) i c ≡ d (mod n), onda je ac ≡ bd (mod n);

(3) Ako je a ≡ b (mod n) i n = αm, α,m ∈ N, m > 1, onda je a ≡ b (mod m);

(4) Ako je P (x) polinom po x sa celobrojnim koeficijentima, onda iz

a ≡ b (mod n) sledi da je P (a) ≡ P (b) (mod n).

Dokaz: (1) Ako je a ≡ b (mod n) i c ≡ d (mod n), onda n | a− b i n | c− d, pa vaжi

i n | (a− b)x i n | (c− d)y. Dakle,

n | (a− b)x+ (c− d)y =⇒ n | (ax+ cy)− (bx+ dy),
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tj. ax+ cy ≡ bx+ dy (mod n).

(2) Iz a ≡ b (mod n) sledi da n | a− b, pa i n | (a− b)c. Tako�e,

iz c ≡ d (mod n) sledi da n | c− d, pa i n | (c− d)b. Dakle,

n | (ac− bc) + (cb− db) =⇒ n | ac− bd,

tj. ac ≡ bd (mod n).

(3) Ako n | a− b i m | n,m > 1, onda zbog tranzitivnosti relacije deǉivosti,

imamo da i m | a− b, tj. da je a ≡ b (mod m).

(4) Prema (2) imamo da za svaki prirodan broj m vaжi slede�a implikacija

a ≡ b (mod n) =⇒ am ≡ bm (mod n),

a odavde i iz (1) imamo da

a ≡ b (mod n) =⇒ P (a) ≡ P (b) (mod n),

za svaki polinom P (x) sa celobrojnim koeficijentima.

�

Teorema 1.3 Neka su a, b, n prirodni brojevi ve�i od 1 i x, y celi brojevi. Tada

vaжi:

(1) Ako su a i n uzajamno prosti i ax ≡ ay (mod n), onda je x ≡ y (mod n);

(2) ax ≡ ay (mod n) ako i samo ako x ≡ y (mod n
(a,n) );

(3) x ≡ y (mod a) i x ≡ y (mod b) ako i samo ako x ≡ y (mod [a, b]).

Dokaz: (1) Iz ax ≡ ay (mod n), tj. iz n | a(x− y), zbog uslova (a, n) = 1, sledi da

n | x− y, tj. x ≡ y (mod n).

(2) Ako je ax ≡ ay (mod n), onda je a(x − y) = kn, za neki ceo broj k, pa je i
a

(a,n)(x − y) = k n
(a,n) . Dakle, n

(a,n) | a
(a,n)(x − y). Kako je

(

n
(a,n) ,

a
(a,n)

)

= 1, sledi da
n

(a,n) | x− y, tj. da je x ≡ y (mod n
(a,n) ).

Obrnuto, ako je x ≡ y (mod n
(a,n)), onda je x− y = k n

(a,n) , za neki ceo broj k, pa

je i ax− ay = ak
(a,n)n ( a

(a,n) je prirodan, pa je ak
(a,n) ceo broj), tj. ax ≡ ay (mod n).

(3) Iz x ≡ y (mod a) sledi a | x − y. Tako�e, iz x ≡ y (mod b) sledi b | x − y.

Ovo znaqi da [a, b] | x− y, tj. x ≡ y (mod [a, b]).

�
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1.1 Ojlerova funkcija

Definicija 1.2 Skup od n celih brojeva u kome ne postoji ni jedan par brojeva

kongruentnih po modulu n, gde je n prirodan broj ve�i od 1, zove se potpuni

sistem ostataka po modulu n.

Primer 1.2 Skupovi {0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} i {16,−7, 34, 11,−36, 21,−10, 31} su potpuni

sistemi ostataka po modulu 8.

Definicija 1.3 Skup svih elemenata potpunog sistema ostataka po modulu n

koji su uzajamno prosti sa n naziva se svedeni (redukovani) sistem ostataka

po modulu n.

Primer 1.3 Skupovi {1, 3, 5, 7} i {−7, 11, 21, 31} su svedeni sistemi ostataka po

modulu 8.

Definicija 1.4 Broj prirodnih brojeva koji nisu ve�i od datog prirodnog

broja n, n > 1, i uzajamno su prosti sa ǌim, tj. broj elemenata proizvoǉnog

svedenog sistema ostataka po modulu n, oznaqava se sa ϕ(n). Funkcija ϕ defini-

sana na ovaj naqin, pri qemu je ϕ(1) = 1, zove se Ojlerova funkcija.

Ako je p prost broj, onda je ϕ(p) = p− 1.

ϕ(1) = ϕ(2) = 1, ϕ(3) = ϕ(4) = ϕ(6) = 2 itd.

Teorema 1.4 Neka je n prirodan broj ve�i od 1 i a ceo broj, tako da je (a, n) = 1.

Ako je {x1, x2, ..., xϕ(n)} svedeni sistem ostataka po modulu n, onda je i

{ax1, ax2, ..., axϕ(n)} svedeni sistem ostataka po modulu n.

Dokaz: Tvr�eǌe sledi iz qiǌenice da skup {ax1, ax2, ..., axϕ(n)} sadrжi ϕ(n)

celih brojeva, me�u kojima nema kongruentnih po modulu n i svaki od ǌih je

uzajamno prost sa n.

�

Primer 1.4 Neka je n = 12 i a = 7. Tada su n i a uzajamno prosti, pa je skup

{7 · 0, 7 · 1, 7 · 2, ..., 7 · 11} = {0, 7, 14, ..., 77} potpuni sistem ostataka po modulu 12, a

skup {7 · 1, 7 · 5, 7 · 7, 7 · 11} = {7, 35, 49, 77} je svedeni sistem ostataka po modulu 12.

Teorema 1.5 Ojlerova funkcija je multiplikativna u aritmetiqkom smislu, tj.

ako su m i n uzajamno prosti prirodni brojevi, onda je ϕ(mn) = ϕ(m)ϕ(n).

Teorema 1.6 Neka su pi prosti i αi prirodni brojevi, 1 6 i 6 k. Ako je n =

pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k kanonska faktorizacija prirodnog broja n, onda je

ϕ(n) = n

(

1−
1

p1

)(

1−
1

p2

)

· · ·

(

1−
1

pk

)

= pα1−1
1 pα2−1

2 · · · pαk−1
k (p1 − 1)(p2 − 1) · · · (pk − 1).
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Dokaz: Neka je n = pα, za neki prost broj p i neki prirodan broj α. Me�u

prirodnim brojevima od 1 do pα ima pα−1 brojeva koji nisu uzajamno prosti sa

pα, tj. brojeva koji su deǉivi sa p. To su

p, 2p, ..., p2, ..., pα.

Dakle, me�u prirodnim brojevima od 1 do pα ima pα − pα−1 brojeva uzajamno

prostih sa pα, tj.

ϕ(pα) = pα − pα−1 = pα
(

1−
1

p

)

.

Ako je, sada, n = pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k kanonska faktorizacija broja n, primenom

prethodne teoreme (vixe puta) imamo:

ϕ(n) = ϕ(pα1

1 )ϕ(pα2

2 ) · · ·ϕ(pαk

k )

= pα1

1

(

1−
1

p1

)

pα2

2

(

1−
1

p2

)

· · · pαk

k

(

1−
1

pk

)

= n

(

1−
1

p1

)(

1−
1

p2

)

· · ·

(

1−
1

pk

)

.

�

Primer 1.5 ϕ(2020) = ϕ(22 · 51 · 1011) = 21 · 50 · 1010(2− 1)(5− 1)(101− 1) = 800.

Teorema 1.7 (Ojlerova teorema) Neka je n prirodan broj ve�i od 1, a ceo broj i

(a, n) = 1. Tada vaжi:

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz: Neka je {x1, x2, ..., xϕ(n)} svedeni sistem ostataka po modulu n. Tada je i

{ax1, ax2, ..., axϕ(n)} svedeni sistem ostataka po modulu n, jer je (a, n) = 1. Prema

tome, za svako xi postoji taqno jedan axj takav da je xi ≡ axj (mod n), pa je

(ax1)(ax2) · · · (axϕ(n)) ≡ x1x2 · · ·xϕ(n) (mod n),

odnosno

aϕ(n)x1x2 · · ·xϕ(n) ≡ x1x2 · · ·xϕ(n) (mod n).

Kako je (x1x2 · · ·xϕ(n), n) = 1, imamo da je

aϕ(n) ≡ 1 (mod n).

�

Napomena 1.1 Broj ϕ(n) nije najmaǌi prirodan broj k takav da je ak ≡ 1

(mod n).

Teorema 1.8 (Mala Fermaova teorema) Neka je p prost broj, a ceo broj i p ∤ a.

Tada je ap−1 ≡ 1 (mod p).
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Dokaz: Ako p ne deli a, onda je (a, p) = 1. Kako za svaki prost broj p vaжi

ϕ(p) = p− 1, zakǉuqujemo da je ovo specijalan sluqaj Ojlerove teoreme.

�

Posledica 1.1 Ako je p prost broj i a proizvoǉan ceo broj, onda vaжi ap ≡ a

(mod p).

Definicija 1.5 Neka su a i b celi brojevi razliqiti od 0 i n prirodan broj

ve�i od 1, pri qemu je (a, n) = 1. Broj b za koji vaжi ab ≡ 1 (mod n) naziva se

inverz broja a po modulu n. Pixemo a−1 = b (mod n).

Primer 1.6 Inverz broja 3 po modulu 4 je 3, jer je 3 · 3 = 9 ≡ 1 (mod 4). Inverz

broja 3 po modulu 5 je 2, jer je 3 · 2 = 6 ≡ 1 (mod 5).

Lema 1.1 Neka su a, b, x celi brojevi, a 6= 0 i n prirodan broj ve�i od 1. Kongruencija

ax ≡ b (mod n) uvek ima rexeǌe (po x) kada su a i n uzajamno prosti brojevi.

Dokaz: Uzmimo da je x ≡ a−1b (mod n).

�

Teorema 1.9 (Kineska teorema o ostacima) Neka su a1, a2, . . . , ar proizvoǉni celi

brojevi i neka su n1, n2, . . . , nr po parovima uzajamno prosti prirodni brojevi ve�i

od 1, tj. (ni, nj) = 1 za i 6= j. Tada postoji rexeǌe sistema kongruencija:

x ≡ a1 (mod n1), x ≡ a2 (mod n2), . . . , x ≡ ar (mod nr). (1.1)

Ako je x0 jedno rexeǌe sistema (1.1), onda je x rexeǌe sistema (1.1) ako i samo ako

je oblika x0 + kn, gde je k proizvoǉan ceo broj, a n = n1n2 · · ·nr.

Dokaz: Dokaz �emo izvesti za sistem dve kongruencije:

x ≡ a1 (mod n1), x ≡ a2 (mod n2),

pri qemu je (n1, n2) = 1.

Svako rexeǌe prve od ovih kongruencija je oblika x = a1 + yn1, y ∈ Z. Ono je

rexeǌe i druge od ovih kongruencija ako i samo ako je n1y ≡ a2 − a1 (mod n2).

Poxto su n1 i n2 uzajamno prosti, na osnovu prethodne leme sledi da posledǌa

kongruencija ima bar jedno rexeǌe y0, pa je x0 = a1 + n1y0 jedno zajedniqko

rexeǌe datog sistema kongruencija.

Daǉe, ako su x0 i x′
0 bilo koja zajedniqka rexeǌa datih kongruencija, iz

x0 ≡ a1 (mod n1) i x′
0 ≡ a1 (mod n1) sledi da n1 | x0 − x′

0. Sliqno se dokazuje da

n2 | x0 − x′
0, pa [n1, n2] | x0 − x′

0. Kako su n1 i n2 uzajamno prosti, onda je

[n1, n2] = n1n2, tj. x0 ≡ x′
0 (mod n1n2).

�
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Primer 1.7 Reximo slede�i sistem linearnih kongruencija:

x ≡ 3 (mod 5), x ≡ 4 (mod 11).

Primetimo da x moжemo zapisati u obliku 5k + 3 i 11m + 4, za neke cele

brojeve k i m. Dakle,

x = 5k + 3 = 11m+ 4.

Posmatraǌem kongruencije po modulu 5 dobijamo:

11m+ 4 ≡ 3 (mod 5) =⇒ m ≡ −1 (mod 5).

Iz jednakosti m = 5m1 − 1, m1 ∈ Z, dobijamo x = 11(5m1 − 1) + 4 = 55m1 − 7.

Dakle, x ≡ −7 ≡ 48 (mod 55), xto nas dovodi do rexeǌa poqetnog sistema

linearnih kongruencija x = 55k1 + 48, za neki ceo broj k1.

1.2 Zadaci

1.1. Izraqunati 298 (mod 33).

Zadatak �emo rexiti na dva naqina.

Naqin 1: Primetimo da 33 nije prost broj i da iz tog razloga ne moжemo di-

rektno da iskoristimo Malu Fermaovu teoremu. Me�utim, ova teorema �e nam

biti veoma korisna u ovom naqinu rexavaǌa. Naime, kako je 33 = 3 · 11 i 2 ∤ 3, 11,

moжemo izraqunati koliko je 298 (mod 3) i 298 (mod 11) korix�eǌem Male Fer-

maove teoreme, a zatim iskoristiti ove rezultate i primeniti Kinesku teoremu

o ostacima kako bismo doxli do жeǉenog rexeǌa.

Vaжi slede�e: 23−1 = 22 ≡ 1 (mod 3) i 211−1 = 210 ≡ 1 (mod 11). Korix�eǌem

ovih kongruencija dobijamo:

298 =
(

22
)49

≡ 149 ≡ 1 (mod 3)

i

298 =
(

210
)9

· 28 ≡ 1 · 256 ≡ 3 (mod 11).

Neka je sada 298 = x. Reximo sistem kongruencija:

x ≡ 1 (mod 3), x ≡ 3 (mod 11).

Iz navedenog sistema dobijamo slede�u jednakost: x = 3k + 1 = 11l + 3, za neke

cele brojeve k i l. Korix�eǌem ove jednakosti imamo 11l+3 ≡ 1 (mod 3) =⇒ 2l ≡ 1

(mod 3). Kako nam je potrebno l (mod 3), moramo na�i inverz broja 2 po modulu 3.

Proverom nalazimo da je inverz broja 2 (mod 3) jednak 2, pa mnoжeǌem posledǌe

9



kongruencije sa 2, dobijamo l ≡ 2 (mod 3), tj. l = 3m + 2, za neki ceo broj m.

Korix�eǌem ove jednakosti dobijamo:

x = 11(3m+ 2) + 3 = 33m+ 25,

xto nas dovodi do rexeǌa zadatka

298 = x ≡ 25 (mod 33).

Naqin 2: Kako Ojlerova teorema vaжi kod sloжenih modula, u ovom sluqaju

�emo ǌu iskoristiti.

Najpre, prona�imo vrednost Ojlerove funkcije za 33. ϕ(33) = ϕ(3 · 11) =

33
(

1− 1
3

) (

1− 1
11

)

= (3 − 1)(11 − 1) = 20. Sada, primenom Ojlerove teoreme, do-

bijamo 2ϕ(33) = 220 ≡ 1 (mod 33). Primenom na zadati problem, dobijamo

x = 298 =
(

220
)5

2−2 ≡ 4−1 (mod 33).

Mnoжeǌem posledǌe kongruencije sa 4, dobijamo 4x ≡ 1 (mod 33). U ovom trenutku

je potrebno da na�emo inverz broja 4 (mod 33). Proverom nalazimo da je 25 in-

verz broja 4 (mod 33), pa mnoжeǌem sa 25 dobijamo x ≡ 25 (mod 33). Ovo nam daje

traжeno rexeǌe zadatka x = 298 ≡ 25 (mod 33). △

1.2. Pokazati da je 2n−1 ≡ 1 (mod n) za n = 73 · 37.

Rexeǌe: Primetimo da su 73 i 37 prosti brojevi. Pokuxajmo sa Malom Fer-

maovom teoremom. Primenom ove teoreme dobijamo:

272 ≡ 1 (mod 73) i 236 ≡ 1 (mod 37).

Korix�eǌem druge kongruencije moжemo zakǉuqiti da

272 = (236)2 ≡ 12 ≡ 1 (mod 37).

Sada, primenom Teoreme 1.3 na prethodne kongruencije, zakǉuqujemo da je 272 ≡ 1

(mod [73, 37]), a kako je (73, 37) = 1, onda je 272 ≡ 1 (mod 73 · 37). Iz ovoga moжemo

zakǉuqiti da je 272·37 ≡ 137 ≡ 1 (mod 73 · 37). Posmatrajmo sada 2n−1, tj. 273·37−1.

273·37−1 = 272·37+37−1 = 272·37 · 236 ≡ 236 (mod 73 · 37).

Kako je 236 = (29)4 ≡ 14 ≡ 1 (mod 73), zakǉuqujemo da je 236 ≡ 1 (mod 73 ·37). Dakle,

273·37−1 ≡ 1 (mod 73 · 37). △

1.3. Dokazati da je za svaki paran broj n broj 20n + 16n − 3n − 1 deǉiv sa 323.

10



Rexeǌe: Kako je broj 323 sloжen, ako dokaжemo da je dati broj deǉiv svakim od

prostih qinioca broja 323, zavrxili smo sa dokazom.

323 = 17 · 19. Neka je n proizvoǉan paran broj.

Ispitajmo prvo sluqaj deǉivosti sa 17. Krenimo od osnova koje su date.

Primetimo da vaжi 20 ≡ 3 (mod 17). Primenom Teoreme 1.2 na ovu kongruen-

ciju, dobijamo 20n ≡ 3n (mod 17). Tako�e, vaжi i slede�a implikacija: 16 ≡ −1

(mod 17) =⇒ 16n ≡ (−1)n (mod 17). Kako je n paran broj, (−1)n = 1, xto znaqi da je

16n ≡ 1 (mod 17). Ako se vratimo na problem dat u zadatku i primenimo dobijene

kongruencije po modulu 17, dobijamo

20n + 16n − 3n − 1 ≡ 3n + 1− 3n − 1 ≡ 0 (mod 17).

Dakle, pokazali smo da 17 | 20n + 16n − 3n − 1.

Posmatrajmo sada xta se dexava po modulu 19. Ponovo, primenom Teoreme

1.2, dobijamo slede�e implikacije:

20 ≡ 1 (mod 19) =⇒ 20n ≡ 1 (mod 19)

i

16 ≡ −3 (mod 19) =⇒ 16n ≡ (−3)n ≡ 3n (mod 19).

Iz ovoga sledi

20n + 16n − 3n − 1 ≡ 1 + 3n − 3n − 1 ≡ 0 (mod 19).

Dakle, pokazali smo i da 19 | 20n + 16n − 3n − 1.

Iz ovoga sledi da 323 | 20n + 16n − 3n − 1. △

1.4. Dokazati da je broj 22225555 + 55552222 deǉiv sa 7.

Rexeǌe: Ono xto odmah moжemo primetiti jeste da je 2222 + 5555 = 7777 ≡ 0

(mod 7), xto znaqi da je 5555 ≡ −2222 (mod 7). Moжe se proveriti da je ostatak

koji dobijamo prilikom deǉeǌa broja 2222 sa 7 jednak 3, pa je 2222 ≡ 3 (mod 7).

Ovim razmatraǌem zadatak svodimo na ispitivaǌe deǉivosti sa 7 broja

35555 + 32222. Ovaj zbir moжemo zapisati na slede�i naqin:

35555 + 32222 = 32222
(

33333 + 1
)

.

Kako 32222 nije deǉivo sa 7, ostaje nam da pokaжemo da je 33333 + 1 deǉivo sa

7. Primenom Male Fermaove teoreme zakǉuqujemo da je 36 ≡ 1 (mod 7). Kako je

3333 ≡ 3 (mod 6), dobijamo da je

33333 + 1 = 36k+3 + 1 =
(

36
)k

33 + 1 ≡ 1 · 27 + 1 ≡ 0 (mod 7),

11



a ovo smo жeleli da dokaжemo. △

1.5. Izraqunati posledǌe 2 cifre broja 143
2020

.

Rexeǌe: Nauqili smo do sad da ostatak koji dobijemo prilikom deǉeǌa nekog

broja nekom dekadnom jedinicom predstavǉa posledǌe cifre tog broja, i to ono-

liko posledǌih cifara koliko nula ima dekadna jedinica kojom delimo. Ovu

qiǌenicu �emo koristiti prilikom rexavaǌa zadataka ovog tipa, kada se traжe

posledǌe cifre nekog broja. U ovom konkretnom sluqaju traжi�emo ostatak pri-

likom deǉeǌa zadatog broja sa 100, odnosno 143
2020

(mod 100).

Kako je 100 = 4 ·25 i (4, 25) = 1, bi�e nam lakxe da izraqunamo koliko je 143
2020

(mod 4) i 143
2020

(mod 25), a zatim da primenimo Kinesku teoremu o ostacima i

do�emo do konaqnog rexeǌa.

Izraqunajmo prvo 143
2020

(mod 4). Jasno je da je svaki paran broj, dignut na

eksponent koji je ve�i ili jednak od dva, deǉiv sa 4. Kako je 14 paran broj, odmah

moжemo zakǉuqiti da je 143
2020

≡ 0 (mod 4).

Prona�imo sada 143
2020

(mod 25). Kako je (14, 25) = 1 i ϕ(25) = 5(5− 1) = 20, iz

Ojlerove teoreme sledi 1420 ≡ 1 (mod 25). Ostaje nam da vidimo xta se dexava

sa 32020 (mod 20). Primetimo da je 34 = 81 ≡ 1 (mod 20). Iz ovoga sledi:

32020 =
(

34
)505

≡ 1505 ≡ 1 (mod 20) =⇒ 32020 = 20k + 1, k ∈ Z

=⇒ 143
2020

= 1420k+1 =
(

1420
)k

141 ≡ 1k · 14 ≡ 14 (mod 25).

Neka je 143
2020

= x. Iz prethodnog razmatraǌa dobijamo slede�i sistem kon-

gruencija qije rexeǌe �e biti traжeno rexeǌe zadatka:

x ≡ 0 (mod 4), x ≡ 14 (mod 25).

Iz druge kongruencije imamo x = 25l + 14 za neki ceo broj l. Ubacivaǌem ove

jednakosti u prvu kongruenciju, dobijamo 25l + 14 ≡ 0 (mod 4). Kako je 25 ≡ 1

(mod 4) i 14 ≡ 2 (mod 4), iz prethodne kongruencije sledi l+2 ≡ 0 (mod 4) =⇒ l ≡

−2 (mod 4) =⇒ l = 4m− 2 za neki ceo broj m. Dakle,

x = 25(4m− 2) + 14 = 100m− 36 =⇒ 143
2020

= x ≡ −36 ≡ 64 (mod 100).

Ovim smo pokazali da se broj 143
2020

zavrxava na 64. △
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1.6. (a) Ako je a ceo, a n prirodan broj, dokazati da je broj a
(

a2n − 1
)

deǉiv sa

6.

(b) Ako je a neparan ceo broj, a n prirodan broj, dokazati da je broj a
(

a2n − 1
)

deǉiv sa 24.

Rexeǌe: Prime�ujemo da i u delu (a) i u delu (b) ispitujemo deǉivost broja

a
(

a2n − 1
)

. Kako je a2n − 1 =
(

a2
)n

− 1n, ovo moжemo raspisati kao razliku n-tih

stepena:
(

a2
)n

− 1n =
(

a2 − 1
)

(

a2(n−1) + a2(n−2) + . . .+ a2 + 1
)

.

Iz ovoga sledi a2 − 1 | a2n − 1.

(a) Posmatrajmo xta se dexava sa a(a2 − 1). Moжemo primetiti slede�e:

a(a2 − 1) = a(a− 1)(a+ 1) = (a− 1)a(a+ 1).

Prime�ujemo da je na desnoj strani prethodne jednakosti proizvod 3 uzastopna

cela broja. Ovo znaqi da je taqno jedan od tih brojeva deǉiv sa 3 i bar jedan

broj deǉiv sa 2. Dakle, 2 | a(a2 − 1), 3 | a(a2 − 1). Ovo znaqi da:

6 | a(a2 − 1) =⇒ 6 | a(a2n − 1).

(b) Kako je a neparan ceo broj, moжemo ga zapisati u obliku a = 2m + 1, za

neki ceo broj m. Tada je

a(a2 − 1) = (a− 1)a(a+ 1) = 2m(2m+ 1)(2m+ 2) = 4m(m+ 1)(2m+ 1).

Oqigledno je da 4 | a(a2 − 1). Kako 2 | m(m + 1), zakǉuqujemo da 8 | a(a2 − 1). S

obzirom na to da smo u delu pod (a) dokazali da 3 | a(a2 − 1), zakǉuqujemo da

24 | a(a2 − 1), a ovim dokazujemo da je broj a
(

a2n − 1
)

deǉiv sa 24. △

1.7. Bez upotrebe kalkulatora odrediti cifre koje stoje umesto slova a i b u

izrazu

4510 = 34050628ab6015625.

Rexeǌe: Primetimo slede�e: 45 ≡ 0 (mod 9), xto znaqi da je 4510 ≡ 0 (mod 9).

Znamo da je broj deǉiv sa 9 ako i samo ako je zbir ǌegovih cifara deǉiv sa 9.

Primenom na zadati broj dobijamo slede�e:

53 + a+ b ≡ 0 (mod 9) =⇒ a+ b ≡ −53 ≡ 1 (mod 9).

Kako a, b ∈ {0, 1, 2, ..., 9}, mogu�a su dva sluqaja:

a+ b = 1 ∨ a+ b = 10. (1.2)
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Me�utim, ovo nam nije dovoǉno da bismo doxli do rexeǌa. Da li moжemo

na sliqan naqin da do�emo do veze izme�u a i b koja bi nas dovela do rexeǌa

zadatka? Odgovor je potvrdan, ali moramo malo da se dovijamo. Bilo bi dobro

ako bismo na neki naqin iskoristili pravilo deǉivosti sa 11. Ono kaжe da je

dati broj deǉiv sa 11 ako i samo ako je zbir cifara na parnim pozicijama datog

broja kongruentan sa zbirom cifara na neparnim pozicijama tog broja po modulu

11.

Kako je 45 ≡ 1 (mod 11), imamo da je 4510 ≡ 1 (mod 11). Iz ovoga zakǉuqujemo

da je 4510 − 1 deǉivo sa 11, pa �emo posmatrati cifre na parnim i neparnim

mestima ovog broja. Tako dolazimo do slede�e kongruencije:

22 + a ≡ 30 + b (mod 11) =⇒ a− b ≡ 8 (mod 11).

Kako su a i b cifre, imamo da vaжi −9 6 a − b 6 9. Ova qiǌenica i prethodno

razmatraǌe daju nam slede�e dve mogu�nosti:

a− b = −3 ∨ a− b = 8. (1.3)

Iz (1.2) i (1.3) dobijamo 4 sistema jednaqina. Jednostavnim raqunom vide�emo

da samo jedan sistem ima rexeǌe. To je sistem jednaqina a + b = 10; a − b = 8.

Rexavaǌem dolazimo do rexeǌa a = 9 i b = 1. △

1.8. Neka su n1 < n2 < · · · < n31 prosti brojevi. Dokazati da ako 30 deli

n4
1 + n4

2 + · · ·+ n4
31, onda su me�u datim brojevima 3 uzastopna prosta broja.

Rexeǌe: Oznaqimo najpre S = n4
1 + n4

2 + · · · + n4
31 i A = {n1, n2, . . . , n31}. Ako 30 | S,

onda i 2 | S, 3 | S i 5 | S.

Qiǌenica da 2 | S govori nam da je S paran broj, a ovo �e znaqiti da 2 ∈ A.

Kako? Pretpostavimo suprotno, 2 6∈ A. Ovo znaqi da su svi ni, i ∈ {1, 2, . . . , 31},

neparni, pa i svi n4
i su neparni, xto znaqi da je S zbir neparnog broja neparnih

brojeva, pa je S neparan. Kontradikcija. Dakle, 2 ∈ A.

Na sliqan naqin �emo pokazati da 3 ∈ A. Pretpostavimo suprotno, 3 6∈ A.

Ovo znaqi da je ni ≡ ±1 (mod 3), tj. n4
i ≡ 1 (mod 3), za i ∈ {1, 2, . . . , 31}. Iz ovoga

sledi da je S ≡ 31 ≡ 1 (mod 3). Kontradikcija, jer smo videli na poqetku da 3 | S.

Dakle, i 3 ∈ A.

Moжemo li pokazati da i 5 ∈ A? Pretpostavimo da 5 6∈ A. Tada, primenom

Male Fermaove teoreme, zakǉuqujemo da je n4
i ≡ 1 (mod 5), za i ∈ {1, 2, . . . , 31}.

Ovo nam govori da je S ≡ 31 ≡ 1 (mod 5), a ovo je u kontradikciji sa qiǌenicom

da 5 | S. Dakle, i 5 ∈ A.

Kako su 2, 3 i 5 tri uzastopna prosta broja, prethodnim razmatraǌem smo

dokazali zadato tvr�eǌe. △
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1.9. Odrediti, ako postoji, prost broj p takav da p2 | 5p
2

+ 1.

Rexeǌe: Pretpostavimo da postoji prost broj p koji zadovoǉava traжeni uslov.

Tada, prema Posledici 1.1 Male Fermaove teoreme, imamo 5p ≡ 5 (mod p). Ste-

penovaǌem ove kongruencije sa p dobijamo 5p
2

≡ 5p (mod p), pa je

5p
2

≡ 5p ≡ 5 (mod p),

a odavde zakǉuqujemo da je

5p
2

+ 1 ≡ 6 (mod p). (1.4)

S druge strane, iz uslova p2 | 5p
2

+ 1, sledi da p | 5p
2

+ 1, tj.

5p
2

+ 1 ≡ 0 (mod p). (1.5)

Iz (1.4) i (1.5) sledi 6 ≡ 0 (mod p), xto znaqi da p ∈ {2, 3}. Ispitajmo svaki od

ovih brojeva.

Za p = 2 imamo

52
2

+ 1 = 54 + 1 = 626 ≡ 2 (mod 22),

xto znaqi da p = 2 ne zadovoǉava uslov zadatka.

Za p = 3 imamo

53
2

+ 1 = 59 + 1 = 1 953 126 = 9 · 217 014 ≡ 0 (mod 32).

Dakle, p = 3 je jedini prost broj koji zadovoǉava uslov zadatka. △

1.10. U tablici 10× 10

0 1 2 . . . 9

9 0 1 . . . 8

8 9 0 . . . 7
...

...
...

...
...

1 2 3 . . . 0

zaokruжeno je 10 elemenata, u svakoj vrsti i koloni po jedan. Dokazati da su

me�u ǌima barem dva jednaka.

Rexeǌe: Ideja je da posmatramo svaki od brojeva u tablici i da zakǉuqimo na

koji naqin su dati brojevi povezani sa vrstama i kolonama kojima pripadaju.

Ako malo boǉe pogledamo, moжemo uoqiti da je svaki broj u tablici ko-

ngruentan po modulu 10 sa zbirom prvog broja u vrsti i prvog broja u koloni

kojoj pripada. Kako je zaokruжen po jedan broj iz svake vrste i svake kolone,

15



prethodni zakǉuqak �e nam biti veoma koristan. Naime, zbir zaokruжenih bro-

jeva je po modulu 10 kongruentan sa

(0 + 1 + 2 + · · ·+ 9) + (0 + 9 + 8 + · · ·+ 1) = 90 ≡ 0 (mod 10).

Da bismo dokazali tvr�eǌe pretpostavi�emo suprotno, tj. da su svi zaokruжeni

brojevi me�usobno razliqiti. Tada za zbir tih brojeva vaжi

0 + 1 + 2 + · · ·+ 9 = 45 ≡ 5 (mod 10),

a ovo je u kontradikciji sa prethodnom kongruencijom. Dakle, me�u zaokruжenim

brojevima su bar dva jednaka. △
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GLAVA 2

Poredak broja po datom modulu

Zadatak 2.1. Ispituju�i sluqaj n = 561, dokazati da nije taqno slede�e: ako za

svako a ∈ Z uzajamno prosto sa n vaжi an−1 ≡ 1 (mod n), onda je n prost broj.

Rexeǌe: Imamo n = 561 = 3 · 11 · 17. Za svako a koje nije deǉivo sa 3, 11 ili 17

vaжi a2 ≡ 1 (mod 3), a10 ≡ 1 (mod 11) i a16 ≡ 1 (mod 17). Stepenovaǌem ove tri

kongruencije sa eksponentima 280, 56, 35 redom dobijamo a560 ≡ 1 po modulima 3, 11

i 17. Dakle, a560 ≡ 1 (mod 561). △

Napomena 2.1 Brojevi n sa ovim svojstvom se zovu Karmajklovi brojevi. Jedini

Karmajklov broj maǌi od 1000 je n = 561.

Primetimo da iz rexeǌa prethodnog zadatka sledi da je a80 ≡ 1 (mod 561),

xto je jaqe od tvr�eǌa Ojlerove teoreme po kome je a320 ≡ 1 (mod 561) (jer je

ϕ(561) = 2 ·10 ·16 = 320). Ovo nam sugerixe da eksponent ϕ(n) u Ojlerovoj teoremi

moжe u opxtem sluqaju da se poboǉxa.

2.1 Karmajklova funkcija

Definicija 2.1 Karmajklova funkcija λ : N −→ N definixe se na slede�i

naqin:

(1) λ(1) = 1, λ(2) = 1, λ(4) = 2, λ(2α) = 2α−2, za α > 3

(2) λ(pα) = pα−1(p− 1), za neparan prost broj p i prirodan broj α

(3) λ(pα1

1 pα2

2 · · · pαk

k ) = [λ(pα1

1 ), λ(pα2

2 ), ..., λ(pαk

k )]

Oqigledno, λ(n) deli ϕ(n). Na primer, λ(56) =
[

λ(71), λ(23)
]

=
[

7− 1, 23−2
]

=

[6, 2] = 6 deli ϕ(56) = 56
(

1− 1
7

) (

1− 1
2

)

= 24.
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Teorema 2.1 (Karmajklova teorema) Neka je n prirodan broj ve�i od 1, a ceo broj

i (a, n) = 1. Tada vaжi:

aλ(n) ≡ 1 (mod n).

Dokaz: Dovoǉno je pokazati da vaжi aλ(p
α) ≡ 1 (mod pα) za svaki prost broj p

i α > 0. Poxto λ(pα) | λ(n) kad god pα | n, stepenovaǌem sa λ(n)/λ(pα) �e slediti

da pα | aλ(n) − 1 i odatle n | aλ(n) − 1.

Ako je p neparno, aλ(p
α) = aϕ(pα) ≡ 1 (mod pα) vaжi po Ojlerovoj teoremi. U

sluqaju p = 2 i α > 3 je aλ(2
α) − 1 = a2

α−2

− 1 = (a2 − 1)
∏α−3

k=1 (a
2k − 1), pri qemu

23 | a2 − 1 i svi ostali qinioci su parni, odakle sledi tvr�eǌe.

�

Ako je n prost broj, Karmajklova teorema ne daje poboǉxaǌe Fermaove jer je

tada λ(n) = n− 1. Me�utim, u opxtem sluqaju poboǉxaǌe je qesto znaqajno.

Primer 2.1 Po Karmajklovoj teoremi je a60 ≡ 1 (mod N) za (a,N) = 1, gde je

N = 24 · 32 · 52 · 7 · 11 · 13 · 31 · 61, jer je λ(N) = [4, 6, 20, 6, 10, 12, 30, 60] = 60. Pore�eǌa

radi, ϕ(N) = 213 · 35 · 54 = 1 244 160 000.

2.2 Poredak po modulu

Ojlerova, Mala Fermaova i Karmajkova teorema vaжe za svaki ceo broj a

koji je uzajamno prost sa datim modulom n. U ciǉu ispitivaǌa ponaxaǌa ste-

pena datog broja a po datom modulu n, uvodimo pojam poretka po modulu.

Definicija 2.2 Za prirodan broj n > 1 i ceo broj a uzajamno prost sa n,

poredan broja a po modulu n je najmaǌi prirodan broj δ za koji vaжi

aδ ≡ 1 (mod n), odnosno,

δn(a) = min{k ∈ N | ak ≡ 1 (mod n)}.

Na primer, δ11(3) = 5, jer je 35 ≡ 1 (mod 11) i 3i 6≡ 1 (mod 11) za 1 6 i 6 4.

Primer 2.2 U tabeli ispod dat je poredak broja a po modulu 11, odnosno 13.

a (mod 11) (mod 13)

1 1 1

2 10 12

3 5 3

4 5 6

5 5 4

6 10 12

a (mod 11) (mod 13)

7 10 12

8 10 4

9 5 3

10 2 6

11 12

12 2
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Teorema 2.2 Neka je n prirodan broj ve�i od 1 i a ceo broj uzajamno prost sa n.

Tada, za m ∈ N0, vaжi slede�a ekvivalencija:

am ≡ 1 (mod n) ⇐⇒ δn(a) | m.

Dokaz: Ako δn(a) | m, onda je m = q · δn(a) za neki ceo broj q. Dakle,

am =
(

aδn(a)
)q

≡ 1 (mod n).

Obrnuto, neka je m = (δn(a))q + r, 0 6 r < δn(a), q ∈ Z. Primetimo slede�e:

a(δn(a))q+r = am ≡ 1 (mod n)

=⇒ a(δn(a))qar ≡ 1 (mod n)

=⇒ ar ≡ 1 (mod n).

Kako je r < δn(a), a prema Definiciji 2.2 δn(a) je najmaǌi prirodan stepen

broja a koji je kongruentan sa 1 po modulu n, sledi da r nije prirodan broj.

Dakle, r = 0, tj. δn(a) | m. Ovim smo dokazali datu ekvivalenciju.

�

Teorema 2.3 Neka je n prirodan broj ve�i od 1 i a ceo broj uzajamno prost sa n.

Poredak δn(a) broja a po modulu n deli broj ϕ(n). Niz 1, a, a2, ... je periodiqan po

modulu n sa minimalnim periodom δ = δn(a).

Dokaz: Iz Ojlerove teoreme imamo aϕ(n) ≡ 1 (mod n). Korix�eǌem prethodne

teoreme za m = ϕ(n), dokazujemo prvi deo tvr�eǌa, tj. δn(a) | ϕ(n).

Periodiqnost moжemo jednostavno pokazati. Naime, vaжi:

ak+δ = akaδ ≡ ak · 1 = ak (mod n).

�

Napomena 2.2 1, a, a2, ..., aδ−1 su me�usobno razliqiti po modulu n.

Primer 2.3 Posmatrajmo ostatke brojeva 1, 2, 22, 23, 24, 25, 26, ... pri deǉeǌu sa 7.

Ostaci su redom 1, 2, 4, 1, 2, 4, 1, 2, 4, ... - prime�ujemo da se niz 1, 2, 4 periodiqno

ponavǉa, sa periodom 3, i da se ne pojavǉuju ostaci 0, 3, 5, 6. Me�utim, ako umesto

stepena broja 2 posmatramo stepene broja 3 pri deǉeǌu sa 7, dobijamo redom

ostatke 3, 2, 6, 4, 5, 1. Ovoga puta, ostaci se ponavǉaju sa periodom 6 i svi ostaci

po modulu 7 osim nule su tu. Prime�ujemo da je δ7(2) = 3 i δ7(3) = 6.
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Slede�e jednostavno pomo�no tvr�eǌe je veoma vaжno.

Teorema 2.4 Neka je a ceo broj i m,n prirodni brojevi. Tada vaжi:

(am − 1, an − 1) = a(m,n) − 1.

Dokaz: Oznaqimo d = (am − 1, an − 1) . Kako a(m,n)− 1 deli brojeve am− 1 i an− 1

(npr. ako je m = k(m,n), onda je am − 1 = (a(m,n) − 1)(a(k−1)(m,n) + · · ·+ a(m,n) + 1)),

broj d je deǉiv sa a(m,n) − 1.

S druge strane, poznato je da postoje prirodni brojevi x, y takvi da je (m,n) =

mx−ny, odakle sledi 1 ≡ amx ≡ any ·a(m,n) ≡ a(m,n) (mod d). Dakle, d deli a(m,n)−1,

xto povlaqi d = a(m,n) − 1.

�

Posledica 2.1 Neka su a i b uzajamno prosti celi brojevi i m,n prirodni

brojevi. Tada vaжi:

(am − bm, an − bn) = a(m,n) − b(m,n).

Dokaz: Oznaqimo d = (am − bm, an − bn) . Oqigledno a(m,n) − b(m,n) | d.

S druge strane, ako je c ∈ Z takvo da je bc ≡ 1 (mod d), onda d deli (ac)m − 1

i (ac)n − 1. Dakle, d | (ac)(m,n) − 1, xto mnoжeǌem sa b(m,n) daje d | a(m,n) − b(m,n).

�

U Primeru 2.3 smo videli da je 2n − 1 deǉivo sa 7 za 3 | n, tj. δ7(2) = 3.

Zanima�e nas i za koje n je 2n − 1 deǉivo nekim ve�im stepenom sedmice.

Zadatak 2.2. Na�i sve n ∈ N za koje je 2n − 1 deǉivo sa 49.

Rexeǌe: Jasno je da je takvo n deǉivo sa 3. Oznaqimo n = 3m, m ∈ N. Tada je

2n = 23m = 8m = (1 + 7)m, xto se po binomnoj formuli razvija kao

(1 + 7)m = 1 +

(

m

1

)

7 +

(

m

2

)

72 + · · ·+

(

m

m− 1

)

7m−1 +

(

m

m

)

7m.

Svi sabirci osim prva dva su deǉivi sa 72. Prema tome, 2n ≡ 1 + 7m (mod 72).

Zakǉuqujemo da je 2n ≡ 1 (mod 72) ako i samo ako je m deǉivo sa 7, tj. ako i

samo ako 21 | n. Drugim reqima, δ49(2) = 21. △

Napomena 2.3 Analogan naqin razmixǉaǌa moжemo primeniti i u opxtem

sluqaju.

Teorema 2.5 Neka je p > 2 prost broj, a 6= 1 ceo i n prirodan broj. Ako pk‖a − 1 i

pl‖n, za k ∈ N, l ∈ N0, onda pk+l‖an − 1.
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Dokaz: Imamo a = pkB + 1 za neki ceo broj B koji nije deǉiv sa p. Tada je po

binomnoj formuli

an − 1 =
(

1 + pkB
)n

− 1 = npkB +

(

n

2

)

p2kB2 + · · ·+ pnkBn. (2.1)

Tvr�eǌe dokazujemo indukcijom po l. Za l = 0 i l = 1, oqigledno su svi sabirci

na desnoj strani jednakosti (2.1) osim prvog deǉivi sa pk+l+1, dok je prvi taqno

deǉiv sa pk+l, odakle sledi pk+l‖an − 1.

Neka je l = t > 1. Na osnovu sluqaja l = 1 vaжi pk+1‖ap − 1. Poxto pt−1‖N, gde

je N = n/p, po induktivnoj pretpostavci za l = t − 1 primeǌenoj na A = ap i N

imamo p(k+1)+(t−1)‖AN − 1, tj. pk+t‖an − 1, qime smo dokazali indukcijski korak.

�

Posledica 2.2 Neka je p > 2 prost broj, a ceo broj i δ = δp(a) poredak broja a po

modulu p. Tada, za k ∈ N, l ∈ N0, iz pk‖aδ − 1 sledi δpk+l(a) = plδ.

Dokaz: Sledi iz Teoreme 2.5 primeǌene na aδ.

�

Za p = 2 Teorema 2.5 nije taqna: na primer, 2‖3 − 1, ali 23|32 − 1. Naime, u

ovom sluqaju nemamo bezuslovnu garanciju da pk+l+1 deli drugi sabirak u (2.1) -

ako je k = 1, onda pl−1‖
(

n
2

)

i odatle pk+l‖
(

n
2

)

p2kB2. Zato Teorema 2.5 za p = 2 vaжi

u malo izmeǌenom obliku, uz praktiqno isti dokaz.

Teorema 2.6 Neka je a (|a| > 1) neparan ceo broj, k, l ∈ N0 i neka 2k‖a2 − 1. Tada,

2k+l|an − 1 ako i samo ako 2l+1|n. �

Prethodne dve teoreme su specijalan sluqaj ”Leme o podizaǌu eksponenta”,

o kojoj �e vixe reqi biti u narednom poglavǉu. Na ovom mestu ih navodimo iz

razloga xto �emo ih koristiti u dokazima pojedinih teorema u nastavku ovog

poglavǉa.

2.3 Primitivni koren

Videli smo da poredak δn(a) deli broj ϕ(n). Moжemo li za dato n odabrati

a tako da je poredak δn(a) taqno jednako ϕ(n)? U Primeru 2.3 moжemo uoqiti

slede�e: ϕ(7) = 6 = δ7(3). Me�utim, da li moжemo prona�i takvo a za bilo koje

n?

Definicija 2.3 Neka je a ceo broj, n prirodan broj ve�i od 1 i (a, n) = 1. Tada

je broj a primitivni koren po modulu n ako je δn(a) = ϕ(n).
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Primer 2.4 Znamo da je ϕ(11) = 10 i ϕ(13) = 12. Ispostavǉa se da je a = 2

primitivni koren i po modulu 11 i po modulu 13. Pogledajmo slede�u tablicu.

2n (mod 11) (mod 13)

21 2 2

22 4 4

23 8 8

24 5 3

25 10 6

26 9 12

27 7 11

28 3 9

29 6 5

210 1 10

211 7

212 1

Primetimo da je 25 ≡ 10 ≡ −1 (mod 11) i 26 ≡ 12 ≡ −1 (mod 13). Kvadriraǌem

dobijamo 210 ≡ 1 (mod 11) i 212 ≡ 1 (mod 13). Tako�e moжemo primetiti da je

upravo δ11(2) = 10 i δ13(2) = 12, xto nas zaista uverava da je a = 2 primitivni

koren po modulima 11 i 13.

Teorema 2.7 Neka je a primitivni koren po modulu n. Tada brojevi

1 = a0, a1, a2, . . . , aϕ(n)−1

obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu n.

Dokaz: Dovoǉno je dokazati da me�u brojevima

a0, a1, a2, . . . , aϕ(n)−1

ne postoje dva koja su kongruentna po modulu n. Pretpostavimo suprotno, da

postoje i i j takvi da je

ai ≡ aj (mod n), 0 6 i < j 6 ϕ(n)− 1.

Tada je

aj−i ≡ 1 (mod n), 0 < j − i 6 ϕ(n)− 1

xto je suprotno pretpostavci da je a primitivni koren po modulu n.

�
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Posledica 2.3 Neka je p prost broj i a primitivni koren po modulu p. Tada

brojevi

1, a, a2, . . . , ap−2

obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu p.

Ovo se veoma lepo moжe videti u Primeru 2.4.

Proverom nalazimo da se primitivni koren moжe na�i za n = 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, ...

- na primer, a = 1, 2, 2, 3, 2, 2, 3, ... redom. Ispostavǉa se da primitivni koren

postoji po svakom prostom modulu. Da bismo ovo pokazali, podseti�emo se jednog

osnovnog tvr�eǌa o polinomima.

Tvr�eǌe 2.1 Polinom stepena d sa koeficijentima u poǉu F ima najvixe d nula

u poǉu F.

Na primer, F moжe da bude poǉe realnih ili kompleksnih brojeva. Me�utim,

nas ovde zanima Zp - poǉe ostataka po modulu prostog broja p. U tom poǉu,

Tvr�eǌe 2.1 nam zapravo kaжe slede�e:

Tvr�eǌe 2.2 Neka je p prost broj i P (x) polinom stepena d sa celim koefici-

jentima, pri qemu vode�i koeficijent nije deǉiv sa p. Tada jednaqina P (x) ≡ 0

(mod p) ima najvixe d rexeǌa po modulu p.

Lema 2.1 Neka je d prirodan broj i p prost broj za koji d | p−1. Tada je broj rexeǌa

kongruencije xd ≡ 1 (mod p) jednak je d.

Dokaz: Polinom xd−1 ima najvixe d nula po modulu p. S druge strane, polinom
xp−1−1
xd−1 je stepena p− 1− d, pa ima najvixe p− d nula po modulu p. Kako polinom

xp−1 − 1 ima taqno p− 1 nula (mod p), sledi tvr�eǌe.

�

Lema 2.2 (Gausova lema) Za svaki prirodan broj n vaжi

∑

d|n

ϕ(d) = n.

Dokaz: Tvrdimo da je, za svako d (d | n), broj elemenata x ∈ {1, 2, ..., n}, za koje

je (x, n) = n
d

jednak ϕ(d). Zaista, (x, n) = n
d

je ekvivalentno sa x = n
d
· k, gde je

k (1 6 k 6 d) ceo i (k, d) = 1, a ovakvih brojeva k ima taqno ϕ(d).

Sledi da je suma ϕ(d) po svim d | n jednaka broju svih elemenata x ∈ {1, 2, ..., n},

a to je n.

�
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Primer 2.5
∑

d|12

ϕ(d) = ϕ(1) + ϕ(2) + ϕ(3) + ϕ(4) + ϕ(6)

= 1 + 1 + 2 + 2 + 2 + 4 = 12.

Teorema 2.8 Za svaki prost broj p postoji primitivan koren po modulu p.

Dokaz: Pokazujemo indukcijom po prirodnim deliocima d broja p−1 da postoji

taqno ϕ(d) elemenata iz Zp poretka d.

Ovo je trivijalno za d = 1.

Pretpostavimo da je taqno za sve delioce broja p − 1 maǌe od d. Na osnovu

Leme 2.1 postoji taqno d elemenata Zp qiji poredak deli d. Po indukcijskoj

pretpostavci, me�u tih d elemenata taqno ϕ(e) ima poredak e, gde je e ma koji

delilac d maǌi od d. Preostalih d−
∑

d>e|d ϕ(e) elemenata imaju poredak d, a po

Lemi 2.2 je d−
∑

d>e|d ϕ(e) = ϕ(d), xto zavrxava indukciju.

Specijalno, ima ϕ(p− 1) elemenata poretka p− 1, tj. primitivnih korena.

�

Posledica 2.3 Ako je an − 1 deǉivo prostim brojem p za svako a, (a, p) = 1,

n ∈ N0, a ∈ Z, onda je n deǉivo sa p− 1.

Dokaz: Dovoǉno je ubaciti a = g, gde je g primitivni koren po modulu p.

�

Postojaǌe primitivnog korena g po prostom modulu p znaqi da je multiplika-

tivna grupa Z∗
p cikliqna, generisana elementom g. To je i razlog xto primitivni

koren qesto oznaqavamo slovom g.

Prime�ujemo da, osim po prostim modulima, primitivni koren postoji i za

module n = 4, 6, 9, 10 koji nisu prosti - npr. g = 3, 5, 2, 3 redom.

Teorema 2.9 Ako je p neparan prost broj i α prirodan, postoji primitivni koren

po modulima pα i 2pα.

Dokaz: Neka je g primitivni koren po modulu p. Pokaжimo prvo da postoji

primitivni koren po modulu p2.

Tvrdimo da je bar jedan od brojeva g, g + p primitivni koren po modulu p2

- tj. da ima poredak ϕ(p2) = p(p − 1) po modulu p2. Poretci ovih brojeva po

modulu p su jednaki p − 1, pa su ǌihovi poretci po modulu p2 deǉivi sa p− 1 -

dakle, jednaki su p− 1 ili p(p− 1). Ako ni g ni g + p nisu primitivni koreni po

modulu p2, imamo gp−1 ≡ (g + p)p−1 ≡ 1 (mod p2). Me�utim, binomni razvoj nam

daje (g + p)p−1 − gp−1 ≡ (p− 1)pgp−2 6≡ 0 (mod p2), kontradikcija.

Neka je sada g primitivni koren po modulu p2. Pokaжimo da je to tako�e
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primitivni koren po modulu pα.

Kako p taqno deli gp−1 − 1, po Teoremi 2.5 imamo da je gm − 1 deǉivo sa pα ako

i samo ako je m deǉivo sa pα−1(p− 1), tj. poredak g po modulu pα je jednak ϕ(pα),

xto smo i tvrdili.

Najzad, kako je ϕ(2pα) = ϕ(pα), svaki neparan primitivni koren po modulu

pα je ujedno i primitivni koren po modulu 2pα. Dakle, g ili g + pα zadovoǉava

uslove.

�

S druge strane, za neke module poput n = 8, 12, 15 ne postoji primitivni ko-

ren, jer po Karmajklovoj teoremi nijedan broj nema red ve�i od 2, 2, 4 redom po

datim modulima.

Ako postoji broj a qiji je poredak po modulu n jednak ϕ(n), iz Karmajklove

teoreme sledi da mora biti λ(n) = ϕ(n). To odmah iskǉuquje stepene dvojke ve�e

od 22. Xta vixe, iskǉuquje i sve brojeve n koji su jednaki proizvodu dva uza-

jamno prosta broja n1, n2 ve�a od 2, jer su λ(n1) i λ(n2) parni po definiciji, pa

je λ(n) = [λ(n1), λ(n2)] 6
1
2λ(n1)λ(n2) 6

1
2ϕ(n1)ϕ(n2) =

1
2ϕ(n) < ϕ(n). Tako dobijamo:

Teorema 2.10 Primitivni koren po modulu n (n ∈ N) postoji ako i samo ako n ∈

{2, 4}, n = pα ili n = 2pα za neki neparan prost broj p i prirodan broj α.

Dokaz: Svako n ∈ N koje nije u nekom od navedenih oblika je ili stepen dvojke

ve�i od 4 ili proizvod dva uzajamno prosta broja ve�a od 2, pa tvr�eǌe sledi

iz prethodnog razmatraǌa.

�

Teorema 2.11 Ako je am − 1, m ∈ N0, deǉivo prirodnim brojem n za svaki ceo broj

a, (a, n) = 1, onda je eksponent m deǉiv sa λ(n) (gde je λ Karmajklova funkcija).

Dokaz: Neka je n = 2αpα1

1 pα2

2 ...pαr
r , gde su pi razliqiti neparni prosti brojevi

i αi prirodni, 1 6 i 6 r. Po Teoremi 2.9, za svako i postoji gi qiji je poredak

po modulu pαi

i jednak ϕ(pαi

i ). Primitivni koren po modulu 2α ne postoji za α > 3.

Umesto toga, vaжi da je poredak npr. broja 5 po modulu 2α jednak 2α−2 - ovo

sledi direktno iz Teoreme 2.10.

Po Kineskoj teoremi o ostacima postoji a takvo da je a ≡ 5 (mod 2α) i, za

sve i, a ≡ gi (mod pαi

i ). Tada je am − 1 deǉivo sa n ako i samo ako je deǉivo sa 2α

i sa pαi

i za sve i, a to vaжi ako i samo ako je m deǉivo sa λ(2α) i λ(pαi

i ), xto je

ekvivalentno sa λ(n) | m.

�

Tvr�eǌe 2.3 Neka je p prost broj. Svaki primitivni koren po modulu pα,

α ∈ N, je primitivni koren i po modulu p.
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Dokaz: Neka je a primitivni koren po modulu pα. Pretpostavimo suprotno, a

nije primitivni koren po modulu p. Tada postoji prirodan broj t, 1 6 t < p− 1 i

vaжi at ≡ 1 (mod p), tj. at = 1 + pq, za neki ceo broj q. Prema binomnoj formuli

imamo da je

atp
α−1

= (1 + pq)
pα−1

= 1 + pα−1pq +

(

pα−1

2

)

(pq)2 + · · ·

≡ 1 (mod pα),

pri qemu je tpα−1 < pα−1(p−1) = ϕ(pα), pa broj a nije primitivni koren po modulu

pα. Kontradikcija.

�

2.4 Zadaci

2.1. Koliko pozitivnih celih brojeva deǉivih sa 1001 moжemo izraziti u

obliku 10i − 10j, gde su i i j celi brojevi za koje vaжi 0 6 j < i 6 99?

Rexeǌe: Krenimo sa razmatraǌem qiǌenice koja je zadata:

1001 | 10i − 10j =⇒ 1001 | 10j
(

10i−j − 1
)

.

Kako 1001 ∤ 10j, onda sledi da 1001 | 10i−j − 1. Ovo zapravo znaqi da je 10i−j ≡ 1

(mod 1001).

Potraжimo sada poredak broja 10 po modulu 1001. Primetimo da je 103 ≡

−1 (mod 1001) i 101, 102, 104, 105 6≡ 1 (mod 1001). Dakle, δ1001(10) = 6. Primenom

Teoreme 2.2 dolazimo do zakǉuqka da 6 | i−j. Ako izraqunamo koliko ima ure�enih

parova (i, j) koji zadovoǉavaju ovaj, kao i uslov u zadatku, do�i �emo do traжenog

rexeǌa. Ovim smo zadatak sveli na kombinatorni problem.

Iz qiǌenice da 6 | i−j moжemo zakǉuqiti da i i j daju isti ostatak prilikom

deǉeǌa sa 6, tj. i ≡ j ≡ k (mod 6), k ∈ {0, 1, 2, 3, 4, 5}.

Razmotrimo sluqaj i ≡ j ≡ 0 (mod 6). Iz ove kongruencije i uslova u zadatku,

zakǉuqujemo da i, j ∈ {0, 6, 12, 18, . . . , 90, 96}, xto je ukupno 17 mogu�nosti za i, j.

Me�utim, i i j moraju biti razliqiti, pa odabirom dve razliqite vrednosti

od datih 17, dolazimo do ukupnog broja mogu�nosti u ovom sluqaju, xto je
(

17
2

)

.

Naravno, posmatramo ure�ene parove (i, j) takve da je i > j.

U sluqaju i ≡ j ≡ 1 (mod 6), i ≡ j ≡ 2 (mod 6) i i ≡ j ≡ 3 (mod 6), tako�e imamo

17 mogu�nosti za i, j od kojih biramo dve razliqite. Dakle, i u ovim sluqajima

imamo
(

17
2

)

mogu�nosti.

U sluqaju i ≡ j ≡ 4 (mod 6) i i ≡ j ≡ 5 (mod 6), imamo ukupno 16 mogu�nosti

za i, j koje dolaze u obzir. Ponovo, biraǌem dve razliqite vrednosti, dolazimo
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do ukupnog broja parova (i, j), xto je
(

16
2

)

.

Prethodno razmatraǌe nas dovodi do rexeǌa zadatka. Ukupan broj traжenih

brojeva je

4 ·

(

17

2

)

+ 2 ·

(

16

2

)

= 4 ·
17 · 16

2 · 1
+ 2 ·

16 · 15

2 · 1
= 4 · 136 + 2 · 120 = 544 + 240 = 784. △

2.2. Dokazati da je, za svako n ∈ N, broj 23
n

+ 1 deǉiv sa 3n+1, a nije sa 3n+2.

Rexeǌe: Ovaj zadatak bismo mogli rexiti korix�eǌem principa matematiqke

indukcije po n. Me�utim, morali bismo da dokaжemo oba tvr�eǌa na ovaj naqin,

xto bi od nas zahtevalo dosta pisaǌa. Uqenici mogu uraditi zadatak na ovaj

naqin, za veжbu. Mi �emo, ipak, uraditi na drugaqiji naqin, korix�eǌem Teo-

reme 2.5.

Zadatak nam je, dakle, da pokaжemo da 3n+1‖23
n

+1. Kako je 23
n

+1 = −(−23
n

−1),

pokuxajmo da pokaжemo da 3n+1‖ − 23
n

− 1. Znamo da je 3n neparan broj, pa vaжi

−23
n

− 1 = (−2)3
n

− 1.

Primetimo da vaжi slede�e: 31‖(−2) − 1 i 3n‖3n. Ako uzmemo da je p = 3 i

a = −2, primenom Teoreme 2.5, dobijamo 3n+1‖(−2)3
n

− 1, xto smo i жeleli da

pokaжemo. △

2.3. Dokazati da se brojevi 1, 2, 3, ..., 100 mogu rasporediti u poǉa tablice

10× 10 tako da su u svakom kvadratu 2× 2 proizvodi po dva broja po dijagonali

jednaki po modulu 101.

Rexeǌe: Ono xto odmah moжemo primetiti jeste da je 101 prost broj i da dati

brojevi 1, 2, . . . , 99, 100 obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu 101. Kako je 101

prost broj, Teorema 2.8 nam garantuje postojaǌe primitivnog korena po modulu

101. Obeleжimo taj primitivni koren sa g. Sada, korix�eǌem Posledice 2.3

dolazimo do zakǉuqka da brojevi

g0, g1, g2, . . . , g98, g99

tako�e obrazuju svedeni sistem ostataka po modulu 101, tj. me�u ostacima ovih

brojeva po modulu 101 su svi brojevi iz skupa {1, 2, . . . , 99, 100}. S obzirom na to

da �emo razmatrati proizvode brojeva po modulu 101, ispostavi�e se kao veoma

korisno da u nastavku posmatramo ovaj novi svedeni sistem ostataka.

Primetimo da svaki od tih brojeva moжemo zapisati u obliku g10i+j , i, j ∈

{0, 1, 2 . . . , 9}. Numeriximo sada poǉa date tablice 10 × 10 indeksima vrsta i

kolona na slede�i naqin:
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00 01 02 . . . 09

10 11 12 . . . 19

20 21 22 . . . 29
...

...
...

...
...

90 91 92 . . . 99

Na koji naqin sada moжemo povezati numeraciju poǉa ij i brojeva g10i+j tako da

bude ispuǌen uslov zadatka? Posmatraǌem obeleжja svakog poǉa tablice kao

dvocifren broj, moжemo uoqiti da je zbir brojeva na glavnoj dijagonali uvek

jednak zbiru brojeva na sporednoj dijagonali u svakom kvadratu 2 × 2. Ako na

poǉa ij rasporedimo brojeve g10i+j , posmatraǌem kvadrata odre�enog vrstama i

i i + 1 i kolonama j i j + 1, dolazimo do slede�eg zakǉuqka. Proizvod brojeva

na glavnoj dijagonali je

g10i+j · g10(i+1)+j+1 = g20i+2j+11.

Proizvod brojeva na sporednoj dijagonali je

g10i+j+1 · g10(i+1)+j = g20i+2j+11.

Ako bismo posmatrali brojeve g10i+j , ovakvim raspore�ivaǌem bismo rexili

zadatak. Me�utim, kako su nama dati brojevi 1, 2, 3, . . . , 100, do konaqnog rexeǌa

dolazimo raspore�ivaǌem u poǉe ij ostatka koji dobijamo pri deǉeǌu broja

g10i+j sa 101. △

2.4. Neka je p neparan prost broj i neka su q i r prosti brojevi takvi da

p | qr + 1. Dokazati da ili 2r | p− 1 ili p | q2 − 1.

Rexeǌe: Zadatak �emo rexiti priliqno pravolinijski, uz korix�eǌe poqetne

ideje koja �e biti veoma korisna u zadacima u kojima se kao delilac zbira

brojeva pojavǉuje neki neparan prost broj.

Dato je da p | qr + 1, gde je p prost broj ve�i ili jednak od 3. Ovo znaqi da

p ∤ qr + 1 − 2 tj. p ∤ qr − 1. Tako�e, moжemo zakǉuqiti da p | (qr + 1)(qr − 1), tj.

p | q2r − 1. Sada, primenom Teoreme 2.2, zakǉuqujemo da

δp(q) | 2r,

gde je δp(q) poredak broja q po modulu p. Kako p ∤ qr − 1, zakǉuqujemo da δp(q) 6= r.

Dakle, δp(q) ∈ {1, 2, 2r}.

U sluqaju δp(q) = 1 sledi q ≡ 1 (mod p), tj. p | q − 1, a samim tim i p | q2 − 1.

Sliqno, u sluqaju δp(q) = 2 vidimo da q2 ≡ 1 (mod p), tj. p | q2 − 1.

U sluqaju δp(q) = 2r, primenom Teoreme 2.3, dobijamo 2r | ϕ(p), tj. 2r | p− 1.

Ovim smo tvr�eǌe dokazali. △
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2.5. Neka su a i b uzajamno prosti celi brojevi. Dokazati da je bilo koji

neparan delilac broja a2
n

+ b2
n

oblika 2n+1m+ 1.

Rexeǌe: Zadatak zapravo kaжe da ako je k neparan delilac broja a2
n

+ b2
n

, onda

je k ≡ 1 (mod 2n+1). Dakle, ako pokaжemo da je svaki prost delilac broja a2
n

+

b2
n

kongruentan sa 1 (mod 2n+1), mnoжeǌem prostih delioca dobi�emo da su svi

delioci broja a2
n

+ b2
n

kongruentni sa 1 (mod 2n+1).

Neka je q neki neparan prost delilac broja a2
n

+ b2
n

. Kako su a i b uzajamno

prosti, mora da vaжi i (q, a) = 1 i (q, b) = 1. U suprotnom q ne bi delio a2
n

+ b2
n

.

Kako q | a2
n

+ b2
n

, onda q | a2
n (

1 + (b · a−1)2
n)

. Iz (q, a) = 1 sledi da q ∤ a2
n

, a

ovo povlaqi q | (b · a−1)2
n

+ 1. Kako je q neparan prost broj, q ∤ (b · a−1)2
n

− 1, ali

zato

q | (b · a−1)2
n+1

− 1.

Primenom Teoreme 2.2 zakǉuqujemo da δq(b · a
−1) | 2n+1, gde je δq(b · a

−1) poredak

broja b·a−1 po modulu q, a iz prethodnog razmatraǌa zakǉuqujemo da δq(b·a
−1) ∤ 2n.

Dakle, δq(b · a−1) = 2n+1.

Primenom Teoreme 2.3 zakǉuqujemo da δq(b · a
−1) | ϕ(q), tj. 2n+1 | q − 1. Dakle,

q ≡ 1 (mod 2n+1), xto smo i жeleli da pokaжemo. △

2.6. Na�i sve parove prostih brojeva p, q takve da pq | (5p − 2p) (5q − 2q) .

Rexeǌe: Kako su 5p − 2p i 5q − 2q neparni brojevi, onda je i ǌihov proizvod

neparan broj, xto znaqi da su p i q neparni brojevi. Tako�e, primetimo da vaжi

ili p | 5p − 2p ili p | 5q − 2q.

Pretpostavimo da p | 5p − 2p. Primenom Male Fermaove teoreme dolazimo do

slede�eg zakǉuqka:

5p − 2p ≡ 3 ≡ 0 (mod p) =⇒ p = 3.

Tako�e, mora da vaжi ili q | (53−23) = 117 ili q | 5q−2q. Ponovo, primenom Male

Fermaove teoreme, iz q | 5q − 2q dobijamo q = 3, dok iz q | 117 dobijamo q = 13.

Kako uoqavamo simetriju izme�u p i q, dolazimo do slede�ih rexeǌa:

(p, q) ∈ {(3, 3), (3, 13), (13, 3)}.

Posmatrajmo sada sluqaj p, q 6= 3. Tada moramo imati p | 5q − 2q i q | 5p − 2p.

Pretpostavimo da je p 6= 5. Primenom Male Fermaove teoreme imamo da je 5p−1−

2p−1 ≡ 0 (mod p), tj. p | 5p−1 − 2p−1. Ovo znaqi da p |
(

5q − 2q, 5p−1 − 2p−1
)

, pa

primenom Posledice 2.1, zakǉuqujemo da p | 5(q,p−1) − 2(q,p−1). Kako su q i p − 1

uzajamno prosti, dobijamo da p | 51 − 21, tj. p | 3, xto je kontradikcija.

U sluqaju p = 5 odmah se moжe proveriti da nemamo nijedno rexeǌe.
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Kao i u prvom delu zadatka, diskusija po q nije potrebna, jer nas na analogan

naqin vodi u kontradikciju.

Dakle, jedina rexeǌa su

(p, q) ∈ {(3, 3), (3, 13), (13, 3)}. △

2.7. Na�i sve prirodne brojeve m,n > 2 takve da je

1 +m3n +m2·3n

n

ceo broj.

Rexeǌe: Neka m i n zadovoǉavaju uslove zadatka. Xta moжemo odmah da za-

kǉuqimo o ovim brojevima? Primetimo da je 1 + m3n + m2·3n neparan broj. Iz

tog razloga n mora biti neparan. Tako�e, m i n moraju biti uzajamno prosti

brojevi. U suprotnom, 1 +m3n +m2·3n ne bi bilo deǉivo sa n.

Neka je n = 3. Tada je m ≡ 1 (mod 3), jer bismo u sluqaju m ≡ −1 (mod 3)

imali

1 +m3n +m2·3n ≡ 1− 1 + 1 ≡ 1 (mod 3).

Neka je sada n > 3. Tada vaжi m3n 6≡ 1 (mod n), jer bi u suprotnom sledilo

1 +m3n +m2·3n ≡ 3 (mod n), tj. n | 3. Poxto je

1 +m3n +m2·3n =
m3n+1

− 1

m3n − 1
,

onda je m3n+1

≡ 1 (mod n). Primenom Teoreme 2.2 zakǉuqujemo da δn(m) | 3n+1, gde

je δn(m) poredak broja m po modulu n. Kako iz prethodnog razmatraǌa vidimo

da δn(m) ∤ 3n, onda dolazimo do zakǉuqka da je δn(m) = 3n+1. Iz Teoreme 2.3

zakǉuqujemo da δn(m) | ϕ(n), a kako je ϕ(n) 6 n− 1, to znaqi da je 3n+1 6 n− 1, xto

je nemogu�e.

Dakle, traжeni brojevi su n = 3 i svi brojevi m > 4 takvi da je m ≡ 1

(mod 3). △

2.8. Neka je m prirodan broj. Dokazati da ako 2m+1 + 1 deli 32
m

+ 1, onda je

2m+1 + 1 prost broj.

Rexeǌe: Neka je q = 2m+1 + 1. Tada iz datog uslova sledi

32
m

≡ −1 (mod q). (2.2)

odakle sledi da su 3 i q uzajamno prosti. Kvadriraǌem kongruencije (2.2) do-

bijamo 32
m+1

≡ 1 (mod q), odakle sledi da poredak broja 3 po modulu q deli broj
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2m+1 = q−1. Prema tome, poredak broja 3 po modulu q je oblika 2r, za neki priro-

dan broj r 6 m + 1. Ako bi bilo r 6 m, onda bi iz Teoreme 2.2 vaжilo 32
m

≡ 1

(mod q), xto je kontradikcija sa (2.2). Dakle, r = m+ 1.

S druge strane, poredak broja 3 po modulu q je delilac broja ϕ(q). Tako

2m+1 = q−1 deli ϕ(q). Kako je ϕ(q) 6 q−1, dolazimo do zakǉuqka da je ϕ(q) = q−1,

xto zaista znaqi da je q = 2m+1 + 1 prost. △

2.9. Neka je p prost broj i α > 2. Ako je a primitivni koren po modulu p i vaжi

ap
α−2(p−1) 6≡ 1 (mod pα),

dokazati da je a primitivni koren po modulu pα.

Rexeǌe: Neka je δ = δpα(a) poredak broja a po modulu pα. Tada je aδ ≡ 1 (mod pα)

i δ | ϕ(pα), tj. δ | pα−1(p− 1).

Kako je aδ ≡ 1 (mod p) i a je primitivni koren po modulu p (p − 1 je ǌegov

poredak po modulu p) imamo da p − 1 | δ, tj. δ = (p − 1)q, za neki ceo broj q. Ovo

znaqi da (p− 1)q | pα−1(p− 1). Dakle, q | pα−1, tj. q = pβ, 0 6 β 6 α− 1, pa je

ap
β(p−1) ≡ 1 (mod p), 0 6 β 6 α− 1. (2.3)

Ako bi bilo 0 6 β 6 α − 2, stepenovaǌem kongruencije (2.3) sa pα−2−β , dobili

bismo

ap
α−2(p−1) ≡ 1 (mod p),

suprotno pretpostavci zadatka. Dakle, β = α− 1, pa je

δ = pα−1(p− 1) = ϕ(pα). △

2.10. Na�i sve parove (x, y) koji zadovoǉavaju jednaqinu 7x + 2 = 3y, pri qemu

su x i y nenegativni celi brojevi.

Rexeǌe: Prilikom rexavaǌa date jednaqine, prvo �emo proveriti xta se dexava

sa malim vrednostima za x i y, a zatim �emo za sve ostale vrednosti koristiti

metod zasnovan na primeni Teoreme 2.2.

Neka su x, y 6 2. Proverom dobijamo slede�a rexeǌa za ovaj sluqaj:

(x, y) ∈ {(0, 1), (1, 2)}.

Razmotrimo sada sluqaj x, y > 2. Slede�a ideja moжe biti veoma korisna u

jednaqinama ovog tipa. Umaǌimo za 9 obe strane poqetne jednakosti. Na taj
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naqin dobijamo 7x − 7 = 3y − 9, tj. poqetnu jednaqinu transformixemo u slede�i

oblik:

7
(

7x−1 − 1
)

= 9
(

3y−2 − 1
)

. (2.4)

Primetimo da je leva strana jednakosti (2.4) deǉiva sa 7, prema tome, i desna

strana mora biti deǉiva sa 7. Kako 7 ∤ 9, onda mora da vaжi 7 | (3y−2 − 1), tj.

3y−2 ≡ 1 (mod 7). Kako je δ7(3) = 6, gde je δ7(3) poredak broja 3 po modulu 7,

primenom pomenute Teoreme 2.2, dobijamo 6 | y− 2, tj. y− 2 = 6k, za neki ceo broj

k. Vra�aǌem u desnu stranu jednakosti (2.4) dobijamo:

9
(

36k − 1
)

= 9
(

36 − 1
)

(

36(k−1) + 36(k−2) + · · ·+ 1
)

.

Bitna stvar koju ovde treba da primetimo jeste da je 36− 1 deǉivo sa 13. Dakle,

desnu stranu jednakosti (2.4) moжemo zapisati u obliku 13 · l, za neki ceo broj l.

Ovo znaqi da je i leva strana jednakosti (2.4) deǉiva sa 13. Kako 7 nije deǉivo

sa 13, onda 7x−1 − 1 mora biti deǉivo, tj. 7x−1 ≡ 1 (mod 13). Proverom dobijamo

da je δ13(7) = 12, gde je δ13(7) poredak broja 7 po modulu 13, xto �e re�i da

12 | x − 1, tj. x − 1 = 12m, za neki ceo broj m. Vra�aǌem u jednakost (2.4) leva

strana postaje:

7
(

712m − 1
)

= 7
(

712 − 1
)

(

712(m−1) + · · ·+ 1
)

.

Sada treba primetiti da je 712 − 1 deǉivo sa 19. Iako deluje da je ovaj proces

beskonaqan, ipak nije. Isti postupak �emo ponoviti jox dva puta i do�i do

konaqnog rexeǌa. Dakle, leva strana jednakosti (2.4) je deǉiva sa 19, pa mora

biti i desna. Zakǉuqujemo da je 3y−2 ≡ 1 (mod 19), a kako je δ19(3) = 18, gde je

δ19(3) poredak broja 3 po modulu 19, sledi y − 2 = 18n, n ∈ Z. Sada, desna strana

jednakosti (2.4) postaje:

9
(

318n − 1
)

= 9
(

318 − 1
)

(

318(n−1) + · · ·+ 1
)

.

Kako je 318−1 deǉivo sa 37, desna strana posmatrane jednakosti je tako�e deǉiva

ovim brojem. Ova qiǌenica ponovo povlaqi i deǉivost leve strane sa 37. Dakle,

7x−1 ≡ 1 (mod 37). Kako je δ37(7) = 9, gde je δ37(7) poredak broja 7 po modulu 37,

dobijamo 9 | x− 1, tj. x− 1 = 9p, p ∈ Z. Leva strana jednakosti sada postaje:

7
(

79p − 1
)

= 7
(

79 − 1
)

(

79(p−1) + · · ·+ 1
)

.

Moжemo proveriti da je 79 − 1 deǉivo sa 27, xto znaqi da je 7
(

7x−1 − 1
)

≡ 0

(mod 27). Sada, posmatraǌem desne strane jednakosti (2.4) i qiǌenice da je y −

2 = 6k, dobijamo 9
(

36k − 1
)

= 9
(

(33)2k − 1
)

= 9
(

272k − 1
)

≡ −9 (mod 27). Kako smo

dobili da je leva strana jednakosti ≡ 0 (mod 27), a desna strana ≡ −9 (mod 27),
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doxli smo do kontradikcije. Dakle, u sluqaju x, y > 2 nemamo rexeǌa, pa su

jedina rexeǌa date jednaqine

(x, y) ∈ {(0, 1), (1, 2)}. △
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GLAVA 3

Eksponencijalne kongruencije

S obzirom na to da �emo u nastavku posmatrati ponaxaǌe stepena prostog broja

p u raznim situacijama, bi�e nam veoma korisna slede�a definicija.

Definicija 3.1 Neka je p prost broj, α ∈ N0 i x ∈ Z \ {0} tako da pα‖x. Tada

moжemo definisati funkciju vp : Z \ {0} −→ N0, vp(x) = α.

Primer 3.1 Znamo da je 3 najve�i stepen prostog broja 3 koji deli 54, tj. 33‖54.

Zbog toga imamo v3(54) = 3.

Primer 3.2 Neka su p i q razliqiti prosti brojevi. Tada vaжi vp(p
αqβ) = α i

vq(p
αqβ) = β.

Napomena 3.1 Funkcija vp nije definisana u 0, ali je moжemo dodefinisati, da

bude u skladu sa Definicijom 3.1, na slede�i naqin: vp(0) = ∞, za sve proste

brojeve p.

Teorema 3.1 Neka su x i y celi brojevi i p prost broj. Tada vaжi:

vp(x · y) = vp(x) + vp(y).

Dokaz: Neka je vp(x) = e1 i vp(y) = e2. Tada je x = pe1x1 i y = pe2y1, gde su x1 i

y1 celi brojevi uzajamno prosti sa p. Tada dobijamo:

xy = pe1+e2x1y1 =⇒ vp(xy) = e1 + e2 = vp(x) + vp(y).

�

Primer 3.3 Izraqunajmo v2(56 · 96).

23‖56 ⇒ v2(56) = 3 i 25‖96 ⇒ v2(96) = 5.
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=⇒ v2(56 · 96) = v2(56) + v2(96) = 3 + 5 = 8.

Teorema 3.2 Neka su x i y celi brojevi i p prost broj. Tada vaжi:

vp(x) > vp(y) =⇒ vp(x + y) = vp(y).

Dokaz: Neka je vp(x) = e1 i vp(y) = e2, e1 > e2. Tada je x = pe1x1 i y = pe2y1, gde

su x1 i y1 celi brojevi uzajamno prosti sa p. Uoqimo slede�e:

x+ y = pe1x1 + pe2y1 = pe2(pe1−e2x1 + y1).

Iz e1 > e2 sledi e1 > e2 + 1, tj e1 − e2 > 1. Zato moжemo zakǉuqiti slede�e:

pe1−e2x1 + y1 ≡ y1 (mod p). Kako su y1 i p uzajamno prosti, onda vaжi y1 6≡ 0

(mod p), xto znaqi da pe1−e2x1 + y1 nije deǉivo sa p. Dakle,

vp(x+ y) = vp
(

pe2(pe1−e2x1 + y1)
)

= e2 = vp(y).

�

Lema 3.1 Neka je n prirodan i p prost broj. Tada vaжi:

logp n > vp(n).

Dokaz: Neka je n = pαk, α ∈ N0, k ∈ N i p ∤ k. Tada je vp(n) = α i vaжi slede�e:

logp n = logp p
αk = logp p

α + logp k = α+ logp k > α = vp(n).

�

Teorema 3.3 (Leжandrova) Za sve prirodne brojeve n i proste p imamo:

vp(n!) =

∞
∑

i=1

⌊
n

pi
⌋.

Dokaz: Posmatra�emo stepene broja p koji se sadrжe u n!.

• Broj pojavǉivaǌa faktora p1 u skupu {1, 2, ..., n} jednak je ⌊n
p
⌋.

• Broj pojavǉivaǌa faktora p2 u skupu {1, 2, ..., n} jednak je ⌊ n
p2 ⌋. Sve te brojeve

smo ve� raqunali jedanput prilikom raqunaǌa ⌊n
p
⌋, ali poxto ovo moramo

da raqunamo 2 puta (jer je u pitaǌu p2), onda dodajemo ⌊ n
p2 ⌋ jedanput.

Ovaj proces �emo ponavǉati dok ne do�emo do i = k, gde je pk > n. Primetimo da

je ⌊ n
pi ⌋ = 0 za i > k.
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Ponavǉaǌem prethodnog procesa onoliko puta koliko je potrebno, dobijamo

жeǉeni rezultat vp(n!) =
∑∞

i=1⌊
n
pi ⌋.

�

Teorema 3.4 (Leжandrova) Za sve prirodne brojeve n i proste p, imamo

vp(n!) =
n− sp(n)

p− 1

gde sp(n) predstavǉa zbir cifara broja n u osnovi p.

Dokaz: U osnovi p pixemo

n =

k
∑

j=0

(aj · p
j),

gde je 1 6 ak 6 p− 1 i 0 6 aj 6 p− 1 za 0 6 j 6 k − 1.

Iz Teoreme 3.3 imamo slede�e:

vp(n!) =

∞
∑

i=1

⌊
n

pi
⌋ =

∞
∑

i=1

⌊

∑k
j=0 aj · p

j

pi
⌋ =

∞
∑

i=1

⌊

k
∑

j=0

aj · p
j−i⌋

=

k
∑

i=1

⌊

k
∑

j=1

aj · p
j−i⌋ =

k
∑

j=1

aj
(

pj−1 + pj−2 + · · ·+ p+ 1
)

k
∑

j=1

aj
pj − 1

p− 1
=

1

p− 1

k
∑

j=0

aj(p
j − 1).

Sada �emo oceniti n−sp(n)
p−1 . Primetimo da je sp(n) =

∑k
j=0 aj , xto povlaqi slede�e:

n− sp(n)

p− 1
=

1

p− 1





k
∑

j=0

(aj · p
j)−

k
∑

j=0

aj





=
1

p− 1

k
∑

j=0

aj(p
j − 1).

Dakle, vp(n!) =
n−sp(n)

p−1 , kao xto smo tvrdili.

�
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3.1 Lema o podizaǌu eksponenta

Lemu o podizaǌu eksponenta izloжi�emo u dva sluqaja - kada je prost broj

p razliqit od 2, a zatim i kada je jednak 2. Pre nego xto pre�emo na pomenutu

glavnu lemu, izloжi�emo dve vaжne i korisne leme.

Lema 3.2 Neka su x, y celi brojevi, n prirodan i p prost broj, takvi da (n, p) =

1, p | (x− y) i p ∤ x, y. Tada vaжi

vp(x
n − yn) = vp(x− y).

Dokaz: Koristi�emo qiǌenicu da je

xn − yn = (x− y)
(

xn−1 + xn−2 · y + xn−3 · y2 + · · ·+ yn−1
)

.

Ako pokaжemo da p ∤ xn−1+xn−2 ·y+xn−3 ·y2+ · · ·+ yn−1, zavrxili smo sa dokazom.

Da bismo ovo pokazali, koristi�emo uslov p | (x−y). Prema tome imamo x−y ≡ 0

(mod p), tj. x ≡ y (mod p). Koriste�i ovu kongruenciju dobijamo

xn−1 + xn−2 · y + xn−3 · y2 + · · ·+ yn−1

≡ xn−1 + xn−2 · x+ xn−3 · x2 + · · ·+ xn−1

= nxn−1

6≡ 0 (mod p).

�

Lema 3.3 Neka su x, y celi brojevi, n neparan prirodan i p prost broj, takvi da

(n, p) = 1, p | (x+ y) i p ∤ x, y. Tada vaжi

vp(x
n + yn) = vp(x+ y).

Dokaz: Krenimo od slede�e jednakosti.

vp(x
n + yn) = vp(x

n − (−yn)).

Kako je n neparan broj, vaжi slede�a jednakost (−y)n = −yn.

=⇒ vp(x
n − (−yn)) = vp(x

n − (−y)n). Sada moжemo iskoristiti Lemu 3.1.

vp(x
n − (−y)n) = vp(x− (−y)) =⇒ vp(x

n + yn) = vp(x + y).

�
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Pre�imo sada na lemu o podizaǌu eksponenta.

3.1.1 p 6= 2

Teorema 3.5 (Prvi oblik leme) Neka su x, y celi brojevi, n prirodan i p neparan

prost broj, takvi da p | (x− y) i p ∤ x, y. Tada vaжi

vp(x
n − yn) = vp(x− y) + vp(n).

Dokaz: Najpre �emo proveriti sluqaj n = p. Pokaжimo da je vp(x
p − yp) =

vp(x − y) + 1. Kako je

xp − yp = (x− y)
(

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1
)

,

primenom Teoreme 3.1 dobijamo

vp (x
p − yp) = vp (x− y) + vp

(

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1
)

.

Ispitajmo zato koliko je vp
(

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1
)

. Kako p | x − y, onda je

x ≡ y (mod p), pa moжemo zakǉuqiti slede�e:

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1 ≡ p · xp−1 ≡ 0 (mod p).

Dakle, p |
(

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1
)

. Proverimo sada xta se dexava po modulu

p2. Neka je y = x+ kp, gde je k ∈ Z. Bi�e nam zgodan slede�i zapis:

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1 = xp−1 +

p−1
∑

t=1

xp−1−tyt.

Posmatrajmo sada qlanove xp−1−tyt = xp−1−t(x + kp)t, 1 6 t 6 p − 1. Upotrebom

binomnog razvoja dolazimo do slede�eg:

(x+ kp)t = xt + txt−1kp+

(

t

2

)

xt−2(kp)2 + · · ·+ (kp)t ≡ xt + txt−1kp (mod p2).

Ovo znaqi da je

xp−1−t(x+ kp)t ≡ xp−1 + txp−2kp (mod p2), 1 6 t 6 p− 1.

Koriste�i ovo dobijamo slede�e:

xp−1 +

p−1
∑

t=1

xp−1−t(x+ kp)t ≡ xp−1 +

p−1
∑

t=1

(

xp−1 + txp−2kp
)

(mod p2).
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Razdvajaǌem suma dolazimo do slede�ih kongruencija:

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1 ≡ pxp−1 +

p−1
∑

t=1

txp−2kp

≡ pxp−1 + xp−2kp

p−1
∑

t=1

t

≡ pxp−1 +
p(p− 1)

2
xp−2kp

≡ pxp−1 +
p− 1

2
xp−2kp2

≡ pxp−1

6≡ 0 (mod p2).

Dakle, p2 ∤ xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1, qime smo pokazali da je zaista

vp
(

xp−1 + xp−2 · y + · · ·+ yp−1
)

= 1.

Ispitajmo sada opxti sluqaj. Neka je n = pαb, α ∈ N0, b ∈ N i (p, b) = 1.

Kako je xn − yn = (xpα

)b − (yp
α

)b i (p, b) = 1, moжemo primeniti Lemu 3.2.

vp(x
n − yn) = vp((x

pα

)b − (yp
α

)b) = vp(x
pα

− yp
α

).

Kako je pα = pα−1p, dolazimo do slede�e jednakosti:

vp

(

xpα

− yp
α
)

= vp

(

(xpα−1

)p − (yp
α−1

)p
)

.

Sada, primenom prethodno pokazanog, dolazimo do slede�eg zakǉuqka:

vp

(

(xpα−1

)p − (yp
α−1

)p
)

= vp

(

xpα−1

− yp
α−1
)

+ 1.

Kako je pα−1 = pα−2p, primenom istog postupka, dolazimo do zakǉuqka da je

vp (x
n − yn) = vp

(

xpα−2

− yp
α−2
)

+ 2.

Ako isti ovaj postupak primenimo jox α−2 puta, dolazimo do konaqnog zakǉuqka:

vp (x
n − yn) = vp

(

xpα−α

− yp
α−α
)

+ α = vp(x− y) + vp(n).

�
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Teorema 3.6 (Drugi oblik leme) Neka su x, y celi brojevi, n neparan prirodan i p

neparan prost broj, takvi da p | (x + y) i p ∤ x, y. Tada vaжi

vp(x
n + yn) = vp(x+ y) + vp(n).

Dokaz: Da bismo dokazali ovu teoremu, koristi�emo ideju koju smo koristili

u dokazu Leme 3.2. Naime, koristi�emo jednakost vp(x
n + yn) = vp(x

n − (−yn)) i

qiǌenicu da je (−y)n = −yn. Primenom Teoreme 3.5 dobijamo

vp(x
n − (−yn)) = vp(x

n − (−y)n) = vp(x− (−y)) + vp(n)

=⇒ vp(x
n + yn) = vp(x+ y) + vp(n).

�

3.1.2 p = 2

Teorema 3.7 Neka su x, y neparni celi brojevi takvi da 4 | x− y. Tada vaжi

v2(x
n − yn) = v2(x− y) + v2(n).

Dokaz: Posmatrajmo n = m ·2k, za m ∈ N i k ∈ N0, tako da 2 ∤ m. Tada je v2(n) = k

i xn − yn =
(

x2k
)m

−
(

y2
k
)m

. Kako su x, y neparni brojevi, tako�e su i x2k , y2
k

neparni. Uz uslov da 2 ∤ m, ispuǌeni su svi uslovi za primenu Leme 3.2. Dakle,

v2 (x
n − yn) = v2

((

x2k
)m

−
(

y2
k
)m)

= v2

(

x2k − y2
k
)

.

Ostaje nam da pokaжemo da je

v2

(

x2k − y2
k
)

= v2(x− y) + k.

Ovde moжemo uoqiti razliku kvadrata, pa zapisati na slede�i naqin:

x2k − y2
k

= (x2k−1

+ y2
k−1

)(x2k−2

+ y2
k−2

)...(x+ y)(x− y).

Iz datih uslova vidimo da vaжi x ≡ y ≡ ±1 (mod 4), tako da moжemo zakǉuqiti

da je x2r ≡ y2
r

≡ 1 (mod 4) za svako r ∈ N. Prema tome, x2r + y2
r

≡ 2 (mod 4).

Iz ovoga vidimo da je stepen broja 2 koji deli svaki od faktora jednak 1, osim

faktora (x− y), a kako imamo k takvih faktora, ovim smo upravo pokazali da je

v2 (x
n − yn) = v2(x− y) + k = v2(x − y) + v2(n).

�
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Teorema 3.8 Neka su x, y neparni celi brojevi i n paran prirodan broj. Tada vaжi

v2(x
n − yn) = v2(x− y) + v2(x+ y) + v2(n)− 1.

Dokaz: Neka je n = 2k, k ∈ N. Tada je

v2 (x
n − yn) = v2

(

(

x2
)k

−
(

y2
)k
)

.

Kako je x2 − y2 = (x − y)(x + y) i x − y, x + y su parni brojevi (x, y su neparni),

onda vaжi 4 | x2 − y2. Sada moжemo primeniti Teoremu 3.7 :

v2(x
n − yn) = v2

(

x2 − y2
)

+ v2(k).

Kako je v2(n) = v2(2k) = 1 + v2(k), korix�eǌem ove qiǌenice i Teoreme 3.1, dobi-

jamo:

v2(x
n − yn) = v2(x− y) + v2(x+ y) + v2(n)− 1.

�

3.2 Zadaci

3.1. Na�i najve�i stepen broja 2019 koji deli Z = 20182019
2020

+ 20202019
2018

.

Rexeǌe: Za poqetak, rastavǉaǌem broja 2019 na proste qinioce dobijamo

2019 = 3 · 673. Ako prona�emo najve�i stepen broja 3, a zatim broja 673, koji

deli Z, bi�emo na korak od rexeǌa. Posmatraǌem problema na ovaj naqin dobi-

jamo mogu�nost primene Leme o podizaǌu eksponenta. Neka je X = 20182019
2020

+1,

a Y = 20202019
2018

− 1. Primetimo da je tada Z = X + Y.

Ispitajmo prvo koliko je v3(Z). Posmatraǌem zbira 20182019
2020

+ 12019
2020

,

moжemo primetiti da su ispuǌeni svi uslovi za primenu Teoreme 3.6. Dakle,

v3(X) = v3

(

20182019
2020

+ 12019
2020
)

= v3(2018 + 1) + v3
(

20192020
)

.

Kako je v3(2019) = 1 sledi v3(X) = 1 + 2020 = 2021. Sliqno, posmatraǌem broja

Y = 20202019
2018

− 12019
2018

, prime�ujemo da su ispuǌeni svi uslovi za primenu

Teoreme 3.5.

v3(Y ) = v3

(

20202019
2018

− 12019
2018
)

= v3(2020− 1) + v3
(

20192018
)

.

v3
(

20192018
)

= 2018 =⇒ v3(Y ) = 1 + 2018 = 2019. Kako je v3(Y ) < v3(X), upotrebom

Teoreme 3.2, zakǉuqujemo da je v3(Z) = v3(X + Y ) = v3(Y ) = 2019. Dakle, najve�i

stepen broja 3 koji deli Z je 2019.
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Sada, primenom istog postupka u traжeǌu najve�eg stepena broja 673 koji

deli Z, dobijamo

v673(X) = v673

(

20182019
2020

+ 12019
2020
)

= v673(2018 + 1) + v673
(

20192020
)

,

v673(Y ) = v673

(

20202019
2018

− 12019
2018
)

= v673(2020− 1) + v673
(

20192018
)

.

Kako je v673(X) = 1 + 2020 = 2021 i v673(Y ) = 1 + 2018 = 2019, sledi v673(Z) =

v673(X + Y ) = v673(Y ) = 2019. Dakle, najve�i stepen broja 673 koji deli Z je

tako�e 2019. Iz svega ovoga zakǉuqujemo da je traжeni najve�i stepen broja 2019

koji deli Z jednak 2019. △

3.2. Izraqunati zbir svih delioca d broja X = 1092020 − 1 koji su oblika 2a3b,

gde su a i b prirodni brojevi.

Rexeǌe: Kako nam se traжi zbir svih delioca d koji su oblika 2a3b, bi�e nam

kǉuqno da izraqunamo najve�i stepen broja 2 koji deli X, kao i najve�i stepen

broja 3 koji deli X. Drugim reqima, treba da izraqunamo v2(X) i v3(X).

Izraqunajmo prvo koliko je v2(X). Primetimo da su 109 i 1 neparni brojevi

takvi da 4 | (109− 1) = 108. Ovim su ispuǌeni uslovi za primenu Teoreme 3.7.

v2(X) = v2
(

1092020 − 1
)

= v2(109− 1) + v2(2020).

Kako je 108 = 22 · 33 i 2020 = 22 · 5 · 101, dobijamo v2(X) = 2 + 2 = 4.

Na sliqan naqin �emo izraqunati koliko je v3(X). Kako je 3 neparan prost

broj za koji vaжi 3 | (109− 1), 3 ∤ 109, 1, ispuǌeni su uslovi za primenu Teoreme

3.5.

v3(X) = v3
(

1092020 − 1
)

= v3(109− 1) + v3(2020).

Iz prethodnog razmatraǌa zakǉuqujemo da v3(X) = 3 + 0 = 3.

Ovim smo dobili da a ∈ A = {1, 2, 3, 4}, b ∈ B = {1, 2, 3}. Dakle,

d ∈ D = {2131, 2132, 2133, 2231, . . . , 2432, 2433}.

Traжeni zbir delioca d moжemo zapisati na slede�i naqin:

∑

d∈D

d =
∑

a∈A

2a
∑

b∈B

3b = (2 + 4 + 8 + 16) · (3 + 9 + 27) = 30 · 39 = 1170. △
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3.3. Na�i najve�i stepen broja 11 koji deli 2020!.

Rexeǌe: Kako je 11 prost broj, moжemo direktno primeniti Leжandrove teoreme.

Zadatak �emo rexiti na dva naqina, prvo primenom Teoreme 3.3, a zatim i pri-

menom Teoreme 3.4.

Naqin 1: Ako posmatramo stepene broja 11 dolazimo do slede�eg zapaжaǌa.

111 = 11, 112 = 121, 113 = 1331, 114 = 14 641 > 2020. Dakle, 11i > 2020 za svako

i > 4. Primenom Teoreme 3.3 dolazimo do slede�eg zakǉuqka:

v11(2020!) =

∞
∑

i=1

⌊
2020

11i
⌋ = ⌊

2020

11
⌋+ ⌊

2020

121
⌋+ ⌊

2020

1331
⌋ = 183 + 16 + 1 = 200.

Naqin 2: Sada �emo problem rexiti primenom druge Leжandrove teoreme,

tj. Teoreme 3.4. Da bismo primenili ovu teoremu, moramo da izraqunamo zbir

cifara broja 2020 u osnovi 11, dakle, treba prvo da do�emo do reprezentacije

broja 2020 u ovoj osnovi. Da bismo to rexili iskoristi�emo rezultate koje smo

dobili u prvom delu.

Deǉeǌem broja 2020 sa 11, dobijamo koliqnik 183 i ostatak 7. Sada, deǉeǌem

broja 183 sa 11, dobijamo koliqnik 16 i ostatak 7. Na isti naqin dolazimo do

jednakosti 16 = 11 · 1 + 5 i 1 = 11 · 0 + 1.

Koriste�i ostatke koje smo dobili na ovaj naqin, broj 2020 moжemo zapisati kao

2020 = 1 · 113 + 5 · 112 + 7 · 111 + 7 · 110. Dakle, 2020 = (1577)11, pa je s11(2020) =

1 + 5 + 7 + 7 = 20. Sada moжemo primeniti Teoremu 3.4.

v11(2020!) =
2020− s11(2020)

11− 1
=

2020− 20

10
= 200.

Dakle, najve�i stepen broja 11 koji deli 2020! je 200. △

3.4. Pokazati da za svaki prirodan broj n vaжi slede�a jednakost

n! =
n
∏

i=1

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
]

.

Rexeǌe: Ako bismo imali vp(a) = vp(b) za sve proste brojeve p, gde su a i b

prirodni brojevi, onda bi to znaqilo da je a = b, jer bi a i b imali istu fak-

torizaciju. Iz tog razloga �emo iskoristiti ovu ideju i pokuxati da pokaжemo

da za sve proste brojeve p vaжi vp(n!) = vp

(

∏n
i=1

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
])

. Posmatra�emo

p 6 n, jer bi u suprotnom oqigledno bilo

vp(n!) = vp

(

n
∏

i=1

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
]

)

= 0.
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Primenom Leжandrove teoreme 3.3 dobijamo vp(n!) =
∑∞

i=1⌊
n
pi ⌋. Sada �emo pokazati

da je ovoj sumi jednako i vp

(

∏n
i=1

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
])

.

Kada i ∈ {1, 2, . . . , ⌊
n

p
⌋} imamo bar jedan faktor p u

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
]

. Zbog toga �emo

imati ⌊
n

p
⌋ faktora p u ovom sluqaju.

Kada i ∈ {1, 2, . . . , ⌊
n

p2
⌋} imamo bar dva faktora p u

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
]

. Sada moramo

da dodamo jox 2 faktora za svako p2 , ali kako smo ih ve� jedanput raqunali,

ostaje da dodamo jox po jedan faktor za svako i, dakle, dodajemo ⌊
n

p2
⌋.

Ponavǉaǌem ovog procesa dolazimo do zakǉuqka da je

vp

(

n
∏

i=1

[

1, 2, . . . , ⌊
n

i
⌋
]

)

=

∞
∑

i=1

⌊
n

pi
⌋,

xto smo i жeleli da pokaжemo. △

3.5. Na�i sve prirodne projeve n takve da
2n + 1

n2
bude ceo broj.

Rexeǌe: Da bi dati broj bio ceo, mora da vaжi n2 | 2n + 1. Primetimo najpre da

je 2n + 1 neparan broj. Ovo znaqi da i n mora da bude neparan.

Primetimo da je n = 1 jedno trivijalno rexeǌe.

Neka je sada n > 1. Ideja je da posmatramo proste faktore broja n, jer

p | n ⇒ p | n2, a kako mora da vaжi n2 | 2n + 1, onda �e vaжiti i p | 2n + 1.

Neka je p > 2 najmaǌi prost faktor broja n. Kako p | n sledi p | 2n + 1, a iz

ovoga zakǉuqujemo da vaжi i p | 22n − 1. Iz Male Fermaove teoreme imamo da

p | 2p−1 − 1. Ovo znaqi da p |
(

22n − 1, 2p−1 − 1
)

, pa primenom Teoreme 2.4 dolazimo

do zakǉuqka da p | 2(2n,p−1) − 1. Kako je p− 1 paran broj i (n, p− 1) = 1, jer n nema

prostih faktora maǌih od p, onda mora biti (2n, p− 1) = 2. Dakle,

p | 22 − 1 =⇒ p = 3.

Neka je v3(n) = k, k ∈ N. Tada je v3(n
2) = 2k. Primenom Leme o podizaǌu ekspo-

nenta (3.6) dobijamo slede�e:

v3(2
n + 1) = v3(2 + 1) + v3(n) = 1 + k.

Kako je v3(2
n + 1) > v3(n

2), dobijamo 1 + k > 2k, xto znaqi da je k = 1.

Neka je n = 3n1, gde je n1 neki neparan prirodan broj. Izvrximo sada

diskusiju po n1.

Za n1 = 1 dobijamo jox jedno rexeǌe

(

23 + 1

32
= 1

)

.

Neka je sada n1 > 1 i neka je q > 2 najmaǌi prost faktor broja n1. Tada imamo

q | n1 =⇒ q | n =⇒ q | 2n + 1 =⇒ q | 8n1 + 1.
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Sliqno kao malo pre, vaжi�e q | 82n1 − 1, kao i q | 8q−1 − 1, a ovo znaqi da q

deli i najve�i zajedniqki delilac ovih brojeva. Ponovo, primenom Teoreme 2.4

dolazimo do zakǉuqka da q | 8(2n1,q−1) − 1. Istim razmatraǌem kao u prethodnom

delu dobijamo (2n1, q − 1) = 2. Dakle,

q | 82 − 1 =⇒ q = 7.

Me�utim, 2n + 1 = 8n1 + 1 ≡ 1n1 + 1 ≡ 2 (mod 7), xto je kontradikcija sa 7 | 2n + 1.

Ovim smo zavrxili daǉu diskusiju sluqaja n1 > 1, a time i sluqaja n > 1. Dakle,

jedina rexeǌa su n = 1 ili n = 3. △

3.6. Neka je a > b > 1, pri qemu je b neparan broj i neka je n prirodan broj. Ako

bn | an − 1 dokazati da je ab >
3n

n
.

Rexeǌe: Najpre �emo pretpostaviti da tvr�eǌe vaжi ako je b prost broj (i

ostaviti za kasnije dokaz).

Neka je sada b sloжen broj i q | b, za neki neparan prost broj q. Tada qn | bn, a

kako bn | an−1, onda vaжi i qn | an−1. Koriste�i sada pretpostavku, iz qn | an−1

sledi aq > 3n

n
, a ovo nas dovodi do nejednakosti ab > aq > 3n

n
. Dakle, zadatak se

svodi na dokaz tvr�eǌa za neparne proste brojeve b.

Zato, neka je b = p prost. Kako pn | an − 1, onda i p | an − 1, tj. an ≡ 1 (mod p).

Neka je δp(a) poredak broja a po modulu p. Tada imamo da vaжi δp(a) | n. Tako�e,

iz Male Fermaove teoreme znamo da je ap−1 ≡ 1 (mod p), pa zbog toga i δp(a) | p−1.

Neka je δp(a) = δ 6 p− 1. Sada imamo aδ ≡ 1 (mod p). Kako δ | n, neka je n = δn1,

za neki prirodan broj n1. Dakle, pn | (aδ)n1 − 1. Primenom Leme o podizaǌu

eksponenta (3.5) dobijamo:

vp
(

(aδ)n1 − 1
)

= vp
(

aδ − 1
)

+ vp(n1) > n.

Sada, primenom Leme 3.1 dobijamo:

vp
(

aδ − 1
)

> n− vp(n1) > n− logp n1

=⇒ vp
(

aδ − 1
)

> logp p
n − logp n1 = logp

(

pn

n1

)

.

Ovo razmatraǌe nas vodi do slede�eg zakǉuqka:

ab > aδ − 1 > pvp(a
δ−1) > p

logp





pn

n1





=
pn

n1
=

δ · pn

n
.

Kako je b neparan broj ve�i od 1, vaжi pn > 3n, a time dokazujemo tvr�eǌe

ab >
3n

n
. △
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3.7. Na�i sve parove (x, y) koji zadovoǉavaju jednaqinu 3x = 2xy + 1, pri qemu

su x i y prirodni brojevi.

Rexeǌe: Zadatak �emo rexavati diskusijom po x. Neka je x = 1. Iz jednakosti

31 = 21y + 1 sledi y = 1, pa �e jedno rexeǌe biti (x, y) = (1, 1).

Neka je sada x > 2. U tom sluqaju, primetimo da je 2xy ≡ 0 (mod 4). Kako je

2xy = 3x − 1, onda vaжi i

3x − 1 ≡ 0 (mod 4) =⇒ 3x ≡ 1 (mod 4).

Kako je 3 ≡ −1 (mod 4), onda je 3x ≡ (−1)x (mod 4), pa iz prethodnog razmatraǌa

imamo da je (−1)x ≡ 1 (mod 4). Iz ovoga zakǉuqujemo da x mora biti paran broj.

Sada moжemo primeniti Lemu o podizaǌu eksponenta (3.8).

v2 (3
x − 1) = v2(3− 1) + v2(3 + 1) + v2(x)− 1 = 2 + v2(x).

Kako je v2 (2
xy) > x sledi 2 + v2(x) > x, tj. v2(x) > x − 2. Ova nejednakost je

ispuǌena za x > 2x−2. Odavde zakǉuqujemo da je x 6 4.

U sluqaju x = 2 imamo 32 = 22y + 1 =⇒ y = 2.

U sluqaju x = 4 imamo 34 = 24y + 1 =⇒ y = 5.

Dakle, traжena rexeǌa su

(x, y) ∈ {(1, 1), (2, 2), (4, 5)}. △

3.8. Na�i sve prirodne brojeve x, y i proste p za koje vaжi px − yp = 1.

Rexeǌe: Najpre �emo posmatrati sluqaj p = 2.

Tada imamo 2x− y2 = 1. U sluqaju x = 1 imamo 21− y2 = 1 =⇒ y = 1. Dakle, jedno

rexeǌe �e biti (x, y, p) = (1, 1, 2).

Neka je sada x > 2. Tada je

2x ≡ 0 (mod 4) =⇒ −y2 ≡ 1 (mod 4).

Me�utim, y2 ≡ −1 (mod 4) nema rexeǌa, pa je rexeǌe koje smo dobili malo pre

jedino u sluqaju p = 2.

Neka je sada p 6= 2.

U sluqaju p | y imali bismo p | px − yp = 1 =⇒ p | 1, xto je nemogu�e. Dakle, p ∤ y.

Primenom Male Fermaove teoreme dobijamo:

yp ≡ y (mod p) =⇒ px = yp + 1 ≡ y + 1 (mod p).
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Sada moжemo primeniti Lemu o podizaǌu eksponenta (3.6).

vp (y
p + 1) = vp(y + 1) + vp(p) = vp(p

x) = x.

Iz ovoga zakǉuqujemo da je vp(y +1) = x− 1. Kako je pvp(y+1) 6 y+ 1, iz prethodne

jednakosti dobijamo px−1 6 y + 1 =⇒ px 6 (y + 1)p. Ovo nas vodi do slede�e

nejednakosti:

(y + 1)p− yp > 1,

a ovo je ekvivalentno sa

(y + 1)p > 1 + yp = (1 + y)(1 + y + y2 + · · ·+ yp−1). (3.1)

U sluqaju x = 1 poqetna jednaqina ne�e imati rexeǌa, pa �emo posmatrati

sluqaj x > 2. U tom sluqaju dobijamo da p | y + 1, a kako je p > 2, onda je y > 2.

Me�utim, lako se proveri da u tom sluqaju nejednakost (3.1) ne�e biti zadovo-

ǉena za p > 3. Dakle, ima�emo jox samo jedno rexeǌe i to (x, y, p) = (2, 2, 3).

Dakle, sva rexeǌa su

(x, y, p) ∈ {(1, 1, 2), (2, 2, 3)}. △

3.9. Neka su a, b i c prirodni brojevi takvi da c | ac − bc. Dokazati da tada

c |
ac − bc

a− b
.

Rexeǌe: Zadatak �emo rexavati ispitivaǌem prostih faktora p broja c. Neka je

p proizvoǉan prost faktor broja c i vaжi vp(c) = x.

Posmatrajmo prvo sluqaj p ∤ a− b. Imamo da vaжi

ac − bc = (a− b)
(

ac−1 + ac−2b+ · · ·+ bc−1
)

.

Kako px | c i c | ac − bc, onda vaжi i px | ac − bc. Me�utim, kako je px uzajamno

prosto sa a− b, onda zakǉuqujemo da px mora da deli drugi faktor, tj.

px | ac−1 + ac−2b+ · · ·+ bc−1. Dakle, px |
ac − bc

a− b
za svako p ∤ a− b.

Sada �emo posmatrati sluqaj p | a−b. Neka je najpre p 6= 2. Primenom Teoreme

3.5 dobijamo:

vp

(

ac − bc

a− b

)

= vp(a
c − bc)− vp(a− b) = vp(a− b) + vp(c)− vp(a− b) = vp(c) = x.

Dakle, i u ovom sluqaju px |
ac − bc

a− b
. Ostaje nam jox sluqaj kada je p = 2. U ovom
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sluqaju dobijamo:

v2

(

ac − bc

a− b

)

= v2(a
c − bc)− v2(a− b) = v2(a− b) + v2(a+ b) + v2(c)− 1− v2(a− b).

Kako 2 | a− b, zakǉuqujemo da su a i b iste parnosti, pa vaжi i 2 | a+ b. Dakle,

v2(a + b) > 1. Ovo znaqi da je v2

(

ac − bc

a− b

)

> v2(c) =⇒ 2x |
ac − bc

a− b
. Ovim smo

pokazali da za svaki prost faktor p, vp(c) = x vaжi slede�a implikacija

px | ac − bc =⇒ px |
ac − bc

a− b
,

qime smo dokazali zadato tvr�eǌe. △

3.10. Na�i sve parove (x, p), gde je x prirodan i p prost broj, takve da je x 6 2p

i xp−1 | (p− 1)x + 1.

Rexeǌe: Primetimo najpre da su parovi (1, p) trivijalna rexeǌa za bilo koji

prost p.

Razmotrimo sada sluqaj p 6= 2. Neka je q najmaǌi prost delilac broja x. Tada

vaжi

q | (p− 1)x + 1 =⇒ q |
(

(p− 1)2
)x

− 1.

Ovo znaqi da δq
(

(p− 1)2
)

| x, gde je δq
(

(p− 1)2
)

poredak broja (p−1)2 po modulu q,

a kako je ϕ(q) = q− 1, tako�e vaжi δq
(

(p− 1)2
)

| q− 1. Iz ovoga moжemo zakǉuqiti

da δq
(

(p− 1)2
)

| (x, q−1), a kako je (x, q−1) = 1, to onda znaqi da je δq
(

(p− 1)2
)

= 1,

tj.

(p− 1)2 − 1 ≡ 0 (mod q).

Iz ovoga zakǉuqujemo da je p(p − 2) ≡ 0 (mod q). Dakle, p ≡ 0 (mod q) ili p ≡ 2

(mod q). Tako�e, znamo da je (p − 1)x + 1 ≡ 0 (mod q). Ako bi bilo p ≡ 2 (mod q),

onda bismo imali (p − 1)x + 1 ≡ 2 (mod q). Ovo bi znaqilo da je q = 2, ali onda

bismo doxli do kontradikcije jer je p − 1 paran broj. Dakle, p ≡ 0 (mod q), a

kako su p, q prosti, sledi p = q. Sada moжemo primeniti Teoremu 3.6.

vp ((p− 1)x + 1) = vp(p− 1 + 1) + vp(x) = 1 + vp(x).

Kako pp−1 | (p − 1)x + 1, onda je 1 + vp(x) > p− 1. Ovo znaqi da je x > pp−2 > 2p za

p > 3. Me�utim, dat nam je uslov x 6 2p, xto �e re�i p ∈ {2, 3}.

U sluqaju p = 2 imamo x | 2, tj. x = 1 ∨ x = 2.

U sluqaju p = 3 imamo x2 | 2x + 1 i x 6 6. Proverom dobijamo x = 1 ∨ x = 3.

Konaqno, traжeni parovi su

(x, p) ∈ {(1, p), (2, 2), (3, 3)} . △
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