MATEMATUYRN PARKYJIITET
YHUBEP3UTET ¥ BEOI'PAILY

Mapwura Mapraruh

ERCIIOHEHIINJAJIHE
ROHI'PYEHIINJE N
ITPOBJIEMCRUM 3AJTAIIN

Macrtep pan

Beorpam, 2020.



MenTop:

npod. np ['opan Bankosuh, Banpemuu npodecop
Yuusep3urer y beorpany, Maremaruuku ¢paxymnrer

UsaHoBM KOMUCHjeE:

npo¢d. np 3opan llerpoBuh, pemoBuu npodecop
YHuusep3utetT y beorpany, Maremaruuku ¢axymnrer

ap Mapko PamosBanoBuh, moment
Yuusep3uter y beorpany, Maremaruuku ¢paxymnrer

Ilatym ombopane:



Mamu, mamu u cecmpu



Canp:xaj

Canp:xaj

I[Ipenrosop
Heke o3nake koje hemMo KOPUCTUTH . . . . . . . . . . . ... .

1 Kourpyenmnuje
1.1 OjmepoBa QYHKITHIJA . . . . . . . . oo i it
1.2 BamATIVL . . . . . o oo

2 ITopenak 60poja mo maTomM MOIYJIy
2.1 KapmajkisoBa pyHKIUja . . . . . .. ... ...
2.2 Tlopenmak Mo MOIYJILY . . . . . .« oo i
2.3 IIpuMUTUBHM KOPEH . . . . . . . . . . .ot
2.4 BADATIVL . . . . . o oot

3 ExcrioneHnujasiHe KOHTPY€EHIIUje

3.1 Jlema o momu3amy €KCIIOHEHTA . . . . . . . . . .. .. .......

3.2 BAMATIM . . . . . . . o oot
DBuorpaduja
JIurepatypa



IIpenrosop

Meby crapum ['punmma 6uso je mymu kao mro je Ilemoxpur koju cy yBubaswu,
Ka0 M MU IaHAC, Na je 3Hame HEImTO IITO MMAaMO IPaBO M IYKHOCT Oa IONEIUMO Ca
npyruma. [IpBu, KOju Cy Keisenu na pacOpoCTUPY CBOje 3HAWKE, OUIN Cy MaTeMaTh-
yapu. Mebhy muma ce ucrakao [Iuraropa, Koju je myToBao W Op:Kao MpeTaBama O
TeOMeTPUjCKUM ObaurnmMa u O OpojeBuMa mpen MHOTOOPOJHUM CIAyHIAONUMAa jOII Yy
mecToM Beky mpe HoBe epe. O Tor moba ma cBe HO JAaHAC, BeJIWKE MaTeMaTudape,
aau 1 oOuUHe Jbyae, MHTPUTHUpPa mojaM Opoja, KOju je yBeK OMO MHCIMPATUBHA TEMa
3a IpOyYaBaIbE.

I[IpoyuaBame O6poja u HErOBUX 0COOMHA KPO3 UCTOPU)Y, PE3YITUPATIO je Pa3BojeM
ynTaBe HayKe, jep, MaTeMaTUKa Ce He MOKe 3aMuciIuTy 6e3 teopuje O6pojena.

Ha pa3sBoj teopuje 6pojeBa, ocuM IpaKTUUYHUX IpOOJEMa ca KOjUMa Cy Ce JbyIau
cycperasm, JOCTa Cy yTUIAJa U MaTeMaTUUKa HAIMETAmha U TPATAkEe 34 PeIlIemhrMa
npobJieMa KOju Cy Yy TOM TPEHYTKY OWMIM akTyeiaHu. Jak ce M MMEHa BPCHUX MaTeMa-
Tuvapa, nonyt 'ayca u Jlexkanapa, CIOMUBLY ¥ TOM KOHTEKCTY.

Hexana, maTeMaTryku OBOOOjU M HaaMeTama, a Cala, Pa3HW MAaTEMATUYKU KBU-
30BU U TAKMUYeHka. JlaHAac ce TOTOBO HE MOYKE 3aMUCIUATU Uj€THO MATEMATUUKO TaK-
MUUehe Wi KBU3 0e3 3amaraka U3 Teopuje OpojeBa. 3aCUTypPHO jedaH OI PA3Jjora 3a
TO, OPE BeJWKe MpUMeHe U yTUIlaja KOju Teopuja OpojeBa mMa Ha TOTOBO CBE T'DaHe
MaTeMaTUKe, aJii U PadyHapCTBa, Ne(PUHUTUBHO je U BEJUKU OpOj joII yBeK HepemeHnX
npobJieMa KOju 3aXTeBajy HOOpO mo3HaBame ocobuna OpojeBa n BUXOBUX MehycobOHMX
OHOCA.

Hanapenu yuenwumu, anu m CBM OHM KOjUMa je MaTEeMATHKA Ha OWMJIO KOjU HAUWH
IPUBJIAYHA, KPO3 NMPUIPEME 33 TAKMUUYEHa ydue HEKe OCHOBHE KOHI[ENITE MATEMATUKE,
pa3Bujajy CBOjy MHTEIUTEHIIN]Y, UHTEPECOBAE, Al 1 MON 3amaskama 1 3aKJbYYNBabA,
IITO WX MOMKE OOBECTM KA HOBUM KAejUMa W NPOOYIUTHU :Keby 3a OaBHEHEM OBOM

HayKOM.

OBaj pan ce O0aBu jemHUM [I€J0M Teopuje OpojeBa, a CBAKAKO Cy MATEMATUYKA

TAKMUYEHa MOCIY:RMIa Kao nacnupanuja. [loceehen je cBum yuenunuMa 3anHTEpECO-



BaHUM 3a OBy O0JIACT, aji U BUXOBUM HACTABHUIUMMA KOju Tpeba ma Oymy cacTraBHU
eo yuTaBor mpomneca. Maeja je Ouiia M3IOKATHA TEOPU]Y HEOUNXOMIHY 38 Pa3yMeBAe
ocobmHa KOHI'DYeHNUja, I0CeOHO eKCIoHeHNnjaIHux, npaheny oarosapajyhum npume-
puMa, a CBe ca IMJbeM JOOPOT pa3yMeBama KIeja U IOCTYIaKa 3a pellaBame 3a1aTaKa

u3 oBe 00JIaCTH.

Pan je monmemmen Ha Tpu riage:

[Ipea rnasa je yBomHor Tuma. Y H0j Cy MU3JIOKEHU HEKM OCHOBHU ITOJMOBU U TBp he-
Ha Be3aHa 3a KOHI'DYeEHIMje, a KOja Cy HEOIXOIHAa 3a pPa3yMeBame TeopeMa U I0Ka3a
y npyroj u tpehoj riasu.

Y npyroj riaBu yBeIEHM Cy IOJMOBM KaoO INTO je mopemak Opoja mo Momyay u
IPVYMUTVBHU KODEH, KAO U [BE TEOPEMEe O E€KCIIOHEHIV]aJHUM KOHIDYEHIIN]aMa.

Y Ttpehoj rnaBu je HajBUIIE aKIEeHAT HA TBPDHeEmUMa BE3aHUM 33 €KCIOHEHIN]aJHe
rourpyeunuje. HM3moxkene cy nse Jleskanmpose teopeme u 13B. ~Jlema o mommsamy
EKCIIOHEeHTa” .

Ha kpajy cBake riaBe M3JI0:KE€HU Cy 3amalu, yLJIABHOM Ca PA3HUX TAKMUYECHA, U
HEKU oJ MOryhux IocTyIaka 3a HUXOBO pelmlaBamme. Y YeHWNIUMa Ce CaBeTyje na, Ipe
HEro IITO IOTJIENajy pellermha, a HAKOH HIMNTABalka TEOPUje ca pa3yMeBameM, CaMu

MOKYIIajy Oa OODy MO COICTBEHUX PEIICHA.

3axBasmiaa 6ux ce cBOM MeHTOpY, mpod. 1ap opamy Bamkosuhy, ma momohm
OKO oJabupa TeMe, Ka0 U CBUM HAejaMa, KOPUCHUM mpuMenbama u momMohm y TOKY
nspane pana. lTaxkobe, 3axBabyjeM ce Ha caBeTHMMa U OCTAJIVM UJIAHOBHMA KOMUCH]E,

npod. np 3opany Ilerposuhiy m np Mapky Panosanosuliy.

Hexe o3Hake koje hemo kopucTuTm

Heka cy a u b npuponuu Gpojesu. Ca (a,b) osmauasaliemo najeefiu sajednuuru

deaunay 6pojesa a u b, a ca [a,b] najmanu 3ajeonuvky cadpacaray Tux GpojeBa.

Hexka je p mpocr, a npuponan u m neo 6poj. Kopucruhemo osmaky p®||m u roso-
puliemo ”p® tauyno meau m”, ako je « mHajsehwu cremen 6poja p koju menu m, tj. p* | m

u p T im.

Hexka je x peanan 6poj. Ca |z| hemo o3nauasatu majsehn meo Gpoj x Koju je Mamu

UV jeTHAK X.



I'NIABA 1

Kourpyennuje

Iedwunumnuja 1.1 Heka je mat mpuponan 6poj n,n > 1. Hemu 6pojeBu a u b cy ron-
PPYEHTHU IO MOIYJY 7 aKO Hajy MUCTU OCTaTak IpuU Aebewmy ca n. llume ce a = b

(mod n).
ITpumep 1.1 a) 18 =3 (mod 5), 6) 45 =24 (mod 7), B) 121 = 57 (mod 8).
Teopema 1.1 Hexa cy a u b yeau b6pojesu u n npupodan 6poj eehu 00 1. Tada saxncu:
(1) a=b (mod n) axo u camo axo je a = nt + b 3a nexu yeo 6poj t;
(2) a=b (mod n) axo u camo axo je pazauka 6pojesa a u b denusa ca n;

(3) Bumu xoHzpyenmar no 0amom Mooyay je Peaayuja eKeusaseHyuje § CKYny ueaut

bpojesa.
Teopema 1.2 Hexa cy a,b,c u d yeau 6pojesu un npupodar 6poj eehu 00 1. Tada eaxncu:

(1) Axo je a = b (mod n) u ¢ = d (mod n), onda 3a ceaxa dea yeaa bpoja T,y SaNCu

ax + cy = bx + dy (mod n);
(2) Axo jea=b (mod n) u c=d (mod n), onda je ac = bd (mod n);
(3) Axo jea=b (mod n) un=am, a,m €N, m > 1, onda je a =b (mod m);

(4) Axo je P(x) noaunom no & ca 4eaobpojrum xKoeduyujenmuma, onoa us
a=0b (mod n) caedu da je P(a) = P(b) (mod n).

Iloka3: (1) Axko jea=b (mod n) u c=d (mod n), orma n|a—bwun|c—d, na Baxu

un|(a—bzun|(c—d)y. Hakue,

n|(a—bdz+(c—dy = n| (ax+ cy) — (bz + dy),



Tj. ax + cy = bxr + dy (mod n).
(2) Uz a=b (mod n) cnemn na n|a—b, ma u n | (a —b)c. Tarobe,

u3 ¢c=d (mod n) cemu na n|c—d, naun | (c—d)b. Harie,
n | (ac—bc) + (cb—db) = n|ac—bd,

Tj. ac = bd (mod n).
(3) Akon|a—bum|n,m>1, onga 360r TPAH3UTUBHOCTU peJanUje NeJLUBOCTH,
rMaMo na u m | a — b, tj. ma je a =b (mod m).

(4) TIpema (2) uMamo ma 3a CBAKM IPUPOLAH Opoj m Basku ciaenelia MMIIUKAIA]A
a=b (modn) = a™=b" (modn),
a omasne u u3 (1) umamo na
a=b (modn) = P(a)=P(b) (modn),
3a cBaku mosamHOM P(x) ca menobpojHuM Koe(uIujenTuMa.
O

Teopema 1.3 Hexa cy a,b,n npupoowu bpojesu sehu 00 1 u x,y ueau b6pojesu. Tada

8axCU:
(1) Axo cy a u n ysajamno npocmu u ax = ay (mod n), onda je x =y (mod n);
(2) ax = ay (mod n) axo u camo axo x =y (mod ﬁ),
(3) x=y (mod a) ux =y (mod b) axo u camo axo x =y (mod [a,b]).

Ioxka3: (1) U3 axr = ay (mod n), tj. u3 n | a(xr —y), 360r ycaosa (a,n) = 1, ciemn na
nlx—y, tj. =y (mod n).

(2) Ako je axr = ay (mod n), onnma je a(x —y) = kn, 3a Herku neo 6poj k, na je u

(a‘fn) (x —y) = kﬁ Iaxie, m—”n) | ﬁ(x —y). Kako je ﬁ,ﬁ) =1, cnemu ma

L~ |z —y, Tj. ma je z =y (mod —2=).

(a,n) (a,n)
O6puyTO, ako je x =y (mod ﬁ), OHZA je T — Y = kzﬁ, 3a HeKu 1eo O6poj k, ma
jeum ar —ay = ﬁn (#‘n) je mpupoaH, ma je (;7’;) neo 6poj), tj. axr = ay (mod n).

(3) s x =y (mod a) cnemn a |  — y. Taxobe, 3 xz =y (mod b) ciemu b | z — y.
OsBo 3naun na [a,b] |z —y, 1j. * =y (mod [a, d]).



1.1 Ojaeposa dyrrmmja

Heduuumuja 1.2 Ckyn on n neaux 6pojeBa y KOME He IOCTOjU HU jenaH map OpojeBa
KOHI'DYEHTHUX I[I0 MOIYJIY M, UAe je n mpuponaH 06poj Behu ox 1, 30Be ce moTmyHU

cucreM ocCraTarKa IIO MOAYyJLy 7.

IIpumep 1.2 Ckynosu {0,1,2,3,4,5,6,7} u {16,—7,34,11,—-36,21,—10,31} cy normyuu

CHUCTEMU OCTaTaKa IO MOAYJTY 8.

Hepunumuja 1.3 Ckyn cBux ejieMeHaTa MOTIYHOT CUCTEMa OCTATAKA IO MOAYIY N
KOJU Cy y3ajaMHO IPOCTHU Ca N HA3WBa Ce CBeIeHM (PeOyKOBAHU) CHCTEM OCTATAKA

0 MOIYJIy n.

IIpumep 1.3 Crynosu {1,3,5,7} u {—7,11,21,31} cy cBemeHm cucTreMm OCTATAKA IO
Monyiy 8.

Iedumuumuja 1.4 Bpoj npuponumx O6pojeBa koju Hucy Behm on HaTOr IPUPOITHOT
opoja n, n > 1, m y3ajaMHO Cy NpPOCTU Ca UM, Tj. OpOj eseMeHATa MTPOU3BOJLHOT
CBEIEHOI CHCTEeMa OCTATaKa 110 MOLYIY N, o3HadaBa ce ca ¢(n). Pynruuja ¢ nedunu-

caHa Ha oBaj HauwmH, npu yeMy je (1) =1, 30Be ce OjmepoBa ¢pyHKIHja.

Axo je p mpoct 6poj, ounma je p(p) =p— 1.
(1) =(2) =1, ¢(3) = (4) = ¢(6) = 2 urx.

Teopema 1.4 Hexa je n npupodan 6poj eehu 00 1 u a weo 6poj, maxo da je (a,n) = 1.
Axo je {x1,2, ..., Ty} c8EdEnU cCucmem ocmamara no modyay n, onda je u

{ax1,azs, ..., azw(n)} ceedent cucmem 0Cmamaxa no mMooyay n.

Jloka3: Tepheme cream u3 UMBmEHUIE 18 CKYN {aT1, T2, ...,aTu(n)} CAIpEu @(n)
mesux Opojesa, Meby KojuMa HeMa KOHIPYEHTHHUX IIO MOIYJIY 7. M CBAaKd O HUX je

y3ajaMHO IPOCT ca n.

O

IIpumep 1.4 Hera je n = 12 m a = 7. Taga cy n u a y3ajaMHO IPOCTH, Ia je CKYII
{7-0,7-1,7-2,...,7-11} = {0,7,14, ..., 77} noTuyHu cucreM OcTaTaka mo MOLyILy 12, a
cryn {7-1,7-5,7-7,7-11} ={7,35,49,77} je cBemeHu cucrem ocrarara Mo MOLyiLy 12.

Teopema 1.5 Ojaeposa gyrKyuja je MYyAMUNAUKGMUBHE Y APUMMEMUYKOM CMUCAY, M.

aKo cy m u n yzajamro npocmu npupoonu bpojesu, onda je p(mn) = p(m)p(n).

Teopema 1.6 Hexa cy p; npocmu u o; npupoonu bpojesu, 1 < i < k. Axo je n =
a

PItPy? - PRk Kanoncka gaxmopusayuja npupoonoe bpoja n, onda je

=) (05) - (-5)

=ty o = D (2 — 1) (o — 1),



Iloka3: Heka je n = p®, 3a HeKM IpocT 6pPOj p W HEKW TpUpPoIaH 6poj a. Meby
npuponuuM 6pojeBuMa ox 1 no p® mma p®~! GpojeBa Koju HECY Y3ajaMHO HPOCTH Ca
p

“, Tj. OpojeBa KOju Ccy nebuBH ca p. To cy

(a3

D.2D, D7, o, D

Haxne, meby mpuponmuM 6pojeBuma ox 1 mo p® mma p® — p®~! GpojeBa y3ajaMHO

nmpocTux ca p®, Tj.
_ 1
p(®) =p* —p* Tt =p* (1 - ;) :

Axo je, cama, n = pi'p5?---pp* raHOHCKa ¢arTopusanuja 6poja 1, TPUMEHOM

HpeTXOI{He TeopeMe (BI/IHIG HYTa.) MaMO:
p(n) = o7 )p(py®) - @(pp*)
1 1 1
=pM(1—-=1p¥|1—=—] - --pX*(1—-—
i (1) (1-5,) e (1)
1 1 1
pr— n 1 e — 1 — ot 1 e .
D1 D2 Pk

Hpumep 1.5 ¢(2020) = (22 - 51 1011) = 21 - 5°.1019(2 — 1)(5 — 1)(101 — 1) = 800.

Teopema 1.7 (OjmepoBa teopema) Heka je n npupodan 6poj eehu 00 1, a yeo 6poj u
(a,n) = 1. Tada saxcu:

a?™ =1 (mod n).

Jlokas: Hexka je {1,%2,..., Ty(n)} CBEIEHM CHCTEM OCTaTaka 1O MoAyy n. Tama je n
{axy,axs, ..., a2y} cBemEHW cucTeM ocTaTaka Mo Momywy n, jep je (a,n) = 1. [Ipema

TOME, 3a CBaKO &; IOCTOJU TAYHO jeNaH ar; Takas na je z; = ax; (mod n), ma je
(az1)(axs) - - - (azymn)) = 2122 Ty (mod n),

OIIHOCHO

a?Myixy - Tp(n) = T1T2 - Ty(n) (mod n).

Kaxko je (z122-- -xw(n),n) =1, umamo na je

a?™ =1 (mod n).

Hamomena 1.1 Bpoj p(n) nuje majuamu npuponan 6poj k takas ma je af =1

(mod n).

Teopema 1.8 (Mana ®epmaoBa Tteopema) Heka je p npocm 6poj, a ueo 6poj u p 1 a.
Taoda je a?~1 =1 (mod p).



Iloka3: Axo p me memm a, ouza je (a,p) = 1. Kako 3a cBakm mpocTt 6poj p Basku

©(p) = p—1, 3armyuyjemo ma je oso cuemmjanan ciaydaj Ojmepose Teopeme.

TMocnemuma 1.1 Axo je p npocm 6poj u a npoussosan yeo 6poj, onda saxcu a? = a

(mod p).

Hedumaumuja 1.5 Hexka cy a n b nenu 6pojeBn paszauunty ox 0 u n mpuponar 0poj
sehu on 1, npu uemy je (a,n) = 1. Bpoj b 3a koju Basku ab = 1 (mod n) masusa ce

uHBep3 6poja a mo Momayry n. [lmmemo a~! = b (mod n).

IIpumep 1.6 Uuseps 6poja 3 mo monyny 4 je 3, jep je 3-3 =9=1 (mod 4). Nusep3
6poja 3 mo monyay 5 je 2, jep je 3-2=6=1 (mod 5).

Jlema 1.1 Hexa cy a,b, x yeau 6pojesu, a # 0 un npupodan 6poj eehu 00 1. Konepyenyuja

ax = b (mod n) yeex uma pewewe (no x) Kada cy a u N Ysajamno npocmu bpojesu.
Iloka3: Ysvmmo ma je z = a~" b (mod n).
O

Teopema 1.9 (Kunecka teopema o ocraruma) Hexa cy ai,as, ..., ar NPou3BomHY 4eal
bpojesu U HeKa cy ni,Na, ..., Ny NO NAPOBUMA Y3AJAMHO NPOCMU NPUPOOHY bpojesu eehu

001, mj. (n;,n;) =1 sai# j. Tada nocmoju pewene cucmema Koxepyenyuja:
x=a; (modny), x=as (modnsg),...,z=a, (modn,). (1.1)

Axo je xq jeono peweme cucmema (1.1), onda je x pewemwe cucmema (1.1) axo u camo axo

je obaukra xo + kn, 20e je k npoussoman 4eo 6poj, a n =ning - N.

Ioka3: Ilokas hemo m3BecTH 3a cuCTeM IBe KOHTDYEHIUje:
x=a; (modny), z=azs (modny),

npu yemy je (ni,ng) = 1.

CBako pememe IpBe O OBUX KOHT'PYyeHIUja je obsmka x = a + yni,y € Z. Ono je
pelieme U gpyre Ol OBUX KOHIDYEHIMja aKO U CaMoO ako je iy = az —aj (mod ng).
[MomTo cy ni u Ny y3ajaMHO IPOCTU, HA OCHOBY IPETXOMAHE JIeMe CJIeIU Na MOCJEImha
KOHTPYeHIIja nMa 0ap jemHo pememe ¥yg, Ia je g = a1 + N1Yo jeaHO 3ajeTHUUKO
peleme qaTor CUCTEMa KOHIDYEHI]ja.

Hase, aro cy zo 1 x[ OMIO KOja 3ajeQHUYKA pellermha TaTUX KOHCDYCHIUja, 13
zo =a1 (mod nq) u zj = a1 (mod nq) caenu ma ny | zo — . Cauuno ce mokasyje na
na | xg — xf, ma [ny1,na] | o — x5 Karo cy ny m ny y3ajamuo mpoctu, oHAa je

[n1,m2] = ning, Tj. o = x; (mod ning).



IIpumep 1.7 Pemumo caemehu cucreMm MuHEApHUX KOHTPYEHII]a:
=3 (mod5), x=4 (mod 11).

IIpumernmo ma x moxkemo 3ammcaTtu y obauky bk + 3 m 11lm + 4, 3a Here mele
opojese k u m. Ilakie,
r=5k+3=11m+4.

ITocmaTpameM KOHTpyeHIUje O MOIYTy 5 mobujamo:
11lm+4=3 (mod5) = m=-1 (mod 5).

N3 jemmaxoctu m = 5my — 1, my € Z, nodujamo x = 11(5my — 1) +4 = 55my — 7.
Hakae, © = —7 = 48 (mod 55), wro Hac HOBOAM OO pelIeHa IOYETHOT CUCTEMA

JUHEAPHUX KOHrpyeHmuja x = Hbky + 48, 3a Heru 1eo 6poj k.

1.2 3anmamm

1.1. Uspauynaru 2% (mod 33).

3amatak heMo pemmTy Ha ABA HAYMHA.

Havur 1: Ilpumerumo na 33 Huje mpocT OpOj M ma w3 TOT pasjiora HEe MOKEMO IU-
pekTHO ma uckopuctumo Maay PepmaoBy Teopemy. Mebyrtum, oBa Teopema he mam
fuTu BeOMa KOPUCHA y OBOM HAUMHy pemaBama. Haume, kako je 33 =3-11u 213,11,
MoskeMo uspauynatu kosmko je 2% (mod 3) u 2% (mod 11) xopumhemem Mase ®ep-
MaoOBe TeopeMe, a 3aTUM MCKOPUCTUTU OBE Pe3yJiTaTe M IPUMEHUTU KuHecky TeopeMy
0 ocTanyMa Kako OMCMO MOUIJIN O KeJHEHOI Pellena.

Basu crenehe: 237! =22 =1 (mod 3) u 217! = 2! =1 (mod 11). Kopumhemewm

OBUX KOHT'DYEHIMja MOoOMjamMo:

2% — (29" =1% =1 (mod 3)

29 — (210)? .28 =1.256=3 (mod 11).

Heka je cama 2% = z. Pemunmo cucreM KOHIPYEHIM]a:
x=1 (mod3), =3 (mod 11).

W3 maBemenor cucrema mnobujamo ciaemehy jemuakoct: x = 3k + 1 = 111 + 3, 3a Heke
nese 6pojese k u l. Kopumhemewm ose jennakoctn mmamo 111+3 =1 (mod 3) =20 =1
(mod 3). Kako nam je norpe6uo | (mod 3), mopamo mahiu uaseps 6poja 2 mo moxyiy 3.

ITposepoMm manasumo na je maseps 6poja 2 (mod 3) jenuak 2, ma MHOKEHEM IOCIIE e



KoHrpyeHnuje ca 2, mobujamo ! = 2 (mod 3), tj. | = 3m + 2, 3a Hexu neo Gpoj m.

Kopumhemem oBe jemrnaxkoctu mobujamo:
x =11(3m + 2) + 3 = 33m + 25,
IMTO HAC JOBOAU A0 pEIlema 3aaaTKa
298 = =25 (mod 33).

Hawun 2: Kako OjnepoBa Teopema BaskK KO CIOMKEHUX MOIYJa, ¥ OBOM CJIydajy
hemo wmy mckopucTuTH.

Hajope, npomabumo spemmoct Ojaepose dyurmmje 3a 33. ¢(33) = ¢(3-11) =
33(1-3) (1—4) = B3—-1)(11 — 1) = 20. Cazna, npumenom Ojmepose Teopeme, X0-

oujamo 2¢(33) = 220 =1 (mod 33). TIpumenom Ha 3amaTu TPobIEM, T06UjaMO
=2 = (22272 =471 (mod 33).

MuoskemeM nocienme Kourpyernuje ca 4, nobujamo 4z = 1 (mod 33). Y oBoM TpeHYTKY
je morpebro na mabemo umBep3 Gpoja 4 (mod 33). [Iposepom Hamazumo ma je 25 uH-
Bep3 Gpoja 4 (mod 33), ma MuokemeM ca 25 mobujamo z = 25 (mod 33). OBo mam naje

TpaskeHO pememe 3anaTka r = 2% =25 (mod 33). A
1.2. Ioxrazatu na je 2" 1 =1 (mod n) 3a n = "73-37.

Pewemwe: Ipumernmo ma cy 73 u 37 mpoctu 6pojeBu. Ilokymajmo ca Mamom Pep-

MaoBOM TeopemMoM. IIpumenom oBe Teopeme mobujamo:
272 =1 (mod 73) m 226 =1 (mod 37).
Kopumhemem npyre KOHrpyeHIIje MOKEMO 3aKJbYUUTU OA
272 = (232 =12=1 (mod 37).
Cana, mpumenom Teopeme 1.3 Ha IpeTxomHE KOHI'PYEHIUje, 3aKbydyjemo aa je 272 = 1

(mod [73,37]), a raro je (73,37) = 1, onma je 272 =1 (mod 73 - 37). U3 oBora momxemoO
Tj- 273~3771.

sakmyuntu ga je 27237 = 137 =1 (mod 73 - 37). [locmaTpajmo cama 2771,
978371 _ gT23TH3T—1 _ 97287 936 — 936 (1104 73. 37).

Kaxo je 236 = (29) = 14 = 1 (mod 73), 3akmyuyjemo ma je 236 =1 (mod 73-37). Ilakme,
27337-1 =1 (mod 73-37). A

1.3. oxkazaTu na je 3a cBaku mapan 6poj n 6poj 20" + 16™ — 3" — 1 memus ca 323.
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Pewewe: Kako je 6poj 323 ciaoskeH, akO JOKaKeMO Oa je naTyu OPOj HeJbUB CBAKUM OJ
IPOCTUX YmHUONna 6poja 323, 3aBpIIUIN CMO Ca JOKA30M.

323 =17-19. Hexra je n mpousBosbaH napas 0poj.

Vcnurajmo npBo ciaydaj gemuBoctu ca 17. KpeHuMo on ocHOBa Koje cy mare.
IMpumerumo ma Bazku 20 = 3 (mod 17). IIpumenom Teopeme 1.2 Ha 0By KOHIDYEH-
nujy, mobujamo 20™ = 3" (mod 17). TakobDe, Basku u caemeha mmnmuranuja: 16 = —1
(mod 17) = 16™ = (—=1)™ (mod 17). Kako je n mapan 6poj, (—1)" = 1, mro 3naun na je
16" =1 (mod 17). Ako ce BpaTuMO Ha MPOGIEM AAT y 3aMATKY W IPUMEHUMO 100ujeHe

KOHI'Dy€eHIje Mo Moayiy 17, mobujamo
20" +16"-3"-1=3"41-3"-1=0 (mod 17).

Haxie, nokazanu cmo ma 17 | 20" + 16™ — 3™ — 1.
ITocmaTpajmo cama mra ce memasa mo Momyiy 19. ITomoso, mpumenom Teopeme

1.2, mnobujamo caenehe mMmIIUKaITje:

20=1 (mod 19) =20"=1 (mod 19)

16=-3 (mod 19) = 16" = (-3)" =3" (mod 19).
W3 osora cunenu
20"+16"—-3"-1=14+3"-3"—-1=0 (mod 19).

Iaxkise, mokazanu cmo u ga 19| 20™ + 16™ — 3™ — 1.
W3 opora caemu ma 323 | 20" + 16" —3" —1. A

1.4. Ioxasaru ma je 6poj 22225%%% + 55552222 nerus ca 7.

Pewewe: OHO mTO OAMax MOXKEMO IpUMETUTU jecTe ma je 2222 + 5555 = 7777 = 0

(mod 7), wro 3naum ma je 5555 = —2222 (mod 7). Moske ce mpoBepuTu na je OCTaTak

KOju mDOOHMjaMO OPUIMKOM Aelbema Opoja 2222 ca 7 jemmak 3, ma je 2222 =3 (mod 7).
OBuM pasMaTpameM 3aJaTak CBOAMMO HA WCIUTUBAHE IEJLUBOCTU Ca 7 Opoja

35595 1 32222 Opaj 36up MO¥keMO 3amucaTu Ha ciemehn maumm:
35555 | 32222 _ 32222 (33333 + 1) .

Kaxo 32222 muje memuBo ca 7, ocTaje HaMm ma mokaxeMo na je 33233 + 1 memwmso ca
7. lpumernom Mase ®Pepmaose Teopeme sarmyuyjemo ma je 3° = 1 (mod 7). Kaxko je

3333 = 3 (mod 6), nobujamo na je

33398 41 =36h8 1 1= (3533 4 1=1.2741=0 (mod 7),

11



a 0OBO CMO KeJlelau na Jokakemo. A
. 2020
1.5. UspauysaTu nocienme 2 nudpe 6poja 143 .

Pewewe: Hayunnm cMo mo canx ma ocTaTak KOjU JOOMjEeMO TPUIUKOM IeJbeHmha HEKOT
6poja HEKOM IEKATHOM je IMHUIIOM IPEeACTaB/ba MOCIeqmhe muppe Tor 6poja, U TO OHO-
JIUKO TOCHEABUX NUpapa KOJUKO HyJda MMa AEKATHA jequHuIa kKojoMm meaumo. OBy
YMH,EHUIY NeMO KOPUCTUTU MPUIUKOM PEIlaBama 3aaTaka OBOT TUMA, Kala Ce Tpake
mocJyenme nudpe HeKor Opoja. Y OBOM KOHKPETHOM CIyUajy TPaKMNEMO OCTATAK IPU-
JIUKOM HAeJbema 3amaTor Opoja ca 100, ogHoCHO 143°7 (mod 100).

Kako je 100 = 4-25 u (4,25) = 1, 6ulie nam snakme na U3padyHaMO KOJUKO je 143°%
(mod 4) u 143"

I{OBGMO A0 KOHAYHOT' pelema.

(mod 25), a 3aTuM ga npuMeHnMo KuHECKy TeopeMmy O OCTaluMa U

M3pauyrajmo npso 14377 (mod 4). Jacuo je ma je caku mapad 6poj, OIUTHYT Ha
EeKCIIOHEHT kKoju je Behu wiau jemuak ox naBa, memus ca 4. Kako je 14 mapan 6poj, oomax
MOKeMO 3aKmydnTu aa je 1437 =0 (mod 4).

Iporabmio caza 143" (mod 25). Kaxo je (14,25) =1 u (25) = 5(5 — 1) = 20, u3
Ojnepose Teopeme caemu 1420 = 1 (mod 25). OcTaje HaM na BUAMMO mTa Ce AeMmaBa

ca 32029 (mod 20). Ipumernmo na je 3* = 81 =1 (mod 20). U3 osora ciemu:
32020 — (31" = 19 = 1 (mod 20) = 3202 = 20k + 1, k € Z

k
— 14577 = 1421 = (1420)7 141 =1 14 = 14 (mod 25).
Hexa je 143" = 2. Us IPEeTXONHOT pa3MaTpama mnobujamo ciaemehu cucTeM KOH-
rpy€eHNUja Yrje pememe Ne OUTU TPaKEHO pellehe 3aTaTKA!

=0 (mod4), x=14 (mod 25).

W3 npyre rourpyennuje mmamo x = 250 4+ 14 3a merm meo O6poj [. YbamuBamem oBe
jemHAKOCTM y TpPBY KOHrpyeHmmjy, mobujamo 250 + 14 = 0 (mod 4). Kako je 25 = 1
(mod 4) m 14 = 2 (mod 4), u3 nperxoaue kourpyenimje caemu [ +2 =0 (mod 4) = | =
—2 (mod 4) = | = 4m — 2 3a Heru ueo 6poj m. Haxrie,

32020

x =25(4m — 2) + 14 = 100m — 36 = 14 =2=-36=64 (mod 100).

. 2020
OBuM cMO TIOKa3aau ma ce 6poj 143 3aBpmasa Ha 64. A
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1.6. (a) Ako je a meo, a n npuposan 6poj, mokazaTu ga je 6poj a (aQ" — 1) IEeJLUB Ca
6.
(6) Ako je a mHemapas neo 6poj, a n npupoxan 6Gpoj, Kokazaru na je 6poj a (a2" — 1)

nemus ca 24.

Pewewe: Ilpumehiyjemo na u y neny (a) n y meny (6) mcuuryjemo messmBocT Gpoja
a (a2" — 1) . Kako je > — 1= (a2)n — 1™, 0BO MOKEMO pacCIMCATU Ka0 PAa3JIUKY N-TUX

CTeIleHa:
(a2)n —1" = (a2 — 1) (aQ("_l) +a*™ 2 4+ + 1) .

W3 osora cirema a? — 1 | a® — 1.

(a) Hocmarpajmo mTa ce memasa ca a(a? — 1). Mosxkemo npumeTutn caenehe:
a(a®>—1)=a(a—1)(a+1) = (a — 1)ala+ 1).

[Ipumehyjemo ma je Ha meCHOj CTPAHU MPETXOMOHE jeTHAKOCTU MPOU3BOA 3 Y3aCTOIHA
nena 6poja. OBo 3HAuUM ma je TAYHO jemaH o1 TUX OpojeBa HeLuB ca 3 U Oap jeman

6poj memus ca 2. Hakxne, 2 | a(a? — 1), 3| a(a® —1). OBo 3maunm na:
6|ala®>—-1) = 6]a(a® —1).

(6) Kako je a memapan meo Gpoj, MoskeMO Ta 3amucatu y obauky a = 2m + 1, 3a

Heku 1eo opoj m. Tama je
a(a® —1) = (a— Da(a + 1) = 2m2m + 1)(2m + 2) = 4m(m + 1)(2m + 1).

Ounrnenro je ma 4 | a(a® —1). Kako 2 | m(m + 1), 3akmyuyjemo ma 8 | a(a® —1). C
o63upom Ha TO ma cMo y meny mon (a) mokaszamu ma 3 | a(a? — 1), 3akmyuyjemo na

24 | a(a® — 1), a oBuM nokasyjemo ma je 6poj a (a®" — 1) memus ca 24. A

1.7. De3 ynorpebe KajJkyraTopa OAPEIUTH I(pe KOje CTOje yMecTo ciaoBa a m by
n3paszy
45" = 34050628ab6015625.

Peweme: Tlpumerumo caenehe: 45 = 0 (mod 9), mro 3maun ma je 459 = 0 (mod 9).
3HaMo na je 6poj memsuB ca 9 ako m camMo ako je 30up meroBux nudapa mespus ca 9.

[Ipumenom ma 3amatu O6poj mobujamo cienehe:
534+ a+b=0 (mod9) = a+b=-53=1 (mod9).
Kako a,b € {0,1,2,...,9}, moryha cy asa cayuaja:

a+b=1 V a+b=10. (1.2)
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MebyTum, 0BO HAM HUje MOBOJLHO ma OMCMO OOULIM IO pemema. la am MokeMo
Ha CAUYaH HAUMH 1Oa mobemo mo Bese uameby a m b Koja Ou Hac moBesia MO pelema
zamatra? OAroBop je MOTBPAAH, Ay MOPAMO MaJio Ia ce moBujamo. bumo 6u mobpo
aKo OMCMO HA HEKM HAUWH UCKOPUCTUIIM mpaBuiio nemuBocTu ca 11. OHo kKaske na je
naTty O0poj memuB ca 11 ako 1 caMo ako je 30up nudapa Ha TapHUM MO3UNKjaMa TATOT
Opoja KOHrpyeHTaH ca 30upoM mupapa Ha HeMAPHUM IO3UIIjaMa TOT Opoja 10 MOAYILY
11.

Kako je 45 =1 (mod 11), umamo za je 45'° =1 (mod 11). U3 oBora 3akmydyjemo
na je 459 — 1 memmso ca 11, ma hemo mocmaTpaTé muppe Ha TAPHUM W HETAPHUIM

MectuMa oBor Opoja. Takro moxaszmmo mo ciemehe KOHrpyeHIuje:
22+4+a=30+b (modll) = a—-b=8 (mod11).

Kako cy a u b mudppe, umamo ma Baxkn —9 < a — b < 9. OBa ymmeHNIIA ¥ TPETXOTHO

pa3MaTpame majy Ham cienehe mBe moryhunocTu:
a—b=-3 V a—-b=8. (1.3)

N3 (1.2) n (1.3) mobujamo 4 cucrema jemmaumna. JeanocTaBHUM padyHoM Bugeliemo
Ia caMmMo jemaH CHUCTeM uMa pememe. 10 je cucrem jemuaumua a +b = 10; a — b = 8.

PemasameMm moaaszumo mo pemema a =9ub=1. A

1.8. Hera cy ny < ng < --- < ng; npoctu 6pojesu. IHorazaru na axo 30 menu

n}+nj+ - +ni, onma cy meby matum Gpojesmma 3 yszacTomra mpocTa 6poja.

Pewewe: Oznaumvo majupe S =ni+nj +---+ni u A ={ny,ne,...,n31}. Axo 30| S,
oumam?2|S, 3|Sus|Ss.

Yumennna na 2 | S rosopu HaMm ga je S mapan 6poj, a oo he 3uauutn na 2 € A.
Kako? IIpermocrasumo cymportso, 2 ¢ A. OBo 3Haunm ma cy csu n;, @ € {1,2,...,31},
HeTIApHU, TIa U CBY N} Cy HeMAapHU, MTO 3HAYM fa je S 36up HemapHOT Gpoja HemapHUX
Opojesa, ma je S memapan. Rourpamuknuja. Ilakmae, 2 € A.

Ha canuan maumn hemo mokazatu ma 3 € A. IlpermocraBumo cymportHo, 3 & A.
Oso 3naun ma je n; = +1 (mod 3), Tj. n} =1 (mod 3), 3a i € {1,2,...,31}. U3 osora
crenn na je S =31 =1 (mod 3). Kourpamuknnja, jep cMo BuAenn Ha TOYETKY na 3 | S.
Haxrne, u 3 € A.

Moskemo sz mokaszatu ga u 5 € A7 Tlpernmocrasumo na 5 ¢ A. Tana, npumenom
Mase ®epmaose Teopeme, 3akmydyjemo na je ny = 1 (mod 5), za i € {1,2,...,31}.
OBo mam rosopu ga je S =31 =1 (mod 5), a 0BO je y KOHTPAIUKIN]U C& UNHEHATIOM
na 5| S. Hakae, u 5 € A.

Kako cy 2, 3 u 5 Tpm y3acromHa mpocta Opoja, IPEeTXOAHUM Pa3MaTPAIEM CMO

nokaszaJyu 3a1ato TBpheme. A
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1.9. OapenuTu, ako MOCTOju, TPOCT GPOj p Takas Aa p? | 50° + 1.

Pewemwe: IIpernocraBuMo ma mocToju mpocT 6POj p KOjU 3aI0BOJbABA TPAKEHU YCJIOB.

Tana, npema ITocaenumm 1.1 Mase Pepmaose teopeme, umamo 5”7 = 5 (mod p). Cre-

EHOBAHEM OB€ KOHI'DYEHIMje ca p nobujamo 50" = 5P (mod p), na je
59" =5P =5 (mod p),

a onaBIe 3aKJbydyjeMoO na je
57 +1=6 (mod p).

C mpyre crpame, u3 yciosa p? | 5P° + 1, cmequ ma p | 50" + 1, Tj.

5 +1=0 (mod p).

(1.5)

N3 (1.4) u (1.5) caenu 6 = 0 (mod p), mro 3nauu na p € {2,3}. VcourajMo cBaku ox

oBux Opojesa.
3a p = 2 umamo
52 +1=5+1=626=2 (mod 2%),

IITO 3HAYU 1a p = 2 He 3a10BOJHABA YCJOB 3aIaTKA.

3a p = 3 umamo
5 +1=5%4+1=1953126=9-217014=0 (mod 32).
Haxrne, p=3 je jemuru mpocT OPOj KOju 3aI0BOHABA yCJIOB 3aTATKA.

1.10. Y Tabaumu 10 x 10

1 2
9 0 1 8
8 9 0 7
1 2 3 ... 0

3a0kpy:keHo je 10 esmeMmenara, y ¢CBakKOj BpCTU U KOJIOHU 1O jenmaH. Jlokasatu nma cy

MmeDy muMa GapeMm aBa jemHaka.

Pewewe: neja je na mocmarpamo cBaku o OpojeBa y TAOIUIM U A 3aKBYyUUMO HA

KOjU HAUMWH Cy JAaTU OPOjeBUW MOBE3aHU Ca BPCTaMa M KOJOHAMA KOjUMa IPUNAnA]y.

Axo Maso GoJbe moriegaMo, MOKEMO YOUUTH a4 je CBaku Opoj y Tabaunu Ko-

HrpyeHTaH o mMonyiy 10 ca 36upom mpBor Opoja y BPCTM M IPBOT Opoja y KOJOHU

KO0joj mpumana. Kako je 3a0KpysKeH mo jeman OpPOj M3 CBake BPCTE U CBAKEe KOJIOHE,
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IPEeTXOOHU 3aKjbydak he HaMm Outu Beoma kKopucraH. Haumme, 30up 3a0Kpy:KeHUX OPO-

jeBa je mo monyny 10 KOHIpyeHTaH ca

O0O+1+24+---4+9)+(04+9+8+---4+1)=90=0 (mod 10).

Ila 6ucmo nmoxrazanu TBpbheme mpernocraBrieMo CynIpOTHO, Tj. Ja Cy CBU 3a0KPY/KEHU

opojeBu mebhycobuo pasmuuutu. Tana 3a 30up TUX OpojeBa Baku
0+142+---+9=45=5 (mod 10),

a OBO je Y KOHTPAIUKINjU Ca TPETXOMHOM KOHrpyeHnujoM. lakie, mehy 3a0Kpy:KeHnM

OpojeBuma cy Gap aBa jemHaka. /A
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I'NIABA 2

ITopemak Opoja mo JATOM MO Iy JIy

3anarak 2.1. Ucnouryjyhu cayuaj n = 561, mokazatu ma wuje mawno caenehe: ako 3a

cBako a € Z y3ajaMHO mpocTo ca n Baxu a" ' =1 (mod n), oga je n mpocT 6poj.

Pewewe: mamo n =561 =3 -11-17. 3a cBako a koje uHuje messuso ca 3,11 nmm 17
sk a2 = 1 (mod 3), a!® =1 (mod 11) u a'® = 1 (mod 17). CrenenoBamem oBe Tpu
KOHI'DyeHImje ca excronenTuMa 280, 56, 35 penom mobujamo a’° = 1 mo monynuma 3,11
u 17. Harne, a®® =1 (mod 561). A

Hamomena 2.1 BpojeBu n ca oBuM CBOjCTBOM ce 30BYy Kapmajraoeu b6pojesu. Jenuuu

Kapwmajkmos 6poj mamu ox 1000 je n = 561.

[IpuMeTrMO fMa U3 pemema TPeTXOaHOT 3amaTka ciemu aa je a®’ = 1 (mod 561),
mro je jage om TBphema Ojmepose Teopeme mo xome je a®?° = 1 (mod 561) (jep je
©(561) = 2-10-16 = 320). OBo mam cyrepumte na excuonenT @(n) y OjrepoBoj Teopemu

MOKe y OIIITEM CIIyYajy da ce MOOOoJbIIa.

2.1 Kapmajknoa dyHKIUja

Hepuaumuja 2.1 Kapmajraoa ¢yurmuja A : N — N nepunnnme ce ma cuaenehn

HAYLH:
(1) AM1) =1, A\2)=1, \4) =2, \(2*) =22 3a a >3
(2) Mp®) = p*~L(p — 1), 3a memapam mpocT 6POj p U TpUPOAAH GPOj
(3) APy pa® - pi*) = [APT ) AP5?), - APR™)]
Ounrnenno, A(n) mema ¢(n). Ha npumep, A(56) = [A(71),A(2%)] = [7—1,2372] =

[6,2] = 6 memm ¢(56) =56 (1—1) (1—3) =24.

17



Teopema 2.1 (Kapmajrsosa Teopema) Heka je n npupodan 6poj eehu 00 1, a yeo 6poj
u (a,m) = 1. Tada saxncu:
aN™ =1 (mod n).

ITokas: Iosommo je mokazaru ma Baxu aP") =1 (mod p*) 3a cBaku mpoct 6poj p
u « > 0. Homro A(p®) | A(n) xkax ron p* | n, crenenoBamem ca A(n)/A(p*) he cmemurn
na p® | a*™ — 1 u omarne n | a*™ — 1.

Axo je p memapmo, a*??) = ¢¥?") = 1 (mod p®) Bamm mo OjmepoBoj Teopemm. Y
= a7 —1 = (@ - D2 (e -

23 | a2 — 1 u cBu ocraau UMHUOIMY Cy INapHU, OdaKJe CJenun TpreH)e.

cayuajy p=2u o > 3 je o’ — 1 1), nupu uemy

O

Axo je n mpoct 6poj, Kapmajriosa Teopema He maje mobossmame Pepmaose jep je

taga A(n) =n — 1. MebhyruM, y onmrem cayuajy moGossmame je 4eCTO 3HAUAJHO.

IIpumep 2.1 Ilo Kapmajknosoj Teopemu je a%® = 1 (mod N) 3a (a,N) = 1, rze je
N =24.32.52.7-11-13-31-61, jep je A(N) = [4,6,20,6, 10,12, 30, 60] = 60. opehema
pam, p(N) =2'3.35.5% =1 244 160 000.

2.2 TIlopenak mo MoOmIyJry

OjmepoBa, Mama PepmaoBa m KapmajrkoBa Teopema Baske 3a CBakKu €0 Opoj a
KOjU je y3ajaMHO IPOCT Ca JaTUM MOIYJIOM N. Y Wby UCIUTUBAH NOHAMIAHA CTe-

eHa JaTor Opoja a MO HAaTOM MOIYJIY 7, YBOAMMO IOjaM HOPETKA [0 MOIYJY.

Hepunumnuja 2.2 3a npuponan 6poj n > 1 u meo Opoj a ys3ajaMHO TPOCT ca n,
mopenaH 6poja a¢ Mo MOIYJIy 71 je HajMamu NPUpPOIaH Opoj ¢ 3a KOjU BaKu

a’® =1 (mod n), omroCHO,
6n(a) =min{k € N|a* =1 (modn)}.
Ha npumep, §11(3) =5, jep je 3° =1 (mod 11) m 3* Z 1 (mod 11) 3a 1 < i < 4.

IIpumep 2.2 Y tabenu ucnonm mat je mopenak 6poja a mo moxymiy 11, ommocuo 13.
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Teopema 2.2 Hexa je n npupodan 6poj eehu 00 1 u a yeo 6poj ysajammo npocm ca n.

Tada, 3a m € Ny, eaxncu caedeha exsuearenyuja:
a™=1 (modn) < dy(a)|m.
IToka3: Axo §,(a) | m, orma je m = q- ,(a) 3a Heru meo 6poj ¢. lake,
a™ = (a‘s”(a))q =1 (mod n).
O6puyTo, Hera je m = (d,(a))g+ 7, 0<r <d,(a), ¢ € Z. llpumerumo cuenehe:
aC®n(@)atr — gm =1 (mod n)

= a()g" =1 (mod n)
= a"=1 (mod n).

Kaxko je r < d,(a), a npema lepununmju 2.2 §,(a) je HAjMAHYU TPUPOTAH CTEIEH
Opoja a KOju je KOHIPYEHTaH ca 1 1Mo MOmyJay M, CJEOW Ha T HUje MPpUpOomaH Opoj.

Hakae, r =0, 7j. dy(a) | m. OBuM cMO HOKA3AIU ATY €KBUBAJIEHIN]Y.

O

Teopema 2.3 Hexa je n npupodan 6poj eehu 00 1 u a yeo 6poj ysajammo npocm ca n.
Ilopedax 6,(a) 6poja a no modyay n deau 6poj p(n). Huz 1,a,a?, ... je nepuoduuan no

MOOYAY N €A MUNUMAAHUM NEPUOOOM 0 = Op(a).

IToka3s: M3 Ojmepose Teopeme mmamo o™ =1 (mod n). Kopumhemem mperxomme
Teopeme 3a m = ¢(n), nokazyjemo npsu xeo tBpbhema, Tj. I, (a) | p(n).

IlepuomuunocT MOKEMO jeqHOCTABHO mMoka3atu. Hawmme, Basku:

a"* =adfa® =af - 1=0d* (modn).

S—

Hamomena 2.2 1,a,d?,...,a°~! cy MehycobHO pazmuumTyé IO MOIYITY 7.

IIpumep 2.3 IlocmaTpajMmo ocTaTke 6pojesa 1,2,22, 23,24 25 26 mpu nememy ca 7.
Ocramu cy pemom 1,2,4,1,2,4,1,2,4, ... - npumehyjemo ma ce mu3s 1,2,4 mepuoauaHo
TMOHABJbA, CA TEPUOIOM 3, U 1a ce He mojaBmyjy octanu 0,3, 5, 6. MehyTum, ako ymecto
cTemeHa Opoja 2 mocMaTpamo crTemeHe Opoja 3 mpu mebemy ca 7, Do0ujaMo pemoMm
ocrarke 3,2,6,4,5,1. OBora myra, ocranu ce HOHaBJBA]Y Ca MepuOaOM 6 M CBU OcCTaIu

no Momyiy 7 ocuMm Hyse cy ty. Ilpumehiyjemo ma je 07(2) =3 u §7(3) = 6.
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Cunenehe jemnocrasuo momohuo TtBpbheme je Beoma BasKHO.

Teopema 2.4 Hexa je a yeo 6poj u m,n npupodnu bpojesu. Tada saxncu:
(@™ —1,a" —1) = ™™ — 1,

IToka3s: Oszmaummo d = (a™ — 1,a™ — 1). Kako a™"™ — 1 nenu 6pojese a™ —1 u a™ — 1
(amp. ako je m = k(m,n), orma je a™ — 1 = (a(™™ —1)(aF=D0mn) L4 q(mn) 4 1)),
6poj d je memus ca al™™) — 1.

C mpyre cTpane, MO3HATO je Aa MOCTOje IPUPOAHN OPOjeBM &, y TAKBU na je (m,n) =
maz—ny, omakie caemu 1 = a™* = a™-a(™™ = (™" (mod d). axne, d memu a™™ —1,

mTo mosaaun d = a(™™ — 1.

ITocnemuma 2.1 Heka cy a u b ysajamno npocmu yeau bpojesu u m,n npupoon

bpojesu. Tada saxncu:
(am _ bm’ a® — bn) — a(m,n) _ b(m,n)

Iloka3: Oszmaunvo d = (a™ — b™,a™ — b"). Ounrmemmo a(™™ — bmm) | d.
C npyre crpane, ako je ¢ € Z takso nxa je bc =1 (mod d), ouna d memu (ac)™ — 1

u (ac)” — 1. Iaxxne, d | (ac)™™ — 1, mro muOomemem ca b™™ naje d | a(™™ — p(mm),
O

Y Tlpumepy 2.3 cMmo Bumenu na je 2" — 1 memwmso ca 7 3a 3 | n, 1j. 67(2) = 3.
Sauumahe mac u 3a koje n je 2" — 1 memuBo HekuM BeliuM cTemeHoM ceaMwuIie.
3amarak 2.2. Hahu cse n € N 3a koje je 2" — 1 memuso ca 49.

Pewemwe: Jacuo je ma je takBo n memuso ca 3. O3maunmo n = 3m, m € N. Tana je

2" = 23M = 8™ = (1 + 7)™, mTo ce MO GUHOMHO] (GOPMYJIU Pa3BUja K0

1+7)m =1+ (T)H (?)72+---+ (mm 1)7m—1+ (2)7’".

Cpu cabupnu ocuMm mpBa aBa cy Aemusu ca 7. [Ipema tome, 2" = 1+ Tm (mod 72).
akmyuyjemo ma je 2" =1 (mod 72) ako u camo ako je m AeLUBO ca 7, Tj. aKko U

camo ako 21 | n. Ipyrum peunmma, d49(2) = 21. A

Hamomena 2.3 Ananoran mauug pasMuibamha MOKEMO IIPVMMEHUTU Uy OIINTEM

cay4ajy.

Teopema 2.5 Heka je p > 2 npocm 6poj, a # 1 weo u n npupodan 6poj. Axo p*lla —1 u
plln, sa k €N, I € Ny, onda pF*i|ja™ — 1.

20



IHoka3: Wmamo a = p*B + 1 3a meru neo 6poj B kxoju muje memus ca p. Tama je mo

OMHOMHO] (popMyIn
a" —1= (1 —|—pkB)n —1=npt*B+ (Z)p%B2 + .-+ p"*B". (2.1)

Tepbeme morasyjemo uuaykuujoMm o . 3al =0 ul = 1, ounrnenso cy c¢Bu cabupim
HA IIeCHOj cTpaHu jemuaroctu (2.1) ocuM IpBOT 1eLUBU Ca pFtH1 ] ok je mpBu TaumO

k+ omakme cuemu pFtla™ — 1.

IEeJbUB Ca P
Heka je [ =t > 1. Ha ocroBy cayuaja [ = 1 Basu p*t!||a? — 1. lomro p'~!||N, rae
je N = n/p, no unayxrusuoj npernocrasiu 3a | = t — 1 npumemenoj va A = a? u N

mamo pHFFDFE=D AN 1 1j. pk+t||q™ — 1, uume cMO mOKA3AIM WHIYKIM]CKU KODAK.
i

IMocnenuna 2.2 Hexa je p > 2 npocm 6poj, a yeo bpoj u § = d,(a) nopedax 6poja a no
Mmodyay p. Tada, sa k € N, 1 € Ny, uz p*|la® — 1 caedu 6+ (a) = p'é.

Hoxka3: Cuemu usz Teopeme 2.5 mpumemene Ha al.

O

3a p = 2 Teopema 2.5 nuje Tauna: wa mpumep, 2||3 — 1, am 23|32 — 1. Hanwme, y
OBOM CJOy4Yajy HeMaMoO 0e3yCJIOBHY TapaHInjy Oa pk+l+1 nmenu apyru cabupak y (2.1) -
ako je k=1, ouna p'~!||(3) u onarne p*||(3)p?* B%. 3aro Teopema 2.5 3a p = 2 Baxn

Yy MaJO M3MEHEHOM OOJUKY, y3 NPAKTAYHO UCTU JOKA3.

Teopema 2.6 Hexa je a (la| > 1) mnenapan yeo 6poj, k,l € Ng u nexa 2¥||a® — 1. Taoa,

2k g™ — 1 axo u camo axo 2Tt n. O

IIperxonue nBe Teopeme cy cmenujanas ciaydaj ~Jleme o momusamy eKCIOHEHTA
0 K0joj he Buime peum OUTU Yy HAPETHOM MOTJIABHY. Ha 0BOM MeCTy MX HABOIUMO M3
passiora mTo NeMO MX KOPUCTUTU y MOKA3UMa IIO0jeIWHUX TeopeMa y HACTaBKy OBOL

IorJjaBJba.

2.3 IIpuMUTUBHU KOpPEH

Bunenu cmo na mopenaxk 0,(a) nemu 6poj ¢(n). Moxkemo nu 3a mato n omabpaTtu
a Tako ma je mopenmak O,(a) tauno jemmaxo ¢(n)? Y Ilpumepy 2.3 MO¥kEMO youuTu
caenehe: ¢(7) = 6 = 67(3). MebyTum, na au moxkemo nponahium TakBo a 3a GO KOje

n?

JHedpunnmnuja 2.3 Heka je a neo 6poj, n npuponan 6poj sehn oxn 1 u (a,n) = 1. Tana

je Bpoj a npumumueny Kopen IO MOLYIY N ako je on(a) = p(n).
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IIpumep 2.4 3namo ma je ¢(11) = 10 u ¢(13) = 12. Vcnocrasma ce na je a = 2

IPYMUTUBHYU KOPeH u 1o Moxyiay 11 u mo monyny 13. Ilormenajmo cnenehy rabnuiy.

2" | (mod 11)  (mod 13)

21 2 2

22 4 4

23 8 8

24 5 3

25 10 6

26 9 12

27 7 11

28 3 9

29 6 5

210 1 10

211 7

212 1
[pumetumo na je 2° = 10 = —1 (mod 11) u 26 = 12 = —1 (mod 13). Ksagpupamem
nobujamo 219 = 1 (mod 11) m 2'2 = 1 (mod 13). Takobhe Moemo TpumeTnTH X4 je

yupaso 011(2) = 10 u §13(2) = 12, mro Hac 3amcra yBepasa na je a = 2 IPUMUTUBHU

KOpeH o MonyamMa 11 u 13.

Teopema 2.7 Heka je a npumumuenu xopew no modyay n. Tada bpojesu
1=a%a'a?,..., a?M1

0bpaszyjy ceedenu cucmem 0CMamara no Mooysy n.

Iloka3: IloBomuo je moxasatu ma meby GpojeBmma

a®,a',a?, ... a?Mt

He IIOCTOje MBa KOja Cy KOHIDYEHTHa IO Monyiay n. lIpermocraBumo cynpoTHO, na

IIOCTOje ¢ U j TAKBU 14 je
a'=a’ (modn), 0<i<j<pn)—1.

Tana je
a?"=1 (modn), 0<j—i<pn)—1

IITO je CyIPOTHO IPETHOCTABIU M4 je ¢ IPUMUTUBHU KOPEH IO MOIYIY 7.
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TMocnemuua 2.3 Hexa je p npocm 6poj 4 a npumumuery xKoper no mooyay p. Tada
bpojesu

0bpaszyjy ceedenu cucmem 0CMamaras no Mooyay p.

OBo ce Beoma seno moske Bunetu y [Ilpumepy 2.4.
I[IpoBepoMm HaNa3UMO na ce MPUMUTUBHU KOpeH Moke Hahwu 3a n = 2,3,5,7,11,13,17, ...
- ma mpumep, a = 1,2,2,3,2,2,3,... penom. Hcnocrasma ce na TPUMUTUBHU KOPEH
IIOCTOj¥ IIO CBAKOM IIpocTOM Monyry. Jla GucMo oBO mokasamin, nonceTuheMo ce je iHOr

ocHOBHOT TBpDhema 0 mosamHOMUMA.

Tepbeme 2.1 [oaurom cmenena d ca xoeduyujenmuma y nory F uma najsuwe d nyaa

y nowy F.

Ha opumep, F moske ma Oyme mosbe peasHUX WU KOMIUIEKCHUX OpojeBa. Mebyruwm,
HaC OBJe 3aHMMA Z, - IOJbe OCTATaKa IO MOLYJIy HIPOCTOr Opoja p. Y TOM IO,

Tepbeme 2.1 mam 3anpaBo raske cienehe:

Tepbewe 2.2 Hexa je p npocm 6poj v P(x) nosurom cmenena d ca yeaum Koeduuyu-
jewmuma, npu wemy sodefiv xoeduyujenm nuje denus ca p. Tada jeowauuna P(x) =0

(mod p) uma najevwe d pewemwa no modyay p.

Jlema 2.1 Hexa je d npupodar 6poj u p npocm 6poj 3a xoju d | p—1. Tada je 6poj pewena
konzpyenyuje 4 =1 (mod p) jednar je d.

IHoka3: Ionurom z%—1 uma majume d Hysta mo Moayy p. C Apyre cTpane, IOJIUHOM
zP11
zd—1

2P~! — 1 uma Tauno p — 1 Hy1a (mod p), cnemmn tBpbheme.

je cremena p — 1 — d, ma uma HajBume p — d HyJda MO MOIYJIYy p. Kako moaumHOM

Jlema 2.2 (TaycoBa snema) .3a ceaku npupodar 6poj n eaxcu

> eld) =n.

d|n

Iloka3: Tepmumo na je, 3a ceako d (d | n), 6poj ememenara x € {1,2,...,n}, 3a Koje
je (z,n) = 4 jemmax ¢(d). 3aucra, (x,n) = %5 je eKBUBAJEGHTHO ca x = % -k, rue je
k (1 <k<d) ueon (k,d) =1, a oBakBux 6pojesa k nma tauno (d).

Crnemn nma je cyma ¢(d) mo csuMm d | n jemmara Gpojy cBux enemenara = € {1,2,...,n},

a TO je n.
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IIpumep 2.5
D old) = o(1) +¢(2) + ¢(3) + o(4) + (6)
d|12

=14+142+24+24+4=12.
Teopema 2.8 3a ceaxu npocm 6poj p NOCMOJU NPUMUMUBAH KODEH N0 MOOYAY D.

Iloxka3: TlokasyjeMo MHIYKIMjOM IO IPUPOIHUM AeauornuMa d 6poja p—1 ma mocroju
tauno ¢(d) ememenara us Z, nmoperka d.

Oso je tpuBmjassao 3a d = 1.

IIpernocraBumo ma je Tauno 3a cBe meamone 6poja p — 1 mame on d. Ha ocuoBy
Jleme 2.1 mocroju Tauno d ememeHarta Z, uuju mopemak mean d. Ilo mERyKIUjCKO]
npernocrasuu, Mehy Tux d enemenara TavHo ¢(€) MMa MOpemak e, TAe je € Ma KOju
nmenuian d Mmamu on d. Ilpeoctamux d — Zd>e|d<p(e) eJleMeHaTa UMajy mopenak d, a 1o
Jlemu 2.2 je d — Zd>e‘d v(e) = ¢(d), mro 3aBpmAaBa UHIYKIA]Y.

Cuenujanno, uma ¢(p — 1) exemenara mopetka p — 1, Tj. IPUMUTUBHUX KOPEHA.

O
IMocnemuua 2.3 Axo je a™ — 1 dewuso npocmum bpojem p 3a ceaxo a, (a,p) =1,
n € Ng, a € Z, onda je n dewuso ca p — 1.
Iloka3: Ilosomuo je ybauutu a = g, rae je g IPUMUTUBHA KOPEH IO MOLYIY P.

O

IlocTojame TpUMUTUBHOT KOPEHA ¢ IO MIPOCTOM MOIYIY P 3HAYM A4 j€ MYJITUIINKA-
TUBHA Ipyna Z, IMKJIMYHA, FeHePUCaHa eJeMeHToM ¢. To je m pasnor mro npuMUTHBHY
KOPEH YeCTO 03HauaBaMO CJIOBOM (.

I[Ipumehyjemo ma, ocuM O IPOCTUM MOIYJIUMA, IPUMUTUBHN KOPEH IOCTOJU U 34

momyne n = 4,6,9,10 koju HUCY mpocTU - HIOP. g = 3,5,2,3 pemoM.

Teopema 2.9 Axo je p nenaparn npocm 6poj u & NPupodak, NOCMOJu NPUMUMUBHY KODEH

no mooyauma p* u 2p.

Iloka3: Hexka je g IpUMUTUBHN KOPEH IO MOIYIY p. IIOKa:KMMO IPBO Aa HOCTOjU
IPUMUTUBHU KOPEH IO MOIYIY p-.

TepauMmo ma je Gap jeman oxm 6pojeBa ¢, g + p IPUMUTUBHE KOPEH IO MOIYIY P>
- Tj. ma mma mopenmak ¢(p?) = p(p — 1) mo momymy p?. Ilopernm oBux Gpojesa TO
MOZYJIY p Cy jemHaku p — 1, ma cy BUXOBM HOPETHH IO MOLYNy p? HesbuBu ca p — 1 -
narne, jennaku cy p — 1 mwium p(p — 1). Axo HM g HU g + p HUCY IPUMUTUBHU KOPEHU TIO
momyy p?, mmamo gP~! = (g +p)P~t = 1 (mod p?). MebyTum, GuHOMHU pa3Boj HaM
nmaje (g+p)P~t—gP~ L =(p—1)pg?"2 # 0 (mod p?), KoETpaTUKIH]A.

Heka je cama ¢ OPpUMUTUBHM KODEH 1o Monyiy p°. Ilokaxumo ma je To Taxobe
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NPUMUTUBHA KOPEH MO MOIyJTy p&.
Kaxo p Tauno memu ¢gP~! — 1, mo Teopemu 2.5 umamo nxa je ¢™ — 1 memuso ca p® ako
U caMo ako je m memuso ca p®~l(p—1), Tj. mopemnak g mo momyry p* je jemmak p(p®),
IMITO CMO U TBPIWIA.

Hajsan, xako je ¢(2p%) = ¢(p®), cBaku HemapaH NPUMUTUBHU KODPEH 110 MOIYJLY
p* je yjemHo M IPpUMUTUBHU KOpeH no monyay 2p%. Ilakme, g unu g + p® 3amoBosbaBa

yCJOBe.
O

C mpyre crpane, 3a Heke MomyJie momyT n = §,12,15 He MOCTOj¥ TPUMUTUBHU KO-
peH, jep mo KapmajkmnoBoj Teopemu Hujenan 6poj mema pen sehu onx 2,2,4 pemom mo
[aTUM MOIYJIVMA.

Ako mocroju 6poj a uuju je mopenak mo Momyiy n jemHak ¢(n), uz Kapmajkmose
Teopeme ciaemu na Mopa outu A(n) = p(n). To onmax uckmyuyje crenene nBojkre Behie
ox 22. IllTa Bume, MCKHbYUyje U CBe OpOjeBe N KOJU CY jeOHAKU IPOU3BOLY IBAa y3a-
jamuO mpocta 6poja ni,ns Behia ox 2, jep ¢y A(n1) u A(n2) mapau no meduHunmju, na
je A(n) = [AMn1), A(n2)] < 3A(n1)A(n2) < 3o(n1)e(nz) = 1¢(n) < ¢(n). Tako nobujamo:
Teopema 2.10 [Tpumumuenu xopen no modyay n (n € N) nocmoju axo u camo axo n €

{2,4}, n = p% wau n = 2p* 3a nexu wenapar npocm 6poj p u npupodar 6poj .

Iloka3: Caxo n € N koje HUje y HEKOM OJ HaBeICHUX ODJMEKA je WM CTEHeH IBOjKEe
Behu on 4 wau mpou3BOA ABa y3ajaMmMHO mpocta O6poja Beha ox 2, ma TBpbeme cienu

3 IPETXOOAHOT" pa3MaTpalbha.

O

Teopema 2.11 Axo je a™ — 1, m € Ny, dewuso npupodrum bpojem n 3a ceaxu yeo 6poj

a, (a,m) =1, onda je excnonenm m denwus ca A(n) (20e je X Kapmagraoea gynryuja,).

IToka3: Heka je n = 29 pS?..p%", The Cy p; PA3IUUUTHA HEMaPHU TPOCTH OPOjeBu
u o; npuponuau, 1 < ¢ < r. I[lo Teopemn 2.9, 3a cBako ¢ mOCTOjU ¢; UMY je MOPEOAK
no Moxmyny p;t jemHak @(p;"). IlpuMuTHBEA KOpEH IO MOLYIy 2% He IOCTOjU 3a (v 2> 3.

YMecTo TOra, BaskM ma je mopemak HOp. Opoja 5 mo momymy 2% jemmak 2972

- 0BO
cnenu nupexrTHo u3 Teopeme 2.10.

ITo Kuneckoj Teopemmu 0 ocramuma MOCTOjU @ TAKBO aa je a = 5 (mod 2%) u, 3a
cBe i, a =g; (mod p;*). Tama je a™ — 1 mebUBO ca N aKO M CAMO AKO je IeJbUBO ca 2%

(22

m ca p; 3a cBe i, a TO BAKHU aKO U CaAMO aKO je m mebuBO ca A(2%) m A(p;’), mTo je

€KBUBAJIEHTHO ca A(n) | m.

Tepbeme 2.3 Hexa je p npocm 6poj. Ceaxu npumumueny Kopew no mooyay p<,

a € N, je npumumuenu Kopen u no Moodysy p.
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Iloka3: Hexka je a mpuMUTHBHE KOpeH mo Momymy p®. IlpermocraBumo cympoTHO, a
HIje IPMMUTVBHY KOPEH II0 MOAyay p. Tana mocroju mpuponat 6poj t, 1<t<p—1m
Baku a' = 1 (mod p), Tj. a® =1+ pq, 3a mexu neo 6poj q. [Ipema GuUHOMHO] poOpMyTU
nMaMo 1a je
tpa—l - 1 pafl
a? = (1+pg)

1 pa_l 2
=1+4+p* pq+< 5 )(pq) + -
=1 (mod p%),

npu gemy je tp® 1 < p@~l(p—1) = p(p®), ma 6poj a HUje TPUMUTUBHU KOPEH MO MOy Ty

p®. Kourpamurmnuja.

O
2.4 3Bapamm
2.1. Koawuko mo3uTuBHUX mesaux O6pojeBa memuBux ca 1001 moxkemo m3paszuru y
o6muky 10° — 107, rne cy i u j memu 6pojeBu 3a koje Baxku 0 < § < 1 < 99?7
Pewewe: Kpernmo ca pasmarpameM UYMEBEHUIE KOja je 3amara:
1001 | 10 — 107 = 1001 | 107 (107 —1).
Kaxo 1001 1 10/, onga cmemm ma 1001 | 10°=7 — 1. OBo 3ampaso 3maum ma je 10°77 = 1

(mod 1001).

Iorpasxumo cana mopenak 6poja 10 mo momymy 1001. IIpumerumo ma je 103 =
—1 (mod 1001) u 10',10%,10%,10% # 1 (mod 1001). Harae, d1001(10) = 6. IIpumenom
Teopewme 2.2 nona3umo 10 3akbyuka na 6 | i—j. Axo uspauynamo konuko uma ypebhenux
naposa (i, j) KOju 3a00BObABAjy 0Baj, KA0 U yCJIOB y 3amarky, nohiu hiemo no tpaskenor
pemema. OBUM CcMO 3aJaTak CBEJIU HA KOMOMHATOPHU HPOOIEM.

N3 unmennne na 6 | i —j MOKEMO 3aKLYYUTH 14 4 U j Hajy UCTU OCTATAK IPUIUKOM
memema ca 6, tj. i =j =k (mod 6), k€{0,1,2,3,4,5}.

Pasmorpumo cayuaj i = j =0 (mod 6). VI3 oBe KOHrpyeHUUje 1 yCIOBa y 3aLaTKY,
3akmyuyjemo na i,j € {0,6,12,18,...,90,96}, mro je ykymuo 17 moryhuoctu 3a i,J.
MebyTtuMm, ¢ u j Mopajy O6uTm pazaumyuTi, na o04adupoM ABEe pPa3IWUUTE BPETHOCTU
on matux 17, moma3mMo M0 yKymHOT Opoja MOTyNHOCTH y OBOM CJHIyYajy, MITO je (127).
Hapasuo, nocmarpamo ypebene napose (i,j) Takse na je i > j.

Y cayuajy i =j =1 (mod 6), i =j =2 (mod 6) ui =j =3 (mod 6), rakohe umamo
17 moryhnocTtu 3a i,j om kKojux 6mpamo aBe pasiauuute. Jlakiae, u y OBUM CIydajuMa
IMaMo (127) MoryhxocTu.

Y cayuajy i =j =4 (mod 6) u i =j =5 (mod 6), umamo ykynuo 16 moryhuocru

3a i,j Koje moma3e y ob3up. [loHoBO, OupameM mBe pa3nuumTe BPEOHOCTH, HOIA3UMO
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1o ykynHor Gpoja maposa (i,7), mro je (126).
IIpeTxomHO pasMaTpame HAC JOBOMU MO PEIIEHa 3aJaTKa. Y KyllaH 0POj TParKeHUX

OpojeBa je

1 1 171 16- 1
4.(27)4_2.(26):4. ; 16+2, g 15:4.136+2.120:544+240:784. A

2.2. Jlokazatu ma je, 3a ceako n € N, 6poj 2% + 1 memus ca 3", a muje ca 312,

Pewemwe: OBaj 3amarak OMCMO MOTIN PEMIUTA KOPUMINEHEM IPUHIUANE MATEMATUYKE
uaayknuje mo n. Mebhyrtum, Mmopaau 6ucMo na mokaskemo oba TBphema Ha 0Baj HAUWH,
mTo O6U O HAC 3aXTeBaJIO HOCTa MUCAHA. Y UEHUIM MOTY yPAIUTU 330aTaK HA OBAj
HauwH, 3a Be:xkOy. Mu hemo, unak, ypaauru Ha Apyradymju HadywmH, KopumhemeM Teo-
peme 2.5.

3amarak HAM je, makie, ma mokamemo ma 3"T1[2%" 41, Kaxo je 23" +1 = —(—=23" —1),
mokymajmo ma mokazemo ma 37| — 23" — 1. 3mamo ma je 3" memapam 6poj, ma Baskn
—23" —1=(-2)*" —1.

[Mpumetnmo ma Baskum caexehe: 3'[[(=2) — 1 u 3"||3". Aro y3memo na je p = 3 u
a = —2, mpumenom Teopeme 2.5, mobujamo 3"T1|(=2)%" — 1, mTo cMo u wememu ma

MOKaKEeMO. A\

2.3. Illokasatu ma ce 6pojesu 1,2,3,...,100 mory pacmopeauTu y moJjba TabIuIe
10 x 10 Tako ma cy y CBaAKOM KBaJpaTy 2 X 2 MpOM3BOIU MO ABa Opoja MO AWjaroHAIN

jemnaxu mo monyay 101.

Pewemwe: OO mrTo omMax MoxkeMo mpumerutu jecre na je 101 mpoct 6poj u ma matum
6pojesu 1,2,...,99,100 o6pa3syjy cBemenu cucrem ocraraka mo moxyay 101. Kako je 101
npoct 0poj, Teopema 2.8 HaM rapanTyje MOCTOjame IPUMUTUBHOI KOPEHA 10 MOIYJIY
101. OGenesxkmmo Taj mpumuTwBEu KOpeH ca ¢g. Cana, kopumhemem [locnenume 2.3
[OJIa3MMO [0 3aKJbyUKa Oa OpojeBu
. g4 g% ... g% g%

Takobhe ob6pa3yjy cBemenu cucteMm octaraka mo moxyay 101, Tj. meDhy ocrtamuma oBUX
6pojesa mo moxyay 101 cy cBu Gpojesu u3 cryma {1,2,...,99,100}. C o63upom na TO
na hemo pasmarparu npousBone 6pojesa mo moxayiay 101, ucnmocrasuhe ce kao Beoma
KOPHMCHO Ja y HaCTaBKy IIOCMaTpPaMO OBaj HOBU CBENEHU CHCTEM OCTATAKA.

IIpuMeTHMO Ia CBAKH OX THUX OpojeBa MOKEMO 3ammcaTu y obamky g%t 4, €
{0,1,2...,9}. Hymepummmo canma nosma mare tabaume 10 X 10 unmekcuma BpcTa u

KOJIOHA Ha cienehw Ha4duH:
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060 01 02 ... 09

10 11 12 ... 19
20 21 22 ... 29
90 91 92 ... 99

Ha koju Haums cama MOKEMO HOBE3aTH HyMepamujy moJsa ij u 6pojesa ¢Vt takxo ma
Oyne mcnymen yciaoB 3axaTtka? Ilocmarpamem obeseskja CBAKOr moJba Tabiauie Kao
aBorppeH O6poj, MokeMO youuTu na je 36up OpojeBa Ha T'JIaBHOj OUjaroHAJIU YBEK
jemHak 30upy OpojeBa Ha CIOPEAHO] MUjarOHAJM y CBAKOM kKBampary 2 X 2. Ako Ha
moJssa ij pacmopennmo 6pojese ¢l07 . mocmarpameM kBampara oxpebernor BpcTama i
u i+ 1 u komonama j u j + 1, momaszumo mo ciaemeher 3akmyuka. [IpomsBom 6pojeBa
Ha T'JIaBHO] OUjaroHAIU je

10+ 10(i4+1)+j+1 _  20i+2j+11
g i.g (i+1)+3 =g J+11

[Ipousson 6GpojeBa Ha CHOPEOHO] AUjarOHAJIU je

10i4+j+1 . 10(i+1)+j _ 20i+25+11
g ity (i+1)+3 =g J+11

Axo 6ucmo mocmarpau 6pojese ¢l%%t7 | opakBuM pacnopebuBameM GMCMO pemUIN
3anmarak. Mebhyrum, kako cy mama marm 6pojesum 1,2,3,...,100, 10 KOHAYHOT peEIIEHA
moma3uMo pacmopebuBameM y mOJbe ¢j OCTaTKa KOju AoOuMjaMo Tpu Aesbemy Opoja
g% ca 101. A

2.4. Hexa je p HemapaH nmpocT Opoj U HEKa Cy ¢ U T IPOCTU OPOjeBU TAKBU A

plq" + 1. Nokazatu na nin 2T|p—1I/IJII/Ip|q2_1-

Pewewe: 3anaraxk heMo pemmTy TPUINYHO TPABOJIUHU]CKU, y3 KOPUIINEHE MOYETHE
uneje koja he OuTm BeoMa KOPUCHA y 3aJaluMa y KOjUMa Ce Kao mgeawmiial 30upa
OpojeBa TmojaBibyje HEKM HEmapaH IIpocT OPOoj.

Haro je ma p | ¢" + 1, rme je p upoct 6poj Behin wnn jennak onx 3. OBo 3HaumM ma
ptq¢"+1—2mT1j. ptq" — 1. Tarobe, mosemo zakmyuntu ma p | (¢" + 1)(¢" — 1), Tj.

p| ¢*" — 1. Cana, mpumenom Teopeme 2.2, 3akmydyjemMo aa

Ip(q) | 2r,

rze je 6,(q) mopenak 6poja g mo Moxyiy p. Kako p{q” — 1, 3armyuyjemo na dp(q) # r.
Haxmne, §,(q) € {1,2,2r}.
Y cayuajy 6,(q) =1 cnemu ¢ =1 (mod p), Tj. p|q—1, a camum Tum u p | ¢* — 1.
Crnuuno, y caydajy 6,(¢) = 2 Bumumo na ¢> =1 (mod p), Tj. p|¢* — 1.
Y cunyugajy d,(q) = 2r, npumenom Teopeme 2.3, mobujamo 2r | ¢(p), Tj. 2r | p— 1.

Osum cmo tBpheme mokazamu. A
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2.5. Heka cy a u b y3ajamuo npoctu neau 6pojesu. IlokazaTu na je 6uio xoju

HemapaH menuialn 6poja a® + b2 obmmka 2" Tim + 1.

Peweme: 3amaTak 3aIpaBo Kaxke da ako je k Hemapas memwaan 6poja a® + b2, onna
je k=1 (mod 2"*1). Jlakme, ako MOKaKeMO Ja je CBAKM IPOCT MEIMIAI Opoja a®" +
b?>" xomrpyentan ca 1 (mod 2"t!), MEOKemeM mpocTux menwmorna mobuhemo ma cy cBm
nemzom 6poja a® + b?" xourpyentam ca 1 (mod 27H1).

Hexka je ¢ mexu memapan mpoct meaunan 6poja a® + b2 . Kako cy a u b y3ajamuo
mpoctu, Mopa, na Baxu u (¢,a) = 1 u (¢,b) = 1. Y cymporrOM ¢ He 61 memmo a® + b>".

Kaxo ¢ | a®" + %", onna ¢ | a* (1+ (b-a™1)?"). U3 (g,a) = 1 cremn na q1a*, a
—1)2

oBo mosiaun ¢ | (b-a~1)?" + 1. Kaxo je ¢ memapawm mpoct 6poj, ¢f (b-a~ 12" —1, amm

3aTO
2n+1

gl a1

[Ipumenom Teopeme 2.2 3armyuyjemo xa 64(b-a™') | 2" rne je 6,(b-a™') mopenax
6poja b-a~! mo Momymy ¢, a U3 IPETXOAHOT pasMaTpama 3akbydyjemo 1a 6q(b-a™1) 1 2.
Haxne, §,(b-a=t) =27+

Ipumenom Teopeme 2.3 zarmyuyjemo aa d,(b-a=1) | o(q), Tj. 2"*! | ¢ — 1. Haxmue,

g=1 (mod 2""!), mTo cMo u wenmemu ma morakemo. A

2.6. Hahwu cBe mapose mpoctux 6pojesa p,q takse ma pq | (5P — 2P) (59 — 29) .

Pewewe: Karo cy 5P — 2P u 59 — 29 menapuu OpojeBu, OHAA je W HBUXOB MPOU3BOI
Hemapan 6poj, MTO 3HAYM na CY p U ¢ HemapHu 6pojeBu. Tarkobhe, mpuMeTnMO Oa Bayku
i p | 5P — 2P usm p | 57 — 249,

IIpernocrasumo ma p | 5P — 2P. Ilpumenom Mase ®Pepmaose TeopemMe HOIA3UMO OO

caeneher 3akbyura:
5 -2 =3=0 (modp) = p=3.

Taxobe, Mmopa na Bazu umu q | (5% —23) = 117 umm q | 59 —24. Tlonoso, mpumernom Made
depmaose Teopeme, u3 ¢ | 57 — 29 mobujamo g = 3, mok mu3 ¢ | 117 mobujamo ¢ = 13.

Kako youaBamo cumerpujy uzmebhy p u ¢, nonasumo no ciaenehux perrema:

(p, q) € {(3a 3)’ (3a 13)’ (13, 3)}

IMocmaTpajmo canma cayuaj p,q # 3. Tama mopamo umatu p | 59 — 29 u ¢ | 5P — 2P,
[IpermocTaBuMo 1a je p # 5. IIpumerom Mase ®epmaoBe TeopeMe uMaMo aa je 5P~ 1 —
2°~1 = 0 (mod p), =j. p | 5771 — 2P~ Oso 3maum ma p | (59 —29,5°"1 —2°=1)  ma
npumenoM Iocaemune 2.1, 3akmyuyjemo na p | 5(ep=1) _ 2(e:r=1) Kako cy q u p — 1
y3ajamMuo mpocTu, mobujamo aa p | 51 — 2 1j. p |3, mTo je KomTpamUEIMja.

Y caydajy p =5 oaMax ce MOKe IPOBEPUTHU Ja HEMAMO HUjeTHO pelleHe.
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Kao u y mpBoM meny 3amaTka, AUCKyCHUja MO ¢ HUje moTpebHA, jep HAC HAa aHAJIOTAH
HAYUH BOMU Yy KOHTPAAUKIIA]Y.

Ilakne, jenuHa pemema Cy

(p,a) €4{(3,3),(3,13),(13,3)}. A

2.7. Hahu cBe nmpupomue 6pojeBe m,n > 2 TakBe na je

14 m3" 4+ m23"

n

meo 6poj.

Pewemwe: Herka m m n 3amoBosmaBajy yciaoBe 3amartka. Illta moskemo omvax nma 3a-
KDydrMo 0 oBuM Opojesuma? IIpummerummo na je 1+ m3" + m?3" memapan 6poj. 13
TOr pasznora n mMopa Obutu Hemapan. Takobe, m m n Mopajy 6uTu y3ajamMHO mpOCTH
6pojeBu. Y cymporsoM, 1 +m? + m?3" me 6u 6uno memuBo ca n.
Heka je n = 3. Tanga je m = 1 (mod 3), jep 6ucmo y cayuajy m = —1 (mod 3)
“MAaJIN
1+m® +m?>¥" =1-141=1 (mod 3).

Hexa je cama n > 3. Tama Bamu m® % 1 (mod n), jep 61 y CyIPOTHOM CJIEIMIO

1+m® +m?3" =3 (mod n), tj. n|3. Homro je

n+1
m3 -1

L+m3 4+ m? = —
+ + .

oHIA je m3" =1 (mod n). IIpumenom Teopeme 2.2 saxmyuyjemo ma 6, (m) | 3", roe
je 6n(m) mopemak 6poja m mo Momyny n. Kako 3 mIpeTxomHOr pasMaTpama BUIUMO
na 6,(m) 1 3", omma momasumo mo 3akmyuka Aa je O,(m) = 3"l U3z Teopeme 2.3
3akmydyjemo ma 6,(m) | o(n), a kako je ¢(n) < n—1, To 3maun xa je 3" <n—1, mro
je memoryhe.

Haxrne, Tpaskenu 6pojeBu cy n = 3 um cBu OpojeBu m > 4 takBu ma je m = 1
(mod 3). A

2.8. Hexka je m npuponan 6poj. Jokasatu ma axko 2™t + 1 nemm 32" + 1, ouga je
2™+l 1 1 mpocr 6poj.

Pewewe: Hera je ¢ = 2™+ + 1. Taxa u3 maror yciaosa cienu
37" =—1 (mod g). (2.2)

OoJaKIe caequ Aa Cy 3 U ¢ y3ajaMHO HpocTu. KBanpupamem koHrpyenuuje (2.2) mo-

6ujamo 32" =1 (mod ¢), omakae caemu ma mopenak Opoja 3 mo MOLyny ¢ neau 6poj
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2m+l — ¢ —1. IIpeMa ToMe, mopenak 6poja 3 IO MOLYIy g je obmuKa 27, 38 HEKU IPUPO-
nan 6poj r < m+ 1. Axo 6u 6uno r < m, onga 6u u3 Teopeme 2.2 Basumo 32 = 1
(mod ¢), mTo je kKouTpamuknmja ca (2.2). Hakae, r =m + 1.

C mpyre crpame, mopenak 6poja 3 mo mMoxyay ¢ je memmman 6poja (g). Taro
2m+l — ¢ —1 memu ¢(q). Kako je p(q) < ¢— 1, nomazumo mo 3akmydra aa je ¢(q) = ¢—1,

INTO 3amcTa 3HAuM ma je ¢ = 2™ 4+ 1 mpoct. A

2.9. Hexka je p mpoct 6poj 1 a > 2. AKO je a IPUMUTUBHUA KOPEH IO MOLYJY P U BasKU
a?" D) Z1 (mod p%),
IOKa3aTy A4 je a IPUMUTUBHU KOPEH [0 MOIYIy p~.

Pewemwe: Heka je § = §,« (a) mopenax 6poja a mo moxymy p®. Tama je a® =1 (mod p®)
nd | p@p®), . 8 [p*t(p—1).

Kako je a® = 1 (mod p) u a je mpuMuTuBHE KOpeH mo Momyay p (p — 1 je meros
HMOpEeNaK mo Moayiy p) mmamo xa p— 1|4, tj. § = (p — 1)q, 3a mern neo 6poj ¢q. OBo
swaun ma (p— 1)q | p®~(p —1). Haxrae, ¢ | p*~ ', 1j. ¢=p°, 0<B<a—1,naje

a?’ =1 =1 (mod p), 0K B <a—1. (2.3)

Axo 6u 6umo 0 < B < a — 2, cremeHoBameM KoHrpyermaje (2.3) ca p® 278, no6Gumu

6ucmo
a?” D) = (mod p),

CYyIpOTHO mpermocTaBnu 3anatka. llakme, § =a — 1, na je

§=p*'p—1)=p@). A

2.10. Hahwu cse mapose (z,y) Koju 3am0BosbaBajy jemuauuny 7% + 2 = 3Y, npu yemy

CYy T ¥ Yy HEHETaTUBHU I[eJIN OPOjeBH.

Pewewe: Ilpunrkom pemaBama gaTe jeJHAYNHE, IPBO 1€MO IPOBEPUTH IITA CE NEUIaBa
ca MaJuM BPETHOCTUMA 3a & U Y, & 3aTUM NeMO 3a CBe OCTaJjle BPEAHOCTU KOPUCTUTHU
MeTOJ 3acHOBaH Ha npuMeHu Teopewme 2.2.

Hera cy z,y < 2. IIpoBepom mobujamo cieneha pemema 3a 0Baj Caydaj:

(z,y) €{(0,1),(1,2)}.

Pasmorpumo cana cayuaj z,y > 2. Caemeha mnneja moxke 6urty BeoMa KOPUCHA Y

jemHaumHaMa OBOT Tuma. Y MamuMo 3a 9 obe crpane mouerHe jemHakoctu. Ha Taj
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HauuH gqobujamo 7% —7 = 3Y — 9, 1j. moueTHy jemHaumHy TpaHchopMmuiemo y ciaenehu
00O uK:

TN -1) =93V -1). (2.4)

IIpumerumo na je smeBa crpana jemHakoctu (2.4) memwusa ca 7, IpeMa TOME, M JEeCHA
cTpana Mopa Gutu nemusa ca 7. Kako 719, onma mopa na samu 7 | (3Y=2 — 1), Tj.
3¥=2 = 1 (mod 7). Karo je §7(3) = 6, rme je 67(3) mopemax 6poja 3 mo momyry 7,
npumenoM nomenyte Teopewme 2.2, mobujamo 6 | y — 2, Tj. y — 2 = 6k, 3a HeKku neo 6poj

k. BpahameMm y necuy crpany jemnakoctu (2.4) mobujamo:
9(3% — 1) =9/(3° — 1) (3000 4 392 4 .y 1)

ButHa cTBap KOjy OoBIe Tpeba ma mpuMmeruMo jecte ma je 35 — 1 memuso ca 13. Ilakre,
nmecHy ctpany jemaaroctu (2.4) moxkeMo 3amucaTtu y obauky 13 -1, 3a Hekn neo 6poj .
OsBo 3Haun na je u jesa crpana jemHaxkoctu (2.4) nemusa ca 13. Kako 7 nuje nemuso
ca 13, onma 7*~! — 1 mopa 6utu memuso, Tj. 771 =1 (mod 13). IIposepom mobujamo
na je 013(7) = 12, rme je 613(7) mopemak Gpoja 7 mo moxmyny 13, mro he pehiu na
12 |z —1, 1j.  —1 = 12m, 3a Heru neo 6poj m. Bpahamem y jemmaroct (2.4) nesa

CTpaHa IOoCTaje:
7 (712m _ 1) -7 (712 _ 1) (712(m—1) NI 1) .

Caga tpeba npumerutn na je 7'2 — 1 memuso ca 19. Mako menyje ma je oBaj mporec
becromauaH, unak Huje. Mcrm moctymak hemo moHoBMTHM jom mBa myTa W mohm mo
KOHAuHOT pemema. Jlakme, seBa crpana jemuaxoctu (2.4) je memusa ca 19, ma mopa
ouTu u mecHa. 3akmydyjemo ma je 3Y~2 =1 (mod 19), a raxo je 619(3) = 18, rue je
019(3) mopemar 6poja 3 mo monymy 19, cienu y — 2 = 18n, n € Z. Cana, mecHa crpana

jemmaroctu (2.4) mocraje:
9(3"%"—1)=9(3"®—1) (318<"—1) 4+ 1) :

Kaxo je 3'® —1 memuso ca 37, mecHa cTpaHa IocMaTpaHe jeIHAKOCTHU je Takobe memusa
oBuM Opojem. OBa ummeHMIA TOHOBO MOBJIAYMN U OEJbUBOCT JeBe crpane ca 37. Ilakie,
7*=1 =1 (mod 37). Kaxo je d37(7) = 9, rze je d37(7) mopenak 6poja 7 mo momyry 37,

mobujamo 9 | x — 1, 1j.  — 1 =9p, p € Z. JleBa cTpaHa jeMHAKOCTH Caa IMOCTAje:
T(7P 1) =7(7"-1) (79(p71)+...+1)_

Mosxemo nposepuru ma je 7° — 1 memuso ca 27, mTo 3Haum ma je 7 (771 —1) =0
(mod 27). Cana, mocmMaTpameM meCHE CTpaHe jeqHaxkocTu (2.4) u dumeHune na je y —
2 = 6k, mobujamo 9 (3% — 1) =9 ((3%)%* —1) = 9(27?* — 1) = =9 (mod 27). Kako cmo

mobuau ma je mesa crpana jemaaxoctu = 0 (mod 27), a mecua crpana = —9 (mod 27),
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IOIIIX CMO OO KOHTpamuknuje. [lakme, y caydajy x,y > 2 HeMaMO pellema, Ia cy

jenuHa pemema IaTe jeTHAUYNHE

(z,y) € {(0,1),(1,2)}. A
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I'NIABA 3

Excnonennujajime KOHrpyeHIje

C 063upoMm Ha TO ga ieMo y HACTABKY HOCMATPATHU MOHAIIAKE CTENeHA MPOCTOr Gpoja

P Y pasHuM curyanujama, ouhie HaMm Beoma KopucHa cieneha medpurUImja.

IHepunannuja 3.1 Heka je p npoct 6poj, a € Ng u z € Z\ {0} raro ma p®|z. Tana
MOskeMO medpuuumcaTy PpyHrunjy v, : Z\ {0} — Ny, vp(z) = a.

IIpumep 3.1 3namo ga je 3 majsehu cremen mpocror Gpoja 3 koju memu 54, Tj. 33||54.

36or Tora mmamo vs(54) = 3.

IIpumep 3.2 Heka cy p u ¢ paznuuntu npoctu 6pojeBu. Tana Baxku vp(p‘lqﬁ) =au
”q(paqﬁ) =p.

Hanomena 3.1 ®yrrnuja v, HUje nepurrcana y 0, amm je MOXeMO J0AePUHUCATH, I
6yzme y criaany ca Hepurunujom 3.1, na ciaenehn maumn: v,(0) = oo, 3a cBe mpocte

opojese p.

Teopema 3.1 Hexa cy x uy yeau 6pojesu u p npocm 6poj. Tada eaxncu:

Up(T - y) = vp(w) + vp(y).

Iloka3: Hexa je v,(z) = e1 u vy(y) = e2. Tana je v = p“ay u y = p®y, rue cy o1 u

Y1 meau OpojeBu y3ajaMHO mpocTu ca p. Tama mobujamo:

e1tea

zy = p Ty = vp(ay) = €1+ e2 = vp(x) + vp(y)-

IIpumep 3.3 Uspauynajmo vz (56 - 96).

23156 = v2(56) = 3 1 25[96 = v5(96) = 5.
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— 15(56 - 96) = v2(56) + v2(96) =3 + 5 = 8.

Teopema 3.2 Hexa cy x uy yeau 6pojesu u p npocm 6poj. Tada eaxncu:

vp(x) > vp(y) = vp(z+y) = vp(y).

Iloka3: Heka je v,(z) = €1 1 vy(y) = e2, €1 > e2. Tagma je x = p“ay u y = py;, rae

cy r1 M Y1 ueau 6GpojeBUM y3ajaMHO MPOCTHU ca p. Youumo cienehie:

€1 —€2

T +y=prr +p?y =p=(p T+ Y1)

U3 e; > ey cnenu e > es + 1, 1j e — e > 1. 3aTo MokeMo 3armyuntu ciaenehe:
prT2xy + y; = y; (mod p). Kako cy y1 m p ysajamuo mpoctu, oHma Baxku y; Z 0

(mod p), mwTo 3HaumM ma p~2x; + y; HUje memwuso ca p. Ilakie,

vp(x +y) = v, (P2 (P %21 +31)) = €2 = vp(y).

Jlema 3.1 Hexa je n npupodan u p npocm 6poj. Tada eaxncu:

log, n > v,(n).
Iloka3: Heka je n=p°k, a € No, k€ Nu ptk. Tana je v,(n) = a u Baskn caenelie:

log, n = log, p“k = log, p® +log, k = o+ log, k > a = vy(n).

Teopema 3.3 (Jleszkarmposa) 3a cee npupodne bpojese n u NPocme P UMaMO:
[e ]
=> L)
pt p
Iloka3: ITocmarpahemo cremene 6poja p koju ce campske y nl.
e Bpoj mojasmuBama daxropa pl y crymy {1,2,...,n} jemnax je L%J

e Bpoj mojasmusama darropa p? y ckymy {1,2,...,n} jemnax je Lﬁj Cse Te 6pojese
cMo Beli pauyHa M jeTaHIyT HPUJIMKOM PadyHaHa L%J, aJ| MOMITO OBO MOPaMO

na pauysamo 2 myTa (jep je y maTamy p?), oHIA D0AajeMo L%J jemaHIyT.

Osaj mporec hemo monasmaru 10K He nobemo mo i = k, rxe je p* > n. Ilpumerumo na
ekl =03aizk
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[TonapmameM TPETXOMHOr MPOIECA OHOJIMKO IIyTa KOJUKO jeé MOTpebHOo, mobujamo

mesbern pesynrat vp(nl) = 3777, [ %]

Teopema 3.4 (Jleskannposa) 3a cee npupodne bpojese n u npocme p, UMaMO

20e sp(n) npedcmaessa 36up yudapa bpoja n y ocHosy p.

Iloka3: ¥Y ocuoBu p mumemo

rnejel<ap,<p—-1u0<a;<p—-13a0<j<k—1.

W3 Teopeme 3.3 mmamo ciuenehe:

i=1 pi i=1 i=1 j=0

k k k
=S D a; =D a0+ 4+ )
i=1 j=1 Jj=1
k k
Pt b Nt

]:Zlajp_l 7p_1]220a‘7(p 1)

n=sp(n) k

Cana hemo omnennTu n;_l

- [Ipumerunmo ma je sp(n) = 3 a;, mro nosnaun cienehe:

k

n — sp(n 1 . b
( )p—l Z(aa"?])*z%

p—1 3=0 =0
k
1 .
=LY )
p—1l=
Haxkme, v,(n!) = %’)1("), Ka0 IOTO CMO TBPIMJIN.
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3.1 Jlema o momu3amy eKCIOHEHTA

Jlemy o momu3amy €KCHOHEHTA M3JI0KUI1EeMO Yy OBa CiIydaja - Kaga je mpocT Opoj
p pas3auuutT on 2, a 3aTuM U Kana je jemnak 2. Ilpe mero mro mpelhemo Ha momenyTy

TUIABHY JIEMY, M3JIOKUN1eMO ABe BasKHE U KOPUCHE JIeMe.

JIema 3.2 Hexa cy x,y yeau bpojesu, n npupodar u p npocm 6poj, makeu d0a (n,p) =
1, pl(x—y) upta,y. Tada saxncu

vp(z" —y") = vp(z — ).
Iloka3: Kopucrtuhemo uumenumy aa je
xn_yn:(:L,_y)(:Enfl+.,L,n72.y+$n73.y2+“.+yn71).

Axo mokaskemo ma pfa" a2y 4 a3 9% 4. 4yl 3aBpmmm cMo ca MOKa3oM.
Ila Gucmo oBO mokasaiu, kopuctuhemo ycnos p | (x—y). [Ipema Tome numamo . —y =0

(mod p), tj. x =y (mod p). Kopucrehu oBy kourpyennmjy mobujamo
:Cn—l +xn—2.y+xn—3.y2+“.+yn—l

1‘"71+:L'n72~:6+1'n73~1'2+~“+1'n71

_ nxnfl

Z0 (mod p).
O

Jlema 3.3 Heka cy x,y ueau 6pojesu, n wenapar npupodar u p npocm 6poj, maxeu 0a
(mp) =1, p| (@ +y) upta,y. Tada samcu

vp(z" +y") = vp(z + y).
Iloka3: Kpenumo ox cnenmelie jemmarocTn.
vp(x"™ +y") = vp(z" — (=y")).

Kako je n menapan 6poj, Basxku caeneha jemmakocrt (—y)™ = —y".

= v (2" — (—y")) = vp(z" — (—y)"). Cana mokemo uckopuctutu Jlemy 3.1.

vp(2" = (=9)") = vp(z = (=y)) == vp(¢" +y") = vp(z +y)-
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[Ipebumo cana Ha semy 0 moau3amy €KCIOHEHTA.

3.1.1 p#2

Teopema 3.5 (IIpsu o6nux seme) Heka cy x,y yeau 6pojesu, n npupodar u p HENapar

npocm 6poj, maxeu da p | (x —y) uptx,y. Tada eaxncu
vp(z" = y") = vp(z — y) + vp(n).
Iloka3: Hajupe hiemo nposepuru cayuaj n = p. Hokamumo ma je v,(zP — yP) =
vp(z —y) + 1. Kako je
a? —yP = (z—y) (@ 2Py YT,
npumenoM Teopeme 3.1 mobujamo
vp (2P —yP) =, (@ —y) +vp (2P 2Py oy

Wcnurajmo 3aT0 KOIMKO je vy (xp’l +aP 2y 4 yp’l) . Kako p | x — y, onna je

x =y (mod p), na Mosxkemo 3akpyuntu cienelie:
PPy Pl =p 2P =0 (mod p).
Naxne, p | (zP~' +2P~2 .y + .-+ yP~!). IIpoBepuMo cala mTa ce AeMaBa IO MOLYILY
p?. Heka je y = x + kp, rne je k € Z. Buhe mam sroman ciaemehun 3ammc:
p—1
zpfl + :Cp72 -y N ypfl —_ :Cpfl + prflftyt.
t=1

[Mocmarpajmo cama umanose xP~17tyt = gP=1=t(z + kp)',1 < t < p — 1. Ynorpebom

OMHOMHOT pa3Boja moja3uMo mo ciaeneher:

t

(x+kp) =2+t Tkp + (2

)xt2(kp)2 + o+ (kp)t =2+t kp  (mod p?).
OBo 3Haun na je
P e+ kp) = 2P +taPPkp  (mod p?), 1<t <p—1.

Kopucrehu oBo mobujamo caemehe:
p—1 p—1

P+ prflft(x +kp)t = 2Pt + Z (zP! +t2P%kp)  (mod p?).

t=1 t=1
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Pasneajamem cyma monaszmmo mo ciemehunx KOHIpyeHIUja:
p—1
:L-P—l + :L-P_2 Y + -+ yp—l = p:L-P_l + thp—Qkp
t=1
p—1
=paP ! 4+ :I:p_kapZt

t=1

771)1@72]6]?

-1
=poP~! 4 pTxp*Qka
= paP~!

#0 (mod p?).
Nakme, p? f 2P~ +2P72 .y + ... + 9P~ umve cmo mokazamm na je 3amcra
vp (2P PPy 4y = 1
Wcnurajmo cana ommtu ciayuaj. Heka je n =p®*b, a« € Ng, be N u (p,b) = 1.
Kaxo je 2" —y™ = (P")° — (y*")? u (p,b) = 1, Mmoskemo mpumenutu Jlemy 3.2.

a

vp(@" —y") = vp((@”)" = (¥7")") = vp (@ —y").

Kaxo je p® = p®~p, nonazumo no crenehe jemmarocTu:
pa pa pafl P pa—l P
op (7" =y ) = v, (@ = 7))

Caﬂa, IPpUMEHOM IIPETXOAHO IIOKa3aHOT, OOJa3uMO OO cneﬂeher 3aKJ/byUKa:

a—1

Up ((zp P — (ypail)p) =, (xle — ypail) + 1.

Kaxo je p®~! = p®~2p, IprMeHOM MCTOr IOCTYIKA, DOTA3MMO IO 3aKLYUKA 13, je

vp (2" —y") = vy (sz - y”H) +2.

Axo ucTU 0Baj MOCTYyNAK MIPUMEHUMO oIl (v— 2 My Ta, M0JAa3UMO 10 KOHAYHOT 3aKJbYUKA:

—a

vp (@7 =) = v, (2777 =) b a = uple — ) + ().
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Teopema 3.6 (IIpyru obauk neme) Hexa cy x,y yeau 6pojesu, n Henapar npupooar u p

nenapar npocm 6poj, maxeu da p | (x +y) uptx,y. Tada sancu
vp(z"™ +y") = vp(z +y) + vp(n).

Ioka3z: Ila 6ucmo mokasanam OBy TeopeMmy, KOpuCTUheMo maejy KOjy CMO KOPUCTUIHA
y mokasy Jleme 3.2. Hawmme, xkopuctuhemo jemaaroct vp(z™ + y™) = vp(z" — (—y™)) n

unmenuny ga je (—y)" = —y™. pumenom Teopeme 3.5 nobujamo
up(z" = (=y")) = vp(a"™ = (=9)") = vp(z = (=y)) + vp(n)

= vp(2" +y") = vp(z +y) +vp(n).

3.1.2 p=2
Teopema 3.7 Hexa cy x,y nenaphu yeau b6pojesu maxeu da 4 | x —y. Tada eaxcu

n

va (" —y") = va(x — y) + va(n).

ITokas: Iocmarpajmo n=m-2% 3am € Nu k € Ny, tako na 2{m. Tazna je va(n) =k
m m
uzx” —y" = (sz) — (ka) . Kako cy z,y memapuu GpojeBu, Takobe cy u sz,y2k

HemapHU. Y3 yCJIoB 1a 21 m, UCIyHeHU Cy CBU yCJaoBU 3a npumeny Jleme 3.2. Iaxkie,

e = () () ) = ).

Ocraje HaM Oa MOKaKeMO 1a je
k k
Vg (:c2 —y2):vg(x—y)+k.

OBe MOKEMO yOUuTH Pa3inKy KBagpaTa, IIa 3alucaTy Ha ciaenenm Hauvus:

2k k 2k71 2k71

k—2 k—2
22—y = (2 2 2

)@ 4yt )@ +y)(r—y).

M3 marwx ycaoBa BuamMmo ma Baku & =y = £1 (mod 4), Tako ma MOMKEMO 3aKJbYUUTH
ma je 2 = y? = 1 (mod 4) 3a cBako r € N. IIpema Tome, 22 + 3y = 2 (mod 4).
W3 oBora BuamMo na je cremeH Opoja 2 KOju Oenu CBakM of (hakTopa jemHax 1, ocuM

dpaxropa (z —y), a KakO UMaMo k TAKBUX (aKTOPa, OBUM CMO yIIPABO MOKA3AJU A je

vy (2" —y") = va(w — y) + k = v2(x —y) + va(n).
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Teopema 3.8 Hexa cy x,y Henaphu yeau 6pojesu u n napar npupodan 6poj. Tada saxncu
va(2" —y") = va(x —y) + v2(x + y) + va2(n) — L.

Jloxa3: Hexka je n =2k, k € N. Tana je

Kako je 22 —y?> = (x —y)(x +y) m 2 —y, = +y cy mapuu Gpojesu (x,y Cy HemapHu),

ouma Baxu 4 | 22 — y2. Cama mosemo mpumerutu Teopemy 3.7 :
va(x" — y") = va (2% — y?) + va(k).

Kaxko je va(n) = v2(2k) = 1 + v2(k), xopummhemenm ose unmennne nu Teopeme 3.1, nobu-
jamo:

va(z™ —y") = va(x — y) + va(x + y) + v2(n) — 1.

3.2 3apmamm

3.1. Hahwu najsehu crenen 6poja 2019 koju nemu Z = 20182019°7 | 90202019°"",

Pewewe: 3a mouerak, pacrasimameM O0poja 2019 ma mpocre uywmHMONE mobOMjamMo
2019 = 3 - 673. Axo nmponabemo majsehu cremen Gpoja 3, a 3aTtum Opoja 673, Koju
menu Z, buheMmo Ha KOpak on pemema. [locmarpamem mpobieMa Ha OBaj HAYUNH T0OU-
jamo moryhuoct npumene Jleme o nomusamy exkcnonenra. Hera je X = 2018201977 1 1,
a 'Y = 20202019 _ 1. Hpumernmo na je taza Z = X +Y.

Wcnurajmo upso komuko je vs(Z). Iocmarpamem 36upa 20182019°7 4 12019%°%

)

MOYKEMO TMPUMETUTU Ia CY UCIYI€HU CBU yCJOBU 3a mpumeny Teopeme 3.6. lakine,
Ug(X) = v3 (201820192020 + 120192020) _ 1)3(2018 + 1) +v3 (20192020) )

Kako je v3(2019) = 1 cuemn v3(X) = 1 + 2020 = 2021. Cauuno, mocmaTpameM Gpoja
Y = 20202019°"° _ 12009°°" " popnieRyjemo ma Cy MCIYIEHH CBU YCIOBH 3a IPUMEHY
Teopeme 3.5.

Ug(Y) = Vs (202020192018 - 120192018) _ ’U3(2020 _ 1) + vg (20192018) )
V3 (20192018) = 2018 = v3(Y) = 1 + 2018 = 2019. Kako je v3(Y) < v3(X), ynmorpebom

Teopeme 3.2, 3akmyuyjemo na je vs(Z) = v3(X +Y) = v3(Y) = 2019. Harue, najselin
cremen 6poja 3 xkoju menu Z je 2019.
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Capma, mprMeHOM KCTOr IOCTYIKa y Tpakemy HajBeher cremena Opoja 673 koju

nenu 7, nooujamo

vars (X) = vzs (20182017 4 12019%%%) — 4175 (2018 4 1) + wgrg (20192°%0)

vera(Y') = vz (202020197 — 12019 ) — 4752020 — 1) + vz (2019%0°%)

Kako je vers(X) = 1 4+ 2020 = 2021 u vgr3(Y) = 1 + 2018 = 2019, caemu vers3(Z) =
ver3(X +Y) = vr3(Y) = 2019. Ilakne, majsehiu cremen Gpoja 673 roju menm Z je
takobe 2019. M3 cBera oBora 3akmy4dyjeMo na je TpaskeHu nHajpehu cremen 6poja 2019

koju meau Z jemmak 2019. A

3.2. UspauymaTtu 36up ceux memmona d 6poja X = 1092920 — 1 xoju cy obmuxa 2%3°,

rae cy a u b mpupomguu 6pojeBu.

Pewemwe: Kaxo maM ce Tpaxu 36up cBux memmona d koju cy obmuka 2°3°, 6uhe mam

KJbYYHO na m3pauyyHaMmo HajBehwu cremen Opoja 2 roju meau X, kao u HajBehu cremen

6poja 3 koju memmu X. IIpyrum peumMa, Tpeba na mspauyHamo vz (X) m vs(X).
Mspauynajmo npso xoauko je va(X). IIpumernmo na cy 109 u 1 memapuu 6pojesu

rakBu na 4 | (109 — 1) = 108. OBum cy ucnymenu ycaosu 3a npumeny Teopeme 3.7.
v2(X) = vz (109%°%° — 1) = v5(109 — 1) + v2(2020).

Kaxo je 108 = 2233 u 2020 = 22 .5 101, mobujamo va(X) =2 +2 = 4.

Ha cauuan maunn hemo m3pauynarn konuko je vs(X). Kako je 3 memapan mpoct
6poj 3a koju Baku 3 | (109 — 1), 31109, 1, ucnymenu cy ycaosu 3a npuMeny Teopeme
3.5.

v3(X) = v3 (10929%° — 1) = v53(109 — 1) + v3(2020).

W3 nperxonnor pasmarpama 3akmpydyjeMo na v3(X) =3+ 0= 3.
OBum cmo nobunu na a € A ={1,2,3,4}, b€ B ={1,2,3}. Iakzxe,

de D ={2'3' 2132 2133 2231 .. 2%32 233}
Tpaskenu 36up meauona d MOKEMO 3aMUCATU Ha cienenu HauMH:

D d=)"2"3"3"=(2+4+8+16)- (3+9+27) =30-39=1170. A
deD a€A beB
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3.3. Hahu najsehu cremen 6poja 11 koju menm 2020!.

Pewemwe: Kako je 11 mpoct 6poj, MOKEMO AUPEKTHO MpUMeHUTH JIekaHapose Teopeme.
3amarak heMo pemuTy HA OBAa HauywHAa, TpBO npuMenoMm Teopeme 3.3, a 3aTuM M IpuU-

menoM Teopeme 3.4.

Havwuwn 1: Arxo mocmarpamo cremene Opoja 11 monaszumo mo ciuenelier s3amakama.
111 = 11, 112 = 121, 112 = 1331, 11* = 14 641 > 2020. Haxmue, 11° > 2020 3a cBako

i > 4. ITpumenom Teopeme 3.3 monaszumo no ciaemeher 3akmyuka:

o0

2020 2020, 2020, 2020
v11(20201) = | ) = L)+ Lo+ Lgggg) = 183+ 16+ 1 = 200.

i=1

Havwuw 2: Canma hiemo mpobisieM pemuTy npuMeHoM apyre JlexanapoBe TeopeMe,
Tj. Teopeme 3.4. /la 6GuCMO TPUMEHUIN OBY TEOPEMY, MOpPAMO na M3padyyHAMO 30uUp
nmudapa 6poja 2020 y ocuoBu 11, nakrmne, Tpeba npsBo na nobhemo mo penpeseHranuje
opoja 2020 y oBoj ocuoBu. Jla O6ucMO TO pemuau MCKOPUCTUNEMO pe3yaTaTe Koje CMO
NOOMIIM y IPBOM JEJy.

Hememenm 6poja 2020 ca 11, mobujamo romuunwmk 183 u ocrarak 7. Cana, nebemeM
6poja 183 ca 11, mobmjamo roamuauk 16 u ocrarak 7. Ha wuctm Hauwmu mosmaszumo 10
jemmaxkoctn 16 =11-14+5umw1=11-0+41.

Kopucrehu ocratke koje cMo mobusnu Ha oBaj HaumH, 6poj 2020 MorkeMO 3amucaT Kao
2020 = 1-113 +5-112 47 - 111 + 7 - 119 Harae, 2020 = (1577)11, ma je s11(2020) =
1+5+4+7+7=20. Cama Mmo:xkemo npuMenutu Teopemy 3.4.

2020 — 511(2020) 2020 — 20

= 200.

IHakne, najsehiu crenen 6poja 11 koju meaum 2020! je 200. A

3.4. TlokazaTu ma 3a cBaku npuponaH 6poj n Baxku ciaeneha jemuaxocT

n

n!:H{l,Z...,L%J

=1

Pewewe: Aro 6ucmo mvanu vy(a) = vp(b) 3a cBe mpocrte Gpojese p, rme ¢y a u b
npupoaHu OpojeBu, OHAa OM TO 3HAYMIO Ha je a = b, jep Ou a u b umanu ucry ¢pak-
Topusanujy. VI3 Tor paszsnora NeMo MCKOPUCTUTHU OBY UIEjy U MOKYIIATHU A MOKAKEMO
Ia 3a cBe mpocte Gpojese p Baku vp(n!) = vy (H?:l [1,2, cen, \_?JD . Hocmarpahemo

p<n,jep 6u y CyIPOTHOM OYUIJIENHO OMIO

vy(nl) = v, (ﬂ [1,2,...,&]) = 0.

=1
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[ pumenom Jlexkanapose Teopeme 3.3 nobujamo vp(n!) = > 72 [ 7). Cana hemo nokasarn

n
Zla je 0BOj CyMU jeIHAKO U Up (H?:l {1,2, s L—JD )
i

Kama i € {1,2,..., LEJ} umamMo Gap jeman GaxkTop p y [1, 2,..., LEJ} . 36or Tora hemo
p 7

UMaTH LEJ dakTopa p y OBOM Ciydajy.

p
Kama i € {1,2,..., L]%J} nmamo Gap mBa ¢axropa p y {1,2, ey L?J} . Cama mopamo
na momamo jom 2 gakTopa 3a CBakKo p? , adu Kako cMo mx Beh jemammyT pauymamm,
ocTaje ma OmaMO jOII IO jenaH (aKTOpP 3a CBAaKO ¢, Hakjie, HOJajeMO L%J
IlonaBpameM OBOI mpoOIleca IOJA3MMO 10 3aK/bYyUKa A4 je g

v (H 12, L%J]) =2l

=1

IITO CMO U KEJIeNN I HOKaKEeMO. A
2" +1
n2

3.5. Hahwu cBe nmpupomue mpojeBe n TakBe na Oyme meo 6poj.

Pewewe: Ila 6u natu 6poj 6uo meo, Mopa ma Bazku n? | 2" + 1. [Ipumernmo Hajmpe aa
je 2" + 1 menapan 6poj. OBo 3Haum na u n Mopa ma Oyae Hemapas.

IIpumernmo na je n =1 jenHO TPUBUjAJIHO PEIIEHE.

Hexka je cama n > 1. Uneja je ma mocmarpamo mpocte daxTtope Opoja n, jep
p|n=p|n? arako mopa ma Bawm n’ | 2" + 1, onga he BaskuT u p | 2" + 1.
Heka je p > 2 majmamu npoct daxrop Opoja n. Kako p | n caemu p | 2" + 1, a u3s
oBora 3akmyuyjemMo ma Basku u p | 22" — 1. 3 Mase ®epmaoBe Teopeme mMamo aa
p|2P~t —1. OBo 3HAuM ma p | (22" — 1,201 — 1) , ma npuMeroM Teopeme 2.4 momazumo
1o 3akmyuka ma p | 22?1 — 1. Kako je p — 1 mapam 6poj u (n,p—1) =1, jep n mema

npocTux (haxkTopa Mamux ol p, oHza Mopa butu (2n,p — 1) = 2. Ilakie,
pl22—1 = p=3.

Heka je vz(n) = k, k € N. Tana je v3(n?) = 2k. Ilpumenom Jleme o momM3amy EKCIIO-

nenTa (3.6) mobujamo cuenehe:
v3(2"+ 1) =v3(2+1)+wv3(n)=1+k.

Kako je v3(2" + 1) > v3(n?), nobujamo 1+ k > 2k, mro swaunm ma je k = 1.
Heka je n = 3ny, rme je mi Hekm HemapaH mpuponan 06poj. Wasspmmmo cama

TMUCKYCU]Y TIO 1.

: Lo 2% +1
3a n; = 1 mobujamo jom jeHO pelreme 2 = 1).

Hexa je cama n; > 1 u Hexa je ¢ > 2 Hajmamy npoct paxTop 6poja n;. Taxa nmamo
glnmn = ¢qln = q|2"+1 = q |8 +1.
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CiInyHO Kao MaJio Ipe, Baskuhe 82" _ 1 kao m 84—l — 1, a oBo 3maum ga

) 3 )
nenu u HajBehu 3ajemuuuku menumnaalr oBux OpojeBa. Ilomoso, mpumenom Teopeme 2.4
[OJTA3MMO [0 3aKDLYyYKa na q | 8(2m1,4=1) _ 1 Vctum pasMaTpameM Kao ¥ IPEeTXOJHOM

nexy mobujamo (2ni,q — 1) = 2. Ilake,
g8 -1 = q=T.

Mebytum, 2" 4+1=8"+1=1"+1=2 (mod 7), mro je kouTpamurnuja ca 7 | 2" + 1.
OBuM CMO 3aBPIININ OaJBY OUCKYCHU]y caydaja ni > 1, a Tume u cayduaja n > 1. Harie,

jenuHa pemema cy n=1umu n=3. A

3.6. Heka je a > b > 1, mpu uemy je b Hemapau 6poj u Heka je n npupoaan 6poj. Ako
n

b" | a™ — 1 mokazatu na je a® > —.
n

Pewewe: Hajupe hemo mpernocrasutu na tBpheme Basku ako je b mpoct 6poj (u
OCTABUTHU 34 KaCHUje NOKA3).

Hexa je cama b caosen 6poj u g | b, 3a Hexu Henmapan npoct 6poj q. Tama ¢ | b, a
kako b" | a" — 1, onna Basku u ¢" | " — 1. Kopucrehnu cana npernocrasky, us ¢" | a™ —1
ciremu a? > 3%, a OBO HAC MOBOIU IO HEjeTHAKOCTU ab > a? > % Ilakme, 3amatak ce
cBOmM Ha MOKa3 TBpDhema 3a HemapHe mpocre Opojese b.

3aro, meka je b =p mpoct. Kako p" | a” — 1, ogma u p | a” — 1, 7j. a” =1 (mod p).
Hexa je d,(a) mopenax 6poja a mo Monyiy p. Tama umamo ma Baxu d,(a) | n. Taxobe,
u3 Mane Pepmaose Teopeme 3uamo ma je a?~! =1 (mod p), ma 360r Tora u d,(a) | p—1.

0 =

Hexa je 6,(a) = 6 < p—1. Cazna umamo a (mod p). Kako 0 | n, neka je n = dnq,

3a Heku mpupomax 6poj ni. Iaxme, p” | (a®)™ — 1. Ipumenom Jleme o mommsamy

ekcrnonenTa (3.5) mobujamo:
Up ((aa)”1 —1)=v, (a5 —1) 4+ vp(n1) = n.
Capna, npumenoMm Jleme 3.1 mobujamo:

Up (a6 - 1) >n—vp(n1) =2n— log,, 1

T
= v (a5 — 1) > log, p™ —log, n1 = log, (i—) .
1

OsBo pa3MaTpame HaC BOOU 10 cneﬂeher 3aKJ/byUKa:

10g< > n )
ab>a6_1>pvp(a5—1)>p PA\ng :]?_:5]?_

Kako je b memapan 6poj Behm om 1, Baskm p" > 3", a TuMe mokasyjemMo TBpDheme
377/

a®>=—. A
n
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3.7. Hahu cBe mapose (z,y) koju 3an0BomaBajy jensauunny 3% = 2%y 4 1, npu yemy

Cy x U Yy UpuUpogHu OPOjeBU.

Pewewe: 3anarak hemo pemaBaru muckycujom mo x. Heka je z = 1. VI3 jemnaroctu
3! =2y +1 cremn y = 1, ma he jemno pememe 6urn (x,y) = (1,1).
Hexka je cama x > 2. Y ToMm cayuajy, npumerumo na je 2%y = 0 (mod 4). Kako je

2%y = 3% — 1, onga Baxku n
3"-1=0 (mod4) = 3*=1 (mod 4).

Kako je 3= —1 (mod 4), onga je 3° = (—1)* (mod 4), na 3 OTPEeTXOAHOT Pa3MaTPama
nmamo ma je (—1)* =1 (mod 4). VI3 oBora 3akmyuyjemMo qa & MOpa OuTy mapad 6poj.

Canma MokeMO mpuMeHnTH JleMy o moausamy ekcrnoHeHTa (3.8).
(3" —1)=v2(3—1)+v2(3+ 1)+ va(z) — 1 =2+ va(x).

Kako je va (2%y) > = cmemu 2 + va(x) = =, 1j. wva(xz) > = — 2. OBa HejemHaroCT je
ucnymena 3a x > 2772, Onasze 3akmydyjemMo na je x < 4.

Y cnywajy £ =2 umamo 32 =22y +1 = y = 2.

Y cayuajy x =4 nmamo 3* =24y +1 = y =5.

akie, TpaskeHa pelema Cy

(z,y) € {(1,1),(2,2),(4,5)}. A

3.8. Hahwu cBe mpupoane 6GpojeBe x,y u mpocTe p 3a Koje Basku p* — yP = 1.

Pewemwe: Hajupe hiemo mocmarpaTu ciaydaj p = 2.
Tana umamo 2% —y? = 1. ¥ cayuajy ¢ = 1 umamo 2! —y? =1 = y = 1. Jlakiue, jento
pemene he 6urn (x,y,p) = (1,1,2).

Heka je cama x > 2. Tana je
2"=0 (mod4) = —y?>=1 (mod 4).

MebyTmu, 32 = —1 (mod 4) Hema pemema, ma je pememne Koje cMO AOOMIM MaJjo mpe
jemuHo y ciay4dajy p = 2.

Heka je cama p # 2.
Y cayuajy p | y mmasu 6ucmo p | p® —y? =1 = p| 1, mro je memoryhe. Iarmue, pty.

I[Ipumenom Mane PepmaoBe Teopeme mobumjamo:

Y=y (modp) = p*=y?+1=y+1 (modp).
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Canma mo:kxemo npumenutu Jlemy o nomusamy ekcrnonenta (3.6).
Up (yp + 1) = 'Up(y + 1) + 'Up(p) = U:D(pz) = .

W3 oBora sarmydyjemo ma je vp(y +1) =z — 1. Kako je pPrWH) <y + 1, u3 mperxoane
jemmarkoctu mobujamo p*~t < y+ 1 = p® < (y + 1)p. OBo Hac Bomm mo caemehe
HejeTHAKOCTU:

(y+p—y">1,

a OBO je €KBHUBAJIEHTHO Ca
(+p>1+y?=1+y)l+y+y*+-+y° ). (3.1)

Y cayuajy r = 1 mouerHa jemnaumHa Hehe mMaTu pemema, ma NeMo MOCMATpPATHA
cayyaj x > 2. Y ToMm caydajy mobujamo ma p | y+ 1, a kako je p > 2, onma je y > 2.
MebyTum, nako ce mposepu na y ToM cayuajy mejemaxoct (3.1) mehe Gutu 3am0BO-
meHa 3a p > 3. Hakae, nmahemo jom camo jemuo pememe u 1o (2,y,p) = (2,2,3).

Ilakie, cBa pemema Cy

(x,y,p) € {(1,1,2),(2,2,3)}. A

3.9. Hexka cy a,b u ¢ npuponnu 6pojesu Taxsu na c | a® — b°. Ilokasatu ma tana
a® —0b°
c .
| a—b>b

Pewewe: 3amarak hemo pemasaTu UCIUTUBAKEM IPOCTUX PparkTopa p 6poja c. Heka je
P IPOM3BOJbAH IPOCT (PAKTOP Opoja ¢ U Baku Up(c) = .

IMocmarpajmo npso cay4daj pta —b. Imamo na Basku
a®—b°=(a—0)(a“ T +aFb+ -+ b))

Kako p* | ¢ m ¢ | a® — b°, onma Baku u p® | a® — b°. Mebyrnm, rako je p® ysajamuO

IIPOCTO ca a — b, OHJa 3akbydyjeMo na p® Mopa na meau Ipyru GaxTop, Tj.
a’® — b
p® | a4+ a2+ + bt Ilakme, p® |

3a cBako pfa —b.
a—
Cana hemo nmocmaTrpaTu cayuaj p | a—b. Heka je majupe p # 2. IIpumenom Teopeme

3.5 mobujamo:

vy <a;_lljc) = vp(a® = b%) —vpla —b) = vp(a = b) +vy(c) —vp(a —b) = vp(c) = .

a® —b°
b Ocraje maMm jom ciyvaj kama je p = 2. Y oBOM

Hakne, u y oBoM cayuajy p° |
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cayydajy mobujamo:

V2 <a‘;_zc) — vz(ac _ bC) *UQ(af b) = vz(af b) +v2(a+b) +’02(c) —1 702((1*[7)_

Kako 2 | a — b, 3armyuyjemMo na cy a u b ucre mapuocTu, na sakn un 2 | a + b. Haxie,
c_pe c _ pe

va(a +b) > 1. OBo 3HAuM ma je vg <a b > > va(c) = 2% | e = OBuM cMO
a— a—

IOKA3aJIM N 3a CBAKU IPOCT (GakrTop p, vp(c) = = Baxu ciaeneha mMmaukanuja

a® — b¢
—p

xTr C C T
p’la®— b= p" |
yyMe CMO OOKa3aJu 3a1ato TBpheme. A

3.10. Hahwu cBe mapose (z,p), rme je £ IpUpPOJAH U p NPOCT OpOj, TakBe Oa je T < 2p
uxP ] (p—1)7+1.

Pewewe: Ilpumerumo majupe ma cy maposu (1,p) TpuBumjassa pemema 3a OUIO KOjU
mpOCT P.
Pasmorpumo cana cayuaj p # 2. Heka je ¢ majmamu npoct meaunarn 6poja x. Tana
BaKU
glp—1)"+1=¢q|((p—1)°)" -1

Ogo zmaun na &, ((p — 1)?) | z, rae je &, ((p — 1)?) nopenax 6poja (p—1)% mo Moayy g,
a kako je ¢(gq) = ¢ — 1, rakobe Basu 4, ((p — 1)2) | ¢ — 1. VI3 oBOTa MO/KEMO 3aKJbYUYUTH
na 6g ((p—1)%) | (z,q—1), a xako je (z,qg—1) = 1, To onma 3maun xa je o, ((p — 1)%) =1,
Tj.

(p—1)*~1=0 (mod q).

N3 osora 3akmyuyjemo na je p(p —2) = 0 (mod q). Harne, p =0 (mod ¢) wnu p = 2
(mod ¢q). Tarobe, smamo ma je (p —1)* +1 =0 (mod g). Ako 6u 6uno p = 2 (mod q),
ouzpa 6ucmo umaau (p —1)* +1 =2 (mod ¢). OBo 6u 3HauMIO Ka je ¢ = 2, aau oHAA
fucMo momuu 10 KOHTpaaukuuje jep je p — 1 mapan 6poj. Hakae, p = 0 (mod ¢), a

KaKo Cy p,q upoctu, caemu p = q. Cana mosxkemo npumenutu Teopemy 3.6.
vp (p—1)" + 1) =vp(p— 1+ 1) +vp(x) =1+ vp(a).

Kako pP~! | (p —1)® + 1, ouga je 1 +v,(x) = p— 1. OBo 3naum na je z > pP~2 > 2p 3a
p > 3. Mebyrum, nat mam je ycaos x < 2p, mro he pehn p € {2,3}.

Y cayuajy p=2 umamo x | 2, 1j. t =1V =2.

Y cayuajy p = 3 mmamo x? | 2 +1 u x < 6. [Iposepom mobujamo x = 1V z = 3.

Korauno, TpaskeHu maposu cy

(z,p) €{(1,p),(2,2),(3,3)}. A
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Buorpadguja

Mapuna Mapraruh pobena je 03.08.1995. romune y Y pomesny. On jyrna 1999. ronune
sxuBu y Cmenepesny.

OcuoBry mkouy ,,Bpanucias Hymuh” y CwmenepeBy 3aBpmmia je 2010. romume
krao wHocusaal BykoBe mummome.

IlNuvmuasujy y CmenepeBy 3appmmia je 2014. roauue kao HOocmian Bykose aumiome.
TokoM OCHOBHE W Cpenib€ MIKOJE YUYECHUIA jeé MHOIMX MaTEeMaTUUKAX TAKMUYEHA U
kBu30Ba, mehy kojuma ce m3naBajajy pemybamura takmMumuema 2012, 2013. u 2014. ro-
IUHE, Ka0 U ,,ApXuMenecoBu’ MaTeMaTUdKy TypHupu. JlobuTHUIA TOXBaga U HATPALA
Ha TaKMUYECHUMA.

OcHoBHe cTynuje Ha MartemaTudkoM ¢aryiarery Y HuBepsurera y bBeorpany ynm-
cana 2014. rogune Ha cmepy ,,CraTuCcTrKa, akTyapcka UM (UHAHCHjCKa MaTeMaTHUKA .
l'onuue 2016. onnyuyje na cTyauje HacTaBu Ha cMepy ,,lIpodecop maTemaTnre u pauy-
HapcTBa”’ , M3 Jby0OaBM MpeMa IenarolIKOM Pany U IPEHOIIEHY 3HAHhA.

Hunnomupana sa MarematnuxkoMm ¢akyiarery Y HuBepsurera y Deorpany 11. cem-
TeMbpa 2019. roguae ca mpocevyHOM oneHoM 8, 42.

TokOM OCHOBHUX CTyOuja IpenaBajia je MaTEeMAaTWUKy U pauyyHapcTBO y YeTpHaecToj
Oeorpaickoj TUMHA3UjU 01 OKTOOpa mo memembOpa 2018. romumne.

Mactep crynuje Ha MaremaTtuuxkoMm ¢axynarery Y HuBep3uTera y Deorpany ynu-
cyje 2019. ronune.

TokoM MacTep cTymuja mpemaBaJa je MaTeMaTUKYy y OCHOBHOj mkoiau ,,Miaamoct” y

Beorpany on cenrem6bpa 2019. romune mo jamyapa 2020. ronume.

TokoMm cTymuja, anu u y *KUBOTY uHAUe, HAjBehy MOAPIIKY HpysKa joj MamMa 30pu-

na, rata Cuoasuma u cecrpa Anekcanngpa, kojuma nocsehiyje macrep pa.
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