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Naslov master rada: Perzistentna homologija

Rezime: Opisiva�e geometrije i topologije oblaka taqaka - skupa taqaka u

euklidskom prostoru - je va�an otvoren problem. Zahva	uju�i mogu�nosti

raqunara da obra�uju velike skupove podataka, u posled�e vreme je posebno

dobio na va�nosti, i razne topoloxke tehnike su razvijene da bi se opisao

oblik oblaka taqaka.

Zadatak opisiva�a oblika topoloxkog prostora je jedan od centralnih

kojima se topologija bavi. Postoje�e tehnike daju odliqne rezultate kada se

primene na visokodimenzione topoloxke prostore. Me�utim, za opisiva�e

oblaka taqaka qesto nije pogodno posmatrati samo jedan topoloxki prostor,

ve� familije takvih prostora.

Ci	 ovog rada je da opixe neke od postoje�ih naqina za kreira�e topolo-

xkih prostora iz oblaka taqaka, a potom i da definixe teoriju perzistentne

homologije - metodu razvijenu u posled�ih dvadeset godina, kojom se oblik

oblaka taqaka opisuje pri razliqitim "skalama" pri kojima se posmatra.

Opisano je nekoliko metoda qijom se uzastopnom primenom taj ci	

ostvaruje. Konstrukcija rastu�ih familija simplicijalnih kompleksa iz

oblaka taqaka generixe potrebne topoloxke prostore qiji se oblik analizira.

Teorija homologije daje formalan naqin za opisiva�e povezanosti i oblika

topoloxkog prostora. Perzistentna homologija sumarizuje kako se taj oblik

me�a pri razliqitim skalama, to jest koracima u filtraciji. Time je

opisan i standardni naqin primene ovog metoda: iz oblaka taqaka se kreira

filtracija, na koju se potom prime�uje perzistentna homologija koja kao

rezultat daje opis promena oblika topoloxkih prostora kroz takozvane

dijagrame perzistencije.

Rezultat rada je pregled najva�nijih radova iz prethodno opisanih

oblasti. U radu je postav	ena teorijska osnova pogodna za primenu ovog metoda

na druge probleme unutar ili van matematike, koja daje i pogodnu osnovu za

da	e istra�iva�e unutar oblasti.

Primene perzistentne homologije uspexno rexavaju probleme unutar

raznih matematiqkih oblasti. Postoji bliska veza sa parcijalnim

diferencijalnim jednaqinama, diferencijalnom i algebarskom geometrijom,

teorijom reprezentacija, statistikom i kombinatorikom. Uz to, ova oblast

topologije je pronaxla i razne primene van matematike: u analizi materijala

i slika, u medicini, epidemiologiji, analizi podataka i vremenskih serija.

Neki od da	ih pravaca istra�iva�a uk	uquju: nove naqine reprezentacije

dijagrama perzistencije, primene metoda verovatno�e i statistike, vezu sa

oblasti maxinskog uqe�a, i primenu teorije reprezentacija.



K	uqne reqi: topologija, geometrija, simplicijalni kompleksi, homologija,

topoloxka analiza podataka
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Glava 1

Uvod

Ako osoba stoji na planinskom vrhu i posmatra xumu u podno�ju planine,

jasno �e videti �enu veliqinu i oblik, �ene granice, proplanke koji se

proma	aju kroz drve�e. Druga osoba, koja se nalazi na jednom od tih

proplanaka, pred sobom ima drugaqiju sliku. Ona vidi samo taj proplanak

i stabla koja ga razdvajaju od xume, ali zato posmatra pojedinaqna stabla,

�ihov oblik, lix�e na granama.

Ko od �ih dvoje bo	e vidi xumu? Texko se mo�e dati prednost jednom

pogledu u odnosu na drugi - svaka osoba prime�uje neka svojstva, osobine,

deta	e, koje druga ne mo�e da primeti jer je predaleko ili previxe blizu.

Teorija perzistente homologije daje jedno rexe�e takvog problema u

kontekstu analize oblika oblaka taqaka. Ta teorija predla�e da se gleda

i sa bli�e i sa da	e pozicije, i to istovremeno!

Oblak taqaka je skup taqaka u euklidskom prostoru. Veoma qesto se u

raznim problemima jav	a kao skup podataka. Na primer, u dobro poznatom

skupu podataka o cenama stanova u Bostonu koji se koristi u statistici,

svaka ku�a je reprezentovana svojom taqkom - vektorom u R14, qije koordinate

predstav	aju osobine poput odnosa nastavnika i uqenika, stopi zloqina po

stanoviku, ili koncentraciji azotnih oksida na toj lokaciji.

Najqex�e su takvi skupovi podataka konaqni pa i diskretni kao topoloxki

prostori, xto onemogu�ava direktnu primenu topoloxkih metoda. Me�utim,

vizualizacijom tih oblaka taqaka se golim okom mogu uoqiti pravilnosti ili

odre�eni oblici. Qesto je taj skup taqaka uzorak sa neke mnogostrukosti.

Postav	a se pita�e kako se mo�e rekonstruisati ta mnogostrukost i odrediti

�ena topoloxka svojstva, samo na osnovu datog uzorka sa �e.

Jedan naqin za opisiva�e strukture oblaka podataka je da se na �oj

definixe graf, tako da su temena taqke iz oblaka, a ivice odgovaraju

taqkama koje su
”
blizu", gde se pojam bliskosti mo�e definisati na razliqite

naqine. Me�utim, znaqajno vixe informacija se dobija ako se umesto

grafa konstruixe simplicijalni kompleks. Ako ta konstrukcija zavisi
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od parametra bliskosti, varira�em tog parametra se dobija i familija

simplicijalnih kompleksa. Ta familija obiqno sadr�i komplekse koji lepo

rekonstruixu globalni oblik tog prostora, kao i komplekse koji imaju puno

sitnih komponenti povezanosti koje opisuju oblik malih delova prostora -

deta	e koji nestanu kada je parametar bliskosti veliki.

Ukoliko se konstruixe rastu�a familija simplicijalnih kompleksa, ta

familija se naziva filtracija finalnog kompleksa u �oj, a finalni kompleks

zajedno sa filtracijom se naziva filtrirani kompleks. Takvi objekti su

posebno pogodni za primene topoloxkih metoda.

Za opis oblika jednog od konstruisanih simplicijalnih kompleksa,

pogodna je primena teorije homologije. Homologija omogu�ava da se

topoloxkim prostorima pridru�e algebarski objekti. Jedno od prvih takvih

pridru�iva�a je definisao Ojler1, i po �emu je dobilo ime
”
Ojlerova

karakteristika". Zatim, Riman2 je definisao rod povrxi, dok su Beti3 a

potom i Poenkare4 dali zaqetke pojma homoloxke grupe. Originalna ideja

homologije je da se dva topoloxka prostora mogu razlikovati na osnovu broja

”
rupa" svakog od �ih. Broja�e

”
rupa" pokazuje, na primer, da su sfera i torus

razliqiti topoloxki prostori.

Teorija homologije prime�ena na simplicijalni kompleks opisuje

komponente povezanosti i
”
rupe" tog kompleksa, koje su predstav	ene

odgovaraju�im klasama homologije iz homoloxkih grupa tog prostora.

Perzistentna homologija je matematiqka teorija koja raquna topoloxka

svojstva pri razliqitim vrednostima parametra filtracije. Raquna�em

homoloxkih grupa za svaki od kompleksa filtracije, mo�e se pratiti kada

neka klasa homologije nastaje, a kada nestaje. Ako se nova klasa pojavi za

vrednost parametra filtracije t, ka�e se da se ta klasa rodila u trenutku

t. Sliqno, ako neka klasa nestane, to jest spoji se sa drugom, ka�e se da je

ta klasa umrla u trenutku t. Na primer, oblak taqaka mo�e imati dva gusto

grupisana odvojena podskupa taqaka. U trenutku t0, simplicijalni kompleks

filtracije �e imati dve komponente povezanosti, po jednu za svaki od �ih.

Me�utim, kako se t pove�ava, u jednom trenutku �e nastati simpleksi izme�u

taqaka te dve grupe, to jest dve komponente �e se spojiti u jednu. Konvencija

je da starija komponenta nastavi da �ivi, dok mla�a u tom trenutku umre.

U drugoj glavi rada dat je pregled teorije simplicijalnih kompleksa.

Definisani su geometrijski i apstraktni kompleksi, kao i pojam nerva,

koji daje jedan opxti naqin za kreira�e apstraktnog kompleksa iz

konaqne familije skupova. Potom, opisani su razliqiti naqini kreira�a

1Leonhard Euler (1707-1783) - xvajcarski matematiqar
2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) - nemaqki matematiqar
3Enrico Betti Glaoui (1823-1892) - italijanski matematiqar
4Jules Henri Poincaré (1854-1912) - francuski matematiqar
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simplicijalnog kompleksa iz oblaka taqaka, i data je formalna definicija

filtracije.

Tre�a glava sadr�i definicije i osnovna svojstva algebarskih objekata

koji se upotreb	avaju pri definiciji perzistentne homologije. Dat je kratak

pregled teorije modula, a potom i osnovnih definicija i stavova homoloxke

algebre.

U qetvrtoj glavi je definisana simplicijalna homologija - jedna od teorija

homologije koja se odnosi na simplicijalne komplekse. Iako je u proxlosti

simplicijalna homologija va�ila za metod koji zahteva puno raquna za

dobija�e rezultata koje druge homoloxke teorije daju br�e, u posled�e vreme

interesova�e za ovu homoloxku teoriju raste poxto se raquna�e mo�e lako

izvesti pomo�u raqunara.

Peta glava sadr�i izlaga�e teorije perzistentne homologije. Definisane

su perzistentne homoloxke grupe, i opisana je struktura modula perzistencije.

Ta struktura daje jedinstven pogled na ra�a�e i smrt homoloxkih klasa u

filtraciji, nezavisno od baza homoloxkih grupa. Pored toga, opisana je

filtracija koja nastaje od podnivoa neke neprekidne funkcije koja slika

topoloxki prostor u R, kao i dijagrami perzistencije.

Nakon ovih glava naveden je spisak korix�ene literature.
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Glava 2

Simplicijalni kompleksi

Skup taqaka {a0, a1, . . . an} ⊂ Rm je u opxtem polo�aju ako va�i:(
∀(λ0, λ1, . . . , λn) ∈ Rn+1

) n∑
i=0

λiai = 0 ∧
n∑
i=0

λi = 0 =⇒ (λ0, λ1, . . . , λn) = 0.

Skup taqaka {a0, a1, . . . an} ⊂ Rm zadovo	ava to svojstvo ako i samo ako su

vektori (a1 − a0), . . . , (an − a0) linearno nezavisni.

2.1 Simpleksi

Definicija 2.1.1. Skup taqaka u opxtem polo�aju {a0, a1, . . . , an} ⊂ Rm

odre�uje geometrijski n-simpleks

σn = {x ∈ Rm | x =
n∑
i=0

λiai,
n∑
i=0

λi = 1, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n})λi ≥ 0}.

Taqke a0, a1, . . . , an se nazivaju temena ili vrhovi simpleksa σn. Dimenzija

simpleksa σn je broj n, i za jedan je ma�a od broja temena. Koeficijenti λi,

(i ∈ {0, . . . , n}) su baricentriqke koordinate taqke simpleksa σn.

σ0 : σ1 : σ2 : σ3 :

Slika 2.1: σ0- taqka, σ1- du�, σ2- trougao, σ3- tetraedar.

Definicija 2.1.2. Interior simpleksa σn je skup

σ̊n = {x ∈ Rm | x =
n∑
i=0

λiai,

n∑
i=0

λi = 1, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n})λi > 0}.

Rub simpleksa, |σn|, je razlika σn\σ̊n.
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2.1. SIMPLEKSI

Primetimo da interior i rub simpleksa σn ne moraju da se poklapaju sa

interiorom i rubom σn kao topoloxkog potprostora u Rm.

Strana simpleksa Simpleks σn obele�avamo i pomo�u �egovih temena kao

(a0, a1, . . . , an). Svaki podniz niza temena a0, a1, . . . , an je tako�e jedan simpleks,

i naziva se strana simpleksa σn. Ukoliko je strana simpleksa razliqita

od praznog skupa i celog simpleksa, ona se naziva i pravom stranom tog

simpleksa.

10

2

Slika 2.2: Simpleks (0, 2) je strana simpleksa (0, 1, 2)

Standardni simpleks Postoji jedan primerak skupa homeomorfnih n-si-

mpleksa posebno pogodan za raquna�e. To je skup

∆n =

{
x = (x0, x1, . . . , xn) ∈ Rn+1

∣∣∣∣ n∑
i=0

xi = 1, (∀i ∈ {0, 1, . . . , n})xi ≥ 0

}
,

koji se naziva i standardni n-simpleks.

Temena standardnog n-simpleksa su taqke ei ∈ Rn+1, gde su

e0 = (1, 0, 0, . . . , 0),

e1 = (0, 1, 0, . . . , 0),

...

en = (0, 0, 0, . . . , 1).

Postoji kanonsko preslikava�e standardnog n-simpleksa u proizvo	an n-si-

mpleks sa temenima (a0, . . . , an), koje taqke standardnog n-simpleksa preslikava

na slede�i naqin:

(λ0, . . . , λn) 7→
n∑
i=0

λiai.

Primetimo da pomo�u tog preslikava�a vidimo baricentriqke koordinate

proizvo	nog n-simpleksa na standardnom n-simpleksu.
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2.2. SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI

2.2 Simplicijalni kompleksi

Definicija 2.2.1. Geometrijski simplicijalni kompleks K u Rn je konaqna

familija simpleksa u Rm koja zadovo	ava slede�a dva uslova:

1o Svaka strana proizvo	nog simpleksa iz K pripada familiji K.

2o Presek svaka dva simpleksa iz K je strana svakog od �ih.

Familija simpleksa L koja zadovo	ava uslov 2◦ generixe simplicijalni

kompleks K koji se sastoji od simpleksa iz familije L i svih �ihovih strana.

Takav simplicijalni kompleks oznaqavamo sa [L].

Familiju simpleksa L �emo qesto zadavati crta�em slike. K = [L]

uk	uquje sve simplekse na slici i �ihove strane.

Primer 1. Na slede�oj slici su date dve familije simpleksa, X i Y . Y

zadovo	ava uslov 2◦, pa je [Y ] jedan simplicijalni kompleks.

α α

β
β

X :

Y :

1 2 3

143

5 6 7

58

8

9 10

Presek simpleksa (1, 2, 3) i (2, 3, 4) iz X je skup {(2), (3)}, xto nije simpleks
pa ni strana nijednog od ta dva simpleksa. Zato nije ispu�en uslov 2◦ iz

definicije, pa [X] nije simplicijalni kompleks.

4

Primer 2. K = {(a0, a1, a2), (a1, a2, a3), (a1, a2), (a1, a3), (a2, a3), (a0), (a1), (a2), (a3)}
nije simplicijalni kompleks jer ne zadovo	ava uslov 1◦ iz definicije:

(a0, a1, a2) ∈ K, (a1, a2) je strana od (a0, a1, a2), ali (a1, a2) ne pripada

simplicijalnom kompleksu K. 4

Poliedar simplicijalnog kompleksa Potkompleks simplicijalnog

kompleksa K je proizvo	na potfamilija simpleksa iz K. Ako ta potfamilija

sadr�i sve simplekse dimenzije ma�e ili jednake k, za neko k ∈ N, ona

se naziva k-skeleton kompleksa K. Poliedar kompleksa K je unija svih

simpleksa tog kompleksa u Rm, i oznaqava se sa |K|. Tako definisan

poliedar pored topoloxke strukture ima i dodatnu strukturu simplicijalnog

kompleksa, pa mo�emo posmatrati i preslikava�a koja quvaju tu strukturu.
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2.3. APSTRAKTNI SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI

Definicija 2.2.2. Triangulacija (K,h) topoloxkog prostora X je

simplicijalni kompleks K zajedno sa homeomorfizmom h : |K| → X.

Definicija 2.2.3. Preslikava�e f : |K| → |L| izme�u poliedara

simplicijalnih kompleksa K i L se naziva simplicijalno, ako su ispu�eni

slede�i uslovi:

1o Temena simpleksa iz K se sa f slikaju u (ne obavezno razliqita) temena

simpleksa iz L.

2o Za temena a0, . . . an simpleksa iz K i x =
∑n

i=0 λiai ∈ K, f(x) =∑n
i=0 λif(ai).

Stav 2.2.4. Simplicijalno preslikava�e f : |K| → |L| je neprekidno.

∆ Restrikcija preslikava�a f na simpleks σ = (a0, . . . , an) ∈ K je na osnovu 2◦

zadata sa f(
∑n

i=0 λiai) =
∑n

i=0 λif(ai), pa je f kompozicija preslikava�a g : σ →
∆n, g(

∑n
i=0 λiai)) = (λ0, . . . , λn) i h : ∆n → f [σ], h(λ0, . . . , λn) =

∑n
i=0 λif(ai).

Preslikava�e g je homeomorfizam simpleksa σ sa standardnim n-simpleksom,

pa je neprekidno. Preslikava�e h je neprekidno kao restrikcija neprekidnog

preslikava�a H : Rn+1 × (Rm)n+1 → Rm, H((λ0, . . . , λn), (x0, . . . , xn)) =∑n
i=0 λixi, pa je i posmatrana restrikcija presilkava�a f neprekidna.

Kako je |K| unija konaqnog broja zatvorenih skupova takvih da su

restrikcije funkcije f na svakom od �ih neprekidne, to je i f : |K| → |L|
neprekidna.

�

2.3 Apstraktni simplicijalni kompleksi

Definicija 2.3.1. Apstraktni simplicijalni kompleks K je par (V,Σ), gde

je V konaqan skup i Σ familija �egovih podskupova takva da va�i:

1o (∀v ∈ V ) {v} ∈ Σ,

2o (∀σ ∈ Σ) (∀τ ⊂ σ) τ ∈ Σ.

Taqke v ∈ V se nazivaju temena ili vrhovi kompleksa K, dok se skupovi

σ ∈ Σ nazivaju apstraktni simpleksi.

Simplicijalna preslikava�a Preslikava�e f : V → V ′ izme�u vrhova

apstraktnih kompleksa K = (Σ, V ) i K′ = (Σ′, V ′) se naziva simplicijalno ako

je ispu�en slede�i uslov:

(∀σ = (v0, . . . , vn) ∈ Σ) f [σ] = {f(v0), . . . , f(vn)} ∈ Σ′.
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2.3. APSTRAKTNI SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI

Simplicijalno preslikava�e f iz apstraktnog kompleksa K u apstraktni

kompleks K′ se oznaqava sa f : K → K′. Ako je simplicijalno preslikava�e

f : K → K′ bijekcija, i f−1 : K′ → K simplicijalno, tada se f naziva

simplicijalni izomorfizam. Apstraktni kompleksi K i K′ su, ako takav

izomorfizam postoji, izomorfni, u oznaci K ≈ K′.

Apstrahizacija geometrijskog kompleksa Iz datog geometrijskog

kompleksa K se uvek mo�e konstruisati apstraktni kompleks, na slede�i

naqin. V je skup svih temena simpleksâ u K. Σ se sastoji od skupova Vσ,

vrhova simpleksa σ, za svaki simpleks σ ∈ K. Kako svakom vrhu v odgovara

simpleks (v), uslov 1◦ je zadovo	en. Podskup Wσ skupa temena Vσ proizvo	nog

simpleksa σ ∈ K obrazuje stranu tog simpleksa u K. Strane proizvo	nog

simpleksa σ ∈ K su tako�e simpleksi, pa je i Wσ u Σ, to jest va�i i uslov 2◦.

Dakle, (V,Σ) je apstraktni kompleks koji odgovara simplicijalnom kompleksu

K. On se naziva apstrahizacija kompleksa K.

Primer 3. Na slede�oj slici je dat geometrijski kompleks K, koji se

sastoji od jednog punog tetraedra (1, 2, 3, 4) na koji su nadovezane dve du�i

sa zajedniqkim temenom, (2, 5) i (3, 5).

1

2 5

4

3

Apstrahizacija tog kompleksa je apstraktni kompleks K = (V,Σ), gde su V

i Σ slede�i skupovi:

V = {1, 2, 3, 4, 5}
Σ = {(1, 2, 3, 4),

(1, 2, 3), (1, 2, 4), (2, 3, 4),

(1, 2), (1, 3), (1, 4), (2, 3), (2, 4), (3, 4), (2, 5), (3, 5),

(1), (2), (3), (4), (5),∅}.

4

Slede�a dva stava omogu�avaju da sa apstraktnih simplicijalnih

kompleksa prelazimo na geometrijske, sigurni da topologija rezultuju�eg

kompleksa ne zavisi od realizacije.
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2.3. APSTRAKTNI SIMPLICIJALNI KOMPLEKSI

Stav 2.3.2. Za svaki apstraktni simplicijalni kompleks K postoji

geometrijski simplicijalni kompleks K takav da je �egova apstrahizacija

izomorfna sa K.

Stav 2.3.3. Poliedri koji odgovaraju realizacijama apstraktnog

simplicijalnog kompleksa K su me�usobno homeomorfni.

Nerv

Postoji naqin da se od proizvo	ne konaqne familije skupova dobije

apstraktni kompleks. Taj naqin je opisan u slede�oj definiciji:

Definicija 2.3.4. Neka je F konaqna familija skupova u topoloxkom

prostoru X. Nerv te familije se sastoji od svih nepraznih potfamilija

familije F , koje zadovo	avaju uslov da je presek svih skupova unutar

potfamilije neprazan. To jest,

Nrv(F ) = {X ⊆ F |
⋂
X∈X

X 6= ∅}.

Slika 2.3: Konstrukcija nerva familije tri konveksna skupa u ravni.

Nrv(F ) je jedan apstraktni kompleks, ili preciznije skup simpleksa

apstraktnog kompleksa koji se oznaqava na isti naqin. Naime, za X ⊆ F i

Y ⊂ X, iz
⋂
X∈XX 6= ∅ sledi

⋂
X∈YX 6= ∅. Skup temena V tog apstraktnog

kompleksa odgovara pojedinaqnim skupovima iz familije F .

Realizacija nerva u nekom euklidskom prostoru omogu�ava odre�iva�e

�egovog homotopskog tipa. Unija skupova iz familije F ne mora imati isti

homotopski tip kao i nerv, me�utim ako su skupovi iz F u euklidskom prostoru

zatvoreni i konveksni onda va�i slede�a teorema.

Teorema 2.3.5. Neka je F konaqna familija zatvorenih i konveksnih skupova

u euklidskom prostoru X. Tada Nrv(F ) i unija skupova iz F imaju isti

homotopski tip.

Teorema va�i pri opxtijim uslovima. Naime, neka za familiju F va�i

slede�e:

1o Postoji triangulacija prostora
⋃
A∈F A.
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

2o Svi skupovi u F su zatvoreni.

3o Svi neprazni zajedniqki preseci skupova u F su kontraktibilni.

Tada je Nrv(F ) '
⋃
A∈F A. [3]

2.4 Pridru�iva�e kompleksa oblaku taqaka

Kompleksi opisani u narednim sekcijama su pogodni za pridru�iva�e

simplicijalnog kompleksa oblaku taqaka - skupu taqaka u euklidskom (ili

proizvo	nom metriqkom) prostoru.

U mnogim sluqajevima, dobijeni kompleks i �egova topoloxka struktura

zavise od odabrane vrednosti parametra.

Previxe male vrednosti parametra qesto daju topoloxi prostor sliqan

diskretnom. Sa druge strane, prevelike vrednosti
”
potope" zanim	iva

topoloxka svojstva i stvaraju simplekse velikih dimenzija. Konstrukcijom

i analizom razliqitih primera kompleksa se mo�e zak	uqiti da optimalna

vrednost parametara ili ne postoji, ili se nalazi u veoma malom intervalu

koji je texko pogoditi.

U mnogim prostorima se jedna grupa topoloxkih svojstava jasno vidi pri

ma�oj vrednosti parametra, dok se druga pojav	uje tek na ve�oj vrednosti,

kada je prva ve� odavno
”
potop	ena" u jedan veliki simpleks. U takvim

sluqajevima nema smisla priqati o optimalnoj vrednosti, poxto razliqite

vrednosti ravnopravno daju nezavisne topoloxke informacije.

Iz prethodne diskusije se vidi da nije lako dobro odabrati taj parametar,

pa se kao alternativni pristup razmatra integracija struktura po svim

mogu�im vrednostima. [2]

Qehov kompleks

Definicija 2.4.1. Neka je (X, d) konaqan metriqki prostor. Qehov1

kompleks je apstraktni kompleks Čε = (V,Σε), gde je V = X, a simpleksi Σε su

odre�eni onim skupovima taqaka S sa svojstvom da je presek svih ε-lopti sa

centrima u taqkama iz S neprazan. Drugim reqima, Čε je nerv skupa ε-lopti

sa centrima u taqkama iz X.

Primer 4. Na slici ispod je prikazan uzorak taqaka S sa pravougaonika u

ravni. Ako se za odre�eno ε > 0 oko svake taqke iz S nacrta lopta polupreqnika

ε, posmatra�em preseka tih lopti se dobija Qehov kompleks Čε(S). Na primeru

se vidi da ovaj kompleks dobro aproksimira topologiju pravougaonika.

1Eduard Čech (1893-1960) - qexki matematiqar
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

Za svake dve lopte koje se seku, dodaje se 1-simpleks, a za svake tri se dodaje

2-simpleks qija su temena taqke - centri tih lopti.

S :

Čε(S) :

4

Kako se parametar ε pove�ava, mogu da nastanu novi preseci izme�u ε-lopti.

Sa drge strane, ako se dve lopte seku za jednu vrednost parametra, se�i �e se

i za sve druge vrednosti ve�e od te. Dakle, Čε0 ⊆ Čε1 za ε0 < ε1. Ako vrednost

parametra ε raste od 0 do ∞, dobija se diskretna familija ug�e�denih

Qehovih kompleksa. [3] Analizom te familije, umesto pojedinaqnih kompleksa

iz �e, se mo�e dobiti bo	i uvid u topologiju poqetnog oblaka taqaka.

Zahva	uju�i teoremi 2.3.5, zna se da Qehov kompleks topoloxki verno

opisuje prostor koji je nastao od oblaka taqaka podeb	ava�em tih taqaka

pomo�u lopti oko �ih.

Mana Qehovog kompleksa je te�ina �egovog raquna�a. Zbog toga su

osmix	eni i drugi naqini kreira�a simplicijalnog kompleksa iz oblaka

taqaka, koji �rtvuju verno oslikava�e topologije u korist lakxeg raquna�a

i ma�e koliqine informacija potrebne za reprezentaciju.

Vietoris-Ripsov kompleks

Definicija 2.4.2. Neka je (X, d) konaqan metriqki prostor. Vietoris2-

Ripsov3 kompleks je apstraktni kompleks V Rε(X) = (V,Σε), gde je V = X, a

simpleksi Σε su odre�eni onim skupovima taqaka sa svojstvom da se svake dve

2Leopold Vietoris (1891-2002) - austrijski matematiqar
3Eliyahu Rips (1948-) - izraelski matematiqar
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

taqke nalaze na rastoja�u ma�em ili jednakom 2ε, to jest:

Σε ={(v1, . . . , vk) ∈ Xk | k ∈ {1, . . . , |X|}, (∀i, j ∈ {1, . . . , k})
vi 6= vj ∧ d(vi, vj) ≤ 2ε} ∪ ∅.

Primer 5. Na slici ispod je prikazan uzorak taqaka S u ravni. Ako se za

odre�eno ε > 0 oko svake taqke iz S nacrta lopta polupreqnika ε, posmatra�em

preseka tih lopti se dobija Vietoris-Ripsov kompleks V Rε(S). Za svake dve

lopte koje se seku, dodaje se 1-simpleks, a za svaka tri para lopti takva da se

svaka dva me�usobno seku se dodaje 2-simpleks qija su temena taqke - centri

tih lopti.

S :

V Rε(S) :

Mo�e se primetiti da Qehov kompleks Čε(S), za isto ε > 0, nema 2-si-

mpleksa. Naime, nikoje tri ε-lopte nemaju neprazan presek. 4

Mo�e se primetiti da je Vietoris-Ripsov kompleks odre�en svojim 1-ske-

letonom. Naime, on je maksimalni simplicijalni kompleks koji odgovara tom

1-skeletonu. To odmah omogu�ava i lakxe raquna�e, kao i ma�u koliqinu

informacija koje treba saquvati za �egovu rekonstrukciju. Iako su time

rexeni glavni nedostaci Qehovog kompleksa, potencijalno je izgub	eno puno

informacija o topologiji.
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

Delone kompleks

Definicija 2.4.3. Za dati skup diskretnih taqaka P u ravni, Delone4

triangulacija DT (P ) je triangulacija za koju va�i da nijedna taqka iz P

nije unutar opisanog kruga proizvo	nog trougla u DT (P ).

Posmatraju�i opisane sfere, pojam Delone triangulacije se mo�e

definisati i u vixim dimenzijama.

d-dimenziona Delone triangulacija Za skup taqaka P u d-dimenzionom

euklidskom prostoru, Delone triangulacija je triangulacija DT (P ) takva

da nijedna taqka u P nije unutar opisane hipersfere oko proizvo	nog d-si-

mpleksa u DT (P ).

Teorema 2.4.4. Neka za skup taqaka P va�i da je afini omotaq od P je

d-dimenzion i nijedan podskup sa d + 2 taqke iz P ne le�i na granici

lopte qija unutrax�ost ne seqe P . Tada za P postoji jedinstvena Delone

triangulacija.

Dokaz ove teoreme se mo�e prona�i u [5].

Voronoj dijagram Neka je S diskretan skup taqaka u prostoru Rd. Voronoj 5

�elija Vu taqke u ∈ S se definixe na slede�i naqin:

Vu = {x ∈ Rd
∣∣ (∀v ∈ S) ||x− u|| ≤ ||x− v||}.

Voronoj �elija taqke u ∈ S sadr�i sve taqke prostora Rd koje su najbli�e

taqki u u odnosu na druge taqke skupa S. Drugim reqima,
”
uticaj" taqke u je

najjaqi u svojoj �eliji Vu.

Definicija 2.4.5. Voronoj dijagram skupa S je skup Voronoj �elija skupa S,

{Vu
∣∣ u ∈ S}.
Svaka �elija dijagrama nastaje kao presek poluprostora. Odatle sledi da

su Voronoj �elije konveksni podskupovi.

Za bilo koje dve susedne �elije Vu i Vv, ivica koja odgovara �ihovoj

me�usobnoj granici je simetrala du�i koja spaja taqke u i v.

Ako su qetiri taqke iz S planarne i na kru�nici u ravni koja ih sadr�i,

tada postoji taqka c koja je na podjednakom rastoja�u od svake od �ih. U tom

sluqaju �e qetiri Voronoj �elije deliti jednu taqku. Ako postoji qetiri ili

vixe Voronoj �elija koje imaju neprazan presek, takav Voronoj dijagram je

degenerisan.

4Bor&is Nikol&aeviq Delon&e (1890-1980) - ruski matematiqar
5Ge&orgi@i Feod&os~eviq Voron&o@i (1868-1908) - ruski matematiqar
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

Definicija 2.4.6. Delone kompleks konaqnog skupa taqaka S ∈ Rd je nerv

Voronoj dijagrama:

Delaunay(S) = {σ ⊆ S
∣∣ ⋂
u∈σ

Vu 6= ∅}.

Slika 2.4: Voronoj dijagram za 15 taqaka u ravni. a=

a= Slika je nacrtana pomo�u upustva na adresi

https://tex.stackexchange.com/a/255899.

Slika 2.5: Delone kompleks.
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

Alfa-kompleks

Kombinuju�i ideje iz konstrukcija Qehovog i Delone kompleksa, mo�e

se definisati familija skupova qiji �e nerv davati potkompleks oba ta

simplicijalna kompleksa. Konstrukcija te familije zavisi od parametra r,

xto �e omogu�iti kreira�e filtracije koja se zavrxava Delone kompleksom.

Neka je Br(u) lopta polupreqnika r oko taqke u ∈ S ⊂ Rd, gde je S konaqan

skup taqaka. Familija skupova Ru(r) = Bu(r) ∩ Vu se sastoji od konveksnih

skupova koji se mogu (ali ne moraju) se�i po ivicama.

Svaki skup Ru(r) je sadr�an i u lopti Bu(r) i u Voronoj �eliji Vu, pa je

nerv te familije potkompleks Qehovog i Delone kompleksa.

Definicija 2.4.7. Alfa kompleks je nerv pokriva�a {Ru(r)
∣∣ u ∈ S}, to

jest:

Alpha(r) = {σ ⊆ S
∣∣ ⋂
u∈σ

Ru(r) 6= ∅}.

Slika 2.6: Alfa kompleks.

Primer 6. Na slede�oj slici su redom prikazani Delone i alfa-kompleks

nad skupom taqaka u ravni. Mo�e se primetiti da su prilikom kreira�a

alfa kompleksa uspexno uklo�eni simpleksi koji spajaju taqke na velikoj

uda	enosti, pa samim tim i da je uspexno prikazana topologija oblaka taqaka.
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2.4. PRIDRU�IVA�E KOMPLEKSA OBLAKU TAQAKA

Parametar α je ruqno odabran.

Slika 2.7: Delone i alfa kompleks. Na slici desno su ostav	eni samo 2-si-
mpleksi i �ihovi vrhovi.

4

Kompleks svedoka

Definicija 2.4.8. Neka je S podskup od Rd, L konaqan skup taqaka u Rd, i

ε > 0.

� L je ε-xuman uzorak od S ako nijedna taqka iz L nije na rastoja�u ve�em

od ε od S.

� L je ε-uzorak od S ako nijedna taqka iz S nije na rastoja�u ve�em od ε

od L.

� L je ε-redak ako su rastoja�a parova taqaka iz L bar ε.

Obele�ja i svedoci Neka je L konaqan skup taqaka u Rd i neka jeW podskup

od Rd. Taqke iz skupa L se nazivaju obele�ja.

Neka je σ apstraktni simpleks sa temenima u L i w ∈ W . Taqka w se naziva

svedok od σ ako je

(∀p ∈ σ)(∀q ∈ L\σ) ||w − p|| ≤ ||w − q||.

Drugim reqima, ako je w svedok od σ, tada ne postoji obele�je l 6∈ σ koje je

bli�e w od nekog obele�ja iz σ. Taqka je svedok obele�ja ako je uda	ena od

obele�ja koliko je i od �enog najbli�eg obele�ja.
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Definicija 2.4.9. Kompleks svedoka Wit(L,W ) je apstraktni

simplicijalni kompleks koji se sastoji od svih simpleksa σ takvih da

za svaku stranu τ od σ (uk	uquju�i i σ), τ ima svedoka u W .

Vezu sa Delone kompleksom daje slede�a teorema:

Teorema 2.4.10. Wit(L,W ) ⊆ Delaunay(L).

Dokaz ove teoreme se mo�e na�i u [7].

Primer 7. Na slede�oj slici su prikazani:

� Taqke skupaW , obele�ene sivim krugovima, i posebno taqka koja je svedok

2-simpleksa u kompleksu svedoka obele�ena crnim krugom.

� Obele�ja iz skupa L, obele�ena simbolom ⊕.

� Apstraktni kompleks svedoka, Wit(L,W ).

Kompleks svedoka sadr�i taqno jedan 2-simpleks. Taj simpleks za svedoka

ima taqku obele�enu crnom bojom. Taqke koje na slici strelicama pokazuju

na odgovaraju�e 1-strane tog simpleksa su svedoci tih strana.

U ovom primeru svako obele�je ima svog svedoka { taqku iz W koja mu je

najbli�a, a koja nema bli�e obele�je.

Me�u taqkama iz W postoje one koje su svedoci i drugih trojki obele�ja,

me�utim te trojke ne predstav	aju apstraktne 2-simplekse jer �ihove strane

nemaju svoje svedoke.

Slika 2.8: Kompleks svedoka.

4

18



2.5. FILTRACIJE

2.5 Filtracije

Definicija 2.5.1. Filtracija simplicijalnog kompleksa K je rastu�i niz

�egovih potkompleksa Ki, i ∈ {0, . . . , n}, n ∈ N:

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K.

Simplicijalni kompleks zajedno sa svojom filtracijom se naziva

filtrirani kompleks.

Primer 8. Na slede�oj slici je prikazan deo filtracije ∅ = K0 ⊂ K1 ⊂
K2 ⊂ K3 = K.

K1 : K2 : K3 :

1 2

3

4

56

1 2

3

4

56

1 2

3

4

56

U prvom koraku filtracije je 1-skeleton od K. U drugom koraku se dodaje

2-simpleks [4, 5, 6], dok se u tre�em koraku dodaje jox jedan 2-simpleks, [1, 2, 3].

4

Primer 9. Pove�ava�em vrednosti odgovaraju�eg parametra dobija se

filtracija raznih simplicijalnih kompleksa qija je konstrukcija opisana u

prethodnoj sekciji, konkretno Qehovog, Vietoris-Ripsovog i alfa-kompleksa.

Tako�e, filtracija Delone kompleksa se dobija pove�ava�em parametra

odgovaraju�eg alfa-kompleksa.

Kompleks svedoka dopuxta vixe naqina za dobija�e filtracije, malim

promenama u definiciji tog simplicijalnog kompleksa. Jedan od naqina se

mo�e prona�i u [8]. 4
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Glava 3

Homoloxka algebra

3.1 Moduli

Neka je R komutativni prsten sa jedinicom. Za ve�inu primera u da	em

izlaga�u kao primer tog prstena �e poslu�iti prsten Z.

Definicija 3.1.1. R-modul se sastoji od Abelove grupe (M,+) i operacije

· : R×M →M tako da va�e slede�i uslovi:

1o (∀r, s ∈ R)(∀m ∈M) (r + s) ·m = r ·m+ s ·m,

2o (∀r, s ∈ R)(∀m ∈M) (rs) ·m = r · (s ·m),

3o (∀r ∈ R)(∀m,n ∈M) r · (m+ n) = r ·m+ r · n,

4o (∀m ∈M) 1 ·m = m.

Ukoliko se to mo�e uraditi nedvosmisleno, operacija · se u oznaci

izostav	a { za r ∈ R i m ∈M , r ·m se zapisuje i kao rm.

Definicija 3.1.2. Neka je R graduisani prsten. R-modul M je graduisani

R-modul ako se mo�e dekomponovati na direktnu sumu R-modula, M =⊕
i∈N0

Mi, takvu da je (∀i, j ∈ N0) RiMj ⊆Mi+j.

Skup A ⊆M je podmodul od M , A ≤M , ako su ispu�eni slede�i uslovi:

1o (A,+) je podgrupa od (M,+), to jest A nije prazan skup i za svaka dva

elementa a, b ∈ A, a+ b i −a su u A.

2o Za svaki element prstena r ∈ R i svaki element a ∈ A, r · a ∈ A.
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Homomorfizmi Neka su M i N dva R-modula. Preslikava�e f : M → N je

homomorfizam R-modula ako ispu�ava slede�i uslov:

(∀a, b ∈ R)(∀m,n ∈M) f(am+ bn) = af(m) + bf(n).

Preslikava�e f je izomorfizam R-modula ako je homomorfizam R-modula i

bijekcija (ti uslovi su dovo	ni da je i f−1 : N →M homomorfizam R-modula).

Suma modula Neka su A i B podmoduli od M . Suma modula A i B se

definxe kao A + B = {a + b | a ∈ A, b ∈ B}, xto je jedan podmodul od M .

Naime, (A+B,+) je podgrupa od (M,+) i prvi uslov definicije podmodula je

trivijalno ispu�en. Ako a+b ∈ A+B i r ∈ R, tada je r(a+b) = ra+rb ∈ A+B,

jer ra ∈ A i rb ∈ B.
Analogno se dokazuje i da je za konaqno podmodula A1, . . . , An R-modula M

�ihova suma

A1 + . . .+ An = {a1 + . . .+ an | (∀i ∈ {1, . . . , n} ai ∈ Ai}

jedan podmodul od M .

Konaqno-generisani moduli Neka je M jedan R-modul i x ∈ M . Tada

je Rx = {rx | r ∈ R} podmodul od M { cikliqni podmodul R-modula M . Za

x1, . . . , xn ∈M , suma Rx1+. . .+Rxn je jedan podmodul odM . Ako je taj podmodul

jednak M , M je konaqno-generisan R-modul.

Kvocijentni modul Neka je A podmodul R-modula M . Tada je M/A

kvocijentna grupa, M/A = {[m] = m + A | m ∈ M}. Operacija te grupe je

data sa (∀m,n ∈ M) [m] + [n] = [m + n]. Od M/A se mo�e napraviti modul,

tako xto se operacija · : R ×M/A → M/A definixe kao r · [m] = [rm]. Ta

operacija je dobro definisana:

[m] = [n] ⇐⇒ m− n ∈ A ⇐⇒ r(m− n) ∈ A ⇐⇒ [rm] = [rn].

Grupa M/A sa operacijom · ispu�ava uslove definicije 3.1.1, pa je M/A jedan

R-modul, koji se naziva i kvocijentni modul R-modulaM i �egovog podmodula

A.

Stav 3.1.3. Neka je A podmodul R-modula M i neka {xi}ni=1 generixu M . Tada

{[xi]}ni=1 ⊆M/A generixu M/A, to jest:

R[x1] + . . .+R[xn] = M/A.

∆ Neka je [m] ∈M/A element kvocijentnog modula. Kako {xi}ni=1 generixu M ,

m ∈ M se mo�e zapisati kao m = r1x1 + . . . + rnxn, pa je i [m] = [r1x1 + . . . +

rnxn] = r1[x1] + . . .+ rn[xn]. �
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Direktna suma modula Spo	ax�a direktna suma M R-modulaM1, . . . ,Mn

je R-modul koji se definixe na slede�i naqin. Kao skup, M =

{(m1, . . .mn) | (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈Mi}. Operacije + i · su date sa:

(m1, . . . ,mn) + (m′1, . . . ,m
′
n) := (m1 +m′1, . . . ,mn +m′n)

0 := (0M1 , . . . , 0Mn)

− (m1, . . . ,mn) := (−m1, . . . ,−mn)

r (m1, . . . ,mn) := (rm1, . . . , rmn) .

Ako je M spo	ax�a direktna suma R-modula M1, . . . ,Mn, M se oznaqava i

kao

M = M1 ⊕ · · · ⊕Mn =
n⊕
i=1

Mi.

Ako je M = M1 ⊕ · · · ⊕ Mn gde su (∀i ∈ {1, . . . , n}) Mi ≤ M , tada je M

untrax�a direktna suma podmodula {Mi}ni=1.

Skup podmodula {Mi}ni=1 R-modula M je nezavisan skup podmodula ako za

proizvo	ne mi ∈ Mi, i ∈ {1, . . . , n}, m1 + . . . + mn = 0 ⇒ m1 = . . . = mn = 0.

Unutrax�a direktna suma modula M je primer nezavisnog skupa podmodula:

za m ∈ M , m = (m1, . . . ,mn) = (m1, 0, . . . , 0) + (0,m2, . . . , 0) + (0, 0, . . . ,mn).

Dakle, m = 0 ⇐⇒ (m1, 0, . . . , 0) = (0,m2, . . . , 0) = (0, 0, . . . ,mn) = 0.

Deta	niji opis nezavisnih skupova podmodula daje slede�i stav.

Stav 3.1.4. Neka je M jedan R-modul i (∀i ∈ {1, . . . , n}) Mi ≤ M . Tada su

slede�i iskazi ekvivalentni:

1o {M1, . . . ,Mn} je nezavisan skup modula.

2o Svaki element m iz sume M1 + . . . + Mn se mo�e na jedinstven naqin

zapisati kao suma elemenata iz Mi, to jest postoje jedinstveni

{mi}ni=1, (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈Mi takvi da je m = m1 + . . .+mn.

3o (∀i ∈ {1, . . . , n}) Mi ∩ (M1 + . . .+ M̂i + . . .+Mn) = 0.

Oznaka M̂i znaqi da se taj sabirak isk	uquje iz sume.

∆ 1◦ ⇒ 2◦ : Neka je m = m1 + . . .+mn = m′1 + . . .+m′n gde (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈
Mi∧m′i ∈Mi, i gde je {M1, . . . ,Mn} nezavisan skup modula. Tada je 0 = m−m =

(m1 −m′1) + . . .+ (mn −m′n), pa (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi = m′i.

2◦ ⇒ 3◦ : Neka je m = mi ∈ Mi i m = m1 + . . . + m̂i + . . . + mn ∈ M1 + . . . +

M̂i+ . . .+Mn. Poxto postoji jedinstvena reprezentacija m kao sume elemenata

skupova iz {M1, . . . ,Mn}, to je mi = 0 i (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi = 0. Naime, u

prvoj reprezentaciji je m = mi = 0M1 + . . . + mi + . . . + 0Mn , a u drugoj je

m = m1 + . . .+ 0Mi
+ . . .+mn ∈M1 + . . .+ M̂i + . . .+Mn, i te dve reprezentacije

su jednake.
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3◦ ⇒ 1◦ : Neka je 0 = m1 + . . . + mn gde (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈ Mi. Ako je za

neko i ∈ {1, . . . , n} mi razliqit od nule, tada je −m1 = m1 + . . .+m̂i+ . . .+mn ∈
M1 + . . . + M̂i + . . . + Mn, pa iz Mi ∩ (M1 + . . . + M̂i + . . . + Mn) = 0 sledi

kontradikcija. �

Vezu direktne sume i nezavisnog skupa modula daje slede�i stav.

Stav 3.1.5. Neka je M jedan R-modul, i (∀i ∈ {1, . . . , n}) Mi ≤ M . Tada su

slede�i iskazi ekvivalentni:

1o M =
⊕n

i=1Mi.

2o M =
∑n

i=1Mi i {M1, . . . ,Mn} je nezavisan skup modula.

∆ 1◦ ⇒ 2◦ : m ∈ M ⇒ m = (m1, . . .mn) gde (∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈ Mi.

Tada, poxto je svaki Mi izomorfan sa {(0, . . . ,mi, . . . , 0) | mi ∈ Mi} va�i

dekompozicija modula M na sumu podmodula Mi. {M1, . . . ,Mn} je nezavisan

skup modula jer iz 0 = (m1, 0, . . . , 0)+(0,m2, . . . , 0)+(0, 0, . . . ,mn) = (m1, . . . ,mn)

sledi da je m1 = . . . = mn = 0.

2◦ ⇒ 1◦ : Neka je h : M →
⊕n

i=1Mi homomorfizam modula definisan na

m = m1 + . . . + mn ∈ M ((∀i ∈ {1, . . . , n}) mi ∈ Mi) kao h(m) = (m1, . . . ,mn).

Definicija je dobra poxto je takva dekompozicija m na sabirke jedinstvena.

Iz definicije preslikava�a h sledi da je ono bijekcija, to jest i da je

izomorfizam modula. �

Slobodni moduli R-modul M oblika M = R⊕ . . .⊕R︸ ︷︷ ︸
n

= Rn se naziva

slobodan modul nad R. Skup e = {e1, . . . , en} ⊆ M je baza R-modula M ako

za proizvo	an element m ∈M postoje jedinstveni elementi {ri}ni=0 prstena R

takvi da je m = r1e1 + . . .+ rnen.

Vezu izme�u pojma slobodnog modula i baze daje slede�i stav.

Stav 3.1.6. R-modul M ima bazu ako i samo ako je M slobodan modul.

∆ ⇒: Neka je (e1, . . . , en) baza modula M . Tada se svaki element m ∈ M mo�e

jedinstveno razlo�iti na sabirke m = r1e1 + . . . + rnen, gde su {ri}ni=1 ⊂ R.

Preslikava�e h : M → Rn dato na proizvo	nom m = r1e1 + . . . + rnen kao

h(m) = (r1, . . . , rn) je homomorfizam modula i bijekcija, pa i izomorfizam

modula.

⇐: Neka je M = R⊕ . . .⊕R︸ ︷︷ ︸
n

slobodan modul. Za svako i ∈ {1, . . . , n} neka

je ei = (0, . . . , 1, . . . , 0) ∈ M , gde je 1 na i-toj poziciji. Tada je {ei}ni=0 baza

modula M : proizvo	an element m = (r1, . . . , rn) se jedinstveno rastav	a na

zbir r1(1, 0, . . . , 0) + r2(0, 1, . . . , 0) + . . .+ rn(0, 0, . . . , 1). �
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Qesto je po�e	no da se preslikava�e zadato na bazi nekog modula produ�i

na ceo modul. Kada je domen preslikava�a slobodan modul, slede�i stav to

omogu�ava.

Stav 3.1.7. Neka je F slobodan modul sa bazom (e1, . . . , en). Neka je M R-mo-

dul, i neka m1, . . . ,mn ∈ M . Tada postoji jedinstven homomorfizam modula

f : F →M koji zadovo	ava uslov

(∀i ∈ {1, . . . , n}) f(ei) = mi.

∆ Neka je f : F → M definisano na proizvo	nom m = r1e1 + . . . + rnen ∈ F
kao f(m) = r1f(e1) + . . . + rnf(en). Zbog jedinstvenosti dekompozicije pomo�u

elemenata baze, f je dobro definisano. Neka a, b ∈ R i {ri}ni=1, {r̄i}ni=1 ⊂ R.

Tada je

f

(
a

n∑
i=1

riei + b
n∑
i=1

r̄iei

)
= f

(
n∑
i=1

(ari + br̄i)ei

)

=
n∑
i=1

(ari + br̄i)f(ei)

= a
n∑
i=1

rif(ei) + b
n∑
i=1

r̄if(ei)

= af

(
n∑
i=1

riei

)
+ bf

(
n∑
i=1

r̄iei

)
.

Dakle, f je homomorfizam R-modula.

Ako je g : F → M homomorfizam R-modula koji se na {e1, . . . , en} poklapa
sa f , tada je za proizvo	an element m = r1e1 + . . .+ rnen ∈ F

g

(
n∑
i=1

riei

)
=

n∑
i=1

rig(ei) =
n∑
i=1

rif(ei) = f

(
n∑
i=1

riei

)
,

to jest f jeste jedinstven. �

Dekomozicija Va�i slede�a teorema o strukturi modula i graduisanih

modula:

Teorema 3.1.8. Ako je D glavnoidealski domen, tada se svaki konaqno-

generisan D-modul jedinstveno dekomponuje na sumu cikliqnih modula, to

jest:

Dβ ⊕

(
m⊕
i=1

D/diD

)
,

gde di ∈ D, β ∈ Z, i di|di+1.
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Svaki graduisani glavnoidealski domen D se jedinstveno dekomponuje na

slede�i naqin: (
n⊕
i=1

ΣαiD

)
⊕

(
m⊕
j=1

ΣγjD/djD

)
,

gde su homogeni elementi di ∈ D takvi da di|di+1, zatim αi, γj ∈ Z, i Σα

oznaqava pomeraj u graduaciji na gore za α.

3.2 Lanqasti kompleksi

Definicija 3.2.1. Lanqasti kompleks X je niz R-modula (Xi)i∈Z i

homomorfizama di : Xi → Xi−1,

· · · −→ Xi+1
di+1−→ Xi

di−→ Xi−1 −→ · · · ,

takav da homomorfizmi (di)i∈Z zadovo	avaju uslov di−1 ◦ di = 0.

Definicija 3.2.2. Kolanqasti kompleks Y je niz R-modula (Y i)i∈Z i

homomorfizama di : Yi → Yi+1,

· · · −→ Y i−1 di−1

−→ Y i di−→ Y i+1 −→ · · · ,

takav da homomorfizmi (di)i∈Z zadovo	avaju uslov d
i ◦ di−1 = 0.

Najqex�e se posmatraju lanqasti (kolanqasti) kompleksi kod kojih je Xi =

0 (Y i = 0) za i < 0.

Lanci, cikli i granice Elementi jezgra homomorfizma di se zovu i-cikli,

i oni su podmodul modula Xi. Taj podmodul se oznaqava sa Zi(X). Elementi

slike homomorfizma di+1 se nazivaju i-granice, i tako�e obrazuju podmodul

modula Xi. Podmodul i-granica se oznaqava sa Bi(X). Iz uslova di−1 ◦ di = 0

sledi da je svaka granica i cikl, to jest:

Bi(X) ⊆ Zi(X) ⊆ Xi.

Zato se za svako i ∈ N mo�e definisati kvocijentni R-modul Hi(X) =

Zi(X)/Bi(X), koji se naziva i-ta homoloxka grupa lanqastog kompleksa X.

Niz homoloxkih grupa H∗(X) se mo�e posmatrati kao jedan graduisani

R-modul. Naime, kako R nije graduisan prsten, ispu�en je uslov RMi ⊆Mi.

26



3.2. LANQASTI KOMPLEKSI

Lanqasta preslikava�a Neka su X i X ′ dva lanqasta kompleksa.

Preslikava�e f : X → X ′ je niz preslikava�a fi : Xi → X ′i takvih da slede�i

dijagram komutira:

Xi X
′
i

Xi−1 X
′
i−1

di

fi

d
′
i

fi−1

Takvo preslikava�e se naziva lanqasto preslikava�e.

Svako takvo preslikava�e f : X → X ′ indukuje i niz preslikava�a izme�u

H∗(X) i H∗(X
′), koje se oznaqava sa f∗ i definixe na slede�i naqin:

(∀i ∈ Z)(∀[z] ∈ Hi(X)) f∗([z]) = [f(z)].

Preslikava�e f∗ je dobro definisano, jer za svako i ∈ Z va�i:

1o fi(Zi(X)) ⊆ Zi(X
′), jer je za z ∈ Zi(X) d′i(fi(z)) = fi−1(di(z)) = 0.

2o fi(Bi(X)) ⊆ Bi(X
′), jer za svako v ∈ Bi(X) postoji bv ∈ Xi+1 takvo da je

v = di+1(bv), pa je fi(v) = fi(di+1(bv)) = d′i+1(fi+1(bv)), to jest fi(v) ∈ Bi(X
′).

3o Ako se dva cikla z1 i z2 iz proizvo	ne grupe ciklova Zi(X) razlikuju do

na granicu d ∈ Bi(X), z1 = z2 + d, tada je f∗([z1]) = [f(z1)] = [f(z2) + d] =

[f(z2)] = f∗([z2]).

Lanqasta homotopija s : f ' g lanqastih preslikava�a f, g : X → X ′ je

niz homomorfizama si : Xi → X ′i+1 takav da za svako i ∈ Z va�i:

d′i+1 ◦ si + si−1 ◦ di = fi − gi.

Ova neintuitivna definicija pomo�u slede�eg stava opisuje parove

lanqastih preslikava�a f i g koja se isto ponaxaju na homoloxkim grupama

lanqastih kompleksa X i X ′.

Stav 3.2.3. Ako postoji lanqasta homotopija lanqastih preslikava�a f, g :

X → X ′, tada su indukovana preslikava�a homoloxkih grupa f∗ i g∗ jednaka.

∆ Neka s : f ' g, za lanqasta preslikava�a f, g : X → X ′. Iz definicije

lanqaste homotopije va�i d′i+1 ◦ si + si−1 ◦ di = fi− gi, pa posebno, za z ∈ Zi(X),

d′i+1 ◦ si(z) + si−1 ◦ di(z) = fi(z) − gi(z). Kako je z cikl, di(z) = 0, pa je drugi

sabirak u gor�oj jednakosti nula. Odatle sledi da je fi(z)− gi(z) granica, to

jest da su klase od fi(z) i gi(z) u homologiji istovetne. �
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Glava 4

Simplicijalna homologija

4.1 Lanqasti kompleksi simplicijalnih

kompleksa

Orijentacija Neka je σ jedan p-simpleks, gde je p ∈ N0. Dva ure�e�a �egovog

skupa temena su ekvivalentna ako se razlikuju do na parnu permutaciju, to jest:

(v0, . . . , vp) ∼ (vτ(0), . . . , vτ(p)),

za parnu permutaciju τ .

Ako je p > 0, postoje dve klase ekvivalencije relacije ∼. Svaka klasa se

naziva orijentacijom od σ. Orijentisan simpleks σ je simpleks zajedno sa

jednom �egovom orijentacijom.

Primer 10. Prvi i drugi simpleks na slici ispod imaju istu orijentaciju,

dok tre�i simpleks ima orijentaciju suprotnu od prva dva.

1 2

3 2 2

1 33 1

4

Definicija 4.1.1. Neka je K simplicijalni kompleks.

1o p-lanac je formalna suma orijentisanih p-simpleksa {σi : i ∈
{0, . . . , n}} iz K,

n∑
i=0

aiσi,
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gde (∀i ∈ {0, . . . , n}) ai ∈ R. Za svaki orijentisani simpleks σ iz K, taj

isti simpleks sa suprotnom orijentacijom se u p-lancu definixe kao

−σ.

2o Modul p-lanaca kompleksa K sa koeficijentima u R je slobodan modul

Cp(K;R) sa bazom koja se sastoji od orijentisanih p-simpleksa iz K.

Standardni naqin da se definixe orijentacija svih simpleksa jednog

simplicijalnog kompleksa je da se odabere ure�e�e vrhova tog simplicijalnog

kompleksa, a onda da se svakom simpleksu pridru�i orijentacija koja odgovara

ure�e�u �egovih vrhova.

Oznaka Cp(K;R) �e se pisati skra�eno kao Cp(K) pretpostav	a�i

koeficijente u R, ukoliko se to mo�e uraditi nedvosmisleno.

Definicija 4.1.2. Granica simpleksa σ = [v0, . . . , vp] je alterniraju�a suma

�egovih strana dimenzije p− 1:

∂p(σ) =

p∑
j=0

(−1)j [u0, . . . , ûj, . . . , up] , (4.1)

gde ûj oznaqava da je vrh uj izbaqen iz simpleksa. Posebno, granica 0-simpleksa

je 0.

Graniqni homomorfizam ∂k : Ck(X) → Ck−1(X) proizvo	an simpleks σ

iz Ck(X) preslikava u granicu ∂p(σ), a na formalne linearne kombinacije

simpleksa se proxiruje na slede�i naqin:

(∀a0, . . . , an ∈ R) ∂p

(
n∑
i=0

aiσi

)
=

n∑
i=0

ai∂p(σi). (4.2)

Za p ≤ 0, ∂p := 0.

Primer 11. Granice proizvo	nih simpleksa dimenzije 0, 1, 2 i 3 se raqunaju

na slede�i naqin:

∂0 [v0] = 0,

∂1 [v0, v1] = [v1]− [v0],

∂2 [v0, v1, v2] = [v1, v2]− [v0, v2] + [v0, v1] ,

∂3 [v0, v1, v2, v3] = [v1, v2, v3]− [v0, v2, v3] + [v0, v1, v3]− [v0, v1, v2] .

4

Stav 4.1.3. ∂p ◦ ∂p+1 = 0.

∆ Zbog (4.2), dovo	no je proveriti da je preslikava�e ∂p ◦ ∂p+1 nula na

simpleksima iz Cp+1(K). Za σ = [v0, v1, . . . , vp+1] ∈ Cp+1(K),
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∂p(∂p+1 ([v0, v1, . . . , vp+1])) = ∂p

(
p+1∑
i=0

(−1)i [v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vp+1]

)

=

p+1∑
i=0

(−1)i ∂p ([v0, v1, . . . , v̂i, . . . , vp+1])

=

p+1∑
i=1

(−1)i
i−1∑
j=0

(−1)j [v0, . . . , v̂j, . . . , v̂i, . . . , vp+1]

+

p∑
i=0

(−1)i
p+1∑
j=i+1

(−1)j−1 [v0, . . . , v̂i, . . . , v̂j, . . . , vp+1]

= 0.

Zbir posled�e dve sume je nula, jer je znak svakog simpleksa koji se jav	a u

prvoj sumi suprotan od znaka istog simpleksa koji se jav	a u drugoj sumi. �

Iz predhodnog sledi da je

C(K) : . . .
∂p+2−→ Cp+1(K)

∂p+1−→ Cp(K)
∂p−→ Cp−1(K)

∂p−1−→ . . .

jedan lanqasti kompleks, koji se zove lanqasti kompleks simplicijalnog

kompleksa K.

4.2 Homoloxke grupe

Prate�i definicije iz ode	ka 3.2, pojmovi cikla, granice i homoloxke

grupe se definixu i za lanqasti kompleks simplicijalnog kompleksa K.

Lanci, cikli i granice p-lanci koje graniqni operator ∂p slika u nulu se

nazivaju p-cikli, i oni su podmodul R-modula Cp(K). Taj podmodul se oznaqava

sa Zp(K). Elementi slike graniqnog operatora ∂p+1 su p-granice, i obrazuju

podmodul p-granica R-modula Cp(K) koji se oznaqava sa Bp(K). Izme�u �ih

va�i veza

Bp(X) ⊆ Zp(X) ⊆ Cp(K).

Definixe se kvocijentni R-modul Hp(K) = Zp(K)/Bp(K), koji se naziva i-ta

homoloxka grupa simplicijalnog kompleksa K.
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Primer 12. Dat je simplicijalni kompleks K, na kome je na slici dole levo

prikazan primer 1-cikla, a na slici dole desno primer 1-granice. Mo�e se

primetiti da i taj 1-cikl i �egov zbir sa prikazanom 1-granicom pripadaju

istoj netrivijalnoj klasi homologije.

Slika 4.1: Na slici levo je podeb	an primer 1-cikla, a na slici desno je
podeb	an primer 1-granice.

4

Primer 13. Na slici ispod je zadat simplicijalni kompleks K sa ure�e�em

svojih vrhova.

K :

1 2

3

4

56

Lanqasti kompleks simplicijalnog kompleksa K Simpleksi ovog

simplicijalnog kompleksa, razvrstani na osnovu svoje dimenzije, su slede�i:

Dimenzija 0: [1], [2], [3], [4], [5], [6].

Dimenzija 1: [1, 2], [2, 3], [1, 3], [3, 4], [4, 5], [4, 6], [5, 6].

Dimenzija 2: [4, 5, 6].

C0(K) : Z-modul C0(K) je generisan simpleksima dimenzije 0, to jest

C0(K) = Z[1] + Z[2] + Z[3] + Z[4] + Z[5] + Z[6]. Proizvo	an element iz C0(K) je

oblika r1[1]+r2[2]+r3[3]+r4[4]+r5[5]+r6[6], za neke koeficijente r1, . . . , r6 ∈ Z.
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Na primer, formalna suma 5[2] − 7[3] + 11[6] 0-simpleksa [2], [3] i [6] pripada

C0(K).

Graniqno preslikava�e ∂0 je nula-preslikava�e na bazi Z-modula C0(K),

to jest na pojedinaqnim 0-simpleksima. Samim tim je i ∂0 : C0(K) → C−1(K)

nula-preslikava�e.

Jezgro graniqnog preslikava�a ∂0, Z0(K) je zato jednako celom Z-modulu
C0(K).

C1(K) : Z-modul C1(K) je generisan simpleksima dimenzije 1, to jest

C1(K) = Z[1, 2] +Z[2, 3] +Z[1, 3] +Z[3, 4] +Z[4, 5] +Z[4, 6] +Z[5, 6]. Proizvo	an

element iz C1(K) je oblika r1[1, 2] + r2[2, 3] + r3[1, 3] + r4[3, 4] + r5[4, 5] + r6[4, 6] +

r7[5, 6], za neke koeficijente r1, . . . , r7 ∈ Z. Na primer, formalna suma

[2, 3]− 2[3, 4] + 3[4, 6] 1-simpleksa [2, 3], [3, 4] i [4, 6] pripada C1(K).

Graniqno preslikava�e ∂1 je definisano za proizvo	an p-lanac ako je

definisano na bazi Z-modula C1(K). Slike 1-simpleksa iz K pri tom

preslikava�u su redom:

∂1([1, 2]) = [2]− [1]

∂1([2, 3]) = [3]− [2]

∂1([1, 3]) = [3]− [1]

∂1([3, 4]) = [4]− [3]

∂1([4, 5]) = [5]− [4]

∂1([4, 6]) = [6]− [4]

∂1([5, 6]) = [6]− [5]

Za proizvo	an element v iz C1(K), r1[1, 2] + r2[2, 3] + r3[1, 3] + r4[3, 4] +

r5[4, 5]+r6[4, 6]+r7[5, 6], ∂1(v) = r1∂1([1, 2])+r2∂1([2, 3])+r3∂1([1, 3])+r4∂1([3, 4])+

r5∂1([4, 5]) + r6∂1([4, 6]) + r7∂1([5, 6]). Dakle, posmatraju�i ∂1 kao linearno

preslikava�e u odnosu na baze 1-simpleksa i 0-simpleksa kompleksa K, ∂1 se

mo�e zapisati kao matrica sa koeficijentima u Z. Na ovom primeru, matrica

preslikava�a ∂1 je:

[∂1] =



[1,2] [2,3] [1,3] [3,4] [4,5] [4,6] [5,6]

[1] −1 0 −1 0 0 0 0

[2] 1 −1 0 0 0 0 0

[3] 0 1 1 −1 0 0 0

[4] 0 0 0 1 −1 −1 0

[5] 0 0 0 0 1 0 −1

[6] 0 0 0 0 0 1 1


Svaka kolona matrice [∂1] predstav	a sliku jednog baznog elementa, to jest

jednog 1-simpleksa u K. Ta kolona je vektor koeficijenata slike tog baznog
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elementa u bazi 0-simpleksa kompleksa K.

Da bi se odredilo jezgro graniqnog preslikava�a ∂1, Z1(K), potrebno je

na�i sve koeficijente r1, . . . , r7 ∈ Z takve da se elementi r1[1, 2] + r2[2, 3] +

r3[1, 3] + r4[3, 4] + r5[4, 5] + r6[4, 6] + r7[5, 6] slikaju u nulu. Drugim reqima,

potrebno je odrediti jezgro matrice [∂1].

Kako je ∂1(r1[1, 2] + r2[2, 3] + r3[1, 3] + r4[3, 4] + r5[4, 5] + r6[4, 6] + r7[5, 6]) =

(−r1−r3)[1]+(r1−r2)[2]+(r2 +r3−r4)[3]+(r4−r5−r6)[4]+(r5−r7)[5]+(r6 +r7)[6]

(koeficijenti uz proizvo	an 0-simpleks se qitaju iz �egovog reda u matrici

[∂1]), to se mo�e uraditi rexava�em slede�eg sistema linearnih jednaqina:

−r1 − r3 = 0

r1 − r2 = 0

r2 + r3 − r4 = 0

r4 − r5 − r6 = 0

r5 − r7 = 0

r6 + r7 = 0.

Iz prve dve jednaqine sledi da je r1 = r2 = −r3. Iz tre�e potom sledi da je

r4 = 0. Iz posled�e tri jednaqine sledi da je r5 = −r6 = r7. Dakle, Z1(K) je

generisan sa dva 1-cikla, to jest

Z1(K) = Z([1, 2] + [2, 3]− [1, 3]) + Z([4, 5]− [4, 6] + [5, 6]).

Ta dva 1-cikla se mogu uoqiti i na samom simplicijalnom kompleksu, kao

1-lanci koji poqi�u i zavrxavaju se u istom vrhu, to jest qija je granica 0. Na

slede�oj slici su [1, 2]+[2, 3]− [1, 3] i [4, 5]− [4, 6]+[5, 6] podeb	ani i prikazani

sa svojim orijentacijama (negativan znak ispred simpleksa oznaqava suprotnu

orijentaciju).

K :

1 2

3

4

56

Slika preslikava�a ∂1 je B0(K) = {(−r1 − r3)[1] + (r1 − r2)[2] + (r2 + r3 −
r4)[3] + (r4 − r5 − r6)[4] + (r5 − r7)[5] + (r6 + r7)[6] | r1, . . . , r7 ∈ Z}. Poxto

va�i [3] − [1] = ([2] − [1]) + ([3] − [2]) i [6] − [4] = ([6] − [5]) + ([5] − [4]),
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sledi da je slika generisana granicama 1-simpleksa [1, 2], [2, 3], [3, 4], [4, 5] i

[5, 6], to jest sa elementima [2]− [1], [3]− [2], [4]− [3], [5]− [4], [6]− [5]. Rexava�em

jednostavnog sistema linearnih jednaqina se proverava da je skup {Z([2] −
[1]),Z([3]−[2]),Z([4]−[3]),Z([5]−[4]),Z([5]−[6])} jedan nezavisan skup podmodula
Z-modula C0(K). Iz prethodnog, po stavu 3.1.5, sledi da je

B0(K) = Z([2]− [1]) + Z([3]− [2]) + Z([4]− [3]) + Z([5]− [4]) + Z([5]− [6]).

C2(K) : Z-modul C2(K) je generisan simpleksima dimenzije 2, to jest

C0(K) = Z[4, 5, 6]. Proizvo	an element iz C2(K) je oblika r1[4, 5, 6], za neki

koeficijent r1 ∈ Z. Na primer, 12[4, 5, 6] i −3[4, 5, 6] pripadaju C2(K).

Graniqno preslikava�e ∂2 : C2(K) → C1(K) je definisano za proizvo	an

p-lanac ako je definisano na bazi Z-modula C2(K). Slika jedinog 2-simpleksa

iz K, [4, 5, 6], pri tom preslikava�u je:

∂2([4, 5, 6]) = [5, 6]− [4, 6] + [4, 5].

Za proizvo	ni element iz C2(K), koji je oblika r[4, 5, 6], r ∈ Z, �egova slika
pri graniqnom preslikava�u je ∂2(r[4, 5, 6]) = r · ([5, 6] − [4, 6] + [4, 5]). Kako

je slika tog preslikava�a nula ako i samo ako je r = 0, to je i jezgro tog

preslikava�a, Z2(K), nula.

Iz prethodnog direktno sledi i da je slika preslikava�a ∂2, B1(K) jednaka

podmodulu Z([5, 6]− [4, 6] + [4, 5]) Z-modula C1(K).

Ci(K), i /∈ {0, 1, 2} : Kako u kompleksu K nema simpleksa dimenzija

razliqitih od 1, 2 i 3, to su i Ci(K) = 0, za i /∈ {0, 1, 2}. Samim tim,

i domen graniqnog preslikava�a je 0, pa je i samo graniqno preslikava�e

∂i : Ci(K)→ Ci−1(K) nula-preslikava�e.

C(K) : Sa definisanim modulima lanaca i graniqnim preslikava�ima,

definisan je i lanqasti kompleks simplicijalnog kompleksa K:

C(K) : . . .
0−→ 0

0−→ C2(K)
∂2−→ C1(K)

∂1−→ C0(K)
∂0−→ 0

0−→ . . .

Homologija simplicijalnog kompleksa K Homoloxke grupe

simplicijalnog kompleksa K se dobijaju raquna�em kvocijentnih modula

jezgara i granica:

1o H0(K) = Z0(K)/B0(K). Va�i Z0(K) = Z[1]+Z[2]+Z[3]+Z[4]+Z[5]+Z[6]

i B0(K) = Z([2]− [1]) +Z([3]− [2]) +Z([4]− [3]) +Z([5]− [4]) +Z([5]− [6]).

Kako je [2] = ([2] − [1]) + [1], . . . , [6] = ([6] − [5]) + [5], sledi da u H0(K)

postoji jedna homoloxka klasa. Za �enog predstavnika se mo�e uzeti

proizvo	an 0-simpleks iz K. Dakle, H0(K) = Z.
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2o H1(K) = Z1(K)/B1(K). Va�i Z1(K) = Z([1, 2] + [2, 3] − [1, 3]) + Z([4, 5] −
[4, 6]+[5, 6]) i B1(K) = Z([5, 6]− [4, 6]+[4, 5]). Odatle sledi da je H1(K) =

Z([1, 2] + [2, 3]− [1, 3]).

3o H2(K) = Z2(K)/B2(K). Z2(K) = 0 pa je i H2(K) = 0.

4o Hi(K) = Zi(K)/Bi(K) = 0, za i /∈ {0, 1, 2}.

Klase nulte homoloxke grupe H0(K) odgovaraju komponentama povezanosti

simplicijalnog kompleksa K. Na primer, vrhovi [1] i [5] su u istoj klasi,

xto se mo�e videti posmatraju�i i put izme�u �ih preko 1-simpleksa [1, 2] +

[2, 3] + [3, 4] + [4, 5]. Ta dva vrha pripadaju istoj klasi jer je granica tog puta

([2]− [1]) + ([3]− [2]) + ([4]− [3]) + ([5]− [4]) = [5]− [1].

Jedinstvena homoloxka klasa iz H1(K) odgovara jednodimenzionoj rupi u

simplicijalnom kompleksu K, i taj kompleks nema dvodimenzionih rupa pa je

i homoloxka grupa H2(K) jednaka nuli.

Mo�e se oti�i i korak da	e i primetiti da je jedan od dva generatora iz

Z1(K) popu�en 2-simpleksom [4, 5, 6], pa da H1(K) zato nema dve ve� jednu klasu

homologije. Ako bi se taj 2-simpleks izbrisao izK, oba generatora iz Z1(K) bi

dala po jednu klasu. Takav pogled formalizuje teorija perzistencije opisana

u slede�em poglav	u.

4
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Glava 5

Perzistencija

5.1 Perzistentne homoloxke grupe

Filtracije i lanqasti kompleksi Neka je K filtrirani kompleks sa

svojom filtracijom, to jest sa rastu�im nizom �egovih potkompleksa (Ki)ni=0,

n ∈ N:
∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ . . . ⊂ Kn = K.

Za svaki par uzastopnih potkompleksa iz filtracije, Kj i Kj+1, postoji i

inkluzija ij : Kj ↪−→ Kj+1. Samim tim u filtraciji postoji i niz inkluzija

∅ = K0 i0
↪−→ K1 ⊂ . . .

in−1

↪−−→ Kn = K.

Svaki kompleks Ki iz te filtracije ima svoj lanqasti kompleks C(Ki)

koji se sastoji od modula p-lanaca Ci
p(K) := Cp(K

i) i graniqnih preslikava�a

∂ip : Ci
p(K) → Ci

p−1(K). Moduli p-cikala i p-granica i-tog potkompleksa se

obele�avaju sa Zi
p(K) := Zp(K

i) i Bi
p(K) := Bp(K

i) i oni su podmoduli modula

p-lanaca Ci
p(K). Tako�e, svaki potkompleks ima i svoje homoloxke grupe, koje

se obele�avaju sa H i
p(K) := Hp(K

i).

Kako je filtracija rastu�i niz potkompleksa simplicijalnog kompleksa

K, to su i moduli p-lanaca Ci
p(K) rastu�i po i, to jest:

0 = C0
p(K) ≤ C1

p(K) ≤ . . . ≤ Cn
p (K) = Cp(K).

Naime, svaki simpleks u Ki+1 koji se ne nalazi u Ki se pojav	uje kao novi

generator u Ci+1
p (K), uz prethodne generatore koji se ve� nalaze u Ci

p(K).

Inkluzije ij : Kj ↪−→ Kj+1 se sa simpleksa kao generatora produ�uju i do

inkluzija modula p-lanaca, ijp : Cj
p(K) ↪−→ Cj+1

p (K).

Stav 5.1.1. Preslikava�e ij : C(Kj) → C(Kj+1) definisano kao niz

preslikava�a

(ijp : Cj
p(K) ↪−→ Cj+1

p (K))i∈Z

je lanqasto.
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∆ Potrebno je dokazati da slede�i dijagram komutira:

Cj
p Cj+1

p

Cj
p−1 Cj+1

p−1

∂jp

ijp

∂j+1
p

ijp−1

Dijagram komutira ako je ispu�en uslov (∀p ∈ Z)(∀v ∈ Cj
p) i

j
p−1 ◦ ∂jp(v) =

∂j+1
p ◦ ijp(v). Neka p ∈ Z i v ∈ Cj

p . Kao p-lanac, v je formalna kombinacija

p-simpleksa σ1, . . . , σk ∈ Cj
p , to jest v =

∑k
i=1 riσi za neke r1, . . . , rk ∈ R.

ijp(v) = ijp(
∑k

i=1 riσi) =
∑k

i=1 rii
j
p(σi) =

∑k
i=1 riσi ∈ Cj+1

p pa je ∂j+1
p ◦ ijp(v) =

∂j+1
p (

∑k
i=1 riσi) =

∑k
i=1 ri∂

j+1
p (σi) ∈ Cj+1

p−1).

Sa druge strane, ijp−1 ◦ ∂jp(v) = ijp−1(
∑k

i=1 ri∂
j
p(σi)) =

∑k
i=1 rii

j
p−1(∂jp(σi)) ∈

Cj+1
p−1). Kako se ∂jp i ∂

j+1
p poklapaju na p-simpleksima iz Cj

p ,
∑k

i=1 rii
j
p−1(∂jp(σi)) =∑k

i=1 ri∂
j+1
p (σi), pa dijagram komutira.

�

Na slede�em dijagramu je prikazan niz lanqastih kompleksa i lanqastih

preslikava�a filtriranog kompleksa K:

...
...

...

C0
2 C1

2 C2
2 . . .

C0
1 C1

1 C2
1 . . .

C0
0 C1

0 C2
0 . . .

∂03 ∂13 ∂23

∂02

i02

∂12

i12

∂22

i22

∂01

i01

∂11

i11

∂21

i21

i00 i10 i20

Iz stava 5.1.1 sledi da ovaj dijagram komutira.

Poxto je ij lanqasto, ono indukuje i dobro definisan niz homomorfizama

f jp : Hj
p(K) → Hj+1

p (K). Komponova�em uzastopnih preslikava�a f jp u odnosu

na filtraciju, dobija se i homomorfizam

f i,jp : H i
p(K)→ Hj

p(K), (0 ≤ i ≤ j ≤ n)

koji daje vezu izme�u homoloxkih grupa u filtriranom kompleksu.
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Cikli i granice u filtraciji Preko preslikava�a inkluzije se mogu

povezati moduli p-cikala i p-lanaca razliqitih potkompleksa u filtraciji.

Vezu daje slede�i stav.

Stav 5.1.2. Za module p-ciklova Zj
p i Z

j+1
p , i p-granica Bj

p i B
j+1
p uzastopnih

potkompleksa Kj i Kj+1 filtriranog kompleksa K va�i:

1o ij
[
Zj
p

]
⊆ Zj+1

p ;

2o ij
[
Bj
p

]
⊆ Bj+1

p .

∆ Za zp ∈ Zj
p va�i ∂jp(z) = 0. ∂j+1

p (z) je kombinacija alterniraju�ih suma

strana simpleksa p-lanca ij(zp). Kako se u K
j+1 pojav	uju novi simpleksi, ali

se ne isk	uquju oni koji su ve� u Kj, to se ∂j+1
p (z) ne me�a u odnosu na ∂jp(z),

pa je ∂j+1
p (z) = 0.

Ako je d = ∂jp+1(v) ∈ Bj
p, tada je ij(d) = ij ◦ ∂jp+1(v) = ∂jp+1 ◦ ij+1(v) jer je i∗

lanqasto preslikava�e. Odatle je ij(d) ∈ Bj+1
p . �

Perzistentne homoloxke grupe

Definicija 5.1.3. p-te perzistentne homoloxke grupe od K su kvocijentni

R-moduli

Hi,j
p (K) = Zip(K)/

(
Bj
p(K) ∩ Zip(K)

)
, (0 ≤ i ≤ j ≤ n).

U Hi,j
p (K) su klase onih ciklova iz Ci

k koji su
”
pre�iveli" granice novih

simpleksa dodatih u Kj.

Do perzistentnih homoloxkih grupa se mo�e do�i i pomo�u preslikava�a

f i,jp : H i
p(K) → Hj

p(K). Naime, Hi,j
p (K) = im(f i,jp ). Drugim reqima, tu su

homoloxke klase iz Ki koje su i da	e
”
�ive" u Kj.

Ra�e�e i smrt klasa Neka je α ∈ Hp(K
i). Klasa α se ra�a u Hp(K

i) ako

va�i

α /∈ Hi−1,i
p (K).

To znaqi da ta klasa nije me�u onima iz Ki−1 koje su pre�ivele do Ki.

Klasa α ∈ Hp(K
i) koja se rodila u Ki umire u Kj ako se spoji sa starijom

klasom pri prelasku iz Kj−1 u Kj, to jest ako

f i,j−1
p (α) /∈ Hi−1,j

p (K) ∧ f i,jp (α) ∈ Hi−1,j−1
p (K).
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Definicija 5.1.4. Indeks perzistencije klase α ∈ Hp(K
i), koja se rodi u Ki

i umre u Kj je vrednost j − i.
Ako ta klasa rodi u Ki, ali ne umre ni u jednom Kj iz filtracije, �en

indeks perzistencije je ∞.

0 0 0 0

Hp(Ki−1) Hp(Ki) Hp(Kj−1)

Hp(Kj)α

Slika 5.1: Klasa α koja se ra�a u Ki i umire u Kj. [4]

Definicija 5.1.5. p-perzistentni k-ti Betijev broj βi,pk (K) je rang

perzistentne homoloxke grupe Hi,p
k (K).

Primer 14. Neka je data filtracija simplicijalnog kompleksa K

∅ = K0 ⊂ K1 ⊂ K2 ⊂ K3 = K

prikazana na slede�oj slici:

K1 : K2 : K3 :

1 2

3

4

56

1 2

3

4

56

1 2

3

4

56

Neka je z 1-cikl iz Z1
1(K), z = [1, 2] + [2, 3]− [1, 3]. Tada klasa od z, α = [z]

pripada homoloxkoj grupi H1
1(K). Slike te klase pri preslikava�ima f 1,j

1 ,

1 ≤ j ≤ 3 su:

1o f 1,1
1 (α) = α ∈ H1

1(K),

2o f 1,2
1 (α) = α ∈ H2

1(K),

3o f 1,2
1 (α) = α = 0 ∈ H3

1(K).

40



5.2. MODUL PERZISTENCIJE

α ∈ H1
1(K) i α /∈ H0,1

1 (K) = 0, pa je ta klasa ro�ena u trenutku 1.

f 1,2
1 (α) /∈ H0,3

1 (K) i f 1,2
1 (α) ∈ H0,2

1 (K) = 0, pa ta klasa umire u trenutku 3.

4

5.2 Modul perzistencije

Postoji naqin, prikazan u [11], da se pojedinaqne perzistentne homoloxke

grupe filtriranog kompleksa objedine u jednu algebarsku strukturu. Ako

se za koeficijente homologije uzme neko po	e F , ta struktura mo�e da se

dekomponuje na jednostavan naqin.

Definicija 5.2.1. Kompleks perzistencije C je familija lanqastih

kompleksa {Ci∗}i≥0 nad R zajedno sa lanqastim preslikava�ima f i : Ci∗ → Ci+1
∗

koji daju slede�i dijagram:

C : C0
∗

f0−→ Ci1
f1−→ C2

∗
f2−→ . . .

Primer kompleksa perzistencije je filtirirani kompleks K zajedno sa

inkluzijama izme�u potkompleksa filtracije.

Prethodni dijagram se mo�e prikazati i sa graniqnim preslikava�ima

unutar pojedinaqnih lanqastih kompleksa, analogno primeru filtriranog

kompleksa:

...
...

...

C0
2 C1

2 C2
2 . . .

C0
1 C1

1 C2
1 . . .

C0
0 C1

0 C2
0 . . .

∂03 ∂13 ∂23

∂02

f02

∂12

f12

∂22

f22

∂01

f01

∂11

f11

∂21

f21

f00 f10 f20

Definicija 5.2.2. Modul perzistencijeM je familija R-modulaM i zajedno

sa homomorfizmima ϕi : M i →M i+1.

Pregled novijih rezultata u analizi modula perzistencije se mo�e na�i u

[12].
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Primer modula perzistencije je homologija kompleksa perzistencije. Pre-

slikava�e ϕi je definisano tako da odgovaraju�u klasu homologije slika u

klasu koja je sadr�i.

Kompleks perzistencije C je konaqnog tipa ako je svaki kompleks unutar

�ega konaqno-generisan R-modul, i ako su preslikava�a f i izomorfizmi za sve

i ∈ N poqev od nekog m0.

Modul perzistencije M je konaqnog tipa ako je svaki modul unutar �ega

konaqno-generisan R-modul, i ako su preslikava�a ϕi izomorfizmi za sve i ∈ N
poqev od nekog m0.

Primer 15. Filtrirani kompleks generixe kompleks konaqnog tipa, qija je

homologija modul perzistencije konaqnog tipa. 4

Svaki modul perzistencijeM se mo�e posmatrati i kao modul nad prstenom

R[t], koji se oznaqava sa α(M), na slede�i naqin:

α(M) =
∞⊕
i=0

M i.

Mno�e�e sa t odgovara pomera�u za jedan na gore u graduaciji, to jest

t ·
(
m0,m1,m2, . . .

)
=
(
0, ϕ0

(
m0
)
, ϕ1

(
m1
)
, ϕ2

(
m2
)
, . . .

)
.

Za cikl z ∈ Zip sa netrivijalnom homoloxkom klasom u Hi
p, mno�e�em sa t se

prati kako se �egova homoloxka klasa z + Bi
p me�a kroz filtraciju. Postoje

dva sluqaja:

1o Za neko k ∈ N, z+Bi+k
p = Bi+k

p , to jest klasa od z postaje trivijalna posle

k pomera�a u graduaciji.

2o Ni za jedno k ∈ N se ne desi da z ∈ Bi+k
p .

Teorema 3.1.8, koja va�i ako je prsten R zapravo po	e, daje slede�u

dekompoziciju tog modula koja oslikava prethodno.(
n⊕
i=1

ΣαiF [t]

)
⊕

(
m⊕
j=1

ΣγjF [t]/ (tnj)

)
Dakle, postoji baza modula perzistencije α(M) pogodna za raquna�e

perzistentne homologije na celoj filtraciji. [11]

Da bi se bo	e sagledala ta struktura, pogodno je primetiti korespodenciju

izme�u �e i konaqnog skupa P-intervala, koji se definixu kao parovi (i, j),

gde 0 ≤ i < j ∈ Z∞ = Z ∪ {+∞}.
Tu vezu daje preslikava�e Q definisano na P-intervalu (i, j) kao

Q(i, j) = ΣiF [t]/
(
tj−i
)
,
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za j < +∞, a

Q(i, j) = ΣiF [t],

za j = +∞.

Na skupu P-intervala S = {(i1, j1) , (i2, j2) . . . , (in, jn)} , Q se definixe kao

Q(S) =
n⊕
l=1

Q (il, jl)

i daje spomenutu korespodenciju izme�u konaqnih skupova P-intervala i gra-

duisanih F [t]-modula. [11]

5.3 Filtracija podnivoa

U ovom ode	ku bi�e definisani pojmovi ro�e�a i smrti klasa

perzistencije na filtracijama nastalim posmatra�em podnivoa ograniqenih

neprekidnih funkcija iz prostora X u R. Nada	e, pretpostav	a se da su

koeficijenti homologije iz datog po	a.

Neka je dat topoloxki prostor X i ograniqena neprekidna funkcija

f : X → R. Sa Xa se za prag a ∈ R obele�ava podnivo funkcije f ,

Xa = f−1(−∞, a].

Za dimenziju p i a ≤ b ∈ R, inkluzije Xa ⊂ Xb indukuju homomorfizme

homoloxkih grupa

fa,bp : Hp(X
a)→ Hp(X

b).

Definicija 5.3.1. Vrednost c ∈ R je homoloxka kritiqna vrednost ako

postoji p ∈ Z takvo da za sve δ > 0, f c−δ,cp nije izomorfizam.

Funkcija f : X → R je pitoma ako je ograniqena, neprekidna, ima

najvixe konaqno homoloxkih kritiqnih vrednosti, i ako su Hp(X
a) konaqno

generisani za sve a ∈ R i sve p ∈ Z.

Ako je f : X → R pitoma funkcija, sve homoloxke grupe Hp(Xb−δ) su

konaqno generisane za proizvo	no δ > 0, pa za dovo	no malo δ > 0 Im fa−δ,bp ne

zavisi od δ. Zato se mogu dobro definisati

Fa−,bp := Im fa−δ,bp ,

Ba
p := Hp(X

a)/Fa−,ap .

za dovo	no malo δ > 0.

Prate�i ve� definisane pojmove ra�a�a i smrti klase homologije, Ba
p se

naziva p-ta grupa ra�a�a u Xa. Naime, ako je neka klasa homologije α u tom
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kojezgru preslikava�a fa−δ,ap , to znaqi da ona ne postane trivijalna pri seqe�u

slikom tog preslikava�a, to jest da se ona pojavila u trenutku a.

Grupa smrti se dobija ako se posmatraju klase ro�ene u Xa koje se u Xb

utope u klase ro�ene pre trenutka a. Ta ideja se mo�e formalizovati na

slede�i naqin.

Neka je preslikava�e ga,bp : Ba
p → Hp(X

b)/Fa−,bp dato na elementima [α] ∈ Ba
p

(uglaste zagrade oznaqavaju klasu u toj koliqniqkoj grupi) sa

ga,bp ([α]) :=
[
fa,bp (α)

]
.

Dodatno, g
a,supx∈X f(x)
p := 0.

Jezgro ovog preslikava�a, podgrupa smrti, se oznaqava sa Da,b
p i sadr�i

taqno one klase koje su ro�ene u trenutku a, a koje su se spojile sa nekom

klasom nastalom pre trenutka a u trenutku b.

Klasa α ∈ Hp(X
a) umire u trenutku b ako �ena klasa [α] pripada podgrupi

smrti Da,b
p , (a samim tim i grupi ra�a�a Ba

p), me�utim ne pripada ni jednoj

grupi Da−δ,b
p za δ > 0.

Ako se klasa α rodila u trenutku a i umrla u trenutku b, �ena

perzistencija se definixe kao pers(α) = b− a.
Ukoliko klasa ne umire, �ena perzistencija je +∞. Zbog g

a,supx∈X f(x)
p = 0,

pri ovoj definiciji sve perzistencije su konaqne. [13]

5.4 Dijagram perzistencije

Broj βi,j−1
p −βi,jp predstav	a broj klasa dimenzije p koje su se rodile u nekom

K l, za l ≤ i, a umrle u Kj.

Sliqno, broj βi−1,j−1
p − βi−1,j

p predstav	a broj klasa dimenzije p koje su se

rodile u nekom K l, za l ≤ i− 1 a umrle u Kj.

Razlika ta dva broja daje broj nezavisnih p-dimenzionih klasa koje se rode

u Ki i umru u Kj, µi,jp , i data je slede�im izrazom:

µi,jp =
(
βi,j−1
p − βi,jp

)
−
(
βi−1,j−1
p − βi−1,j

p

)
.

Ra�a�a i smrti p-dimenzionih klasa se reprezentuju u ravni R2 pomo�u

multiskupa koji se naziva dijagram perzistencije. Taj dijagram se oznaqava

sa Dgmp(K).

Horizontalna osa na dijagramu se odnosi na ra�a�a klasa - taqke desno su

se rodile kasnije. Vertikalna osa se odnosi na smrti klasa homologije - klase

koje kasnije umru se nalaze u gor�em delu dijagrama. U dijagram se uk	uquje i

dijagonala, ∆ = {(x, y) ∈ R2 | x = y}, i taqke na �oj predstav	aju trivijalne

homoloxke klase.

Kako smrt uvek dolazi nakon ra�a�a, to se sve netrivijalne taqke na

dijagramu nalaze iznad dijagonale. [13]
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Prostori dijagrama perzistencije

Slede�e rastoja�e omogu�ava da se napravi metriqki prostor dijagrama

perzistencije:

Definicija 5.4.1. p-to Vaserxtajnovo1 rastoja�e izme�u dva dijagrama pe-

rzistencije se definixe kao

Wp (d1, d2) =

(
inf
γ

∑
x∈d1

‖x− γ(x)‖p∞

) 1
p

,

gde γ prolazi kroz sve bijekcije iz d1 u d2.

Rastoja�e je dobro definisano: bijekcija koja uparuje taqke van dijagonale

prvog dijagrama sa �ima najbli�im taqkama na dijagonali u drugom dijagramu

ima konaqnu sumu rastoja�a
∑

x∈d1 ‖x − γ(x)‖p∞, jer ta suma ima konaqno

sabiraka.

Taj metriqki prostor ne mora biti kompletan. Me�utim, modifikovana

definicija dijagrama perzistencije �e za ovo rastoja�e dati kompletnost:

Definicija 5.4.2. Generalizovani dijagram perzistencije je prebrojiv

multiskup taqaka ravni zajedno sa dijagonalom ∆ = {(x, y) ∈ R2 | x = y} u
kome se svaka taqka sa dijagonale pojav	uje beskonaqno puta.

Izme�u generalizovanih dijagrama perzistencije se mo�e definisati

i pojam konaqnosti rastoja�a. Perzistencija taqke x na dijagramu

perzistencije d je

pers(x) = 2 inf
y∈∆
‖x− y‖∞.

Infimum se dosti�e u y =
Ä

(x1+x2)
2

, (x1+x2)
2

ä
, za x = (x1, x2) . Naime, ako se

pers(x) posmatra kao du�ina du�i koja spaja taqku x sa �enom vertikalnom

projekcijom na dijagonalu, onda je polovina te du�i jednaka ‖x− y‖∞.
Primenom te qi�enice se mo�e izraqunati Vaserxtajnovo rastoja�e do

praznog dijagrama perzistencije. Neka je prazan dijagram perzistencije

oznaqen sa d∅. Va�i:

(Wp (d, d∅))p = 2−p
∑
x∈d

(pers(x))p.

Ako se sa Persp(d) =
∑

x∈d(pers(x))p definixe totalna perzistencija

dijagrama d, dobija se jednakost Persp(d) = 2p (Wp (d, d∅))p, koja povezuje

rastoja�e do praznog dijagrama za totalnom perzistencijom tog dijagrama. [13]

To daje ekvivalenciju definicija prostora dijagrama perzistencije:

1Leonid Vaserštĕın (1944-) - rusko-ameriqki matematiqar
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Definicija 5.4.3. Prostor dijagrama perzistencije dimenzije p je skup

svih dijagrama perzistencije koji su na konaqnom rastoja�u od praznog

dijagrama perzistencije. Ekvivalentno, on se sastoji od svih dijagrama

perzistencije sa konaqnom totalnom perzistencijom.

Dp = {d | Wp (d, d∅) <∞} = {d | Persp(d) <∞} .
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