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Podumenmuma



HacaoB mactep paga: IlepsucrenTna xomoJioruja

Pezume: OnucuBame reomMeTpuje W TONOJOTHje OOJaKa Tavaka - CKyMa Tadaka y
EYKJIUICKOM IIPOCTOPY - je BarkKaH OTBOpeH mpobsem. 3axsBasbyjyhu moryhuocru
pauyHapa Ja obpabhyjy BejimKe CKyIOBe MOJaTaKa, y IMOCAEIIbe BpeMe je mocebHo
JIOOMO Ha BAXKHOCTH, U Pa3He TOIOJOIIKe TeXHHUKE CY pa3BHjeHe jia OM ce OIHMCao
001MK 0bJ1aKa TadakKa.

Bajarak onucuBarmba OOJIMKA TOIOJIOMIKOL IIPOCTOPA je jegaH OJ] MeHTPAJHHUX
Kojuma ce tomoJioruja 6asu. Ilocrojehe TexHuke jgajy omnmdue pesyiarare Kajga ce
npuMeHe Ha BHCOKOJMMEH3WOHE TOTOJIONKe npoctope. Mehyrtum, 3a onucuarme
o0J1aKa Tavaka 4ecTO HHje MOTOIHO ITOCMATPATH CaMO jeJaH TOIOJOIIKH MPOCTOP,
Beh pamuanje TaKBUX IPOCTOPA.

[Musb oBOT pajia je ja omwuiiie HEKe O/ MOCTOjehux HAaYMHA 33 KPEUpame TOI0/10-
MMKAX TTPOCTOpa U3 00J1aKa Tavyaka, a IOTOM U Ja JeUHUIIE TEOPUjY MeP3UCTEHTHE
XOMOJIOTHj€ - METOJIy pa3BHjeHY V IOCJIEABUX JBAJeCeT TOAUHA, KOJOM ce ODJIUK
o0J1aKa Tavaka OIHUCYje IIPU PA3JIUIUTUM ~cKaJlaMa’ TpH KOjUMa ce MOCMAaTPA.

Onucano je HEKOJMKO MEeTO/a YHjOM Ce y3aCTONHOM IIPUMEHOM Taj Iu/b
octBapyje. Koncrpykimja pacryhux dbamMmimja CUMILIANEjaJIHAX KOMILIEKCA W3
o0J1aKa Tayaka reHepwuiie morpedHe TOMOJIOIIKE IPOCTOPE YUjH ce OOJIMK aHAJIU3UpPA.
Teopuja xomoJsioruje aaje popMajial HAYMH 33 OINUCHBAIHE ITOBE3AHOCTU M ODJIMKA,
TOIMOJIOIMIKOT MpocTopa. llep3ucTeHTHA XOMOJIOTHjAa CyMapHu3yje Kako ce Taj o0JIuK
Memha MPHU Pa3jJUIuTHM CKajamMa, TO jecT Kopanuma y duarpamuju. Tunme je
OIMCAH W CTAHJAP/IHU HAYWH NPUMEHEe OBOT MeTOJa: W3 oDJaKa Tadaka ce Kpeupa
duaTpanuja, Ha KOjy ce IOTOM IpUMeEIbyje IeP3UCTEeHTHA XOMOJIOTHja KOja Kao
pe3yaTaT Jaje Omuc IpoMeHa OOJUKA TOMOJOMKHX IPOCTOPa KPO3 TaKO3BaHe
ArjarpaMe nep3ucTeHIuje.

Pesynrar pana je mpersien HajBakKHUJUX pajioBa M3 MPETXOIHO OITUCAHUX
obnactu. ¥ pajy je MocTaB/heHa TEOPU)CKA OCHOBA MOTOIHA 33 IPUMEHY OBOT' METOIA
Ha Jipyre mpobjemMe YHyTap WJIM BaH MaTeMaTHKe, Koja Jaje M IOrOJHY OCHOBY 3a
JlaJbe UCTpazKuBarme yHyTap 00J1acTu.

[Ipumene mep3ucTeHTHE XOMOJIOTHje VYCIEITHO pelraBajy mpobJjeme yHyTap
pPa3sHUX MaTeMaTHYKHX OOJIACTH. [locToju Oaucka Be3a ca MOapIUjaJHEM
JudepeHnujaHIM jeIHaYnHaMa, JTU(epeHIujaTHOM U aJaredapcKoM I'eOMeTPHjoM,
TEOPUjOM pelpe3eHTalrja, CTATUCTUKOM U KOMOMHATOPUKOM. Y3 TO, OBa 00JacT
TOTIOJIOTHjE je TPOHAILIA U pa3He MPpUMeHe BaH MaTeMaTHKe: Y aHaJU3u MaTepujasia
W CIUKA, Yy MEJUINHA, eUIeMUOJOTHj!, aHAJN3N TOJaTakKa W BPEMEHCKUX Cephrja.

Hekwu o qa/pux mpaBalia HCTpazKUBarba YKJ/bYUyjy: HOBE HAUMHE PElpe3eHTalln]je
JujarpaMa Iep3ucTeHIdje, MpUMeHe MeTOJa BepoBaTHONe M CTATHUCTHUKE, Be3y Ca

00/1aCT MAIIMHCKOT yUetba, U PUMEHY TeOpHje Perpe3eHTaIu]a.



Kibyune peun: 1omojioruja, reoMerpuja, CAMILIUIU]AJHE KOMILIEKCHA, XOMOJIOIU]a,

TOIIOJIOIIKA aHaJIN3a IMOodaTaKa
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I'maBa 1

YBOI

Axko ocoba cToju HA IIAHKHCKOM BPXY U MOCMATPA MIYMY V TIOJAHOXK]Y TIAHUHE,
jacHo he Bujyiern mweHy BeJUYMHY U OOJIMK, HeHEe I'DAHMIlE, IPOILIAHKE KOjUu Ce
npoMasbajy Kpo3 japeehe. JIpyra ocoba, Koja ce Haja3uW Ha jeJHOM OJ THX
IPOILIAHAKA, [pes coboM mMa Jpyradujy cauky. Ona BHIM caMO Taj HPOILIAHAK
u crabJia Koja ra pasaBajajy o IIyMe, aJid 3aTO IMOCMATpa IojeJuHadIHa crabJia,
IBUXOB 00JIMK, JIuiiihe Ha IrpaHaMa.

Ko ox mux apoje 6osbe Bumm mymy?! Termko ce Moxke JaTH HPEIHOCT jeTHOM
morJieJly y OJHOCY Ha JPYTH - CBaka ocoba mpumehyje HeKa CBOjcTBa, OCOOWHE,
JieTabe, Koje Jpyra He MOKe Jia HPUMETH jep je HpelasieKo WK HpeBulle OIu3y.

Teopuja mep3ucTeHTE XOMOJIOTHjE Jaje jeJIHO Ppellerhe TaKBOT mpobJema y
KOHTEKCTY aHa/jmn3e obJjimka obJiaka Tadaka. la Teopuja Ipejiarke Jja ce rjeja
u ca OJMKe U ca Jlajbe TMO3UIHje, U TO HCTOBPEMEHO!

Obsak Tavaka je CKyNm Tadaka y eyKJHJICKOM mpocTtopy. Beowma decto ce y
pasHuM mpobieMuMa jaB/ba Kao CKyI mojartaka. Ha mpumep, y 100po mo3HaToMm
CKYIly MOJlaTaka O [eHama cranosa y bBocrony koju ce KOpucTu y CTaTHCTHIM,
cBaxa Kyha je pempeseHTOBaHa CBOjOM TA4IKOM - BeKTopoM y R4 4mje koopmunare
npeJCTaB/hajy OCOOWHE MOMYT OHOCA HACTABHUKA W YUYEHWKA, CTOMH 3JI0YUHA IO
CTAaHOBHKY, WJIH KOHIIEHTPAIWj a30THUX OKCHUJIa Ha TOj JOKAIIH]H.

Hajuenrhe cy TakBu CKyNOBH MOTaTaKa KOHAYHU A U JUCKPETHU KA0 TOTOIOTIKA
HpPOCTOPH, MITO OHEeMOryhaBa JUPEKTHY HPUMEHY TOIOJIONIKUX MeToja. Mehyrum,
BU3yaIN3aIIjOM THX 00/IaKa TAYaKa Ce TOJTMM OKOM MOTY YOUUTH TPABUIHOCTH HLTH
onpehenn obaunu. YYecro je Taj cKyn Tadaka y30paK ca HEKe MHOIOCTPYKOCTH.
[TocTaBma ce mATamE KAKO Ce MOYKe PEKOHCTPYHUCATH Ta MHOTOCTPYKOCT U OJIDEIUTH
IbEHA TOIOJIONIKA CBOjCTBA, CAMO HA OCHOBY JIATOT Y30PKa Ca Hhe.

Jenan HaYMH 3a ONHCHBaIhe CTPYKType oOJaKa MojaTaka je Jia ce Ha o]
jgedunumre rpad, Tako Ja €y TeMeHa Tadke U3 O0JaKa, a HBHUIE OJIroBapajy
Tavykama Koje cy ,,0,im3y”, rie ce mojaM OJIMCKOCTH MOzKe JehUHUCATH Ha PASTHIUTE
Hauunne. MehyTtum, 3HavajHOo Bulle WHMOpMaIdja ce A00Hja aKO Ce yMeCTO

rpada KOHCTpYHUITe CHUMILIMIUjAIHA KOMILIEKC. AKO Ta KOHCTPYKIIAja 3aBUCH



oJ1 napamerpa OJIMCKOCTH, BapupameM TOI' lapamerpa ce jobdbuja u damuiuja
CUMILTUIUjAJIHAX KOMILIEeKca. Ta ¢raMminja oOMYHO CaJIpZKU KOMILIEKCE KOjU JIeTO
PEKOHCTPYUIILY TJI00AJTHU OOJIMK TOT IIPOCTOPA, KA0 U KOMILIEKCe KOjH MMAajy IIYHO
CUTHUX KOMITOHEHTH MOBE3aHOCTH KOje OMHCYjy OOJUK MAaJUX JeI0Ba MPOCTOpa -
JeTa/be KOjUu HECTaHy KaJja je mapamMerap OJHCKOCTH BEJTUKH.

YKOAUKO ce KOHCTpyuie pactyha damMuminja CUMILIUNAjaJHIX KOMILIEKCA, Ta
damvumja ce HazuBa puITpaImja (pUHATHOT KOMILIEKCA Y 150j, & (PUHATHI KOMILIEKC
3ajeHo ca (pUITpANMjOM ce Ha3uBa (PUITPUPAHU KOMILIEKC. TakBu 00jeKTH cy
NOCeOHO TOTOHU 33 MPUMeHe TOTOJIONIKIX MEeTOJIA.

3a ommc 00/MKa jegHOr OJ KOHCTPYUCAHWX CHMILIUIUJATHIX KOMILIEKCA,
NOTOJ[HA je MpHUMEHa TEeopHje XOMOJIOTH]E. Xomogoruja omoryhaa ma ce
TOMOJIONIKUM MPOCTOPUMA TIPHAPYKe aaredapcku 00jeKTH. JeaHo oJf MPBUX TaKBUX
npuapy:kupama je gedunucao Ojaep', m mo memy je gobuiao ume ,Ojreposa
kapaxTepucTuka’. 3aruMm, Puman? je medunncao pon nospmmu, g0k ¢y Bern® a
norom u Iloenkape! namm 3aderke mojma xomosomke rpyme. OpurHHaIHa HICja
XOMOJIOTHj€ je Jla ce JiBa TOMOJIOMIKA IIPOCTOpa MOTY Pa3/IMKOBATH Ha OCHOBY Opoja
,pyna” cBakor oj mux. bpojame ,,pyna’ nokasyje, Ha mpumMep, 1a cy cdepa 1 Topyc
PA3JIMYUATH TOMOJIONIKT TPOCTOPH.

Teopuja xomoJioruje UpPUMEHEHA Ha CHMILUIAIHMjAJIHT KOMILIEKC OIIHCY]e
KOMIIOHEHTE TIOBE3aHOCTH W ,,pyle’ TOI' KOMILIEKCa, KOje Cy IpeJICTaB/heHe
ofiroBapajyhmm KjiacaMa XOMOJIOTHje U3 XOMOJIONMIKAX TPyHa TOT MPOCTOPA.

[lep3ucTenTHA XOMOJOTHja je MaTeMaTHYKa TeopHja Koja padyHa TOMOJOIIKA
CBOJCTBA IPU Pa3/IUYUTUM BpejHOCTUMA Mnapamerpa duiarpanuje. Pauynamem
XOMOJIONITKUX T'PyIa 3a CBaKHM OJi KOMILIEKca (puaTpaluje, MOxKe ce TPaTUTH Kaja
HeKa KJaaca XOMOJIOTHje HacTaje, a Kaja Hecraje. AKO ce HOBa KJaca IIOjaBH 3a
BpPEeJIHOCT MapamMeTpa puiaTparuje ¢, Kaxke ce Ja ce Ta KJIaca POJIMIa y TPEHYTKY
t. Cum4HO, aKO HEKa KJaca HecTaHe, TO JeCT CIOjU Ce ca JPYroM, Karxke ce Ja je
Ta KJgaca ympJsa y TpenyTky t. Ha mpumep, obiak Tavyaka MozKe UMaTH JBa I'yCTO
IPYNHCAHa O/BOjeHA MOJCKYNa Tadaka. Y TPEHYTKY tg, CHMILTUINjaTHI KOMILIEKC
dunrpanuje he nmaTu 1Be KOMIOHEHTe MOBE3AHOCTH, 10 jeTHY 3a CBAKH O] FHUX.
MehyTtum, Kako ce t mopehaBa, y jeJHOM TpeHYTKY he HacTaTh cUMILIEKCH u3Melhy
Tadaka Te JiBe Ipyle, To jecT jiBe KoMmroHnenTe he ce cuojutu y jeany. Konseniuja
je Ja crapuja KOMIIOHEHTa HACTaBH Jla YKUBH, JIOK MJjiaha y TOM TPEHYTKY yMpe.

Y Apyroj TJIaBH pajia JaT je Ipervie/l TeopHje CHMILIUINJAJHUX KOMILIEKCA.
Jledunucanun cy reoMeTpwjcKd W alCTPAKTHH KOMILIEKCH, Ka0 U II0jaM HepBa,
KOju Jlaje jeJlaH ONUIITH HAYMH 34 Kpeupame alCTPAKTHOT KOMIJIEKCA U3

konaune pamuauje ckymnosa. l[loTom, onmmcanu cy pasjiMmynTH HAYUMHU KpPEHpParba

!Leonhard Euler (1707-1783) - mBajiapcku matemarudap

2Georg Friedrich Bernhard Riemann (1826-1866) - nemauku mMaTemaruyap
3Enrico Betti Glaoui (1823-1892) - utanujancku mareMaTuyap

4 Jules Henri Poincaré (1854-1912) - dbpaHIyckn MaTeMaTHIap



CUMILIAIMjAJHOT KOMILIeKca n3 obJiaka Tadaka, n jara je dopmaJsina jeduHunmja
dpunrparnuje.

Tpeha ryaBa cajpxku jiepuHUNKAje U OCHOBHA CBOjCTBa ajrebapckux objeKaTa
KOjH ce ynorpebsbaBajy npH jaedUHULIH]U Iep3UCTeHTHEe XoMoaoruje. aT je Kparak
nperJie/l Teopuje MOJyIa, & TTOTOM U OCHOBHHUX Je(PUHUIIM]a U CTABOBA XOMOJIOIIKE
asredpe.

Y deTBpTOj T/1aBM je nedpuHUCAHA CUMILIUIIAjATHA XOMOJIOTH]a - je/IHa OJ1 TeOpHja,
XOMOJIOTHje KOja ce OJTHOCH Ha CUMILTUIHjaJHe KoMILTekce. llako je y mpomnuiocTtn
CUMILTATIAjAIHA XOMOJIOTHja BaykKWJIa 3a MeTOJ KOjU 3aXTeBa IIYHO padyHa 3a
J00ujame pesyJirara Koje JApyre XOMOJIOIIKE Teopuje J1ajy OpIke, y MOC/Ie/Hhe BpemMe
HHTEPECOBAILE 33 OBY XOMOJIOIIKY TEOPHU]Y PACTe IOIITO Ce PadyHame MOYXKE JIAKO
u3BecTu noMohy padyHapa.

[leta ryiaBa caJpzKu U3JIarame TeopHuje nep3ucTeHTHe XoMogoruje. Hledunucane
Cy Hep3UCTEHTHE XOMOJIOIIKE I'PYIIe, U OIIUCAHA j€ CTPYKTYPa MO/LyJia eP3UCTEHIIH]e.
Ta cTpykrypa Jaje jeIMHCTBEH TOTJIE] Ha pahambe W CMPT XOMOJIONIKUX KJaca y
duaTpanuju, He3aBUCHO 0 0a3a XoMoJOMKHX rpyna. llopea rTora, omucana je
duaTpanuja Koja HacTaje o IOJHHBOA HeKe HelpekujHe (PyHKIHje Koja CJIHKA
TOTIOJIONTKY TPocTOp y R, Kao m aujarpamMu mep3uCcTeHIIHje.

Haxon oBux riiaBa HaBejieH je CIMCak KOPHUITNeHe JIHTepaType.






I'maBa 2

CumMininnujajiHu KOMILJIEKCHU

Ckyn Tauaka {ag, a1, ...a,} C R™ je y onwmem noioscajy ako BazKu:

(YO0 Ay M) ER™) S " Niay =0A Y Ni=0 = (Ao, Ar,.... \) = 0.

i=0 i=0

Ckyn rauaka {ag,a,...a,} C R™ 3a50B0o/baBa TO CBOJCTBO aKO H CAMO aKO CY
BekTOpH (a1 — ag), ..., (ay, — Gp) JTUHEAPHO HE3ABHUCHU.

2.1 CumMmmekcn

Hedbunununuja 2.1.1. Crkyn mavara y onwmem noaoosicajy {ag,aq,...,a,} C R™

odpehyje 2eomempujcru n-cuMnNAEKC

o' ={r eR™ | l’zz)\iaz‘, ZAZ-:L (Vi € {0,1,...,n})\; > 0}.
i=0 i=0

Tauke ag,ay, ..., a0, CE HA3UBATY MEMEHA UM 8PTO8Y cumnierca o". Jlumenauja
cumnaexca o je bpoj n, u 3a jedan je mara 0d 6poja memena. Koepuyujenmu N;,

(1 € {0,...,n}) cy bapuyenmpuure Koopdurame mawke cumniexca o".

VA A

Cmuka 2.1: 0% tauxa, o'- ayx, o- Tpoyrao, o3- TeTpaenap.

Hedbunrumnuja 2.1.2. Humepuop cumnaiexca o' je ckyn

n

o ={zeR™ |z=> Na;, Y N=1 (Vie{0,1,...,n}) A\ >0}
=0

1=0

Py6 cumnaexca, |o"|, je pasaura o™\o™.



2.1. CHUMIIJIEKCHU

[Ipumerumo j1a uTEpUOp U pyd CUMILIEKCA 0 HE MOpajy Ja ce HMOKJANajy ca

UHTEPHOPOM U pybOM 0™ Kao TOMOJIONIKOT normpocropa y R™.

Crpana cummiekca Cumimiekc 0" obeekaBamMo u NOMONY HErOBUX TEMEHA Kao
(agp,ay, . ..,a,). CBaKM MOJHU3 HA3A TEMEHA g, A1, . . . , A, jé TAKODE jelaH CHMILIEKC,
U HA3UBA CE€ CMPaHa CUMILIEKca o”. YKOJUKO je CTpaHa CHMILIEKCA Pa3JIHIUTa
OJ] TIPA3HOT CKyTla W IEJOr CHMILIeKCa, OHAa Ce HA3WBa W TPABOM CTPAHOM TOT

CHUMILJICKCA.

e
0 1

Couka 2.2: Cummekc (0,2) je crpana cumiutexca (0, 1, 2)

Cranmapaau cumiuiekc [locroju jejan npumepak CKyia XOMeoMOP(HUX N-CHU-

MILTEKCa TOCeOHO TOroan 3a padyHame. To je ckyn

A" =Sz = (z9,21,...,7,) € R*M

inzl, (Vie{0,1,...,n})x; >0,
i=0

KOJU Ce HAa3WBa U CMaHIapIHL N-CUMNAEKC.

TeneHa CTaHIAPIHOT N-CAMILIEKCa ¢y Tadke ¢; € R rae cy

eo = (1,0,0,...,0),
er = (0,1,0,...,0),

e, = (0,0,0,...,1).

[TocToju KAHOHCKO TPECUKABALE CTAHIAPIHOT N-CUMILIEKCA Y TPOU3BO/HAH N-CH-
MILJIEKC Ca TeMeHUMa (do, - . . , 4y, ), KOje TadKe CTAH AP/ THOT N-CHMILIEKCA MTPeCInKaBa

Ha ciaenehn Havn:
(/\0, ey )\n) — Z i@l
i=0

[Ipumerumo j1a mOMONY TOT' Mpec/JHKaBaIba, BUIMMO OApPUIICHTPHYKE KOOPIUHATE

IIPOU3BOJ/bHOI' N-CUMILJICKCA Ha CTaHJapPpAHOM Tl-CUMILJICKCY .



2.2. CUMILJINIINJAJIHU KOMIIJIEKCHU

2.2 CumMnaniijajiHu KOMILJIEKCHU

Hedburnmuja 2.2.1. [eomempujcku cumniuyujornu xomnsexce K y R™ je Konauna

damuruja cumnaekca y R™ xoja 3adosomasa caedeha dsa ycrosa:
1° Csaxa cmpana npoudsonnoz cumnaerca u3 K npunada pamuaruju K.
2° Ilpecex ceaka dea cumnaexca us K je cmpana ceaxoe 00 wut.

Qamunauja cuMIekca L Koja 3a/10BoJbaBa YCJIOB 2° 2enepuie CAMILIUAIM]ATHA
KoMILIekce K Koju ce cacToju oJ CUMILIeKca u3 (paMuinje L ¥ CBUX IbUXOBUX CTPaHA.
TakaB CHMIUIMIUjaJIHE KOMILIEKC O3HA9aBaMo ca [L].

Damvunnjy cummiekca L hemo decto 3amaBatu npramem camke. K = [L]

VKJbydyje CBe CUMILIEKCe Ha CJUIU U BbUXOBE CTPaHe.

IIpumep 1. Ha cienehoj coumm cy nare ase damuauje cumiuiekca, X u Y. Y

3a/10BO/baBa yea0B 2°, na je Y] jegan cuMnimiujagsnn KOMILIEKC.

8 9 10 5
5 6 7 8

IIpecek cummiekca (1,2,3) u (2,3,4) u3 X je ckym {(2), (3)}, mro uuje cumiurexce
a4 HU CTPaHa HUJEIHOD OJ Ta JBa CHMILIEKCA. 3aTO HHUje HMCIYEHEH ycjoB 2° u3

nedbunnmje, na [X| HUje CHMIUMIU]ATHE KOMILIEKC.

A

HpHMep 2‘ K - {(a/(b ai, aQ)a (ah ag, CLS), (a/b a2)7 (CLl, a3)7 <a27 a?))a (a())a (CLI)) (CLQ), (a3)}
HUje CHMILIAIMjATHI KOMILIEKC jep He 3aJ0Bo/haBa yCa0B 1° um3 nmeduHunmje:
(ap,a1,a2) € K, (a,az) je crpana oxm (ag,ar,az), amu (aj,as) He mpumaa

CUMILTUII]AJTHOM KOMILTeKcy K. JAN

IMonmemap cuMmmInmujassor KoMmiiekca [lomkomnaexc CHMILIAIUjATHOT
koMmIiekca K je mpou3BosbHA TOTdammanja cumiiekca n3 K. Ako ta mordamuanja
CaJIp’KU CBe CUMILIEKCe [IMMeH3Wje Mame WU jeqHake k, 3a Heko k € N, oHa
ce HasmBa k-crxeaemon kKomiutekca K. [loauedap Komiiekca K je yHHja CBHUX
cumIiekca Tor Kommiekca y R™, u o3mauaBa ce ca |K|. Tako nedunncan
noJiue Iap Tope/T TOMOJONIKE CTPYKTYPe NMa, M JIOJIATHY CTPYKTYPY CHMILIUIN]aTHOT

KOMIIJIEKCa, TIa MOXKeMO IOCMaTpaTH U MpecjnKaBama KOja 9yBajy Ty CTPYKTYDY.



2.8. AIICTPAKTHU CUMIIJINITUJAJIHU KOMIIJIEKCH

Hedbununmja 2.2.2. Tpuaneyrayuje (K, h) monoarowroe npocmopa X je

cumnauyujasny komnaeke K sajedno ca xomeomopdpusmom h: |K| — X.

Hedbunnnmja 2.2.3. Ilpecauxasawe [ : |K| — |L| usmehy noauedapa
cumnAvyujainus xKomniexca K u L ce Ha3u6a CuMnAUYUIaAHo, aKo CY UCTYHEeNHU

caedehu yeaosu:

1° Temena cumnaerca uz K ce ca f caukajy y (ne obasesno pazsuvuma) memena

cumnaerca u3 L.

2° 3a memena ag,...a, cumniekca us K ux = Y- Na € K, f(z) =
2 ico Nif (aq).
Cras 2.2.4. Cumnavyujaaro npecaurasare [ :|K| — |L| je nenpexudno.

A Pecrpukuuja upecjukasamwa f Ha cuminiekc o = (ag, . .., a,) € K je na ocuoy 2°
sagara ca f(D o Na;) = Y g Aif(a;), na je f KOMIO3HIWMja HPeCIUKaBaba § © 0 —
A" g(XioNiai) = (Moo An) mh o A" = flo], h(Xo, ..., ) = Do g Nif(a;).
[IpecimkaBambe ¢ je XoMeoMOphHU3aM CHMILIEKCA 0 €& CTAHJIAPIAHAM N-CAMILIEKCOM,
na je HenpexkuaHo. IIpecankaBame h je HEMPEKHUIHO KAO PECTPHUKIIN]A HEIPEKUIHOT
npecmkasama H : R x (R™)™ = R™ H((A,..., \), (o, ..., 20)) =
Y i o Ai;, A je U mocMaTpaHa PeCTPUKINja PeCHIKaBamba [ HelpeKniHa.

Kako je |K| yumja koHawunor Opoja 3aTBOPEHHX CKYIOBa TaKBHX Ja CY
pectpukimje dbyHKIHje f HA CBAKOM OJ IHbUX Hempekugne, 1o je u f : |K| — |L]
HelIPpeKu/IHA.

O

2.3 AncrpakKTHU CUMILIANNJAJTHU KOMILJIEKCHU

Hedbununnuja 2.3.1. Ancmpaxmuu cumnavyujarnu komnaeke IC je nap (V, %), 2de

je V' konauan ckyn u X Gamuiuja 1e206us nodckynosa makea 04 6aiHCu:
1° VweV){v} e,
20 VoeX)(VrCo)TeX.

Tauxe v € V' ce nasusajy memena uau 6prosu xomnaekca IC, dok ce ckynosu

0 € Y HA3UBGJY ANCMPAKMHY CUMNAEKCU.

CuMmnaunujagHa mpecankaBama [Ipeciukasame [ : V' — V' usmeljy Bpxosa
ancrpakTHEX KoMmiutekca KC = (X, V) u K' = (X', V') ce HazuBa cumniuyujaito ako

je ucnymen ciegehn ycjion:

(Vo = (vo,...,v,) €X) flo] = {f(vo),..., f(va)} € X"



2.8. AIICTPAKTHU CUMIIJINITUJAJIHU KOMIIJIEKCH

CuMnIMIujaJno npecaukKaBarmbe [ M3 ancTpakTHOr KoMmiuiekca Ky ancrpakrTam
komiieke K’ ce o3nauasa ca f : K — K. Ako je cUMILIHIUjaJIHO TIPECINKABAE
f: K — K’ 6ujexknuja, u f~! : K' — K cuMmmimnmjanno, taga ce [ Ha3uBa
cumnauyujasty udomoppusam. Ancrpaktau kKommiekcn K u K cy, ako Takas

uzomopdu3aM MOCTOjU, usomopdru, y osuamu K ~ K.

Ancrpaxmzanuja reomMeTpHjcKor Kommjekca I3 gator reoMeTpujcKor
KOMILJIEKCa K Ce YyBEK MO2KEC KOHCTpyHUCATH allICTPpaKTHH KOMILJIEKC, Ha CﬂeﬂehI/I
Ha4unH. V je CKym cBUX TeMeHa cuMmiuiekca y K. Y ce cacroju oj ckymnoBa V,
BPXOBa CHUMILIEKCa 0, 3a cBaKHW cuMiliekc 0 € K. Kako cBakoM BpXy v OJroBapa
cumiutekc (v), yeaos 1° je 3agoBosben. lloackyn W, ckymna Temena V, npoun3BospHOT
cummiekca o € K obpasyje crpany tor cummiekca y K. Crpamne mpou3BO/bHOT
cuMiLiekca o € K cy takohe cumiiekcu, ma je u W, y X, To jecT Baxku u ycjioB 2°.
Hakie, (V, X)) je ancTpakTHI KOMIIJIEKC KOJU OAroBapa CUMILIAIHjATHOM KOMILIEKCY

K. On ce HazuBa ancmpazrusayuje Kommaekca K.

IIpumep 3. Ha cienehoj caumum je gar reoMeTpujcku KOMILIEKC K, Koju ce
cacToju of jegHor myHor terpaeapa (1,2,3,4) Ha Koju cy HaJoBe3aHe JBe JyiKH

ca 3ajeTHIIKUM TemenoM, (2,5) u (3,5).

Ancrpaxuzanuja Tor KomIiekca je ancrpaktaun kommieke K = (V,X), rme cy V
u X ciaenehu ckynosu:
V ={1,2,3,4,5}
¥ =4{(1,2,3,4),
(1,2,3),(1,2,4),(2,3,4),
(1,2),(1,3),(1,4),(2,3),(2,4),(3,4),(2,5), (3,5),
(1),(2),(3),(4),(5), 2}
JAN
Caeneha gBa craBa omoryhapajy ma ca alCTPaKTHAX —CHMILIAIA]AJTHAX

KOMILJIEKCA TIPeJa3uMO Ha TeOMETPHjCKe, CUTYPHU Ja TOIOJOTHja pe3yJTyjyher

KOMILJIEKCA He 3aBHUCH O] peaju3allije.



2.8. AIICTPAKTHU CUMIIJINITUJAJIHU KOMIIJIEKCH

CraB 2.3.2. 3a ceaku ancmpaxmuu Ccumniuyujesty  xomnaeke K nocmoju
2EOMEMPUICKY CUMNAULUJAAHY Komnaeke K makas da je wezosa ancmparus3ayuja

usomopgma ca K.

CraB  2.3.3. [lloauedpu wxoju  00d208apajy  pearu3quujoma  ancmpaxmHoe

CUMNAUYUIaARO02 Komnaerca IC cy mehycobro xomeomopdru.

Heps

[locToju HaumH 78 ce OJ MPOM3BOJHbHE KOHAUHe paMUIuje CKYIoBa Jgobuje

alcTpakTHU KoMmiLiekc. Taj Haumu je omucan y ciaenehoj meduHuiyju:

Hedbunanmuja 2.3.4. Hexa je ' xonauna damusujo ckynosa Yy monosouLkom
npocmopy X. Heps me damuauje ce cacmoju 00 c6ur Henpasznur nomeamuiuje
damuruje F, wxoje zadosomasajy ycroe 0a je npecex ceuxr CKYnosd YHYMap

nomdgamuruje nenpaszan. To jecm,

Nev(F)={XCF| (| X #a}.

XeX

N

Cnmka 2.3: KoncTpykiuja HepBa (haMuInje TP KOHBEKCHA CKyIa y PABHH.

Nrv(F) je jeman amcTpakTHW KOMIUIEKC, WJIH TPEIU3HUjE CKYN CHMILIEKCA
alICTPaKTHOT KOMILJIEKCa KOju ce O3HavdaBa Ha mcTw HaymH. Hawmme, 3a X C F' u
Y C X, m (\yex X # O cnenn ((yoy X # J. Cxyn Temena V' Tor amcTpakTHOT
KOMILJIEKCA OJ[roBapa IMojeIMHaYHuM CKynoBuMa u3 gpamuiuje F.

Peanuzanmja HepBa y HEKOM eyKJIWJICKOM HpoOcTOpy omoryhama ojapehubame
EerOBOI XOMOTOIICKOT THIA. YHHja CKyToBa U3 damuiuje F' He Mopa UMATH UCTU
XOMOTOTICKH THII K&0 U HEPB, Me)yTUM aKo ¢y CKynoBH u3 F'y eyKJINJICKOM MPOCTOPY

3aTBOPEHM U KOHBEKCHHU OHJIA Baku cJjiejieha reopema.

Teopema 2.3.5. Heka je F' xonauna damusujo 3ameoperur u KOHBEKCHUL CKYNOBH
y eykaudckom npocmopy X. Tada Nrv(F) u ynuja ckynosa uz F umajy ucmu

TOMOMONCKU MuUun.

Teopema Bakm 1pu ommTHjuM ycjaoBuma. Hawmme, Heka 3a pamunujy F' BaxKu

cienehe:
1° Iloctoju Tpuanrynanuja npocropa J . p A.
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2.4. IIPUJIPY>KUBABE KOMIIJIEKCA OBJIAKY TAYAKA

2° Csu ckynosu y F' cy 3aTBOpeHH.
3° CBu Hempas3Hu! 3ajeJHNYKN Tpecenu CKymnona y F' cy KOHTpaKTHOWIHN.

Tama je Nrv(F) ~ Uyuep A [3]

2.4 lIlpuagpy>xkuBame KOMIIJIEKCA 00JIaKy Tadaka

Komiuiekcu onucanu y HapeJHUM CeKIEjaMa Ccy HOI'OJHHM 3a HPUIDYKUBAHE
CUMILIUIUJATHOT KOMIUTIEKCA 00AGKY Ma4aka - CKYIy Tadaka y eyKJIUJACKOM (H/IH
IPON3BOJEHOM METPHUIKOM) MTPOCTOPY .

Y MHOrUM ciaydajeBUMa, TOOUjeHH KOMILIEKC W EeroBa TOMOJIONIKA CTPYKTYpa
3aBHCe OJ1 oJabpaHe BPEIHOCTH MapaMeTpa.

[IpeBumie MaJjie BpegHOCTH HapaMeTpa 4ecTo Jajy TOIOJIONIN TPOCTOP CANYAH
nuckperaoM. Ca Jpyre crpaHe, TpeBeINKe BPEIHOCTH ,,TIOTOME’ 3aHUM/bUBA
TOTIOJIONITKA CBOJCTBA M CTBapajy CHMILIEKCe BETUKHX JUMeH3Hja. KoHCTpyKIujom
U aHAJIU30M PA3IUIUTHX MPUMepa KOMILIEKCa ceé MOYKe 3aK/bYUUTH Ja ONTHMAJIHA
BPEJIHOCT lapaMeTrapa Wik He IIOCTOjU, WJIM Ce HAJIa3Uu y BeoMa MaJjiOM HHTEPBAJLy
KOjH je TeITKO MOTOIUTH.

Y MHOTHM HpPOCTOPHMA Ce jeJlHa I'DyIa TOIOJOIIKIX CBOjCTaBa jaCHO BU/U IIPH
Marb0j BPEIHOCTHU IapameTpa, 0K ce Jpyra IojaBjbyje TeK Ha Behoj BpegHOCTH,
KaJa je mpa Beh omaBHO ,mOTOMBeHA” Y jeJlaH BEIWKU CHUMILIEKC. Y TaKBHUM
caydajeBUMa HEMa CMHUC/A IPUYATH O OUTHUMAJHO] BPEJIHOCTH, MOIITO PA3IUIUTE
BPETHOCTH PABHOIPABHO J1ajy HE3aBHCHE TOIOJIONIKE WH(OpMaIuje.

W3 nperxojne JHCKYCHje ce BUIU Ja HUje JIAKO J00po ojabparTH Taj mapaMerap,
na ce Kao aJTePHATHBHU MPUCTYI pa3MaTpa HWHTerpalnja CTPYKTYpa MO CBHM

moryhum BpeamocTuma. [2]

YexoB KOMILJIEKC

Hebunnmuja 2.4.1. Hexa je (X,d) wonauan mempuuxu npocmop.  dexos'

komnaexe je ancmparmnu komnaeke Ce = (V, X,), ede je V = X, a cumnaexcu X cy
odpeheru OHUM CKYNOBUMG MA4aKaG S € C60JCMBOM 0a je Npecex CeuT €-A0NMU Ca
yeHmpuma Yy maykama ud S venpasan. pyeum pevuma, Ce je HEPE ckyna €-A0mmu

Ca yeHmpuma Yy maikama u3 X.

ITpumep 4. Ha caunm wncnon je npuka3an y3opak Tadaka S ca NPaBOYTaOHWKA Y
paBau. Axo ce 3a oapeheno € > () 0ko cBake Tavuke n3 S HAIPTA JIONTA MOy TPETHIKA
€, MOCMATpaeM Ipeceka THX Jorntu ce jpobuja HYexos komiuieke Ce(S). Ha mpumepy

ce BUJIM Jla 0Baj KOMILIEKC J00PO alpOKCHMUPA TOMOJIOTH]Y TPABOYTAOHUKA.

1Eduard Cech (1893-1960) - wemku MaremaTudap
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3a cBake JBe JIOIITE KOje ce CeKy, Joaaje ce 1-CuMILIeKC, a 3a CBaKe TPHU Ce J0/1aje

2-CUMTIJIEKC 9Hja Cy TeMeHa TadKe - IMeHTPH THX JIONTH.

A

Kaxko ce mapamerap € mosehasa, Mory jia HacTaHy HOBHU npeceru usdmMely e-jonru.
Ca jzpre crpane, ako ce JiBe JIOITE CEKY 3a jeJIHY BpeIHOCT IapameTpa, cehu he ce
U 3a cBe japyre Bpegnoctu Behe ox te. /lakie, OEO C C,, 3a € < €1. AKO BpeaHOCT
napamerpa € pacre ojg 0 g0 0o, gobuja ce jguckperHa aMuinja yIHEKIEHUX
HexoBux KoMILIeKca. [3] Anasnsom Te damuiinje, yMeCTo MojeMHATHIX KOMILIEKCa
U3 e, ce MoxKe J00uTH 00JbU YBUJL Yy TOIOJIOTH]Y HOYeTHOT obJlaka Tadaka.

BaxBapyjyhu Teopemu 2.3.5, 3Ha ce ma YeXoB KOMILIEKC TOMOJIONIKH BEPHO
olmuCcyje IIPOCTOP KOju je HacTao oJ obJiaka Tadaka 110/1e0/baBarbeM THX Tadaka
MOMONY JIONTH OKO HhHX.

Mana YexoBor KOMILIeKca je TeyKWHA HeroBOI padyHama. J300r Tora cy
OCMUIIL/BEHH W APYIH HAYHHH KpPEHparba CHMILIAIM]AJIHOI KOMILIeKca H3 00J1aKa
Tavaka, KOju >KPTBY]Y BEPHO OCJMKABAIbe TOMOJOTHjE ¥ KOPUCT JAKIIEr padyHarba

u Mambe KojauuuHe uadopmarmja norpebue 3a pernpe3eHTaImjy.

Bueropuc-PuncoB KoMIjiekc

Hebunumuja 2.4.2. Hexa je (X,d) wonmauan mempuuru npocmop. Buemopuc?-

3

Puncoe® komnaexc je ancmpaxmuu komnaexe VR (X) = (V,X,), ede je V = X, a

CUMNAEKCU Xe CY 00peheHY OHUM CKYNOBUMAE MAYAKA CG C80JCEoM Ja ce ceake dee

2Leopold Vietoris (1891-2002) - aycTpujcku MaTeMaTudap
3Eliyahu Rips (1948-) - u3paencku MaTemaruaap

12
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MANKE HANA3E HA PACTNOJAHY MAEM UM JEOHAKOM 2€, MO jecm:

Ye ={(vr,...,0) € X | ke {l,...,|X]|},(Vi,j €{L,...,k})
v #v; A d(vi,v5) <2} U 2.

ITpumep 5. Ha ciounm mcmon je mpukasaH y3opak Tadaka S y paBHH. AKo ce 3a
oipeheno € > 0 oko cBaxe Tauke u3 S HAIPTA JOUTA OJIYIPEIHUKA €, [IOCMATPAHEM
npeceka THX JonTu ce gobuja Bueropuc-Puncos xommiaeke VR (S). 3a cake jse
JIOTITE KOje ce CeKy, jojaje ce l-cuMIIeKe, a 3a cBakKa TPW Tapa JIONTH TaKBa Jia ce
cBaka JiBa MelycODHO ceKky ce J0/1aje 2-CHMILIEKC 4Uhja cy TeMeHa TadKe - MeHTPH

TUX JIOIITH.

VR(S) :

Moxe ce mpumernru na Yexos xommieke Cc(S), 3a ucto € > 0, mema 2-cu-

MILiekca. Hamme, HUKOje TpH €-JI0NTe HEMajy Henpa3aH MPecek. A

Mozxke ce npumeruTn ja je Bueropuc-Purcos komiuieke ogpehen csojum 1-cke-
sieronom. Haume, oH je MakCUMaJIHU CUMILIUIMjAJIHA KOMILJIEKC KOJU OJ[roBapa ToOM
1-ckenerony. To oamax omoryhaBa u Jiakie padyHarme, Ka0 U Mamby KOJUYUHY
nadopMmalmja Koje Tpeba cadyBaTH 3a IbErOBYy PeKOHCTPyKIujy. IMako cy Tmwme
peIieHd IVIaBHU HeJocTaly deXoBor KOMILIEKCa, MOTEHIIUjaIHo je u3ryb/peHo IIYHO

uHdOpMaIFja O TOMOJIOTH)H.
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2.4. IIPUJIPY>KUBABE KOMIIJIEKCA OBJIAKY TAYAKA

Jlenone KomMmJiekc

Hedbununmja 2.4.3. 3a damu cxyn duckpemnuxr mavakxa Py paswu, Jeaone’
mpuanzyrayuje DT(P) je mpuaneysauuja 3a xojy eascu da wujeona mauka uz P

HUje YHYMap onucanoz Kpy2a npouseonsnoz mpoyeaa y DT(P).

ITocmarpajyhu omucane cdepe, mnojam /[legone tpuanryaanmje ce MOKe

nedUHNCATH U Y BUIIAM JUMEH3UjaMa.

d-numensuoHa J/lenone TpumaHrymdammja 3a ckym tavdaka Py d-TuMeH3mOHOM
eyKJIMJICKOM OpocTopy, [lesone Tpuanryianuja je tpuanryaanuja DT (P) taksa
Jla HUjeaHa Tadka y P HHUje yHyTap ommcaHe xuiepcdepe oKo MpOu3BOBHOT d-CH-
mitexca y DT(P).

Teopema 2.4.4. Hexa 3a ckyn mavarxa P eaoscu da je apunu omomayw 0d P je
d-dumensuorn u Hujedan nodckyn ca d + 2 mauxe uz P we sexcu ma epanuyu
aonme wuja ynympawreocm ne ceve P. Tada 3a P nocmoju jeduncmeena leaone

MPUAH2YACGUUIA.

Joka3 oBe Teopeme ce Mozke nponahu y [5].

Boponoj aujarpam  Hexka je S quckperan ckyn tadaka y npocropy RY. Boporoj®

heauja V,, tauke u € S ce gedpunuire Ha ciaegehn Hadun:
V,={z cR? ’ (Vv € S) ||z —ul| < ||z —v]|}.

Bopomnoj hemuja tauke v € S caap:ku cse Tauke mpocropa R? xoje cy Hajommzke
TaYKW U Y OJHOCY Ha Jpyre tadke ckyma S. JIpyrum pedmma, ,yrunaj”’ tadke u je

Hajjaun y cojoj hemuju V.

Hedbunumnuja 2.4.5. Boporoj dujaepam cxyna S je ckyn Boponoj heauja ckyna S,
{Vi. | uesS}.

Csaka hennja amjarpaMa HacTaje Kao mpecek mnoaynpocropa. Omarae ciaemsu a
cy Boponoj hesnje KOHBeKCHU MOJACKYTIOBH.

3a O6wro koje nBe cycenne henwmje V, m V,, mBHma kKoja oJroBapa HHUXOBO]
MelycoOHOj IpaHuIK je cuMeTpaJia JyKU Koja claja Tadke u U v.

Ako cy derupu tauke u3 S MIaHAPHE U HA KPYKHUIU Y PABHU KOja UX CAJPIKH,
Ta/ia MOCTOjH TavyKa ¢ KOja je Ha I10/jeJHAaKOM PacTOjamby OJ CBaKe OJ lhUX. Y TOM
caydajy he werupu Boponoj henuje mesmru jeany taduky. AKO IMOCTOjU IeTHUPH MK
uite Boponoj henuja Koje mmajy HempasaH Ipecek, TakaB Bopomnoj mujarpam je

dezenepucan.

4Bopric Hukondesma demoné (1890-1980) - pyckn MaTeMaTHaap
Te6pruit Peonéevesuny Boponoit (1868-1908) - pycku maTemarudap
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Hedbunnmuja 2.4.6. Jeaone womnaexc konaunoz cxyna mayvaka S € R je neps

Bopotoj dujaepama:

Delaunay(S) = {o C S | ﬂ Vi # D}

uco

Comka 2.4: Boponoj aujarpam 3a 15 Tayaka y paBHU.

A Csmka je mamnprana moMolly ymycTBa Ha ajpecw
https://tex.stackexchange.com/a/255899.

Cauka 2.5: JlegoHe KOMILIEKC.
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A nda-kKomiuiekc

Kombunyjyhu uneje u3 xoncrpykmuja Yexoor um lejioHe KOMILIEKCa, MOKe
ce nedunucatu PaMuIdja CKylNoBa YHju he HepB JaBaTH IIOTKOMILIEKC 00a Ta
CUMILTHIIAjaIHA KOMILIeKca. KoHCTpyKnuja Te (baMuanje 3aBUCH OJ TapaMeTpa T,
mro he omoryhutu Kpeupate dpuarpaimje Koja ce 3aBpiiasa Jlejone KOMILIEKCOM.

Hexa je B,(u) monra momynpeunnka r oko tauke u € S C RY, rae je S xonauan
ckyn Tadaka. Pammamja ckymosa R,(r) = B,(r) NV, ce cacroju o1 KOHBEKCHHX
CKYIIOBa KOju ce Mory (aiau He Mopajy) cehu 1o mBunama.

Cpaku ckyn R,(r) je caapxan u y jonru B,(r) u y Boponoj henuju V,,, na je

HepB Te hamuuje noTKoMILieKe Yexosor u Jlesone KoMILiekca.

Hedunnnuja 2.4.7. Aaga xomnaerc je nepe noxpusarsa {R,(r) } u € S}, mo
jecm:

Alpha(r) = {o € S | () Ru(r) # @}

uco

Cimka 2.6: Auidpa KOMILIEKC.

IIpumep 6. Ha cienehoj coaumu cy pemom npukasanu [legone m ajida-KoMILieke
HaJ CKYIIOM Ta4daKa Y PaBHH. MO}KG ce IIpuMeTuTu Hda Cy IIPpUJIMKOM Kpeupakba
aada KOMILJIEKCA YCIEITHO YKJIOHmEHH CUMILIEKCH KOjH CIajajy Tadyke Ha BeJINKO]

y/1aJb€HOCTH, TTa CAMHUM TUM U JIa je YCIIeNTHO MPUKa3aHa TOMOJIOrHja 0bIaka Tadaka.
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[Tapamerap « je pydHO 0j1a0paH.

[ ] L]
- -l
4 A - 3.5 aee
. ale ae
- . .«
]
- - ..“. v - 1] -
3.2 L 3 ] L [ J ] *ee
Lo N = Lo
L, | » | . e L ] [ I
[ 8 I . [ ] -
. - o8 a4 a8 3 wme [T 1] [T Y T [T XY}
3 e L] L L B ] [ ]
. " NN . . L s oBEsee 8
& &8a r BN [T I TT] T
a0 8 .
2.5 S sse . @ . » L
. ®e
[} ] - » o
-a 2.5 (1 7]
2 ” ]

Cauka 2.7: Jlenone n anda komiieke. Ha ciaunm mecHo ¢y ocTaB/beHH caMoO 2-CH-
MIIJIEKCH WM IbUXOBH BPXOBH.

KomnJiekc cBemoka

Jedunnmnuja 2.4.8. Heka je S nodekyn 0d R, L xonauan ckyn mavaxa y RY, u
e > 0.

o L je e-wyman yzopax 0d S axo nujedna mavwka ud L nuje na pacmojarey eehem

od € 0d S.

e L je e-ysopar 0d S axo nujedna mauka u3 S Huje na pacmojarey eehem 0d €

0d L.

e L je e-pedak ako cy pacmojarba naposa mavaxa us L 6ap €.

Ob6enexjau ceenonmu  Heka je L konauan ckyn tauaka y R? n mexa je W nonackyn
on R?. Tauke u3 ckyna L ce Ha3uBajy obeaesicja.
Heka je o ancTpakTHEH cuMILIekc ca TeMennMa y L mww € W. Tauka w ce Ha3wBa

c6edok OJ 0 aKO je
(Vp € 0)(Vq € L\o) [[w — p|| < [[w — q]|.

Jlpyrum pedumma, ako je w CBeJOK OJ 0, Tajaa He MocToju obenexje | € o koje je
omke w o HeKor obenexja w3 o. Tadka je cBemok oOesexkja ako je yaajbeHa o]

obeJsiekja KOJMKO je H OJ lheHOI HajosmKer obesexkja.
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Hedbunnunmja 2.4.9. Kowmnaexc ceedoxa Wit(L,W) je ancmpaxmnu
CUMNAUYUJAARY KOMNACKC KOJU Cce cacmoju 00 C6UT CUMNAEKCE O Makeur da

3a ceaky cmpany T 00 0 (ykwyuyjyhiu u o), T uma ceedoka y W.
Besy ca [lenone xomiiekcoMm maje caeigeha Teopema:
Teopema 2.4.10. Wit(L, W) C Delaunay(L).
Jokas oBe Teopeme ce moxe nalin y [7].
Ilpumep 7. Ha ciaenehoj caumu cy npuka3aHu:

e Tauxke ckyna W, obejiezkene CUBIM KPYTrOBUMa, U TOCEOHO TAYKa KOja je CBEI0K

2-cUMILIeKCA Y KOMILIEKCY CBEIOKA 00e/IeKeHa IIPHUM KPYTOM.
e Obenexja u3 ckymna L, obenexkerna cuMO0I0M P.
e AmncrpakTHH KOMILTEKC cBenoka, Wit(L, W).

Kowmmieke cBeoka caapzKu TAYHO jeJaH 2-CUMILTEKC. 1aj CHMILIeKC 3a CBedoKa
UMa TauKy obesexkeHy IpHOM OojoMm. Tauke Koje Ha CJIMIIM CTPEIUNAMA MOKA3Yjy
Ha ojrosapajyhe 1-crpane Tor cumiLieKca Cy CBEJIOIM TUX CTPaHA.

Y oBOM mipuMepy CBaKO 00esierKje mMa CBOT CBeJloKa — Tauky u3 W koja my je
HajO/IMKa, a Koja HeMa OJimaKe obesekje.

Mebhy Taukama u3 W moctoje oHe Koje Cy CBeJONU U JPYTUX TPOJKU ODesrexja,
MehyTUM Te TpojKe He MPEeJCTaB/bajy ANCTPAKTHE 2-CUMILIEKCE jep FHhUXOBE CTpaHe

HEMajy CBOje CBEJIOKE.

Cauka 2.8: KoMmILiekc cBeioka.
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2.5. OUJITPAIINJE

2.5 @uarpaimuje

Hedburnmnuja 2.5.1. Quampayuja cumniuyujasnoe xomnasexca K je pacmyhu nwus

wezoeux nomromnaekca K;, 1 € {0,...,n},n € N:
l=KyCcK,C...CcK,=K.

Cumniuyujasny  KoOMNAEKC 3ajedHo ca  C80JoOM  UAMPAYUJOM CE  HA3UBG

GUAMPUPAHU KOMNAEKC.

IIpumep 8. Ha cienehoj caunum je npukasan meo dpunrpanmje ) = Ky € K, C
Ky C K3 =K.

6 5 6 5 6 5
Kli KQZ Kgi

Y npBom Kopaky duarpanuje je 1-ckeseron ox K. Y ApyroMm Kopaky ce Jiojaje
2-cumiexc [4, 5, 6], 10K ce y TpelieM Kopaky Jojaje joIi jeian 2-cuMIuiekc, (1,2, 3].

A

Ilpumep 9. Ilosehapamem BpegnocTn ojrosapajyher mnapamerpa jobuja ce
duarpanuja pa3HUX CHMILIHINAjATHAX KOMILIEKCA dHja je KOHCTPYKIIHja ONUCaHa y
HPEeTXOJ/IHOj CeKNKju, KOHKpeTHO YexoBor, Bueropuc-Purcosor u anda-kKoMIiniekca.
Taxohe, durrpanuja [lenone kKomiuiekca ce jgobuja mnoBehaBameM IapameTpa
ojiroBapajyher aJjia-kKomiLiexca.

Kowmmieke cBemoka jlonyinra Buille HaYuWHA, 3a J100Hjambe urpaimje, MaauM
npoMeHama y JiecbUMHHIMJA TOI CHUMILIUIINA]AJHOI KOMILIeKca. JeJaH o HauuHA ce

mozke npouahu y [8]. A
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I'maBa 3

XoMoJIoIKa aJjiredpa

3.1 Moaynn

Heka je R KoMyTaTWBHH TPCTEH ca jeIUHUINOM. 3a BehimHy mpumepa y gasbeM

u3Iaramy Kao IpuMep TOT IPCTeHa hie MOCayKUTH MPCTeH Z.

Hedbunuaunuja 3.1.1. R-modys ce cacmoju 0d Abeaose 2pyne (M, +) u onepayuje
-t R X M — M maxo da sasrce caedehu ycaosu:

1° (Vryse R)(Yme M) (r+s)-m=r-m+s-m,
20 (Vr,s € R)(Ym e M) (rs)-m=r-(s-m),

3 Vre R)(Vmne M)r-(m+n)=r-m+r-n,
4 (Yme M) 1-m=nm.

YVKOJUKO ce TO MOYKe YDaJAuTH HEeJBOCMHUCJIEHO, OIlepalyja - ce y O3HAI|

n30cTaB/ba —3a 1 € Rum € M, r-m ce 3ammcyje u Kao rm.

Hedbunumuja 3.1.2. Hexa je R epadyucaru npemen. R-modya M je 2padyucanu
R-modys axo ce moowce dexomnonosamu wa dupexmuy cymy R-modysa, M =
Dicn, Mi, maxsy da je (Vi,j € No) RiM; C M;,;.

Crkyn A C M je nodmodys on M, A < M, ako cy ucnytbenu ciejgehn ycjoBu:

1° (A, +) je noarpyna og (M, +), To jecr A Huje upasaH CKyll U 3a CBaka JBa

eqemenTa a,b € A, a+bwu —acyy A.

2° 3a cBakm eJeMeHT IpcTeHa © € R u cBaku esement a € A, r-a € A.
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9.1. MOJYJIH

Xomomopduszmu Heka cy M u N nasa R-monyna. [Ipeciukasame f: M — N je

romomoppusam R-modysa ako ucnymana ciaenehn ycaos:
(Va,b € R)(Ym,n € M) f(am +bn) = af(m)+ bf(n).

[IpecnukaBamwe f je usomopduzam R-modysa axo je xomomopduzam R-Momyna u

oujexnuja (T ycI0Bu ¢y 1oBoJbHE da je u [~ N — M xomoMopduszaM R-Morya).

Cyma moxpyna Heka cy A u B nogmonynu ox M. Cyma modysa A u B ce
nedbunme kao A+ B ={a+b | a € A, b € B}, mro je jenan nommomysn ox M.
Hawmwme, (A+ B, +) je noarpyna o (M, +) u upBu yciaoB aedbuHHANTje TOAMOIYIIA je
TpuBHjasIHO uclyweH. Ako a+b € A+Bur € R, tana je r(a+b) = ra+rb € A+ B,
jeprae Aurbe B.

AHaJlorao ce moka3yje u jJa je 3a KOHa9HO moamonaynaa Aq, ..., A, R-momyma M

IbUXOBA CyMa
A+ A ={a+...+a, | (Vie{l,...,n} a; € A;}

jeman mmoamoyst ox M.

Konauno-renepucanu moxayiau Heka je M jenan R-monyn u x € M. Tana
je Rz = {rz | r € R} moamonayn ox M — yurauunyu nodmodys R-momyna M. 3a
T1,..., Ty € M, cyma Rri+. ..+ Rx, je jeaan nogmomnyna og M. AKo je Taj moaMorya
jennak M, M je xonauno-zenepucan R-modya.

Keouujentnu wmoxyn Heka je A moamomyn R-momyna M. Tama je M/A
kBonujentHa rpyna, M/A = {[m] = m+ A | m € M}. Ouepaunja re rpyue je
nara ca (Ym,n € M) [m] + [n] = [m+n]. On M/A ce Moxke HAIDABUTH MOIYJI,
Tako ImTO ce omepandja - @ R X M/A — M/A nebunumte kao r - [m] = [rm]. Ta

orepanuja je 106po jgedunucana;
mlj=1[n] <= m—-—necA < r(im—n) € A <= [rm] = [rn].

I'pyma M/A ca onepanujom - ucmymasa yeaose nedbununugje 3.1.1, na je M /A jenan
R-momyn, Koju ce Ha3uBa U keoyujernmuu modys R-momyna M u 1eroBor moaMomLy/1a
A.

Cras 3.1.3. Heka je A nodmodys R-modysa M u wexa {x;}1, eenepuwy M. Tada
{l@i]}iey € M/A zenepuwy M/A, mo jecm:

R[zy] + ...+ R[z,] = M/A.

A Heka je [m| € M /A enement kponujentaor monyna. Kako {z;}" , renepuiry M,
m € M ce MOXKe 3anmcaTH Kao m = rixy + ...+ rply, 1a je u (m| = [rizy + ... +
rnZn) = ri[z] + . rplas) O
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9.1. MOJYJIH

HdupekTaa cyma moaynaa Chnosawrea dupekmmua cyma M R-momyna My, ..., M,
je R-momyn koju ce jgedbunuine Ha ciaegehn HaYMH. Kao ckyn, M =
{(my,...my,) | (Vi €{1,...,n}) m; € M;}. Onepanuje + u - cy nare ca:

(may...,my)+(my,...,m0) = (my+ml,....m, +m))
0:= (Ongg,---,0n1,)
—(my,...,my) = (—=mq,...,—my,)
r(my,...,my) = (rmy,...,rm,).
Ako je M cnosparmma nupekTHa cyma R-momymaa My, ..., M,, M ce o3na4uaBa u

Kao

1=1

Ako je M = My @ --- & M, tae cy (Vi € {1,...,n}) M; < M, tana je M
yrmpawrba dupexkmua cyma noamomyra { M; .

Ckyn noamoayna {M;}?, R-monyna M je wesasucan ckyn nodmodyaa ako 3a
npousBosbre m; € M;, i € {1,....n}, my+ ...+ m, =0=>my = ... =m, = 0.
VHyTpaliha JUpeKTHA cyMa Mojysa M je npuMep He3aBUCHOD CKYIa IOJMOJLYJIA:
sam € M, m= (my,...,m,) = (m,0,...,0) + (0,ma,...,0) + (0,0,...,my,).
Hakre, m =0 <= (my,0,...,0) = (0,ms,...,0)=1(0,0,...,m,) =0.

JeTa/bHuju ONKC HE3ABUCHUX CKYIIOBA MOAMOYJIA Jaje ciaegehu cras.

CraB 3.1.4. Hexa je M jedan R-modya u (Vi € {1,...,n}) M; < M. Tada cy

caedehu uckas3u exeusarenmmu:
1° {M, ..., M,} je nesasucan ckyn mody.aa.

2° Ceaxu eaemenm m ua cyme My + ... + M, ce mosce Ha jeduncmeen HauUH
aanucamu xao cyma esemenama u3 M;, mo jecm nocmoje jeduncmeenu
{m;},, Vi e{l,...,n}) m; € M; maxeu da je m =my + ...+ my.

g (Vie{l,....n}) Min (My+ ...+ M;+ ...+ M,) =0.
Osnaxa M; snauu da ce maj cabupak uckwyuyje us cyme.

A 1°=2°:Hekajem=mi+...+m, =mi+...+m, tne (Vi € {1,...,n}) m; €
M; Anml, € M;, wrae je {My, ..., M,} nezaBucan ckyn moayra. Tagaje 0 =m—m =
(my—my)+...4+ (m, —ml), na (Vi€ {l,...,n}) m; =m..

2°=3°:Hekajem=m;, e Mium=miy+...+m; +...+m, € M1+ ...+
M;+ ...+ M,. Iomro MOCTOjHU Je/IMHCTBEHA Pelpe3eHTallja m Kao cyMe ejieMeHaTa
ckymosa u3 {My,...,M,}, o je m; = 0u (Vi € {1,...,n}) m; = 0. Hamnwme, y
npBoj peupesentanuju je m = m; = Oy, + ... +m; + ... + Op,, & y APYyroj je
m=my+...+0p+...+m, EMl—l—...—l—]\}[i—i—...—i—Mn, U Te JiBe perpe3enTalije

Cy je/THaKe.
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9.1. MOJYJIH

3°=1°:Hekaje 0 =my +...+my tae (Vi € {1,...,n}) m; € M;. Axo je 3a

Heko ¢ € {1,...,n} m; paznuaur ox Hyse, Taga je —my = my+...+m;+...+m, €
M1+...+Mi+...+Mn, mma mu3 Miﬂ(Ml—i-...—l—MijL...—i—Mn) = 0 caean
KOHTPAIUKIIL]a. O

Besy nupekTHe cyMe U HE3aBHCHOI CKylla Moayna jaaje caenehn cras.

Cras 3.1.5. Heka je M jedan R-mooya, u (Vi € {1,...,n}) M; < M. Tada cy

caedefiu uckas3y exeuUBaaeHIMHU:
1) . n
1° M=, M,.
20 M =>"7" M, u{M,...,M,} je nesasucan cxyn mody.a.

Al1° =2 :meM=m= (m,...m,) tne (Vi € {1,...,n}) m; € M,
Taja, nomro je csaku M; uzomopdaun ca {(0,...,m;,...,0) | m; € M;} Baxku
Jgekommosuiuja Moayaa M wa cymy mogmonyaa M;. {Mi, ..., M,} je mesaBucan
ckym Mojyaa jep u3 0 = (mq,0,...,0)+(0,ma,...,0)+(0,0,...,m,) = (mq,...,my,)
crenm ga je my = ... =my, = 0.

2° = 1° : Hexa je h : M — @@, M, xomomopdusam Momyna aeduHICAH Ha
m=my+...+m, €M ((Vi € {1,...,n}) m; € M;) kao h(m) = (mq,...,my,).
Hedunuiuja je qo0pa MOMITO je TaKBa JEKOMITO3UIMja M Ha cabWpKe jeIMHCTBEHA.
U3 nedunuiyje npeciukaBama h ciaegd Ja je oHO OHjeKIMja, TO jecT U Ja je

uzoMopuzamMm MOIyIa. O

Caobonuu moxmynu R-momyn M obauka M = R@...H5 R = R" ce na3uBa
—_———

n
caobodan modya nag R. Ckyu e = {ey,...,e,} € M je 6a3a R-momyna M ako
3a MPOHU3BObAH ejeMeHT m € M nocroje jeguucrsenu egementn {r;} , upcrema R
TaKBU Ja je m =rie1 + ...+ rpén.

Besy usmehy nojma ciioboanor Moay/ia u 6a3e maje ciaemehu cras.
Cras 3.1.6. R-modys M uma 6a3y axo u camo axo je M carobodar modya.

A =-: Heka je (eq,...,e,) 6a3a moayra M. Tanga ce cBaku exement m € M moxe

jeIMHCTBEHO DA3JIOKUTH HA cabupke m = rieq + ...+ rpe,, tae cy {r;}.; C R.

[IpecnukaBpame h : M — R"™ paro Ha OIPOW3BOBHOM M = ri€1 + ...+ e, Kao
h(m) = (ry,...,r,) je xomomopduzam Moysa u Oujekimja, na u uzoMopduszam
MOJTyJIa.

<: Heka je M = R® ... ® R caoboman momysr. 3a cBako i € {1,...,n} Heka
—_—

jee; = (0,...,1,...,0) € M, rme je 1 na i-roj mosurmju. Tama je {e;}, Ga3a
mogya M: upousBosban ejement m = (T1,...,7,) Ce JeJMHCTBEHO PACTaB/ba HA
36up r1(1,0,...,0) +r2(0,1,...,0) + ... +7,(0,0,...,1). O
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9.1. MOJYJIH

YecTo je moXKe/bHO Ja Ce IPECANKABARE 33/1aT0 Ha 0a31 HEKOI MOJLYJ/Ia HPOJLY 7KK
Ha 1e0 Moaya. Kaja je jgomeH mpeciankaBama ca00071aH MOAYJ, ciaeaehn craB TO

omoryhasa.

CraB 3.1.7. Hexa je F' caobodar modya ca 6azom (e, ..., e,). Hexa je M R-mo-
oyn, u Hexa mq,...,m, € M. Tada nocmoju jeduncmeen xromomophusam modyara

[ F — M xoju 3adosomasa yciros

(Vi e {1,...,n}) f(e;) = m,.

A Heka je f : F — M nedwnmcano Ha Tpou3BO/BHOM M = 11€1 + ...+ 1rpe, € F
kao f(m) =rif(e1) + ...+ ruf(e,). 360r jequncersenoctu gekoMnosumnuje momohy
eqemenara Oasze, f je mobpo nedwunucano. Heka a,b € R un {r;},,{r}, C R.
Taza je

f (azn:nei + bzn:r,-eZ) = (Z ar; + br;) ,)
i=1 i=1

Z ar; + br;) f(e;)

=1

—q Z rif(e;) + bZ 7 f(es)

=af (zn:rieZ) +bf (i: riei> .
i=1 i=1

Jaxse, f je xomomopduszam R-Momyia.
Ako je g 1 F' — M xomomopduzam R-mozyaa Koju ce Ha {eq,...,e,} TOKIamna

ca f, Taza je 3a MPOU3BOHAH €JIEMEHT M = 1€ + ...+ rpe, € F

g (Z n@-) an e;) = Z fle) = f (Z n-ei> :

=1

TO jecT f jecTe jeIMHCTBEH. 0

Hexkomozunuja Baxwn creneha Teopema 0 cTpyKTypu MOIyJIa W T'PalyUCaHUX

MOJLyJIa:

Teopema 3.1.8. Axo je D aaasHoudeancku domen, mada ce c8aKU KOHAYUHO-

eenepucar D-mo0ys jeduncmeeno 0ekoMnoHyje Ha Cymy UUKAUYHUL MOOYAG, MO

D & (é D/dp) ,

=1

jecm:

20e dz S D, ﬁ S Z, U d2|d1+1
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3.2. JIAHYACTH KOMIIJIEKCH

Ceaxu epadyucanu ensasroudearcku domen D ce jedurcmeeno dexomnonyje na

(é 2%‘0) ® (é 2ij/de> ,

i=1 j=1

caedehu Hawum:

ede cy womozenu enemenmu d; € D maxeu da d;|d;i1, 3amum oy;,y; € Z, u X*

03HAYABA NOMEDPA] Y 2PGOYGUUIU HG 20pe 3G (.

3.2 JlamyacT;m KOMILJIEKCU

Hedbunnnnmja 3.2.1. Januwacmu romnaexe X je nus R-modyaa (Xi)iez u
romomoppusama d; - X; — X;_1,

di di
"'—>Xi+1i>Xi—>Xi,1—>"',

maxas da xomomoppusmu (d;)icz 3adosowasajy ycaos d; 1 o d; = 0.

Hebununmuja 3.2.2. Koaanuacmu womnaexc Y je nus R-modysa (Y)icz u

xomomoppusama d; : Y; — Yiiq,

. difl . di .
s YTyt Syt
maxac da vomomopdusmu (d*);ez 3adocomasajy yeaos d' o d~1 = 0.

Hajuenihe ce nocmarpajy Jandactu (KOJaHYACTH) KOMILIEKCH KOJL KOjUX je X; =
0(Y*=0)3ai<D0.

Jlautu, mukau u rpanuie EiaemenTu jearpa xomomopdusma d; ce 30BY 1-UukAu,
u oHHU cy moaMo iy Mojayia X;. Taj mommomnyn ce osnadaBa ca Z;(X). Enementu
cauke xoMoMopdusMma d; 11 ce Ha3WBajy (-TpaHuIle, U Takohe oOpaszyjy MOAMOIYJT
mogyiaa X;. [ogamouys i-rpanuna ce osnauasa ca B;(X). U3 ycaosa d;_q od; =0

caeJu 72 je cBaKa I'DAHUIA U IHKJI, TO jeCT:

Bi(X) C Zi(X) C X..

Baro ce 3a cBako @ € N moxke medwunucatn kpBormjeHTHH R-momyn H;(X) =
Z;(X)/B;(X), KOju ce HABUBA (-Ma TOMOAOWKAE 2PYNA JTAHIACTOT KoMILTeKca X .
Husz xomosomkux rpyma H,.(X) ce Moke MOCMATPATH KAO jeJaH I'DALyHCAHH

R-mosyn. Hanme, kako R Huje rpajyucan upcres, uciiyiwet je ycjao RM; C M.

26



3.2. JIAHYACTH KOMIIJIEKCH

Jlanuacrta mnpecaunkaBamwa Hexka cy X wu X' aBa Jiangacra KOMILIEKCA.
ITpecimkasame f: X — X' je uu3 npecaukasama f; : X; — X! taksux ja ciaenehn

JujarpaM KOMYyTHpa:

Xifl E—

TakBO HmpecJuKaBambe ce HAZUBA AGHYACTIO NPECAUKAEAIbE.
Csaxko TakBo npecankabame f : X — X' HHIYKYyje 0 HU3 MpecinKaBamba u3Meljy

H.(X) un H,(X'), koje ce o3mauasa ca f, n gedbununme ua ciaeaehn Hadwm:

(Vi € Z)(V[z] € Hi(X)) fu([z]) = [f(2)].
[IpeciimkaBame f, je 100po medpuHUCAHO, jep 3a CBAKO © € 7Z BayKH:
1° fi(Zi(X)) € Zi(X'), jep je 3a z € Zi(X) di(fi(2)) = fi-1(di(2)) = 0.

2° fi(Bi(X)) € B;(X'), jep 3a cBako v € B;(X) nocroju b, € X;;1 Takpo 1a je
v =dip1(by), maje fi(v) = fi(dis1(by)) = diyy (fisr(bo)), 10 jecr fi(v) € Bi(X').

3° AKo ce 1Ba IUKJIA 21 U 2o W3 MPOU3BOJBHE rpyTe muKiIoBa Z;(X) pasaukyjy 10
na rpanuny d € B;(X), 21 = 20 + d, taga je f.([z1]) = [f(z1)] = [f(22) + d] =
[f(z2)] = fu([z2])-

Januacma romomonuja s : f ~ g nandacTux npecamkapamwa f,g : X — X' je

Hu3 xomomopdusama s; : X; — X, | Takas Ja 3a CBAKO { € Z BayKu:
U
di 108 +si_10di = fi — g;.

OBa wemnrynTuBHa JedunuUnmja momohy ciemeher craBa ommcyje mapose
JAHYACTHX TpecjuKaBama f U ¢ Koja ce UCTO MOHAIIA]Y HA XOMOJIONIKUM I'pyIaMa

JaHdacTux koMiekca X n X',

CraB 3.2.3. Axo nocmoju AGHYGCMA TOMOMONUIE NGHUACTIUL NPECAUKABAHG [, :

X = X', mada cy undykosana npeciukasaroa TOMOLOUKUL 2pyna [, U g, jedHaxa.

A Heka s : f ~ ¢, 3a nanuacra npecankabama f,g : X — X'. U3 gedununuje
JIAHYACTe XOMOTOLHje BaxKu d;, | 0s; + 5;_1 od; = f; — g;, na nocebno, 3a z € Z;(X),
di 1 08i(2) + si-10di(2) = fi(2) — 9i(2). Kako je z muka, d;(2) = 0, na je apyru
cabupak y ropmoj jeanakocru Hysta. Omarie caenu na je f;(z) — g;(z) rpanuna, to

ject ma cy kiace of fi(z) u g;(z) y XOMOJIOTHjH UCTOBETHE. O
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I'maBa 4

CumMmiuinnujajiHa XOMOJIOTHja

4.1 Jlan4YacTu KOMMJEKCU CUMILIUITNAJAJTHUX

KOMIIJIEKCa

Opujenrammuja Hexka je o jenan p-cuminiekc, rae je p € Ny. JIBa ypebhema meroBor

CKyIla TeMeHa Cy eKBUBAJEHTHA aKO Ce PA3JINKY]y /10 Ha HapHY [epMyTallljy, TO jeCT:

(Uo, c. ,Up) ~ (UT(O), ce 7UT(p))7

3a [MapHy HepMyTaIujy 7.
Axko je p > 0, mocToje 1Be KJiace ekBuBajeHNuje penanuje ~. CBaka Kjaca ce
Ha3WBa opujenmayujom o o. OpujeHmucaH CuUMNAEKC O je CHMILIEKC 3ajeIHO Ca,

jeTHOM HerOBOM OPHjEeHTAIIjOM.

IIpumep 10. [IpBu u Apyru cuMILIeKC Ha CJIUNM HCIOA UMajy UCTY OpHUjeHTAIn]y,

JIOK Tpelin cuMILTeKe UMa OPUjeHTAInjy CYMPOTHY OJ MPBAa JIBA.

3 2 2
! 2 3 ! 3
A
Hedbuaunmnuja 4.1.1. Heka je K cumnavyujosnu Komniexc.
1° p-aanay je gopmanna cyma opujenmucanur p-cumnaexca {o; 1 €

{0,...,n}} us K,

n
E a;0;,
=0
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4.1. JIAHYACTHU KOMIIJIEKCH CUMIIJINIIHJAJTHUX KOMIIJIEKCA

ede (Vi € {0,...,n}) a; € R. 3a ceaku opujenmucanu cumnaierc o uz K, maj
UCTU CUMNAEKC CG CYNPOMHOM OPUJEHMAUUIOM CE Y D-AGHUY dedunuuie Kao

—0.

2° Modya p-sranaya xomnaexca K ca xoepuyujenmuma y R je caobodarn modya

Co(K; R) ca 6azom koja ce cacmoju 00 opujernmucanux p-cumnaierca us K.

Crangapaav Ha4YWH J1a ce JeUHHITe OPHWjeHTAlMja CBUX CHMILIEKCA jeTHOT
CUMILTHIIAjaJIHOT KOMILIEKCa je Ja ce ojgabepe ypehere BpXoBa TOI CHMILIUIIN]AJTHOT
KOMILJIEKCa, & OHJA JIa C€ CBAKOM CUMILIEKCY IPUAPY KU OPUjeHTAIN]a KOja OJAroBapa
ypehemy meroBux Bpxosa.

Osmaka C,(K;R) he ce mmcarm ckpaheno kao C,(K) mupernocrasmahu

koedunujeaTe y R, YKOJIUKO ce TO MOXKe YPAJIUTH HeJTBOCMUCIEHO.

Hedununuja 4.1.2. I'panuya cumnaerce o = [vg, ..., je asmeprupajyha cyma

1E206UT cMpara Jumensuje p — 1:

0p(0) =Y (=1) [u, -y, up], (4.1)

Jj=0
ede Uj osnavaesa da je epx u; udbaven us cumnaerca. Ilocebro, epanuya 0-cumnaerca
je 0.
Ipanuwnu xomomoppusam Oy @ Cp(X) — Cr_1(X) npoussowan cumnaekc o

us Ci(X) npecauxasa y epanuyy 0,(0), a na Popmarne aurneapre Komburayuje

CUMNAEKCA ce NPowupyje Ha caedehu Hamum:
(Vao, ...,a, € R) 0, (Z aiai) = Z a;0y(0;). (4.2)
i=0 i=0

3ap<0,0,:=

IIpumep 11. ['panune npousBo/bHUX cumiLiekca aumensuje 0, 1, 2 u 3 ce padyHajy

Ha cjaenehn Havn:

o [vo] =

o1 [vo, ] [01] = [vo,

O [vo, V1, V2] = [v1, V2] — [0, Vo] + [vo, v1],

03 [vo, v1, V2, v3] = [v1, V2, V3] — [V, V2, v3] + [vo, V1, V3] — [V, V1, V2] .

CraB 4.1.3. 0,00,11 = 0.

A 36or (4.2), 10BOJPHO je NPOBEPUTH Ja je TpecaHKaBame 0, 0 Opy1 HyTa Ha

cumintekenma u3 Cpyq (K). Ba 0 = [vg, vy, ..., Upt1] € Cpia (K),
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

p+1
8p(8p+1 ([UQ,Uh o ,Up+1])) = 8p <Z(—1)Z [Uo, U1y ... 7@', PN 7Up+1]>

=0
p+1 '
= Z(—l)l 8p ([Uo, U1y ... ,1A),L‘7 PN ,Up+1])
p+1 i—1
- (_1)Z (_]-)J [U(b 7Uj7 7UZ7"'7Up+1}
i=1 7=0
P A p+1
+Z( 1)1 Z (_1>]_1 [Uo, y Ugy ’@jv""vp-‘rl]
i=0 Jj=i+1
=0.

306up mocaenme IBe cyMe je HyJsa, jep je 3HaK CBaKOI CHMILIEKCA KOJU Ce jaB/ba y

IPBOj CYMH CYIIPOTaH 0] 3HAKa MCTOT CUMILTEKCa KOjU ce jaB/ba y Apyroj cymu. [
W3 upejaxoHor ciiejiu ja je

Opt-2 Op+1 Ip Ip—1
C(K): ... = Cpu1(K) Cp(K) — Cpq(K) — ...
je/laH JIaHYaCTH KOMILIEKC, KOjU Ce 30Be AGHYACTU KOMNAEKC CUMNAUUUIAAHOZ

xomnaexca K.

4.2 XOMOJIOIIIKE I'PyIIe

[Iparehn nedpununuje us ojgesbka 3.2, NOJMOBU MK/, TPAHUIE M XOMOJIOIIKE

rpyne ce JeUHUIY U 33 JIAHYACTH KOMILIEKC CUMILIHAIIMjAJTHOT KOMILIeKca /.

JIaHIy, TUKJ/IN U TPAHHUIIE  P-JIAHIH KOje TPAaHIYHE OIepaTop J, CIHKa y HyJLy ce
HA3UBAJy P-yukAU, U OHE ¢y moaMoayt R-monyna Cp(K). Taj mommoys ce o3HadaBa
ca Z,(K). EneMenTu ciuKe IpaHHYHOL ollepaTopa 0,41 Cy p-IpaHuIe, u obpasyjy
noamMony1 p-rpanuna R-moxayna C,(K) koju ce o3navasa ca B,(K). Wsmehy mux

BazKH BeE3a

By(X) € Z,(X) C Cy(K).

Hedurume ce kpormjentan R-monyn H,(K) = Z,(K)/B,(K), xoju ce Ha3uBa i-ma

TOMOAOUWKA 2PYNa CI/IMHJII/ILLHjaJIHOF KOMILIeKca K.
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

ITpumep 12. /lar je cumijinnujasnun KOMIUIEKC K, Ha KOME je Ha CJIUIHU J0JIe JIEBO
npuKaszan npuMep l-1uKJa, a Ha CJUIM j0Je JiecHo npumep l-rpanurne. Moxke ce
OPUMETHTH JIa U Taj 1-TIMKJI ¥ HeroB 30Up ca MPUKA3aHOM l-TpaHUIIOM MPHUIAIAjy

HCTO] HETPUBHUJATHO] KJIACH XOMOJIOTH]E.

Cauka 4.1: Ha ciaumu JeBo je mojed/baH mpuMep 1-IUKJ/Ia, a Ha CJMIHA JECHO je
noaeb/paH IpuMep l-rpaHuiie.

A

IIpumep 13. Ha ciunm ucnof je 3agaT cuMILIAITHjaJHI KoMIieke K ca ypehemem

CBOJUX BPXOBA.

JlaHvyacTn KOMIJIEKC CUMIIMIUJATHOT Komiuiekca K Cummiekcn oBor
CUMILTHIIAjATHOT KOMILIEKCA, pa3BPCTAHN HA OCHOBY CBOje AMMeH3Hje, cy caemehu:
Hunvensuja 0: [1], [2], [3], [4], [5], [6]-
Huwensuja 1: [1,2], [2,3], [1,3], [3,4], [4,5], [4,6], [5,6].
Humensuja 2: 4,5, 6].

Co(K) : Z-monyn Co(K) je remepucan cumiuiekcuma gumensuje 0, To ject
Co(K) = Z[1] + Z[2] + Z[3] + Z]4] + Z]5] + Z[6]. IIpoussospan emement u3 Co(K) je
obmuka 11 (1] +ro[2] 4+13[3| +ra[4] +75[5] +76[6], 3a HEKE KODUIIjenTE 11, . .., 76 € ZL
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

Ha npumep, dopmanmna cyma 52| — 7[3] + 11[6] 0-cumiutexca (2], [3] u [6] nprnazsa
Co(K).

['paHuvHO mpeciuKaBame Jy je Hy/la-IpecinkaBame Ha 6asu Z-momuyiaa Co(K),
10 ject Ha nojeauHavdHuUM O-cuMiutekcuMa. Camum tuMm je u 0y : Co(K) — C_1(K)
HyJIa-IPECTTKABAIbE.

Jearpo rpanmuHOr mpecaukabamwa 0y, Zo(K) je 3aT0 jemHaKo 1eJ0M Z-MOIYITY

Co(K).

Ci1(K) : Z-vmonyn Ci(K) je remepmcaH CHMIUIEKCHMa IUMeH3Hje 1, TO ject
Ci(K) =7Z[1,2]+ Z[2,3] + Z[1, 3] + Z[3,4] + Z[4,5] + Z[4, 6] + Z[5, 6]. IIpoussosban
exement u3 C1(K) je obauka 711, 2] 4+ ro[2, 3] + 731, 3] +r4[3, 4] + 5[4, 5] + r6[4, 6] +
r715,6], 3a meke koedunmjenre rq,...,r7 € Z. Ha npumep, dopmanna cyma
2,3] —2[3,4] + 3[4, 6] 1-cmmmurekca [2, 3], [3,4] u [4, 6] npunaza Cy(K).

['panndno mpecnukaBame O; je AedUHHCAHO 3a NMPOU3BOJHAH pP-JTAHAIl aKO je
nebunncano Ha 6asu Z-momyia Cy(K). Ciomke l-cumiutekca us K upu Tom

MPECTUKABAILY Cy PeIoM:

on([1,2]) = [2] - [1]
0([2,3]) = 3] - [2]
0u([1,3]) = 3] - [1]
on([3,4]) = [4] - [3]
0n([4,5]) = [5] = [4]
01([4,6]) = [6] — [4]
0u([5,6]) = [6] = [5]

3a mpomssosman exement v u3 Cp(K), m[1,2] + m2,3] + r3[1,3] + 74[3,4] +
5[4, 5] 4764, 6] +77[5, 6], 01 (v) = r101([1, 2])+7201([2, 3]) +7301 ([1, 3]) + 7401 (3, 4]) +
r501([4,5]) + r¢0i([4,6]) + 70:([5,6]). Hakae, nocmarpajyhu 0; Kao JuHEeapHO
IpecJUKaBambe y OJHOCY Ha 0aze 1-cumiuiekca u O-cumiuiekca komiuekca K, 0; ce
MOZKe 3allcaTi Kao Marpuia ca Koeduimjenruma y Z. Ha oBom npumepy, Marpuna

npecjauKaBama 0 je:

1,2] [2,3] [1,3] [3,4] [4,5] [4,6] [5,6]

mf{ -1 0 -1 0 0 0 0
2] 1 -1 0 0 0 0 0
)] = 3] 0 1 1 -1 0 0 0
[4] 0 0 0 1 -1 -1 0
5] 0 0 0 0 1 0 -1
6] 0 0 0 0 0 1 1

Cpaka KoJIoHA MaTpuIle [01] IpecTaBba CIUKY jeTHOT GA3HOT eJeMEHTa, TO jeCT

jennor l-cumiiekca y K. Ta koJsioHa je BekKTOp KoedHIgjeHaTa CJIuKe TOr OA3HOT
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

ejieMenTa y 6asu O-cuminiekca KoMmiiekca K.

Ja 6u ce opennsio je3arpo TpaHuYHOr mpeciankaBamba 01, Z1(K), norpebHo je
nahu cee koedurujenre ri,...,r; € Z takpBe ga ce ejxementu 11[1,2] + r3[2,3] +
r3[1, 3] + r4[3,4] + r5[4,5] + r6[4, 6] + r7[5,6] caumkajy y mymy. pyruMm pedmma,
OTpe6HO je opeuTn je3rpo marpure [0, ].

Kaxko je 01(r1[1,2] + 72[2,3] + r3[1, 3] + ra[3,4] + r5[4, 5] + r¢[4, 6] + r7[5,6]) =
(—=r1—rs)[1]+ (r1—ro)[2]+ (ro+713—74)[3] + (ra— 75 —16) [4] + (r5 —17)[5] + (16 +77)[6]
(koedunujeHTH Y3 TPOU3BOJbAH (-CUMILIEKC Ce YUTAJy U3 EerOBOT Pejia Y MATPHIN

[01]), TO ce Moxke ypaguTu permaBameM ciaegeher cucTeMa JTUHEAPHUX jeJHATHHA:

—7"1—7’3:0
r1—ro=20
7’2+T3—T4:O

7’4—7"5—7’6:0

rs —ry; =10

Ts + 7 = 0.
W3 npBe aBe jeanadumHe cjaeju ja je vy = ro = —r3. 3 Tpehie nmorom cienu aa je
ry = 0. I3 mocnenme Tpu jeqnaduue ciaend ga je rs = —rg = r7. Hakae, Z1(K) je

reHepuCcaH ca JBa l-nuKJja, TO jecT
Zy(K) =7Z([]1,2] + [2,3] — [1,3]) + Z([4, 5] — [4,6] + [5,6]).

Ta aBa l-muk/ia ce MOr'y yOUHTH U HA CAMOM CHUMILTUITAjATHOM KOMILIEKCY, Kao
1-71aHnm Koju MOYnby U 3aBpIiaBajy ce y UCTOM BPXY, TO jecT unja je rpannia 0. Ha
caenehioj commm cy [1,2]+(2,3]—[1, 3] u [4,5] —[4, 6]+ [5, 6] momebpany n HpUKA3AHH
ca CBOjUM opujeHTanujaMa (HeraTUBAH 3HAK UCTIPE]] CUMILIEKCA O3HAYABA CYIPOTHY

OpHjeHTAIH]Y ).

Camka upecaukasama 0; je Bo(K) = {(—r1 — r3)[1] + (r1 — r2)[2] + (ra + 75 —
rg)[3] + (ra — 5 — r6)[4] + (r5 — r7)[5] + (16 + 77)[6] | 71,...,77 € Z}. Tlomro
| -

azku (3] — [1] = ([2] = [1]) + (8] = [2]) u [6] — [4] = ([6] = [5]) + ([5] — [4]),
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

cJeu Ja je caMKa reHepucaHa rpanunamva l-cumiviekca [1,2],[2,3],[3,4],[4,5] u
[5, 6], To ject ca enementuma [2] — [1], [3] — [2], [4] — [3], [5] — [4], [6] — [5]. Pemasamem
jeJTHOCTABHOD CHCTeMa JMHEeApHWX jeJHadYdMHA ce mpoBepasa aa je ckym {Z([2] —
[11), Z([3] = [21), Z([4] = [3]), Z([5] = [4]), Z([5] - [6]) } jenan nesapucan ckymn mommo1y1a
Z-wvionyna Cy(K). U3 mperxomauor, mo craBy 3.1.5, cenn na je

Bo(K) = Z([2] = [1]) + Z([3] = [2]) + Z([4] = [3]) + Z([5] — [4]) + Z([5] - [6]).

Co(K) : Z-monyn Cy(K) je renepucal CHMIUIEKCHMa JUMEH3Hje 2, TO ject
Co(K) = Z[4,5,6]. Tlpoussopan enement u3 Co(K) je obauka r1[4,5, 6], 3a Heku
koedunujent 1 € Z. Ha npumep, 12[4,5,6] u —3[4, 5, 6] npunanajy Csy(K).

I'pannvno npeciaukaBame 0y : Co(K) — C1(K) je medunncaHO 3a MPOU3BOHAH
p-nanain ako je jedunucano na 6a3u Z-mopyia Cy(K). Ciuka jeuuor 2-cuMiliekca

u3 K, [4,5,6], mpu ToM npecaukaBamy je:

3a mpoussosphu eement u3 Cy(K), koju je obmuka r[4,5,6], r € Z, weropa cinka
NP IPAHUYHOM HpecaukaBamby je Oq(r[4,5,6]) = r - ([5,6] — [4,6] + [4,5]). Kako
je camKa TOr mpecjnKaBama HyJda aKo W caMo ako je 7 = (, TO je W je3rpo TOT
npecankaBama, Zo( K), Hya.

U3 peTXOoMHOT AUPEKTHO CJICJIH | J1a je CJUKA MpecnKaBamba Oy, By (K) jennaka
noamoayy Z([5,6] — [4,6] + [4,5]) Z-momyna Cy(K).

Ci(K),i ¢ {0,1,2} : Kako y xommiekcy K HemMa CHMILIEKCA JIUMEH3HjA
pasaumantux ox 1, 2 mw 3, To ¢y uw Cy(K) = 0, 3a i ¢ {0,1,2}. Camum Tunwm,
U JOMEH TPAaHWYHOI TpecaukaBama je 0, ma je m caMO T'PaHWYHO TPECInKaBame

0; : Ci(K) — C;_1(K) Hyaa-mpecinKaBambe.

C(K) : Ca nedunucanuM MOLyIHMa JaHAIA U TPAHUIHAM TIDECTHKABAmIMA,

JiecbuHHCAH je U JIAHYACTH KOMILIEKC CUMILIUIM]AJTHOT KOMILTeKca K :

CK): ... -5 0 -1 Co(K) -2 Oy (K) 25 Co(K) 250 -5 ...

XoMmoJsioruja  CHUMIJIMIAJAJTHOT KOMILJIEKCA K Xowmousomke — rpyme
CUMILTHIIAjAJIHOT KOMILIeKca K ce pobujajy padyHarmeM KBOIMJeHTHUX MOJIYJIa

jesrapa W rpaHuIa:

1° Hy(K) = Zy(K)/By(K). Baxu Zy(K) = Z[1]+ Z[2] + Z[3] + Z[4] + Z[5] + Z[6]
n Bo(K) = Z([2] — [1]) + Z([3] — [2]) + Z([4] — [3]) + Z([5] — [4]) + Z([5] - [6]).
Kaxo je [2] = ([2] = [1]) + [1],..., [6] = ([6] = [5]) + [5], coresm pa y Ho(K)
HOCTOjU je/iHa XOMOJIONIKA KJACA. 3a FheHOT NPEeJCTaBHUKA Ce MOXKE Y3eTh

npousBosban O-cumviuiekc u3 K. akire, Hy(K) = Z.
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4.2. XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

2° Hi(K) = Z\(K)/Bi(K). Baxu Zy(K) = Z([1,2] + [2,3] - [1,3]) + Z([4,5] —
[4,6]+[5,6]) u B1(K) = Z([5,6] — [4,6] +[4,5]). Onarne crequ na je Hy(K) =
Z([1,2] + [2,3] — [1, 3]).

3° HQ(K) = ZQ(K)/BQ(K) ZQ(K) =0 ma je n HQ(K) = 0.
1 Hy(K) = Zi(K)/Bi(K) =0, 3a i ¢ {0,1,2}.

Kuace nyare xomoaomike rpyie Ho(K) oaroapajy KOMIOHEHTaMa TTOBE3aHOCTH
cumiTunrjaaaor komiviekca K. Ha npumep, Bpxosu [1] u [5] ¢y y wucroj kiacu,
mTo ce MoxKe Bujern nocvarpajyhu u nyrt usmely mux npeko 1-cuviiekca [1, 2] +
12,3] + [3,4] + [4,5]. Ta apa Bpxa mpunaaajy ucroj KJacu jep je TpaHHIA TOT IIyTa
([2] = [1]) + (3] = [21) + ([4] = [3]) + ([5] = [4]) = [5] = [1].

JemunucTBeHA XOMOJIOMKA K1aca u3 Hi(K) oaroBapa jeTHOIMMEH3MOHO] PYTH Y
CUMILTATIN]ATHOM KOMILTeKCY K, M Taj KOMILTeKC HeMa JBOJUNMEH3NOHUX pyIIa Ma je
u xomosomika rpyna Ho(K) jeanaka Hysin.

Moxke ce oruhu u Kopak gajbe W MPUMETHUTH JIa je jeJaH OJ1 JABa reHeparopa W3
Z1(K) monymsen 2-cummuiekcoM [4, 5, 6], ma ma Hy(K) 3aTo nema ase Beli jenmy kiacy
xomostoruje. Ako 6u ce Taj 2-cumiiekc n3dpucao u3 K, oba reneparopa u3 Z1(K) 6u
JlaJia 110 jeJIHy KJjacy. Takas moriies] popMan3yje TeOpuja nepsaucmenyuje Ommcana

y ciaegeheM NoriaB/by.

A
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I'maBa 5

Ilep3ucrenimja

5.1 Ilep3ucreHTHE XOMOJIOIIIKE I'pyIle

®uarpanuje u gandactn kommiaekcn Heka je K duarpupann KOMILIEKC ca
CBOjOM (DUITPAII)OM, TO jecT ca pacTylimM HH30M HeroBAX moTKoMILTeKca (K*)
n € N:

P)=K°cK'c...c K"=K.

3a cBaKM Nap y3acTONHHUX NOTKOMILIeKca u3 ¢uarpanuje, K/ u K/ mocroju u

uakiysuja i; : K9 < K7t Camum tum y dbuarpanuju noctoju 1 HE3 UHKJIY3Hja
' in—
l=K°2K'c...~ % K'=K.

Csaku kommieke K' w3 te dunrpanuje mvma c¢Boj nandactu kommieke C(KY)
KOjU C€ CaCTOju O, MOJLYJ/1a P-JIAHALA, C;(K ) := C,(K") u rpaHUYHHUX IPECINKABAA
dy : C)(K) — C)_(K). Moaymn p-nukana i p-rpasuma i-ror HOTKOMILIEKCA Ce
obenexanajy ca Z!(K) := Z,(K') u B)(K) := B,(K") u ouu Cy MOAMOIY/IH MOZLyIa
p-JIaHATIA C’;(K ). Takobe, cBaKM HOTKOMILIEKC MMa U CBOje XOMOJIOIIKE TPyTe, Koje
ce obenexkanajy ca H)(K) = Hy(K").

Kako je dpunrpanuja pacryhu HE3 MOTKOMILIEKCA CUMILTUITAjATHOT KOMILIEKCA

K, T0 ¢y m MOAYIH p-JaHana C’;(K) pacryhu o 7, To jecr:
0=CHK)<CyK)<...<CNEK) = Cy(K).

Hamme, csaxn cumiieke y K koju ce me mamasu y K° ce mojasibyje Kao HOBH
rereparop y Cp'(K), y3 nperxonne remeparope xoju ce seh manaze y C)(K).
Unknysuje 7/ : K/ — K7t ce ca cuMiutekca Kao remeparopa IpOAYKY]y 1 J0

MHKTy3Hja Mofyta p-nanana, i, : C)(K) — CJT(K).

Cras 5.1.1. Ilpecaukasarwe ¢ : C(K7) — C(K'™') dedunucarno xao nusz

npec./Lu%:aeaHua
(z‘; : C;’(K) — O]Z“(K))ZEZ

je aaHwacmo.
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5.1. IIEPBUCTEHTHE XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

A Tlorpebno je pokazaru na ciaejgehu jgujarpam KOMyTHPA:

CJ C’J+1

Jujarpam komyTupa ako je ucnyren yciaos (Vp € Z) (Vv € CJ) 'z; L0 87( ) =
(9;)*1 o zg)(v). Heka p € Zu v € C’g. Kao p-nanam, v je dpopmaina KoMOMHAIM]a
p-cuviexca oy,...,0; € CJ, 1o jecr v = Zle r;0; 3a HeKe ri,...,r, € R.
il(v) = ij(Zle rio;) = Zle riid (o) = Zle rio; € CIoma je 97t o il (v) =
8J+I<Zz \Ti0;) = Zle?“iaéﬂ(%) € Cﬁl) '

Ca apyre crpare, i,y 0 95(v) = i (31, 1:03(0:)) = Y 1t (93(0)) €
Cj“) Kaxko ce 9] n 07" moknanajy na p-cuvmiexcuma u3 CJ, Zle rii) 1 (0)(03)) =
Zz‘:l 7;0 7 (0;), ma aEjarpam KoMyTHpa.

[

Ha cnenehem pujarpaMy je mpukasaH HU3 JAHYACTUX KOMILIEKCA U JIAHIACTHX

npecanKaBama (PUITPAPAHOr KoMILIeKca K

v

Co

0
%o

\

1
%o

7

N3 crapa 5.1.1 ciean ja oBaj gujarpaM KOMYTHPA.
ITomTo je #/ JaH4acTo, OHO MHYKYje U JI06po JedpuHuCaH HU3 XoMoMopduszama
f]+ H(K) — HJ''(K). Kommonosamem y3acTONHAX MpecinKaBamba fJ y OIHOCY

Ha puarpanujy, j10d6uja ce m xomoMopdusam
fy?  Hy(K) = H)(K), (0<i<j<n)

KOjH Jiaje Be3y u3Mely XOMOJOMKUX rpyna y (pujarpupanoM KOMILIEKCY.
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5.1. IIEPBUCTEHTHE XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

HMuknaun u rpanune y douarpanuju [Ipeko npecimkaBama WHKIY3Hje €€ MOLY
MOBE3ATH MOJIY/IU P-TUKAJIA U P-JaHald Pa3JInduTUX TOTKOMILIEKCa Y (DUATPAIN]H.

Besy naje cienehn cras.

CtaB 5.1.2. 3a modyae p-yur.arosa Zg u Zg“, U P-2PAHUYA B]Z u Bg“ Y3aCMONHUL

nomxomnaexce K7 v KT dusmpupanoe xomnaexca K eaosrcu:
o 5. J j+1.
19 44 [Zp] CZm,
o : [R j+1
» i; [BI] C Bi*.

A 3a z, € Z) axu 0)(z) = 0. 0J'(2) je xombunarmja axrepunpajyhux cyma
cTpaHa cHUMILIEKca p-anua i;(z,). Kako ce y K7 mojaBmyjy HOBH cuMILIeKCH, an
ce He HCKIBYUyjy oHE Koju cy Beli y K7, To ce 097 (2) me Mema y oxmocy ma 9J(z),
ma je 097 (z) = 0.

Axo je d = B (v) € B, rama je i5(d) = i; 0 )1 (v) = By 0 1511 (v) jep e i

nandacto mpeciukaame. Onarie je i;(d) € BT O

Ilep3ucTeHTHE XOMOJIOIIIKE Tpyne

Hedbunrnmnuja 5.1.3. p-me nepaucmernmmue romorouke 2pyne 0d K cy xeouujenmmu

R-modyau
HE (K) = Z(K)/ (BI(K) N Z4(K)), (0<i<j <n).

Y HY/(K) cy xmace onux mukiosa u3 Cj KOju €y ,IpesKuBe/TH” IPAHMIE HOBHX
CAMILIeKCa 1ofaTux y K7,

Jlo mep3ucTeHTHUX XOMOJIOIIKUX I'PyIa ce MOYKe J0hU U MoOMOhy Ipec/inKaBamba
f? s HY(K) — HJ(K). Hamve, H7(K) = im(f;7). pyrmm pedmma, Ty cy

xoMoJIomIKe Kiaace n3 K koje cy u jame ,,;kupe” y K7,

Paheme u cvpr kaaca Heka je o € H,(K"). Knaca a ce pafa y Hy(K") ako

BazKu

o ¢ HEY(K),

To 3maun 12 Ta Kiaca Huje Mehy onmva n3 K'~! koje cy npexusene 10 K°.
Knaca o € Hy(K") xoja ce pommina y K* ymupe y K7 ako ce cuoju ca crapujom

KjaacoM mpu npenacky u3 K7~y K7, to ject ako
b

[y 7o) & B M (K) A (0) € T 1K),
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5.1. IIEPBUCTEHTHE XOMOJIOIIIKE I'PYIIE

Hedununuja 5.1.4. Hndexc nepsucmenyuge kaace o € H,y(K"), xoja ce podu y K*
u ympe y K7 je epednocm j — i.
Axo ma xaaca poou y K, asu ne ympe nu y jednom KI us duampayuje, roen

undexc nepaucmenyuje je oo.

Hy (K1) |~ [Hp(K) H,(Kj-1)

0 0 0 0

Cmuka 5.1: Knaca o koja ce paha y K* n ymupe y K7. [4]

Hedbunrumnuja 5.1.5. p-nepsucmenmuu k-mu Bemujes 6poj ﬁ,i’p(K) je pane

NEP3UCTNEHRMHE TOMOAOUKE 2PYNe HZ’p (K).

ITpumep 14. Heka je mata dpuwaTpaiuja CAMILIHIITjAIHOT KOMILTEKca K
P=K°CcK'cK*CcK*=K

npuKa3aHa Ha cJiejehoj cauim:

6 5 6 5 6 5
K1: KQ: K?):

Heka je z l-mukn w3 Z7(K), z = [1,2] + [2,3] — [1,3]. Tama knaca ox z, o = [2]
upunaza xomosomkoj rpynu Hi(K). Ciuxe Te Kjace 1pu HpecjuKaBambuMa fll’j,
1<j<3cy:

1° fi'(a) = a € HY(K),
2° f*(e) = o € H(K),

3° fi%(a) = a=0c H(K).
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5.2. MOJAYJI IEP3UCTEHINJE

aeHY(K) na¢HY(K) =0, na je ra knaca pohena y rpenyrky 1.
(o) ¢ HY*(K) u f%(a) € HY?(K) = 0, ma Ta k1aca yMupe y TPEHYTKY 3.
A

5.2 Moaya nep3ucTeHIiije

[Tocroju wauwnn, mpukasan y [11], 1a ce nojeinHadHe MEP3UCTEHTHE XOMOJIOIIKE
rpyne (GUATPEUPAHOT KOMILIEKCA ObjelMHe Yy jeaHy aarebapcky CTpyKTypy. Axko
ce 3a KoedUIMjeHTe XOMOJIOIUje y3Me HEKO 1ojbe F', Ta CTpyKTypa MOXKe J1a ce

JEKOMTIOHYje Ha jeJIHOCTaBaH HAYWH.

Hedbunanmuja 5.2.1. Komnaexc nepsucmenvyuje C je  damuasujo AaH4acmus
womnaerca {Ctliso nad R sajedno ca aanuacmum npecaukacaruma f°: Cl — Cit1

xoju dajy caedehu dujazpam:
0 . 1 2
c.ct Lo e Ly

[Ipumep KOMILIeKca Tep3ucTeHIuje je pUATUPpUPaHu KOMILIeKe K 3ajeaHo ca
MHKJIy3ujaMa u3Mehy morTkoMIiniekca puirparuje.

[Iperxoanu gujarpaM ce MOYKe NMPUKA3aTH W Ca TPAHUYHUM MPECTTKABALIMA
YHyTap IOjeMHAYHUX JIAHYACTUX KOMILIEKCa, aHAJOTHO IpUMepPY (PUITpUpaHOr

KOMILJIEKCa.

o % o3
AT A
2 2 2
C? > C) > CF >
o % o3
i R A
o > C] > CF >
a9 o} o2
15 fo 73

Cy > Cg > CF

Hedununmuja 5.2.2. Modya nepsucmenyuje M je damunuja R-modyaa M* sajedno

ca womomoppusmuma o' M* — ML,

[Iperyies HoBHUjuUX pe3yaTaTa y aHaau3u MOJY/a MEP3UCTEHIHje ce MOXKe Hahu y
12].

41



5.2. MOJAYJI IEP3UCTEHINJE

[Tpumep moy/ia nep3uCTEHIIMje je XOMOJIOTHja KoMILIeKca rnep3ucrennuje. [Ipe-
cauKaBame ' je nedpUHECAHO TaKo 12 OAroBapajyhy KiIacy XOMOJOTHje CAHKA y
KJIacy Koja je caJipKHu.

Kowmiieke nepsucrennuje C je xonauwroz muna ako je CBaAKH KOMILIEKC YHyTap
hera KOHAUHO-TeHepUCaH R-MOIYJ, U aKo ¢y Ipec/uKaBama f' 130MopQU3MHU 3a CBe
1 € N moueB o1 HEKOT My.

Moayn nepsucrennuje M je Konaurnoz muna ako je CBAKW MOIYJ YHyTap Hera
KOHAYHO-TeHepucaH R-MoJIyJI, I aKo Cy IIpeciuKaBamba @' n3oMopdusmu 3a cse i € N

IIOYEeB O HEKOT M.

ITpumep 15. Quarpupanu KOMILIEKC TeHEPHITIe KOMIIJIEKC KOHAYHOT THIIA, YUja, je

XOMOJIOTHja MOJYJT TIeP3UCTEHINje KOHATHOT THTIA. A

CBaku Moy iepauctennuje M ce MozKe NoCMaTpaTh 1 KAa0 MOJIYJI Ha/l IPCTEHOM

R[t], xoju ce o3mauasa ca a(M), Ha caegehn navnm:
oo
a(M) =P M.
=0
Muozkeme ca t oiroBapa rmoMepary 3a jeJaH Ha rope y rpajyaruji, To ject

t- (mo,ml,mQ, .. ) = (O,g@o (mo) ,901 (ml) ,gpQ (mQ) ). ) .

Ba muKiI z € Z; ca HETPUBUJAJTHOM XOMOJIONTKOM KiacoMm y Hy,, MAOXKemeM ca t ce
IpaTH KaKO ce IheroBa XOMOJIOIIKA Kaaca 2 + B; Merba Kpo3 dunrpanujy. [locroje

JIBa caydaja:

1° Ba meko k € N, z4+ B = BifF, 1o jecr kiaca o1 z nocraje Tpusmjaima nocie

k momMepama y rpajyaiuju.
2° Hu 3a jenmo k € N ce ne gecn ga z € BiF

Teopema 3.1.8, Koja Baxku ako je mpcreH R 3amnpaBo 1oJjke, jaje cieaehy

JIEKOMIIO3UIU]Y TOT MO/IyJ1a KOja OCJIUKaBa IIPETXO/THO.

EBz%Fm o EBZWFMMﬂU

Hakie, mocroju 6a3a mojyna mep3uctenimje (M) moromHa 3a padyHame
IEP3UCTEHTHE XOMOJIornje Ha, 1eJi0j dbuarpamuju. [11]

Jla 6u ce GoJbe caryiegaia Ta CTPYKTYpa, MOTOAHO je IIPUMETHTH KOPECIOAEeHIIH]Y
u3Melhy e W KOHAYHOr CKyna P-uHTepBasia, Koju ce neduHuiry kao maposu (i,7),
e 0<i<jeZ®=27ZU{+o0}.

Ty Besy naje mpeciukaBaibe () medunncano na P-unrtepsany (i,]) Kao
Q(i,j) =X'F[t]/ (7)),
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5.8. OUJITPAIINJA 1IO/[HUBOA

3a j < +00, a

Qi j) = Z'Fl,
3a J = +oo.
Ha ckymy P-unrepsana S = {(i1,71), (i2,J2) - - -, (in, Jn)} , @ ce nedunumie xao

n

Q(S) =P Q (i, )
=1
1 Jaje CHOMEHYTY KOPeCIoAeHIHjy u3Mel)y KOHAYHUX CKyloBa P-uHTepBaja U Ipa-

ayucannx F[t]-momyma. [11]

5.3 @uarpalpja MmogJHIBOA

Y oBoMm ome/bKy Owmhe gedpumHHCAHM TOJMOBH pohema W CMPTH KJjaca
nep3ucTeHIyje Ha GpuITpanujaMa HACTATAM MTOCMATPAEM MOIHUBOA OTPAHUYEHUX
Henpexkugaaux ¢gynmnuja u3 npocropa X y R. Hanasbe, npermnocrasmpa ce ja cy
KoepUIUjeHTH XOMOJIOTHje W3 JIATOT 110 ba.

Heka je nar TomoJsiomku mnpocTop X W OrpaHHYeHa HeIpeKuHa (QyHKIIHja
f X — R. Ca X% ce 3a mpar a € R obenexkaBa TogHUBO bYHKIHjE f,
X, = fY(~00,a].

Ba mmvensujy p u a < b € R, mnkaysnje X® C X° unaykyjy xomomopdusme
XOMOJIOIIKUX T'PyTa

fob Hy(X) — Hy(XP).

Hedbunaumnuja 5.3.1. Bpednocm ¢ € R je xomorowka xpumuuna 6pedHocm ako
nocmoju p € 7 maxeo da 3a cee § > 0, f;_‘57c HUje u30MopPhuU3am.

Oynrxuyuja [ X — R je numoma akxo je ozparuvena, HenpexudHa, uMa
Hajeuuie KOHAYHO TOMOAOWKUL KpUmuwHus epednocmu, u axo cy H,(X®) xonawro

2EHEPUCAHY 3a CB€E a € R u cee p e Z.

Axko je f : X — R mumroma dyukumja, cse xomosomke rpyme H, (X, 5) cy
KOHAYHO FeHepHUCaHe 3a MPOM3BO/bHO 0 > (0, ma 3a A0BO/BHO MaJjo 0 > 0 Im fg_‘5’b He

3aBHUCH Ol 0. 3aTO ce MOTry J00po mepruHUCATH
a—b .__ a—04,b
Fy7 = 1Im fi°7,

B2 := H,(X?)/Fe .

p

3a I0OBOJHLHO MaJs1o 0 > 0.
Ilparehu Beh nedwunucane mojvose palhara n cmpmu xaace xomonoruje, By ce

HasuBa p-ma epyna peharwa y X Haumme, ako je Heka KJiaca XOMOJIOTHje v Y TOM

43
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KOje3Tpy NPeCc/uKaBarba fg_‘s’a, TO 3HAYH JIa OHA HE MOCTaHe TPUBUJAJHA [TPU CEUETby
CJIMKOM TOT TPECTUKABAFhA, TO JeCT Jia Ceé OHA IMOjaBUJIA Y TPEHYTKY a.

I'pyna cMpru ce jobuja ako ce mocMarpajy Kiace poheme y X° koje ce y X°
yTome y Kjace poheHe mpe TperyTka a. Ta uiaeja ce mMoxke popMagIm30BaTH Ha
cienehn Haumm.

Heka je npeciankasame go° : BS — H,(X?)/Fo~" naro na enementuma [of € B

(yrmacre 3arpajie 03HaYaBajy KJaacy y TOj KOJIHYHUYKO] IPYIH) ca

95" (le]) = [ ()] -

THonatno, g, oeX 1@ _ .

Jearpo oBor mpecsmKaBamba, nodepyna cmpmu, ce O3HaYaBa Ca Dg’b U CaJapKu
TaYHO OHE KJIace Koje cy poheHe Yy TPEeHYTKY a, a KOoje Cy ce CIOjhJie Ca HEKOM
KJIACOM HACTAJIOM IIPe TPEHYTKA @ Y TPEHYTKY b.

Knaca o € Hy(X*) ymupe y TperyTKy b ako meHa K1aca [« IpUIaga moArpyIu
CMPTH Dgﬂb, (a camum THM W rpynu paljama BZ), MehyTuMm He npuiiajia HU jeJIHO]
IPYIIH Dg*‘s’b 3a 0 > 0.

Ako ce kmaca « poamaa y TPEHYTKY @ W yMpJa y TPeHYTKY b, ImbheHa
nepsucmenyuja ce nedunuie kao pers(a) = b — a.

VKOIMKO KJaca He YMHpe, IheHa Mep3ucTenuja je +oo. 36or g, @ oeX ) 0,

pu 0BOj JiebUHUIU]H CBe TeP3UCTeHIje ¢y KoHauHe. [13]

5.4 JIujarpaMm Inep3uCTEHII]e

Bpoj /7' — 87 npeacrasba 6poj KIaca IEMeH3Hje P KOje Cy Ce DOJUIE y HEKOM
K! 3al<i, ayuprey K.

Commano, G6poj 5~ '7/~1 — B~ mpencrasma Gpoj Kimaca JuMensmje p Koje cy ce
poanie y Hekom K', 3al <i—1a ympre y K.

Paznuka Ta qBa Opoja jaje Opoj HE3aBUCHUX p-IMMEH3UOHUX KJIaca Koje ce pojie
y K" wympy y K7, pil, u nara je cremehmm mspasom:

= (87 = B7) = (379 = 817).

Pahama n cMpPTH p-AMMEH3HOHHX KJaca ce pelpe3eHTyjy v pasaum R? momohy
MVJITHCKYIIa KOjU ce Ha3uBa dujazpam nepaucmenyuje. Taj aujarpam ce o3HadaBa
ca Dgm,,(K).

Xopu3oHTa HA 0CA HA AUjarpamMy ce oHOCH Ha pahama Kjaca - Taduke JIeCHO Cy
ce poause KacHuje. BepTukaaHa oca ce OMHOCH HA CMPTH KJIACa XOMOJIOTH]e - KJIace
KOje KacHHUje YMPY ce HaJla3e y TOPHeM Jlelly JujarpamMa. ¥ Jujarpam ce yK/bydyje u
mujaronana, A = {(z,y) € R? | x = y}, n Tauke Ha BO] NPEICTAB/bAJY TPUBHUjAIHE
XOMOJIOIITKE KJIace.

Kako cmpr yBek jona3m HakoH pabhama, TO ce CBe HETPUBUja/HE TAYKe HA

Jujarpamy Hajase W3HaJ aujaronase. [13]
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IIpocTopu aujarpama nep3uCTEHIje

Cunenehe pacrojame omoryhaBa ma ce HampaBu METPUYKN MPOCTOP JIMjarpama

Mep3uCTeHInje:

Hedununuja 5.4.1. p-mo Bacepwmajroso® pacmojarve usmehy dea dujazpama ne-

paucmenyuje ce depunuuie Kao

W, (d,dz) = (igf > e v(fv)H’io)p ,

rEdy

ede v mpoaasu kpos cee bujekyuje us dy y ds.

Pacrojame je modpo medpunncano: Omjekinja Koja yimapyje Tauke BaH JIHjaroHaJe
HPBOI JinjarpamMa ca mbuMa HajOJIMKIM TavyKaMa Ha JIMjaroHaJj i y JAPYyroM Jujarpamy
uMa KOHadIHy CcyMmy pactojama y, ... [|[v — v(2)|[%, jep Ta cyma mma xomadaHo
cabupaka.

Taj Merpuuku npocrop He Mopa OuTH KoMmiuieTan. Mehyrum, MomudukoBana

Jgedununyja gujarpaMa mnep3ucreniyje he 3a oBo pacrojarbe JaTh KOMILIETHOCT:

Hedbunaumnuja 5.4.2. lenepasusosanu dujaepam nepaucmenyuje je npebpojue
MYATUCKYN. Tavaka paenu sajedno ca dujazonarom A = {(z,y) e R* |z =y} y

KOME Ce C6aKa MavKka ca JUja2o0Hale NOjas.sYyje DECKOHANHO NYMA.

N3mehy renepasm3oBanux jaujarpama Hep3UCTEHIUje ce MoxKe jedunucaru
U TI0jaM  KOHAYHOCU PGCMOJGIHG. Ilepaucmenyuja mayke x Ha Aujarpamy
nep3ucrexiyje d je
pers(z) = 2 inf || — Y| so-
yeEA

(r1+z2) (r1+72)
2 ) 2

pers(x) mocmMaTpa Kao JIyXKHHA Ty’KH KOja Claja TayKy T Ca HEeHOM BePTHKAJTHOM

Nndumym ce pocruzxke y y = < ) , 38 x = (r1,72). Haume, ako ce

MPOjEKITNjOM Ha JMjArOHAJY, OHJA je TOJIOBHHA Te JyXKH jelHaKa ||z — Yl
[IpumeroM Te YuEHUIlE ce MOXKe H3padyHaTH BacepmTajHOBO pacTojame 10

npa3Hor amjarpama mneps3ucTtennuje. Heka je mpasan gujarpaM IMTep3uCTEHITH]je

o3HauecH ca dy. Bakm:

(Wy (d da))” = 2773 (pers(a))P.

xed
Axo ce ca Pers,(d) = ) ,(pers(z))? medummme momanna nepsucmeniyuja
mmjarpama d, nobuja ce jemmakocr Pers,(d) = 2P (W, (d,dy))", xoja mnosesyje

pacTojame J0 Mpa3HoT AujarpaMa 3a TOTAJTHOM [epP3UCTEeHINjoM Tor aujarpama. [13]

To naje ekBuBasIeHIU]Y JeDUHUIT]A NPOCMOPE OUJAZPAME NEP3UCTNEHUUIE:

'Leonid Vaserstein (1944-) - pycKo-aMepuaKu MaTeMaTHIap

45



5.4. JUJAT'PAM IIEP3UCTEHIINJE

Hedbunaumnuja 5.4.3. IIpocmop dujaepama nepsucmenyuje dumenauje p je ckyn
ceux Jujazpama NEP3UCMeHyuje Koju CY HG KOHGYHOM PACMOojary 00 npasHoez
dujazpama nepsucmenvyuje. Ereusasenmmo, on ce cacmoju 00 ceux dujazpama

nepsucmenuuje ca KOHAYHOM TomaaAHOM nepsucmeﬁuujom.

D, ={d| W, (d,dy) < oo} = {d | Pers,(d) < oo} .
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