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IIpearosop

daxTopuzanuja OpojeBa v MOJIMHOMA MPEJICTaB/ba Ba)KaH CapPkKaj Y IIKOJICKOM Iporpamy
MaTeMaTHKe. Y OBOM MacTep paay je omucana (akropusanudja MpUpPOTHUX OpojeBa y
HIOKUM  pa3peldMa OCHOBHE IIKOJIe, OINHCAaHU Cy TMPOCTH OpojeBH W HUXOBA
¢baxTopHu3anmja y crapujuM pazpeauma OCHOBHE IIKOJIE, 3aTHM (haKTOpH3alrja MOJTMHOMA
Y Cpeb0] IIIKOJIA M TIOMEHYTA je€ OMIITa ajredapcka Teopuja pakTopusaimje.

Pan ce cacroju U3 yeTHpH MOTJIaBIbA.
VY npBoM noriasby je npuya 0 HapHUM U HETIApHUM OpOjeBUMA U JIEJbEHY Ca OCTATKOM.

VY npyrom moriaBiby obOpal)yjy ce MpOCTH M CIOKEHH OpOjeBH M Jlaje Ce MPEeIoT KaKo
YUeHHKEe OCHOBHE IIKOJIE HA PEJOBHO] HACTaBH YBECTH y CBET OBHUX OpojeBa. [latu cy u
pEIIeHH 3aJ1aI| 3a JOJAATHU PaJi KOjH MOT'Y TIOCITY>KATH Kao MPUTIPEMa 32 TAKMUUCHE.

Tpehe nornassee je mocBeheHo omnepanujama ca MOJMHOMHMA: cabupamy, Ody3UMamy U
MHOXEY MOJMHOMA Kao M pa3NuIM KBajapaTa W KBaapary OmHoma. IloceOHa maxma ce
nocsehyje pacTaBsbamby MOJIMHOMA Ha YUHHOLIE.

VY nocnenmeM MoriaBjby TOBOPH €€ O MPCTEHHMMA ca JeTHO3HAYHOM (PaKTOpHU3aLUjOM, Kao
no EYKJ'II/IJICKI/IM MMpCTCHUMA.

OBOM MNPUIMKOM OMX C€ 3aXBaJiWjia CBOM MEHTOPY Ap Auekcanapy JIMmkoBckom, Ha
MOJAPIIIN U KOPUCHUM CaBETUMa MPUIMKOM H3pajie OBOT MacTep paja.



1. MIOJAM ®AKTOPU3AIINJE

daxkTopu3anrja y MaTeMaTHIM je pasjiarame HEKOT o0jekTa (Ha mpumep, Opoja,IoJIMHOMA,
WM MaTpuIle) Ha (akTope, Koju Kajia ce Mel)ycoOHO MOMHOXE /1ajy OpHraHal.

Ha nipumep, 6poj 21 daxroprmremo Ha npocte Gpojee 3 x 7, a mommHoM X° — 1 Ha
(x—1)(x + 1). Y cBakoMm ciyuajy je 100HjeH jeTHOCTaBHH]U OOJIHK.

s pakropucama je 00MYHO, MMOJeTHOCTAB/LEHE HeUeTa Ha “HerOBE MOJIa3HE eIEeMEHTE,
Kao MTO Cy 3a OpojeBe, MPOCTH OpOjeBH, WM 3a MOJMHOME HEPACTABJHUBHU TOJUHOMHU. .
dakTtopucame I1enux OpojeBa TMOKPUBEHO Jj€ Yy  OKBUPY OCHOBHE  TeOopeme
apuTMETHKE U (pakTopucame TOJMHOMAy OKBHUPY OCHOBHE TeopeMe anredpe. Bujerose
dhopmyre Be3yjy KoeduirjeHTe moJIMHOMa Ca lbUXOBHUM KOPEHHUMA.

PacraBpame Ha (akTope 3a Benmke OpojeBe Ce MCIOCTAaBUIIO Kao BeNMWKW mpodiem. He
MOCTOjH TI03HATA METO/Ia Koja OM MOTJIa Ja U3BPIIHN TO 3a KpaTKo Bpeme. tbeHa cioxeHoct
j€ OCHOBa 3aIITHUTE HEKUX aCHMETPHUYHO KPHUNTOrpadCKUX alropuTaMa, kao mro je RSA
aITOpPHUTaM.

Martpuua Mmosxe Takohe 6utu (hakToprcaHa y IpoayKT CHEUjaIHUX TUIIOBA MaTpHULIA.

Jom jeman mpumep je daTkopucame QyHKIIHM]a Ka0 KOMITO3HIH]E IPYrux (YHKIH]a KOje
nMmajy oapehene ocoOuHe; Ha mpuMmep, cBaka (YHKIMja CE MOXE IOCMATpaTH Kao
KOMIIO3HITH]a CypjJeKTUBHE (DYHKIIHM]e ca HEKOM WHJEKTHBHOM (DYHKIIH]jOM.
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1.1. PAKTOPU3AIUJA ITIPUPOJHUX BPOJEBA

[IpBo MaremMaTH4yKO 3HAKE KOjeé CTUYEMO j€ 3Hame O MPUPOAHUM OpojeBUMA. Y TOKY
IIKOJIOBAaMa, Y OCHOBHO] M CPEIHb0] IIKOJIH, CTEYCHO 3HAmE HE IMOJBPraBaMoO KPHUTHUIIH.
PagnMo ca HEeKUM KOHKPETHHUM IPUPOJIHUM OpojeBUMa, UCIIUTY]EMO CBOJCTBA KOja UMAjy H
MPUIIUCYjEMO WX CBHM NPUPOAHHUM OpojeBUMa. YBEpPEHH CMO J1a MOXEMO caldpaTH H
MOMHOXXUTH OHJIO KOja JBa mHpupogHa Opoja, na 3a cabupame M MHOXKEHE Baxke
KOMYTaTHBHHU U aCOIMJaTHBHH 3aKOH U CIIMYHO.

[Mpupoauu GpojeBu cy nmosuar objekar N = {1,2, 3, ... }. UaryutuBHO Cce mojapasymeBa ja
r3a CBakor Opoja cieau O6poj, Te 1a ce Habpajame MOKe OJBHjaTH O€3 OrpaHruYCHha.

VY marematunu je mpeOpojuB CKyN OHaj 4Hja je KapauHaiHocT ( Tj. Opoj erneMeHara)
JeHaKa KapJAMHaJIHOCTH HEKOT MOJCKYIa CKyNa NpupoHux opojeBa. OBaj TEpMHH MOTHYE
U3 YMEHUIE J1a 3a Opojame KOpUCTUMO IpupojHe OpojeBe. CKyn Koju HUje MpeOpojus,
HazuBamo HenpeOpojus ckyn. [log nmpeOpojuBuM ckynoBuMa Hajuenihe ce noapazymMeBajy
¥ KOHAa4YHM CKYIIOBH, I1a 3aTO KaJa XEeJIMMO Ja HarjlaCMMoO Jia je CKyn OeCKOHa4yaH H
npeOpojuB, Ha3uBaMo Ta NpedpojuBo OeckoHayaH ckym. [IpebpojuBe CKymoBe MOKEMO
3aMUCIIUTH Ka0 HEKU CKYI 4YHhje eJIeMEHTe MokeMo mopeharu y Huz. Jlakie, mpedpojuse
CKYITOBE MOKEMO TNPEYPEAUTH TAaKO Ja MMaMO TadyHO jeJaH MPBH E€IIEMEHT, TAYHO jelaH
apyru, TadHo jenad tpehwm wra. Kao xox mpupomnux Opojea {1,2,3,...}. [lpumernumo,
Kako M OECKOHAYHHM CKYIMOBU MOTY OWTH MpeOpOojuBH, Ja HE 3aXTEBaAMO Ja CE MOXKE
oapenuTH (KOHaYaH) Opoj eleMeHara, caMo Tpeda J1a CBakoM Opojy MOkeMo pehu Koju je
OH y HU3Y eJIeMeHaTa TOor' CKyIIa.

Hajsehu npupoaan 6poj He nmocroju. CBaku HempaszaH MOJACKYI CKyMa IPUPOTHUX OpojeBa
MMa HajMambH CJIEMEHT.

30up ¥ MPOM3BOJ NPUPOJAHUX OpojeBa je mpupoAaH Opoj, JMOK pa3iuKa U KOJTUYHHUK HE
MOpajy OWUTH, IITO JOBOJM Y IIECTOM pa3peay J0 MPOIIHPEHha CKyIa IPUPOIHUX OpojeBa U
yBOheme cKyIa 1enux Opojena.
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1.2. JE/BEIBE CA OCTATKOM

Jedpununmja: Heka cy a u b npousBossau npupoau 6pojesu. Hajpehu 6poj ( Takas ja je
gb< a Ha3uBa ce KOJMYHHK TpH Jebeiby a ca b. Pa3nuka a — Qb Ha3uBa ce ocraTtak mpu
nesbemy a ca b.

Ocrarak npu jejbemy HEKOT Opoja ca 2 moske outH jenHak 0 uinu 1. Y 3aBUCHOCTH 011 TOTa
OpojeBe u3 ckymna N, IeIuMo Ha MapHe U HemapHe.

[lapuu cy oHum Koju mpu aesbemy ca 2 gajy ocratak (. CBaku mapan Opoj ce Moxke
3anucatu y o0iauky 2q, 3a Heku 0poj g u3z Ny.

Henapuu cy onu koju npu nesbemy ca 2 najy ocratak 1. CBaku HenmapaH Opoj ce MoOxke
3anucatu y oonuky 2q + 1, 3a Heku 6poj q u3 N,.

Ako je m>1, ocraum Tmpu Jebewy OpojeBa u3 N, can mpunagajy CkKymy
{0,1,2,..,n—1}.

IMpumep: Kommko nma 6pojeBa y pBOj CTOTHHU KOJU TIPH JIeJbEHY ca 5 najy octaTtak 2?

Pemewe: Hajpehu Opoj mpBe cTOTHHE KOjU TIpH JeJbemy ca 5 maje ocratak 2 jecte 97,
97=19*5+2.

CBu OpojeBU MpBE CTOTHHE KOjH MPHU JIEJbEY ca S ajy oTarak 2 jecy oonuka 5q + 2, kaaa
je0<q<109:

5x0+2,5%x1+2,5x2+2,5x3+2,..,5%19+ 2.

Jaxkne, noctoju 20 6pojeBa mpBe CTOTUHE KOjU TIPH JEJbEHY ca 5 Aajy ocTaTak 2.



1.3. AEJBUBOCT NPUPOJHUX BPOJEBA

Axo je ocrarak npu Aesbery Opoja aca b (b # 0) jemHak HynIH, KaXXeMO Ja ce a MOXKeE
MoJIeNIUTH ca b 6e3 ocrarka.

Jedpununmja: bpoj a u3 N, je nespuB npupoaHuM OpojeM b ako noctoju q u3 N, TakaB jia
je a = gb. Kaxxemo u ga b nenu 6poj a, oxHocHo, a je nesbuso ca b, u numemo b|a.

JemuBoct je penanuja Mehy OpojeBuMa Koja ce OJHOCH Ha MOTYNHOCT Jia ce jemaH Opoj
MO/ APYruM 0€e3 ocTaTka.

bla & a = b * q,3a Heko q u3 N,.

Jlesbebe je pavyHCKa ofepainuja, IITO 3Ha4M na a:b mpencraBiba m3pas, WIH TEpM.
Kana a u b 3amenumo OpojeBrMa, BpeIHOCT M3pa3a MOXKe OUTH HEKH Opoj, a MOXKe OUTH U
nenedunucana ( Ha npumep, 3a b=0). JlebMBOCT je penanyja, WTO 3Hauu aa bla
npenacraBiba uckas. Kaga awu b 3amennMo OpojeBrMa, 0Baj MCKa3 MOCTaje TayaH WM
HEeTavaH.

1.4. AEJMAOIMU U CAAPXKAOLUA NPUPO/IHUX BPOJEBA
Ako b|a, onna je b nenunan 6poja a, a 6poj a je caapskanar 6poja b.

Ckyn cBux aenwiaina Opoja n o3HadaBamo ca D,,. Ouurneano, 6poj 1 je memwman Oumo xKor
npupoaHor 6poja n, 1 | n. Takohe, cBaku Opoj n je CONCTBEHH Aeauiail, n | n.

3a cBaku npupoaad 6poj n, ckyn D, je koHauaH, jep ako d | n, onza je d < n. Hajmamu
nenuiian OuIo Kor mpupoAaHor Opoja n jecte 1, a HajBehu mEroB aenuial jecte caMm n.

Mpumep: Onpenu ckynose Dg u Dy.

Pememe.Dg = {1,2,4,8}, Dy = {1, 3,9}

bpoj 0 je cagprkanarr cBakor npupoaHoT 6poja n, jep je 0 =n * 0.
Ckyn cBUX MPUPOAHMX calipkajana Opoja n o3Ha4aBaMo ca S,.

3a cBaku npupoaaH 0poj n, ckyn S, je OeckoHauaH. HajMamu npupoHu caaprxanai Ouio
KOT mpupoHor Opoja n jecte n, a Hajeehu HETOB caipKajall He MOCTOjH.

IIpumep: Hanumum 6ap miect caapskanaia Opoja 6.

Pememwe: Canprxaoru 6poja 6 cy 6, 12, 18, 24, 30, 36 utn. bpoj 6 nmMa 6eckOHaYHO MHOTO
cazaprkanarna Koju cy npupoau 6pojeBu. To cy cBu OpojeBu obmuka 6q, 3a HeKo q € N.

Se ={6,12,18,24,30,36, ...}



2. MIPOCTHU U CJIOKEHU BPOJEBU

[TonazHy OCHOBY YMTaBOT pa3BOja MaTeMaTHKE YWMHHM TOjaM MpupoaHor Opoja. Ilpumikom
pa3marpama npupoaHux OpojeBa mpumehyjemo ma mely mrMa mocroje OpojeBu ca Beoma
pa3HOBpCcHUM ocoOnHama. OCHM BUXOBOT MPUPOJHOT MOPETKA TI0 BEIMYMHH, PETalujoM <,
KOJjH je TIOTIYH W OpojeBH ce HWXKY JimHeapHo 1 <2 < 3 ... MOXKe C€ YOUUTH U TPUPOTHH
MOpeaK Mo peNlanuju AeJbUBOCTH. Taj mopenak HHUje MOTIYH M HBUME C€ CKYI MPHUPOIHUX
OpojeBa mperumhe y Mpexxy. Ha cimmm  je mpukasana mpeka 3a NmpBHX 25 TPHPOIHUX
OpojeBa.
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Ocum mpupogHux OpojeBa, MMOCTOje M JApyre BpcTe OpojeBa, ma hemMo HOMEHYTH |
TaKO03BaHE HeraTHUBHE OpojeBe Tj. OpojeBe KOjU Cy 3a HEKH MpUpoJaH Opoj MamH OJ1 HyJIE.
Bbux 3ammcyjeMo Tako MITO UCHpe] 3amuca oAroBapajyher mpupoaHor Opoja monamo U
3HaK MUHYyc. Jlakie, HeraTuBHe 1ej1e OpojeBe cXBaTaMo U Kao pas3iivke Opoja Hyja U HEKOT
IpUpPOJHOr Opoja, Ma MOXEMO 3aMHIBaTH Ja je O3HaKa HeratuBHOr Opoja nobujeHa
M30CTaBJbAEM HYJIE U3 OJroBapajyhe pasiuke:

0-1=-1, 0-2=-2, 0-3=-3, 0-4=-4, 0-5=-5,...
7



Kako npupoanux 6pojeBa nma OECKOHaYHO MHOTO, M HETATUBHUX LIEJINX OpojeBa uma
OECKOHA4YHO MHOTO.

CBu npupoau OpojeBH 3ajeTHO ca HYJIOM M CBUM HETaTHBHU IIeNIMM OpojeBuMa o00pa3zyjy
CKyII IIenuX OpojeBa koju obenexkaBamo Z. CKyn HETaTHBHHX LIEeIHX OpojeBa Oenexana ce
7.
Z-={-1,-2,-3,—-4,-5,-6,...}
Z=7"U{0O}JUN=Z"UN,={...,-5,-4,-3,-2,—-1,0,1,2,3,4,5}

Kana npuponne 6pojeBe mocMarpaMo y CKymy Mejinx OpojeBa, Ha3uBaMO MX W TTO3UTHBHUM
uenuM OpojeBuMa wiu OpojeBUMa MO3UTUBHOT 3HaKa.bpoj Hyna HYje HU HeraTuBaH HU
o3uTUBaH Opoj. Jlakie, HyJa U CBU NPUPOJHU OpOjeBU HUCY HETaTUBHHU LieJIu OpojeBH, na
MX Ha31MBaMO HEHEraTHUBHUM LieJIUM OpojeBUMa.

VY Be3u ca OBUM, CKYII LIETUX OpojeBa MOXKEMO MOJICTUTH Ha 3 Jiena: mpocTe OpojeBe,
CJIOKeHEe OpojeBe U OpojeBe KOjU HUCY HU MPOCTH HU CIIOKEHH.

Hepunuumja: 1) Ileo 6poj p je mpoct ako He npumnaga ckyny {-1, 0, 1} u gemuressu cy My
camo -1, 1, pu —p.

2) Lleo 6poj xoju je pazmmunt ox -1, 1 u 0, 1 HHje mpocCT, jecTe CIOKeH.

3) Bpojesu 0, 1 1 -1 HUCY HU TIPOCTH HHU CIIOXKCHH.

[Tpob6em nobujama MOTIyHE JIMCTE MPOCTUX OpOjeBa MamkbUX 011 JaTOT Opoja N 3a0KyIJbao
j€ MaXmky MareMaTrdapa BEKOBUMA. JejaH oCTyIak 3a yIBphrUBame MPOCTOTE AaToT Opoja
Y HaJIaXKEeHhEe CBUX MPOCTHX OpojeBa MamuX 011 JaTOT Opoja N a0 je CTaporpyKu
Marematudap EparocTeH.

Hajnakmym HauvH 12 ce OBaj HU3 HACTaBM je METOJ TO3HAT Kao EparocreHoBO cuTO
(pemrero): ako >kenMuMo aa HaheMo cBe IpocTte OpojeBe Mame oj N, mpBo Tpeba 1a
UCIIMILIEMO CBE MPHPOJHE OpojeBe o 2 0 N — 1 ¥ Ja pelnoM M3 CIUCKA eIMMHHHIIEMO
(mperpramo) cBe mapHe OpojeBe u3y3eB Opoja 2, 3aTUM cBe OpojeBe NeJbuBe ca 3, H3y3eB
camor Opoja 3, 3aTUM CIIMYHO ca 5, 7 UTI.CBE JI0 MOCIEIBEr MPUPOAHOT Opoja Mamer o
Vn. TlpumeTnMo Ja mocle eIMMUHAIMjE MapHUX OpojeBa HHje BUIIE MOTPEOHO TPAKHTHU
OpojeBe aesbuBe ca 4, 6, 8 uth. jep cy cBu TH O6pojeBu napHu. CIMYHO, MOCNE eITMMUHALIT]S
OpojeBa JeJbMBHMX ca 3 HHUje BHIIE MNOTPEOHO TpaXUTH OpojeBe AesbuBe ca 6, 9 wurh
Jaxie, na 6ucMo oJpeaniau mpocte OpojeBe Mame 0J1 N, KOPUCTUMO MpocTe OpojeBe Mame

onvn .

IIpumep : /la 6ucmo nomohy EpaTtocTeHoBOr cuta oApeuim cBe npocte OpojeBe Mame 01
100, Tpeba peaoM 1a eMUMUHHIIIEMO CBE OpojeBe JIeJbUBE ca 2,

3, 5u7(/1o6 10 a 7 je majsehm mpoct Opoj mamu of 10).
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Ha Taj Hauun mobujamo 2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37, 41, 43, 47, 53, 59, 61,
67,71, 73,79, 83, 89, 97, ykymuHo 25 npocTtux 6pojeBa mamux o1 100. EpatocreHoB
QITOPUTAM je Y TOM CIIy4a]y MpUKa3aH Ha CIUIH.

EparocrenoBo curo

Huje Temko 3akJbydWTH J1a, MM CMO HAIIIH MPBHU IIPOCT Gpoj Koju mpenasu Vn |

OCTaJIM Cy HaM HENpeIpTaHu caMo IIpoctu OpojeBr. OBO TBpIUMO Ha OCHOBY clieqiche
Teopeme:

Teopema:

Ieo 6poj n > 0 je cOXKEH aKo ¥ caMO aKO je JACJBUB MPOCTUM OpojeM p, TAKBUM Jia je
p<+vn.

Jloka3:

( &) Axo je n nespuB IpocTHM GpojeM p < Vn,
OHJIa J€ N OYMIJICIHO CI0XEH Opoj.

(=) Ako je p HajMamU IPOCT JICTUTEIb CIOKEHOT Opoja n, Tana je n= pk, 3a HeKH 1o
6poj k, u ipu Tome je k > p. Tagaje n >p * p, ogHOCHO p </n.

3aKoH KOHTpano3uiuje Ham omoryhaBa Ja mpeTxoIHO TBpheme popmymuieMo 1 Ha
cienehy HauuH:

Iocaennna:

ITeo 6poj n > 1 je MPOCT aKo M caMo aKo HHje AeJBUB IPOCTHM 6pojeM p <+v/n



2.1. OCHOBHA TEOPEMA APUTMETHUKE

VY oBOM 0JIeJbKY J0Ka3alieMo Jla ce CBaku MO3UTUBAH 11€0 OpPOj MOXKE TPEACTABUTH Y
00JMKY TTPOU3BO/Ia MIPOCTUX (PAKTOPA U 1A je TAKBO MPEACTABIbAE JeIUHCTBEHO JI0 HA
nopenak (akropa.

Teopema :
Axo je n ieo 6poj Behu o1 1, oH/Ia je n TPOU3BOI IPOCTUX (PaKTOpa.
Jloka3:

Axo je n mpoct 0poj, TBphewe ouurieqHo Baxu. lIperrnocraBumo 1a TBpheme Baxku 3a
CBaKH CII0eH Opoj Mamu o1 n. AKO je n ClIokeH 0poj, Taja MocToju 1eo O0poj d Takas 1ma
jel<d<nud | n. O3HauMMoO ca m HajMamH TakaB Opoj. bpoj m He Moke OWUTH CIIOXKeEH,
jep Ou y ToM citydajy mocrojao 1eo 0poj k takaB maje 1 < k <m

nk | m, ITO NOBJauu 1a k | n. To je, MehyTuM, y KOHTpaJUKIMjU ca MPETIOCTABKOM Ja
je m Hajmamu 1eo Opoj Behum ox 1 koju je memmresb on n. [akme, m je mpoct Opoj.
Ob6enexxumo ta cap,. Cinemu ma je n =png, rae je 1 <n,; <n. Ilo npernocrasim
WHIYKIM]e, Opoj n4, Ce MOXKE MPEICTABUTH y OOJIMKY MPOM3BOA MPOCTUX (DaKTOpa; mpeMa
TOME, MOXE U .

I'pymumyhu jenmnake npocre dakTope Opoja n, 3aKJbydyjeMo Ja ce CBakH 1eo 0poj Behu
o1 1 Moke MpencTaBUTH y 00JIUKY

pi

S
Il
e

raejep; <p, < <pyua; >0,3ai =1,2,..k. 3a TakBO NpeCTaBIbAkHE KAKEMO Ja j&
KaHOHCKH 00K Opoja n . M3 mpakTUuHUX pasiora, Mmehytum, Mu y3umamo 1a je «; = 0,
jep oHma OwiI0 KOju TpocT Opoj Moke QopManHO Ja QGUTYpHIIE Y KaHOHCKOM
MpeACTaBbakby HEKOT Opoja.
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Teopema:

Caaku 11e0 0poj Behu o1 1 ©Ma jeTMHCTBEH KAaHOHCKH 0OJTHK
Jlokas:

KaHoHCKO npe/icTaBIbambe MOCTOjH HAa OCHOBY IPETXO/IHE TEOpEMe.

Kanoncku o6k mpoctor 6poja je, OuurieaHo, jenuHcTBeH. [IpeTmocTaBuMo 1a mocroju
MO3UTHUBAH cJI0XeH Opoj Behu o 1 koju ce MoXke Ha JjBa pa3IMunTa HAYMHA TIPEICTABUTH
y KaHOHCKOM 001uKy. Heka je n HajMamu TakaB Opoj, ca MpeIcTaBibambuMa

n=piP2 --Pr = 9192 - qm-

He nocroju mpoct 6poj p Koju ce mojaBibyje y 00€ KaHOHCKE perpe3eHTAaIlH]e

n

Opoja n, jep 6u y ToM ciydajy u Opoj n = o
KOJU j€ MamkH OJ1 N UMAo JBE PA3IUINTE KAHOHCKE PETPE3CHTAIIH]E IITO j& Y
KOHTpPaJMKIIMjU ca MPETIOCTABKOM O MUHUMAJIHOCTH Opoja n.
MoeMo aa mpeTrnocTaBuMO Jaje

PL1=P2="Pod1=q2="qn

3a mpocte (hakTope p; U g, BAXH Ja Je P; # (1, 1a MOXKEMO y3eTH 11a je p; < q;. Heka
jeN =p.qy ...qm- Kakop; |N u py | n, clemu aa pq | (n—N), rmeje

n—N =(q;—P1)qz.- @m > 1. Ciequ ma ce 6poj n — N Moke Hanwcatd y 0OJIHKY

n—N = p,t; ...ty, TO€ Cy t; pocTu OpojeBu, 3ai = 1,2, ... h.

C nmpyre crtpane, ako je q; —p:>1, oHzma ce g, — p; MOXKe HamMcaTd Kao IPOU3BOJ
npocTux GakTopa, perumMo q; — P = 1415 ... Ts, I1a Jo0UjaMo, Ha JAPYrd Ha4uH, O6poj n — N
y 00JIMKY TIPOU3BO/Ia POCTHX (haKTOopa:

n—N=n71y..7q ... m.
OgBa nocneama Gakropusannja He caapku Ipoct daktop p;. Haume, 3Hamo na je

p1 # q;,l = 1,2,..m; ¢ gpyre ctpane p; # 15, 3a j=1,2,..s, jep p; HMje AenuUTEIb
o1 g — p1. Jaxne, 6poj n — N uma nBe paznuuute (pakTopusaimje, jep caMmo jeHa oJ BbUX
caapxu npoct dakrop p,. To Baxku u y cinyyajy kanje q; —p; = 1.

Mehytum, 1 <n —N <n, mro je y KOHTPAIUKIMjH Ca NPETIIOCTABKOM O MUHHMAIHOCTH
Opoja n. Jlakie, He moctoju 1eo Opoj Behum ox 1, xkoju ce MoOke Ha JBa HauyMHA
MPEJCTaBUTH Y KAHOHCKOM OOJTUKY. m
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2.2. IMIPOCTHU U CJIO)KEHHU BPOJEBHU Y OCHOBHOJ
KOJIA

Ca 1ojMOM MpOCTOT U CIOXKEHOT Opoja YYeHHUIM ce NMpBU MyT cycpehy y OCHOBHOj HIKOJIH.
VY HacTaBKy JaT je MpeJIor — KaKo YYCHHKE Ha pPEJOBHOj HACTABH YBECTH y CBET OBHX
OpojeBa, Kao U M300p PEIICHUX 3a/1aTaka 3a JJOJIaTHY HACTaRY.

[MPEJIOI" 3A PEJOBHY HACTABY

[Tpocre OpojeBe MOKEMO yBeCTH Kao OpojeBe KOjH MMajy Ta4HO JIBA JICIHOIIA, a CIIOKEHE
OpojeBe kao OpojeBe KOJU UMajy BUIIE OJT Ba JACJIUOIIA.

Hedpununmja: [Ipoctu 6pojeBu cy OHM IPUPOIHHN OPOJEBU KOjU MMajy Ta4HO JIBA JIeTHOIIA
— JIEJbUBU Cy caMo ca caMuM coOoMm H ca 1. Crnoxxenu OpojeBu cy MpUPOAHHU OpOjeBU KOjU
MMajy BUIIE 011 Ba fenuona. bpoj 1 HUje HU MPOCT HU CIIOKEH.

IIpumep: bpoj 13 je mpocr, jep je aesbuB camo ca 13 u ca 1 (MnMa TayHO JBa AEIUOIA).
bpoj 15 je cnoxesn jep je nesbuB ca 15, 5, 3 u 1 (uma BuIle 011 1Ba JEIHOLIA).

3amaru 3a BexOy:

3anmarak 1. HaBeau cBe mpocte 6pojeBe Mame o1 30.

Pemewe: To cy 6pojesu 2, 3,5, 7, 11, 13,17, 19, 23, 29.

3anmarak 2. [lat je ckyn A = {7, 9, 20, 31, 47, 50, 56, 60, 71, 100, 121}.

Hammcaru enemente ckynoBa P u S ako je: P = {x | X € A u X je mpoct 0poj},
S={x | X € A ¥ X je cioxeH 0poj}.

Peweme: P = {7, 31,47, 71}, S = {9, 20, 50, 56, 60, 100, 121}.

Taxohe, BaxxHo je ucrahu na je Opoj 2 jenuHH mapaH MpocT Opoj jep Ta YMILCHHIA je
OCHOBA 32 PelIaBamke MHOTHUX 33/1aTaKa, HApOYUTO Ha JI0JIaTHO] HACTaBH.

HeunzocraBan neo yaca Ha koM ce oOpal)yjy mpocTu U ClIOkKeHH OpojeBH je U JepUHUCADE
y3ajaMHO mpocTux OpojeBa. Ilpm Tome yuenuima Tpeba ykazaTh Ha pasziMKy usmely
MPOCTHX U y3ajaMHO MTPOCTUX OpojeBa (J1a ABa cioxkeHa 6poja Mory OMTH y3ajaMHO IPOCTa).
O0aBe3HO HABOJUTH MPUMEPE jep YUEHHIM TO MHOTO JaKIle youe Kpo3 MpUMepe.
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2.3. HAJBERU 3AJEJHUYKHN AEJIUJAILL
HMepunnumja: Hajpehu 3ajeqamuku nenunar 6pojeBa a U b jecre Hajehu npupogan 6poj
Koju nenu 1 0poj a u 6poj b. Hajsehu 3ajennnuxu nenwtan 6pojeBa a M b o3HagaBamo ca

H3/1(a, b).
Hajsehu 3ajeqanuku nenwviarn OpojeBa a U b jecte Hajehu enement ckyna D, N Dy,

Axo a | bwa+#b,onnaje D, € Dy,naje D, N D, = D, . Tana je najpehu 3ajeqauuku

nennal] OpojeBa a U b 3ampaBo Hajsehu enemenT ckyna D, Tj. 6poj a.
Axo a | b, ouna je H3/I(a, b) = a.

Hajsehu 3ajennunuku nenwar nBa Opoja HajjeTHOCTABHUjE Hajla3uMMo Ha cienehu
HAa4yMH: JlaTa JiBa WM BuUIIe Opoja HaAMMIIEMO jelaH A0 APYror, Mopen HbHX
MOBYYEMO YCIIPaBHY IPTy M TPAKHUMO PEIOM 3ajeTHHUKE JENHOoIle TUX OpojeBa.
[TocTynak ce 3aBpiiaBa KajJ y UCTOM peny Oyny y3ajamHo npoctu OpojeBu. Hajsehu
3ajeTHUYKH JeTIIal] jeJHaK je€ TMPOW3BOAY MPOCTHX YWHWIIANA ca JECHE CTpaHe

pTe.
Mpumep: Onpenu H3/1(72, 90)

Pememe:

7290] 2
36,45| 3
12,15| 3

45
H3/1(72, 90)=2-3-3=18

Mpumep: Onpenu H3/1(210, 315,630)

Pememe:

210,315,630| 3
70,105,210| 5
1421427

23,6 H3/1(210, 315, 630) = 3-5:7 = 105
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24. Y3AJAMHO IPOCTHU BPOJEBH

Hepunnumja: bpojeBu Koju Hemajy 3ajeTHUYKE MPOCTE JEIMOIC HA3MBA]y C€ y3ajaMHO
npoctu OpjeBu. Hajsehu 3ajequuuku nenunan y3ajaMHo mpoctux O6pojesa jecre 1.

IIpumep: Y3ajamuo mpoctu OpojeBu cy 3 u 5, 20 u 21 ura. bpojeBu 3 u 5 cy mpoctu
OpojeBu, a yjenHo u y3ajamHo npoctu jep je H3/1(3, 5) = 1. Amu, 6pojeBu 20 u 21 uucy
MIPOCTH, aJTH jeCy y3ajaMHO TIPOCTH.

3anaru 3a BexOy:

3anmarak 3. Hahu cBe a) mpocte 0) citoskeHe OpojeBe Koju ¢y jaenuoiu opoja 210.

Pememwe: a) 2, 3,5,7 0) 6, 10, 14, 15, 21, 30, 35, 42, 70, 105, 210.

3anarak 4. Hahu aBa cioxxena tpouudpena 6poja Koju Cy y3ajaMHO TIPOCTH.

Pememe: 104 u 105.

3anatak 5. Hahu mo jeman mpocT M jedaH cliokeH Opoj, TakBe Ja Cy: a) HBUXOB 30Up U
pasiKa mpocTH OpojeBH; 0) BHUXOB 30Mp U pa3inuKa CJI0KEHH OpOjeBH.

Pemerse: a) 23 1 6 (23 + 6 = 29, 23 — 6=17) 6)31 u 4 (31+4=35,31-4
=27)

2.5. EYKIINJOB AJITOPUTAM

Eyknuno anropurtam je epukacan HauuH 3a ojapehuBame HajBeher 3aje THUUYKOT Jenrona
IBa TpupoaHa Opoja, KOju HE 3axTeBa HUXOBY NPEeTXOoAHY ¢akrtopusanujy. To je
HajCTapuju HETPUBHU]jATHU AITOPUTaM KOjH je TIPEKHUBEo 10 AaHac. [IpBu myT ce y mucaHom
o0nuky nojaBibyje y Eykmuposum ,Enementuma (300.rox mpe HoBe epe) u 1o y VII
KEbU3H TJIC je MCKa3aH 3a MpHUpoJiHe OpojeBe U y X KHH3M TIIE je JaTa BeroBa npuMeHa Ha
nyxu. Mako ce Hamasu y EyximmoBum ,EnemeHTHMa® Bepyje ce Ja alropuraMm HHje
EroBo Jieno, Beh aa je 6uo mo3nar Buie of 200 roauHa panuje. AIropuram je 3aCHOBaH
Ha YUILCHUIM Ja ce HajBehu 3ajeHUYKHU Aenuiall 1Ba mpupojaHa Opoja Hehe mpoMeHUTH
ako ce o Beher ojay3Me MamH Ia ce 3aTHM NOcMaTpa HajBehW 3ajelHUYKH JeTriial
HOBOJZIOOMjeHOr Opoja M Mamer o] JBa NpeTxoJHo nocMmaTpaHa. [loHaBibajyhu Taj
MOCTYMaK, a Kako CKyN MpUpPOAHUX OpojeBa MMa HajMamU €IEMEHT, TO C€ alIropuTam
3aBplaBa y KOHAYHO MHOTO KOpaKa.

14



Teopema: Heka cy a, b, q v r uenu OpojeBu TakBu naje b > 0,0 <r < bwua = bq +r.
Tana je H3(a, b) = H3A(b,1).

Teopema: (Eykiaugos ajaropuram):

Heka cy a, b > 0 menu 6pojeBu. [IpermocTaBuMo 1a je y3aCTOITHOM MPUMEHOM TeOpeMe O
JICJbCHY Ca OCTATKOM JIOOWjeH HU3 jeTHAKOCTH:

a=bqg,+nr, 0<r <b,
b =T1q2+ Ty, 0 <T2 <T1,

T‘1 = T'ZQ3+ T3, 0<T'3<T'2,

Tj—2 = 1j-14; T 75 0<75 <7y,
Tji—1 = Tjqj+1-

Tana je H3/I(a, b) jenHak r;, Tj. MOCIEIHEM OCTATKy PA3IMIATOM O HYJIE.
IIpumep: Ilpumenom Eyknunosor anroputma oapeau H31(196, 154)
Pememe:

196 =154 -1+ 42

154 =42-3 + 28

42 =28 -1+ 14

28=14-2

Jlo6wmu cmo 1a je H3/1(196, 154) = 14.
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2.6. HAJMAIBU 3AJETJHUYKU CAJIPKAJIALL

Hepunnumja: HajMamu 3ajeHUYKU caapkanal OpojeBa a U b jecTe HajMamH MPUPOIAH
0poj xoju je nespuB U OpojeM a u Opojem b. Hajmamu 3ajefHHUKH caapikajaln OpojeBa
a u b oznauaBamo ca H3C(a, b).

Hajmamu 3ajeqHIYKH caprkanall OpojeBa a U b jecTe HajMamu eJIeMEHT ckyna S, N S,.
Axo a| b, onma je H3C(a, b) = b.

Hajmamu 3ajeqauuku canpkaniai jBa Opoja HajjeIHOCTaBHH]e Hajla3uMo Ha crueachu
Ha4yWH: JlaTa JBa WJIA BUIIE Opoja HAMUIIEMO jeJaH J0 JAPYror, Mopea HBHUX MOBYYEMO
YCOpaBHY LPTYy U TPAKHUMO PEIOM JAeNuolle cBakor oA Tux OpojeBa. I[locrymak ce
3aBpIIaBa Kaj y UCTOM peay Oyay camo jenuuuiie. Hajmamu 3ajeIHUUKH caaprkanar]
JeIlHaK je MPOM3BO/Iy MPOCTUX YMHMIIAIIA Ca JIECHE CTpaHe IpTe.

[Tpumep: Oapenutu H3C(18, 24)

Peeme:

18,24

912
9.6
9.3
a1

11 H3C(18,24)=2-2-2-3-3 =72

L L M P P

[Ipumep: Oapenutu H3C(15, 12, 20)

Pememe:

15,12,20
15,6,10
1535
51,5
111 H3C(15,12,20)=2-2-3-5 = 60

N W Py P

2.7. BE3A UBMEDBY H3/I-a U1 H3C-a
3a cBaka JBa npupoHa Opoja a u b Baxxu H3C(a, b) - H3/1(a,b) =a - b.

Ako cy a u b y3ajamHo tipoctu OpojeBw, Tj. ako je H3/I(a, b) = 1, ouna je H3C(a, b) =
a-b.

IMpumep: H3J1(84,90) = 6, H3C(84,90) = 1260
H371(84, 90) -H3C(84,90) = 6 - 1260 = 7560 1 84 - 90 = 7560.
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2.8. TPEMJIOT 3A TOJATHY HACTABY

[Ipoctu u ciokeHn OpojeBH Cy HEM30CTaBHA TeMa 3a JOJATHH PajJ y CBHM BHIINM
pazpemMa ocHOBHE 1iKoJie. Cienu n300p pelIeHnx 3aaTaka Koju ce MOT'y KOPHUCTUTH Kao
npurpeMa 3a TakMudema. [Ipemiokenn 3agany wiycTpyjy HEKe O] CTaHAapAHUX Hieja 3a
pelnraBame MpoodiieMa y OCHOBHOIIKOJICKO] HACTABH MaTeMaTHKe.

3anmatak 6. OnpeauTH cBe MpocTe OpojeBe p 3a Koje cy u OpojeBu p + 3, p2 + 3,

3 4

p°~ +3wup’ + 3 takohe mpocru.

Pememwe: Paznukyjemo aBa ciydaja.

2

Axkojep=2oHmajep+3=5,p +3=7,p3+3=11,p4+3=19MCBecyTonpocm

OpojeBH Ma je 2 jeTHO pelIeHke.

Axko je p > 2, oHja je p HemapaH Opoj ma je p2 takohe Hemapan Opoj. Tana je p2+3 napax,
IITO 3HAYM U cJIoKeH. [lakie p = 2 je jeauHo pelene.

2

3amarak 7.Axo je p mpoct 0poj Behu o 3 nokazatu na je p~ — 1 nespuB ca 24.

Pemewe: C 063upom 1a je 1mo mpeTnocTaBiy p mpocT Opoj Behu ox 3, OH je U HemapaH, ma

je p2 —1=(p+ 1)(p—1) mpousBox nBa mapHa O6poja, KOju Cy U y3aCTOITHH IMTApHU OPOjeBH,
ma je jemaH o1 HHUX JeJbUB ca 2, a apyru ca 4. 3ato je muxoB mpoussox (p + 1)(p — 1)
JEJBUB ca &.

Takolhe, momTo je p mpoct 6poj OH CUTYpHO HHje nejbuB ca 3, ap — 1l up + 1 cy my
MIPETXOHUK U CIICAOCHHUK O] KOJUX je jeJlaH CUTYPHO JesbuB ca 3. IlomTo cMo moka3anu nia
je oBaj MPOM3BOJI JISJbUB U ca 8 M ca 3, CJIeaM Ja je OH JCJbUB M ca 24 W TUME je JT0Ka3
3aBpIICH.

3anatak 8. 3a koju mpoct O6poj p je u 6poj 8p2 + 1 Takohe mpoct?

Pememe: Paznukyjemo 3 cinydaja.

Ako je p=2Tanaje 8 - 2° + 1 = 33 a 0Bo je coxeH 6poj. Ao je p =3 ona je 8-3% + 1=73
mpoct 6poj.

Heka je canma p mpoct 6poj Behu o 3. On he taga 6utn obnuka p = 3k + 1 wm p= 3k — 1.

Cama je: 83k = 1)> + 1 = 72k% £ 48k + 9 a oBaj Opoj je cIOoXeH jep je nesbMB ca 3.

2

3axspyuyjemo aa je 8p“ + 1 mpoct O6poj jeanHo kana je p = 3.
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3. DPAKTOPU3ALINJA ITOJIMHOMA

3.1. IMOJAM 4 BPCTE NIOJIMHOMA

[MommaoMu cy anrebapcku w3pasw AoOujeHm momohy 3HakoBa OpojeBa, 3HaKOBa
NPOMEHJBMBHX U 3HAKOBA OTiepaluja cabupama, Oay3uMama U MHOXKema (+, -, ().

MoHOMH Cy TIOJMHOMH KoOje no0OujaMo o7 3HakoBa OpojeBa, 3HAKOBA MPOMEHJBUBUX H
3HaKa 3a MHOXEHE (°).

[pumep: Uspasu 7,x,y, 5x,9y2, x%y3,—10a°b?c? jecy MmoHOMH, JOK H3pa3u
x — 5,8x2 — 4y HUCY MOHOMHU.

bpojeBHa KOHCTaHTa y MOHOMY c€ Ha3uBa KoepHIMjeHT MoHOMa. (CBe MpPOMEHJbUBE
oapeheHor cTerneHa Koje yu4eCcTBYjy Y MOHOMY YMHE MPOMEHJBUBH JIe0. 30U HU3JI0KUIaIa
MIPOMEHJBUBHX KOje YYECTBY]Y Y MOHOMY Ha3WBaMO CTENEH TOT MOHOMa. AKO jeé MOHOM
KOHCTAaHTa, KaX€MO Jia j€ HEroB CTENEeH HyJa. 3a MOHOME KOjH C€ PaslIuKyjy caMo y
Koe(uuujeHTy (MMajy jeHaK IPOMEHJbUBH J€0) KaKEMO J1a Cy CIIMYHHU.

5 .
[Tpumep: 3x,§x,—10x Cy CIMYHM MOHOMM Ca  JEOJHOM  IIPOMEHJBUBOM,

3
7a*b?,—11a*b?, : a*h? cy cIMYHM MOHOMH ca JIB€ IPOMEHJBUBE.

Ako cy AuB nBa HecinmuHa MOHOMaA, OHJIa m3pa3 A + B HasuBamo OWMHOMOM, a 3a
MoHOoMe A 1 B kaxkemo 1a cy wiaHoBu OmHOMa A + B. 3a OMHOM ce Kake /a je TBOWIaHHU
MMOJIHHOM.

[Ipumep: Uzpazu: x + y,%a + b,4x + 5yz,10x3 — 7 cy GuHomHu, rne cy X,¥,Z a,b

IIPpOMCHJbUBC.

Axo cy A,B u C Tpu Hecnn4yHa MOHOMaA, oHAa u3pa3 A + B + C Ha3uBaMo TpUHOM, a 3a
MoHOMe A, B u C xaxxeMo J1a cy wiaHoBH TpuHoMa A + B + C. 3a TpuHOM ce Kaxe Ja je
TPOUWIAHH MOJIUHOM.

[pumep: Wspasu: x +y + 15,7 + 13x — 25x2,x — 3y + 4223, cy npumepu TpuHOMa,
r7ie Cy X, Y, Z IPOMEHJbHBE.

3a MoJIMHOME Ca BUIIIE Ol TPpH YjlaHa HEC HOCTOjI/I rnmocebaH Ha3HUB.

[TosMHOM MO MPOMEHJBMBOj X je u3pa3 P = ap,x™ + ap_(x™ 1 + -+ a;x + ay, npu
yemy je n € N,uay, aq, ... ,ap_1,a, € R. Axo je a, # 0 6poj n ce Ha3uBa CTENECHOM
MOJIMHOMA, KOeUIMjeHT a, je Hajcrapuju win Boaehu xoedunmjeHt, cabupak a,x™ je
HajcTapuju 4YjaH TOT MOJMHOMa MM BoaehM MOHOM, a caOupak ag ci000jaH 4YjaH TOT
noJimHoMa. AKo je a, = 1 NOJMHOM ce Ha3uBa MOHUYHHM MoJMHOM. [loanHoM je nuHeapan
ako jen = 1.
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[TosuHOM P 110 KOMIUIEKCHO] IPOMEHJBUBO] Z = X + iyje P(2) = a,z™ + a,_z" 1 +
vt ayz+ay =20 a,z", rae cy koepuuujentu a, € Cun € N U{0}. Enementu
an,z"™, a,_1z2"1, ..., a,2, a, cy WiaHOBY IoaMHOMA P.

3.2. OIIEPALHMJE CA TOJIMHOMUMA

3.2.1. CaGupame noJIMHOMA

30up CIMYHUX MOHOMA je ’bUMa CIIMYaH MOHOM YHjU je KOEPUIMJEHT jeHAK 301py
KoeduIjeHaTa 1aTuX MOHOMA WJIM HyJla ako je 30up KoeduijeHara JaTux MOHOMa HyJa.

30up cnmYHUX MOHOMA oJpelyjemo npuMeryjyhu 1ucTpuOyTHBHOCT Ollepalyje MHOXKEHha
npemMa cabupamy.

Ipumep: Onpeautu 30up cienehnx MoHOMA:
a) 5x + 8x
0) 8,3ab + 4,6ab
3,21, .2
B) L Xy“ +oXxy
Pememe:
a)5x +8x = (5+8)x =13x
0) 8,3ab + 4,6ab = (8,3 + 4,6)ab = 12,9ab
3ov2 4tz = (302 = (342 ) yv2 =502 = 11,02
B)4xy t XY= (4+ Z)xy - (4+4)xy == 14xy
[TpeTx01HO MPABUJIO BAXKH M Y CIydajeBUMa Kaja cabupaMo BHIIE CIMYHUX MOHOMA.

3a matu MoHoM P memy cynportan moHoMm je —P. Baxu na je P + (-P) = 0. Koedunujent
JIBa y3ajaMHO CYIPOTHAa MOHOMa CY y3ajaMHO CYIIPOTHU OpOjEBH.

Paznuka ngBa MoHOMa jez[HaKa je 36I/Ipy IpBOT MOHOMAa U MOHOMaA CyIIPOTHOT IPYI'OM.

Ipumep: Oxpeautu pa3inuKy MOHOMA:

5 3
2222
7 T
Pememe:
_Sv2_3 .2 (_5_3 2 (_15_3 2 __ 18 2_ _6,.2
4 R4 _( 7 21)xy _( 21 21)xy TR A

Hecnumyau MoHOMM Cce HE Mmory Ca6I/IpaTI/I.36I/Ip HCCINYHUX MOHOMA je IMOJIMHOM.

Kaxxemo na je monmnHoM y cpeh)eHOM 0OIMKY ako je 3amucaH y oO0nuky 30upa melhycoOHo
HECIIMYHUX MOHOMA.

Axo je moiauHOM y cpeheHoMm OOJHMKY, CTENeH TOr IMOJIMHOMA je jenHak Hajsehem on
CTereHa MOHOMA KOjU YHHE Ta] TOJIMHOM.
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Cabupame MOJIMHOMA BPIIMMO IPUMEHOM 3aKOHa KOMYTaTHMBHOCTH W acCOIUJaTUBHOCTHU
omepanyje cabupama, JOK je Tpe cabupama IMOroJHO TOJIMHOME Hamucatu y cpeheHom
00JHKYy.

30up aBa mosmHOMa ojnpehyjeMo Tako MmTO cabepeMo CIIMYHE MOHOME, a IMPeocTalie
MOHOME M3 00a MOJMHOMA MPEMUIIEMO, OBO IMPABHJIO BaXH M y Clly4ajeBUMa Kaja
cabupamo BHIIIE TIOJTUHOMA.

Ipumep: OnpeauTy 30Mp NOIMHOMA
M=x*4+3x—5uN=-7x*+1
Pememe:
M+N=(x?>+3x—5)+(-7x*>+1)
= x2 4 3x — 5 —7x% + 1 ocnobahame ox 3arpaza
= x? — 7x% + 3x + (—5) + 1 koMyTaTHBHOCT
= (x? = 7x?) + 3x + (=5 + 1) acoumjaTuBHOCT
= (1 -7)x?+ 3x + (—4) mucTpubyTHBHOCT
= —6x2+3x—4

3a gaty oJMHOM P BeMy cynpoTaH mojuHoM je —P. Baxu na je P + (—P) = 0. ITaposwu
oarosapajyhux xoedunujeHara (KoeQHIjeHTH CIMIHUX MOHOMA M3 OBA JIBa MOJWHOMA)
JIBa y3ajaMHO CYNpPOTHA MOJUTHHOMA Cy Mel)ycoOHO cynpoTHU OpojeBH.

Paznuka nBa monmHOMA jeHAaKa je 30Upy MPBOT MOJWHOMA U TTOJIMHOMA CYIPOTHOT
JIPYTOM.

Mpumep: Oapenutu pa3auKy MOJIMHOMA
P=3x°+x>—10x*—7x>+2uQ =4 x°—5x*+ 8x? —6x
P—Q=(0Cx%+x>—10x*—7x%2+2) — (4x°>—5x*+ 8x?% — 6x)
P—Q= 3x°+x>—10x*—7x?>+2—4x°+5x*— 8x? + 6x
P—Q =3x%—3x>—5x*—15x% + 6x + 2
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3.2.2. MHoOXkeme MOJUHOMA

[IpousBox aBa MoHOMa ojpehyjeMo mpumemyjyhn KOMYTaTMBHM W acOIMjaTUBHH 3aKOH OIEpaluje
MHOKEHa U CBOJCTBA CTEIICHA.

[Tpou3Bo 1 MOHOMA je MOHOM YHjH je KOS(hHUIIMjEHT jeIHAK IPOU3BOY KOoeHIlHjeHaTa, a TPOMEHIJbUBH
7Ie0 TIPOM3BOJY MPOMEHJPMBHUX JenoBa uuHMiIana.llpon3Boa mpowsBoJpHOT Opoja MOHOMA je HOBHU
MOHOM.

Ipumep: [lomuoxutH cienehe MmoHOMeE:

A =3x?% B =-5x3

Pememe:
A-B = 3x?-(-5x3)
A-B=3-(=5) x?-x3
A-B = —15x°

ITostTMHOM MHO’KHMMO MOHOMOM TaKO IIITO CBAKH YJIAH MOJIMHOMA ITOMHOKHMO MOHOMOM, IIa JIO6I/IjeHe
pour3Bo/Ie cabepemo.

Ipumep: ITomHOX)UTH IONTMHOM P MOHOMOM M axo je:
P = 2x3+ 4x? — 6x,M = 3x
Pememe:
P-M=(2x3+ 4x? — 6x) - 3x
P-M= 2x3-3x+ 4x?-3x — 6x - 3x 1MCTpPUOYTUBHOCT
P-M = 6x*+12x3 — 18x?

ITonnHOM MHOKHMO ITOJIMHOMOM TaKO IITO CBAKH WIaH jeI[HOF IIOJIMHOMA IIOMHO>XHUMO CBaKUM
WIAHOM APYTror MoJIMHOMA, I1a ,Z[O6HjeHe IIpOU3BOAC ca6epeMo.

Ipumep: TTOMHOKUTH IIOJMHOM R TIOJHHOMOM S aKo je:
R=x*>—-5x+4,8S= 2x3—7x—-3
Pememe:
R-S=((x?-5x+4)-(2x3—7x—13)
R-S=x?-(2x3—7x—-3)—5x-(2x3—=7x—-3)+4-(2x3—7x—3)
R-S =2x>—7x3—3x%? —10x* + 35x2 + 15x + 8x3 — 28x — 12 mucTpuOyTHBHOCT

R-S =2x>—10x* + x3 + 32x? — 13x — 12 cpehenn 061Uk nmonmMHOMa
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3.2.3. Ksaapat 6mHOMa
Uspas o6muka (A + B)?npencrassba kBaapar 36upa MoHoMa A u B.
Omnmrru ob6pa3sary 3a kBajapar 36upa (popmyia 3a kBajapaTt OuHOMA) je:
(A+B)?>= (A+B)-(A+B)=A"A+A-B+B-A+B-B= A*+2AB + B?

KBanpar OuHOMa jeiHAK je 30Mpy KBajpaTa MPBOT WIaHa, ABOCTPYKOT IMPOHU3BOJIA TIPBOT M IPYTOT
YJlaHa ¥ KBaJpara APYyror wiaHa Tor OMHOMA.

Uspas o6maka (A — B)%npencrassba KBagpar pasiuke MoHoMa A u B.
Omnmrtu oOpasarll 3a KBajpar pasiavke Koju heMo KOpUCTUTH je:
(A—-B)?>=(A-B)-(A—-B)=A-A—A-B—B-A+B-B= A?—2AB + B>
IIpumep: Onpenutu kBaaparte ciaeaehux GMHOMA:
a) (6x +y), 6) (3a—4b)
Pememe:
a) (bx +y)? = (6x)> +2-6x-y+y?=36x%+12xy + y?
6) (3a — 4b)?> = (3a)? —2-3a-4b + (4b)*> = 9a% — 24ab + 16b?

3.2.4. Pa3iuka KBajapara
U3spas obnuka A2 — B? npejcTasiba pasiiuKy KBajgpara MoHoma A u B.
MHoxemeM MmoTmHOMa T0O0ujaMo J1a 3a Omiio Koje MoHome Au B Baxwu:
(A—B)-(A+B) =A?+ AB— BA+ B%? = A> — B?
Pasnuka kBajpara aBa HECIIMYHA MOHOMA je/THAKA je MPOU3BOAY BBUXOBOT 30Mpa M BbBUXOBE Pa3IUKe, Tj.
A>—-B*=(A+B) - (A-B)
Ipumep: Pa3nuky kBajgpara HamuIM y 00JMKY TPOU3BOIA:
x?2—4
Pememe:
x2—4=(x-2)-(x+2)

Ipumep: [IpumeHoM pasirke KBajapara JaTH MPOU3BOJ] HAMUIIHN Y 00JIUKY cpeh)eHOT MmoJIMHOMa

(a—=5)-(a+5)
Pememe:

(a—5)-(a+5)=a?—-5%2=a%?-25
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1)
2)

3)

4)

3.3. PACTABJBAIHE IOJINMHOMA HA YHUHHUOLE

3a MOJIMHOM KOjH j€ MPEICTaBIbEH y OOJUKY MPOU3BOA IPYTUX MOJTUHOMA KaXKEMO JIa je pacTaBJbeH
(pa3noxeH Ha YUHHOIIE). PacTaBUTH MOJIMHOM Ha pocTe YnHUoIE ((PaKTope) 3HAUM HAMMUCATH T'a 'y
00JIMKY MPOU3BO/IA MPOCTHX MOJIMHOMA (TIOJIMHOMA KOjU C€ HE MOTY J1aJbe PACTaBUTH).

IIpumep:

MoHOM 2x3y?z =2 -x+Xx*X*y*y*Z]je pacTaB/beH Ha YUHHOLE 2, X, X, X, V, ¥, Z.

o6unom 3a + 9 ce mpuMeHOM TUCTPUOYTUBHOT 3ak0Ha 3a + 9 =3-a+3-3 = 3-(a + 3) pacrasspa

Ha yuHuone 3 u a + 3.

ounom 9x? — 16y% = (3x)? — (4y)? = (3x — 4y) - (3x + 4y) ce npuMeHOM HOPMYIIE 32 PAZITUKY
KBaJlpaTa pacTaBjba Ha ynHHOLE 3X — 4y u 3x + 4y.

tpuHOM a® + 8a + 16 = a? + 2+ a-4 + 4% = (a + 4)? ce npumenom popMyIie 3a KBaapaT OHHOMA
pacraBsba Ha ynHUOUE a + 4 u a + 4.

Axo 3a monuaom P = P; + P, + ...+ P, Baxu 1a ce cBaku oj cabupaka Py, P,, ..., B, n € N, moxe
Harucatu y oomuky P, = B, -C, P, =B, -C, ... ,PB, = B, - C, ipu uemy je C TIOJIMHOM, Taja ce
MPUMEHOM AUCTPUOYTHBHOT 3aKOHA, IIOJTUHOM P MOKe pacTaBUTH Ha YNHHUOIIE Ha clie/ichn HauYuH
P=(By+B,+ ..+B,)- Cwum P=C-(B; +B,+ .. +B,). 32 0Baj HAUWH Ka)XKeMO U Jia
M3BJIAYMMO 32jeTHUYKH YWHUIIAIl UCTIPE]T 3arpajie.

[Tpumep: IIpuMeHOM 3aKOHA IUCTPHOYTHBHOCTH PACTABY HA MPOCTE YMHHUOLE JATE MOJTHHOME:
a) 32z + 4z2
0) 7x%y3 — 28xy
Pememe:
a)32z+4z2=4z-8+4z-z=4z-(8+ z)
0) 7x%y3 —28xy=7x-x -y -y y—Tx -4y = Txy - (xy? — 4)

Merton rpynucama: AKO IOJTMHOM HEMa T3B. 33jeITHUUYKM MOHOM KOJU ce MOxe u3Byhu ucnpen
3arpajie, ajid Ta MO>KeMO JIOBECTH Ha OOJIMK y KOjeM ce MOoxe 3Byhu ucnpes 3arpajze HeKu OUHOM,
TPUHOM WJIH [IOJIMHOM, TPYIHCAkheM MOHOMA JIOJIA3UMO JI0 PElIeHa.

HpnMep: PactaBu Ha MpoCTC YMHUOLC JAAaTH MMOJIMHOM I'pYIIUCAKBLCM YJIaHOBA!

5x —5y—12x+ 12y

Pememe:

5x =5y —12x+ 12y = (5x = 5y) + (—12x + 12y) =5-(x —y) + 12(—x + y)
=5 (x—-y)-12x-y)=(x—-y)- (56-12) =7 - (x—y)

23



[TonmmHOM P KOMIUIEKCHOj POMEHIJBHBO] Z = X + iy je
n

P(z) = a,z"+ a,_1z" '+ .. ta;z+a, = z ay z*
k=0

e cy koedunujentu a; € Cun € N U {0}.

. n n-1
Enementn : a,z", a,_1z

, ., A1Z, Ay CY WIAHOBH MOJIMHOMA P.
Ako je Boaehu koeduumjent a,, # 0 tazga je moauHoM P n-tor crenena, 1j.st(P) = n.

Bbpoj 0 ce Ha3uBa HyIa MMOJIMHOM.

3.3.1. BE3YOBA TEOPEMA U XOPHEPOBA HLIEMA

be3yoB craB je jenHa oj anrebapckux TeopaMma Koja ACPUHUIIE JEJbUBOCT J[Ba TOJMHOMA TMpU
CHeIMjaTHOM CITy4yajy Kaja je Jenuialr o0iuka x — . YnoTpebbaBa ce 3a pacTaBJbamke MOJUHOMA HA
YUHUOIIC.

Teopema: (be3yos ctaB): Heka je nat monnaoM
P(x) = ap,x™+ -+ a,x? + a1x + a, (ag, a4, ay, ..., a, € R)
U nexa je nat momuuoMm Q(x) = x — @ (a € R), Tana monmurom P(x) npu nemery nomuaomMoM Q (x)
naje ocrarak P(a). Cnennjanno, ako je P(a) = 0, nomunom P(x)je nesbus nomuHomoM Q (x).
Joxkas: V onmreM ciy4ajy, JeJbeibe IBa MOJMHOMA MOXKEMO 3allMCaTH Kao:
P(x) =B(x) Q(x) +R,

rae je B(x) Heku MOJMHOM KOjH NPENCTaBJba KOJIMYHUK, a R ocTarak mpu aesbery nonuaoma P(x) ca
Q(x). 3amenom Q(x) = x — a ce nobwuja:

P(x) =B(x)(x —a) +R,
VY cnywajy x — a = 0, 1j. x = a nobuja ce:

P(a) =B(x)(a—a) + R,

oaHOCHO, P(x) = R, mrto je u TpeGajo JI0Ka3aTH.

XopHepoBa mema ( XOpHEpOB METOJ WU XOPHEPOBO MPABHUIIO) IMPEACTaBJba jeIHY O] HAaBEACHUX
CTBapH: ajropuram 3a H3payyHaBambe MOJMHOMA, KOjU C€ CacTOju U3 TpaHchopmaluje MOJUHOMA Y
0OJMK TOTOTHUJH 32 U3pauyHaBame, U METOJ 3a oApelhBame KopeHa MoJIMHOMA.

Heka je mar nonmHoM:
n
— i — n 2
p(x) = z a;xt =a,x™+ -+ a,x* + a;x + ay, (ay, aq, a,, ... ,a, € R),
i=0
a moTpeOHO je M3payyHaTH BPEAHOCT MOJIMHOMA 3a 0Jpel)eHy BpeHOCT NPOMEHJBMBE X, HA IPUMED X.
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Ja 6ucmo To mocturim, negunrucahemMo HU3 HOBUX KOHCTAHTH:
bn =y

bn—l =Aap-1 + bnxo

bo = ao + b1x0 .
Tana by uma Bpeanoct p(x,).

Kako 6ucmo rmokasanu Jia je 0BO Ta4HO, MPUMETHMO JIa CE€ TIOJTMHOM MOJKe 3arucaTi y cieachem
00JHKY:

p(x) = ay + x(a; + x(a; + ... +x(an_q +ayx)...))
Ha oBaj HauwH, 3amemyjyhu b; y peTxoHOM U3pasy, J00ujamMo:
p(xo) = Qg + Xo(a1 + XO(az + ...+ xO(an_1 + bnxo) ))

= ay + xo(ay + xo(az + .. + x9(bp_y) ..))

=ag + xo(by)
= bO

Mpumep: Oapenutu P(2) no XopHeposoj memu ako je P(z) = 2z5 — 3z%2 + 5z — 4
Pemewe: P(z) = 2z° — 322 +5z—4 = 225+ 0z* 4+ 023 -3z +5z—4

2[o]o| =

—4

5

“2‘4‘8‘13‘31‘55

Jakne, P(2) = 58.

Y omnmiteMm cnyqajy (1)aKTOpI/ICB.TI/I IMNOJIMHOM 3HAa4H 3aIlluCaTu ra 'y 06J'II/IKy IMpOMU3BO/Ja IMOJIMHOMA HUKET
CTCIICHA.

CBaku MOJIMHOM ca pCalHuUM KOC(bI/II_[I/IjCHTI/IMa cC Haje,Z[I/IHCTBeH Ha4YMH MOXC (i)aKTOpI/IcaTI/I y
IMPOU3BO/J ITOJIMHOMA ITPBOT" U IIOJIMHOMA APYroT CTCIICHA I[IPU UCMY CY IMOJIMHOMHU APYr'oT CTCIICHA Ca
AUCKPUMHWHAHTOM MAkbOM O[] HYJIC.
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3.3.2. EYK/INIOB AJITOPUTAM 3A OAPEBUBAIGE H3/1

3a 6miio Koja Ba HE Hy/a mosimHOMa P u Q mocToju kuxoB Hajsehu 3ajeqHUYKY Aenuian, oapeheH ca
TavyHOIINY /10 jeZIHe MYATHIINKATUBHE KOHCTAHTE.

Kox Eykmunosor anroputma 3a oapehusame H3/[ Hajupe nonennmo nonuHoM P ionuHOMOM @, a
3aTUM CBE JIOK OCTaTaK HHje HyJa ASTUMO AeHall ca ocTaTkoM. [lociieamy He Hyla OCTaTak jeHaK
je H3JI(P, Q). Tako nobujamo cienehn HU3 jeqHaunHa y Kojuma cy penom Q, Ry, R,, ..., R, nenvory, a
penom R4, R,, ...,0 ocramm.

P(z) = Q(2) - 01(2) + Ry(2)

Q(z) = R1(2)* Q2(2) + Rz(2)
Ri(2) = Ry(2)- Q3(2) + R3(2)
Ri—3(2) = Rg—2(2) * Qx-1(2) + Rx—1(2)
Ry—2(2) = Ri_1(2) - Qi (2) + Ry (2)
Ri-1(2) = Ri(2) - Qp41 + 0
NEJbEHUK WALl KOJMYHUK OCTaTaK

Ry (z) = H3[1(P(2), Q(2)).
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4. ONIITA AJITEBAPCKA TEOPUJA ®AKTOPU3AILINJE

VY anrebpu, Teopuja TPCTEHA jeé  W3y4YaBame MPCTEHOBA — alNre0apCKUX CTPYKTypay Kojuma cy
cabupame 1 MHOXEHE JNeUHUCAHU M MMajy CIIMYHA CBOJCTBA Ca TUM OIllepandjamMa JeGHUHUCAHUM
3a mesne OpojeBe. Teopuja MPCTeHA U3y4aBa CTPYKTYpE MPCTEHA, lUXOBE PeIpe3eHTAIH]e, CIICIHjaTHe
KJlace TpcTeHa (Tpymne IMPCTEHa, IeJhermhe MPCTEHA, YHUBEp3alHe OKpyxkyjyhe amnreOpe), ka0 M HU3
CBOJCTaBa 3a KOja je JI0Ka3aHo Ja Cy O]l MHTepeca YHyTap caMe TeOpHje U 3a IeHE NMPUMEHE.

KomyTraTuBHE NIPCTEHOBH Cy MHOTO 00Jb€ M3YyYEHH OJ] OHHUX KOJU HHUCY KOMYTaTHBHH. Anredapcka
reoMeTpuja u anredapcka Teopuja OpojeBa, Koje Ipykajy MHOTe MPUPOJHE MPUMEPE KOMYTATUBHUX
MPCTEHOBA, MOKPEHYIH cy Behu 1eo pa3Boja KOMyTaTUBHE TEOPHje MPCTEHA, KOja je calxa TMoJ
MMEHOM KOMYTaTHUBHE aireOpe, jeIHO O] TJIaBHUX MOJpydja MojepHe MaTematuke. byayhu na cy oBa
TpU ToJba (anredapcka reoMeTpuja, anredapcka Teopuja OpojeBa W KOMyTaTHBHa anredpa) TOJUKO
OMCKO TMOBE3aHa, OOMYHO je TEeIKO M OEeCMHUCIIEHO Ja ce pa3BpcTaBa KOjeM MOJby IpHMaaa JaTu
pesynrar. Ha mpumep, Teopema XunbepToBux Hyna je GyHAaMEHTAIHA 3a anrebapcKy reoMeTpHjy, a
HaBe/IeHA je W JI0Ka3aHa y CMHUCIy KoMyTaTuBHe anreOpe. CimdHO ToMme, mocienma Depmaosa
TeopeMa je HaBeJIeHa y BUJY €JIeMEHTapHEe apuTMETHKE, KOja je 160 KOMyTaTHBHE aireOpe, ajli HheH
JI0Ka3 YKJbYyUyje TyOOKe pe3yaTaTe u3 anredapcke Teopuje OpojeBa u anredbapcke reoMmeTpuje.

HexomyTaTuBHM TPCTEHOBHW MMajy y 3HATHO] MEpPH pPa3duduT NMpodui, T€ Ce CTOora MOTYy jaBUTH
HeoOMYHMje TojaBe. Maja ce Ta TeopHja yriIaBHOM CaMOCTaJIHO pa3BHJIa, TIOCTOJU HOBHUJU TPEHI KOjU
TeXH yrnopehuBamy ca KOMYTaTHBHMM pa3BojeM TpahemeM Teopuje HM3BECHHX  Kiaca
HEKOMYHHKATHBHUX MPCTEHOBA HA TEOMETPUJCKM HA4YMH, Kao Ja Cy TO NPCTEHOBU (yHKIMja HA
(menocrojehum) 'HekoMyTaTMBHUM Tipoctopuma’. OBaj TpeHa je 3amodyeo TokoM 1980-ux ca
pa3BojeM HEKOMYTaTHBHE TeOMeTpHuje U oOTKpuheM kBaHTHUX rpymna.To je moBemo g0 Oosber
pa3syMeBama HEKOMYHUKATHBHHX MPCTEHOBA, MOCEOHO HEKOMYTAaTOPHUX HeTepoBUX MPCTEHOBA.

[IpcTen ce Ha3uBa KOMYTaTUBHHM aKO j€ HHErOBa MYNITHIUIMKalMja KOMyTaTuBHA. KomyratuBHH
npcrenu mnojcehajy Ha mo3HaTte OpojeBHE cHCTEMEe, W pa3iuuuTe AepUHHIIMje KOMYTaTHUBHHX
MPCTEHOBA Cy au3ajHupaHe na ¢opMmanu3yjy CBOjCTBa Henux OpojeBa. KomyTaTMBHU NpCTEHOBHU
Takohe Cy BaXKHHU y anredapckoj reoMeTpuju. Y TEOpHju KOMYTaTUBHHUX MPCTEHa OpOjeBU CE€ 4ecTO
3aMemYyjy uaeaauMa, a AeUHHIHMja MPOCTOT HJeaja HAaCTOju Ja OOyXBaTH CYLITHHY MPOCTHUX
OpojeBa. MlHTerpamHu JOMEHH, HETPUBHUjaIHM KOMYTaTUBHH NPCTCHOBH Y KOjUMa [Ba HEHYJITa
eJIEeMEHTa He MOTY MHOXEHEM Jla J1ajy HyIly, TeHepaJIu3upajy joll jeIHO CBOJCTBO LEIMX OpojeBa M
clly’ke Kao oAroBapajyha obiact 3a npoy4aBame AeJbUBOCTH. [ JIaBHU MJI€alTHU IOMEHU CY MHTETPaHU
JIOMEHH Y KOjUMa CBaKU Ujeanl MOXXe OMTH reHepHUCaH jeTHUM €JIEMEHTOM, jOIII jJeJHUM CBOjCTBOM Koje
je 3ajeqHUuKo ca 1enuMm OpojeBHMa. EyKIHIICKM TOMEHU Cy MHTErpalHM JIOMEHU Yy KOjUMa CE€ MOXKe
CIPOBECTHU CYKJIUJICKH aJITOpUTaM. BaxkHM nmpuMepu KOMyTaTUBHHUX IPCTEHOBA MOTY C€ KOHCTPYHpaTH
Kao0 MPCTEHOBH MOJUHOMA U lUXOBHU (PAKTOPCKU NPCTEHOBH.
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4.1. TEOPUJA IPCTEHA

[Ipcrenu cy anrebapcke CTPYKType ca KOjuMa ce YUCHHIIH MPBO cpehy y CBOM MareMaTHYKOM
oOpa3oBamy.

Hepununuja: Anredapcka crpykrypa R = (R, +, -) ca GuHapHAM omeparjama + | * je pCTeH aKKo
Cy HCIyr-eHH crenehin yenoBu:

(R, +) je AGenosa rpyna

(R, -) je nonyrpymna(cemurpyma)
omnepalyja - je ¥ JIEBO U JIECHO JUCTPUOYTHBHA C 00O3UPOM Ha OTepalnjy +, Tj. BaXKu 3a CBaKO
a,b,c € R:

a-(b+c)=a-b+a-c, (b+c)ra=b-a+c-a.
[Ipcren R je komyratusan akko je (R, *) je KOMyTaTHBHA MOJIyrPyIIa.

Heyrpannu wim nHyna enement rpyne (R,+) obGenexasa ce ca 0, ogHocHO Og ako >KeluMo Ja
HarJlacuMo Jia je y nuramy Hysa npcreHa R. [IpcTen unju joMeH caap)ku caMo HyJly Ha3uBa ce Hyla
npcreH. VIHBep3HU eleMeHT efleMeHTa a 003UpoM Ha cabupame obenexaBamo ca — d.

JMedpununmja: Henymna enemeHT e npcreHa R je neBu jeTMHUYHM €IEMEHT aKKO J€ € - 7 = T 3a CBaKO T
u3 R.

JMedpununmja: Henyna enemeHT e npcreHa R je JecHU jeIMHUYHM €JIEMEHT aKKO je 7' - € = T 3a CBaKo
T u3 R.

Axko mipcteH R uma (71eBH, JECHHM) JEAMHUYHH €JIEMEHT € Ka)KeMO Ja €JIEMEHT a uMa JICBH (ICCHH)
WHBEP3HU €JIEMEHT C 003UPOM Ha @ aKKO MOCTOjU €JIEMEHT b TakaB Ja je

b-a=e(a-b=e).

Henyna enemenT a npcrena R je neBu (AecHM) aenuTesb HyJe aKKO IMOCTOJU HEHYJIA €JIEMEHT b TakaB
najea*b=0(b- a=0). EneMenr a je neaurelb HyjJ€ akKO je ¥ JIEBM M JECHHU IEIUTEL HYIIE.
Enement aje neBu ( ACCHM) JAeNUTE]b €IIEMEHTa b aKKO IIOCTOjH €JIEMEHT C TakaB Ja je
ac = b (ca = b). Enement a je nenuresb eneMeHTa b akko je 1 JICBH U JIECHHU JICNIUTESh eeMeHTa b.

KomyraTuBaH npcTeH ca jeAuHUIIOM 1 0e3 JeTnTesba Hylle 30BE CE MHTETPAIHH .
EneMeHT a je HUINOTEHTaH aKKo je a® = 0 3a Heku MO3UTUBAH NpupoaaH 6poj k.

Axo IIPpCTCH NUMa 6apeM jez[aH JCBU U ACCHU jeI[I/IHI/I‘IHI/I CJICMCHT OHJAa CY TH CJICMCHTHU jeI[HaKI/I u TO je
je,[[I/IHI/I‘IHI/I CJICMCHT IIPCTCHA.

IIpcTeH Moke UMaTH HajBUIIIE je[]aH JeAMHUYHHU EJIEMEHT.

Axo IMpCTCH NMa je,I[I/IHI/II_Iy M aKo €JIEMEHT a MMa U JICBU U OCCHU MHBEP3HU CICMCHT, OHJa CY THU

CICMCHTHU jeI[HaKI/I u TO je WHBEP3HU €JIEMEHT €JIEMCHTA A, Y O3HAIlA a‘l.

VYkonuko npcreH R uMma jeIMHUYHN eIeMeHT, Taj ce Y OIIITOj Mpuyu obenexaa ca 1 uimm ca 1, a3a R

KaXXEMO Ja je MpCTCH Ca jCI[I/IHI/II_IOM. Kako eP3I/ICTeHL[I/Ija jeI[I/IHI/I‘{HOF CJIICMCHTAa HI/Ije caCTaBHHU €O
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neunuje mpcreHa, To hemMo yBeK HarjacMTH Kaja HEKM NpcTeH uma jeaunHuily. [Ipcren ca
jeauHuIIOM uMa 6ap JBa ejaeMeHTa. Y IpcTeHy ca jequauioM je a’ = 1 3a cBaku HeHyJa eJIEeMEHT d.

3a eleMeHT KOji MMa MHBEP3HU KaXKEeMO M Ja je MHBEep3UOnIaH mim uHBepTHOmIan. CKyn CBHX
WHBEP3UOWIHUX elleMeHara npcrena R obenexxaBamo ca R*.

42. PAKTOPHU3ALNIA Y KITACHYHUM JOMEHUMA

Axo ce He Haryacu Jpyraunje JoMeH A Ounhe KoMyTaTUBaH MPCTEH ca jJeMHUIIOM 0e3 JAeTUuTesha HYIIC.
WNuBepTubunne enemente nomena A o3nadaBahemo ca A*.

HMepunnumja: Enementn a, b nomena A cy aconupanu ako 3u € A* tako 1a je a = ub.
HNedununmja: Mnean P nomeHa A je mpocT ako je

P+ Auabe P > (a€ePVbe P).
ExBuBanentHo je pehu na je pakrop npcren A / P 1omeH.

Kaxo je y nomeny Hyma uzien yBek mpocT, IPOCTe Ueaine pa3inuyuTe o1 Hylie 38aheMo mpaBuM
MPOCTUM HJIeaTuMa.

Medpununmja: Nnean M nomena A je MakcuMasaH ako je
M+AuMCICA=>U=MVI=A).
ExBuBanentHo je pehu naje paxrop npcren A / M mnosbe.
Jepunnumja: 3a enement p # 0 qoMeHa A ka)xeMo Jia je aTOM I J1a je UpeAYLUOUIaH aKo
pé€A'up=ab=> a€A*VDbEA"
JMepunnumja: 3a enement p # 0 goMeHa A kaxemo Ja je IpocT aKo:
pEA*Hp|ab:>p|aV plb.
Teopema: IIpocra akTopuzaimja ereMeHara JoMeHa j€ yBEK jeTHO3HAYHA.

Joxka3: Heka je A nomeH 1 a € A eeMeHT KOju UMa JIBE MPOoCTe pakTopHu3aImje

a= Ppib2 - Pn = Q192 --qm

rje ¢y p;, q; npoct. U3 ropme jeIHakoCTH UMaMo Ja P, | q192 --qm- Kako je p; mpocr, onna

P1 | q1V ... VD1 | qm- He ymamyjyhu onmmroct nokasa npernocrasuhemo aa p; | q;. Kako cy p; ¥ q4
MIPOCTH, 1A JaKJIe U aTOMU, OHJIA j€ P, aCOLMPaH ca g4, Tj. ; = Up;3a HeKo U € A*. Ha taj ropmy
(bakTopu3aIjy MOKEMO CKpaTUTH ca Py, U 100HjaMo

pz e pn = uqz ...qm.

Jlasbe, MHIYKLIKjOM J0OMjaMo J1a je 1 = m U p; je acCOLUpaH ca q;, Tj. (hakTopu3aiyja je jeTHo3HayHa.
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Hepunnumja: Hekacy a,b € A,a,b # 0. Enement d € A je Hajehu 3ajeTHUYKH IEITUTEIb
eneMenara a v b, y osnaim d = nzd|a, b], ako Baxu:

1) d|a d|b
2) d|a d|b=>d|d

HMepunnumja: Heka cy a,b € A. EnemMenT m € A je HajMamH 3ajeTHUYKU Cajip Kalial] eJieMeHaTa
au b,y o3nauu m = nzs|a, b], ako Baxu:

1)a|m,b|m
2) a|m’,b|m’ $m|m’.

3a map enemenara a, b € A, Hajsehu 3ajeJHHYKH JEUTEIh, OTHOCHO, HAjMAbU 33jeTHUYKH CaJIpsKajall
HE MOpajy MOCTOjaTH, a aKo MOCTOje He MOopajy OuTHu jeauHcTBeHu. OHM Cy oJipel)eHn jeTHO3HAYHO 10
Ha MHOYKEH-€ MHBEPTUOMIHUM (HaKTOPOM. 3a eIeMEHTE @, b KaKeMO J1a Cy KOIPOCTH aKo je

nzd[a, b] = 1. U3 nedpunnimje HajMarber 3aje THMYKOT CaapPIKaoLa CIIE/IH:

m = nzsla, b] © (m) = (a)N(b).

Er3ucrennmja HajMamer 3ajeJHIYKOT caJipKaolia 3a 1map eleMeHnara a, b € A eKBHUBaJICHTHA je ca
yciioBoM Ja je npecek rnasaux uaeana (a)N(b), rumaBuu ugean reHeprcan yupaBo nzs — OM TUX
eJIeMEeHara.

Teopema: Heka cy a, b enementu nomena A 3a xoje nocroju nzs|a, b]. Tana nocroju u nzd[a, b].
Joxkas: Heka je m = nzs|a, b], 1j.(m) = (a)N(b). Tana je (ab) € (a)N(b) = (m), na Ic € A tako
na je ab = cm. Iokazahemo na je ¢ = nzd|[a, b]. Kaxo (m) € (a)N(b) umamo na je m = ad, = bd,
onakne je ab = cad; = cbd,. I3 nocnenme jeqHakoctu goodujamo b = cdq, a = cd,, nac | auc | b.
Hexka cana z | a,z | b. Tadaje a = ze, b = zf, onakie a| zef, b | zef, na je zef 3ajeAHHYKH
canpskanar 3a a u b. Kako je m = nzs[a, b] saxuhe m | zef nmaje cm = ab = zzef = zmg, onakie
jec =Zg,tj.z|c.
V omreM ciyuajy He Baxku o0par Teopeme. Baxu cienehe: ako 3a cBako x nmocroju nzd[xa,xb] =
xnzd|a, b], Taga nocroju nzsla, b].
Hepununuja: Jomen A je Eykmunos ako nocroju Gpynkuuja @: A \ {0} = Z* ca ocobunama:
ab # 0= @(ab) = ¢(a)
(Va,beAb+0)3qreA)a=>bqg+r, o)< qelb)

®ynkuujy ¢ u3 nperxoaue aehpununmje 3osemo Eyknuackum anroputmom. Eyknuacku anropuram He
Mopa I0CTOjaTH, a U aKo MOCTOjU, HE Mopa OUTH jeHO3HA4YHO ojapeher. Moxemo Hahu BuIle
(byHKIIM]a KOje 33JJ0BOJbaBajy rOp-e YCIIOBE, Ha IPUMED ako je ¢ Eyknuacku aaroputam oHJia je TO U
¢yHkuuja @ + 1 ma ce Moke roBOPUTHU O (haMIIIUjU aNropuUTaMa @;. YHyTpallbha KapaKTepUTHKA OBUX
IIpCTEHA je J1a y BhUMa BaXKU aJirOpUTaM ,,JieJbeba ca octaTkoM . Enemente q U r u3 negunuiyje
¢yHkuuje @ 30BeMo EyKIMICKUM KOJIMYHUKOM M OCTaTKOM. EyKIHI0BH MPCTEHH Cy Ha IpUMeEp
npcreH menux opojea Z ca Eyknuackom dyrkuujom ¢(n) = |n|.
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3AK/bYYAK

VY oBOM pajy mpencTaB/beHA Cy MpBa pa3Marpama o0 (hakTOpU3alju MPUPOIHUX OpojeBa y HIKUM
pa3penrMa OCHOBHE IIKoJie (TApHU W HEMAapHU OpOjeBH, JIEJbEHE Ca OCTAaTKOM). YBEIEH je Iojam
pocTor Opoja, TOBOPUIIO CE O FerOBUM OCOOMHAMA, JaT je mpuMep EpaTtocTeHoBOT cuTa M 00jalimheHO
HaTaKemke HajBeher 3ajeMHUYKOr JAeIrona U HajMamer 3ajeJHIYKOr caaprkaorna. [latu cy mpumMepu 3a
pEeOBHY HAcTaBy, Kao M 3a 4acOBE JOJATHOT paja. Ba)XHO je MOMYCTUTH yYeHHMIIMMA J1a Pa3BHjajy H
Mpeyiay HEKe CBOje HCje 3a pelllaBare 3a/laTaka, Jep y MPOTUBHOM CE€ MOXKE JCCHTH Ja Hayue
mabjaoH Koju Hehe 3HAaTH Ja NpUMEHE Ha Texe mnpobieme. HeomxogHo je ypaauTu IITO BUIIE
pa3IMUUTUX THUIOBA 3aJaTaka W M3JIOKUTH HEKOJIMKO IyTeBa peuiaBama. OOjalilkbeH je mojam
MOJIMHOMA Kao0 M OCHOBHE OTIEpallHje ca mHhMa: cabupame, OJy3MMame, MHOXKEHE, MpU 4emy je 3a
CBaKy O]l oTepalyja MpeIoKeH oAaroBapajyhu mpumep. YommTaBameM IMOCTyIMaKa U3 KOHKPETHUX
npuMepa, MoJACTUYEMO YUYEHUKE Ha MHAYKTUBHO MMILbewe. Ha kpajy paaa nar je u ocBpT Ha ONILUTY
anre0apcKy TeopHjy GakTtopusanuje, riae Cy IOMEHYTH U MPCTEHU ca jeTHO3HAYHOM (haKTOPH3aIIUjOM.
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