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YBoa

Llnb oBOTr pana jecte 1a Npy>KU TeMeJbaH YBU Y JU3ajH U aHATHU3Y alrOpUTaMa U3 eleMeHTapHe
Teopuje OpojeBa. Cmucao anropuTamcke Teopuje 6pojeBa jecte aa euKacHO Mpou3Beae 00jeKTe
Yyyje je MOCTojame JOKa3aHO y KIAacHMYHUM Teopemama y Teopuju OpojeBa. Ha mpumep,
EykmumoB' 10ka3 HaM roBOpH Ja mocToju mpoctT 6poj Behm ox 6mio kor garor Opoja m;
anropuTamMcka Teopuja OpojeBa ce MHTa: KOJIMKO Op3o MokemMo Hahu TakaB mpocT Opoj?
OcHOBHa Teopema apUTMETHKE Kake Ja Ce CBaKM NpHpPOJaH Opoj n MOKe 3alucatd Kao
MPOU3BOJI CTEINEHA MPOCTUX OpojeBa; aJropuTaMcka Teopuja OpojeBa ce MmuTa: MOKeMO Jih Op30
Hahu npocty ¢akropusanujy 6poja n? Jla OucMo npenu3Ho OAroBOPUIM Ha MUTamka HEOMXOAHO
je la ce YyIo3HaMO M ca OCHOBamMa TEOpMJCKOI padyHapcTBa. Pa3Boj kpumnrosjoruje u
padyHapCcTBa 3aCHOBAH j€ Ha eJeMeHTapHOoj Teopuju OpojeBa. Jom mpe 5000 roauHa, aApeBHE
LIUBUJIM3AlM]e Cy pa3BUiie HAYMHE M3pakaBama U M3BOhema apuTMETHKE ca 1eJIuM OpojeBUMa.
Tokom uctopuje, pa3TUuUTH HAUWHU ¢y KopuiTheHH 3a 03HauaBame Lenux OpojeBa. Ha mpumep,
npeBHu Bauionnu cy kopuctwim 60 kKao OCHOBY 3a CBOj OpojeBHHM cucTeM, a Maje cy
kopuctuie 20. Ham HaumH u3pakaBama 1enux OpojeBa, JeKaJHU CUCTEM, pa3BUjeH je y Munuju
npe oko mecT BekoBa. Ca MojaBOM MOJEPHHUX padyHapa, OMHApHHU CHUCTEM j€ MOCTAa0 LIUPOKO
pacnpocTpameH. Teopuja OpojeBa je kopumheHa Ha MHOTO Ha4yMHA J1a OM C€ OCMHCIIWIH
aJITOPUTMHU 3a MITO €(PUKACHU]Y pauyHApPCKy apUTMETHKY U 3a padyHCKe OIlepalrije ca BeJMKUM
nenuM Opojesuma. Crapu I'pum cy y mkonu Ilurarope’, mpe 2500 roanHa, YOUHINM PasidKy
u3mehy mpocTux W ciokeHux OpojeBa. [Ipoct Opoj je mo3uTuBaH 1Ie0 OpoOj KOju HeMma
NO3UTUBHUX (paKkTOpa CeM jeAMHHLE M camor cebe. Y 3amucuma, Eyknuna je nao gokas na
MOCTOjU OECKOHAYHO MHOTO MPOCTHX OpojeBa. MaremaTuyapu cy ayro Tpaxuiu ¢opmylie Koje
re’epuiiy npocre Opojese. [IpoOaem pasnukoBama MpoCTUX OpojeBa O/ CI0KEHUX j€ OICEkKHO
npoydaBan. JIpeBHM TpUYKM HAydHHK EpaTtocTeH’ OCMHCIMO je METOXy, MO3HATH]y Kao
EpatocteHoBo cuto, Koja mpoHasia3u cBe mpocte OpojeBe Mame o] oapehene rpanuie. [Ipodaem
edukacHoOr yTBphHUBama Jia Jim je 11eo Opoj MpOCT Iyro je MpelICTaB/bao N3a30B 32 MaTeMaTH4ape.
Hanac je moryhe 3a HeKoJMKO MHHYTa, Kopuctehu pauyHap, npoHahu npocte OpojeBe ca yak
200 memmmanaux tmbapa. depma’, Ojmep’ W MHOTM APYrM MaTeMaTHYapH MPOHAILIH Cy
MalITOBUTE TEXHUKE (pakTOpH3anuje npupoaHux opojeBa. Mehyrum, kopucrehu HajepukacHujy

: Eykmua, craporpuku maremaTndap Koju je skuBeo oko 300. romgmHe mpe HOBE epe, ayTop je MPBHUX CcadyBaHUX
TEOPHjCKUX pajioBa u3 Martemarrke. OCHHBaY je aleKCaHIpUjCKe MaTeMaTHUKe HIKOJIE.

? [Muraropa je poher 560. roauie mpe HoBe epe. YMpo oko 500. roguHe npe HOBe epe. Bbro je craporpuku dhuro3od
1 TIPBY UCTUHCKU MaTeMaTH4ap 9uje je IMe TaHac jeIHO O HAJIIO3HATHUX Y HCTOPHjH MaTeMaTHKe.

? Eparocren n3 Kupene (oko 276-194. roxuue npe HOBE epe) MOCTABHO je OCHOBE MaTeMaTHuke reorpaduije; mpBu
HAIIIa0 METO/I 32 MEpebe TYKHHE JTyKa MEpU/IHjaHa.

* Mjep Pepma (1601-1665), hparmyckn Maremaridap. Ilo 06pazoBamy je 6M0 MpaBHUK ¥ 3apaljHBao je 3a KHUBOT
O0aBehm ce amBokaTypoM. MaremarnkoMm ce 0aBHO W3 JhyOaBH, Kao ,,aMarep™. JemaH je ol OCHHBa4a TEOpHje
BepoBaTHoOhe.

> Jleonapx Ojnep (1707-1783), matemarndap, husmaap, Mexanudap u acrporom. CMarpa ce 3a HajIpOTyKTHBHHIjEr
MaTeMaTh4iapa cBuX BpeMeHa. OcTBapHo je TyOOKe pe3ysTaTe y CBUM 00JIacTUMa MaTeMaTHKe.
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TEXHUKY KOja je OCMHUILbEHA, MUJMjapAe roauHa Ou Ouie norpeOHe pauyHapy na Ou ce
¢dakTopucao 6poj ca 200 neuumanuux nudapa.

Hemauku wmarematuuap Kapn ®pumpux Tayc’, koju ce cmarpa jemuum on Hajehmx
MaTeMaThyapa CBUX BpEMEHA, Pa3BHO j€ je3MK KOHIPpYEHIMja KpajeM ocaMHaecTor Beka. Teopuja
KOHTpYyeHIMja je KopumheHa y OCMHUIJbaBamby CHCTEMCKHX METOJa 3a YyBame pauyHapCKHX
JaToTeKa, TeHEepUcamy CIIydajHUX OpojeBa, MPOU3BOAKY BUCOKO MOY3AaHUX IU(PpPUpama U YaK
IpojeKkToBamwy Op3ux padyHapa. [loceOHo je BpeaHo ucrahu a cy pauyyHapu y OCHOBU KOHauHe
MallliHE; OHU UMajy OrpPaHHYECHO CKJIAUIITEHE, MOTY Ja ce OaBe caMo OpojeBUMa HEKe KOHAYHE
JyUHE ¥ MOTy J1a 00aBJbajy y CYyIITUHU KOHauYHE KOpaKe padyHama. 300 TaKBUX OIPaHUYEHA,
KOHTPYCHIIMjCKAa apUTMETHKa je MOCeOHO KOpUCHA y padyHapCKOM XapaBepy U [U3ajHY
codTBepa.

AJNTrOpuTMH, KOjU MPEICTaBbajy MPEIU3HE MOCTYNKE 3a pelllaBamke MpodjemMa Ha padyyHapy, y
OBOM pajy Cy WIYCTPOBAaHU IyT€M KpPaTKUX Iporpama peajr30BaHUX Y MPOTPaMCKOM je3HKY
[Majron (enrn. Python). IlpaBuna jesuka cy jenHocraBHa. Kopumrhenu cy cneaehu emnementu:
omepauuje +, -, *, /, //, % (penom, calupame, OIy3UMame, MHOKEHE, IC/heHE,
1EJ00pPOJHO NIeJbee, OCTATaK MpHU JIeJbely); onepanuje nopehemwa <, >, <=, >=, ==, I=
(penoMm, Mame ox, Behe o, Mmame WK jeqHako oJ, Behe win jenHako oJ, HUje jeaHako); [1ajton
OuOUIMoTeKa math KoOja HaM Jaje MareMatudke QyHKiuje (HOp. math.floor () ¢yHKUHU]ja 3a
HaJTAXEHE MPBOT 1EJIOT Opoja Mamer O]l aTOr peallHor Opoja); decimal 3a paj ca pealHUM
OpojeBUMa; range (n, m) (QYyHKIH]ja Koja Bpaha HU3 OpojeBa o4 n A0 M; int () 1eIU OpojeBH;
input () M print() (QyHKUHje Koje oMoryhaBajy yHOC M MCIHC NOJaTaka; for, while, if
neTJbe.

% Kapn ®pumpux TFayc (1777-1855), HeMmaukum MaTeMaTHuap KOra Cy CAaBPEMEHHMIM HA3HBANH ,KpPabeM
MateMatu4apa“ (princeps matematicorum). I'ayc je, cehajyhu ce cBor IeTHHCTBa, TOBOPHO Y Imaiwm: ,,Hayano cam
Jla padyyHaMm IIpe HEro J1a TOBOPHM.



1. O aaropurmMuma

AsroputaM’ je jelaH OX OCHOBHHX IOjMOBA MAaTeMaTHKE M padyHapcTBa. IlocToju rpama
MaTeMaTHKe Koja ce 0aBU aTOpUTMHMA U Ha3MBa C€ TEOpHja alropurama. AJroOpuTaM ce MOKe
ctporo (opmanno) nedpuHucaTH, HO 3a MOTpebe mporpamupama JA0BOJbHA je ciiefeha, onucHa
neduHUInja.

AnropuTaM je KOHa4aH CKyH CTpOro (popMy/inMcaHuX MpaBHUJIa 3a pelllaBambe 3ajaraka ojapehene
KJIace U TO 3a KOHauHO BpeMe. CBako OBAaKBO MPaBWJIO y aJIrOPUTMY HazuBaheMo alropuTaMcKu
KOpakK.

AJiropuTaM ce CcacToju O]l HU3a alTOPUTAMCKHX KOpaka Kojuma ce BpIuu TpaHchopmariuja
yIa3HHX BeJIMYMHA CBE JOK ce He jgohe a0 wu3na3HuX BenuuumHa anroputma. Ckyn
aNTOPUTAMCKHX KOpaka, 3ajelHO ca BezamMa u3Mel)y BHX, 30Be ce CTpPYKTypa ajropurMa.
[Mpuka3zuBame anropuT™Ma MOXe Aa OyAe y OOMYHOM TEKCTyaJlHOM OOJHKY, ajd C€ MOTryY
KOPUCTHTH U aJTrOpUTaMCKe Ieme. AJropuTaMcke IIeMe Cy HeKaga Owjie BpJO MOMYyIapHO
cpencTBo 3a onuc anroputma. [lojaBoM caBpeMeHUX MpPOrpaMCKUX je3uKa MpecTaia je morpeda
3a KopuIIhembeM AITOPUTAMCKUX IIeMa.

[Iceyno mporpamcku je3uk (kpahe, mceynoje3uk) jecte je3uk 3a 3amuc anroputama. OH je
CJIMYaH MPOTPAMCKOM je3HKY (T1a 0Tyl Ha3UB IICEYI0 MPOTrPAMCKH JE3HK), alTd MOXKE CaJIPIKaTH U
KOHCTPYKIIMje TOBOPHOT je3uka. To 3Ha4M Ja HUje CTPOr Kao mporpamcku je3uk. HedopmaiHo,
MoOTJI0 OU ce pehu 1a je To je3uk u3mel)y TOBOpHOT U POTPaMCKOT je3uKa.

Pauynap je cucrem 3a o0pany monartaka (uHopmainmja). la Ou ce uHpopamiuje Morie
obpahuBaT, MOTPeOHO MX je Ha aJeKBaTaH HAuMH IPEACTaBUTU y MeMopuju. Memopuja je
cacraBJbeHa o] henuja koje ce Mory Hahm y JiBa €JICKTpUYHA CTama, [1a Ce CTame CBake henuje
Mo>ke 03HauuTH OnHapHOM mudpom 0 mnu 1. JeqHuM OGMTOM MOTY ce MPEeICTaBUTH HajBHIIIE B
MoryhHocTu (Ha npumep, uHpopmaluja o NojJoxkeHoM ucnuty: 0 - cTyAeHT nao, 1 - cTyneHT
nosoxuo). IlomTo ce peamHum cucTeMH W IPOLECH KOJU €€ MOJEIMPAJy IPOrpaMoM
KapaKTepHIIy BEJIMKHM OpojeM cTama y kojuma ce Mmory Hahu, To ce meMopujcke henuje
HMHTEpIIpeTHpajy 1o rpynama ox o 8, 16, 32, 64 u suie henuja (6ura). Kako ce ca n 6ura moxe
NpPeACTaBUTH HajBHUIIEe 2" pa3nuuuTUX KOMOHMHaIMja, TO ce jeqHuM OajtoMm (8 Oura) Moxe
npexacraButu 28 = 256 pasnuuutux Moryhnoctu. Jenan 6ajT 1OBOJbaH je Jia ce MPEACTABE CBU
cUMOOJI Ha CTAaHIApJAHO] TacTaTypu padyHapa. Hu3oBM Hyna M jeAMHHWIA, CKIQAHUIITEHH Yy
MeMOpHju, Omwir O NOTIYHO HEpa3yMJbUBM Kaja He Ou OMJIO MO3HATO NPABMIIO MPECIUKaBamka
(kogupame) Koje AeuHHIIe 3HaYCHEe CBake KoMOMHaIje.

" Peu ,anropuraM* Hacrana je ox mMeHa Moxamena u6H Myce en Xopesmuja (oko 783-oko 850), mepcujckor
MaTeMaThyapa, Kora MHOTH CMaTpajy oleM airedpe, BakHe oOiacTh martemaTnke. J[aHac ce ped ,,alnropuram‘
Hajuemnhie KOPHCTH y payyHAapCTBY, jep padyHapH KOPHCTE alropHTMe, 3ajaTe y oOmmKy HapenOu. IIpBu Takas
anroputaMm Hanmcana je 1842. ronune Ejna Bajpon (1815-1852), mpeu nmporpamep y HCTOPHjH.
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[TotpebHo je Hajupe dopmMmynrcaTh MOJEJ padyyHapCKe MalllMHE Ha KOjOj C€ allfTOpUTMU
u3BpLIaBajy U AepUHUCATH NMPUMUTUBHE OIepalyje KOje C€ KOPUCTE MPUIMKOM H3BPILABAA.
OcHOBHA TPETNOCTaBKa j€ J1a KOPUCTHUMO padyyHapCKW MOJEN KOJU MpEelCTaBJba HUEaTU30BaH
»,peaslan’ pauyHap ca jeagHuM mpolecopoM. He mocraBjbaMo HUKAKBY TOpHY TpaHHUIly Ha
BEJMYMHY MEMOpHje TaKBOI padyHapa, ajld MPETIOCTaBbaMO Ja MPOrpaMH KOjU CE Ha HEeMY
M3BpIlIaBajy HE MOry na Moaudukyjy camu cebe. Tauan peneproap MHCTPYKIMja OBOT MOJea
padyHapa HUje MoceOHO OMTaH, MO/ YCIOBOM J1a je CKYN TUX MHCTPYKIM]ja CIMYaH OHOM KOJH Ce
MO>ke HahM KOJ IpaBUX padyHapa. 3aTo NPETHOCTaBUMO Ja IIOCTOje€ apUTMETHYKE ornepanuje (3a
cabupame, 0/y3UMambe, MHOXKEHE, Je/beHe, JCJbEHhEe Ca OCTaTKOM, LEJ00pojHH Jeo Opoja),
JIOTUUKE omepanuje (1 , WiK, Heraluja), yJla3HOo-H3JIa3He onepanyje (YuTame, MHCamke).

[TporpaMcku je3WK je CpeACTBO 3a MHUCAme Mporpama M CaolllTaBame Mporpama padyHapy.
VYonmire, je3uK je CpPEICTBO 3a MpEeACTaB/balkbe U TNpeHolIemhe HHPopMalMja, Kao U 3a
KOMYHUKalIMjy u3Mel)y aBa win Buule KopucHHKa. KopucHuum nporpaMckux jes3uka cy, mnpe
CBera, 4oBeK U pauyHap. Mehytum, 300r cBOje €r3aKTHOCTHU, MPOTPAMCKH jE3UIU CE KOPUCTE U
3a KoMyHHKanujy mehy Jpyauma (Ha TpuMep, 3a CaoNIITaBamke HAydYHUX HHPOpMaluja).
[Iporpamcku je3un Cy BEIITAYKW J€3UIM HAMEHEHH HOTAlMjU W TPEHOCY CHEeIUPUUHHX
uHpopmarmja. Ilpuponau (TOBOPHHM) je3ulM Cy C€ TOKa3ald HEIOBOJBHO CTPOTUM jep
JOTYIITA]y HEJeAHO3HAYHOCT M HEMPEIM3HOCT. Tako HEITO HUje JAO3BOJHEHO y MPOrPaMCKUM
jesunuma. Jlakie, jeIHO3HAYHOCT CBake KOHCTPYKILMjE TMPOTPaMCKOT je3WKka je Hherona
HajOUTHHja KapakTepucTuka. [Iporpam je mobap ako je (mopex Tora IITO KOPEKTHO pellaBa
MOCTaB/bEHU 3aJ1aTaK) JIaK 3a YUTame, JaK 3a pasyMeBame U Jiak 3a MoaudukoBame. Hactojehu
Jla HampaBe WTO YAOOHMJH jE3WK 3a 3aluC Mporpama, JbyAu CYy HANpaBWIM BEIUKH Opoj
MPOrpaMCKUX je3HKa, O]l KOjuX ¢y MHOTU y ynotpebu u manac. Heku on mux cy: FORTRAN,
COBOL, LISP, PL/1, Pascal, PROLOG, Ada, Modula 2, C, C++, Java, utxn.

[lpumeHoM padyHapa KOjU TIOCTa)y HEONXOJHH Yy CKOpPO CBHM acHeKTHMa Hamler
npoeCHOHATHOT ¥ JIMYHOT >KMBOTA, NPOYYaBamke aJropuTama IOCTajeé HEONMXOIHOCT 3a CBE
BUIIE W BUIE JbyAHu. Jlpyrm pasior 3a mpoydaBame alropurama je HHXOBAa KOPUCHOCT Yy
pa3BUjamy aHAIMTUYKUX criocoOHocTU. Ha Kkpajy KpajeBa, aaropuTMu ce MOry ocMaTpaTu Kao
noceOHE BpCTE pellema 3a mpodiieMe - He camo oAroBope, Beh u mpeuusHo aepuHHCaHE
npouenype 3a agobujame onaropopa. CxomaHo Tome, crneuuduyHe TEXHUKE MPOjeKTOBaAbA
ajropuTamMa MOTy ce TyMa4HuTH Kao CTpaTeruje 3a pelraBame npodiema Koje Mory OUTH KOpUCHE
06e3 o03upa Ha TO Ja JM je pauyHap YyKJbydeH. HapaBHO, MpelnM3HOCT Koja j€ HaMETHyTa
aITOPUTAMCKHM DPa3MUIJBAKEM OrpaHHyaBa MpoOJeMe KOju Cce MOTY PELIUTH aJrOpUTMOM.
Hehere nahu, Ha nmpumep, anropuram 3a cpehaH KUBOT WM Kako moctaru 6orar u ciasaH. C
Jpyre cTpaHe, oBa NOTpeOHA MPELMU3HOCT MMa BakHY oOpa3oBHY npeaHocT. Donald Knuth,
jelaH oJ HajUCTAKHYTUjUX PAuyHAPCKUX HAyYHUKA Y UCTOPHjH ajropuTama, pekao je 1a ocoda
no0po oOydyeHa y pauyHAapCTBY 3Ha KaKO Ce HOCHUTH Ca alropuTMuMa (Kako MX KOHCTPYHCATH,
MaHHITYJTUCATH BUMa, pa3yMeTH UX, aHATH3UPATH) U J1a je OBO 3Hambe MPHUIPEMa 33 MHOTO BUIIIE
0l TIMCama J00pHUX padyyHApCKUX Mporpama (TO jeé MEHTaJIHHU ajaT OMIITe HamMeHe Koju he



Ne(UHUTUBHO NIOMohH y pa3yMmeBamy JApPYrux IpeamMeTa, Ouio aa cy TO XeMHja, JUHIBUCTUKA,
MY3HUKa, U 1p.)

JleuHuImjy anropuTMa MOKEMO WIyCTPOBATH U jeTHOCTAaBHUM JIHjarpamMoM:

mpod.IeM

AJITOpUTaM

yaas

pauyHap —— U3J1a3

VY pauyHapcTBY, BPEMEHCKa CIIOKEHOCT aJrOpUTMa IMpe/CTaB/ba MaTeMaTudky (QyHKIHUjy Koja
BEJMYHMHY YHOCA IpeTBapa y KOJIWYMHY BpeMeHa MOTpeOHy Aa ce anroputam m3Bpum. OHa ce
Hajuemthe u3paxkaBa kopuctehu ce O HOTalMjoM KOja 3aHEMapyje KOHCTaHTHE (akTope U
cabupke HIDKer peia BenuuuHe. Kaja ce KOpUCTH Ha MPETXOAHO ONMKCAH HAYWH, KaKke ce Ja ce
BPEMEHCKa CJI0KEHOCT O3HauaBa aCUMNTOTCKHM Kaja BeJMYMHA yia3a TeXH OeCKOHAYHOCTH.
BpemeHcka cIOXKEHOCT ce OOMYHO MpOoLEHkYje Tako IITO ce OApeau Opoj eIeMEeHTapHHX
orepaluja Koje ce U3BplIaBajy y alrOpUTMY, IJI€ C€ NPETHOCTaBJba Aa je 3a U3BPILEHE CBAKE O]
TUX olnepanuja notpedHa ¢pukcHo oapeheHa konnunHa BpemeHa. Ctora ce KOJIMYMHA BpEeMEHa U
Opoj eJleMEHTapHKX Olepalyja aIropuTMa pa3ivKyjy 3a HajBUIlEe KOHCTAaHTaH (akTop.

Kiace gyHkimja Ha Koje ce 4ecTo Hamjia3u NPUJIMKOM aHAJIM3Hpama CJI0KEHOCTH alropuTaMa
cy (¢ je mpou3BoJbHA KOHCTAHTa, a GYHKIIHMjE Cy TopehaHe Tako Ja cy MpBO HaBEJCHE OHE KOje
Criopuje pacTy):

03HaKa Ha3MB
0(1) KOHCTaHTHA
O(logn) JIorapUTaMcKa
0((logn)©) MOJTMIOTapUTAMCKA
0(n) JIMHEeapHa
O(nlogn) KBasHJIMHeapHa
0(n?) KBaJpaTHa
0(n¢) MOJINHOMHA
0(c™) EKCITOHEHIIHjaJTHa

OOMYHO 3a TMOJMHOMHE alTOpUTME KaxemMo na cy ,0p3u” wuim ,edukacHU, a 3a
€KCIIOHEHIIM]jaTHE JIa CY ,,CIIOpH™ WIH ,,HeepruKacHu ",



2. JleJbMBOCT 1IeJIUX OpoOjeBa

VY HajyxeM CMHCITy, 3aJaTak TeopHje OpojeBa jecTe HM3ydyaBame CTPYKTYpe IMPCTEHA IEIUX
opojea (Z,+,"). Ca N obesnexaBaMO CKyIl CBHMX MO3WUTHBHHX IeIuX OpojeBa (Behmx ox 0).
[To3uTuBHU nenu OpojeBU Ha3MBajy ce joul U MpUpoaHU OpojeBu. CKyn HEHEraTHBHUX LEIHX
OpojeBa, mope] MO3UTUBHUX LEIUX OpOjeBa CaJlp KU jOIIl U HYITY.

Heunuyuja 2.1. 3a neo 6poj b (b # 0) kaxemo 1a je genunai 6poja a € Z, 0JHOCHO Ja I
a (y o3Hauu b | a), ako nmocroju q € Z Tako aa je a = bq.

Ha ocHoBy aedununyje gako je nokaszatu cieaehy reopemy.
Teopema 2.1.

i. BacBea €ZsBaxuala.
ii. 3acBea,b€Z,akoal|lbubl|a,tanaa = +b.
iii. 3acsBea,b,c€Z,akoa|bub]|c,tanaalc.

okas.
i OuurienHo cieau 13 NpeTxoaHe AehuHumje.
ii. Axojeb=0,Tamajena=0,najea=>b. Hekaje b #0. Tanauz a | b u b | a cienu
Jla TI0CTOje 1iesin OpOjeBH M U N TakBH Ja je b = ma u a = nb, onakie je a = nma, na
je nm = 1. Kako cy n u m uenu 6pojeBu, T0 je nmu n=m =1 ummu n=m = —1,
OJTHOCHO @ = bwiu a = —b.
iii. Axo a | b u b | c Tana mocToje nenu OpojeBH M U N TakBH Ja je b = mau ¢ = nb, na je

c=nma,axkakojenme€ Zcaequgaa | c. A

[Ipema ToMme, ako penanujy IeJbUBOCTHU | OrpaHMYMMO HA CKYyN HNO3UTHBHUX IeuX OpojeBa,
OJIHOCHO CKyIl npupoaHux OpojeBa N, nobujamo pemanujy moperka, Tj. mapuujaiHo ypeheme
OBOI' CKyIa.

Teopema 2.2. Axod |land | b,onnad | aa+ fb3acsea,f € Z.

Jloka3. Axo d | a u d | b Tana noctoje nenu OpojeBH M U n TakBU Aa je a = md u b = nd.
Tana je 3a mpou3BoJbHE Liejie OpojeBe @ U f§

aa + fb = amd + fnd = d(am + Bn),
nakakojeam + fn € Zrosaxud | aa + b. A

VY Teopuju OpojeBa BaKHY yJIOTY UMa ciiesieha Teopema o JieJbeiby Ca OCTaTKOM.



Teopema 2.3.(Anecopumam demerpa) CBaku 11e0 OpOj @ MOXKE Ce Ha JeIMHCTBEH HAYMH MOMONY
JaToT MPUPOAHOT Opoja b mpukazaru y oboiuky a =bq+71r, 0 <r < b, rne cy q u r ueinu
OpojeBu. bpoj g ce Ha3MBa KOJUYHUKOM, a 7" OCTATKOM TIpH JIeJbey Opoja a OpojeM b.

Jokas. TlocmatpajMo ckyn 1eiaux 6pojesa {...,a — 2b,a — b,a,a + b, a + 2b, ... } u uzabepumo
y BeMy HajMamu 0poj Koju je mpupojan win jeanak 0 (oH mocroju). Heka je To a — gb -
obenexumo racar. Tana je

(1) a=bqg+r, 0<r<hb,

jep 6u y ciydajy ¥ = b u 6poj a — (q + 1)b, koju je Mamu o a — qb, OMO TPUPOJIAH HIIH
jenHak Hynu. Tume je nokaszaHa ersucteHuuja OpojeBa g u r. JIOKQKUMO jeAMHCTBEHOCT THX
opojesa. IIpermnocTaBumo aa moctoju jomr jeman map (qq,7;), TakaB aa je a =bq, + 1, u
0 < r; < b. Ony3umameM OBe jeHAKOCTH 01 jenHakocTH (1) mooujamo

0=5b(q—q)+ (@ —m),
ogHocHO b | r — 1y, 360r |r — 1| < b umamo nma je r —1r; =0, 1j. ¥ =1y, a 300r TOra je W
q=q,- H

VY Teopemu 2.3. npernoctaBka 1a je b mpupoaan Opoj Moxke Ja ce 3ameHu ca b # 0, anu je oHja
0 <r<|b|

[Moctynak nesbewa ca ocrarkoM HaMm omoryhaBa (u3mel)y octayior) na mpuponHe OpojeBe
u3paxkaBamo y OpojeBHUM CUCTEMHMA Ca 1aTOM OCHOBOM (OMHAPHOM, I€KaIHOM, ...).

Teopema 2.4. Heka je b ueo 6poj Behu on 1. Tama ce cBaku MO3UTHBaH 11e0 OpOj M MOXKe Ha
JEIMHCTBEH Ha4MH MIPEJICTaBUTH y 00JIUKY

m=a,b" +a,_b" 1 + -+ a,,
riejea, #0u0<a;<b,3acee0<i<n.

Jlokas. Teopemy nokaszyjemMo mHayKiujom mo m. Tepheme je jacHo ako je m € {1,...,b — 1}.
3aTo MPETNOCTaBUMO J1a C€ CBAKU OpOj Mamu O]l M Ha jeIMHCTBEH HAYMH 3aIUCYje Y KEJHEHOM
00uKy, mpu 4yemy je m = b. byayhu na matu ycnoBu 3axteBajy na oymne 0 < ao < b u b |
(m —ay), cnenqn n1a a, Mopa OMTH ympaBo ocTarak Opoja m mpu Jeibemy ca b, Tj. a, je
jemunacTBeHO oxapeheno. IlTocmarpajmMo cama Opoj m' = %, 1EeJ0OPOJHU KOJMYHUK M TP
nesbewy ca b. Iomro je 0 < m' < m, Mo MHAYKTUBHO] MPETIOCTABIM MMaMoO jJa ce m' Ha
JEIMHCTBEH HAYUH 3aMKCYje Y TPAKEHOM OOJIHKY:

m' =ab' +a,_b"" 1+ -+ ayb+a,.



Kako je m=m'b+ ay, ciemu na je m = a; (bt + aq;b' + -+ a;b + a,, na mobujamo
eJbeHn 3anuc 3a m. OH je jeJIMHCTBEH, jep ako 6u 6uno m = a,b* + -+ ajb + a;, rae je
a,#0u0<a; <bsacse 0<j <k, rasa Ha OCHOBY PaHHj€T 3aK/by4Ka UMaMO Qg = d, N1a

je
apb* 1+ +aj =aqb' 4+ +a.

Jleo MHIYKTUBHE MPETIIOCTABKE KOjH CE OJHOCH HA jeJUHCTBEHOCT IOBJIAYH Jia Mopa outu k = [
na; =a;3acse 1l <i </ mroceutpaxuio. M

Axo je
m=a,b™ + a,_1b" ' + -+ ay,

MIpU Y€MYy Ba)Ke€ CBU YCIOBU Teopeme 2.4., Taia KakeMo Jia je m MpeicTaB/beH Yy OpOjeBHOM
cuctemy ca ocHoBoM b. bpoj b je, nakie, ocHoBa win 6a3a garor OpojeBHOT cUcTeMa, a Opoj m

3aMucyjeMo y 00JIUKY Ay, ay_q -.- A1 Qg o]’

AKO je U3 KOHTEKCTa jaCHO y KOM OpOjeBHOM CHCTEMY je 3almucaH HeKH Opoj, OHIa U30CTaB/baMo
uHAeKC b y 3amucy Opoja. Tako, Ha mpuMep, Yy CBAaKOJHEBHOj MPaKCH MOJpa3yMEBaMoO Ja je
3anuc Opoja AaT y JeKaJHOM CUCTEMY YKOJIMKO HUje IPYKUYHUje HarJIaleHo.

VY nexagHOM cucteMy OpojeBU ce 3amucyjy camo nomohy aecet cumbona 0, 1,2, 3,4,5,6,7,8,9
3a MPBUX JieceT OpojeBa M 3a omucuBame Behux OpojeBa KopucTe ce cTeneHu Opoja JeceT, ma
Tako 3a 12 340 Baxu 1-10*+2-10% +3-10? + 4 - 10. Moh u jeAHOCTaBHOCT OBOT CHUCTEMA
3aCUTYPHO 3aCily’)Ky]y OceOHYy MaKiy Ha IOYETKy Ipude o Teopuju O6pojeBa. Ha mpumep, oBaj
cucteM omoryhasa ydeHunuma aa usBpuie cabupame kao 12 340+ 567 890 = 580 230 ca
MaJjo noremikoha.

VY HacraBky he OWTHM mpuKa3aHU MO3HATH AITOPUTMHU IIOBE3aHU CAa OCHOBHUM pPauyHCKUM
orepalyjama ¥ ’bUXOBHU OMKCH Ha MICEYI0je3HUKY.

MHoxeme OpojeBa je MHOro coduCTUIMpaHUja omepaiuja oj cabupama M YyYECHUIIUMA Jy je
TeXe HayuduTu. AKO Cy a U b Heku OpojeBH, HUXOB Npou3Box je Opoj ab objexara y
MPaBOYraoHOj 00JylacTH objekara KOju caipXu a penoBa W b kosona. Kako je Opojawme ab
o0jexaTa UCTO IITO U J0JaBame b camoM ceOu a myTa, mpobJieM u3padyHaBamba MPOU3BoJIa a U b
(mpobuieM n3pauyHaBama ab) MOXKeE C€ CBECTH Ha cabUpame alrOPUTMOM:

= int (input())
= int (input())

o o
|

=0
t=a

while t > 0:
t=t -1
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p=p+th
print (p)

»While* metspa ce M3BpIIaBa a myTa y TOKy cMamema t o1 a a0 0 (ako je a = 0, metpa ce
HUKaJa He W3BpIlIaBa M P OCTaje Ha HYJIM) U CBAKO M3BpIIaBamke NETJbE 10/aje b y p, Tako 1a je
KOHAuHa BPEIHOCT P MPOU3BOJ - Opoj b ce nonaje cam cebu a myra.

OBaj airoputraMm je HEymnoTpeOJbMB 3a PYYHO padyHame ako je a Beluku Opoj. MonepHu
padyHapy Cy TaKO MYHEBHTHU J1a MOTY Op30 Ja moMHOXke OpojeBe ca 4 nmm 5 nudapa Ha OB3j
NPUMUTHBAH HAYMH, aJli TAKBO pauyyHame je OECMHCICHO TPOIIeHke lUXoBe Mohu.

MHoro edukacHujH, ajy U 1ajbe€ OCHOBHU, AITOPUTAM 32 MHOXKEHE je:

= int (input())
= int (input())

oW
|

=0
t=a

while t > 0:
k=1
while t >= 10*k:
k = k*10
t =t -k
p =p + k*b

print (p)

Ogaj anroputam je mpuiaroheH JeKagHOM CUCTEMY Y KOjeM jé MHOXKEHE cTerneHnma opoja 10
JETHOCTaBHO - camo ce momepe udpe noTpedHor Opoja MecTa yaeBo. YMECTO J10/1aBama b BUIIIS
nyTa y p, oBaj aJroputraM nponanasu Hajehu cremen Opoja 10 koju je Mamu WM jeAHAK a,
o3Haunmo ra ca 10¢ = k, nonaje 10° nyra b y p cBe oxjenHom (Hanaxewe 10°b He 3axTeBa,
HapaBHO, MHOXKEHHE, CaMO JIONIMCHBamke e Hyla mociie b) u cmamwyje 3a 10° Opoj myra b koju
Mopa Jia ce 101a y p.

OBaj epuKacCHU]HU AJITOPUTAM j€ CIMYaH aIrOPUTMY KOJU C€ YUH y IIKOJIM, OCUM LITO C€ MOYNHE
ca KpajioM JIeBOM IMPpoM Opoja a a HE ca KpajlbOM JECHOM, W HE MPETIOCTaB/ba lia je
MHOKEHE JeTHOLM(PpEeHUM OpojeM JIaKko: Ha MpUMep, ako je a = 32 OHJa I'eHepHulle POU3BOJT
kao p = (10-b) + (10-b) + (10-b) + b+ b ymecto p = (2-b) + (30 - b) HauvHa Ha KOju
yoOu4ajeH ajiropuTaM paju.

AnroputMmu 3a u3Bol)ermhe MHOXKEHa MPEKo cadupama Cy CYIITHHCKA OECKOPUCHH Y TPAKTHYHOM
pauyHapcTBy. OHM Cy BaXHO NHUTame KOJUM ce OaBUM TEOPHUJCKO pPadyyHapCTBO y 00JIacTH
3acHMBama OpojeBa.

Ony3uMame U JeJbeHhe HUCY YBEK M3BOAJBMBH y CKYIy NPUPOAHMX (M HEHEraTHBHUX LIEJIHX)
OpojeBa.
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Os3Haka b — a mpezacraBiba Opoj KOju Kama ce aoia Opojy a fobuje ce b, U OYUTIICAHO HE
MOCTOju TakaB Opoj kana b < a. Ctora ce oBa 03HaKa MOKE KOPUCTHTH JISTHTUMHO HAKOH IITO
je b = a nokaszano. Ha npumep, y mociieJieM aaropuTMy rope MorJio ce t 3ameHuTH ca t — k
jep je k onpeheno Tako najet = k.

a . . .
Jlesbeme 3aXTeBa CIMYHO orpaHndeme. O3HaKa - TIpercTaBba Opoj Koju IOMHOXEH ca b naje a.

.oa . .
Hotranyja 5 he 6utn Kopumrhena camo OHJIa Kaja je 0Ka3aHo Ja je a JeJbUBo ca b.

Kako ron, nesbeme ca 0CTaTKOM MOCTOjU y CBaKOM cly4ajy y KoM b Huje 0: 3a nare OpojeBe a u
b, b # 0, noctoje OpojeBu q U r 3a Koje Baxxu a = qb + r u r < a (Teopema 2.3). llltaBuine, q
u r ce oapehyjy nomohy a u b cienehum anroputmom:

a = int (input())
b = int (input())

>= Db:
r=1r -Db
=g+ 1

)
oy
-
=
0]
-

Q
|

print (q)
print (r)

WiH, e(puKacHuje:

a int (input())

b = int (input())
qg=20
r = a

while r >= b:

k=1
while r > 2*k*b:
k = k*2
r = r - k*b
ga=9q+k
print (q)
print (r)

Osa jBa anropuT™a noummy ca pemeweM (q,7) = (0,a) 3a a = gb +r; oun MOIUPHKY]Y
(q,r) Ha cBaKOM KOpaKy Tako IITO @ = b + 1 0CTaje HCTUHHUTO U I CE€ CMambyje, U 3aBpIIaBajy
ce kana r < b. Ako je b = 0, 6uio koju anropuram OeckoHayHo omay3uma 0 ox a. Y mpBom
aropuTMmy, b ce ogy3uma on r u 1 ce nonaje q 10K je r Mame OJ1 b, alnu y APYroM aJropuTMy ce
OBe oIlepalvje U3BpIIaBajy y cepujama - oxysumajyhu 2¢b ox r u momajyhu 2¢ y q, rue je e
HajBehe moryhe.
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2.1 CreneHoBame

3a b > 0 gepunumumo a mod b = r, rae je r ocrarak 100HMjEH aJTOPUTMOM JeJbeHa Opoja a
opojeMm b, 1j.a=gb+ru0 <r<bh.

Ha npumep: 23 mod 7 = 2,jepje23 =3-7+2u—4 mod5=1,jepje —4=(—1)-5+1.
3a u3Boheme MOAyIapHUX ONepalifja y padyHapCTBY BEOMa Cy BaKHU HUICHTUTETH:

I. (x+y) modm=(x modm + y modm) modm
2. (x*y) modm=(x modm - y modm) modm
3. (x—y) modm=(x modm— y modm) modm

VY HactaBky hemo J10Ka3aTu UIEHTUTET 3a cabUpame U MHOKEHE 110 MOAYILY.

1. Ha ocHoBy Teopeme 2.3. umamo x = q,m+1, uy =q,m+r, 0 <n,nrn, <m rue cy

4x)qy, T, Ty € Z. Tana Baxu na je
x+y=qm+r+qgm+n=(q+q,)m+1n+1,.

Axo Baxu 1+ 1, =qm+rsa 0<r<m, tama je x+y=qm+1r.+qm+n =
(g +q,)m+qm+r =(q,+q, +q)m+r, naje (x+y) modm=r. Baxu na je
(x modm + y modm) modm = (r,+1,) modm=r, u4ume je TBpheme
JI0Ka3aHo.

2. Ha ocHoBy Teopeme 2.3. umamMmo x = q,m+ 1, uy = qg,m+r, 0 <n,rn, <m rue cy
4x:qy, T, Ty € Z. Tana Baxu na je

x-y=(gm+1n) - (gym+1)=q.q,m?+ qumr, + n.q,m+ 1.1, =
= (qeqym + gy + qyr )M + 13 - 73,

Axo Baku 1,1, =qm+r3a 0 <r<m, taga je x -y = (qqum + gy, + qyrx)m +
qm +1 = (qeqym+ g1y + qy7 + q)m+ 7, ma je (x-y) modm =r. Baxu ga je
(x modm - y modm) modm= (r,-1,) modm=r, wuume je TBpheme
JI0Ka3aHo.

Kana cy y nutamy Mamu OpojeBM OOMYHO PpY4YHO MOKEMO HM3padyHaTH BPEIHOCT CTEIEHA.
VYkoimko ce OpojeBu nmoehasajy nosazumMo 70 mpoOiieMa jep CTEIICHOBAkE M0CTaje CBE TEXKE U
pe3yJITaT je BeoMa BeJIMKU OpOj IITO U3UCKYje U BUIIIC BpEMEHA 32 padyHambe.

Ilpoonem 2.1. 3a nato x ¥ HEHEraTUBAH 110 OPOj N, U3padyyHaTH X .

[IpernocraBuhemo 1a je X eJeMeHT cKyna ca A00po neUHUCAHOM OIepanujoM (acolMjaTuBaH
ca jenununom). Mako ce x1° Ha ounrsienan HauuH Moske u3padyHaTu ca 15 MHOMKeHa, Opike je
uspauynatu nomohy 4 kaapata. Yommre, us n = Y, a;2¢, rae je a; € {0, 1}, cnenu:
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2
(2) x™ = x% (x2)%1(x*)% .,
IITO CyrepI/IIHe IIaMCTaH HAYHUH 3a KOM6I/IHOBaH)e MHOXCHAa U KBa)lpI/IpaH)a.

31ecHA-HAJIEBO CTENCHOBAMLE

import math
import decimal

X
n

decimal .Decimal (input ())
int (input())

y =1
while n > 0:
if n%2 == 0:
y = x*y
X = X*X
n = math.floor (n/2)
print (y)

HcnpaBHocT anroputMa je jacHa u3 (2), Oyayhu na ce x2 MuoKH y Y aKo ¥ caMoO aKo K-Tu OUT
ay OmHApHOT 3amuca o4 N je HeHyna. To ce (opMalHO MOKE AOKa3aTH MoKa3yjyhu HHAYKIHjoM
na Ha nouetky y ,,While“ nerssu, XN = x™y ocraje, rne X u N o3HauaBajy noyeTHE BPEIHOCTH
npoMensbuBUX X ¥ n. Kana je n jennaxo 0, jennaunna kaxe ga XV =y, Tako 1a je y TpaxkeHO
peleme.

Vobunuajena wunayktuBHa paedpunuumja 3a Exp(x,n):=x™ naje ouuriaenad peKyp3UBHU
1] Yy i (4 1] PEKYp

aIrOpUTaM:
(1, akojen =0,
| E ( 2 n) jen>0
Exp(x, ):4 xp(x%5), aKojen TapHo,
| ,n—1 )
| x - Exp (x " ) aKo je n HemapHo.

HckycHu mporpamepu 4ecTo MMIUIEMEHTHPAJy PEKyp3UBHE Bep3uje ajaropurama 300 HUXOBE
eJIeTaHIfje ¥ OYHIJICAHE HCTIPABHOCTH, a 10 MOTPeOH UX MpEeTBapajy y €KBUBAJICHTHE, a MOKAA
u Opxe, UTEepaTUBHE (HEPEKYpP3UBHE) alropurMe. AKO ce TO ypaau PeKyp3HMBHOM Hporpamy,
pesyJITar je rope HaBeleH! aJIrOpUTaM 3/1€CHA-HAJICBO CTETIEHOBAE.

3aHUMJBMBO, aKO € HWHAYKTUBHA Je(UHHIIM]a 3aMEHEHa MAaTeMaTUYKU EKBUBAJICHTHUM
QITOPUTMOM y KOJeM KBaJIpUpame MpaTh peKyp3uBHE MO3UBE,
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{ 1’ aKo je n= 0,
I n 2 .
Exp(x,n) = 4 Exp (xf) ’ axo je n > 0 napHo,
| n—1\° .
kx ‘Exp (X. > ) , aKo Je n HellapHO.

Taja je oarosapajyhu urepaTuBHU aJrOPUTAM 3aUCTa APYradnju.

CJiieBa-Ha1€CHO CTENEHOBAMLE

import math
import decimal

x = decimal.Decimal (input ())
int (input())
m = int (input())

o]
I

while m > 1:
m = math.floor (m/2)

Yy = y*y
if n >= m:
y = x*y
n=n-m
print (y)

. . m
YHOCHMO: X, HEHETaTHBaH 11e0 Opoj n, cTerneH aBojke m = 2% tako na S sSn<m

TauHOCT Cllein MHAYKTHBHO JIO0Ka3UBAmbEeM J1a je Ha mouetky ,,While” netibe, n < m u y™x" =
xV. 3a paznuky oj MPETXOAHOT aNropuTMa, OBa BEP3Hja KOPUCTH OMTOBE @; y OMHAPHOM 3aIHCy
OJ1 M TIOYEBIIIH OJ1 KPajEbeT JICBOT (Haj3HAYajHHjET ) OuTa.

CrnosxeHocT 6110 Koje Bep3uje oor anropurma je O(logn) jep je 6poj onepainmja orpaHdyeH ca
2 -size,(n). OBa u3yseTHa e(pUKACHOCT MMa OpOjHE MPHUMEHE y AITOPHUTAMCKO] TEOPHjH
opojesa. [ToTpeOHO je HArIacUTH Ja W/eja pauyHama X" MOHOB/FCHUM MHOXEHEM Ca X 3aXTeBa
Bpeme 0(n).

VY noceOHOM, ajy Ba)KHOM MPaKTUYHOM CIIy4ajy, BEp3uja CJleBa-HaJIECHO CTEIEHOBama je 00Jba
o]l Bep3uje 31ecHa-HaneBo. [IpeTnocraBumo Aa je Haia onepaiuja ,,MHOXKEHE Mo Moayiry N u
na je x manu y oaHocy Ha N. Tana he MHOXemwe ca OpUTMHAIHUM X BEPOBATHO TpajaTtu Kpahe
HEro MOJYJApHO MHOXCHE MPOU3BOJEHUM IieuM Opojem X y pacrony 0 < X < N. Bep3uja
CJIEBa-HA/IECHO YyBa OPUTMHAIHO X (MaKo KBaJpaTH YKJbY4y]y IPOU3BOJbHE Liesie OpojeBe), JOK
Bep3Hja 3/7IeCHa-HajIeBO MOAUGHUKYje X U Tako 00aBJba TOTOBO CBE OIEpalyje Ha MPOU3BOJbHUM
ereMeHTUMa. J[pyruMm pednmma, ¢ JIpYyraddjuM padyHApCKHUM MOJEJIOM (OMTHA CIIOKEHOCT, ca
crenu(@UYHOM OCHOBHOM OTEpalMjOM ,,MHOXH MO MoAyiay N v x majio) ajropuram clieBa-
HaJeCHO, OWJI0O pPEKyp3WBHM WJIM WTEpPaTHUBHHU, 3Ha4ajHO je OO0JbU Of 37eCHA-HAJIEBO
CTETICHOBAbA.
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OBa nucKycuja O payyHamy BPEIHOCTH CTeleHa jeaBa Aa 3arpede MOBPIIMHY BEIHMKOT Jena
TEOPHJCKOT M MPaKTUYHOT paja. Benuku 3Ha4aj CTENEHOBaWma JI0BEO je€ 10 MHOTMX 3HAa4ajHUX
MPaKTUYHUX 000JbIIAKA.

3. EykanaoB ajgropuram

Eyknua je ayrtop mpBUX cadyBaHHX TEOPHJCKHX pajoBa K3 MareMaTwke. Haj3HadajHuje
EykmunoBo geno cy ,,EnemenTu™ Koju ce cacroje oJf TPUHAECT KEbUTa BEIMYMHE MOTIaBba. Mako
cy y ,Enementuma® mnpukazaHu BehuMHOM pe3yiTatu JApyrux marematuuapa, Eykiannos
JOTIPUHOC KPO3 JIOTHUKH CJIe/l OpraHu3aldje caapikaja MmocTao je Bpjo OWTaH 3a Jajbh pa3Boj
MaTeMaTHKe.

Jenan on HajBaxkHujux EyknunoBux pesynrarta, HaBeneHux y kwuszu VII, je 13B. Eyknmnos
anroputam 3a oapehuBame HajBeher 3ajeqHUUKOT qemola JaBa 1ea opoja.

EyknumoB anropuraM je BEpOBAaTHO HAjCTApUjH HETPUBHMjaJHU ajroputaMm. Bprio je
HMHTEPECaHTHO J1a MoJAepHH pauyHapu kopucte 2 200 roguna ctap anropuram. OH MMa IIUPOKY
U TpakTuuHy npuMmeny. [Ipencrasiba kibydaH eneMeHT RSA anroputma, MeTone acUMETpUYHE
Kpunrorpaduje Koja ce y 3HauajHOj MEpH MpUMEIbYje Yy eIEKTPOHCKOM MocioBamy. Kopuctu ce
npy pelnaBamby THHeapHHX JnopaHToBUX® jenHauMHa, Ha npuMep Kox oapehuBama Gpojepa
KOje 3aJI0BOJbaBajy BHILECTPYKE KOHIpyeHIMje (KMHEcCKa Teopema O ocTanuma). Moxe ce
yIOTPEOUTH 32 KOHCTPYHCAHE BEPKHHUX PA3JIOMaka W HEKOJUKO CaBPEeMEHHUX ajropurama 3a
(dakTopu3anujy NpupoaHux Opojesa.

Heunuuuja 3.1. 3a a,b € 7 najsehu 3ajequnuku aenuian 6pojesa a u b, y osnamm H3/{(a, b),
jecte Opoj d € Z 3a KOju BaXKH:

i dl|ad]|b;
ii. 3acBe ¢ € Z takBe 1a ¢ | a,b Baxu |c| < |d].

IMpumerumo aa map (0,0) Hema HajBehm 3ajelHUUYKH aemiIal;; MehyTum, 3a CBakd APYrH map
1erx OpojeBa IMOCTOje TauHO JiBa Iiejia Opoja KOju 33J0B0JbaBajy TOPH-E YCIOBE, U OHH CY je/laH
APYrom cymnpoTHU. AKo je d Hajsehu 3aje iHUYKHM Jeuall 3a a, b, To numemo u d = (a, b), npu
4yeMy ce oBa HoTauuja Hajuenthe ogHocu Ha no3utuBad H3/[3a a u b.

¥ MuodanT je 6M0 rpykm MaTeMaTHUap KOjH je KHBeo y Anekcanapuju y TpeheM Beky Hame epe. JImodaHTOBO
BEJIMKO neno je ,,AputMmernka”. Cacrojama ce on 13 kmura, o KojuxX je mecT cauyBaHo. /lmodaHToBa nema cy
MpencraBjbajia MOYeTHY Tauky 3a uctpaxuBama Depmaa, Ojnepa, ['ayca u Apyrux martemMarHdapa y o0JacTé
TeopHje OpojeBa.
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C 003upom Ha BaxkHOCT EyknuaoBor ajaropurma, M3 UCTOPHJCKUX M MPAKTUYHHMX pa3JIora,
pasmotpuhemo kako ra je cam Eykmma Tperupao. OpurumHaiHa Bep3Hja 3acHOBaHa je Ha
Oly3UMamy.

[Tocmarpamo nBa mo3uTuBHA Iiea Opoja a u b. Xohemo na oapeaumo wuxoB H3/1. Ako je a =
b, Tana je BLUXOB HajBehu 3ajeqHMYKN nesmial Oam Taj Opoj. Y cynpoTHOM, MPoOJieM ce CBOAU
Ha HaJakerme HajBeher 3ajefHNUKOr Jennona Mamer 0J1 JiBa ocMaTpaHa Opoja U pasjuiKe Ta 1Ba
opoja. Axo je a > b, tana Baxu H3/l(a,b) = H3/[(a — b, b). 3aucra, ako Heku Opoj d menu
OpojeBe a u b, oHa OH Jeiu U HBHUX0oBY pasnuky. Jakne, d = H3/l(a, b) curypHo nemi v a — b
u b. Ako d He Ou 6uo HajBehu 3ajenHUYKYM nenmmian OpojeBa a — b u b, Tana OU MOCTOja0 HEKU
Behu 6poj d’ koju 6u nenmmo u a — b u b. Y tom ciyuajy, d’ 6u nemwo u 36up a = (a — b) + b,
na Ou Omo nmemwnan OpojeBa a u b, xoju je Behu ox d. Jlomasumo 1O KOHTPaAHKIUje ca
npeTrnocTaBkoM jaa je d HajBehu 3ajemHuuku nenwnain OpojeBa a u b. Ako je a < b, Tana ce
cinuHo jnokasyje na je H3/1(a, b) = H3(a, b — a).

AJ'IFOpI/ITaM 3dCHOBAH Ha OAYy3UMatby U3IJieJa OBAKO:

a int (input())

b int (input())
while a != b:
if a > b:
a=a->,
else:
b=Db-a
print (a)

Hajropu ciyyaj HacTyna kajia je pasinuka usMely aBa Opoja jako Benuka (ako je a = 1, on he ce
oJly3uMatH oj b CBe JIOK OH He TocTaHe 1, 3a mrTa je motpeoHo b — 1 kopaka). CII0KEHOCT OBOT
aNropuT™Ma je JMHeapHa y oaHocy Ha Behm onx aBa Opoja, ImITO ce MOXKE 3alucaTH Kao
O(max (a,b)) nmu O(a + b). Ako ce clI0KEeHOCT padyHa y OJHOCY Ha O6poj mudapa 6poja (mro
J€ BeIMYMHA yia3a), OHJa j€ OHa 3alpaBO eKCIIOHEHIINjaIHA.

Ilpumep 3.1. Hahu Hajeehu 3ajennnuku aemmiarn 3a 6pojese 803 u 154.

(803,154) = (649,154),
(649,154) = (495,154),
(495,154) = (341,154),
(341,154) = (187,154),
(187,154) = (33,154),
(33,154) = (33,121),
(33,121) = (33,88),
(33,88) = (33,55),
(33,55) = (33,22),
(33,22) = (11,22),
(11,22) = (11,11).
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Hakie, (803,154) = 11.
V MojiepHUM TEpMHHMMA KOPHCTHU C€ Bep3uja EyKIMI0BOI alrOpUTMa Ca JeJbEHEM.

Teopema 3.1. (Eykauoos areopumam) Hexa ¢y vy = a v ry = b HEHETaTUBHU 1IeJIM OpOjeBU U
b # 0. Y3acTOMHOM NIPUMEHOM AITOPUTMA JEbERmA N00UJaMO Tj = qj11Tj41 + Tj4z, 0 < Tjyp <

rip13aj =0,12,..,n— 2. Anropuram ce 3aBpiiasa Kaja je ocrarak aomao 10 0 u nocieamu
HeHyna ocrarak je (a,b).

U3 oBe teopeme yBuhamo na je HajBehwm 3ajeqHuuky aenwial OpojeBa a U b mocieamu HeHya
OCTaTaK y HU3Y jeJIHAYMHA TCHEPUCAHUX y3aCTOITHOM MPHUMEHOM aJiTOpPHTMA JIeJbeHa, TIC e Y
CBAKOM KOpaxy AEJbeHHK M JCTHIIIAll 3aMebyjy MambUM OpojeBUMa, IETHOLEM U OCTATKOM.

Ja 6ucmo nokazanu na Eyknunos anroputam naje H3/1, cneneha nema he Outu o KOpucT.
Jema 3.1. Akocy c,d € Zuc = qd + r,ouna (c,d) = (d,r).

Jloka3. Axo uieo Opoj e fesiu v ¢ U d, oHAa U3 r = ¢ — qd, npema Teopemu 2.2, cnepu e | r.
[TowTo Baxu ¢ = qd + r, oneT npeMa Teopemu 2.2., fo6ujamo aa e | c¢. Kako cy 3ajeHUYKH
Jlesinoly 3a 6pojeBe ¢ U d, Takohe, 3ajeAHUYKHU Aesvonid 3ad u r, caeau (¢, d) = (d,r). A

Capna hemo nokaszatu na Eyknuaos anropuram pai.

Hoka3. Heka cy vy = a u 1, = b no3utuBHHU 1eiau OpojeBH, a = b. Y3aCTOIMHOM NPHUMEHOM
aNropuUTMa JeJbema 1001jaMo:
To = q111 T 72, raeje 0 <, <y,

=1 13, rneje 0 < rz <1y,

Th-3 = Qn-2Tn-2 + Th-1, TH€je 0 <1 <1y,
Th—2 = qn-1Tn-1 T T, raeje 0 <7 <1y,
-1 = qnTn-
Mos>keMO TpeTIOCTaBUTH Jia Ha Kpajy AJ00MjaMo OCTaTak HyJia, jep HU3 OCTaTaka a = 1y > 1y >

r, >+ >0 He MOXe caapKaTH BHIIE O] a wiaHoBa. [Ipema Jlemu 3.1. umamo (a,b) =

(ro,m1) = (r,12) = (rz,13) =+ = (T2, Tn-1) = (1, 7) = (1, 0) = 1. Cnenn (@, b) =1,
je nmocnenwu Henyna octatak. WM

MosxeMO TpPHMETUTH Ja je TPU CBAKOM JIEJbEHY OCTAaTaK CTPOr0 MamH OJ OCTaTKa IpHU
MPETXOAHOM JeJbery. 300T Tora 3akpydyjeMo na ce EykianmoB anropuraMm CUTYpHO 3aBpIlaBa,
Tj. HAKOH KOHaYHO MHOTO JIe/beHha C OCTaTkoM Johu hemo 10 1e;bUBOCTH, OJTHOCHO 10 JCJbCHa
0e3 ocTarka.
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AJ'IFOpI/ITaM 3aCHOBAH Ha JCJbCHY CIICAU:

int (input())
int (input())

[MpumeTrMo aa ce mociie HajBUINE jeIHOT KOpaka ocurypasa na je a > b (jep ce y cBakom
kopaky map (a,b) mema mapom (b, a mod b), a yBek Baxu 1a je a mod b < b). Ilocne 6uino
Koje aBe utepauuje ce oz napa (a, b) nonasu a0 mapa (a mod b,b mod(a mod b)) (HapaBHoO,
o1 nmpeTnoctaBkom aa je b # 0 u ga je a mod b # 0). Jloxaxumo na je a mod b < % Axo je
bsg, Taja je a modb<b§§. VY cynpoTHOM, 3a b>§Ba)KI/I na je a modb=a—b<§.
3aTo ce mMpBU apryMeHT MOCJE CBakKa JiBa KOpaka cMamwH 06ap ABocTpyko. Jlo BpenHocTH 1 mpBu
apryMeHT CTUTHE Yy JIOTapUTaMCKOM Opojy Kopaka y oJHocy Ha Behu oj monasHa ziBa Opoja u
Taga Apyru 0poj curypHo jgoctuwxke 0 (jep je CTporo Mamwu OJ NPBOT') M MOCTYIAK CE 3aBpIlaBa.
Jlakiie, CIIOXKEHOCT je JIorapuTaMcKa y ojHocy Ha Behu on 1Ba Opoja, mTO MOXKeE Ja ce 3amuile U
kao O(log(a + b)). Ako ce CIIOKEHOCT padyHa y OJHOCY Ha Opoj mudapa 6Opoja (wmro je
BEJIMYMHA YiIa3a), OH/a je OHa 3alpaBo JHMHEapHa.

Ilpumep 3.2. Hahu Hajeehu 3ajennnuku aenuiarn 3a 6pojese 803 u 154.

(803,154) = (154,33), jep je 803 = 5- 154 + 33;
(154,33) = (33,22), jep je 154 = 4-33 + 22;
(33,22) = (22,11), jepje33=1-22+11;
(22,11) = (11,0), jepje22=2-11+ 0;
(11,0) = 11.
Haxie, (803,154) = 11.

3akJbyuyjeMo Jia je BapHjaHTa 3aCHOBaHA Ha JieJbey e(uKacHUja oJ BapHjaHTE 3aCHOBAHE Ha
Oly3UMamby.

Teopema 3.2. Heka cy a, b, ¢ € Z taksu aa (a, b) nocroju,c | auc | b. Tanac | (a,b).

/Jloka3. OBO 3HauajHO TBpheme a0Ka3zyjeMo MpuMeHoM EykiumaoBor ajroputMa 3a HalakKemwe
Hajeher 3ajegHuyKor aenuoria aBa Opoja. [lakne, ako je, Ha mpumep, b # 0, Tama cMo
M3BpIIKIIH ciiefeha nenodpojHa nespema:

a=qib+n, raeje 0 < r < |b|,
b =q,r +1,, rieje 0 <nr, <my,
T =(qsr; + 713, raeje 0 <1z <1y,
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Te-1 = Qr+27k + Tht1, THEJE 0 S Tyq <7,

Th—2 = qnTn-1 t T, raeje 0 <7, <1y,

Th—1 = qn+1Tn (Th+1 = 0).

[IpumeTrMoO J1a ce MOCTyNaK CUT'YpHO 3aBplIaBa y KOHAYHO MHOTO Kopaka, Oyayhu na Hu3
bl >1r >1rp > > >
MOpa OMTH KOHA4yaH.

Tepaumo n1a je 1, = (a, b), ogakie oamax cieau TBpheme Teopeme, Oyayhu aa ce ako nokasyje
Jla 3a CBaKM 3ajeHUYKH JieimIall ¢ OpojeBa a, b mopa Outu ¢ | 1y, 3a cBe k (ma tako u 3a k = n);
HauMe, U3 Tj_3 = Qr41Tk—1 T 7 AOOHMjaMO Ty = Ti_3 — Qr+1Tk—1, 1a 3aKJbYdyjeMO Ja U3
(MHIYKTHBHE) MPETIOCTABKE C | 73—y, € | 11 cequ ¢ | 1.

[Tomto mamonpehanimy clie 3akJbydaka Bakd 3a CBaKM 3ajeIHUYKH Aenwial ¢ Opojesa a, b,
cieaM 1a oH Baxu u 3a ¢ = (a, b); 36or tora ogmax umamo (a,b) | 1, a camum ™am u (a, b) <
1,. C opyre cTpaHe, HOKaXUMO Ja 73, jeCTe 3ajelHHYKH JIenuian 3a a u b. Hemocpenno, nmamo
na 1, | r,_,. Cama mpertnocraBka aa 1, | 741 4 T, | %4, TOBJIAYM, HA OCHOBY JE€IHAKOCTU
Tk = Qra2Tk41 + Tke2, A2 T, | 1,. Tako nomasumo 10 3akpyuka ga 1, la u 7, | b. Ilo
neunujn HajBeher 3ajeHUYKOr Aeuola, ofaBae cieaud 1, < (a,b). [Ipema Tome, 13, =
(a,b), kao mrro ce u Tpakuino. M

Ilocneouuya 3.1. 3acse a,b € Z, ¢ € N Baxu (ca, cb) = c(a, b).

/Jloka3. 3anpaBo, OBO je BHILE IMOCJEAMIIA JI0Ka3a HEro caMor TBphema MPEeTXOJHE TeopeMme.
Haume, nocmarpajMo jenHakocTu Koje cMmo Jo0uiau TokoM EykimpoBor anropurma 3a
uspadyyHaBame (a,b): oBaj aqropuram pesyiTyje MOCIeImHM HEHyla octatkoM 1, = (a, b).
[ToMHOXHMMO cafa cBe T€ jJeHAKOCTH Ca C; Ha Taj HAYMH J00HjaMO YNpaBO jeTHAKOCTU KOje
OPOUCTHYY M3 MHCTaHie EykimmoBor amroputma 3a Hanaxeme (ca,cb). Iocnenmu HeHyma
oCTaTak Koju Taj anropuram aaje je 6aur (ca,cb) = cr, = c(a,b). A

Cneneha Teopema naje jeHy BeomMa MHTEPECAHTHY UM KOPUCHY OCOOMHY HajBeher 3aje JHMUYKOT
JeNNoLa.

Teopema 3.3. (Besyosa meopema) Hajpehu 3ajemnnuku nenwmian OpojeBa a,b € Z ce mMoxe
U3pa3nUTU y OOJIHUKY

(a,b) = aa + Bb
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3a MoroIHO ofabpane a, § € Z.

Joka3. Haykuujom no Kk noka3yjeMo Ja ce CBaKM OCTaTak 1y, y EykiumoBoMm anroputmy 3a
uspauyHaBame (a, b) MOXe U3pa3uTH Kao 1, = &y + P 3a Heke Ay, By € Z. 3aucra, To je TauHO
3a came O6pojesea =1-a+0-bub=0-a+1-b,xaouszar,=a—qb=1-a+(—q,)"b.
3aTo0 MPEeTHOCTaBUMO J1a BAaXKU Tk q = Ax_1a+ fr_1b m 1 =0ara+ Prb 3a Heke
k-1, A, Pr-1, Pk € Z. Tana je

Tit1 = The1 — Qre1Tk = (@ko1 — Q1)@+ (Br—1 — Qre41Pi)b,

ma je caga JO0BOJBHO JCQUHHCATH (ki1 = X1 — Q41 M Pry1 = Br-1 = qi+1Pr-
Crenmjanto, cnequ (a,b) =1, = a,a+ Bpb, n1a @ = a, u f = B, NpeACTaBIbAjy ajeKBaTaH
n30op TpaxeHux koedumujenara. M

OBo TBpheme MMa 3HaYajHy MOCJICAMIy y Be3u ca pemmuBoiihy suHeapHe Jluodanrose
jenHaunse ax + by = c, o yemy he ce TOBOPHUTH y jeTHOM OJ1 HAPETHHX MOTIABIbA.

EyknumoB anroputam ce MOXe HIYCTpOBaTM M reoMeTpujcku. Ilocmarpamo mpaBOyraoHHK
nyxuHe a v mmpuse b. [Torpe6GHo je onpenuTu Hajehy Ay)KMHY CTpaHHIIE KBaJpaTa TakBa Ja ce
MPaBOYraOHHMK MOJKE MOTUIOYaTH KBaapaTuMa Te AUMEH3Hje.

[Tpukazahemo oBaj mocTynmak Ha KOHKpeTHOM mpumepy. [locmarpamo mpaBOyraoHHK uuje cy
ctpanuie 210 u 150. Y npBoM Kopaky yodaBaMmo J1a MokeMo ucehu jean KBaapatr TuMeH3Hja
150 myta 150 (Ha cimiu npukasad HpBEHOM 00joM). JacHO je Ja ako HEKUM MambUM KBaJpaTuMa
ycmeMo Jla TOIUIoYaMO MpPEeocTald MpPaBOYraoHWK, Ja hemMo THM KBaJapaTUMa YCIeTH [a
noriouamo u oBaj kBaapat 150 myra 150 (jep he aumeH3uja THX MauX KBajapara ACIUTH Opoj
150), ma hemo camuM THM MOhM TMOIIOYATH M 1I€0 IMOJIA3HU MPABOYraoHUK AuMeH3uja 210 myra
150. Ox mpaBoyraonuka 150 myra 60 moxemo ucehu nBa kBaapara aumensuje 60 myra 60 (Ha
CJIMIIM TIPYKa3aHU TU1aBOM 00joM) U mpeoctahe HaMm mpaBoyraoHuk aumensuje 60 myra 30. Ebera
MOXXEMO DAa3JIOKUTH Ha ABa kBajapara numensuje 30 myra 30 (Ha CIWIM TMPUKA3aHHU KyTOM
60jom) u TO je Hajpeha TUMEH3Hja KBapaTa KOjUM C€ MOJKE TOIUIOYaTH TOJa3HU MPaBOYTaOHUK.

60

150

= H3/1(210, 150) = 30

30
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Jeunuuyuja 3.2. 3a uene 6pojese a u b kaxxemo Ja cy y3ajamHo npocts ako je (a, b) = 1.

Heka cy aq,a,,...,a, uenu OpojeBu, mpu uemy je Oap jedaH pa3jauuuT OJ HyJe. AKO je
H3ﬂ(ai,a]-) =1,3a1 <i <j<n, kaxemo na cy OpojeBu a,,a,, ..., A, MO MAPOBUMA y33ajaMHO
npoctu. Axo je H3/[(ay,a,,...,a,) =1, onga cy 6pojeBu a,,a,, ..., a, y3ajamHo mnpoctu. Ha
npumep, OpojeBu 6, 10 u 15 cy y3ajaMHO MPOCTH a HUCY y3ajaMHO MPOCTH MO mapoBuma. To
BaXku 1 3a Opojese 6, 15 u 35. bpojesu 18, 25 u 77 cy no mapoBuma y3ajaMHO IIPOCTH.

3a neo Opoj k kaxkeMo 1a je 3ajeHUYKH cajap kaial neaux opojeea a u b ako jea | k u b | k.
Hajmamu mo3utuBaH 1eo0 Opoj M KOju je 3ajelHUYKH caapkaian OpojeBa a u b Ha3uBa ce
HajMarbH 3ajeIHHYKH caaprkaian 6pojeBa a u b. O6enexasahemo ra ca H3C(a, b). JacHo je na je

H3C(a,b) = H3C(—a,b) = H3C(a,—b) = H3C(—a, —b).
IMpenusuuje, m = H3C(a, b) ako Baxwu:

i. almub|m;
ii. akojealkub|k,onmajem]|k.

Hajmamu 3ajeiaryxu caaprkaiall 6pojeBa a u b o3HauaBamo ca [a, b].

3.1 IIpommpenu Eykiauaos ajaropuram

Teopema 3.3. Ham oMmoryhaBa na HajBehu 3ajeHMYKM Jenwial Ba NpupogHa Opoja a u b
MOXXEMO H3pPa3UTH Kao HUXOBY IIEJIOOPOjHY JuHEapHy koMmOuHanujy. OBaj moctynak hemo
3BaTu mpourpeHn EykimunoB aiaropuraMm. YMecTo « M [, 03HAUMMO TpakeHe LeIo0pojHe
koedurmjenre ca x u y, Tj. (a,b) hemo npexactaBUTH Kao xa + yb. MoxkeMo HamucaTw
oaroeapajyhy urepaTHBHY BEep3Hjy OBOT airopurma. [IpumeHoM uzeje ocHoBHOT EykimmmoBor
anropuTMa 3a oapehuBame HajBeher 3ajeqHuukor aenuona 6pojeBa a u b, n1o6uja ce onanajyhu
HU3 OCTaTaKa

i, =qr;+7i4, 0<1r,,<mr,3a i=12, ..,k

B3arp=aBaxu gaje x=1uy=0,a3ar,=bBaxu x=0wuy=1 XKemumo na rj,,
MPEICTaBUMO Kao 11eJI00pOjHy JIMHEeapHy KOMOWHanujy OpojeBa a W b, ako 3HaMO Ja BaKu
Ti_q1 = X;_1a+Yy;_1bur; =x;a+ y;b. Ha ocHOBY Be3e 17,1 = T;_; — q;7; A00UjaMO:

Tiv1 = Xi—1a +Yi—1b — q;(x;a + y;b) = (x;—1 — qix)a + (Vi—1 — qiy:)b.

Jlaxiie, BpEJHOCTH X; 41 U V;4; MOKEMO HU3paYyHATH HA OCHOBY IPETXOJHHUX BPEIHOCTH X;_; U
Xi, OTHOCHO Y;_1 U };.
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Cnenehu rceynoko 1 npuKasyje MocTyIaK 3a HaJaKewe 11eJI00pojHuX KoedulujeHata X u y:

int (input())
int (input())

=
oy
e,
H

0]
o
"
(@)

I
-

x pom = x preth - g*x tren
x preth = x tren
X tren = X pom

y pom = y preth - g*y tren
y preth = y tren
y tren = y pom

X
Yy

x_preth
y_preth

print (x)
print (y)

Bpoj onepanuja je nponopiimoHaian ca Opojem ornepairja y EykiaugoBoM alropuIMmy, Tj. jeJHaK
je O(log(a + b)).

Ilpumep 3.3.: Onpenuty 1ea00pojHy JTMHEApHY KOMOMHAIU]Y 3a Opojese 33 u 24.

[IpBo hemo mpumeHuTu ocHoBHM EynuaoB anropuram 3a Hanaxkewme Hajpeher 3ajeHHYKOT
JeJIona:

33= 1-24+9,

24= 2-9+6,
9= 1-6+3,
6= 2-3.

Hakie, (33,24) = 3. ITotpe6HO je jour oapeanTtu oAroBapajyhe KoeuimjeHTe X uy.

xXo=1 Vo=20
x1=0 y1=1
x,=1—-1-0=1 y,=0—-1-1=-1
X3=0—2-1=-2 y3=1-2-(—-1)=3
x,=1—-1-(-2)=3 Vpy=—1-1-3=-4
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Xs=—-2—-2-3=-8 ys=3—-2-(—4) =11
Opnaszie cieau aa cy Tpaxkenu koedurmjentn x = 3 uy = —4,1j. 333 + 24 - (—4) = 3.

Tephemwe 3.1.: Hexa cy a,b,c € Z taxo na je a # 0 wiu b # 0. Taga /IuodanroBa jeaHaunHa
ax + by = ¢ uma peieme ako u camo ako (a, b) | c.

Jokas. (=): Heka je (x,y,) Heko pemiewe nare jennaumue. Ilomro (a,b) | a u (a,b) | b,
BaXH

(a,b) | axy + by, = c.

(<): Ipernocrasumo aa (a, b) | ¢, 1j. na je ¢ = (a, b)c'. Ilpema Teopemu 3.3., nocroje a, B € Z
tako na je (a,b) = aa + fb. To 3Hauu 1a je

¢ =a(ac") + b(Bc"),
OJTHOCHO, X = ac',y = [c’ je jenHo peuiewe aare jennadnne. W

3Havaj npomrpeHor EykinuaoBor anroputma je y Tome mro oMoryhaBa perraBame jeJjHe Kiiace
JlnodhaHTOBHX jeqHAYWHA, T3B. JIMHEpaHUuX J(nodaHTOBUX jeHAYMHA KOj€ Cy TOMEHYTOT 00JIMKa
ax + by = c,rne cy a, b, ¢ natu nenu 6pojeBH, a X ¥ Y Cy 1eJI OpojeBH Koje Tpeda opeInuTH.

Cana hemo nmpukaszatu npomupeHn EykinaoB anropuraMm 3aCHOBaH Ha OJ1y3UMambYy.

Heka cy a u b Henyna OpojeBu u Heka je d wuxoB Hajeehu 3ajeqHMuku aesmwnain. Jpyrum
peunma, d je BeIMYMHA HajMamer Kopaka KOju HEKO MOXe HalpaBUTH KOMOMHYjyhu BenuduHy
KOpaka a ¥ Belnn4yuHy kopaka b. [Ipommpenu EyknunoB anropurtam onpelyyje Kako HampaBHTH
Kopak BenmuuHe d kopuctehu kopake BenmMuuHe a ¥ Kopake BennuuHe b. [Ipenusnuje, oapehyje
7Ba Ha4yMHA Ja Ce HalpaBU Kopak BeiawmynHe d Kopuctehw Kopake BEIHMYMHE a U KOpake

BeIMYMHE b.
AnropuTam Halla3u peniema u, v, x, y ciejaehe ase jeiHauYnHe:
3) d+ub=va
d+xa=yb

rae cy a u b natu HeHyna OpojeBu u d je muXoB HajBehu 3ajeqHMYKH Aenwmian. Moxe ce
HaNpPaBUTH KOPAK BEJIMYMHE d yAECHO WM HAPaBUTU ¥V KOpaKa BEJIMYMHE @ YAECHO U U KOpakKa
BeJIMYMHE b yJeBo, WM HAIIPaBUTHU Y KOpaka BeJIMUUHE b yIeCHO U X KOpaka BEJIMYMHE A YJIEBO.

[Ipommpenu Eyknnnos anropuram Moxe OUTH popMyJIMcaH U Ha cielehy HauuH:
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a = int (input())
b = int (input())

d = a
e =Db
u =0
v = 1
x =0
y =1
while d != e:
if d > e:
d=d - e
u=u-+y
v =V + X
else:
e =e - d
X = X + v
y =Yy +u
print (u)
print (v)
print (x)
print (y)

AKO ce 3aHemape U, v, X U y, aroputram je oobnyan EykiumoB anropuram ,,0ly3MUTE Mambe OJ1
Beher u 3aBpmiaBajy ce 006a u d u e ca HajBehuM 3ajeJHIYKUM JeTUOLEeM 3a a U b. JeaHaunHe
d+ub=vaue+ xa=ybBaxe Hanouetky jepd +0-b=1-aue+0-a=1-b Baxe Ha
noyeTky. CBaKu KOpak 4yBa HCTUHUTOCT OBHX jeTHAYMHA, KAO IITO C€ MOXKE BU/IETH Y HACTABKY.
Axko d + ub = va u e + xa = yb Baxe, wuxos 30up je d + (u+ y)b = e + (v + x)a. Axo je
d > e, KOpak ajJropuT™Ma OCTaBba €, X U Y HENMPOMEHEHUM, T1a jelHaYMHA € + xa = yb ocraje
uctuauTta, 10K d + ub = va nocraje (d —e)+ (u+y)b = (v+ x)a, a T0 je Ta4yHO, IITO
pe3yaTupa Kaja je e oay3eTo W Of jenHe W oj apyre crpaHe. Ha wctu HauwmH, ako je d < e,
jemHauyrMHa Koja caapxu d je HempoMEmeHa M jeHAYyMHa Koja Callp)KU e je NMpOMEHeHa y
jemHaunHy 100MjeHy oly3uMarmeM d o1 00e cTpaHe 30upa. Tako, 00¢ jelHaYrHE CY UCTHHHUTE Y
CBAaKOM KOpaky, yKJby4dyjyhu mociyie/isi Kopak, y KoM je d = e, KOju TokKasyje aa cy ao0ujeHe
jenHaYnHEe UCTHHUTE.

Kako anroputam (yHIIMOHHMIIIE MOXKE CE€ jJaCHO BHJETH aKO Cy KOpaIy MpHKa3aHu y TabesiapHoj
dbopMu, ca jeJHOM KOJIOHOM 3a CBako d, e, U, ¥, X U Y U ca [0 jeIHUM PEIOM 3a CBAKU KOpaK
anroputma. Ha npumep, 3a a = 23 u b = 14, Tabena u3riena oOBaKo:

d e u v x y
23 14 0 1 0 1
9 14 1 1 0 1
9 5 1 1 1 2
4 5 3 2 1 2
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4 1 3 2 3 5
3 1 5 3 5
2 1 3 8 3 5
1 1 8 11 3 5

v 3aBpuIaBa ce jeaHaunHama 1 + 18-14 =11-23ul1+3-23 =5-14.

JenHa on riaBHUX YMEEHHLIA [IPUMEHEHE Teopuje OpojeBa jecTe jAa je mpouupeHu Eykinnnos
JIrOpUTaM MPUJIMYHO MPaKTUYaH, YaK U Kaja Cy yHeceHU OpojeBH orpoMHu. Tako, pelema 3a
(3) 3a 6wiI0 KOjU JaT map HeHyJa OpojeBa a U b Moxke ce ca yjakohom Hahu. Kako roa, oBo Baxu
caMo aKo ce alroputam MoaAu(dUKyje, Tako JAa OH 0/ly3UMa I0I0JJHE MHOKHOIIE Mamer o1 Beher:

a = int (input())
b = int (input())

d = a
e =Db
u =0
v = 1
x =0
y =1
while d != e:
k=1
while d > 2*k*e or e > 2*k*d:
k = k*2
if d > e:
d = d - k*e
u=u + k*y
v = v + k*x
else:
e = e - k*d
X = X + k*v
y =y + k*u
print (u)
print (v)
print (x)
print (y)

Osga ,,yOp3aHa“ Bep3uja OCHOBHOI' aJropuTMa Hajasu HajBehu cremen Opoja 2, o3HauMMoO ra ca
k = 2¢, 3a xoju he OCHOBHHM ajropuTaM MOHABJFATH MCTU KOpak k myTta y peay, U M3BpIIaBa
OBHX Kk KOpaka ojjjellHOM. Y MpHMepy rope, yop3aHa Bep3uja airopuTMa IpOU3BOIU UCTH PauyH
Kao M OCHOBHM aJropuTamM, caMmo IITO Ha Kpajy, yMecTo Aa oay3me 1 ox 4 Tpu myTa 3apeaom,
yOp3aHM aNropuram MpBO T'a OJy3ME JBa MyTa y jeIHOM KOpPaKy, a 3aTUM Ia IOHOBO OZy3Me.
Edexar y oBoM citydajy je jeqHOCTaBHO Ipeckakame Tpeher pena ca nHa Tabene, MITO je jeaBa
nobosbliame y pauyHawy. C qgpyre ctpane, yOp3aHu ajJrOpuTaM jeé OrpOMHO MOOOJBIIAKE aKO Ce
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y jeIHOM TPEHYTKY alropuT™a Hahe Kopak y KoM Mamu o d U € jeé MHOTO MambH, Kao LITO je TO
cJlydaj, Ha IpUMep, Y IPBOM KOpaKy ajaropurMa kazia ce npuMenu Haa = 1002 u b = 5.

4. IIpocTu; OpojeBu

Hegunuyuja 4.1. 1leo 6poj p > 0 je mpoct Opoj akO HE MOCTOjU AENUTEb d OXl P 3a KOju je
1<d<p(1j. ako cy | u p jeauHH NO3UTUBHHU JIEIUTEIbU P). AKO 11€0 Opoj a > 1 Huje npocT,
Ka)Ke Ce J1a je a CJI0XKEH Opoj.

[TpBu KJbYy4HH pe3ynTar Teopuje OpojeBa KOjU MPAKTUYHO MpEACTaBiba ,,0JICKOYHY JACKy™ 3a
OuJI0 KakBa 030MJbHHUja UCIIUTUBAKA CTPYKTYPE MPCTEHA Z jeCTe OCHOBHA TEOpPEMa apUTMETHUKE.

Teopema 4.1.(Ocnosna meopema apummemuxe) CBaku mnpupojgaH Opoj n > 1 moxe ce
MpUKa3aTH Kao Mpou3BOj (MO3UTHUBHUX) MPOCTUX OpojeBa U Mpu TOME je Ta (aKTopu3aluja
JEIMHCTBEHA JI0 Ha Mopeaak (akTopa: IPyruM peurMa, ako Baku

n=pipz -Pr = q193 ---gs,

TJIE Cy P;, ¢ IpocTh OpojeBu 3acee 1 < i < 7,1 < j < s, Taja je 7 = S M IOCTOjU NEPMyTalHja
m ckyna {1,2, .., 7} Tako naje p; = qny3acee 1 < i <.

Hoka3s:

E23ucmenyuja: TBpheme aa moctoju pasnarame Opoja n > 1 Ha mpocte (akTope J0Ka3yjeMo
(totanHom) mHAyKuMjoM. OHO je €BUACHTHO 3a N = 2, MOIITO je MOocpeAau MpocT Opoj. 3aro
MPETHOCTAaBMMO Ja CBH OpojeBu u3 {2,...,n — 1} umajy O6ap mo jeaHo pasjiarame y MpOM3BOJ
POCTUX OpojeBa.

Axo je cam Opoj n mpocT, Taja HeMa 1ITa Ja ce J0Ka3zyje; y CYIpOTHOM, HeKa je p > 1 HajMamu
HETpUBHUjaIHU Jenuian opoja n. Ouuto, p Mopa 6uTH mpocT O6poj, jep O y CynpoTHOM N UMao
JieNnIall MambK OJ1 P, IITO j€ Y CYMPOTHOCTH ca u3bopom p. [Ipema Tome, Baxku n = pn', rae je
1 < n' < n; 300r Tora je MHAYKTUBHA MPETIOCTAaBKAa NPUMEHJbUBA HAa N', Tj. N’ je Mpou3BOI
npoctux opojea: N’ = p; ... ppy. Ho, Tana je n = pp; ... P, IITO OKOHYABA HHAYKTUBHH J0Ka3.

Jeouncmeenocm: IlpernoctaBuMo 1a je n = p1Psz ... Pr = q1 42 --- s; 0€3 ymMamema OMIITOCTH,
Heka je r < s. Ilowro p; | q19; -..qs ¥ py je IpoCT 6poj, 3aKby4yjeMO 1a Py | qj, 3a HEKO jq;
MehyTuMm, u qj, je, Kao u pq, (Mo3uTHBaH) npocT Opoj, na je p; = q;,. VIcTo 3ak/byuuBame ce
MOX€E TOHOBUTH U 32 P, ..., Py, 112 32 CBaKO 1 < i < 1 MOCTOJU MHAEKC j; TAaKO 1A je p; = qj;.

IIpu TOME cy cBUM MHIEKCHU Ji, ..., J, MelycoOHO pasmuuutu. YKoiauko Ou Ouino r < s, Taga
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6ucmo, no osHauaBawy {ky, .., ks_} =1{1,..,5}\ {1, ..., Jr}, nobum na je 1=qy, ...qx, .,
mTo je ounto Hemoryhe. Jlakie, Mopa OuTu r = S; OCUM TOra, epMyTaluja 7 nepuHUCcCaHa ca
(i) = j; (1 < i < r) uma cBe Tpakere ocooune. M

OcHOBHa TeopeMa apUTMETHKE, KOjy CMO yNpaBO AOKa3ald, BEOMa C€ YecTo KOpUCTH. Mako
TBpheme u3riena OYnrieJHO, TO YOIIITe Hije TaKo.

Teopema 4.2. Ilo3utuBan 11€0 Opoj N je CIOKEH aKO U CaMO aKo UMa MpocT (HakTop p, Takas Ja
jep <+n.

Jloxa3z. Ako n uma npoct GakTop p < /n, OHJa je N, OUNIIIETHO CII0XKEH OPOj.

OOpHyTO, aKO je p HajMamwu NPOCT (HaKTOP CIOKEHOT Opoja n, Taaa je n = pm, 3a HEKH 11e0 Opoj
munpuTome jem = p.Ciean najep <vn. W

['opmwe TBpheme Moxe ce hopmynucaTi U Ha cieaehy HauKH:
Io3uTuBaH 11€0 6poj n > 1 je MPOCT aKO M CaMO aKO He CaApKH MPocT GakTop p < vVn.
Ilpoénem 4.1. [lat je npoct Opoj n. PactaBuTu ra Ha nNpocTe YHHUOLIE.

[IpoGnem Moke na ce pemM WHIAYKTUBHO-PEKYP3UBHHUM IPUCTYIIOM Ha cienehu HauuH.
[IpeTnocraBumMoO Ja yMeMO JAa OJpeAMMO MPOCTE YMHHUOILIE 3a CBe OpojeBe Mame O Nn. AKO n
HHje mpocT Opoj, OHIA ce OH MOXKE MPEACTaBUTH Kao MPOM3BOA N = dn,, rae je d HajMamH 0f
cBUX Jenmiana 6poja n u Baxu d < v/n. Yuannan d ce oHaa MoXe MpoHahH MPoOTackoM Kpos3
CKYIl TIpUpOAHUX OpojeBa y penocieny oa 1 1o v/n (pemocien HaMm rapasTyje NpOHATAKEHE
HajMamker YWHHUOIA), a OCTajJe YWHHOILE Opoja My MO HWHIYKTUBHO] XHUIOTE3W 3HAMO Ja
oapeanMo. VtepaTBHA BapHjaHTa OBOT PEYP3UBHOI arOpUTMa OM ce cacTojaja U3 HapeIHHUX

. n
KOpaka: CBe JIOK j€ M JIeJbHBO ca 2, OJIITaMIaTi 2 U BPEAHOCT N MOCTaBUTH Ha > Kana n Bume
HHU]j€ JEJbUBO ca 2, OHJA Cy CBM YMHHOIIM HEMapHH, T€ UAEMO peloM o [ = 3 0 VN Mo CKyIy
HemapHux OpojeBa M ako je M JeJbUBO ca I, CBE JOK j€é M JeJbUBO ca [, ITammamo I U

n . . . . .

TMOCTaB/baMO BPEIHOCT N Ha . Crenyjanas ciy4aj YMHU CUTYyalllja Kaja je n IpocT Opoj, y KoM
ciy4ajy Tpeba oAIITaMIlIaTH caM Taj Opoj.
Anroputam (QakTopu3aluje Cienu:
n = int (input())

while n%2 ==

print (2)
n =n//2

i=3

while i*i < n:
while n%i == 0:
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print (i)
n=n//1i
i=1+2

if n > 2:
print (n)

Tpeba moMeHYTH 1@ ce HHWIAC y aJlfOPUTMY MOoceOHO He oxapelyyjy mpoctu OpojeBu. Ha mpBu
MoTJIel OBO MOJXKE JIeJIOBaTH 30ymyjyhe, MehyTuM penocien KojuM TpakuMo MpocTe (akTope
HaM rapaHryje Jla HUKajaa HeheMo ojmramnaTi HeKH ciokeHu opoj f =1i-j,i,j < f jep hemo
Ipe HMCIUTHBAama JICJbUBOCTU ca f MpoBepaBaTH JEJbUBOCT ca [ M j, C 003UpOM Ha TO Ja je
BUXOBa BPETHOCT Mama o f.

Co’XeHOCT MPHUKA3aHOT aJrOpUTMa j€ Y HajropeM ciydajy O(\/ﬁ) - OH ce JiemaBa Kajaa je
n = p?, rae je p HeKM MPoOCT OPOj WK Kaja je caM Opoj 1 IIPoCT.

VY paznarawmy n = p; ...p, C€ jeJaH JaTH MPOCT OpOj MOKE MOjaBUTH BUIIIE IMyTa Kao (akTop.
300r Tora je yoOuvajeHO Ja y pasjaramkby Opoja Ha MPOCTE YHHHOIE HMICHTHYHE (aKTope
,»OKYIIHMO®* y CTETIEHE Pa3IUYUTHX MPOCTUX OpojeBa:

n = p,“1p,*2 .. p%, a; > 0.

OBakBO pa3znarame Opoja n ce 30Be KaHOHWYKH 00iMK 3a n > 1. U3 ocHOBHe Teopeme
ApPUTMETHKE HEMOCPETHO CIICAM Ja je OH jeAMHCTBEH JI0 Ha MOPEIaK CTEIeHH MPOCTUX OpojeBa
p;* (1 3ampaBo je jeAMHCTBEH aKo, Ha TIPUMEP, 3aXTEBaMO J1a je Py < Py < -+ < P ). Mehytum,
W3 MpaKTUYHUX paszjora MU y3umamo f1a je a; = 0, jep oHza OWUJI0 KOjU MPOCT Opoj MOXKe
¢dbopmaiiHo na purypuiie y KaHOHUIKOM Ipe/ICTaB/bamkby HEKOT Opoja.

Kanonnuku o06nuk npupogHor 6poja Ham omoryhaBa Beoma J100pYy ,,KOHTPOIY® Haj HErOBUM
JIeMOIIMMA, Kao IITO TO HApeIHO TBpheme mokasyje.

Teopema 4.3. Hexa je n>1 npupoman Opoj uYHMju je KaHOHWYKM OOJMMK Jar ca
n=p;*p,% ..p,%. Taga d | n ako u camo axo je d = p; 1 ...p, P, rne je 0 < B; < a; 3a cee
1<i<k.

Jokas. (=): Ako d | n, Taga je n = dq 3a Heko q € N; crora ce KaHOHWYKH 00JHMK Opoja n
no0uja MHOKEHeM KaHOHMYIKUX 00mKa OpojeBa d u q. To 3Haum, uzmely ocrasor, 1a je cBaKu
npocT (GakTop p KOjU ce MojaBJbyje y KAHOHUYKOM OOJHMKY Opoja d ca HEHyJa €KCTIOHCHTOM
MIPUCYTaH U y N Ca HEHYJIa EKCTIOHEHTOM, U MPU TOME C€ P T0jaBJbyje Y N ca HajMamke OHOJIUKUM
cTeneHoM kao y d. Otyna mopa 6utun 0 < 5; < ; 3a cBe i.

(&): Ako je d o6mka kao y popmyianuju TBphera, Tana 3a

q= plal_ﬁl ---pkak_ﬁk eN
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Baxun =dq,15.d In. l

Bpoj nemunana npupoaHor 6poja n > 0 o3HauaBamo ca g, (n). [IpumetrMo 1a je 6poj n mpoct
ako M caMo ako je gy(n) = 2. OyHkumja oy(n) ce BeoMma JIaKO H3padyyHaBa Ha OCHOBY
KaHOHHMYKOT 00MKa O6poja n.

Ilocneouya 4.1. bpoj nemnana Opoja n, H3pPaAKEHOr Yy KAHOHMYKOM  OOJIHMKY
n = p 1p,*2 .. p %k, jenHax je

oo(n)=(a; + D(ay,+ 1) ... (a +1).

Jloxas3. Tlo nperxonHoM TBphemy, d je nemunar 6poja n ako u camo ako je d = p; A1 ... p,Pr 3a
Heke 0<B;<a;, 1<i<k. Tlpema Tome, cBaku Hu3 OpojeBa (B;,..,Bx) ca aarum
orpaHUuCHHMa OMKCYje jeJaH Aeausal Opoja n; OCHOBHA TeopeMa apuTMeTuke oOesdehyje aa
pa3nUYUTH HHU30BU EKCIIOHEHATa JAajy pasiauyure nenuoune. bpoj [; ce y TOM HHU3Yy MOXe
n3abpatu Ha @; + 1 HaUMHA; KaKo Cy CBU TH U300pH HEe3aBUCHHU, pe3yaTaT cienu. W

Hegunuyuja 4.2. 3a xommiekcHny pyHkuujy f:Z — C jeqHe nenoOpojHe TPOMEHIbHBE (OBAKBE
(GyHKIMje ce MOHEeKaa 30By M apUTMETHUYKE) KaXXeMO Ja je MYJITUILIMKaTUBHA aKo 3a CBE
a,b € Z raxse na je (a,b) = 1 Baxku

f(ab) = f(a)f(b).

OcumM y ciyuajy kaga je ¢yHkuuja f KoHcTaHTHAa HyJda-(yHkiuja, umamo 1a je f(1) =1 u
f(—=1) € {1,—1} (u3 Tor pasyora cy 3aHUMJBMBH jEJMHO MMO3UTHBHH apryMeHTH, Oyayhu na 3a

a > 0Baxu f(—a) = f(—1)f(a)).
Teopema 4.4. Dynkumja oy je MyITHUILUIMKATHBHA.
/Jloka3. Ako cy OpojeBu m u n y3ajaMHO MPOCTH, Taj1a je
m=p, P, .p =g P
IIpH Y€MY Ce HUjeaan ol OpojeBa p; He MOKJIANa CH ca jeJHUM o1 OpojeBa g ;. 3aro je
mn = p;“1p,%2 . porqiFrapPr g
KaHOHMYKa (pakTopu3anuja Opoja mn, na je Ha ocHoOBy Teopeme 4.2.v [locieaune 4.1.
ogo(mn) =(a; + 1) .(a,, + DB+ 1) ... (Bs + 1) = g,(m)ay(n),
OJIaKJIe CIIE/IN Ja je 0, MyATHIUIMKaTuBHa pyHkuja. W
dynkuuja 0y(n) je jeman npexacraBuuk (amunuje o, (n). Ilpeuusuuje, o, (n) je ¢yHxmja

Acjujiana u 03HaduaBa CyMmy k-TuX cTereHa CBUX MO3UTHBHUX Jciiana 6poja N U 3a BbY BaXH J1a
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je mynrurikarusHa. CrienjanHo, o, (n) o3HauaBa 6poj menunaia 6poja n, a g4(n) 36up cBux
nenwiana opoja n, g, (n) 30up KBaapara Jaenuiaina 6pojan, ...

Hajsehu 3ajennnuxu nenunan Ba 6poja Mosxke ce Hahu U Ha ciiefiehy HaYuH.

Teopema 4.5. Hexa cy npupoaau 6pojeBu a, b > 0 1atu y CBOjUM ,,IPOITUPESHUM* KAHOHUYKHM
o0numa

a=p“ ™, b=pfpPr
TO 3HauM Ja je a;, fj = 03acee 1 < i,j < k. Tana je:
(a, b) = plmin{a’1ﬁ1} pkmin{a’kﬁk}_

/Jloka3. Heka je

k
d= Hpimin{ai,ﬁi},
i=1

[Mowrro je min{a;, B;} < a; u min{a;, Bi} < B;, cnemu na d 1 a u d | b, 1j. d je 3ajeaHUYKH
nemwnan 3a a u b. C apyre cTpaHe, HeKa je ¢ 3ajenHuuku aenwian 3a a u b. [lo Teopemu 4.2.,
Taja je

c=p ..ok,

npu uemy je y; < a; u y; < B; 3a cee 1 < i < k. Ilpema tome, y; < min{a;, f;}, onakne c | d.
Crorajed = (a,b). W

Mehytum, Tpeba CKpeHYTH MaXmy Ja ropme TBphewme (Mako Jellyje BeoMa jJeIHOCTaBHO U
MHTYUTHBHO) 3allpaBoO HHUje MOTOJHO 3a MpaKTHYHE, pauyHCKe NMPHUMEHE, M Ja ca CTaHOBHUINTA
TEOpHje aIroOpUTaMCKe CIIOKEHOCTH JAaje jome pesyatare. Haume, Eyknumos anropuram Hajazu
H3/1 nBa 6poja 3a nuHeapHO Bpeme y 0JHOCY Ha Opoj 1udapa v 3a JOrapuTaMcKO y OJHOCY Ha
BennuuHy Opoja. C npyre ctpane, Hanaxewe H3/l-a Ha ocHOBY ropmer TBphema NpeTnocTanBiba
na cy patu OpojeBu Beh (akTopucaHM Ha NMPOCTE YHMHHUOLE, Tj, NaTH Y CBOJUM KAHOHUYKUM
oOnmuiuMa. YmpaBo Ty c€ Hala3u NpoOsieM: HHUJe MO3HATO Ja JM yommite mnoctoju (0p3)
aIropuTaM y MOMEHYTOM BpeMeEHY, a KOjU pasfiiake natu Opoj Ha mpocte (akTope. 3amnpaBo
3HauajaH J1e0 Kpuntorpaduje, 3alITUTe KOMyHUKalMja U, CIIEUjaHO, 700ap neo 6e30eaHocTH
OaHKapCKUX CHUCTeMa 3acHHMBa ce Ha (Clenoj) MpeTnocTaBlUM Ja TakaB ajropuraMm 3a
(hakTOpHu3alKjy HE TIOCTOjH.

13 ocHOBHE TeopeMe apUTMETHKE Takohe Ciie/in 3aK/by4aK Jia Cy JiBa MpuUpojaHa Opoja y3ajaMHO
MPOCTa aKO U CaMo aKo HEMajy 3ajeTHUYKH MPOCT aenmian. To oamax naje cienchu pesynrar.
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Jlema 4.1. 3a ce npupone 6pojese a, b, ¢ > 0 Baxu (c,ab) = 1 ako u camo ako je (c,a) =1wu
(¢,b) =1.

S. EparocTreHoBo cuTo

I1pe Hero mro onumiemo anroputam EparocteHoBor cuta, pemrhemo cienehu npodiem.

Ilpoénem 5.1. CactaBuTu anropuTaM KOju 3a YHETH MpHUpoAaH Opoj n ucmuryje Aa ju je 0poj
pOCT.

[Tpuponan Opoj je mpoct ako je Behu o 1 1 ako HUje AeJbUB HU ca jeAHUM OpojeM ocuM ca | u
ca camuM cobom. [To nedununuju 6poj 1 Huje npoct. Jlakne, 6poj Behu ox 1 je mpoct ako Hema
HUJjeHOT TipaBor aenumolia. [loTpeOHO je U3BpIIUTH MpeTpary cKyma Jaeiuiana u MpoBEPUTH Ja
JI1 HEKU OJ1 BbUX CTBApHO ey Opoj 1.

Crnenehu anroputaM npoBepasa Ja Jiu je yHeTH Opoj 1 IpocT.

def prost(n):
if n ==
return False

for 1 in range (2, n):

[o)

if n % 1 ==
return False
return True

n = int (input())

if prost(n):

print ('Broj je prost!')
else:

print ('Broj nije prost!')

[Tomro ce mpoBepa CBaKkor AeIHOIa M3BpIIABA M3PAauyHABAKEM jEIHOT OCTaTKa MpHU JEJbeY,
CJIOKEHOCT OBOT IIPUCTYIIA OJroBapa Opojy aenuiana u jeanaka je 0(n).

Jla Ou ce pemmo npoGsieM no0ujama MOTIYHE JUCTE IPOCTHX OpojeBa MambuX 011 JaTor opoja N,
yBemhemo jenHocTaBaH anropuraM. [Ipernocrasspa ce 1a je 60 OTKpHUBEH y ApeBHO] ['pukoj u
no3Har je kao EparoctenoBo cuto (oko 200.ronuHe m.H.e.).
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Cama hemo wmano pgertasbHHje O00jJaCHUTH OBaj jJeAHOCTABaH alroOpuUTaM 3a TeHEpHUcame
y3aCTOMHUX MPOCTUX OpojeBa KOju He mpesaze 3anatu 1neo 6poj N > 1. Anropuram 3anounmbe
WHUIYjAIU3alMjOM JIUCTE TJIaBHUX KaHAWIATa ca y3acTOMHHUM IieJuM OpojeBuma ox 2 1o N.
3aTuM, NPUIMKOM IpBE UTEpalyje, aAIrOPUTaM €JIMMUHUILE ca JIUCTE CBE YMHOUIKe Opoja 2, Tj.
4, 6, uta. Onma npenasu Ha cieaehy CTaBKy Ha JIMCTH, a TO j€ 3 U eJIMMHUHMUILIE HEHE YMHOIIKE.
VY 0BOj OUPEKTHO] BEp3WjU j€JaH KOpPaK je 3aHEeMapeH, jep ce€ HeKH OpojeBu, momyTt O,
enuMuHuIly Buuie myta. Huje notpedHo pasmarpatu Opoj 4: Oyayhu na je u cama 4 1 CBU HBeHU
YMHOUIIM Takol)e yMHOIIIM OA 2, OHU Cy Beh eJIMMUHHCAHU Y IpeTXoqHUM Kopanuma. Cienehu
Opoj Ha JIHMCTH je 5. ANropuTtam ce HacTaB/ba Ha OBaj HAYMH CBE JIOK C€ BUIIIE OpojeBa HE MOXKE
elMMHUHHCATH ca jaucte. [Ipeoctanu nienu 6pojeBH IMCTE Cy TPaKEHU IPOCTH OPOjEBH.

Kao npumep, pazMoTpumMo NpUMEHY ajJropuTMa 3a MPOHATAKEHE JIMCTE NMPOCTUX OpojeBa Koja
He npenasu N = 25.

213(4(5/6|7(8|19(10(11 (1213|114 |15|16|17 1819 (20|21 (2223|2425
213 Ix |5 x| 7|x|9 x (11| x [13| x |15 x |17|x |19 x |21] x [23| x |25
213 x5 |x|7|x|x|x |11 x (13| x|x|x|17|x |19 x| x| x [23] x |25
213 |x |85 |x|7|x|x|x |11 x |13 | x| x|x ({17 x |19 x| x| x [23| x| X

3a oBaj mpUMep BHUIlle HUCY MOTpPeOHU IpoJIa3H jep OMCMO enMMUHHUCcAIN OpojeBe Koju cy Beh
CJIMMHUHHUCAHU Y IPETXOJHHUM IIOHABJbalbMa aJIrOPUTMaA.

Teopema 5.1. CBu OpojeBM KOJU HUCY €IMMMHUCAHU IPEJCTaBIba]y TAYHO CKYI CBUX MPOCTHUX
OpojeBa ox 2 10 N.

/Jloka3. Heka je p mpoct 6poj, p < N. bbera ouurnenno nehemo enrmMuHHCATUH jep CYy CBH
OpojeBH Koje eqmMuHUIIEMO oOnuka qk 3a Heke g,k = 2. Youumo cana cioxeH O6poj n < N.
Heka Baxku naje n = ab, tne cy a, b = 2. Umamo a® < N wm b? < N. 3aucra, y cynpoTHOM Ou
caemuno a’b? > N-N = N2, 1j. n > N. KonTpagukuuja.

Be3 ymamema onmrocTH, Heka je a’> < N. Tana a uma npoct uuHunan p, p? < N. Ilowro je p
npoct 6poj, o Hehe GUTH enMMHMHKCAH, a U3 p? < N cieau na ce anropuram Hehe 3aBpPLINTH
npe Hero mTo p nohe Ha pex. Y oHOM KOpaky kKajna OyaemMo 3a0Kpykuiu p, 6poj n he Ourtu
enumuHucad. M

Cnenehu nceyaokon y3uma cse OpojeBe oa 0 1o n. YMecTo aa cioxkeHe OpojeBe eNMMHHHILE,
3amennhe ux ca 0 u Ha Kpajy W3IBOJUTH JIUCTY OpojeBa koju Hucy 0. To he Outu ympaBo cBU
pocTH OpojeBU MamH O M.

n = int (input())

prost = list(range(0, n + 1))
prost[l] = 0
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i =2
while i*i <= n:
if prost([il]:
for j in range(i*i, n + 1, 1i):
prost([j] = 0
i=1+1

rezultat = []
for x in prost:
if x !'= 0:

rezultat.append (x)

print (rezultat)
Cnosxenoct Eparocrenosor cuta je O(nloglogn).

Ckyn mpoctux OpojeBa {2,3,5,7,11,..} je jeman on HajjeIHOCTaBHMje 3aJaTHX, ald
HCTOBPEMEHO U JeJlaH O]l ,,HaJMUCTEPHO3HUJUX ‘ CKyloBa y Maremaruuu yommre. [IpupoaHo ce
MOCTaBJba MUTAE: J1a JIU Cy TI0YEB OJ1 HEKOT MIPUPOAHOT Opoja CBU MPUPOIHHU OPOjEBHU CIIOKECHH,
TJ. Aa U je Opoj mpoctux OpojeBa koHauaH? Oaroeop Ha To nuTame nao je Eykmua. Cneneha
TEeopeMa, 3ajeIHO ca J0Ka30M, YKJbYUCHA j€ Y ’heTOBY KibHTY ,,EnleMeHTH .

Teopema 5.2. Cxyn npoctux 6pojeBa je OecKkoHayaH.

/Jloka3s. TIpeTnocTaBuMO CyNpOTHO: J1a IIOCTOjU CaMO KOHAYHO MHOT'O IIPOCTUX OpojeBa Py, ..., Pk-
[Tocmarpajmo 6poj

A=ppp+ 1

Bbpoj A HHje neJbUB HU ca jeJHUM O] IPOCTHX OpojeBa Py, ..., Pk, JEP MPH JCJbECHY ca CBAKUM O/
BUX Jaje ocratak 1. MelhyTum, Mo OCHOBHO] TeOpeMHU apUTMETHKE, A je MPOMU3BOJ HMPOCTHX
OpojeBa; crenujaiHo, A MMa HEKH TPOCT Aeiuial p, KOJU jeé MPH TOME Pa3jIMuuT OJ CBUX
OpojeBa py ... px. Kourpaaukuuja. W

Heka p,, 031a4aBa n-t npoct 6poj, n = 1, npu uemy je p; = 2,p, = 3,p3 = 5, UTAH.

VobuuajeHo je na ce 3a (y Haueny peanan 6poj) x > 0 ca mw(x) o3Haum OpOj CBUX MPOCTUX
OpojeBa He Behux ox x (Tj. 6poj cBUX mpocTHx OpojeBa y unTepBany [0, x]). DyHaameHTaTHI
pe3yJsiTaT aHATUTHYKE Teopuje OpojeBa, Teopema O NpPOCTHM OpojeBHMMa, 1aje aCHUMIITOTCKO
noHammame QyHkimje m(x) Kaga X — 00; y H3BECHOM CMHUCITY, OBa T€OpEMa OITHCYje ,,yCTHHY
npoctux OpojeBa y ckymy N.

Teopema 5.3. (Teopma o npocmum 6pojesuma) Baxu m(x) ~ ﬁ Kaja x — oo, Jlpyrum peunma,

1.

lim

X—00

w(x)
x =

In x
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Ilpema TOMe, BepoBaTHOha ja je ciaydajHo m3abpaH Opoj u3 ckyma {1,..,N} mpoct je (y3

. 1
YHU(OPMHY pacrnojieny U J0BOJbHO Beauko N) npuOIMKHO jeJHaKa Y

Hocneouya 5.1. Baxu

. Pn
lim =1
n-onlnn
[Ipema Tome, MOCTOje KOHCTAHTE Cq, C; > 0 Tako Ja 3a JOBOJHHO BEJIHMKO 1 BaXKH

cinlnn <p, <c,nlnn.

6. Bepu:xHu pasjioMuu

Jeunuyuja 6.1. KonauHruM BepIKHUM Pa3jOMKOM Ha3WBa ce u3pa3 o0IuKa

1

1
an_» + —1

a_ —
—

TZie je ay 1Ie0 HeHeraTuBaH 0poj, a a4, a,, ..., A, CY NIPUPOAHHU OpOjeBHU MpHU YeMy je a, * 1.

Bpojesu ay,aq,a,, ..., a, Cy €JIEMEHTH BEPHKHOI pas3ioMKa. BeprkHu pasjoMak Kpartko hemo
3alMCUBATU Ha cienehu HauuH: [ag; aq,dy, ..., ).

Wnaue, Ha3uB ,,BepMKHU J0Ja3U O/ PEUU BEpUIe, a BEpUre Cy JIaHAI| HaNpaB/beH 0] Behux
kapuka (anku). Bepure cy kopumihene 3a Bemame KOTJa 38 KyXUEbE W3HA OTHHUILTA.

OuuriieIHO, CBaKM KOHAYHU BEPUIKHU PA3JIOMaK je jeIHAaK HEKOM PallHOHAIHOM Opojy.

Teopema 6.1. CBaku HeHeraTUBaH palMOHalaH Opoj MOXe OUTU INPEICTaB/bEH Ha JeIUHCTBEH
Ha4YMH y 00JIMKY KOHAYHOI' BEPUKHOT Pa3IoMKa.

. a .
Joka3z. Heka je ,, HCHEraTMBAH palMOHANAH Opoj. Ilpumenom Eyknuposor aiaroputma

HaJla3nMO:
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a=qgb+r, 0<nr <bh
b=Q1T1+T2, 0<T2<T1,

T = Qe 13, 0<rs <y

The2 = Qr—1Tk-1+ T, 0 <71 <T%_q,

Tk-1 = QT (k41 = 0).

CBaky 01 OBUX J€THAKOCTH 3allMIIUMO Ha cjenehy HauuH:

a o 1
b qo + b qo + E:
61
4 7 4 1
) =q1 ™ = T
4
1 T3 1
rz_q2+r —CI2+7-_2.
T3
T2 Te 1
" qr-1t+ " k-1 + 7
Tk
Tk-1
_Tk qk-
Capna jeqHOCTaBHO Hala3uMo
a 1 1 1
E:%*‘F:CIO"‘ 1:CI0+ 1 =
™ Gt Gt —1
1 1
Ty qz +E
T3
4 1
= qO 1 )
q: + 1
q; +
1
ez + ——T
Q-1+

dk
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a
OJTHOCHO + = [90; 91,92, -+, Qi], ITO 3HAYM 1A Cy elEMEHTH BEPUIKHOT PAa3IOMKa KOJMIHHIIA

40,91, 92, -, Qx KOju ce 1o0ujajy EyKInaoBuM airopuTMom.

JlokaxxuMo Ja je MpeAcTaB/bambe jeAHO3HaYHO. [IpeTnocTaBUMO CynpoOTHO, Tj. MPETIOCTAaBUMO
. . . ..a
Jia TIOCTOjU Oap jOII jeTHO MPEACTaBbamke pAlMOHATHOT Opoja P 00JIMKY BEpUKHOT Pa3jIOMKa.

Jlakie, Heka je

a a
b =[q0; 91,92, -, Q] 1w b = [Q¢; Q1,Qz, ..., Qy]

Y TIpH TOME OBa J[Ba MpeACTBaJbamkba HUCY jeHaka. MelyTuMm, Ha OCHOBY TPaH3UTUBHOCTH j€
[90; 91,92, - qk] = [Qo; Q1,Q2, ..., Qnl.

Kako je E (%) =qou E(%) = Q,, rue E(x) o3nauaBa 1ieo 6poj koju Huje Behu ox x, To je,

OYMIIIENHO, (o = Qp. OsHaummo ca R, u R, BepwkHe pasioMKe [qq; G2,q3, -, qx] H
[Q1; 05,05, ..., Q,]. Ha uctu Hauun 3akspyuyjemo na us E(R,) = q, u E(R,) = Q; umamo Ja je
q1 = Q;. Axo nponyxumo pacyhuBame, 1oorhemo penom: g, = Q,, q3 = Qs, ...

Moryha cy cieneha tpu ciiyuaja: n = k,n < kumwn > k.

Axo jen =k, oHga je qo = Qo, g1 = Q4, ... , qx = Q) ¥ TpEACTaBIbakA Cy jeHAKA, IITO j& Y
CYNIPOTHOCTH Ca MPETIIOCTABKOM JIa CY MPEACTABIbaba Pa3INIUTA.

Axojen < k,onmaje:qyo =0y, q1 = Q1, ... , Gn1 = Qp_1 ¥

1

Qn+1 t

1
+_
qk

JleBa cTpaHa mocyemhe jeTHAKOCTH je 1Ieo Opoj, a Mopa OUTH U JeCHA, a To je Moryhe camo 3a
k =nwuq, =1, mro je y CynpoTHOCTH ca Je(QHHHUIIjOM BEPIKHOT pa3ioMKa g, # 1.

Ha nmotnyHo victu HauuH ce pa3matpa Tpehu ciaydaj: n > k.

Jlaksie, HUje TauHa MPETIIOCTaBKa J1a IOCTOje IBa Pa3InuKTa IIPeACTaBJbamba paloHaIHOTr Opoja

a
P 001Ky BeprxHOr pa3iomka. W

. . a .
Axo je pauuoHana 6poj , HEraTBaH, oHJa oaroBapajyhu BeprKHU pa3ioMak MOkeMo Hahu Ha

. . a
nBa HauuHa. [IpBK HauUMH ce cacToju y TOME Jia ce MPBO Pa3JIOKU Y BEPUKHU pa3ioMak Opoj — )

na ce, 3aTUM, MCHpesa JA00MjeHOI BEPHXKHOT paszjoMKa CTaBHM 3HaK ,, —. Tako je, Ha mpumep,
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61 .
- = —[2;3,1,6]. Jpyru HauWH Ce CacToju y TOM Ja €JIEMEHT @, BEPIKHOI pa3joMKa

lay; aq,ay, ..., a,] Oyne HeraTuBaH, a OCTAIN €JIEMEHTH A4, Ay, ..., A, TO3UTHBHKU. Ha npumep,

61_ 3 20_ 3 1 __3 1 _ _3 1 _ _3 1
—'E?-— — +'§;-—'— + 7 == +'—T—-— — +-—————7r—'—-—' +-_____i__
1455 A 1+—— 1+ —
20 2 2+2 2+~
7 7 Z
6
1
= -3+ 1 =[-3;1,2,1,6].
1+ il
2 +-———fi
],+'8

Anroputam 3a pa3Boj peagHor 0poja y BEpHUKHU pa3ioMaK:

import math
import decimal
x = decimal.Decimal (input ())

niz a = []
g = math.floor (x)
niz a.append(q)

X X - g

i =20

while x != 0 and 1 < 20:
q = math.floor(l / x)
niz_ a.append(q)
x =1/ x-qg
i=1+1

print(niz_a)
Haxanocrt, oBaj anropuram HHje 10BOJbHO Mpenu3an (3ayctaBuhe ce Ha 20. Kopaky).
: 73 . . :
Axo je a = 37 TAPUMJATHE KOJIMYHUIH CY 2, 2,1, 4, 2. Ako je a =+11 napuujanau
KOJIMYHUIIY CY Ha Kpajy nepuoauynu: 3, 3, 6, 3, 6, 3,6, ...
OBaj mocTymnak ce 3aBpliiaBa ako M caMo aKo je & paluoHaiaH 0poj.

Nako HammcaHo Kao anropuTam, OBO j€ BHUIIE MareMaTHuKa KOHCTPYKIIMja HEro ajiropuTam M3
BHUILIE pa3zjiora:

1. 3a Heke npumepe Hehe yCeTH J1a ce 3aBplliH;
2. peanHu OpojeBM HE MOTy OWMTH NPEICTAB/LEHM Y KOHAYHOM CMMCIY IOIOJHOM 32

pauyHap;
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3. TecTupame peaJHuX OpojeBa 3a jeJHAKOCT je (aIroOpuTaMCKH ) MPOOIeMaTUYHO.

Besa u3mehy a; u a; 1 MOXe ce 3amucati Kao:

1
a; = a; + —.
Ty

. 73 .
[Ipumewyjyhu oBo 3a o = 31 /1aj€ KOHauaH BEPIKHU Pa3ioMaK

73 1
=24+

=12;2,1,4,2
31 [’III]I

S —
1+—1
4+7

rie je ca [ag;aq,..,a,] O3HaueHa BPEIHOCT BEPWKHOI Ppa3jIoOMKa ca MHapiujalHuM

KOJIMYHHUIYMa a;.

7. AnodanToBe jeqHAYMHE

JlnodanToBa jenHaYMHa je jeJHaYnHa 00JIUKa

f(xq, e x) =0,

rae je f nmoauHoM (04 K TPOMEHJBHBHX X1, ...,Xy) Ca LEIUM KOCPHUIMJEHTUMA, YHja PElICHa
TPAXUMO HUCKJBYYMBO Y CKYIMy LEIUX OpojeBa. JeqHaurHe OBOT THIIA MPBH j€ MPOydaBao TPUKU
Matemaruyap Juodant, ma ce npoOieM Halaxewa HBUXOBUX pelllewma Hazuba JluodaHtoB
npobusieM. /luodant je 6uo rpuku MaremaTudyap KOju je >KMBeO y AjieKkcaHApuju y TpeheM Beky
Harle epe.

Ha cnucky on 23 mpo6Gnema koje je 1900. rogune Ha MehyHapoagHOM MaTeMaTHUKOM KOHTPECY
uzneo [I. Xunbept, aecetu mpobieM ogHocHo ce Ha JluodaHToBe jeaHauuHe, a GopMmysHcaH
JaHAIIBUM TePMUHUMA riacuo Ou: Hahu aneopumam O0a no npouzéobHOj jeOHAUUHU 068024
muna 6yoe ymephena rwena peuusocm uiu Hepewusocm mehy yeaum opojesuma. 1970. rogune,
Jypuj B. MaryjameBuy je mokasao J1a He IOCTOJU aJropuTaMm Koju O0u 3a cBaky JluodantoBy
jeIHaynMHy OJJIy4MBaO Ja JIM OHA MMa pellermha; Ha Taj HAYMH je HeratuBHO pemieH 10.
XunbeproB mpobsem. Hahu pememwa gaTte jeaHaunHe Koja NpUIanajy CKymy LieIux Opojesa,
J0Ka3aTd WM OMOBPTHYTH €r3UCTEHIN]Y TaKBUX pEIIeHha, MPECTaB/bajy YeCTO BeoMa TellKa
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nuTama. Meljytum, ympaBo 30or Tora [luodaHToBEe jeqHauMHE W jecy (DACHUHAHTHO MOJbE
UCTpaXUBamka y TEOpHjH OpojeBa.

7.1 Jluneapue /InodanToBe jeqHaunHe

Axo cy a, b u c uenu 6pojeBu u a, b # 0, nuHeapHa jeHaYMHA 00JIMKa
ax + by =c,

IIPY Y€MY Cy U BPEJHOCTM X U Y U3 CKyla Lenux OpojeBa, Ha3uBa ce JuHeapHa J{nogaHToBa
jenHaynHa.

3axTeB Ja Cy pellema LeJo0pojHa KOMIUTHKYje npobdiaem. Ha mpumep, jenHaumna x +y = 5,
OYMIJIETHO, Ma OECKOHAYHO MHOTO pelliera, oK jenHaynHa 8x + 12y = 11 nema HujeaHo (3a
CBE 11eJ100pOjHE BPEJHOCTH X U Y JIeBa CTPaHa jeHAKOCTH je mapaH Opoj ¥ HUKaJ HUje jeHaKa
11).

Crneneha teopema naje notpebaH u I0BOJbaH ycJIoOB Ja JinHeapHa [{nodaHToBa jenHaunHa ca JABe
MIPOMEHJBUBE Ma PEIICHHE.

Teopema 7.1. Heka cy a, b,c € Z tako na je a # 0 unu b # 0. Taga JIuodantoBa jeaHadnHa
ax + by = ¢ uma peiema ako u camo ako (a, b) | c.

Jokas. (=): Osznaunmo d = (a,b). Heka je (xq,y,) HEKO pelnerme aare jeanaduse. [lomro
d|lawud| b, Baxu

d|axy+ by, =c.

(<): Ipernocrasumo na d | ¢, 1j. na je ¢ = dc'. Ilpema Teopemu 3.2., noctoje a, B € Z Tako na
jed = aa + Bb. To 3Hauu na je

¢ =a(ac") + b(Bc"),
OJTHOCHO, X = ac',y = [c’ je jenHo peuiewe aare jennadnne. W

OuurnenHo je na nokas Teopeme 7.1. u mpomupenu EyknuaoB anroputam aajy U METon 3a
HaJTXEHE jeTHOT peniekha JlnodhaHToBe jeJHAYNHE ca JBE MPOMCHIbUBE.

Ilpumep 7.1. Tnodantosa jennaunna 28x + 70y = 39 Hema pemeta, jep je H3/1(28,70) = 14,
a 14 Huje nenuresb Opoja 39.

ITpumep 7.2. Ilocmarpahemo nuHeapHy JAno¢daHTOBY jeTHAUNHY
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13x + 32y = 5.
Ogae je a = 32 u b = 13. Tana, kopuctehu Eykiunos anropuram go0ujamo 1a je

32= 2-13+6,
13= 2-6+1,
6= 6-1.

Bbpojesu 32 u 13 cy y3ajamuo npoctu. [lo Teopemu 3.2., 6poj 1 MokemMO MpeACTaBUTH Kao
nuHeapHy komOuHauujy OpojeBa 32 um 13. Kopucrehu mnpomupenn EykiumaoB anropuram
HaJa3uMo TpakeHe KoeullnjeHTe Ha cienehn HauuH:

m():l n0=0

m; =20 n =1
m,=1-2-0=1 n,=0-2-1=-2
my;=0—2-1=-2 ng=1-2-(-2)=5
my=1—-6-(-2)=13 ng=-2—6-5=-32
Haxre,

1=5-13+(-2)-32,
Konauno nobujamo, MHOKEHEM LIEJIOT U3pasa ca S5, aa je
13-(25)+32-(—10) =5.

Jakie, jenHo pemerbe nuHeapre JJuodantose jeaqnaunne 13x + 32y = 5 je (25, —10). JIako ce
NpoBepaBa Jia Cy peliemka u

x=25+32t , y=-10-13¢,
rae je t ueo 6poj.

Teopema 7.2. Axo je d = (a,b),d|cu(xyy,) jemHo pememwe JlnodhaHTOBE jeaHAUMHE
ax + by = c, tana cy cBa meHa periea (X, y) nara ca

b a
x=x0+at1/1y=y0—at,

raejet € Z.

oka3. Axo je (x,, ememe Jlnodanrose jeqHaunHe ax + by = ¢, Tajga 3aMeHOM J00HjaMo:
J 0-Yo) P J y )

b a
a<x0+at>+b(y0—at)=ax0+by0 =c.
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O6parno, mpernocTaBumMo aa (x,y) jecte jemHo on pemema jenHadune ax + by = c. Tana
nobujamo:

ax + by axy + by,
ax —axy = by,— by,

a(x—x9) = b(yo—y),
a b
dF X = (-

Kako je d = (a, b), nobujamo n1a je (%,S) = 1. Jlakue,

b a
El (x —xp) m E| Yo —¥),
OJIaKJIe je

b a

x—x0=EtI/Iy0—y=Et,

rze je t neo 6poj. Konauno nodujamo na je

b a
x=x0+at1/1y=y0—at, tez N

Ilpumep 7.3. Perutu JInodantoBy jennaunny 69x + 111y = 9000.

Kako je H3/1(69,111) = 3, pemaBahemo ekBuBaieHTHY jeanaunny 23x + 37y = 3000. Osxe
jea =37 ub = 23. Kopucrehu Eyknunos anropuram r1o6ujamo

37= 1-23+14,
23= 1-14+9,
14= 1-9+5,
9= 1-5+4,
5= 1-4+1,
4= 4-1.

Bbpojesu 37 u 23 cy y3ajamuo npoctu. [lo Teopemu 3.2., 6poj 1 MoxkeMO IpeaCTaBUTH Kao
nuHeapHy komOuHanmjy OpojeBa 37 u 23. Kopucrehu npommpenn EyknmmumoB anropuram
HaJa3uMo TpakeHe KoeulnjeHTe Ha cienehn HauuH:
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m0=1 n0=0

m; =20 n =1
m,=1-1-0=1 n,=0-1-1=-1
my=0—1-1=-1 ng=1-1-(—-1)=2
my=1-1-(-1)=2 n,=—-1-1-2=-3
msg=—-1—1-2=-3 ng=2-1-(=-3)=5
mg=2—-1-(-3)=5 ng=-3-1-5=-8
m; =—-3—4-5=-23 n,=5—4-(-8)=37
Haxre,

(-8):23+(5)-37=1.
Konauno nobujamo, MHOKEHEM 1eor u3pasa ca 3000, na je
(—24000) - 23 + (15000) - 37 = 3000.
Pemema (x,y) dInodanrose jennaunne 69x + 111y = 9000 cy:
x = —24000+ 37t u y = 15000 — 23¢, t € Z.

[MpoGnem pemaBama JnHeapHUX JIMO(DaHTOBHX jeqHAYMHA MOXE CE€ IOocMarpaTH M ca
reometpujcke Tauke rieaumita. Tauka (x,y) paBHH Ha3uMBa ce [ENOOPOjHA TauKa aKo Cy HECHE
KoopAuHaTe 1eiu OpojeBu. PemaBame [uodaHToBe jeaHadynmHe ax + by = ¢ €KBUBAICHTHO je
HaJTaXEHhY CBUX LIEJ00POJHUX Tavyaka Koje 3a/JI0B0JbaBajy jeJTHAUMHY npaBe ax + by = c¢. Haru6
T€ Ipase je pauroHaiad 0poj

Qls|ale

rae je d = (a,b).

[MapTukynapHo pemerse (Xg,Y,) C€ MOXKe JaKo J00uTH npuMeHoM EyKIHmoBOr airoputma: ako
je a,b, 1,15, ..., T, = (a,b) HU3 OCTaTaka KOjW Taj ajlropuTaM TEHEPHIIE, Taga Ce jeJHaYnHa
ax + by = ¢ (a = b) MoXKe peioM CBECTH Ha jeTHAYNHE

rix; +by; = ¢,

X, + 1y, = €

3a Heke 1ele 6pojeBe Cq, Cy, ..., IPH YEMY j€ TIOCIIEIba jeHaunHa 0omuka (a, b) Xy, + T 1Vm =
C WIH Ty X + (@, b)Yy = €, T€ CE OHA MOXKE HEMOCPEIHO PEIIUTH, uMajyhu y BHIY 1a
(a,b) | rp—y 1 (a, b) | ¢, YBpIITaBaEEM HHEHOI pellicEhba (OMINTEr WM MAPTHKYJIAPHOT) Y
MPETXOHE jeTHAaYMHEe, 100uja ce oaroapajyhe pemiewme 3a ax + by = c.
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NnycTpoBahemo 0BO Ha puMepy jeHAYNHE

26x + 37y = 79.
Wspaxapajyhu x, cneaun
1-11y
X-—'—)’+'3'F——E§;——.

Haxne, mopa 6utu 26 | 1 — 11y, mTo Bonu ka pemasBamwy jeaHadnne 26u + 11y = 1. OnaBae
u3pakaBamo Y, ra Jio0ujamMmo
1—-4u

11

y=-2u+

Taxo je HapeqHH KOpak pemraBame jeqHadnne 4u + 11v = 1. Cana je

1-3v
4 )

u=-2v+

na 3akJpyuyjemo aa 1 — 3v mopa Outu neswuBo ca 4, 1j. 4w + 3v = 1. Konauno,

4 1-w
vV=—w+——)
3
onakie je w = =3t +1,t € Z. Crora w = 1 jecTe jelHO NApTUKYJIAPHO peIleHE, KOje PeaoM
naje v=—1,u=3,y=—7ux = 13. [Ipema TOMe, omniuTe pelIeHEe NOCMATPaHE jeHAUUHE

rJ1aCu
x=13+37t, y=-7—26t,

t € Z, nourro je (26,37) = 1.

8. Konrpyenuuje

Nmajyhu y Buy mOCTyIak JAe/bekha ca OCTATKOM, IPUPOIHO j& U3BPIIUTH KiIacu(DUKAIIH]y CKyIia
Z Ha xnace OpojeBa KOjU Jajy UCTH OCTaTaK MpH JEJbEeHY ca HEKUM (UKCHUM JeIUTEIHEM M.
OBo ce peanusyje OMHapHOM peJalijoM KOHTpYEeHIUje 1o Moayiny m. Haume, nedunumiemo aa
je

a=b (modm) ako u camo akom | (a — b).
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[Tpu ToMe He mpejcTaB/ba HUKAKBO OIPAaHUUYCHHE OMINTOCTH aKO MPETHOCTaBUMO aa je m > 0,
oynyhu na m | (a — b), ako u camo ako —m | (a — b). OBa eKBUBaJICHIM]ja je BEeOMa 3HAyYajHa,
jep ce nmomohy me aeduHuUIIe KOHTPYEHIUja IO MOAYJIy M U Yy Clayd4ajy Kaja je m > a wid m >
b. Ha npumep, 10 = —3 (mod 13).

Teopema 8.1. 3acBe a,b,c,d € Zum > 0 Baxu:

i. a=a(modm);
ii. a=b(modm) = b=a(modm);
iii. a=b(modm),b=c(modm) = a=c(modm);
iv..: a=b(modm),c=d(modm) =a+c=b+d(modm),a—c=>b—d(modm),
v. a=b(modm),c=d(modm) = ac = bd (modm).

Jloka3z. Tlpumetumo na U3 ocobuHa i.—Iii. cIeau Ja je KOHTPYEHIMja Mo MOAYIY peJjaiuja
eBUBAJICHIIMjE, a M3 OCOOMHA V. M V. Ja ce cllaxke ca omepandjama Ha npcreny (Z,+,).
JlokazyjeMo camo ocoOuny v. Umamo aa Baxu:

a=b(modm)S ml|la—b,
c=d(modm)em|c—d,
1a m JIeJM U CBaKy BUXOBY JIMHEAPHY KOMOWHAIH]Y, Tj.
m|c(a—b)+b(c—d)=ac—bc+ bc—bd = ac— bd.
Hakine, ac = bd (mod m). A
[TocTaBiba ce MATAHE J1a JIH BAXKH:
a =b (modm),c =d (mod m) = a° = b% (mod m),

¥ Kao OJroBop J00MjaMo Jia 0BO He Mopa j1a Baxu. Ha npumep, umamo 1a je 2 = 6 (mod 4) u
5 =1 (mod 4). Mehyrum, ve Baxxu 32 = 6 (mod 4).

OHO MITO AUPEKTHO J00MjaMO Kao MOCIIEAUILYy OCOOMHE V. U3 MPETXOIHE TEOPEME jecTe:
a=b (modm) = a™ = b™ (mod m),3acsen > 1.

ITocneouya 8.1. Heka je a,b € Z,m > 0, nok je f(x) noauHoM ca nenuM Koe(HUIMjeHTUMA.
Tana je

f(a) = f(b) (mod m).

[Ipema Tome, penanyja KOHIPYCHIMjE IO MOAYJY j¢ MHBapUjaHTHA HA TPU OJ] YSTUPU OCHOBHE
padyHCKe ornepanuje: cabupame, 01y3uMarmke, MHOKEHE. MelhyTum, To HHje CiTy4aj ca JIeJbeHheM;
Ha ipumep 6 = 2 (mod 4), anu To He 3HAYM Ja MOYKEMO KOHIPYCHIIH]Y CKPAaTHTH ca 2, jep HHje
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tayHo aa je 3 = 1 (mod 4). CkpahuBame KOHrpyeHIHWja je Moryhe camo y3 HMCTOBpPEMEHY
[POMEHY MOJyJa y OJHOCY Ha KOjer Ce KOHIPYEHI[Mja TOCMaTpa; O TOME TOBOPU HapeIHU
pe3yJrar.

Teopema 8.2. Hexka a,b,c € Z,m > 0 u veka je d = (¢, m). Tana Baxu:

m
ac = bc (mod m) akoucaMo ako a = b (mod E)

Jokas. Kourpyennuja ac = bc (mod m) exsuBajientHa je ycioBy m | (a — b)c. OH je, naiwe,
CKBHUBAJICHTAH Ca

m c
— | (a—Db)-.
d ( )d
. m ¢ m . m
[omrro je (E’E) = 1, ropma J1eJbUBOCT BaXKU aKO U CaMO aKo " la—b,1j.a=Db (mod E)' [

Kana cy monyn u 6poj kojum ce ckpahyje y3ajaMHO MPOCTH, IMaMO CIICIUjaJiaH CIy4aj y KOjeM
ckpahuBame KOHIPYEHIH]€ jeCTe KOPEKTHO.

ITocneouya 8.2. Axo cy a,b,c € Zu m > 0 taksu 1a ac = bc (mod m) u (¢c,m) = 1, tana je
a = b (mod m).

CBu 1ienu 6pojeBU KOjU Cy KOHTPYEHTHH 10 AaTOM MOJYJy 00pa3yjy jenHy kiacy Opojea. Heka
je m duxcupan 6poj. Kako je KoHrpyeHIMja o MOAyJly m pelalnja eKBUBAJICHIIUje, OHA JeJIH
CKyIl Z Ha KJjlace eKBMBaJICHIIMje. Y jelHOj KJIaCH Hajla3e ce CBU OpOjeBU KOHIPYEHTHH C HEKUM
3amatuM Opojem o moayny m. Caku 1ieo Opoj mpumnaaa TavyHo jeIHOj KJIach ocTaTaka o J1aToM
MOJYJly M W CBaka Kjaca ocTaTraka CaAp»u TayHO jeaaH ox Opojesa 0,1,2,..,m —1; Opoj
pa3IUYUTHX KJaca je m.

Jlepunuyuja 8.1. 3a a € Z n puxcan MOy m, Kjacy €BUBAJICHIIM]E €JIeMEHTa a Y OJHOCY Ha
penanujy - = - (mod m) o3nayaBamo ca (a),,, ¥ 30BEMO je Kjiaca ocTaraka.

Hegunuyuja 8.2. Caku ckyn 1enux OpojeBa m3aOpaH Tako Ja CaapH TauyHO jeaaH Opoj u3
CBaKe KJiace ocTaTaka Io MOy M, Ha3uBa ce MOTIIYH CUCTEM OCTaTaKa Mo MOJYIy M.

Ouurnegno, 0,1,..,m —1 jecre jemaH TMOTIOYH CHUCTEM OCTaTaka; mera hemMo 3BaTu
CTaHJapIHUM.

Cana hemo ucriuTaTi Kako cy OpojeBHU KOjH CY y3ajaMHO MPOCTHU ca m pacnopehenu y onqHocy Ha
KJlace ocTataka. Y HapeaHoM TBphemwy he ce HCIOCTaBUTH Ja je Taj pacropen H3y3eTHO
npaBuJIaH: ako 3a HeKO b € (a),, Baxu (b, m) = 1, rana cy cBu enemMenTH Kiace (a),, y3ajaMHO
MPOCTH ca M.
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Teopema 8.3. Heka cy a,b € Zum > 0 taksu 1a je a = b (mod m). Tana je (a,m) = (b, m).
CnenujanHo, Baxku (a, m) = 1 ako u camo ako (b, m) = 1.

/Jlokas3. llpetnocraBka nam | a — b 3Hauu na je b = cm + a 3a Heko ¢ € Z. OnaBne je 04uTo aa
(a,m) | b, jep (a,m) | au (a,m) | m; crora (a,m) | (b,m). C npyre ctpaHe, uspakasajyhu
a = b — cm, ananordo po6ujamo aa (b, m) | (a,m), na ciequ (a,m) = (b,m). M

Jeunuyuja 8.3. PenykoBana Kjaca octaraka Mo MOIYJIy M je Kiaca renepucana (a),, rie
Baxu (a,m) = 1.

Bpoj enemenara peykoBaHe Kilace ocTaTaka Imo MOAysly m obeneskasa ce ca @ (m), rae je ¢(m)
Ojneposa yHnkimja.

Canma hemo u3BecTH eKCIUTMIUTHY (opmyiny koja maje Bpemnoctu Ojmepoe ¢yHkuuje @(n),
noJiazehu of] mpeTrnocTaBke a je Opoj n > 1 naT y KaHOHMYKOM OOJIUKY

n=pfpy 2 p
U TO Y Y’)KE€M CMUCITY, AaKie y3 ycinoB naje a; > 03ace 1 < i < k.

Teopema 8.4. Heka je n > 1 npuponan O6poj n1aH y KaHOHUYKOM o0uKy. Tana je

p(n) = ﬁ(pi“i —p% ) =n- 1_[ (1 - %)

i*1 pin
p npocm

TBpheme oBe Teopeme he OuTH qUpekTHA Nociaenuia cienehe Be ieme.

a—-1

Jlema 8.1. 3a cBaku nipoct 6poj p u a = 1 Baxu @ (p%*) = p* —p
Jokas. 3a npupoaan 6poj m < p%* saxu (m,p*) = 1 ako u camo axo je (m,p) = 1, 0xHOCHO,
aKo ¥ camo ako p + m. lakiue, ¢ (p%) je 6poj cBux enemenara ckyma {0,1, ...,p* — 1} koju HuCy

a
JeJbMBU Ca P, a IITO je 04uTO p%* — lp?J =p*—p* 1l N

Jema 8.2. Ojneposa QyHKIHMja je MyJTUIUIMKATHBHA.

Jlokas. Tlpernoctasumo na cy a,b € N rtaksu na je (a,b) = 1. Ilocmarpahemo Hajupe
PEIYKOBaH CHCTEM OCTATaKa T4,73,...,To(g) MO MOIYIY 4 KOjU j& CAApKaH y CTaHIapIHOM
MOTIYHOM CHCTEMY OCTaTaka 1o TOM MOAyJy, Hakie, y ckymy {0,1,...,a — 1}. Umajyhu y Buay
Teopemy 8.5., Tafa cy CBU OpOjeBU MawmH 0] ab KOju Cy y3ajaMHO MIPOCTH Ca @ YIPAaBO OHH KOJH
cy HabpojaHu y cienehoj TabIuim:
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‘rl TZ e ‘rl e ‘r‘(p(a)

a+mn at+rn a+rn a+ Ty
ka+m ka+r, ka+r; ka + 7,
(b—1Da+r, (Bb—-—1VDa+r (b—1a+r (b—1a+ 1y

Jla 6u Heku Opoj (3ampaBo, ocTarak Mo MoAyay ab) u3 oBe Tabiuile OUO y3ajaMHO MPOCT ca ab
MOTPEOHO je U JOBOJBHO Aa OyJie y3ajaMHO MpocT ca b, umajyhu y Buny Jlemy 4.1.

[TocmatpajmMo caja MpPOU3BOJbHY KOJIOHY OBE TaOjule, Ha TpUMEpP, [-Ty KOJIOHY: 7, a +
7i, ..., (b — 1)a + r;. OBaj HU3 ce cacToju o b pasnumuutux OpojeBa. OHU CYy HEKOHTPYEHTHH I10
moayny b; 3aucta, ka + 1; = la + r; (mod b) nosnauu na b | (k — a, 1j. na b | k — [ (nomro
je (a,b) = 1). bynyhu na je |k — l| < b, cnenu na mopa 6utu k = . [Ipema Tome, CBaka KoJIOHA
MPETXOIHE TAOJIMIIE YHHU TOTITYH CUCTEM OCTaTaka 1o Moayiy b. U3 Tor pasiora, cBaka KoJoHa
caapku TauHo @(b) GpojeBa Koju cy y3ajamHO mpoct ca b. Kako tux koiona mma @(a),
3aKJbydyjeMo Ja y mocmarpaHoj tabmuim uMa Taddo @(a)@(b) OpojeBa Koju Cy y3ajaMHO
npoctu ca ab. Mehyrtum, o nedpunumju Ojnepose GyHKIHUje, Taj OPOj je UCTOBPEMEHO jeTHAK
¢(ab), na xepena jennaxkoct @ (ab) = @(a)p(b) cnenn. W

Jleonapn Ojnep je 1736. roaune a0ka3ao TBpheme y kome (yHKIMja KOja JaHaC HOCH HEroBO
UMe Wrpa LEHTpaJHy yJOry W KOje MpelICTaB/ba YOIIUTEHE OJ paHuje TOo3HaTe ,Maie’
depmaose Teopeme.

Teopema 8.5. (Ojneposa meopema) Hexa je a € Z um > 0 tako na je (a,m) = 1. Taza je
a®™ =1 (mod m).

Jokas. Hexa je 1115, ...,Tp(m) HEKH PEIyKOBaHHM CHCTEM OCTaTaka 1o Momyimy m. Tana je u
ary, ary, ..., r y(m) Takohe peaykoBaH CHCTEM ocTaTaka 1o Moayxy m. To 3ampaBo 3Haum na je
npecinukaBame 7:{1,2,...,o(m)} — {1,2, ..., (M)} nedunncano ca w(i) = j ako u camo axKo
je ar; =17 (mod m) 6ujexuyja, 1j. nepmyTanuja ckyna {1,2, ..., ¢(m)}. Taxko je

ary = rpq) (mod m),

ary = rqz) (mod m),

ary = ryq) (mod m),

rae cMo paau kpaher 3anuca o3naunm k = @(m). Muokehu oBe KOHrpyeHIuje, 1001jamo
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a?t™riry Ty = TryTa@) = Tty (Mod m),
Ta TIOIITO j& 7172 *** Tk = Tr(1) m(2) *** (k) M (1172 Ty, m) = 1, crienm 11 je
a®™ =1 (mod m),
kao mTo ce u Tpaxkwio. W

Hocneouya 8.3. (Mana Depmaosa meopema) Heka je p mpoct O6poj u a € Z TakaB j1a p ¢t a.
Tana je

aP~! =1 (mod p).
Jlpyrum peunma, 3a cBe 1iejie Opojese a Baxu aP = a (mod p).

Joka3s. IlpeTniocTaBUMO J]a KMaMO Ha pacrnoJjlaramby a pasiinduTux 0oja nepsu. [IpBo npaBumo
HU3 OJ P TepJd, NIa NOCTOjU aP pa3NUYUTUX HU30Ba. AKO H3y3MEMO jeZJHOOOjHE HH30BE OCTaje
HaMm aP — a uu3oBa. Crajamo kpajeBe qa Oucmo no0wmm orpiuiy. Hu3 mepiu koju npeacTaBiba

IUKIMYHY TIEPMYTallljy HEKOT APYror HU3a Jaje WIACHTUYHY Orpiuily Kao Taj Hu3. [loctoju p
P—q

IMKIMYHAX TepMyTaldja p Iepid y HU3Y, Ia je Opoj pasmMuMTHX Orpimma ——. Oparie

3aKkJpyuyjeMo na mopa outup | a? —a. A

[Iperxomna Teopema Hocu ume 1o Iljepy ne depmay. Hekonuko Teopema u3 teopuje OpojeBa
HOCe HeroBo nMe. Boano je onmmpHy npenucky ca Hajsehum MaTeMaTHyapuMa CBOT BpeMeHa, y
KOjOj jé HM3HOCHMO JyOOKYy aHaJIM3y M KPHTHYKA MHILBEHA O MocTtojehuM maTemarwnykum
teopujama. Jeman oxa mpobiema koju je moctaBuo (DepmaoBa BeJIMKa TeOpeMa) OCTao je
HepeweH Bume of 300 roauHa, anu Cy MOKYIIAjU HETOBOI pellaBalka O]l CTpaHe MHOIMX
BEJIMKHMX MaTeMaThHyapa UMajii 3a pe3yJTaT MHOTa 3Ha4ajHa OTKpuha y MaTeMaTHIIH.

8.1 JluHeapHe KOHIpyeHUMje

[TocmaTpajmo TMHEapHY KOHTPYEHIIH]Y
ax = b (mod m),

rae je a,b € Z,m € N. Ibeno perieme je cBaku 11€0 0poj X, TakaB aa je ax, = b (mod m).
Cneneha Tteopema naje morpebaH U JOBOJbAH YCIIOB Ja Opoj X, Oyae peueme JUHeapHe OBE
JMHEapHEe KOHIPYEHIIH]e.

Teopema 8.6. bpoj x, je peliewe TMHeapHe KOHTPYCHITH]e

ax = b (mod m)
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aKo M caMO aKo IOCTOjU 1eo Opoj Y, TakaB na je (xq,Y,) peuierme nuHeapHe JnodanroBe
jenHaynHe

ax —my = b.

/Jloka3. TIpeTniocTaBUMO Ja je X, pelickhe ropmke KOHrpyeHuje. Tana moctoju 1neo 0poj y, Takas
na je

axy—b =yym.
Hakie, ax, —my, = b, urro 3uauu 1a je (xq,yo) peuewme Juodantose jeaHaunHe
ax —my = b.

O6parHo, ako je (xg,y,) peuieme JInodanTose jeqHaunte ax — my = b, oHJa je ax, — my, =
b, onaxie cienu nia je

axo =b (modm). A
Crieneha Teopema J1aje KpUTEPHjyM PELNIMBOCTH jeaHadnne ax = b (mod m).
Teopema 8.7. Jennaunna ax = b (mod m) uma peierma ako u camo axko (a, m) | b.

Jlokas. Heka je s € Z tako na je as = b (mod m). Taga nocroju ¢ € Z tako 1a je as — b = me,
ogHocHo as + m(—c) = as —mc = b. Ilpema Ttome, JnodanroBa jemHauwHa ax +my = b
uMa pemiema, mro je mo Teopemu 7.1. ekBuBaneHTHO yciaoBy (a,m) | b. O6parHo, ako Baxu
OBaj yCJIOB, Taja W jenHadynHa ax +my = b uma pemewme (X, Vo). Ald, Taga je axy, =
b (mod m), na nocmarpana JuHEapHa KOHTpyeHIrja uma periee. M

IMurame Opoja W 00OJKMKa CBHX peliema 3a ax = b (mod m) pacnupaB/beHO je Y HapeIHOM
TBphewy.

Teopema 8.8. IlpetnocTaBuMo 1a jeaHadunHa ax = b (mod m) uMa peniema, U Heka je s € Z
jemHo ¥bheHo pemese. Tana eeMeHTH HU3a

, s+ ((@m) — 1) m

s, s+

m
(a,m)

YUHE NMOTIYH CKYIl HEKOHI'PYEHTHHUX pelliema 10 MOAYIY M; IPpyTruM peunuma, CBU TH OpOjeBH Cy

(a,m)

peniema KOHrpyeHIuje, Mel)ycoOHO Cy HEKOHIDYeHTHHM MO MOJIYJIY M, U CBAaKO pEUICHE je
KOHIPYEHTHO HEKOM Opojy Tora ckyma mo moayiay m. [Ipema Tome, nuHEapHa KOHTPYCHIIH]a
ax = b (mod m) uma tauHo (@, M) HEKOHIPYEHTHUX PEILECEHA TI0 MOLYITY M.

Hoka3. Tlo natum ycnoBuma, as = b (mod m). Heka je cama t GHIO KOje pelICe jeIHaYnHE
ax = b (mod m); tana je at = b (mod m). Oryna je at = as (mod m), na no Teopemu 8.2.
cleau
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t=s (mod

(a7,nm))'

Hpyrum peunma,

t=s+k

(a,m)

3a HeKo k € Z. Jlako ce mpoBepasa ja ce 3ampaso 3a cBako k € Z nobuja 1o jeHO pelemne 3a
ax = b (mod m), Tako na HaBeleHa (,,JBOCTpAHO' OECKOHAuHA) apUTMETHYKA MpPOrpecHja
[PEICTaBIba TPAKCHH CKYI PEIICHA.

[IpeocTaje na ce yTBpau Koja cy OJ1 OBUX pelema Mel)ycOOHO HEKOHTPYEHTHA MO MOy M.
3aucTa, aKo je

b=s+h——, ty= 5+ ky
=S , =S )
! Yam) ? (a,m)
tajga je t; = t, (mod m) ako u camo axko je kym' = k,m’ (mod m) (roe je m' = %), a 1mTo

je Iajbe eKBUBAJICHTHO ca ky =k, (mod (a, m)) (moroBo mo Teopemu 8.2.). Tlpema TOME,
n06uheMo MakCMMaJlHM CKYIl HEKOHIPYEHTHHMX PELIEHha ako M CaMoO aKo IyCTHUMO K Ja y3uMa
BPEIHOCTH y HEKOM IOTIIYHOM CHCTEMY OcCTaTaka o moayay (a,m). Y dbopMmysanuju Teopeme
(Gurypuiie ynpaso cTaHIapIHK NOTIYHH CUCTEM OCTaTaka 1o moayiy (a, m), ma je qokas Tume
okonuan. H

Teopema 8.9. Axo je (a,m) =1, taga xoHrpyenuuja ax = b (mod m) uma pememe x =
ba®™-1 (mod m).

/Jokas3. Ilpema depmaoBoj TeopeMu,
a®™ =1 (modm),
OJIaKJIe je
a®™p =b (modm),
na cnenu a je x = ba®™~1 (mod m) pememe kourpyenimje ax = b (mod m). W

HapaBHo, npeocTaje nuTame Kako OJpeAUTH TO jeTHO MapTUKYyJIapHO peuiewme s u3 Teopeme 8.6.
Hagemhemo Tpu npuctymna.

1. Ilpempascusarve epybom cunom. OBaj METON je MOTOJaH 3a ,,py4HY" MPUMEHY CaMO y
ciydajy Manux wmojyna. Ha mpumep, kourpyenimja 23x = 11 (mod 5) ce Moxe
nojeanoctaBut 10 3x = 1 (mod 5), kaja Huje TENIKO HEMOCPEIHO YTBPIHMTH JIa je ca
x = 2 (mod 5) 1aTo jeqMHCTBEHO pelleHke TI0CMaTpaHe KOHTPYEHIIH]eE.
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2. Jluogpanmose jeonauune. Panuje cmo Beh Buaenu na je ax = b (mod m) eKBUBaJIEHTHO
nuHeapHoj JlnodaHToBOj jenHaYuHN ax + my = b y CMHCITY Ja 32 CBaKO X KOje pelaBa
JMHEapHy KOHTPYEHIHWjy mocroju y € Z tako na je (x,y) peuewme oaroapajyhe
JlnodanTtoBe jeaHauMHe; 00paTHO, MPBa KOMIIOHEHTA CBAKOT peema (X,y) MOTOmHmE
jeIHayMHe pelaBa W JIMHEAapHy KOHrpyeHuujy. Y Hadenly, (uenoOpojHa) peliema
jennauune ax + my = b (rue (a,m) | b) nobujajy ce Ha ocHoBy EykimmoBor anropurma
3a u3pauyHaBame (a, m).

3. Ojneposa meopema. Y Haueny, Tpaxeme MNAPTUKYIAPHOT pellickha KOHIPYCHIIH]jE
ax = b (mod m) moxe ce cBecTH Ha ciydaj kazga je (a,m) = 1; y CynpoTHOM, aKo je
a = (a,m)a;,b = (a,m)b; um = (a, m)m4, tana je no Teopemu 8.2. CBaKO pEIICIHE
jenHaunHe a;x = b; (mod m;) yjenHO ® pellele 3a MOJa3Hy KOHTPYEHIIH]Y.
[pumerumo na je tama (a;,m;) = 1; 360r Tora je, mo Ojmeposoj Teopemn a,?™1) =
1 (mod m,), na s = a;*™~1p, npescTaBiba jeJHO TPAKEHO PEIICHE, C 003MPOM Ha
a, - a,?MI-1p, = q,?(MIp. = b, (mod m,).

8.1.1 Mogay/sapH4 UHBeEp3

Moaynapuu uHBEp3 6poja a 1o Moayiay m je 6poj x 3a koju Baxku ax =1 (mod m). bpoj x

MOKEMO O3HAYMTH M ca a L.

[TocTaBspa ce mUTame 1a JId MOJYJIapHU MHBEP3 YBEK NocToju. [Tokasyje ce 1a OH MOCTOjU aKo U
caMo ako cy OpojeBH a U m y3ajaMHO MPOCTH U TaJa j& jeIMHCTBEH.

Teopema 8.10. 3a nate 1iene 6pojeBe a U m nocroju 1eo 6poj a’ takas ga je aa’ =1 (mod m)
axo u camo ako (a,m) = 1.

Jokas. TIpetnocraBumo npBo 1a Baku aa’ = 1 (mod m) 3a Heku 1eo 6poj a’. Oxasae cienu
aa’ =1+ my 3a oxarosapajyhe a’ u y, mITo 3HaYM 1a Cy @ ¥ M y33jaMHO MPOCTH.

O6parHo, ako je (a,m) = 1 onpga npema Teopemu 3.3., 1 = ax + my 3a NOrogHe X U Y OJaKIIE
ciemax =1 (modm). A

HauBHa MeToa HaTaXKema MOIYJIapHOT HHBEP3a Opoja a 1Mo MOAYJy M cacToju ce y cieaehem:

1. Wspauynatu ax mod m 3a cBe BpeaHoctu x € {0,...,m — 1}.
2. MopynapHu UHBEP3 3a @ IO MOJYJIy M je BPEIHOCT X 3a Kojy je ax mod m = 1.

Nnyctpyjmo oBaj mocTymnak Ha cieaehem npumepy.

Ilpumep 8.1. Heka je a = 3 um = 7. U3paduyHatu MotyJipaHu HHBEp3 Opoja a mo Moayty m.
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1. IlpBo hemo oapeauTH BPEAHOCTH axX MO MOAYJIY m. Y OBOM ciydajy x he y3umaru
Bpeanoctu u3 ckyna {0,1,2,3,4,5,6}.

‘0=0 (mod7)
*1=3 (mod7)
2=6 (mod7)

3=9=2 (mod?7)
4=12=5 (mod?7)
:5=15=1 (mod7)
3:6=18=4 (mod?7)
2. 3akipydyjeMo 1a je 5 MoayiapHu uHBep3 3a 0poj 3 mod 7 jepje 35 mod 7 = 1.

W W w w w w

JHla Oucmo noOwimm e(UKACHUJU AITOPUTaM KOjU paau y Ciydajy Kaaa cy OpojeBH a U m
y3ajaMHO TMPOCTH, MOXXEMO KOPUCTUTH TpomupeHn EykmunoB anropuram. [IpomupeHu
Eyknunos anroputam oapelyyje Hajehu 3ajennnuku nenunan d u 6pojeBe s U t TakBe Ja 3a Jare
OpojeBe a u b Baxu as + bt = d. Jla OucMo TpoHAILIN MOJYJIapHU WHBEP3, y MPETXOMIHO]
jemHaunHu ymecto b yBpcthemo m. [Ipema mpernocTaBiy @ ¥ m Cy y3ajaMHO MPOCTH, Ia je
d = 1. [lakie, BaXxu jeTHAKOCT

as+mt=1,
OJHOCHO, BaXKU U
as+mt =1 (modm).

Hpyru cabupak Ha JIEBOj CTpaHHM jeJHaYMHE je NeJbUB Ca M Ma ra MOXKEMO YKJIOHUTH, T€
nobujamo:

ax =1 (modm).

[Tocmatpajmo cnenehy Tabemny:

o =a So = 1 to = 0

Tl =m 51 = 0 tl = 1

r, =Ty — 1" S2 = S0~ q1$51 t; =ty — q1th

Tiv1 = Ti-1 — qiT; Si+1 = Si-1 — qiS; tiy1 =ti-1 —qit;

Ty =Tg—2 — Qr-1Tk-1 Sk = Sk-2 — qr-1Sk-1 by = tg—2 — Qr-1tk—1
Tee1 =0 Sk+1 = Sk-1 — 9k Sk b1 = tk—1 — itk

Kana mnponahemo xoepuimjenre s u t kopucrehu mnpommpeHu EykiaunoB anropuram,
Koe(UIUjeHT t je TpaXeHU MOJyJapHU MHBEpP3. AKO je Taj Opoj HEraTuBaH, OH/A CE€ 3a UHBEP3
MOKe y3eTH t + m.
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AJsroputamM 3a HW3padyHaBamkbe MOJYJApHOT HMHBep3a momohy mnpommpeHor EykiaumoBor
aIropuT™Ma JaT je y HaCTaBKYy.

def bezu(a, b):

r0 = a
rl = Db
sO =1
sl =0
t0 = 0
tl =1

while rl > 0:

q=r0//rl
r = r0
r0 = rl

return s0, t0, r0

a = int (input())
m = int (input())

(s, t, r) = bezu(m, a)

print (t)

Ilpumep 8.2. Onpenuru MOayIapHU UHBEP3 32 0poj 41 mo moaymy 7.

[Ipo hemo npumeHuTn ocHoBHM EykiuaoB anropuraMm 3a Halakemwe HajBeher 3aje HUYKOT
JeJIona:

41= 5-7+6,
7= 1-6+1,
6= 6-1.

IMourro je (41,7) = 1, Mmoaynapuu uHBep3 moctoju. Jlakie, g; = 5,9, = 1,q3 = 6.
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TO=41 SO=1 t0=0

n=7 s1=0 t; =1
n=41-5-7=6 s;,=1-5-0=1 t,=0—-5-1=-5
r=7—-1-6=1 s3=0—-1-1=-1 t3=1—-1-(-5) =6
7, =6—6-1=0 s, =1-6-(-1)=7 t,=—-5—-6-6=-41

Ha ocHoBy mperxomHe Tabene yoyaBamMo Ja | MOXKEMO TMpPEACTaBUTH Kao JIMHEapHY
komOuHarmjy 41 u 7 kao 1 = 41 - (—1) + 7 - 6. 3akspydyjeMo Ja je MOIyJIapHU HHBEP3 3a OPO]
41 no monyiy 7 jenHak Opojy 6.

Jomr jeman HauMH 3a M3pavyyHaBamkEe MOJYyJapHOr MHBep3a je Kopuiiheme OjnepoBe Teopeme
(Teopema 8.5.). OjnepoBa Teopema TBpAU Ja ako Cy OpojeBH @ U M y3ajaMHO MPOCTH BaXKU
caepehe:

a®™ =1 (mod m).
MHuosxemeM 06e cTpaHe ca a1 1o6ujeMo:
a?™-1 = g1 (mod m).

Anropurtam 3a u3padyHaBame MOJyJIapHOT MHBep3a 3acHoBaH Ha OjIepoBoj TeopeMH IaT je y
HACTaBKY.

def phi(m) :
d =2
proizvod = m
while d*d <= m:

if m%d == O0:
proizvod = (proizvod/d) * (d - 1)
while n%d == 0:
m = m//d
d = d+1
ifm > 1:
proizvod = (proizvod/m) * (m - 1)

return proizvod

def stepen po modulu(x, k, m):

k =k %$m
stepen = 1
while k > 0:
if k & 2 ==
stepen = (stepen * x) $ m
X = (X*x) % m
k =%k//2

return stepen

a = int (input())
b = int (input())

inverz = stepen po modulu(a, phi(m) - 1, m)
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print (inverz)

Haxko je oBa MeTo/1a JaKIia 3a pa3yMeBamke HEro MPETXOIHA, Y CIy4ajy KaJa m Huje npocT Opoj,
Mopamo u3pauyHatu OjnaepoBy QyHKIH]jy KOja yKIJbydyje ¢akTtopusaiujy Opoja m, MITO MOXKE
OMTU U3Y3€THO TEILKO.

8.1.2 KuHecka Teopema 0 ocTauuma

[Tocmarpajmo cajia cUCTEM JIMHEAPHUX KOHTPYESHIH]ja

ayx = by (mod my)
a,x = b, (modm,)
a,x = b, (modm,)

[Tox pememem Tor cucTema nojipazymeBahemo 11eo 0poj Xy KOju je peliemhe CBake KOHTPYCHITH]e
cuctema. CBaka KOHrpyeHIMja ojapehyje jemHy Kiacy ocraTaka. 3aTo Cy peliemha CHCTeMa
KOHTpyeHIHja OpojeBu y mpecenuma Tux kinaca. CBaka o1 ropmHX KOHTPYEHIIHMja MOXE Ce
3aMEHHUTH JIPYroM Koja oapelyje ucTy Kiiacy ocTaraka.

Crneneha TeopeMa U BbeHe TOCIEAUIIE 3]y TOTPeOHE U JOBOJbHE YCIIOBE 3a MOCTOjamkbe peliekha
CUCTEMa JIMHEAPHUX KOHTpYeHIM]ja U o1pel)yjy 00JMK OMIITET pelickkha.

Teopema 8.11. Cuctem TUHEapHUX KOHTPYEHIIHja

a (mod m,)
b (modm,)

X

X

MMa peliemke ako U caMo ako je (m;,m,) | a — b. Axo je, mpu ToMe, X, jeIHO pellehe, OHIA j&
OIIIITE PEIICHE TOT CUCTEMA

X = xo (mod [my,m,]).

Hoka3s. 1leo Opoj x, je peliemne Topmher cucTeMa KOHTPYCHI[Hja ako M CaMO aKo MOCTOjU 1Ie0
Opoj k, TakaB 1a je

Xo=a+ kmy
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a+ km,; = b (mod m,).
[Ipema Teopemu 7.1., TakaB 6p0j MOCTOjU aKO M CaMO aKo je
(my,m,) | a —b.

IMpeTnocraBumo cana aa je (my,m,) | a —b u 1a je X, jeaHO pelIemhe CHCTEMa KOHIPYEHIIHja.
3a 010 Koje Ipyro peliemhe X, TOT CUCTEMA je

X, =a = x9 (modmy)

X1 = b = xy (mod my).
Hakine, x; — Xq je 3ajeIHHYKH caJipyKajiall 01 My U My; pemMa TOMeE je
[my, my] | x1 — xo,
OJIaKJIe ClIeN
X1 = xo (mod [my, m,]).

O6parHo, aKo je x; = x, (mod [m,,m,]), onna je, ounrieaHo

X1 = X9 = a (mod my)
X1 = Xo = b (mod m,),
ma je x, Takohe, pemieme cucrema. Jlakie, omiTe penemne je

X = x9 (mod [my,m,]). A

Hocneouya 8.4. CvicteM JIMHEapHUX KOHIPYCHIIH]ja

x = a; (modm,)
x = a, (modm,)
x = ap, (modmy)

HMMa peIlIeHhe aKo U camMo ako je [mi,m]-] la;—a;,3al1<i<j<n. VY tom ciyuajy, aKko je X,

JEIHO peliewe, OH/A je OIIITE pelIeHhe CUCTEMA
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x = xy (mod [my,m,, ..., m,,]).

Iocneouya 8.5. Axo je (m;,m,) = 1, rana cucrem

a (mod m;)

b (modm,)

X

X

¥Ma peliekhe 3a CBako a, b € Z, u pu TOME CKYIl CBUX PEIlICHha YMHH jeHY KJIacy OCTaTKa 1o
MOZYILy Mmy{m,.

VY cneuujasiHOM ciiy4yajy Kaj Cy MOIYJU My, My, ..., M, 10 MApOBUMA y3ajaMHO TPOCTH, CUCTEM
OUYMIJIETHO UMa peniermke. Ta ynmwenuna ouia je mozHara kuHeckom maremarudapy Cyn-Tce, y
IIPBOM BEKYy HOBE epe. Y NHTamy je KUHECKa TeopeMa O OcCTaluMa, BEPOBATHO HajcTapuja
3alycaHa MareMaThdka TeopeMma, Koja y MOTIYHOCTH Jaje OArOBOP Ha NMUTAmE O PELIMBOCTH
cucTeMa KOHTPYCHIMjCKUX jeIHaYMHA KaJla Cy MOJAYJIU Y TOM CHCTEMY y3ajaMHO IO IapoBUMa
MPOCTH.

Teopema 8.12. (Kunecka meopema o ocmayuma) Heka cy my, my, ..., m,, o napoBumMa y3ajaMHO
MPOCTH NO3UTUBHHU 1ienu OpojeBu. Taga cucteM IMHEApHUX KOHTPYEHIIH]a

x = a; (modm,)
x = a, (modm,)
x = a, (modmy)

¥MMa TayHO J€THO peliekhe Mo Moayny M = mym, ---m,,.
. M . . .
/Jloka3. Heka je M; = —3al= 1,2, ..., n. IlocmaTpajMo n KOHTPYEHIIHja
i

Mix =1 (modm,).

Kako je H3[J(M; m;) =1, cBaka Ox THX KOHIPYCHI[Mja MMa jEAMHCTBEHO pEIICHE X =
x; (modm;). Heka je

X = Mx,a, + Myx,a, + -+ Mpyx,a, (mod M).

VBpiraBameMm X yMECTO X y KOHTPYEHUHU)y X = a; (mod m,), 3akbydyjemo aa je X, Kao u
cBaku Opoj obnuka X + kM, pemieme Te KOHrpyeHnuje. Ha uctu Ha4yuH cieu Ja To BaXH U 3a
CBE OCTaJle KOHIPYEHIIMje ToIa3HoT cucreMa. Mehyrum, X + kM je u jequHO perieme cucrema,
jep axo je X;, Takohe, peuiewme TOr cucrtema, oHaa yBpiuTtaBaweM X U X; y Te€ KOHIpyeHLHje,
nobujamo na je

X=X, (modm;), i=12,..,n,
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naje
X=X, (modM),
jep cy O6pojeBu m; o naposuma y3ajamHo npoctd. W

W3 noka3a KHHECKE TeopeMe O OCTallMiMa, BUJHM C€ jaCHO M alirOpuTaM 3a pelIaBambe
oarosapajyher cucremMa KOHIpyeHIHja.

def inverz(a ,n):

r0 = n
rl = a
t0 = 0
tl =1

while rl > 0:

g = r0//rl
r = r0
r0 = rl

rl = r - g*rl

t = t0
t0 = t1
tl =t - g * tl

if t0 < 0:
t0 = t0 + n

return tO
a = [int (i) for i in input() .split(',")]

n = [int (i) for 1 in input().split(',"')] #a i n su nizovi, brojevi se unose
odvojeni zarezom

N =1
for x in n:
N = N*x

rezultat = 0

for i in range(len(n)):
pi = N//n[i]
pi inverz = inverz(pi, nl[i
rezultat = (rezultat + (al

)

]
i]*pi inverz*pi) % N) % N

print (rezultat)

Ilpumep 8.3. Hahu cBe niene OpojeBe Koju ajy ocratke 2, 6, 5, npu nesbewy ca S, 7 u 11, pegom.

Tpeba, ycTBapu, peliuTy CHCTEM KOHTPYEeHIIH]a
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x = 2(mod5)
x = 6(mod?7)
x = 5(mod11)

OBae je my =5m, =7,m; =11,M = 385 M, =77,M, = 55,M; =35, ma d¢opmupamo
KOHTPYCHIIU]€:

77x 1 (mod 5)

55x = 1(mod7)

35x = 1(mod11),

KOJ€ Cy €eKBUBAJICHTHE, PEJIOM, KOHTpYEHI1jama

2x
6x

1 (mod 5)
1 (mod 7)
2x = 1(mod11),

qHja Cy peliema, peaoM:

x = 3 (mod5),
x = 6(mod?7),
x = 6(mod11).
Haxre,
X=77-3-2+455-6-6+35-6-5 (mod 385),
.

X = 27 (mod 385).
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3akibyuak

[TojaBOoM qUTHTANTHUX padyyHapa W JUTUTATHUX KOMYHHUKAIIK]a, IOILIO je 0 CIO3Haje J1a Teopuja
OpojeBa mpyxa MHOTO OATOBOpPA U pelliea y CTBApHUM Ipobdiaemuma. VIcToBpeMeHO pa3BojeM
pauyHapcke TexHoJoruje oMoryhaBa ce pemaBambe MHOTHX IpoOsiema U3 TeopHje OpojeBa, Kao
mro cy ¢akTopusalyja BEIHKUX HNPUPOJHUX OpojeBa, TeHepucame NpocTUX OpojeBa u
IIpOBEpaBame MPOCTOCTH OpOjeBa, TE MPOBEPABABE HEKUX MOCTAaB/LEHUX XHUITOTE3A.

ANTOpUTMH, Kao anaTd 3a pellaBame Mpodiema, MpeAMeT Cy IpoydaBama O]l HajpaHHjuX
BpemMeHa. O Tome HajOospe cBegoun EyknumoB airopuram KoOju je OKapakTepucaH Kao
HajcTapuju HeTpuBHjaiHU anroputaMm (oxko 300.roxmne m.H.e.). Ha ocHOBy oHora mro je
U3JI0KEHO Y paxy, yBuhamo na EykiumoB anropuTaM MMa BENUKY TEOPH]CKY M MPAKTHYHY
npumeny. [lpakTnune npumMene cy ciexaehe: pemaBame auHeapHUX J[ModaHTOBUX jeqHAYMHA,
pelaBame JHHEAPHUX KOHTpyeHIHja, oapehuBame MoIyIapHOT MHBEP3a, Pa3Boj PalMOHAIHOT
Opoja y BepwkHH pazinoMak. Harmm pa3Boj pauyHapctBa y 20. BeKy Ja0 je HOBHM 3Hayaj
npoydaBamy anropurama. [Iporec u3 peasHor cBeTa Mojelyje Ce alrOPUTMOM, MPH YeMy Cy
yla3He W H3JIa3HEe BEJIMYMHE Mpolleca yjelHO M Yla3He M H3JIa3He BEJIMYMHE aJTOpUTMA.
AJropuTtam 3a HEKW TpoOJieM je Mpel3HO HaBeJeH HU3 MHCTPYKIMja Koje padyHap Tpeba 1a
W3BPIIM paJy peliaBama TOT MpoOJieMa, OJHOCHO paau TpaHchopMHCama CBaKe HHCTAHIE
npobiema y leHo penieme. HapaBHo, jenan mpo0ieM MOXe UMaTy BHILE aropuTaMa pa3induTe
e(UKAaCHOCTH KOju ra peiraBajy. Hanaxeme epuKacHOr ajaroputMma MpeacTaB/ba ICHTPAIHY
TeMy KOjoM ce 0aBe pauyHapcke Hayke. IlceynokoqoBH HaBeleHH y pajay caipiKe eJIeMEeHTe
nporpamckor jesuka [1ajToH u y3 Mano KOopekIiyja MOTy ce MPEBECTH U KOPUCTUTH Y OMII0O KOM
IIPOTPAMCKOM jE3HKY.

MonynapHa apuTMETHKa 3ajeJJHO Ca HEKOJIMKO OCHOBHUX TEOpEMa M IOCTyNaka Kao LITO CY
Eyxnnnos anropurtam, OjnepoBa Teopema, Mana ®epmaoBa Teopema, omoryhaBa na ce
MpelCTaBe IIaBHE Ueje caBpeMeHe KpunTorpaduje.
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