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wvod 1

Uvod

Problem kretanja makroskopskih tela je kardinalni problem svake teorije gravitacije.
Otprilike ovim re¢ima T. Damour zapocinje svoju lekciju, pod naslovom ”Problemi kre-
tanja u Newtonovoj i Einsteinovoj teoriji gravitacije”, u monografiji posvecenoj tri stotoj
godiénjici §tampanja Newtonovih ”Principia ...”. Sa druge strane, ¢injenica da u Rosen-
ovoj bimetri¢koj teoriji gravitacije (BTG) problem kretanja nije detaljno ispitan, odredila
je zapravo temu ovog magistarskog rada. Kako se u relativistiCckim teorijama problem
kretanja ne moze ”linearno” razdvojiti od problema odredivanja gravitacionog polja (kao
5to je to sluéaj u klasiénoj teoriji), to ée predmet ispitivanja biti zapravo kretanje probnih
tela (jer se u tom slu¢aju jednacine kretanja mogu odvojiti od jednagina polja, ali ne kao
nezavisni element teorije (Fock V. A., 1979)) u dve metrike-reSenja BTG.

Efektivno biée razmotrene neke osobine geodezijskih linija u pomenuta dva reSenja i
te osobine uporedene sa analognim osobinama Schwarzschildovog resenja OTR (pomeranje
pericentra, ”savijanje” putanje svetlosnog zraka,...). Metodi koji se koriste su poznati kao
kvalitativna analiza i numeri¢ka integracija diferencijalnih jednacina geodezijskih linija.
Treba jos napomenuti da planetsko kretanje, pomenuto u naslovu, predstavlja zapravo
geodezijsko kretanje (koje je naslo primenu u teoriji planetskog kretanja), kako je to u
literaturi vec usvojeno.

U prvom paragrafu se razmatra problem kretanja sa principijelnog stanovista. Drugi
paragraf govori o izboru refenja BTG u kojima ée se razmatrati geodezijsko kretanje. Tredi
paragraf daje kvalitativnu analizu geodezijskih orbita statickog sferno simetri¢nog resenja
u BTG (Rosen N., 1975) uz uporedenje sa Schwarschildovim resenjem OTR. Ujedno u
ovom paragrafu su predstavljeni razni oblici relativistickih orbita dobijenih numerickom
integracijom. U Cetvrtom paragrafu se izvode priblizni izrazi za pomeranje pericentra
i "savijanje” putanje svetlosnog zraka. Peti paragraf analizira jedno nestaticko reSenje
BTG (Lukacevié L., 1986). U Sestom paragrafu se analiziraju "majorizovane” jednacine (u
pomenutom nestatickom resenju) i neke osobine geodezijskih u "slabom” gravitacionom
polju.



§1. PROBLEM KRETANJA I GRAVITACIJA

1.1 Uvod

U klasiénoj teoriji problem kretanja makroskopskih tela je sa logicke, dakle princip-
elne tacke gledista, reSen na prili¢no jednostavan nacin. Naime, u toj teoriji su, model
1 prostor-vreme (kao arene u kojoj se kretanje odvija) i model za gravitaciju, razdvo-
ni (tj. nezavisni). Sa druge strane Newtonova mehanika precizno definise veze izmedu
inematickih 1 dinamickih veli¢ina koje opisuju kretanje, tako da se nebesko-mehanicki
roblemi u klasi¢noj teoriji ”lako” formulisu.

Polozaji tela su zapravo njihove koordinate u trodimenzionom Euklidskom prostoru
ravise od vremena), a njihovi vremenski izvodi su povezani sa gravitacionom silom (koja
: dinamicka veli¢ina i zavisi od poloZzaja) preko principa Newtonove mehanike.

Za razliku od Newtonove teorije koja se bazira na pojmovima apsolutnog prostora i
remena u OTR su ovi pojmovi mnogo neposrednije vezani sa gravitacijom. Gravitacija
geometrija su i formalno izjednaceni u OTR (sliéno 1 u BTG), tj. opisani su istom
1atematickom veli¢inom, osnovnim metrickim tenzorom Riemannske ¢etvorodimenzione
inogostrukosti (prostor-vremena). Time je reSen problem prostiranja gravitacionog de-
tva na daljinu. Po klasi¢noj teoriji gravitaciono dejstvo se prostire trenutno $to nije u
{ladu sa specijalnom teorijom relativnosti.

1.2 Kretanje u klasi¢noj teoriji

Klasi¢cna (Newtonova) teorija gravitacije spada u grupu takozvanih skalarnih teorija,
r je gravitaciono dejstvo opisano jednim skalarom-gravitacionim potencijalom. Gravita-
oni potencijal (u oznaci U) zadovoljava Poissonovu jednadinu:

V32U = 4rop, (1.2.1)

gde je p gustina (raspodela) izvora gravitacionog polja. Bitno svojstvo klasi¢ne teorije
: njena linearnost, koja sledi iz jednacine (1.2.1). Efektivno, to znaéi da svaka dva nezav-
na resenja jednacine (1.2.1) (dva gravitaciona potencijala) u linearnoj kombinaciji pred-
vljaju takode resenje te jednacine. Gradijent gravitacionog potencijala U predstavlja
-avitacionu silu koja deluje na odredenu materijalnu tacku. Dalje, uz pomod drugog
ewtonovog principa, kretanje materijalne tacke mase m pod dejstvom sile F' je opisano
:dnacinom:
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roblem kretanja 1 gravitacija 3

gde je 7 vektor polozaja pomenute tacke. Sada je jasnije zaSto se u klasi¢noj teoriji
ebesko-mehanicki problemi ”lako” formulisu. U slu¢aju vise gravitacionih sila koje deluju
a uocenu materijalnu tacku, rezultujuéa sila jednaka je vektorskom zbiru pojedinaénih
la. Sa aspekta resivosti diferencijalnih jednaéina kretanja, stvari stoje sasvim drugacije
klasiénoj teoriji. Naime, eksplicitno je reSen problem dva tela (3to podrazumeva da
s reenje diferencijalne jednacine tipa (1.1.2) moze izraziti preko elementarnih funkcija).
'roblem tri tela je matematicki formalno reSen (tj. reSenje se moZe izraziti preko kon-
ergentnih redova (Sigel C. L., 1956)), ali je to reSenje toliko nekomforno da je prakti¢no
eupotrebljivo (Dubosin G. N., 1964). Sto se problema &etri i vige tela tite, nema opstih
2Senja, a Cesto se razmatraju posebni sluéajevi.

1.3 Kretanje u OTR i BTG

OTR i BTG su tenzorske teorije gravitacije. U njima je gravitaciono dejstvo opisano
1etrickim tenzorom Riemannske etvorodimenzione mnogostrukosti. Isti tenzor ujedno
dreduje i geometrijske osobine pomenute mnogostrukosti. Taj tenzor mora da zadovoljava
tianchievu identi¢nost koja predstavlja algebarski identitet. Sa druge strane poznato je
iz specijalne teorije relativnosti) da je tenzor energije-impulsa kovarijantno konstantan
jto se najcesée interpretira kao relativisticki zakon odrzanja), pa logi¢no sledi zakljucak
a gop u OTR treba da zadovoljava relaciju:

1
Gaﬂ = Raﬂ -+ ;gaﬁR = -Sﬂ'Taﬂ, (1.3.1)

gde je T, s pomenuti tenzor energije-impulsa, a Ro3 i R Riemannov tenzor i Rieman-
ova krivina respektivno. Jednaéine (1.3.1) predstavljaju sistem hiperbolickih parcijalnih
iferencijalnih jednacina (drugog reda) gravitacionog polja u OTR. Ima ih deset nezavis-
ih (zbog simetrije gog) 1 nelinearne su (u smislu da linearna kombinacija dva nezavisna
eSenja ne mora da bude resenje). '

Kada se jednom odredi neko resenje jednaéina (1.3.1), tj. nade metrika go4, uéinjen je
rvi korak u reSavanju problema kretanja probnog tela (tj. tela ¢ija masa ne utie na grav-
;aciono polje). Naime, probna tela se kreéu po ekstremalnim (geodezijskim) linijama. Ovo
vrdenje nije nezavisni element relativisticke teorije gravitacije, ve¢ je posledica jednacina
ravitacionog polja (Fock V. A.; 1979). Dakle jednaéine kretanja probnog tela su oblika:

d*z® dz? dz”
—— +13,——— =0, : (1.3.2)
, ds? T ds ds
gde suI'g, Chrstoffelovi simboli druge vrste, a ds " diferencij alno rastojanje” u prostor-
Temenu, odnosno parametar koji se najcesée naziva sopstveno vreme.

U BTG situacija je slicna ovoj u OTR. Jednacine polja (Rosen N., 1977) su oblika :

. 1
I\'aﬂ = Naﬂ + _—)—gaﬂR = —871’K2Ta5, (133)

gde je Nyp tenzor koji zavisi od parcijalnih izvoda (drugih i prvih) metrickog tenzora
'«g PO koordinatama, a k je odnos ;1; . Bitno je napomenuti da je radna pretpostavka
t BTG da se na prostorno-vremensku mnogostrukost uvode dve metrike, od kojih se za
ednu zahteva da
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opisuje ravan prostor Minkowskog, a druga predstavlja Riemannsku metriku koja
zadovoljava jednaéine (1.3.3). Sa druge strane u BTG uslovi konzervacije jednacine (1.3.3)
su posledica posebnog uslova ekstremalnosti tenzora Tap (divergencija TP g = 0), ane
nekih algebarskih osobina tenzora koji je sadinjavaju kao §to je to bio slucaj u OTR
(Bianchieva identi¢nost). Kao posledica, dobija se da je prva metrika na prostorno-
vremenskoj mnogostrukosti zapravo ravan prostor Minkowskog. Metrikom gqp je zapravo
opisana gravitacija kao i u OTR.

Problem kretanja probnih tela se resava na isti nacin kao i u OTR, tj. probno telo se
kreée po geodezijskoj liniji. Taj princip je i osnovna pretpostavka u daljem radu.
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neka resenja OTR 1+ BTG 5

§2. NEKA RESENJA OTR I BTG

Svakako najpoznatije reenje jednacina gravitacionog polja OTR je Schwarzschildovo
reSenje (Schwarzschild K., 1916). Ta metrika je sferno-simetriéna i u standardnim koordi-
natama ima oblik:

. -1
ds* = — <1 - 2—7‘]\/{> dt* + (1 - ¥> dr? +r?(d6* + sin® §de?). (2.1)
Schwarzschildovo resenje je detaljno ispitano (vidi npr. Chandrasekhar S., 1983), a i
neki eksperimentalni testovi OTR se vezuju za ovo resenje (pomeranje perihela Merkurove
putanje, "savijanje” putanje svetlosnog zraka u okolini Sunca, ... ).
Sa druge strane najpoznatije resenje jednacina polja u BTG je dao sam Rosen (Rosen
N., 1977). To reSenje u izotropnim koordinatama ima oblik:

da® sh—g RN g2 L M i (dr? + r?d6* + 1% sin® do?). (2:2)
Ako se metrika (2.2) uporedi sa Schwarzschildovom metrikom u izotropnoj formi':
il — —{ ? ¢ A2 2 A
g2 = 1= 5) o e | <df2 + 7240 + 72 sin? 9a’g52>, (2.3)
O+ z

vidi se da se ¢lan uz dt* poklapa sa odgovarajuéim élanom u (2.2) do drugog reda
veli¢ine, dok se ¢lanovi uz ”prostorne” delove poklapaju do prvog reda veli¢ine. Iz ove
¢injenice sam Rosen je zakljucio da se dva resenja (Schwarzschildovo iz OTR i njegovo iz
BTGQG) slazu sa do tada poznatim eksperimentalnim testovima teorije relativnosti. Medutim
detaljna analiza geodezijskih linija u metrici (2.2) 1 uporedenje sa odgovarajuéim rezulta-
tima u Schwarzschildovom resenju nije sprovedena. To je bio jedan od motiva da se u ovom
radu analizira kretanje probnog tela (geodezijske linije) u Rosenovom sferno-simetri¢nom
1 statickom resenju (§3.).

Nedavno je pokazano (Lukacevié I., 1986) da konformno vezane metrike (u BTG)
zadovoljavaju jednaline gravitacionog polja ukoliko je konformni faktor oblika e2®, gde je
® resenje D’Alembertove jednacine:

b

1 Tzotropne koordinate su sa standardnim koordinatama vezane sledeéom transforma-

cijom: ’
. 2 c ~ .
r=r(1+§%) o =10 =4, =
Neki autori (npr. Green R., 1985) izotropne koordinate smatraju posebno pogodnim
za razmatranje astronomskih pojava.
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o0® =0, (2.4)

za ravan prostor Minkowskog. Dakle, ako se izabere reenje jednacine (2.2) tada je 1
metrika:

ds? = 2? [—e"2M/T dt? + 2MIT (dr2 + r2d6? + r?sin’ Gdipr")} (2.5)

reSenje Rosenovih jednacina polja. Poznato je da se reSenje D’Alembertove jednaéine
u opstem obliku moze izraziti preko Besselovih funkcija. U tom se resenju pojavljuju
trigonometrijski redovi, a bitno je napomenuti da svako resenje jednacine (2.4) zavisi ek-
splicitno od vremena. To znaéi da je svaka metrika tipa (2.5) nestaticka. Medutim, zbog
sferne simetrije? metrike (2.2), u ovom radu je uzeto jedno resenje jednacine (2.4) koje
zavisi samo od r i ¢ i ima oblik (Synge J., 1955):

K
¢ = —:—sin (wr) cos (wt), (2.6)

gde su K i w konstante integracije. Na taj nacin je osobina sferna simetrije ocuvana,
a redenje (2.6) zbog prigusene periodi¢nosti dobro aproksimira opste resenje. U §6. bice
detaljnije ispitane geodezijske linije u nestatickoj metrici oblika (2.5).

2 7Za orbite u ekvatorskoj hiperravni § = 7, metrika ne zavisi od ¢ 1 6.
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§3. GEODEZIJSKE LINIJE U ROZENOVOM SFERNO SIMETRICNOM RESENJU

3.1 Uvod

Kao §to je ve¢ bilo naglaSeno, problem kretanja (tj. odredivanja putanja tela) u
klasi¢noj teoriji (Newtonova mehanika + Newtonova gravitacija) i relativisti¢kim teorijama
gravitacije (Einstein, Rosen, ...) se reSava na principijelno razli¢it nacin. Sa druge strane,
u sluéaju problema kretanja tzv. probnih tela (njihovo gravitaciono polje je zanemarljivo
u poredjenju sa gravitacionim poljem u kome se krecu), klasi¢na teorija i OTR daju vrlo
slicne rezultate. U ovom poglavlju bice uporedjeni rezultati, u vezi sa kretanjem probnih
tela, koje daje sferno-simetri¢no i stati¢ko resenje Rosenovih jednacina gravitacionog polja
sa rezultatima poznatim iz Schwarzschildovog resenja OTR.

3.2 Jednacine kretanja

Jednacine kretanja su zapravo jednacine geodezijskih linija, kako je to veé naglaseno
u prethodnom paragrafu. Najjednostavniji nacin da se te jednacine (za metriku (2.11))
izvedu je varijacioni princip (Lagrangeove jednaéine). Lagrangeova funkcija je oblika:

dt [/ dr\? £ . do\ _
— _—2M/r [ G 2M/r ay g g af CF — 2 (29
L=-e (cb\) L\d/\) ( ) +rsin 9<d)\> } m*, (3.2.1)

gde je A neki afini parametar po kome se vrsi diferenciranje. Veli¢ina m se interpretira
kao masa probnog tela (sopstveno vreme 7 i parametar A su vezani preko m; 7 = mA).
Lagrangeova funkcija (3.2.1) je napisana u obliku u kome je izvriena tzv. geometrizacija
jedinica (G = C = 1), sto predstavlja izbor oblika pogodnog za numeri¢ku integraciju
diferencijalnih jedna¢ina geodezijskih linija. U slu¢aju m # 0 Lagrangeova funkecija (3.2.1)
opisuje tzv. vremenske geodezijske (po geodezijskom principu to su putanje probnih tela),

a svetlosne geodezijske (m = 0, putanje svetlosnih zraka) se obi¢no ispituju posebno.
Lagrangeove jednacine za koordmate t,,0 su:
d 2M/r dt L
—l e == | =}, 3.2.2
dx (e dx | (3:2:2)

d 2 :M/7 o E,d &
L & () )} ‘
ZA (I) e 1'1 A) — 3 (3.—:-3)
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d (2 apesr 98 ) do\
el r_1=9 — 3.2.4
7\ <r e ™ r“sinf cos 6 - ) (3.2.4)

respektivno. Umesto jednaéine za r pogodno je koristiti tzv. geodezijski integral
(koji predstavlja jedan algebarski integral Lagrangeovih jednacina, bez obzira na oblik
metrike gog), a koji je zapravo izrazen jednaéinom (3.2.1). Jednacine (3.2.2) i (3.2.3)
su zapravo svedene na oblik prvih integrala i to integrala energije 1 integrala ugaonog
momenta respektivno. Sa druge strane, iz jednacine (3.2.4) se vidi da ako se Cestica u
pocetnom trenutku nalazi u ekvatorskoj hiperravni (§ = 7) i pocetna brzina joj lezi u to]
hiperravni ( ) = 0), tada ona sve vreme ostaje u istoj hiperravni. Dakle jedna od konaénih
jednagina kretanja je & = 7. Posle integracije jednacine (3.2.2) i (3.2.3) dobijaju oblik:

dt
—2M/r 22 _ 3.92.5)
e o E, (3.2.5)
o dip 2M/
o T = 3.2.
T oNe l. (3.2.6)

U slucaju m # 0 (posebno se ispituje slu¢aj m = 0) pogodno je renormalizovati prve
integrale £ 11/ sa

E=

Tada, ako se za parametar uzme sopstveno vreme 7 jednaéine geodezijskih mogu da

se napisu u obliku:
dr’? 2 —2M/r i —-2M /7 ;
) =E'-e 1+ e : (3.2.8)

dy I anrte

o T2 L (3.2.9)
dt -

— = BTt (3.2.10)

Analogni 1zrazi u Schwarzschildovom resenju OTR, su:

dr\? -, 2 P
() -2 (- 25)(1+5), 3211

de [
i AP 219
- = 3 (3.2.12)
dt E
o — (3.2.13)
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a mogu se naéi u svakom udzbeniku OTR (npr. Misner C. W., Thorne S. K., Wheeler
A. J.,1973).

3.3 Radijalni pad

Najjednostavniji slu¢aj geodezijskih linija predstavlja tzv. radijalni pad (v = @0, [ =
0). Tada jednagine (3.2.8) — (3.2.10) dobijaju sledeéi oblik:

dr : 2 —2M/r
— | =E"—e (3.3:1)

dr
dep
ok )
. 0 (3.3.2)
dt = o
— = M/, 3.3.3
dr ¢ ( )
Iz jednagine (3.3.1) se vidi da kriti¢no rastojanje, definisano sa:
I
rR=-2 . E< (3.3.4)
InE

karakterise radijalni pad za razli¢ite energetske nivoe. R zapravo razdvaja oblast u
kojoj je kretanje moguée (r < R) od oblasti u kojoj kretanje nije moguce (r > R). Kriti¢ni
parametar u Schwarzschildovom resenju ima oblik:

2M ,
H= 5. (3.3.5)
1—E?
Jednacine (3.3.1) i (3.3.3) izrazena preko novog parametra imaju oblik:
' dr 2 R

— ] =C-Cr -
(#) 2omct o
dt _ m(3-%), (3.3.7)

?J: p—

Konstanta C je jednaka e2/E Numeri¢kom integracijom jednacina (3.3.6) i (3.3.7)

se dobija zavisnost radijusa r od sopstvenog i koordinatnog vremena. Na slici (3.1) je
prikazano i kako ta ista zavisnost izgleda u Schwarzschildovom reenju OTR. Za "udal-
jenog” posmatraca probno telo nikada ne dostize centralni (fizicki) singularitet. Tu istu

osobinu ima i Schwarzschildovo resenje ali na rastojanju r = 2M od centralnog singular-
iteta.

3.4 Kvalitativna analiza jednagina geodezijskih linija

U ovom odeljku biée razmotreno "neradijalno” kretanje (I # 0). Poznato je da se
jednagina (3.2.11) moZe svesti na oblik eliptitkog integrala (Chandrasekhar S., 1983.). Sto
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se jednacine (3.2.8) tice, vidi se da je njena desna strana transcedentna funkcija od
r (nije moguée analiticki naéi njene nule) i taj integral nema odgovarajuéeg analitickog
resSenja.

Sa druge strane, iz oblika tzv. efektivnih potencijala (slika (3.2)) definisanih sa:

2
VR(T) - 6—21\/1/1' <1 + 76—2]‘4/?> (34'1:
P2

u Rosenovoj teoriji, a sa:

Vs(r) = (1 ~ %%) (1 = i—2> (3.4.2)

u Schwarzschildovom resenju OTR, vidi se da razlike izmedju dve teorije ne bi trebalo
da budu velike (sudeéi po obliku ovih krivih). Efektivni potencijali su funkcije tipa (3.4.1)
ili (3.4.2) koji se koriste pri kvalitativnoj analizi jednaéina (3.2.8)ili (3.2.11) (npr. Shapiro
L. L., Teukolsky A. S., 1983). Pre analize i uporedjenja rezultata dobijenih numeri¢kom
integracijom treba imati u vidu neke vazne zakljucke koji slede iz pomenute kvalitativne
analize. Kao prvo, na slici (3.2) se jasno vidi da efektivni potencijali (za razlicite vred-
nosti ugaonog momenta {) teze jedinici kada r tezi beskonaénosti. Na narednoj slici (3.3)
prikazan je efektivni potencijal za fiksiranu vrednost I, a tri horizontalne linije oznacene
sa 1,2,3 predstavljaju tri izabrana energetska nivoa (E],EQ, Eg) Rastojanje na grafiku
(3.3) od izabranog energetskog nivoa do krive efektivnog potencijala za neko r predstavlja
u stvari desnu stranu jednacine (3.2.8). Ta razlika je jednaka kvadratu radijalne sopstvene
brzine, pa prema tome mora da bude pozitivna. Taéke u kojima je

dr 2_0
dr B

nazivaju se obrtnim tackama zato sto u njima r prelazi iz rasta u pad i obrnuto (one
definiSu pericentralno i apocentralno rastojanje).

Prema rasporedu obrtnih tacaka (odnosno njima odgovarajuéih energetskih nivoa).
orbite (geodezijske linije), mogu da se podele na sledeée tipove:

1) zatvorene orbite;

Ovaj tip orbita odgovara horizontalnoj liniji 1 (E’l) Probno telo se nalazi izmedju
dve obrtne tacke A i B koje odgovaraju pericentralnom i apocentralnom odstojanju (re-
spektivno). Kretanje je moguée i ako se probno telo u pocetnom trenutku nadje izmedju
koordinatnog pocetka (r = 0) i obrtne take C, ali u tom slucaju telo pada na izvor
gravitacionog polja.

2) otvorene orbite;

Ovaj tip orbita odgovara horizontalnoj liniji 2 (E~,2) Probno telo dolazi sa beskonaénog
rastojanja r do obrtne tacke D i vrada se u beskonaénost.

3) orbite gravitacionog zahvata;

Ovaj tip orbita odgovara horizontalnoj liniji 3 (E~3) Nema obrtnih tacaka, pa probno
telo pada na izvor gravitacionog polja ili odlazi u beskonaénost. Isti oblici orbita poznati

su1u Schwarzschildovom resenju OTR, (Shapiro L. I., and Teukolsky A. S., 1983). Primeri
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razli¢itih tipova orbita (1,2,3) dati su na slikama (3.4) — (3.9), a dobijeni su nu-
meri¢kom integracijom . Na svakoj slici su prikazane orbite odgovarajuéeg tipa u Rosenovoj
teoriji i Schwarzschildovom reSenju OTR za iste pocetne uslove. Sa tih slika su o¢igledne
sliénosti 1 razlike u obliku orbita za razli¢ite pocetne uslove. Za numericku integraciju je
koriséena Hammingova prediktor-korektor metoda, koja se bazira na Runge-Kutta metodi
getvrtog reda. Stabilnost integracije je proveravana pomocu vrednosti geodezijskog inte-
grala (3.2.1) na svakom koraku integracije.

3.5 Kruzne orbite

Kvalitativna analiza efektivnih potencijala i numericka integracija jednacina geodez-
ijskih, pokazale su da pored sli¢nosti u obliku postoje i razlike u konkretnim slucajevima
izmedju Rosenove teorije i Schwarzschildovog resenja OTR. Sa druge strane poznato je
da je ”glavna” razlika izmedju dva reSenja nepostojnje tzv. koordinatnog singulariteta
na konaénom rastojanju od izvora polja u Rosenovom reSenju, kao sto je to slucaj sa
Schwarzschildovim redenjem. Sto se kruznih orbita tiée, a koje postoje u obe teorije,
situacija je sledeca: dok je u Schwarzschildovom reSenju donja granica za postojanje
kruznih orbita rastojanje r = 3M (npr. Chandrasekhar S., 1983), kod Rosena je ta granica
spustena na r = 2M. Medjutim, ako se Schwarzschidovo reSenje posmatra u izotrop-
nim koordinatama (Brumberg V. A., 1972), donja granica egzistencije kruznih orbita’

jer=(0+ %)J\/[ (u izotropnoj formi Schwarzschildovo reSenje je po obliku najsli¢nije
Rosenovom resenju). Pri tome energija Ei ugaoni moment [ su odredjeni polupreénikom
kruZne orbite ry na sledeéi nacin:

e ro =M _omyr

= y 351
ro —2M (a1l
ko) .]\([T()?
= ———eM/m, 3.5.2
To — 2M ( )
Iz izraza (3.5.1) i (3.5.2) je jasno i zasto kruZne orbite ne mogu postojati za ry <
2M. Graniéni sluéaj 19 = 2M odgovara svetlosnoj kruznoj orbiti, jer su tada E i [

beskonaéno veliki, a iz definiciji (3.2.7) se vidi da je tada m = 0 Analogni izrazi poznati iz

Schwarzschildovog resenja (Shapiro L. I., Teukolsky A. S., 1983) su:

B (ro — 2M)?

= o= 3M)’ (3.5.3)
~ Mry? i
2= ?ﬁi | (3.5.4)

Sa grafika (3.3) se vidi da za fiksirano [ polupreénici kruznih orbita odgovaraju ek-
stremnim vrednostim efektivnog potencijala ako je odgovarajuci energetski nivo tako iz-
abran da je jednak toj ekstremnoj vrednosti (tada se minimalna i maksimalna vrednost

! Na manjim rastojanjima od centralnog tela nema kruznih orbita bez obzira na zadate
pocetne uslove.
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7, izmedju kojih se odvija kretanje, poklapaju). Pri tome minimum efektivnog poten-

cijala odgovara stabilnim, a maksimum nestabilnim kruznim orbitama (Chandrasekhar S.,

1983).

3.6 Svetlosne geodezijske

U ovom odeljku biée uporedjene svetlosne geodezijske(m = 0) u Rosenovoj teoriji i
Schwarzschildovom resenju. Jednagine (3.2.8) — (3.2.10) u ovom sluéaju imaju oblik:

A TR |
— ) = F?_ L —2M/r

(d/\> = F ¢ ) {3.6.1)

dp {  opri. g
o= e =4 (3.6.2)

dt
= = b A (3.6.3)
Ako se uvede parametar sudara b definisan sa:
l

b= =, (3.6.4)

tada jednacine geodezijskih (3.6.1) —(3.6.3) (izrazene preko parametra sudara b) mogu
biti napisane u obliku:

dT 4 1 1 f)\,[ P
ooTReEy = — — = /7‘ 3.6.4
(da> 2 p2° ’ ( )
dcp 1 —-2M/r g <
doo — 7‘26 : (3.6.0)
di 1 2M/r
=3¢ , (3.6.6)
gde je a = ). Efektivni potencijal u ovom slucaju je funkecija oblika:
1 —2M/1‘ o i
I’/;)hot,R = ;—2—6 q (36()

pomocu koje se mogu ispitati neke vazne osobine svetlosnih geodezijskih linija. Na slici-
(3.10) prikazana je kriva Vynoe r(r). Za razliku od odgovarajuceg efektivnog potencijala
Vohot,s(r) u Schwarzschildovom reSenju, koji ima oblik:

1 2M
Vohot,s = 2 (1 = T)’ (3.6.7)

1 koji maksimum dostiZe na rastojanju r = 3M, funkcija Vyhot,r(r) dostize maksimum
na rastojanju r = M, pa je kriténa vrednost parametra b data sa:
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b=eM. : (3.6.8)

Kriti¢na vrednost parametra b razdvaja orbite zahvata (foton pada na centralni sin-
gularitet) od neograniCenih orbita. U Schwarzschildovom resenju odgovarajuca kriticna
vrednost je:

b=3v3M. (3.6.9)

Nekoliko primera svetlosnih geodezijskih linija dobijenih numerickom integracijom? su
prikazani na slikama (3.11) — (3.13).

maler

WATEMATICKT FA:

CULTET
BIBLIOTEKA
Broj oo, Datum

LTS —

? Integracija u Schwarzschildovom resenju je izvedena u standardnim koordinatama.
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§4. JEDNACINE KRETANJA U PRVOJ APROKSIMACIJI

4.1 Uvod

Iz Lagrangeove funkcije u obliku (3.2.1) Rosen (Rosen, 1977) je zakljucio da se ¢lan uz
(;—f\)z poklapa sa odgovarajuéim ¢lanom u Schwarzschildovom resenju OTR (u izotropnoj
formi) do drugog reda veli¢ine (uklju¢ujudi i drugi red veli¢ine), a ¢lanovi uz ”prostorni deo”
geodezijskih Lagrangeovih funkcija se poklapaju do prvog reda veli¢ine. Iz tog poklapanja
Rosen je dalje, u svom ¢lanku objavljenom 1977. godine zakljucio da se njegova teorija
slaze sa do tada posmatranim relativistickim efektima. Zanimljivo je odgovoriti na sledece
pitanje: kalkve su razlike izmedju pribliznih izraza za pomeranje pericentra 1 “savijanje”
svetlosnih zraka u dve teorije? Ako se umesto eksponencijalnih funkcija u Lagrangeovo]
funkiciji (3.2.1) iskoriste njihovi razvoji u Taylorove redove, zadrzavajuéi se na ¢lanovima
drugog reda veliGine, aproksimacija geodezijske Lagrangeove funkcije ¢e biti oblika:

PN 2M+2M’2 dt 2+
= r 2 dA

oM 2M2\ [ [dr\® L/ d6N? o ., [ de\’ ) |
<1+ " - = ){(cb\) +r (d/\> + r°sin 9<d,\> } =—-m°-. (4.1.1)

4.2 Jednacine kretanja

Prvi integrali jednaéina geodezijskih linija (uz (4.1.1)), koje odgovaraju Lagrangeovo]
funkeiji Ly, su oblika (6 = 7): '

2M 2M’2\ P =
== “_E 4.2.2
( r T r2 ) dr ' ( )
5 2M 2M? o~
. <l + 2 + == )_dcp =, (4.2.3)
r r dr

tako da se jednacine (jedan put integraljene) mogu napisati u obliku:

<dr>2 E? 1 - 1 _Z:Q_
dr) T (1- Ly D)4 M 2By oM 3ME Ty 20 2 2 |
(4.2.4)
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de 1 ] ,
1 = T (4.2.5)
dr 1+ —271}4 + 2% r?
dt E
—_— = . 4.2.6
d’T’ 1 _ Q—TM + 2%2 ( )

Najpogodnije je, za anliziranje orbite, jednacine kretanja napisati u obliku koji odred-
juje orbitu (relativisticki analogon Binetovog obrasca). Kombinovane, jednagine (4.2.4) i
(4.2.5) daju:

—- = = =
r2 1_2‘4_{__21:21 2 2

T

1/dr\® 1 142420 F 42, A0 i
Bl el : (4.2.7)
rt \ dp

ili,

du\®  ,  14+2Mu42M%® E® 14 2Mu 4 2M%? (42.8)
do) T T 1 2Mu+t oM P 7 ) 2.
gde je u = % Ako se dalje izraz uz %2- na desnoj strani jednacine (4.2.8) razvije u
Taylorov red do ¢lanova drugog reda, bide:
14+ 2Mu + 2M?u? _
~1+4Mu+8M-u” + ...,
T— 2Mu + 2MZa2 - TAMu S
pa zamenom u (4.2.8), priblizna jednacina orbite postaje:
du\® E?2-1 2My_. 2M? /-
— | == ~—I(2E2 - 1)u e (4}32 - 1) — 1|2 (4.2.9)
de 2 12 12

Analogna diferencijalna jednacina za Schwarzschildovo resenje, u izotropnim koordi-
natama, je oblika:

(%)2 —_ Ezl{ = QZ—ZM@EZ ~1)u+t [3;?2 (582 -1) - lJu2. (4.2.10)

Na desnim stranama jednacina (4.2.9) i (4.2.10) nalaze se izrazi tipa kvadratnih tri-
noma. Taj trinom je pozitivan (a samo u toj oblasti kretanje je moguée) u oblasti izmedju
dva svoja korena, a negativan za ostale vrednosti u. !

4.3 PribliZni izraz za pomeranje pericentra

Uvodjenjem parametara e (ekscentri¢nost) i p (parametar) pomoéu:

g2 =1 "BEi
T (4.3.1)
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=

= (4.3.2)

_2_'2—)

jednaéihe (4.2.8) 1 (4.2.9) dobijaju sledeéi oblik:

du\?> e2-1 2 oM 2M aM |
(_’g) _ 2o +_[1_J_(1_62)Ju+{_f_{g_f_a_ez)J_1}u2, (4.3.3)
dyp p* P P P P

ESRNE

du\? e?-1 2{ oM 2} {3M[ 5M } }
— = +-l——1—-e*)ut+{—|a_- (1 _ .2 —-1)u”, 4.34
(fh@) p? p p( ) 2p p< ) (4.34)

<

respektivno. Ovi komplikovani izrazi se znatno uproscavaju ako se zanemare ¢lanovi
M o M* .

tipa p? 1 7, Jer suoni za nekoliko redova veli¢ine manji od ostalih élanova. Za Zemlju je,
na primer, %f ~ 1078, pa —;[7—2 ~ 10715, U tom slucaju se jednacine (4.3.3) 1 (4.3.4) svode
na jednacinu:
du\? 6 M e -1 2u
(-) e (1 = —>u2 =— 4+ . (4.3.5)
deo p p’ p

Diferenciranjem ove jednaéine po ¢ dobija se:

dz’ 2 1
tﬁ +wu= -, (4.3.6)
dep” p
Frekvencija w je jednaka:
3M
wrl— — (4.3.7)

b

uz gore usvojenu aproksimaciju. Za w = 1 resenje jednacine (4.3.6) je konusni pre-
sek. Za slucaj Sunéevog sistema w vrlo malo odstupa od jedinice §to znaéi da ée i orbite
ili preciznije relativistéke neporemecene orbite) vrlo malo odstupati od konusnih preseka
elipsi za veéinu tela Sunéevog sistema). Resenje jednacine (4.3.6) je oblika:

1 + e cos(wep)
U= ——""
P

gde je uzeto da je konstanta integracije koja ulazi u argument kosinusa jednaka nuli
§to ne umanjuje opstost zakljucaka ali tehnicki pojednostavljuje razmatranja). Iz (4.3.9)
e vidi da u dostize svoju maksimalnu (a r minimalnu) vrednost kada je:

, (4.3.9)

we=2nm, n=0,1,2,..

pa je ugao koji pravac ka pericentralnom rastojanju predje, dok planeta predje jedan
un obrt, jednak:
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= M M 6M |
Sp = 27r(1 “’) _ 8 ”(1 43 +) N —C (4.3.10)
w p p P

Priblizni izraz (4.3.10) je dobro poznat iz Schwarzschildovog resenja OTR. Dakle u
prvoj aproksimaciji Rosenova teorija i Schwarzschildovo resenje OTR daju isti izraz za
pomeranje pericentra.

4.4 Priblizni izraz za ”savijanje” putanje svetlosnih zraka

Analogno aproksimaciji vremenskih geodezijskih (putanja planeta) izvodi se jednagina
koja aproksimira nulte geodezijske (putanje svetlosnih zraka). Ta jednaéina, ukoliko se
zadrze ¢lanovi drugog reda veliéine (%), je:

du\? 1  4M 8M? 3
(@) = 6_2 -+ b—zu + ( T 1>u‘, (4.4.1)
gde je b = % parametar zahvata i ima dimenziju rastojanja. Diferenciranjem po ¢
jednacine (4.3.1), dobijamo:

d?u 9 2M

i T = (4.4.2)
Frekvencija w je jednaka:
4M*
A REE (4.4.3)
Opste resenje jednacine (4.4.2) se mozZe napisati u obliku:
2M 1
U= + 5 coswy, (4.4.4)

gde su konstante integracije tako izabrane da za ¢ = 0 rastojanje r dostize svoju
minimalnu vrednost:

Tmin = b —2M.

U Euklidskoj ravni (r,¢) jednagina (4.4.4) odredjuje hiperbolu (za frekvenciju w se
moze uzeti jedinica u ovoj aproksimaciji). Pravac asimptota te hiperbole se dobija iz uslova,
o=

Cosp = —— (4.4.5)

odakle sledi

Y1 = —g + 6, po=—= =9, (4.4.6)

gde je mali ugao § zapravo:
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£
5= % (4.4.7)

Njegova dvostruka vrednost predstavlja ugao izmedju dve asimptote, koji odredjuje
savijanje svetlosnog zraka sa dalekog izvora u okolini Sunca. Isti priblizni izraz daje i

Schwarzchildovo resenje OTR.

.
R
LR avAy £/

Frirecno-maie j}‘aizultctl
IBLIOTEKA

Broj Datum
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§5. ORBITE U NESTATICKOM RESENJU

5.1 Uvod

U ovom paragrafu se razmatraju neke osobine geodezijskih linija u metrici (2.5), kada
funkcija @ ima oblik (2.6). Lagrangeova funkcija u ovom slucaju je oblika:

2 2 rdaN? .. [do\?
LE—eq"(%) + e®2 (%) —{—r‘(j—)\) -i—r‘sin‘@(d—i) } = —m?, (5.1.1)

gde su funkcije ®; 1 &, date sa:

[
B, :2(@+]-V—>. (5.1.3)
T

Kao i u stati¢kom sluéaju, kretanje u "ekvatorskoj hiperravni” (§ = 0 ; 6 = =) me
umanjuje opstost razmatranja (Chandrasekhar S., 1983), ali znatno tehnicki uproscava
neke izraze.

5.2 Jednaéine kretanja

Diferencijalne jednacine geodezijskih linija imaju dva prva integrala (od kojih je jedan
dat sa (5.1.1)):

a¥2 280 L (5.2.1)
T
dt\? dr\? de\?
b i @ [ 22 P2 AR 21 2= = — 2.2
L —e (d7'> +e [(d'}') +r (d'r) 1, (5.2.2)

gde je [ renormalizovana vrednost integrala ugaonog momenta (vidi §3.), a 7 sopstveno
vreme. Odmah se uocava da nedostaje integral energije, zato sto Lagrangeova funkcija nije
statickal. Medutim Lagrangeove jednaéine za ¢ i 7 mogu znatno da se uproste koriséenjem
prvih integrala (5.2.1) i (5.2.2). Jednagina za t je:

1 Zavisi eksplicitno od vremena.
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d (g dt\ _ 5 (dt\?0%, & [/dr\® ,[dpo\?] 05, pes
2d7‘<e d7’>__6 (dr) g "¢ de) 7T AT ot ’ (9.2.3)

no kako je:

0B, 9%, 0%

B a e
to jednacina (5.2.3) dobija sledeéi oblik:

d (o0t _ [ o (N _ o] (dr\7 | 5 (do\?]] 00
d7'<(3 dr>—{e (dr) - c dr T dr ot’ (o2t

Konatno, ako se uoci da izraz u viticastim zagradama u (5.2.4) predstavlja zapravo
prvi integral (5.2.2), vidi se da jednaéina (5.2.4) ima jednostavan oblik:

d [ 4 dt\ 0%
—_ 1 — - o=
dr <e dT> ot B30)

Posle integracije ta jednaéina postaje:

0t _ g, [00

¢ dr ot

dr, (5.2.6)
gde je E konstanta integracije’. Iz izraza (5.2.6) se vidi da izraz na desnoj strani
osciluje® oko konstante E.
Jednatine (5.2.1), (5.2.2) i (5.2.6) su zatvoren sistem diferencijalnih jednacina geodez-

1jskih linija, a Lagrangeova jednaéina za r (koja nije nezavisna od ove tri jednacine), se

znatno uproscava uz pomo¢ prvih integrala (5.2.1) i (5.2.2):
d [ g, dr 02 M P _,
— — | = = 22 0.2.7
dr (e dT> or T P i s 82.7)

5.3 Veza sa statickim sluéajem

Neke zanimljive osobine pokazuje Lagrangeova funkcija (5.1.1) kada konstante & i
w, koje se pojavljuju u @, tefe nuli. Ocigledno je da K ima dimenziju rastojanja 1, kada
tezi nuli, tada i Lagrangeova funkcija u obliku (5.1.1) tezi Lagrangeovoj funkciji u obliku
(3.2.1)*. Sli¢na osobina, se javlja i u slucaju kada w teZi nuli.

? Najpogodnije je izabrati je tako da ona ima vrednost integrala energije iz statickog
slucaja.

3 Zbog periodicnosti podintegralnog izraza (® ima oblik (2.6)) . Amplituda tih oscilacija
¢e za malo w, ili () K, biti vrlo mala veli¢ina.

* Te#i zapravo statickom reSenju.
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Nezavisno od ovih svojstava Lagrangeove funkcije (5.1.1) i jednacine geodezijskih linija
u oba ova slucaja (K — 0, w — 0) teZe svojim statickim analogonima.
Ako se uvede nova promenljiva E; sa:

. 0%
B :E+/5t-dr, (5.3.1)

tada se jednacina (5.2.2) moze napisati u obliku:

dr\* ~(1+®2) | 2 _ @ L s,
E,; =e 1 El —e 1|1 + —e : (53.2)

Izraz u uglastoj zagradi po obliku podseéa odgovarajuéi izraz u analognoj jednacini
za staticki slucaj (jed. (3.2.8)). Razlika je u tome sto E2 nije konstanta, a i efektivni
potencijal:

? o
oo (s B 539

zavisi od vremena t. Kao i u statickom slu¢aju, od znaka izraza u uglasto] zagradi
zavisi da li je kretanje moguée ili ne®. Minimalno i maksimalno "rastojanje” od izvora
gravitacionog polja, ukoliko postoje, takode zavise od vremena. Probno telo dostize ta
rastojanja u tackama u kojima je:
dr\? 0
(@

Jasno je dakle da u nestatickom slucaju geodezijsko kretanje probnog tela ima dve
komponente: prvu kao i u statickom slucaju, a drugu kao posledicu nestati¢nosti, odnosno
”pomeranja” same metrike®. Ponovo se javljaju tri tipa orbita (vidi odeljak 3.3), a moguéi
su 1 neki prelazni oblici. Primeri orbita dobijeni numeri¢kom integracijom prikazani su na
slikama (5.1) - (5.3).

Zanimljivo, asimptotsko ponasanje, pokazuje efektivni potencijal (5.3.3) kada w tezi
nuli. Tada period dvostrukog oscilovanja (po 71 po t) tezi beskonacnosti, a oblik efektivnog
potencijala V' tezi onom obliku iz statickog sluéaja. Na slikama (5.4) i (5.5) prikazani su
efektivni potencijali za razli¢ite vrednosti w. Po tri krive na tim slikama predstavljaju
zapravo efektivne potencijale u trenucimas:

3 t+k
t=P{ L(111);k=0,1,2,.., \ (5.3.4)

1+k

5 Kvadrat radijalne brzine (3—1)2 mora biti pozitivan ili jednak nuli.

5 U odnosu na staticku metriku.
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odnosno kada je

-1
cos (wt) = 0 ERE]

1

P je period pomenutog oscilovanja. Srednja kriva je staticki efektivni potencijal, a
ostale dve krive odreduju amplitude vremenskog oscilovanja efektivnog potencijala. Vidi
se da sa smanjenjem w opada i ta amplituda, da bi za w = 0 ona postala jednaka nuli.
Jasno je da se majorizacijom (5.3.5) dobijaju ekstremne vrednosti funkcija e®r i ez,
koje se javljaju u izrazu za efektivni potencijal (5.3.3), a samim tim dobijaju se i granice
vremenskog oscilovanja efektivnog potencijala. Na slici (5.6) prikazana je jedna "vremenska
poluoscilacija” efektivnog potencijala. Treba jo§ napomenuti da je 1 energetski nivo E?
takode periodi¢na funkcija vremena’.

Ovim razmatranjima nikako nisu iscrpljene sve vazne osobine orbita probnih tela u
ovom nestatickom sluéaju, ali su izvedene osnovne jednacine i potcrtane neke osobine
znacajne za dalji rad. Zanimljivo je da se sve veliCine relevantne za problem kretanja
probnih tela iz statitkog slucaja javljaju i u nestatickom slu¢aju, ali kao funkcije vremena.
Sa druge strane, zbog izabranog oblika fukcije ®-resenja D’Alembertove jednacine, jasno
je da je ta vremenska zavisnost periodiéna funkcija vremena.

T Na slici (5.7) prikazano je kako razlika E, — E (vidi izraz (5.3.1)) zavisi od sopstvenog
yremena za dve razliéite vrednosti w. Slika (5.8) prikazuje kako ista ta razlika zavisi od
radijalne koordinate r (opet za dve razlicite vrednosti w).
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ZAKLJUCAK

Cilj ovog rada bio je pre svega da se uporede poznata sferno-simetricna (staticka)
reSenja u dve teorije gravitacije OTR i BTG, a sa stanoviita nebeske mehanike. Upravo sa
stanovista nebeske mehanike problem koji je razmatran spada u grupu najjednostavnijih,
ali kao 3to je ve¢ receno u relativistickim teorijama gravitacije komplikovaniji problemi jos
nisu do kraja ni definisani. Takode je delimi¢no ispitano jedno nestaticko resenje koje je
dopusteno jednacinama polja u BTG.

U vezi sa statickim reSenjem opsti zaklju¢ak bi mogao da se podvede pod sledeée:

a) U slu¢aju radijalnog pada za "udaljenog” posmatraca probno telo asimptotski tezi
centralnom singulartetu (u Schwarzschildovom reSenju ono tezi Schwarzschildovom radi-
jusu r = 2M), dok u sopstvenom vremenu ono dostiZe singularitet za kona¢an vremenski
interval (kao i u Schwarzschildovom resenju).

b) Na osnovu izraza za efektivni potencijal izvriena je poznata klasifikacija orbita na
zatvorene, otvorene i zahvatne, a razni oblici ovih orbita dobijeni numeri¢kom integracijom
prikazani su na slikama u prilogu. Dalje je odredena donja granica egzistencije kruznih
orbita 1 kritiéna vrednost parametra zahvata za svetlosne orbite.

c) Jednacine kretanja su formulisane u prvoj aproksimaciji i dobijen je izraz za pomer-
anje pericentra, kao 1 priblizna vrednost ugla za koji ”skrene” svetlosni zrak u okolini izvora
gravitacionog polja. Ti izrazi se poklapaju sa poznatim izrazima u Schwarzschildovom
resenju OTR.

d) U pomenutom nestatitkom reSenju utvrdena je egzistencija dva prva integrala.
Dalje je ilustrovana moguénost egzistencije sva tri tipa orbita koji se javljaju u statickom
reSenju. Analizirano je asimptotsko pona3anje nestacionarne komponente polja. Naime, pri
malim vrednostima parametara w i K, monopolnog gravitacionog talasa koji se pojavljuje
u ovom sluaju, nestacionarnost ne igra dominantnu ulogu, tj. nestaticka metrika blago
osciluje oko odgovarajudeg statickog slucaja.

Na kraju hteo bih da se zahvalim kolegama na Institutu za Astronomiju za podrsku
koju su mi pruzili, a posebno prof. I. Lukaceviéu koji je svojim primedbama i sugestijama
aktivno ucestvovao u izradi ovog magistarskog rada.
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Ispravke

U uvodu:

1) U sedmom redu odozdo stoji (Rosen N., 1975), a treba (Rosen N., 1977).
2) Poslednja recenica se brise.

U prvom paragrafu:

1) Formula (1.3.3) je napisana u obliku:

1
I(aﬂ = Naﬂ + §gaﬁR = —SWKTaﬂ,

a treba u obliku:

Ifaﬂ = Naﬂ + -;—gaﬂN — —87T/€Ta5
U spisku literature kod rednog broja 18) stoji
Rosen, N.: 1975 ...,
a treba
Rosen, N.: 1977, u Topics in Theoretical and Ezperimental Gravitation Physics;
V. De Sebbata i J. Weber, pp. 273-244
ed, Plenum Press, New York
Na kraju treba dodati sliku (5.8) koja je u prilogu.
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