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Predgovor

Tema ovog rada je definisa�e funktora Extn(−,−) na kategoriji Λ-modula i
specijalno funktora Ext(−,−). Naziv Ext(−,−) potiqe od reqi ekstenzija odnosno
raxire�e, xto �e nam biti osnova prve definicije. Kako je ova definicija nezgod-
na za konkretno raquna�e, uvodimo i ispitujemo ekvivalentne naqine da se ovaj
funktor uvede. Osim samog ispitiva�a ovih funktora, rad ima za ci	 da prika�e
i �ihovu vezu sa drugim znaqajnim funktorima, kao xto su Hom i homoloxke i
kohomoloxke grupe. Tako�e imamo i izvesnu analogiju sa funktorom Tor. Najznac-
hajniju primenu u topologiji ima specijalan sluqaj kada je n = 1, odnosno funktor
Ext(−,−). Ovu primenu imamo u Teoremi o univerzalnim koeficijentima, u rac-
huna�u kohomoloxkih grupa lanqastih kompleksa, odnosno topoloxkih prostora.
U specijalnom sluqaju Abelovih grupa ovaj funktor je prvi uveo Ber1 1934. Naziv
Ext su dali Ajlenberg2 i Meklejn3 1942. i primenili ga na Teoremu o univerzalnim
koeficijentima. Definiciju u sluqaju Λ-modula nad proizvo	nim prestenom Λ dao
je Kartan4 1956. Ve�ina rada je bazirana na [4], [7] i [8].

Uvod ima za ci	 da definixe osnovne pojmove, koji �e u da	em tekstu biti po-
trebni za izuqava�e raxire�a. U drugoj glavi, najpre uvodimo funktor Ext(−,−),
preko kratkih taqnih nizova, i dajemo primere izraqunava�a nekih jednostavnih
raxire�a. Zatim uvodimo �emu ekvivalentan funktor Ext(−,−), ovoga puta pomo�u
kohomoloxkih grupa. Ovaj drugi naqin �e nam uqiniti mnogo oqiglednijim kako se
ovaj funktor prime�uje u topologiji. Tako�e raqunamo jox neke primere raxire�a,
koja su nam, uz novu definiciju, dosta jednostavnija za raquna�e.

Naredna glava dokazuje Teoremu o univerzalnim koeficijentima i prime�uje je
na izraqunava�e kohomoloxkih grupa nekih poznatijih topoloxkih prostora. Ova
teorema nam omogu�ava da ukoliko znamo homoloxke grupe prostora, izraqunamo
�egove kohomoloxke grupe.

Qetvrta i peta glava se bave raxire�ima vixeg reda. Najpre, u qetvrtoj glavi,
imamo dve definicije, donekle analogne onima iz prve glave, funktora Extn(−,−)
i Ext

n
(−,−). U petoj glavi dajemo izvesno uopxte�e funktora Ext

n
(−,−). Uvodimo

definiciju izvedenih funktora, a zatim pokazujemo kako je ona uopxte�e defini-
cije Ext

n
(−,−) i kako iz tog opxtijeg konteksta mo�emo videti raxire�a na jox

jedan ekvivalentan naqin: uvodimo funktor Êxt
n
(−,−). Ponovo �emo pokazati da

su svi ovi funktori ekvivalentni, i iskoristiti razne definicije za raquna�e
raznih raxire�a, kroz primere.

1Reinhold Baer 1902-1979, nemaqki matematiqar
2Samuel Eilenberg 1913-1998, po	sko-ameriqki matematiqar
3Saunders MacLane 1909-2005, ameriqki matematiqar
4Henri Cartan 1904-2008, francuski matematiqar
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n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 37

Literatura 41

2



1 Uvod

U uvodu �emo dati definicije osnovnih pojmova koje izuqavamo i koristimo
u da	em radu. Sve vreme podrazumevamo da je Λ fiksiran komutativan prsten sa
jedinicom. Centralni pojam rada je svakako modul, odnosno modul nad Λ.

Definicija 1. Modul A nad Λ, ili Λ-modul, jeste Abelova grupa na kojoj je defi-
nisana i spo	na operacija mno�e�a, takva da za sve a, b ∈ A i λ, µ ∈ Λ va�i

(λ+ µ)a = λa+ µa,

λ(a+ b) = λa+ λb,

(λµ)a = λ(µa),

1Λa = a.

Kod ove definicije bitno je napomenuti da je veoma znaqajan izbor prstena Λ.
Svaka Abelova grupa je i Z-modul, uz uobiqajeno definisano mno�e�e celim bro-
jevima. Izbor komutativnog prstena sa jedinicom nad kojim su definisani moduli
igra znaqajnu ulogu u definiciji kategorije, odnosno morfizama izme�u modula.

Definicija 2. Homomorfizam Λ-modula A i B je preslikava�e f : A → B takvo
da za a, b ∈ A i λ, µ ∈ Λ va�i f(λa+ µb) = λf(a) + µf(b).

Lako se proverava da postoji kategorija qiji su objekti Λ-moduli, a morfizmi ho-
momorfizmi Λ-modula. Iz definicije je jasno da je svaki homomorfizam Abelovih
grupa tako�e i homomorfizam Z-modula, odnosno da su ta dva pojma ekvivalentna.

Primer 1. Svaki komutativni prsten sa jedinicom Λ je modul nad samim sobom. U
ovom sluqaju je spo	na operacija iz definicije modula zapravo mno�e�e u prstenu.
Podmoduli ovog modula su taqno ideali tog prstena. Da	e, koliqniqki moduli
pomenutog modula su moduli oblika Λ/I gde je I neki podmodul, odnosno ideal.

Proizvodi i direktne sume Λ-modula �e tako�e biti Λ-moduli. Specijalno, uko-
liko su Ii ideali prstena Λ tada su i

∏
i Λ/Ii i

⊕
i Λ/Ii Λ-moduli.

Naredna dva znaqajna pojma su injektivni i projektivni moduli.

Definicija 3. Modul P je projektivan ako ima svojstvo podiza�a u odnosu na
sve epimorfizme, odnosno ako za svaka dva modula M i N , svaki epimorfizam f :
N → M i svaki (homo)morfizam g : P → M postoji h : P → N takvo da dijagram
komutira.

N

P M

f

g

h

Dualno, modul I je injektivan ako ima svojstvo produ�e�a u odnosu na sve mono-
morfizme, odnosno ako za svaka dva modulaM i N , svaki monomorfizam f : M → N
i svaki morfizam g : M → I postoji h : N → I, takvo da dijagram komutira.

N

I M

h f

g
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U dijagramima kao u prethodnoj definiciji, kada imamo deo dijagrama, za pre-
slikava�e koje dopu�ava dijagram do komutativnog ka�emo da rexava taj dijagram.
U nastavku �emo uglavnom to preslikava�e na dijagramima oznaqavati isprekida-
nim strelicama.

Primer 2. Svaki slobodan modul P je i projektivan. Zaista, za dijagram

N

P M

f

g

h

dovo	no je da na baznim elementima definixemo preslikava�e h. �ega mo�emo
definisati tako da bazni element slika u bilo koji original (pri f) slike (pri
g) tog baznog elementa. Ovo tako�e ilustruje da podiza�e, koje mora da postoji, ne
mora biti jedinstveno.

Primer 3. Za Abelovu grupu G ka�emo da je de	iva ako za svako a ∈ G i za svako
n ∈ N postoji b ∈ G takvo da je nb = a. Primeri de	ivih grupa su (R,+), (Q,+)
i (Q/Z,+). Osim prethodna tri primera, zanim	iv je i primer p-kvazicikliqnih
grupa Zp∞ . Ovu grupu definixemo kao podgrupu C koja sadr�i sve pn-te korene iz
jedinice, za svako n ∈ N. Tako�e je mo�emo videti kao direktni limes niza grupa
Zpn , uz standardno utapa�e Zpn u Zpn+1 , xto nam daje inspiraciju za oznaku Zp∞ .
I vixe, va�i�e da su sve de	ive grupe direktne sume kopija p-kvazicikliqnih
grupa i racionalnih brojeva. Dokaz ovoga mo�e se na�i u [6]. De	ive grupe �e, do
na izomorfizam, biti odre�ene brojem (odnosno kardinalnox�u) ovih grupa u toj
direktnoj sumi.

Abelova grupa je de	iva ako i samo ako je injektivna. Jedan smer ovog tvr�e�a
nije texko dokazati. Pretpostavimo da je G injektivna grupa i neka su a ∈ G i
n ∈ N. Ako je preslikava�e f : Z→ G zadato sa f(1) = a dijagram

Z

G Z

h ·n

f

ima rexe�e h. Neka je b = h(1). Tada je nb = h(n) = a. Dakle, grupa G jeste de	iva.
Dokaz drugog smera je komplikovaniji, i ovde ga ne�emo navoditi.

Ovi pojmovi �e nam biti znaqajni u okviru projektivnih, odnosno injektivnih,
rezolucija modula. Za dati modul A taqan niz

· · · → Pn
πn−→ · · · → P1

π1−→ A→ 0

u kojem su svi Pi projektivni zovemo projektivna rezolucija modula A. Svaki modul
ima projektivnu (i vixe, slobodnu) rezoluciju. Zaista, mo�emo definisati niz
slobodnih modula Pi i preslikava�a πi na �ihovim baznim elementima na slede�i
naqin. Pi+1 �e biti modul generisan elementima kerπi, a πi+1 �e svaki od baznih
elemenata slikati u sebe. Znaqajne �e nam biti i konaqne projektivne rezolucije,
odnosno nizovi

0→ R→ Pn → · · · → P1 → A→ 0
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u kojem su svi Pi projektivni. Ove nizove mo�emo dobiti tako xto projektivnu
rezoluciju prekinemo na bilo kom mestu i dodamo R = kerπn na kraj. Podmodul
projektivnog modula ne mora biti projektivan, pa tako ni R iz datog niza ne mora
biti projektivan.

Dualno, posmatra�emo injektivne rezolucije, odnosno nizove

0→ A→ I1 → · · · → In → · · ·

gde su svi moduli Ii injektivni. Mo�e se pokazati da kategorija modula nad ko-
mutativnim prstenom sa jedinicom ima dovo	no injektivnih objekata, preciznije,
da za svaki modul A postoje modul I i injekcija i : A → I. Odatle mo�emo da
konstruixemo injektivnu rezoluciju na slede�i naqin. Neka je i1 : A → I1 in-
jekcija i I1 injektivan modul. Posmatrajmo coker i1. Za �ega postoji i2 : coker i1 → I2

gde je i I2 injektivan modul. Sada je niz 0 → A → I1
i2−→ I2, gde je i2 = i2π, a

π : I1 → I1/ im i1 = coker i1 prirodna projekcija, taqan. Induktivno mo�emo nasta-
viti ovaj postupak, xto nas dovodi do injektivne rezolucije.

Jox neki znaqajni pojmovi su pulbek i puxaut dijagrama.

Definicija 4. Neka je dat dijagram

Y

X Z

g

f

Pulbek (pullback) ovog dijagrama je dijagram

E Y

X Z

g′

f ′

g

f

koji komutira i va�i da za svaki komutativni dijagram

F Y

X Z

f ′′

g′′ g

f

dijagram

F

E Y

X Z

f ′′

g′′

h

g′

f ′

g

f

ima jedinstveno rexe�e h.
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Pulbek dijagrama �e uvek postojati. Definixemo

E = {(x, y) | f(x) = g(y)} ≤ X × Y

i f ′ = π2 i g
′ = π1, gde su π1 i π2 redom projekcije na prvu, odnosno drugu koordinatu.

Nije texko proveriti da za dijagram

E Y

X Z

g′

f ′

g

f

va�i da je pulbek ako i samo ako je niz 0→ E
(g′,f ′)−−−→ X ⊕Y fπ1−gπ2−−−−−→ Z taqan. Odavde

sledi i da je pulbek jednoznaqno odre�en do na izomorfizam. Svaki je izomorfan
jezgru fπ1 − gπ2.

Definicija 5. Neka je dat dijagram

Z X

Y

f

g

Puxaut (pushout) ovog dijagrama je komutativni dijagram

Z X

Y E

f

g g′

f ′

sa svojstvom da za svaki komutativni dijagram

Z X

Y F

f

g g′′

f ′′

postoji jedinstveno rexe�e h dijagrama

Z X

Y E

F

f

g g′
g′′

f ′

f ′′

h

I puxaut dijagrama uvek postoji. Definixemo

E = X ⊕ Y/{(f(z), g(z)) | z ∈ Z}

i preslikava�a f ′ = πi2 i g
′ = πi1, gde su i1 i i2 inkluzije modula X i Y redom u

�ihovu direktnu sumu, a π je projekcija te sume na dati koliqnik.
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Nije texko proveriti da za dijagram

Z X

Y E

f

g g′

f ′

va�i da je puxaut ako i samo ako je niz Z
(f,g)−−→ X⊕Y g′π1−f ′π2−−−−−−→ E → 0 taqan. Odavde

sledi da je puxaut jednoznaqno odre�en do na izomorfizam. Svaki je izomorfan
kojezgru (f, g).

Tvr�e�e 1. Posmatrajmo dijagram

0 A B C · · ·

0 A′ B′ C ′ · · ·

j

h

k

f g

j′ k′

na kojem su oba horizontalna niza taqna. Tada postoji preslikava�e h koje rexava
dijagram.

Dokaz: Zaista, neka je a ∈ A. Posmatrajmo dijagram

a j(a) 0

a′ fj(a) 0

j k

f

j′ k′

Kako fj(a) ∈ ker k′ = im j′ i j′ je monomorfizam, to postoji jedinstveno a′ koje se
slika u �ega, pa mo�emo da definixemo h(a) = a′.
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2 Funktor Ext

2.1 Kratki taqni nizovi

Prilikom izuqava�a algebarskih struktura znaqajno nam je posmatra�e pod-
struktura i koliqniqkih struktura. Ukoliko su nam data dva modula, nad komuta-
tivnim prstenom sa jedinicom Λ, A i B, postav	a se pita�e xta mo�emo re�i o
modulu C qiji je B podmodul i C/B ∼= A. Ovo mo�emo zapisati u obliku kratkog
taqnog niza

0→ B → C → A→ 0.

Definicija 6. Kratak taqan niz Λ-modula

0→ B → C → A→ 0

nazivamo raxire�em (ekstenzijom) modula B modulom A

�elimo da identifikujemo raxire�a koja su na neki naqin ekvivalentna, pa
uvodimo narednu relaciju.

Definicija 7. Dva raxire�a modula B modulom A su ekvivalentna ukoliko po-
stoji homomorfizam α takav da naredni dijagram komutira

0 B C1 A 0

0 B C2 A 0

α

Jasno je da je relacija refleksivna (identiqki homomorfizam), kao i da je tran-
zitivna (kompozicija homomorfizama). Prema pet lemi dati homomorfizam mora
biti i izomorfizam, odakle sledi da je relacija i simetriqna. Dakle mo�emo da
definixemo ExtΛ(A,B) kao skup svih raxire�a modula B modulom A, poseqen po
datoj relaciji. U da	em tekstu �emo, kad god nam nije znaqajno da naglasimo o kojem
prstenu je req, umesto oznake ExtΛ koristiti samo oznaku Ext i podrazumeva�emo
da se radi o Λ-modulima.

�elimo da poka�emo da je Ext(−,−) bifunktor, odnosno da kada fiksiramo pr-
vi argument dobijamo funktor Ext(A,−) i kada fiksiramo drugi argument dobijamo
funktor Ext(−, B). Da bismo to dokazali, najpre je potrebno da za preslikava�a
α : A′ → A i β : B → B′ definixemo preslikava�a α∗ : Ext(A,B) → Ext(A′, B) i

β∗ : Ext(A,B) → Ext(A,B′). Za raxire�e 0 → B
j−→ C

k−→ A → 0 posmatramo pulbek
dijagrama

E A′

0 B C A 0

k′

α′ α

k

.

Homomorfizam k′ mora biti epimorfizam. Zaista posmatrajmo slobodan modul P
generisan elementima A′ i projekciju π : P → A′ koja svaki bazni element P slika
u sebe. Ovo preslikava�e je oqigledno epimorfizam. Postoji π′ : P → C koje je
podiza�e απ u odnosu na epoimorfizam k. Dakle, postoji h : P → E takvo da
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je k′h = π pa je i k′ epimorfizam. Preslikava�e α∗ �e slikati klasu poqetnog
raxire�a u klasu raxire�a

0→ B
j′−→ E

k′−→ A′ → 0,

gde je j′ jedinstveno rexe�e dijagrama

B

E A′

C A

0

j

j′

α′

k′

α

k

.

Iz definicije j′ sledi da je k′j′ = 0 i kako je j monomorfizam i α′j′ = j, to je i
j′ monomorfizam. Tako�e ako imamo element e ∈ ker k′ tada je α′(e) ∈ ker k = im j
pa postoji b ∈ B takvo da je j(b) = α′(e) pa je i e = j′(b), odnosno e ∈ im j′, pa je
ker k′ = im j′. Dakle,

0→ B
j′−→ E

k′−→ A′ → 0

zaista jeste raxire�e modula B modulom A′.

Dualno definixemo i sliku klase raxire�a 0→ B
j−→ C

k−→ A→ 0 pri β∗ kao

0→ B′
j′−→ F

k′−→ A→ 0,

gde su j′ i F sa narednog puxauta dijagrama

0 B C A 0

B′ F

j

β β′

j′

.

Homomorfizam j′ �e biti monomorfizam. Postoji monomorfizam i : B → I za neki
injektivan modul I. Postoji i produ�e�e i′ preslikava�a iβ u odnosu na monomor-
fizam j. Da	e, postoja�e i preslikava�e h : F → I takvo da je hj′ = i pa je i j′

monomorfizam.
Homomorfizam k′ �e biti rexe�e dijagrama

B C

B′ F

A

β

j

β′
k

j′

0

k′

pa �e va�iti da je k′j′ = 0 i da je k′ epimorfizam. Ukoliko je f ∈ ker k′ ≤ F tada
postoje c ∈ C i b′ ∈ B′ takvi da je f = β′(c)− j′(b′). Kako je k(c) = k′(β′(c)) = 0 to je
c ∈ ker k = im j. Da	e, postoji b ∈ B takvo da je c = j(b), pa je

f = β′(c)− j′(b′) = β′(j(b))− j′(b′) = j′(β(b)− b′)

9



odnosno f ∈ im j′ odakle je ker k′ = im j′. Dakle,

0→ B′
j′−→ F

k′−→ A→ 0

jeste jedno raxire�e modula B′ modulom A.
Mo�e se pokazati da su preslikava�a α∗ i β∗ dobro definisana, odnosno da

slike ne zavise od izbora predstavnika polazne klase.

Lema 1. Za svaki komutativan dijagram

0 B C A 0

0 B′ C ′ A 0

β

j k

j′′ k′′

do�i niz pripada klasi slike klase gor�eg niza pri β∗.

Dokaz: Posmatrajmo dijagram

0 B C A 0

0 B′ E A 0

β

j k

j′ k′

iz definicije preslikava�a β∗, odnosno dijagram na kojem je E puxaut. Kako prvi
dijagram komutira to postoji h : E → C ′ koje rexava dijagram

B C

B′ E

C ′

β

j

j′

h

Uz ovako definisano h dijagram

0 B′ E A 0

0 B′ C ′ A 0

j′ k′

h

j′′ k′′

komutira. Zaista, leva polovina komutira sa prethodnog dijagrama. Desna polovina
komutira iz dijagrama

B C

B′ E

A

j

β
k

j′

k′

k′′h
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i jedinstvenosti preslikava�a iz E koje rexava ovaj dijagram.

Sliqno, za svaki komutativni dijagram

0 B C ′ A′ 0

0 B C A 0

j′′ k′′

α

j k

va�i da je klasa gor�eg niza slika klase do�eg niza pri α∗.
Dakle, treba da doka�emo da je Ext(−,−) kontravarijantan funktor po prvom

argumentu i kovarijantan funktor po drugom. Ukoliko je α (odnosno β) identiqko
preslikava�e, tada �e pulbek (puxaut) preslikava�a k(j) ponovo biti k(j). Treba
pokazati jox da je (α1α2)∗ = α∗2α

∗
1 i (β1β2)∗ = β1∗β2∗.

Posmatrajmo naredni dijagram

E A′′

0 B C A 0

E ′ A′

E ′′ A′′

α1α2

α1ξ

α2

Iz univerzalnosti pulbeka sledi da postoji homomorfizam ξ iz E ′′ u E za koji va�i
da dijagram

0 B E ′′ A′′ 0

0 B E A′′ 0

ξ

komutira, odnosno slike bilo kog kratkog taqnog niza pri (α1α2)∗ i α∗2α
∗
1 su iste,

pa va�i
(α1α2)∗ = α∗2α

∗
1

Dualno posmatraju�i dijagram

B′′ F

0 B C A 0

B′ F ′

B′′ F ′′

β1β2

β2

β1
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iz univerzalnosti puxauta sledi da postoji homomorfizam iz F u F ′′ takav da

0 B F A 0

0 B F ′′ A 0

η

komutira, pa sliqno kao i u prvom sluqaju va�i (β1β2)∗ = β1∗β2∗.
Neka je 0→ B → C → A→ 0 kratak taqan niz Λ-modula. �egova klasa je element

Ext(A,B), i u nastavku �emo, kad god to ne izaziva zabunu, tu klasu oznaqavati sa
C.

Tvr�e�e 2. Ako su α : A′ → A i β : B → B′ morfizmi Λ-modula onda slede�i
dijagram komutira.

Ext(A,B) Ext(A,B′)

Ext(A′, B) Ext(A′, B′)

β∗

α∗ α∗

β∗

Dokaz: Posmatrajmo dijagram

D′′

B′ D′ A′

B C ′′ A′

B′ C ′ A

B C A

k̃h

j′′′

j̃

k′′′

δ

α
j′′

β

k′′

h′′

ε

h′

αj′ k′

j

β

k

γ

na kojem su C ′ i C ′′ redom slike od C pri β∗ i α
∗, D′ je slika od C ′ pri α∗, a D′′

je slika od C ′′ pri β∗. Dakle D
′ = α∗β∗C i D′′ = β∗α

∗C i �elimo da konstruixemo
preslikava�e h koje �e nam obezbediti da su ova dva niza ekivivalentna. Najpre
konstruixemo preslikava�e h′. Ono postoji zato xto je D′ pulbek dijagrama i zato
xto komutira dijagram

C ′′

D′ A′

C A

k′′

γε

h′

k′′′

δ α

k′

12



Sada �e iz komutativnosti dijagrama

B

D′ A′

C ′ A

0

j′′′β

h′j′′ k′′′

δ α

k′

i iz jedinstvenosti preslikava�a u pulbek slediti da za ovako konstruisano h′

va�i h′j′′ = j′′′β. Sada konstruixemo preslikava�e h. Ono postoji zato xto je D′′

puxaut dijagrama i iz prethodno ustanov	ene komutativnosti.

B C ′′

B′ D′′

D′

j′′

β h′′
h′

j̃

j′′′

h

Ponovo iz komutativnosti dijagrama

B C ′′

B′ D′′

A′

j′′

β h′′

j̃

0

k′′′h

k̃

i jedinstvenosti preslikava�a iz puxauta za ovako konstruisano h �e va�iti k′′′h =
k̃. Dakle, va�i da je α∗β∗ = β∗α

∗.

Za sada smo Ext(A,B) definisali samo kao skup. Na �emu mo�emo uvesti i ope-
raciju sabira�a pod kojom Ext(A,B) postaje Abelova grupa. Tako�e mo�emo uvesti
i operaciju mno�e�a skalarom, pa �e Ext(A,B) zapravo biti i Λ-modul.

Posmatrajmo dva kratka taqna niza 0→ B → C1 → A→ 0 i 0→ B → C2 → A→
0. Oni odre�uju kratak taqan niz

0→ B ⊕B → C1 ⊕ C2 → A⊕ A→ 0

qija klasa pripada Ext(A ⊕ A,B ⊕ B). Kada na ovaj kratak taqan niz primenimo
(σB)∗dA

∗, gde su dA : A → A ⊕ A i σB : B ⊕ B → B definisani sa dA(a) = (a, a)
i σB(b1, b2) = b1 + b2, ponovo dobijamo element Ext(A,B). Ovime smo definisali
binarnu operaciju na Ext(A,B):

C1 + C2 = (σB)∗dA
∗(C1 ⊕ C2).

13



Neka je C0 ∈ Ext(A,B) klasa raxire�a

C0 : 0→ B → B ⊕ A→ A→ 0,

gde je j(b) = (b, 0) i k(b, a) = a.

Lema 2. (a) Ako su β1, β2 : B → B′ homomorfizmi Λ-modula, onda je za sve Λ-module
A

(β1 + β2)∗ = β1∗ + β2∗ : Ext(A,B)→ Ext(A,B′).

(b) Ako je 0 : B → B′ trivijalan homomorfizam Λ-modula onda je

0∗(C) = C0 ∈ Ext(A,B′)

za sve C ∈ Ext(A,B).

Dokaz: (a) Neka je
0→ B ⊕B → E ′ → A→ 0

slika 0→ B
j−→ C

k−→ A→ 0 pri dB∗ i

0→ B ⊕B (j⊕j)′−−−→ E ′′ → A→ 0

slika 0→ B⊕B j⊕j−−→ C⊕C k⊕k−−→ A⊕A→ 0 pri dA
∗. Postoji h′ koje rexava dijagram

C ⊕ C A⊕ A

E ′′ A

C

k⊕k

dA

h′

dC

k

Za ovako konstruisano h′, iz jedinstvenosti preslikava�a u pulbek, va�i�e da je
h′j = (j ⊕ j)′dB, pa postoji h koje rexava dijagram

B C

B ⊕B E ′

E ′′

j

dB
h

(j⊕j)′

h

Ovo h nam daje jednakost dB∗(C) = dA
∗(C ⊕ C). Odatle i iz jednakosti β1 + β2 =

σB(β1 ⊕ β2)dB sledi

(β1 + β2)∗(C) = σB∗(β1 ⊕ β2)∗dB∗(C) =

= σB∗(β1 ⊕ β2)∗dA
∗(C ⊕ C) = σB∗dA

∗(β1∗C ⊕ β2∗C) =

β1∗C + β2∗C,

14



gde pretposled�a jednakost va�i zato xto je (β1 ⊕ β2)∗ = (β1∗ ⊕ β2∗). Zaista, sa
narednih dijagrama

0 B ⊕B C ⊕ C A⊕ A 0

0 B′ ⊕B′ E A⊕ A 0

j⊕j

β1⊕β2 f

0 B C A 0

0 B′ E ′ A 0

j

β1 f ′

0 B C A 0

0 B′ E ′ A 0

j

β2 f ′′

sledi da dijagram

B ⊕B C ⊕ C

B′ ⊕B′ E

E ′ ⊕ E ′

j⊕j

β1⊕β2 f
f ′⊕f ′′

g

ima rexe�e g koje nam daje tra�enu jednakost.
(b) Posmatrajmo dijagram

0 B C A 0

0 B′ B′ ⊕ A A 0

0

k

(0,k)

Sa dijagrama sledi da je C0 = 0∗C za svako C ∈ Ext(A,B).

Tvr�e�e 3. Ext(A,B) je Abelova grupa u odnosu na operaciju +. Neutral je C0, dok
je inverz klase C ∈ Ext(A,B) klasa (−1B) ∗ (C).

Dokaz: Iz prethodne leme sledi

C + C0 = 1∗C + 0∗C = (1∗ + 0∗)C = C

pa je C0 zaista neutral. Kako je niz 0→ B → C → A→ 0 ekvivalentan sa C0 ako i
samo ako se cepa, to su predstavnici neutrala taqno nizovi koji se cepaju.

Sliqno sledi da je

C + (−1)∗C = (1∗ + (−1)∗)C = 0∗C = C0

pa slika pri (−1B)∗ zaista jeste inverz.
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Tvr�e�e 4. Ako su α : A′ → A i β : B → B′ tada su α∗ i β∗ homomorfizmi Abelovih
grupa.

Dokaz: Uverimo se da za homomorfizam α : A′ → A va�i da se α∗ sla�e sa
operacijama u Ext(A,B) i Ext(A′, B). Kako je dAα = (α⊕ α)dA′ to va�i

α∗(C1 + C2) = α∗(d∗AσB∗(C1 ⊕ C2)) = d∗A′(α⊕ α)∗σB∗(C1 ⊕ C2) =

= d∗A′σB∗(α⊕ α)∗(C1 ⊕ C2)) = d∗A′σB∗(α
∗(C1)⊕ α∗(C2)) =

α∗(C1) + α∗(C2),

gde pretposled�a jednakost va�i zato xto je (α1 ⊕ α2)∗ = (α1
∗ ⊕ α2

∗). Dokaz ovoga
je dualan dokazu da va�i (β1 ⊕ β2)∗ = (β1∗ ⊕ β2∗), te �emo ga ovde izostaviti.

Sliqno i za β : B → B′ zbog βσB = σB′(β ⊕ β) va�i

β∗(C1 + C2) = β∗(C1) + β∗(C2).

Ostalo nam je jox da definixemo mno�e�e skalarom. Za klasu C raxire�a

0→ B → C → A→ 0

i λ ∈ Λ definixemo λ · C = (mλ)∗(C), gde je mλ : B → B mno�e�e skalarom λ u
modulu B. Va�i da je

(λµ)C = mλµ∗C = (mλmµ)∗C = mλ∗mµ∗C = λ(µC).

Sliqno je

λ(C1 + C2) = mλ∗σB∗d
∗
A(C1 ⊕ C2) = σB∗d

∗
A(mλ ⊕mλ)∗(C1 ⊕ C2) =

= σB∗d
∗
A(mλ∗C1 ⊕mλ∗C2) = λC1 + λC2

a ve� smo dokazali da je (β1+β2)∗(C) = β1∗C+β2∗C odakle sledi da va�i i (λ+µ)C =
λC+µC. Dakle, uz ovako uvedenu operaciju, Ext(A,B) zaista jeste modul. Poka�imo
da su uz ovako uvedenu operaciju, za α : A′ → A i β : B → B′, α∗ i β∗ zapravo
i homomorfizmi Λ-modula. Ako imamo homomorfizam α : A′ → A va�i�e da je
α∗(λC) = λα∗(C). Zaista

α∗(λC) = α∗mλ∗C = mλ∗α
∗C = λα∗(C)

Tako�e, za homomorfizam β : B → B′ va�i da je β(λb) = λβ(b), odnosno va�i da je
mλβ = βmλ, pa je

β∗(λC) = β∗mλ∗C = (βmλ)∗C = (mλβ)∗C = mλ∗β∗C = λβ∗(C)

Dakle, uz prethodno tvr�e�e, dokazali smo da su α∗ i β∗ homomorfizmi modula.
Dakle, ukupno smo dokazali centralni rezultat ovog ode	ka.

Teorema 1. Za komutativni prsten sa jedinicom Λ, ExtΛ(−,−) je bifunktor iz
kategorije Λ-modula u kategoriju Λ-modula. On je kovarijantan po drugom argu-
mentu, a kontravarijantan po prvom.
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Primer 4. Neka je Λ = Z. Za prost broj p posmatrajmo Ext(Zp,Zp), odnosno nizove
0→ Zp → C → Zp → 0. Grupa C ima p2 elemenata, pa mora biti ili Zp2 ili Zp⊕Zp.
Me�utim Ext(Zp,Zp) ∼= Zp. Posmatrajmo nizove

0→ Zp
j−→ Zp2

k−→ Zp → 0

Homomorfizam j �e biti odre�en slikom jedinice i mora va�iti da ω(j(1)) = p.
Dakle, j(1) = mp, 1 ≤ m ≤ p − 1. Jasno je da �e, nezavisno od izbora m, slika Zp
pri j uvek biti ista i jednaka podgrupi {0, p, 2p, ..., (p− 1)p}, grupe Zp2 , izomorfnoj
sa Zp. Sliqno i k �e biti odre�eno slikom jedinice i k(1) mo�e da bude bilo koji
nenula element u Zp. Dakle, postoji p− 1 mogu�ih preslikava�a j i p− 1 mogu�ih
k. U nastavku �emo ih oznaqavati sa jm i kn gde je jm(1) = mp, a kn(1) = n. �elimo
da vidimo koji od datih nizova su me�usobno ekvivalentni. Posmatrajmo dijagram

0 Zp Zp2 Zp 0

0 Zp Zp2 Zp 0

jm kn

f

ja kb

Preslikava�e f je tako�e odre�eno slikom jedinice. Ukoliko dijagram komutira,
iz leve polovine va�i da ukoliko je f(1) = x tada je ap = ja(1) = f(jm(1)) =
f(mp) = mpx u Zp2 , odnosno da je mx = a u Zp. Iz desne polovine dijagrama va�i
da je bx = kb(f(1)) = kn(1) = n u Zp, pa mno�e�em sa m dobijamo da je ab = mn u Zp.
Obrnuto, ukoliko je ab = mn u Zp tada je sa f(1) = am−1, gde jem−1 multiplikativni
inverzm u Zp2 , definisano preslikava�e f za koje gor�i dijagram komutira. Zaista
f(jm(1)) = f(mp) = ap = ja(1) u Zp2 i kb(f(1)) = kb(am

−1) = abm−1 = nmm−1 = kn(1),
gde pretposled�a jednakost va�i zato xto je multiplikativni inverz iz Zp2 sigurno
i multiplikativni inverz u Zp.

Iz prethodnog zak	uqujemo da nizovi 0 → Zp
jm−→ Zp2

kn−→ Zp → 0 i 0 → Zp
ja−→

Zp2
kb−→ Zp → 0 odre�uju isti element Ext(Zp,Zp) ako i samo ako va�i da je ab = mn

u Zp. Dakle, kako su i m i n nenula elementi Zp, imamo p− 1 mogu�ih vrednosti za
mn, pa samim tim i p− 1 elemenata Ext(Zp,Zp) ovog oblika.

Tako�e, svaki niz oblika

0→ Zp
j−→ Zp ⊕ Zp → Zp → 0

se cepa. Zaista, ako je j(1) = (a, b) tada je bar jedan od a i b razliqit od nule. Neka
je to, bez gub	e�a opxtosti a. Tada a generixe Zp pa je svako (m,n) ∈ Zp ⊕ Zp
oblika (qa, qb + r). Jednostrani inverz preslikava�a j mo�emo da definixemo sa
j′(qa, qb+ r) = q. Dakle, svaki niz oblika

0→ Zp
j−→ Zp ⊕ Zp → Zp → 0

pripada klasi neutrala.
Ukupno, uk	uquju�i i neutralni element, Ext(Zp,Zp) ima p elemenata, pa kako

je p prost broj to �e va�iti Ext(Zp,Zp) ∼= Zp.

Prethodni primer nam pokazuje da ne postoji bijekcija izme�u modula C takvih
da je B podmodul C i da je C/B ∼= A i skupa Ext(A,B), ve� nam Ext(A,B) razlikuje
takve module C ne samo po �ihovoj strukturi, nego i po naqinu na koji se projektuju
na A, odnosno naqinu na koji je B utop	en u �ih.
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Primer 5. Neka je 0 → B
j−→ C

k−→ A → 0 predstavnik elementa C Λ-modula
Ext(A,B) i λ ∈ Λ invertibilan skalar. �elimo da odredimo λC. Kako je λ inver-
tibilan, imamo dijagram

0 B C A 0

0 B C A 0

j

mλ

k

1

mλ−1j k

koji komutira, pa je 0 → B
mλ−1j−−−−→ C

k−→ A → 0 jedan od predstavnika λC. Tako�e
komutira i dijagram

0 B C A 0

0 B C A 0

j

mλ

k

mλ

j mλ−1k

pa vidimo da je i 0 → B
j−→ C

mλ−1k−−−−→ A → 0 tako�e jedan od predstavnika klase
λC. Dakle, mno�e�e bilo preslikava�a j ili k nekim invertibilnim skalarom,
odgovara mno�e�u celog niza �egovim inverzom. Specijalno, za invertibilno λ, svi
λC imaju izomorfne module na sred�em mestu u kratkom taqnom nizu. Specijalno,
za λ = −1 va�i da je λ−1 = −1 pa su predstavnici klase −C nizovi

0→ B
−j−→ C

k−→→ A→ 0

i
0→ B

j−→ C
−k−→→ A→ 0.

Primer 6. Za injektivan modul I va�i Ext(A, I) = 0. Posmatrajmo kratki taqan

niz 0 → I
j−→ C → A → 0. Kako je modul I injektivan i j monomorfizam, to imamo

rexe�e i dijagrama

0 I C A 0

I

j

1

i

za koji va�i ij = 1. Dakle svaki niz se cepa, odnosno pripada klasi neutrala, pa
je Ext(A, I) = 0. Dualno, ukoliko je P projektivan, za kratak taqan niz 0 → B →
C

k−→ P → 0 postoji rexe�e dijagrama

0 B C P 0

P

k

1

pa se ponovo svi nizovi cepaju, odnosno va�i Ext(P,B) = 0.

Primer 7. Ako je Λ po	e tada je svaki Λ-modul, odnosno vektorski prostor nad Λ,
slobodan, pa i projektivan. Dakle, za Λ-module A i B va�i da je Ext(A,B) = 0.

Ovo nam ilustruje znaqaj prstena nad kojim posmatramo module. Kao xto smo ve�
izraqunali ExtZ(Zp,Zp) ∼= Zp, dok je po prethodnom ExtZp(Zp,Zp)

∼= 0.

U narednom delu razmatra�emo drugi, ekvivalentan naqin za uvo�e�e ovog funk-
tora.
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2.2 Projektivni moduli

Neka je A Λ-modul, gde je Λ komutativni prsten sa jedinicom. Posmatrajmo kratak
taqan niz X : 0 → R

α−→ P → A → 0, gde je P projektivan modul. Ovakav taqan niz
zovemo projektivna reprezentacija modula A. Kada na ovaj niz primenimo funktor
Hom(−, B) dobijamo niz

0→ Hom(A,B)→ Hom(P,B)→ Hom(R,B)→ 0.

Sada definixemo Ext
X

Λ (A,B) = H1(Hom(X,B)), odnosno Ext
X

Λ (A,B) nam je homo-
logija niza na mestu Hom(R,B). I ovde �emo, kao i u prethodnom delu, najqex�e
izostav	ati Λ i pisati samo Ext(A,B).

U uvodu smo pokazali da za dati Λ-modul A moraju postojati R,P i α iz defi-
nicije Ext(A,B). Sada treba da poka�emo da je modul Ext(A,B) dobro definisan,
odnosno da H1(Hom(X,B)) ne zavisi od izbora R,P i α, kao ni od morfizama izme�u
�ih. Posmatrajmo naredni dijagram

X : 0 R P A 0

X ′ : 0 R′ P ′ A 0

f fg g

Preslikava�a f i g izme�u P i P ′ postoje jer su P i P ′ projektivni moduli, a izme�u
R i R′ po tvr�e�u 1. Na narednom dijagramu �elimo da konstruixemo preslikava�a
koja �e ostvariti lanqastu homotopiju izme�u gf i 1X .

0 R P A 0

0 R P A 0

j k

d1 d0
j k

Preslikava�e d0 : A → P mora biti trivijalno, dok �e preslikava�e gf − 1P

slikati P u ker(k) = im(j), pa �e iz projektivnosti P postojati preslikava�e
d1 : P → R takvo da jd1 = gf − 1P . Za element r ∈ R imamo dijagram

r j(r)

(gf − 1)(r) d1(j(r)) (gf − 1)(j(r))

j

gf−1 d1

j

j

pa iz injektivnosti j sledi da je d1j = gf−1R. Dakle, ovo �e biti tra�ena preslika-
va�a, pa sledi da je H1(Hom(X,B)) ∼= H1(Hom(X ′, B)), odnosno da modul Ext(A,B)
jeste dobro definisan do na izomorfizam.

Primer 8. Za projektivan modul P va�i Ext(P,B) = 0. Zaista, ako je P projektivan

modul, postoji taqan niz 0→ 0→ P
1−→ P → 0, odakle sledi da je Ext(P,B) = 0.

Teorema 2. Za Λ-module A i B va�i da je Ext(A,B) ∼= Ext(A,B).
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Dokaz: Neka je C ∈ Ext(A,B) i neka je 0 → R → P → A → 0 projektivna
reprezentacija modula A. Posmatrajmo naredni dijagram

0 R P A 0

0 B C A 0

f

Preslikava�e f : R → B �e biti kocikl, odnosno dobro je definisana [f ] ∈
Ext(A,B). Ovo �e biti slika niza C ∈ Ext(A,B) pri preslikava�u ζ : Ext(A,B)→
Ext(A,B). Niz P : 0 → R → P → A → 0 pripada Ext(A,R) pa je definisa-
no f∗(P ) ∈ Ext(A,B). Definixemo preslikava�e z : Ext(A,B) → Ext(A,B) sa
z([f ]) = f∗(P ). Ovo preslikava�e �e biti inverz preslikava�a ζ. Po razmatra�ima
iz prethodnog dela (f + g)∗(P ) = f∗(P ) + g∗(P ), odnosno z se sla�e sa operacijama u
Ext i Ext. Odavde sledi da je ζ izomorfizam.

Ext(−,−) mo�emo definisati i kao bifunktor. Za modul A mo�emo izabrati
kanonsku projektivnu reprezentaciju u kojoj je modul P slobodan modul generisan
elementima iz A, π : P → A slika svaki od generatora u samog sebe, a R je kerπ.

Za tako definisano X �e Ext
X

(−,−) biti bifunktor, a svaki drugi Ext
X′

(−,−) �e
biti �emu prirodno ekvivalentan bifunktor. Svi ovi funktori �e biti prirodno
ekvivalentni bifunktoru Ext(−,−). Ve� smo videli preslikava�e koje ostvaruje
izomorfizam izme�u ovih modula. To preslikava�e �e biti i prirodna ekvivalen-
cija, ali �emo dokaz toga na ovom mestu izostaviti.

Za funktor Hom(−, B) va�i da slika direktne sume modula, odnosno koproizvode
u kategoriji Λ-modula, u proizvode modula, koji �e biti i proizvodi u kategoriji
Λ-modula. Tako�e, direktna suma projektivnih reprezentacija je ponovo projektivna
reprezentacija. Tako�e, homologija proizvoda je proizvod homologija. Odavde mo�e-
mo izvesti slede�a dva va�na svojstva

Ext(
⊕
i

Ai, B) ∼=
∏
i

Ext(Ai, B)

Ext(A,
∏
i

Bi) ∼=
∏
i

Ext(A,Bi)

Primer 9. Neka je Λ glavnoidealski domen i λ ∈ Λ. Izraqunajmo Ext(Λ/λΛ, B) za
sve Λ-module B. Posmatrajmo projektivnu rezoluciju modula Λ/λΛ

0→ Λ
mλ−−→ Λ→ Λ/λΛ→ 0

Kada na �u primenimo funktor Hom(−, B) dobijamo niz

0→ Hom(Λ/λΛ, B)→ Hom(Λ, B)
(mλ)#−−−−→ Hom(Λ, B)→ 0.

Iz dijagrama

Hom(Λ, B) Hom(Λ, B)

B B

mλ
#

ev1 ev1

mλ
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gde je ev1 : Hom(Λ, B)→ B evaluacija u jedinici sledi da je

Ext(Λ/λΛ, B) ∼= coker(mλ) = B/λB.

Specijalno za B = Λ/µΛ imamo

Ext(Λ/λΛ,Λ/µΛ) ∼= (Λ/µΛ)/λ(Λ/µΛ) ∼= Λ/(λ, µ)Λ

gde je (λ, µ) najve�i zajedniqki delilac λ i µ. Posled�a jednakost va�i zato xto
je λ(Λ/µΛ) = (λ, µ)Λ/µΛ i iz tre�e teoreme o izomorfizmu. Specijalno u sluqaju
kada je Λ = Z dobijamo da je Ext(Zn,Zm) ∼= Z(n,m).

Ako je B = Λ imamo Ext(Λ/λΛ,Λ) ∼= Λ/λΛ. Tako�e, iz prethodnih razmatra�a,
kako je Λ slobodan modul nad samim sobom, imamo da su Ext(Λ,Λ/λΛ) i Ext(Λ,Λ)
trivijalni. Prethodni rezultati, zajedno sa Ext(

⊕
iAi, B) ∼=

∏
i Ext(Ai, B), nam

omogu�avaju da izraqunamo Ext(A,B) za bilo koji konaqno generisan Λ-modul A
i proizvo	an Λ-modul B. Specijalno, mo�emo da izraqunamo Ext(A,B) za svake dve
konaqno generisane Abelove grupe.
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3 Teorema o univerzalnim koeficijentima

Jedna od najznaqajnijih primena prethodnih funktora je u izraqunava�u kohomo-
loxkih grupa lanqastih kompleksa, odnosno topoloxkih prostora, kada su poznate
homoloxke grupe. O tome nam govori naredna teorema.

Teorema 3. (Teorema o univerzalnim koeficijentima za kohomologiju) Neka je Λ
glavnoidealski domen,C Λ-modul i A slobodan lanqasti kompleks Λ-modula. Po-
stoji prirodan kratak taqan niz

0→ Ext(Hn−1(A), C)→ Hn(A;C)→ Hom(Hn(A), C)→ 0

Ovaj niz se (neprirodno u A) cepa.

Dokaz: Posmatrajmo rezoluciju 0→ Bn(A) ↪→ Zn(A)→ Hn(A)→ 0 modulaHn(A),
gde su Zn(A) i Bn(A) ciklovi, odnosno granice kompleksa A. Kako je kompleks A
slobodan, takvi su i Z i B (Z i B su kompleksi modula Zn(A) i Bn(A) uz trivijalna
graniqna preslikava�a), odnosno, ovo je projektivna reprezentacija modula Hn(A).
Ovo nas dovodi do taqnog niza

0→ Hom(Hn(A), C)→ Hom(Zn(A), C)
i#B−→ Hom(Bn(A), C)→ Ext(Hn(A), B)→ 0.

Iz prethodnog niza imamo ker i#B i coker i#B .
Kako je Bn−1(A) slobodan, kao podmodul slobodnog modula, niz 0 → Zn(A) →

An → Bn−1(A)→ 0 se cepa, pa je taqan i niz 0→ Hom(Bn−1(A), C)→ Hom(An, C)→
Hom(Zn(A), C)→ 0 i on indukuje dugi taqan niz (gde je B′ isti lanqasti kompleks
B u kojem su indeksi pove�ani za 1, odnosno B′n = Bn−1).

· · · → Hn−1(Z(A);C)
δ−→ Hn(B′(A);C)→ Hn(A;C)→ Hn(Z(A);C)

δ−→ Hn+1(B′(A);C)→ · · ·

Kako kompleksi Hom(Z,C) i Hom(B′, C) imaju trivijalne graniqne operatore, to
je Hn(Z(A);C) = Hom(Zn(A), C) i Hn+1(B′(A);C) = Hom(Bn(A), C). Preslikava�e
δ je zapravo preslikava�e i#B iz prethodnog dela. Zaista, povezuju�i homomorfizam
dugog taqnog niza slika klasu kocikla z u [b′] sa narednog dijagrama

b′ a′ 0

a z

∂#A

i#
∂#A

Odavde �e zaista va�iti b′ = i#B(z). Iz dugog taqnog niza imamo kratak taqan niz

0→ coker(i#B)n−1 → Hn(A,C)→ ker(i#B)n → 0

iz kojeg zamenom rezultata iz prethodnog dela dobijamo niz

0→ Ext(Hn−1(A), C)→ Hn(A,C)→ Hom(Hn(A), C)→ 0

Iz cepa�a niza 0→ Zn(A)→ An → Bn−1(A)→ 0 sledi cepa�e naxeg niza.
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Posledica 1. Uz pretpostavke iz prethodne teoreme, ako je jox i Hn(A) ∼= Λkn

slobodan konaqno generisan modul za sve n ∈ Z, onda jeHn(A;C) ∼= Hom(Hn(A), C) ∼=
Ckn .

Dokaz: Ukoliko su svi Hn(A) slobodni, to su i projektivni, pa je Ext(Hn−1(A), C)
trivijalan modul. Odatle sledi da jeHn(A;C) ∼= Hom(Hn(A), C). Kako je Hom(Λ, C) ∼=
C i Hom(−, C) preslikava direktne sume modula u proizvode Hom(−, C) modula, to
va�i i Hom(Hn(A), C) ∼= Ckn .

3.1 Kohomoloxke grupe topoloxkih prostora

Neka je Λ = Z.

Primer 10. Izraqunajmo kohomoloxke grupe sfere sa koeficijentima u proizvo	-
noj Abelovoj grupi G.

Kako su homoloxke grupe sfere Sn (sa koeficijentima u Z )

Hm(Sn) =

{
Z, m = 0, n
0, m 6= 0, n

uvek slobodne, to je na osnovu posledice 1

Hm(Sn;G) =

{
G, m = 0, n
0, inaqe

Sliqno kao u prethodnom sluqaju, posledicu 1 mo�emo primeniti i na izraqu-
nava�e kohomoloxkih grupa CP n i HP n.

Hm(CP n) =

{
Z, m = 2k, k ≤ n
0, inaqe

pa je

Hm(CP n;G) =

{
G, m = 2k, k ≤ n
0, inaqe

Sliqno

Hm(HP n) =

{
Z, m = 4k, k ≤ n
0, inaqe

pa je

Hm(HP n;G) =

{
G, m = 4k, k ≤ n
0, inaqe

Primer 11. Izraqunajmo kohomoloxke grupe realnog projektivnog prostora RP n

sa koeficijentima u Z.
Najpre, posmatrajmo sluqaj kada je n parno. Homoloxke grupe realnog projektiv-

nog prostora su

Hm(RP n) =


Z, m = 0
Z2, m < n,m = 2k − 1
0, inaqe

i Ext(Z2,Z) ∼= Z2, a Hom(Z2,Z) je trivijalna. Dakle, imamo taqne nizove

0→ 0→ H0(RP n,Z)→ Z→ 0
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iz kojeg sledi da je H0(RP n,Z) ∼= Z, zatim

0→ Z2 → H2k(RP n,Z)→ 0→ 0

za 2 ≤ 2k ≤ n iz kojeg sledi H2k(RP n,Z) ∼= Z2 i

0→ 0→ H2k−1(RP n,Z)→ 0→ 0

iz kojeg sledi da su neparne kohomoloxke grupe trivijalne.
U sluqaju kada je n neparno, homoloxke grupe su

Hm(RP n) =


Z, m = 0, n
Z2, m < n,m = 2k − 1
0, inaqe

pa se od prethodnog sluqaja eventualno razlikuju grupe Hn i Hn+1. �ih raqunamo
pomo�u nizova

0→ 0→ Hn(RP n,Z)→ Z→ 0

odakle sledi da je Hn(RP n,Z) ∼= Z i

0→ 0→ Hn+1(RP n,Z)→ 0→ 0

odakle sledi da je Hn+1(RP n,Z) trivijalna.

Ukoliko umesto koeficijenata Z posmatramo koeficijente Zp, gde je p prost,
p 6= 2, dobi�emo da su i Ext(Hm(RP n),Zp) trivijalni uvek, dok su Hom(Hm(RP n),Zp)
trivijalni, osim kada je Hm(RP n) ∼= Z, pa su trivijalne i sve kohomoloxke, osim
H0 i Hn kada je n neparno (one su izomorfne Zp).

Primer 12. Izraqunajmo kohomoloxke grupe realnog projektivnog prostora RP n

sa koeficijentima u Z2.
Razlika u odnosu na prethodni primer je xto ovog puta imamo netrivijalne

Ext(Z2,Z2) ∼= Z2 i Hom(Z2,Z2) ∼= Z2. Dakle, ako je n parno imamo nizove

0→ 0→ H0(RP n,Z2)→ Z2 → 0

odakle je H0(RP n,Z2) ∼= Z2,

0→ Z2 → H2k(RP n,Z2)→ 0→ 0

za 2k ≤ n, odakle je H2k(RP n,Z2) ∼= Z2 i

0→ 0→ H2k−1(RP n,Z2)→ Z2 → 0

za 2k − 1 < n, odakle je i H2k−1(RP n,Z2) ∼= Z2.
Kao i za prethodni primer, u sluqaju neparnog n razlikuju se eventualno Hn i

Hn+1. �ih raqunamo iz nizova

0→ 0→ Hn(RP n,Z2)→ Z2 → 0

odakle je Hn(RP n,Z2) ∼= Z2 i

0→ 0→ Hn+1(RP n,Z2)→ 0→ 0

odakle je Hn+1(RP n,Z2) trivijalna. Ukupno dobijamo

Hm(RP n;Z2) =

{
Z2, m ≤ n
0, inaqe
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Primer 13. Izraqunajmo kohomoloxke grupe kompaktnih orijentisanih povrxi sa
koeficijentima u Abelovoj grupi G.

Kako su za kompaktnu orijentisanu mnogostrukost roda g (Mg) homoloxke grupe

Hn(Mg) =


Z, n = 0, 2
Z2g, n = 1
0, inaqe

sve slobodne, to je na osnovu posledice 1

Hn(Mg;G) =


G, n = 0, 2
G2g, n = 1
0, inaqe

Primer 14. Izraqunajmo kohomoloxke grupe kompaktnih neorijentisanih povrxi
sa koeficijentima u Z.

Ovaj sluqaj se razlikuje od prethodnog jer homoloxke grupe neorijentisane po-
vrxi roda h (Nh)

Hn(Nh) =


Z, n = 0
Zh−1 ⊕ Z2, n = 1
0, inaqe

nisu vixe slobodne. Kako je Ext(Zh−1 ⊕ Z2,Z) ∼= Z2 i Hom(Zh−1 ⊕ Z2,Z) ∼= Zh−1 to
imamo nizove

0→ 0→ H1(Nh;Z)→ Zh−1 → 0

iz kojeg je H1(Nh;Z) ∼= Zh−1 i

0→ Z2 → H2(Nh;Z)→ 0→ 0

iz kojeg je H2(Nh;Z) ∼= Z2, dok je jasno da je H0(Nh;Z) ∼= Z, kao i da su sve ostale
kohomoloxke grupe trivijalne.

Za razliku od prethodnog primera, u kojem nam prelazak na koeficijente u Zp
nije predstav	ao veliku promenu, ovde �emo imati znaqajniju razliku. Najpre, uko-
liko imamo koeficijente u Zp, p 6= 2, tada je Ext(Zh−1 ⊕ Z2,Zp) trivijalna, pa �e
ponovo va�iti Hn(Nh;Zp) ∼= Hom(Hn(Nh),Zp). Dakle

Hn(Nh;Zp) =


Zp, n = 0
Zh−1
p , n = 1

0, inaqe

U sluqaju kada imamo koeficijente Z2, Ext(Zh−1 ⊕ Z2,Z2) ∼= Z2 i Hom(Zh−1 ⊕
Z2,Z2) ∼= Zh2 pa imamo

Hn(Nh;Z2) =


Z2, n = 0, 2
Zh2 , n = 1
0, inaqe

.
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4 Funktor Extn

4.1 Taqni nizovi

Neka je Λ komutativan prsten sa jedinicom. U prethodnoj glavi smo definisali
funktor Ext preko klasa kratkih taqnih nizova. Ovo mo�emo uopxtiti na nizove
proizvo	ne du�ine, odnosno na taqne nizove Λ-modula oblika

0→ B → Cn → · · · → C1 → A→ 0.

Definicija 8. Taqne nizove oblika

0→ B → Cn → · · · → C1 → A→ 0

nazivamo n-tostrukim raxire�em modula B modulom A.

Relacija koju smo uveli prilikom definisa�a Ext u ovom sluqaju je definisana
tako da su dva elementa u relaciji ako postoje homomorfizmi αi takvi da naredni
dijagram komutira

0 B Cn · · · C1 A 0

0 B C ′n · · · C ′1 A 0

αn α1

Kao i u prethodnom sluqaju, ova relacija je refleksivna i tranzitivna, ali u ovom
sluqaju nije simetriqna, jer preslikava�a αi ne moraju biti izomorfizmi. Zato
uvodimo novu relaciju, kao naju�u relaciju ekvivalencije koja sadr�i datu rela-
ciju.

Skup svih n-tostrukih raxire�a modula B modulom A, poseqen po navedenoj
relaciji je skup Extn(A,B).

Za α : A′ → A definixemo α∗ : Extn(A,B)→ Extn(A′, B) koje klasi raxire�a

0→ B → Cn → · · · → C2
j−→ C1

k−→ A→ 0

dode	uje klasu raxire�a

0→ B → Cn → · · · → C2
j′−→ E1

k′−→ A′ → 0

gde su E1 i k
′ odre�eni pulbekom dijagrama

C2 E1 A′

C1 A

j′

j

0

k′

α

k

i j′ je jedinstveno preslikava�e iz C2 u E1 koje rexava dijagram. Taqnost na mestima
E1 i A

′ se dokazuje potpuno analogno sluqaju n = 1. Sa dijagrama sledi da je ker j′ ≤

26



ker j. Ukoliko je l : C3 → C2 graniqno preslikava�e, tada je j
′l rexe�e dijagrama

C3 E1 A′

C1 A

j′l

jl=0

0

k′

α

k

pa va�i da je j′l = 0, odnosno da je im l ≤ kerj′, a ve� smo utvrdili da je ker j′ ≤
ker j = im l, pa je im l = kerj′. Dakle niz

0→ B → Cn → · · · → C2
j′−→ E1

k′−→ A′ → 0

jeste taqan. Mo�e se pokazati da je ovo preslikava�e dobro definisano, odnosno
da nizove koji su u istoj klasi ekvivalencije slika u nizove koji su u istoj klasi
ekvivalencije, ali �emo na ovom mestu taj dokaz izostaviti.

Analogno, za preslikava�e β : B → B′ definixemo preslikava�e β∗ : Extn(A,B)→
Extn(A,B′) koje klasu raxire�a

0→ B
j−→ Cn

k−→ Cn−1 → · · · → C1 → A→ 0

slika u klasu raxire�a

0→ B′
j′−→ En

k′−→ Cn−1 → · · · → C1 → A→ 0

gde su En i j
′ odre�eni puxautom dijagrama

B Cn

B′ En Cn−1

j

k

j′

0

k′

a k′ jedinstveno preslikava�e iz En u Cn−1 koje rexava dijagram. Taqnost na mestima
En i B′ se dokazuje analogno sluqaju n = 1. Sa dijagrama je im k′ ≥ im k. Ako je
l : Cn−1 → Cn−2 graniqni homomorfizam, tada je lk

′ rexe�e dijagrama

B Cn

B′ En Cn−2

j

lk=0

j′

0

lk′

pa je lk′ = 0 odnosno im k′ ≤ ker l xto nas uz im k′ ≥ im k = ker l dovodi do im k′ = ker l.
Dakle niz

0→ B′
j′−→ En

k′−→ Cn−1 → · · · → C1 → A→ 0

jeste taqan. I za ovo preslikava�e se mo�e pokazati da je dobro definisano, od-
nosno da raxire�a iz iste klase slika u raxire�a iz iste klase. I ovaj dokaz
izostav	amo.
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Neka je C n-tostruko raxire�e

0→ B → Cn → · · · → C1 → A→ 0

i α : A′ → A homomorfizam. Posmatrajmo dijagram, za koji va�i da je svaki od
αk, k ≤ i, dobijen pulbekom homomorfizama αk−1, gde je α0 := α.

· · · Ci+1 C ′i+1 C ′i · · · A′ 0

· · · Ci+1 Ci · · · A 0

h

αi α

Sa dijagrama vidimo da �e raxire�a C ′

0→ B → Cn → · · · → Ci+1 → C ′i → · · · → C ′1 → A→ 0

i C ′′

0→ B → Cn → · · · → C ′i+1 → C ′i → · · · → C ′1 → A→ 0

biti u relaciji, odnosno da su predstavnici iste klase. Zaista, postoji lanqasto
preslikava�e koje je identiqko na svim mestima osim i + 1, a na mestu i + 1 je h :
Ci+1 → C ′i+1 sa dijagrama. Induktivno, i raxire�e C2 je predstavnik klase α∗(C),
i mo�emo konstruisati raxire�e C ′, koje je predstavnik klase α∗(C) i lanqasto
preslikava�e α′ : C ′ → C takvo da je svaki kvadrat pulbek dijagrama. Dualno,
za dato β : B → B′ mo�emo napraviti predstavnika C ′′ klase β∗(C) i lanqasto
preslikava�e β′ takvo da je svaki kvadrat puxaut dijagrama.

Da	e ukoliko imamo bilo koji komutativan dijagram

0 B C ′n · · · C ′1 A′ 0

0 B Cn · · · C1 A 0

αn α1 α

va�i�e da je gor�e raxire�e predstavnik slike klase niza do�eg raxire�a pri
α∗. Zaista, iz gor�eg niza mo�emo induktivno konstruisati lanqasto preslikva�e
u predstavnika klase α∗(C) koji smo prethodno konstruisali, a u kojem je svaki
kvadrat pulbek. Dualno, za svaki komutativan dijagram

0 B Cn · · · C1 A 0

0 B C ′n · · · C ′1 A 0

β βn β1

va�i�e da je do�e raxire�e predstavnik slike klase gor�eg raxire�a pri β∗.
Operaciju na ovom skupu mo�emo definisati sliqno kao i za Ext. Za dve klase

X1 iX2 iz Extn(A,B) definixemo �ihov zbirX1+X2 kao σB∗d
∗
A(X1⊕X2) gde jeX1⊕

X2 ∈ Extn(A ⊕ A,B ⊕ B) klasa niza dobijena direktnim sumira�em odgovaraju�ih
modula, a σB i dA su definisani isto kao i kod Ext. Mno�e�e skalarom, za skalar
λ i klasu X tako�e definixemo sa λ · X = (mλ)∗(X), gde je ponovo mλ : B → B
mno�e�e skalarom u B.
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Pri prethodno definisanom sabira�u, za sluqajeve kada je n > 1 neutral �e
biti klasa niza

C0 : 0→ B
1−→ B → 0→ · · · → 0→ A

1−→ A→ 0

dok je inverz klase X, isto kao i kod Ext, (−1B)∗(X). Ovo se dokazuje analogno
sluqaju Ext. Dijagram

0 B Cn Cn−1 · · · C2 C1 A 0

0 B B 0 · · · 0 A A 0

j

0 0

k

k

1 1

komutira, xto dokazuje da je C0 = 0∗(C). Analogno ostatku dokaza u prethodnoj
glavi dolazimo do slede�e teoreme

Teorema 4. Za komutativni prsten sa jedinicom Λ, za svako n ∈ N, Extn(−,−)
je bifunktor iz kategorije Λ-modula u kategoriju Λ-modula, kontravarijantan po
prvom argumentu, a kovarijantan po drugom.

Iz definicije Extn(−,−) i definicije operacija na �emu jasno je da va�i da je
Ext1(−,−) isto xto i Ext(−,−). Dakle, bifunktor Extn(−,−) zaista jeste uopxte�e
bifunktora Ext(−,−).

Posmatrajmo C ∈ Extn(A,K) i C ′ ∈ Extm(K,B). Naredni dijagram

C : 0 K Cn C1 A 0

C ′ : 0 B C ′m C ′1 K 0

j · · ·

· · · k

nam omogu�ava da definixemo kompoziciju

◦ : Extm(K,B)× Extn(A,K)→ Extm+n(A,B)

gde je C ′ ◦ C klasa niza

0→ B → C ′m → · · · → C ′1
jk−→ Cn → · · · → C1 → A→ 0

0 B C ′n C ′1 Cn C1 A 0

K

0 B D′n D′1 Dn D1 A 0

· · ·

α′n

k

jk

α′1

· · ·

αn α1

j

j′

· · · j′k′

k′

· · ·

Sa prethodnog dijagrama vidimo da je ◦ dobro definisano, odnosno da ukoliko po-
stoje α : C → D i α′ : C ′ → D′ tada postoji i preslikava�e iz C ′◦C u D′◦D, odnosno
�ima odre�ena klasa je ista. Mo�e se dokazati i da za datu kompoziciju va�i da
je distributivna prema sabira�u, odnosno za C ′ ∈ Extm(K,B) i C1, C2 ∈ Extn(A,K)
va�i

C ′ ◦ (C1 + C2) = C ′ ◦ C1 + C ′ ◦ C2.
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Primer 15. U prethodnom razmatra�u smo definisali Extn(−,−) za sve n ∈ N.
Ukoliko bismo na sliqan naqin probali da definixemo Ext0(A,B), dobili bismo
niz 0 → B → A → 0 iz kojeg sledi da su A i B izomorfni. Dakle, za proizvo	-
no A i B ne mo�emo tako definisati Ext0(A,B). Me�utim, mo�emo definisati
E0(A) kao skup nizova oblika 0 → A → A → 0. Sred�i homomorfizam mora biti
izomorfizam. Dakle, ovo �e biti isto xto i modul automorfizama modula A.

Sliqno, videli smo da kompozicija dva niza ne�e uvek biti definisana. Me�utim,
ukoliko posmatramo samo module Extn(A,A), mo�emo komponovati bilo koja dva ele-
menta iz bilo koja dva Extn(A,A). Definixemo En(A) = Extn(A,A). Da	e, ukoliko
imamo element E ∈ E0(A) koji odgovara 1 ∈ Aut(A), tada za svako C ∈ En(A) va�i

C ◦ E = E ◦ C = C

Dakle, E∗(A) je monoid u odnosu na operaciju kompozicije nizova. Kao xto smo ve�
videli, kompozicija je distributivna prema sabira�u u En(A), pa je E∗(A) jedna
graduisana Λ-algebra.

Primer 16. Ukoliko je I injektivan modul, va�i Extn(A, I) = 0. Posmatrajmo
dijagram

0 I I 0 · · · 0 A A 0

0 I Cn Cn−1 · · · C2 C1 A 0

1 1

i

k

k

Preslikava�e i postoji zato xto je modul I injektivan. Odavde vidimo da je svaki
niz u relaciji sa neutralom, odnosno Extn(A, I) = 0. Ovime smo dokazali tvr�e�e
za n ≥ 2, dok je za n = 1 tvr�e�e ve� dokazano.

4.2 Projektivne rezolucije

Kao uopxte�e razmatra�a iz prve glave mo�emo umesto nizova oblika 0→ R→
P → A→ 0 posmatrati niz, odnosno projektivnu rezoluciju, proizvo	ne du�ine

X ′ : 0→ R→ Pn−1 → · · · → P0 → A→ 0

Ako je
X : 0→ R→ Pn−1 → · · · → P0 → 0

definixemo Ext
n
(A,B) := Hn(Hom(X;B)). Za sve n ∈ N nam je svejedno koji od

nizova X i X ′ posmatramo, odnosno kojem od ova dva niza raqunamo kohomologiju,
tako da �emo qesto posmatrati i kohomologiju prvog niza

0→ R→ Pn−1 → · · · → P0 → A→ 0

Najpre treba da doka�emo da za dve razliqite projektivne rezolucije X ′1 i X
′
2

modula A va�i Hn(X1, B) ∼= Hn(X2, B). Preslikava�e αi na dijagramu

0 R′ · · · P ′i P ′i−1 · · · A 0

0 R · · · Pi Pi−1 · · · A 0

αi αi−1
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postoji, ukoliko je definisano preslikava�e αi−1, zato xto je P
′
i projektivan. In-

dukcijom, postoja�e lanqasto α : P ′ → P , a analogno i β : P → P ′. Ponovo �elimo
da induktivno konstruixemo lanqastu homotopiju

0 R Pi+1 Pi Pi−1 A 0

0 R Pi+1 Pi Pi−1 A 0

· · ·
αiβi−1

di+1

· · ·
αi−1βi−1−1

di

· · · · · ·

odnosno preslikava�e di+1. Neka je p ∈ Pi. Posmatrajmo naredni dijagram

p δp 0

di(δp) αi−1βi−1 − 1(δp) 0

δ

di

δ

di−1

Odavde se p i pri δdiδ i pri δ(αiβi − 1) slika u isti element, pa se pri diδ −
(αiβi−1) slika u ker δ odnosno im δ. Kako je Pi projektivan, to postoji di+1 : Pi → Pi+1

koje ostvaruje lanqastu homotopiju. Dakle, Ext
n
(A,B) jeste dobro definisan do na

izomorfizam. U sluqaju kada je n = 1 iz definicije vidimo da je Ext
1
(A,B) ∼=

Ext(A,B)

Primer 17. Kao i u sluqaju n = 1, za projektivan modul P va�i da je za n ∈ N
Ext

n
(P,B) = 0, ponovo zbog niza 0→ 0→ · · · → P

1−→ P → 0.

Teorema 5. Za komutativni prsten sa jedinicom Λ, za svako n ∈ N Ext
n
(A,B) je

izomorfan sa Extn(A,B). Za n = 0 Ext
0
(A,B) je izomorfan sa Hom(A,B).

Dokaz: Ukoliko imamo modul A, �egova projektivna rezolucija du�ine 0 �e biti
niz 0 → A → A → 0. Dakle, kada na 0 → A → 0 primenimo funktor Hom(−, B)
dobijamo niz 0→ Hom(A,B)→ 0 kojem raqunamo homologiju na sred�em mestu, koja

je oqigledno izomorfna Hom(A,B). Dakle, Ext
0
(A,B) ∼= Hom(A,B).

Sliqno kao i u sluqaju n = 1 dokazujemo da su Extn(A,B) i Ext
n
(A,B) izomorf-

ni. Posmatrajmo dijagram

X : 0 R Pn−1 · · · P1 A 0

C : 0 B Cn−1 · · · C1 A 0

f πn−1 π1

Preslikava�e f : R → B je kocikl, pa je dobro definisana klasa [f ] ∈ Hn(X;B).
Definixemo preslikava�e ξ : Extn(A,B) → Ext

n
(A,B) koje klasu C preslikava u

[f ]. Konstrukcija inverznog preslikava�a x : Ext
n
(A,B) → Extn(A,B) je potpuno

analogna konstrukciji u sluqaju n = 1. Dakle, Ext
n
(A,B) i Extn(A,B) su izomorf-

ni.

Sliqno kao i u sluqaju n = 1 iz svojstava Hom(−,−), Hn i projektivnih rezo-
lucija mo�emo zak	uqiti da Extn(−,−) po prvom argumentu slika direktne sume u
proizvode, a po drugom proizvode u proizvode.
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Ukoliko definixemo da je niz X ′ iz definicije kanonska projektivna rezolu-
cija odnosno da je Pi slobodan modul generisan elementima Pi−1 i da se svaki od
tih generatora slika u sebe pri povezuju�em homomorfizmu, tada �e Ext

n
(A,B) =

Hn(X,B) biti i dobro definisan bifunktor. Ukoliko fiksiramo bilo koju dru-
gu projektivnu X ′1 rezoluciju za svaki Λ-modul A dobijamo neki novi funktor

Ext
n′

(A,B) = Hn(X1, B) koji je prirodno ekvivalentan sa Ext
n
. Dokaze ovih tvr�e�a

�emo na ovom mestu izostaviti.

Primer 18. Ako je Λ glavnoidealski domen i A iB Λ moduli, onda je Extn(A,B) = 0
za n ≥ 2. Zaista A ∼= P/R, gde su moduli P i R slobodni (pa samim tim i projektiv-
ni). Dakle, imamo projektivnu rezoluciju X : · · · → 0→ P1 = R→ P0 = P → A→ 0,
U �oj su sve grupe Pn, n ≥ 2 trivijalne, pa �e i odgovaraju�e kohomoloxke grupe biti
trivijalne, odakle sledi tvr�e�e. Specijalno, svaka Abelova grupa A, posmatrana
kao modul na Z ima trivijalna vixa raxire�a.

Naredni primer se mo�e na�i u [1].

Primer 19. Neka su m i n prirodni brojevi. Grupu Zn mo�emo posmatrati kao
modul nad Zmn. Posmatrajmo niz

· · · → Zmn
m−→ Zmn

n−→ Zmn
m−→ Zmn

π−→ Zn → 0

gde je π projekcija Zmn na Zn zadata redukcijom po modulu n. Ovo �e biti slobodna
rezolucija Zmn-modula Zn, pa samim tim i projektivna. Kada za proizvo	an Zmn-
modul G primenimo Hom(−, G) na ovaj niz, i odbacimo prvi qlan, dobijamo niz

0→ G
m−→ G

n−→ G
m−→ G→ · · ·

iz kojeg dobijamo sve Extn(Zn, G). Specijalno neka je m = n = p za neki prost p i
G = Zp. Tada imamo niz Zp2-modula

0→ Zp
p−→ Zp

p−→ Zp
p−→ Zp → · · ·

odakle raqunamo
Extn(Zp,Zp) ∼= Zp

za svako n ≥ 0.
Iz ovog, i iz prethodnih primera, vidimo da ExtnΛ(Zp,Zp) u zavisnosti od pr-

stena Λ mo�e da bude i trivijalno za sve n, kada je Λ = Zp, i netrivijalno samo
u dimenzijama n ≤ 1, kada je Λ = Z, i netrivijalno u svim dimenzijama, kada je
Λ = Zp2 .

Naredni primer se mo�e na�i u [5].

Primer 20. Neka je F po	e, Λ = F [x, y]/(x5, xy) i M = Λ/x3Λ modul nad prstenom
Λ. Posmatrajmo projektivnu rezoluciju

· · · → Λ3

x3 y 0
0 0 x


−−−−−−−−→ Λ2

[
x2 y

]
−−−−−→ Λ

x3−→ Λ→M → 0
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i �enu sliku pri Hom(−,M)

0→M →M →M

x2

y


−−−→M2


0 0
y 0
0 x


−−−−−→M3 → · · ·

Na mestu M2 imamo cikl [x2, 0]. Ukoliko je ovo i granica, postoji p ∈ M takvo
da je [x2, 0] = [x2p, yp] odnosno da je yp = x2(1 − p) = 0. Ovo znaqi da je p = xq i
p = xr + ys + 1 xto je nemogu�e. Dakle, kohomologija na mestu M2 je netrivijalna,

odnosno Ext
2
(M,M) 6= 0.

33



5 Izvedeni funktor

Iz prethodnog razmatra�a, vidimo da postoji odre�ena veza izme�u funktora
Extn i funktora Hom. Ovaj odnos mo�emo posmatrati u ve�oj opxtosti. Neka je T
aditivan kontravarijantan funktor iz kategorije Λ-modula u kategoriju Λ-modula.
Ako je A modul i X ′ �egova kanonska projektivna rezolucija, odnosno taqan niz
Λ-modula

X ′ : · · · → Pn → · · · → P1 → P0 → A→ 0

takav da su svi Pi projektivni i

X : · · · → Pn → · · · → P1 → P0 → 0

definixemo niz funktora RnT (A) = Hn(TX). Sliqno kao i u prethodnoj glavi,
mo�emo, umesto kanonske projektivne rezolucije, za svaki Λ-modul A fiksirati ne-
ku projektivnu rezoluciju i dobi�emo neki prirodno ekvivalentan funktor. I ovde,
kao i u prethodnoj glavi, za sve sluqajeve n > 0 nam je svejedno da li posmatramo
niz X ili X ′, pa �emo i ovde qesto koristiti niz

X ′ : · · · → Pn → · · · → P1 → P0 → A→ 0

�elimo da doka�emo da je RnT funktor. Najpre treba da definixemo

α∗ : RnT (A)→ RnT (A′)

za homomorfizam α : A′ → A. Za homomorfizam α imamo dijagram

X : · · · Pn · · · P1 A 0

X ′ : · · · P ′n · · · P ′1 A′ 0

πn π1 α

odnosno lanqasto preslikava�e π. Ono indukuje kolanqasto preslikava�e izme�u
TP i TP ′, koje da	e indukuje preslikava�e α∗ : RnT (A) → RnT (A′). Ukoliko je
α identiqki homomorfizam, takvo �e biti i lanqasto preslikava�e π, pa i α∗.
Tako�e, ako imamo dva homomorfizma α1 i α2 i �ima indukovana lanqasta π1 i π2

i π indukovano sa α1α2 va�i�e da su π i π1π2 lanqasto homotopni, pa �e T (π) i
T (π2)T (π1) indukovati isto preslikava�e u homologiji, pa RnT jeste funktor. I
ovde se mo�e dokazati da je funktor RnT dobro definisan, odnosno da ne zavisi od
izbora lanqastih preslikava�a.

Definicija 9. Neka je T kontravarijantan funktor. Funktor RnT je n-ti desni
izvedeni funktor funktora T .

Desni izvedeni funktor mo�emo definisati i za kovarijantne funktore. Po-
smatrajmo pojam dualan pojmu projektivne rezolucije, injektivnu rezoluciju. Uko-
liko je niz Y ′ kanonska injektivna rezolucija modula A, odnosno

Y ′ : 0→ A→ I0 → · · · → In → · · ·

gde su svi Ii injektivni moduli, a

Y : 0→ I0 → · · · → In → · · ·
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tada za kovarijantan funktor T definixemo RnT (A) = Hn(TY ). Za razliku od pro-
jektivnih rezolucija, do sada nismo definisali kanonsku injektivnu rezoluciju.
Ovo je nexto kompleksnije pita�e od definisa�a kanonske projektivne rezolucije.
Ovde mo�emo, za svaki Λ-modul A, da fiksiramo neku injektivnu rezoluciju i da
�u nada	e smatramo za kanonsku. Sliqno kao i kod projektivnih rezolucija, izbor
bilo koje druge injektivne rezolucije daje prirodno ekvivalentne funktore. Du-
alno, kao u sluqaju za kontravarijantne funktore, za homomorfizam α : A → A′

definixemo i α∗ kao preslikava�e indukovano lanqastim T (i) : T (A)→ T (A′), gde
je i lanqasto takvo da dijagram

Y : 0 A I1 · · · In · · ·

Y ′ : 0 A′ I ′1 · · · I ′n · · ·

α i1 in

komutira. Ovakvo i postoji i odre�eno je do na lanqastu homotopiju, kao i u sluqaju
projektivne rezolucije.

Tako�e definixemo i leve izvedene funktore, ovog puta pomo�u n-te homoloxke
grupe. Za kovarijantan funktor T definixemo LnT (A) = Hn(TX) gde je X kanonska
projektivna rezolucija A, dok za kontravarijantne funktore definixemo LnT (A) =
Hn(TY ) gde je Y kanonska injektivna rezolucija modula A.

Kako su izvedeni funktori definisani pomo�u (ko)homoloxkih grupa, ima�emo
i dugi taqan niz za izvedene funktore.

Lema 3. Za kratak taqan niz 0→ A′
j−→ A

k−→ A′′ → 0. Postoje injektivni moduli I ′1,
I1 i I

′′
1 i injektivna preslikava�a i′, i i i′′ takva da dijagram

0 A′ A A′′ 0

0 I ′1 I1 I ′′1 0

j

i′

k

i i′′

komutira.

Dokaz: Moduli A′ i A′′ mogu da se utope u neke injektivne module I ′1 i I
′′
1 redom.

Neka su i′ i i′′ ta utapa�a. Definxemo I1 = I ′1⊕ I ′′1 . Ovaj modul je ponovo injektivan
kao proizvod injektivnih modula. �elimo da definixemo preslikava�e i : A →
I ′1 ⊕ I ′′1 takvo da dijagram

0 A′ A A′′ 0

0 I ′1 I ′1 ⊕ I ′2 I ′′1 0

j

i′

k

i i′′

i1 π2

gde je ij utapa�e u j-u koordinatu, a πj projekcija na j-u koordinatu. Homomorfizam
iπ1 definixemo kao proxire�e preslikava�a i

′ u odnosu na monomorfizam j, a iπ2

kao i′′k. Ovime je definisan i homomorfizam i. Desni kvadrati oqigledno komutira.
Levi kvadrat komutira, jer za a′ ∈ A′ va�i da je i(j(a′)) = (i′(a′), i′′kj(a′)) = (i′(a), 0),
zato xto je kompozicija kj trivijalna.
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Iz prethodne leme, kako su vertikalna preslikava�a injektivna, po Zmijskoj
lemi postoji kratak taqan niz 0 → coker(i′) → coker(i) → coker(i′′) → 0. Po lemi,
postoje I ′2, I2 i I

′′
2 takvi da dijagram

0 coker(i′) coker(i) coker(i′′) 0

0 I ′2 I2 I ′′2 0

pa �e komutirati i dijagram

0 A′ A A′′ 0

0 I ′1 I1 I ′′1 0

0 I ′2 I2 I ′′2 0

Induktivno, dobijamo injektivne rezolucije Y ′, Y i Y ′′ modula A′, A i A′′ redom.
Imamo i kratak taqan niz 0 → Y ′ → Y → Y ′′ → 0. Svaki od nizova 0 → I ′i → Ii →
I ′′i → 0 se cepa pa �e i 0 → TY ′ → TY → TY ′′ → 0 biti kratak taqan niz za svaki
kovarijantan funktor T . Ovo nas dovodi do dugog taqnog niza

· · · → Rn−1T (A′′)
δn−1−−→ RnT (A′)→ RnT (A)→ RnT (A′′)

δn−→ Rn+1T (A′)→ · · ·

Ovo je bio prvi dugi taqan niz. Drugi dobijamo iz niza funktora 0 → T ′
τ ′−→

T
τ ′′−→ T ′′ → 0, gde su T ′, T i T ′′ kovarijantni funktori. Najpre treba da definixemo

xta uopxte znaqi da je niz prethodnog oblika taqan. Ka�emo da je dati niz taqan

na projektivnim modulima ukoliko je niz 0 → T ′P
τ ′−→ TP

τ ′′−→ T ′′P → 0 taqan za
sve projektivne module P . Analogno definixemo da je niz funktora taqan na in-

jektivnim modulima ako je niz 0→ T ′I
τ ′−→ TI

τ ′′−→ T ′′I → 0 taqan za svaki injektivan
modul I.

Posmatrajmo modul A i �egovu injektivnu rezoluciju Y . Ukoliko imamo niz
funktora taqan na injektivnim modulima, imamo i taqan niz 0 → T ′Y → TY →
T ′′Y → 0, koji u kohomologiji indukuje dugi taqan niz. Dakle za niz funktora

0 → T ′
τ ′−→ T

τ ′′−→ T ′′ → 0 koji je taqan na injektivnim modulima, za proizvo	an
modul A imamo dugi taqan niz

· · · → Rn−1T ′′(A)
δn−1−−→ RnT ′(A)→ RnT (A)→ RnT ′′(A)

δn−→ Rn+1T ′(A)→ · · ·

Konstrukciju analognu ovoj imamo za sve vrste izvedenih funktora, odnosno i
za leve i za desne izvedene funktore, kako kovarijantnih, tako i kontravarijantnih
funktora. Taqni nizovi desnih izvedenih funktora kontravarijantnih funktora i
levih izvedenih funktora kovarijantnih funktora �e biti definisani pomo�u pro-
jektivnih rezolucija i za nizove funktora taqne na projektivnim modulima. Taqni
nizovi za leve izvedene funktore kontravarijantnih fuktora, kao i navedena kon-
strukcija za desne izvedene funktore kovarijantnih funktora koristi injektivne
rezolucije i nizove funktora taqne na injektivnim modulima.
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Primer 21. Neka je dat kovarijantan funktor − ⊗ B. Definixemo Tori(−, B) =
Li(− ⊗ B). Ovo �e biti uopxte�e ve� poznatog Tor funktora, koji �e biti ekviva-
lentan sa ovako definisanim Tor1. Zaista, ukoliko imamo projektivnu rezoluciju
modula A

X : · · · → Pn → · · · → P1 → P0 → 0

kada na ovo primenimo −⊗B dobijamo niz

X ⊗B : · · · → Pn ⊗B → · · · → P1 ⊗B → P0 ⊗B → 0

pa nam je Tor1(A,B) = H1(X ⊗B) xto nam je bila i definicija Tor(A,B). Mo�emo
izraqunati i da je Tor0(A,B) = A⊗B.

5.1 Funktor Êxt
n

Izvedeni funktori nam daju dva nova naqina da vidimo funktor Extn. Naj-
pre, mo�emo definisati Extn(−, B) kao n-ti desni izvedeni funktor funktora
Hom(−, B), xto je samo reformulacija definicije funktora Ext

n
iz prethodne gla-

ve.
Drugi naqin za definisa�e je dualan prvom. Definixemo Êxt

n
(A,−) kao n-ti

desni izvedeni funktor funktora Hom(A,−). Ponovo �elimo da doka�emo prirod-
nu ekvivalentnost pomenute dve definicije.

Primer 22. Ako je I injektivan modul, tada je Êxt
n
(A, I) = 0. Zaista, niz Y : 0→

I → I → 0 → · · · je injektivna rezolucija modula I, pa �e i Hn(Hom(A, Y )) biti 0
za sve n ≥ 1.

Primer 23. Posmatrajmo injektivnu rezoluciju modula B

Y : 0→ I0
i0−→ · · · → In → · · ·

Za kovarijantan funktor Hom(A,−),H0(Hom(A, Y ) �e biti izomorfan ker Hom(A, i0)
odnosno sa Hom(A,B), jer je Hom(A,−) levo-taqan funktor, odnosno vidimo da i za

Êxt
n
(A,−) va�i da je Êxt

0
(A,B) ∼= Hom(A,B).

Posmatrajmo injektivnu prezentaciju modula B, odnosno kratak taqan niz 0 →
B → I → J → 0, gde je modul I injektivan. Ovaj niz indukuje dva taqna niza. Prvi
za izvedene funktore funktora Hom(A,−), za taqan niz 0 → B → I → J → 0,
odnosno

· · · → Êxt
n−1

(A, J)
δn−1−−→ Êxt

n
(A,B)→ Êxt

n
(A, I)→ Êxt

n
(A, J)

δn−→ Êxt
n+1

(A,B)→ ·· ·

Drugi za izvedene funktore, za niz funktora 0 → Hom(−, B) → Hom(−, I) →
Hom(−, J)→ 0 i modul A, odnosno

· · · → Extn−1(A, J)
δn−1−−→ Extn(A,B)→ Extn(A, I)→ Extn(A, J)

δn−→ Extn+1(A,B)→ ·· ·

Da bi prethodni niz postojao niz 0 → Hom(−, B) → Hom(−, I) → Hom(−, J) → 0
mora biti taqan na projektivnim modulima, odnosno da je niz 0 → Hom(P,B) →
Hom(P, I) → Hom(P, J) → 0 taqan za proizvo	an projektivan modul P . Taqnost na

37



prva dva mesta sledi iz levo-taqnosti funktora Hom(P,−), a taqnost na posled�em
mestu va�i zato xto za svako preslikava�e f ∈ Hom(P, J) postoji podiza�e g ∈
Hom(P, I) preslikava�a f u odnosu na epimorfizam k : I → J , pa je f = k#(g),
odnosno i k# je epimorfizam.

Kako su i Ext0(A,B) i Êxt
0
(A,B) ekvivalentni sa Hom(A,B) to imamo jednakosti

na dijagramu

Ext0(A, I) Ext0(A, J) Ext1(A,B) 0

Êxt
0
(A, I) Êxt

0
(A, J) Êxt

1
(A,B) 0

τ1

pa imamo preslikava�e τ1. Ukoliko su definisana preslikava�a τi za i < n, �elimo
da definixemo τn. Kako su svi Extn(A, I) i Êxt

n
(A, I) trivijalni za n ≥ 1 imamo

dijagram

0 Extn−1(A, J) Extn(A,B) 0

0 Êxt
n−1

(A, J) Êxt
n
(A,B) 0

τn

i preslikava�e τn koje ga rexava. Treba jox pokazati da su τ prirodne transfor-
macije funktora. Najpre da dijagram

Hom(A, I ′) Ext1(A,B′) 0

Hom(A, I ′) Êxt
1
(A,B′) 0

Hom(A, I) Ext1(A,B) 0

Hom(A, I) Êxt
1
(A,B) 0

τ1

β∗

τ1

β∗

komutira, odnosno da je τ1 prirodna. Ovo zaista va�i, jer levi kvadrat oqigledno
komutira, pred�i i zad�i kvadrat komutiraju po konstrukciji, a gor�i i do�i iz
prirodnosti dugog taqnog niza. Da	e, ukoliko je τn−1 prirodna, treba dokazati da
slede�i dijagram komutira

0 Extn(A, I ′) Extn+1(A,B′) 0

0 Êxt
n
(A, I ′) Êxt

n+1
(A,B′) 0

0 Extn(A, I) Extn+1(A,B) 0

0 Êxt
n
(A, I) Êxt

n+1
(A,B) 0

τn τn+1

τn

β∗ β∗

τn+1

β∗ β∗
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odnosno da je τn prirodna. Ponovo, leva strana dijagrama komutira po pretpostavci,
gor�e i do�e iz prirodnosti, a pred�a i zad�a po konstrukciji. Ovime smo dobi-
li prirodnost po drugom argumentu. Ovo nam tako�e obezbe�uje i da definicija
transformacije ne zavisi od izbora I i J , ako umesto proizvo	nog homomorfizma
β posmatramo 1B. Sliqno, sa dijagrama

0 Extn(A′, I) Extn+1(A′, B) 0

0 Êxt
n
(A′, I) Êxt

n+1
(A′, B) 0

0 Extn(A, I) Extn+1(A,B) 0

0 Êxt
n
(A, I) Êxt

n+1
(A,B) 0

τn τn+1

τn

α∗ α∗

τn+1

α∗ α∗

i iz prirodnosti dugog taqnog niza dobijamo prirodnost po drugom argumentu.

Primer 24. Na kategoriji torzionih Abelovih grupa postoji prirodna ekvivalen-
cija funktora Hom(−,Q/Z) i Ext1(−,Z). Posmatrajmo injektivnu rezoluciju grupe
Z

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

Kada na ovo primenimo funktor Hom(A,−) dobijamo

0→ Hom(A,Z)→ Hom(A,Q)→ Hom(A,Q/Z)→ 0

Hom(A,Q) je trivijalna, zato xto je A torziona, a u Q nema torzionih elemena-
ta. Odatle je kohomologija na mestu Hom(A,Q/Z) izomorfna Hom(A,Q/Z), odnosno
Ext1(A,Z) ∼= Hom(A,Q/Z).

Naredni primer se mo�e na�i u [9].

Primer 25. Ext(Q,Z) je izomorfna sa (R,+).
Posmatrajmo niz

0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

On nam, za funktor Ext(−,Z) daje dugi taqan niz. Kako su Hom(Q,Z) i Ext(Z,Z)
trivijalni, imamo kratak taqan niz

0→ Hom(Z,Z) ∼= Z→ Ext(Q/Z,Z)→ Ext(Q,Z)→ 0

Q/Z �e biti izomorfno direktnoj sumi
⊕

Zp∞ po svim prostim p, pa je Ext(Q/Z,Z)
izomorfno proizvodu

∏
Ext(Zp∞ ,Z).

Ako na niz
0→ Z→ Q→ Q/Z→ 0

primenimo funktor Ext(Zp∞ ,−) i posmatramo �emu pridru�en dugi taqan niz,
dobijamo niz

0→ Hom(Zp∞ ,Q/Z)→ Ext(Zp∞ ,Z)→ 0

zato xto su Hom(Zp∞ ,Q) i Ext(Zp∞ ,Q) trivijalni. Hom(Zp∞ ,Q) je trivijalna zato
xto je Q torziono slobodna, a Ext(Zp∞ ,Q) zato xto je Q injektivna. Hom(Zp∞ ,Q/Z) ∼=
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Hom(Zp∞ ,Zp∞) ∼= Zp gde su Zp p-adski celi brojevi.Ovo zaista va�i. Grupa Zp∞ je
direktni limes niza

Zp ↪→ Zp2 ↪→ Zp3 ↪→ · · ·

Ukoliko na ovaj niz primenimo funktor Hom(−,Zp∞) dobi�emo niz

Hom(Zp,Zp∞)← Hom(Zp2 ,Zp∞)← Hom(Zp3 ,Zp∞)← · · ·

qiji je inverzni limes Hom(Zp∞ ,Zp∞). Kako je Hom(Zpk ,Zp∞) ∼= Hom(Zpk ,Zpk) ∼= Zpk

to nam je gor�i niz zapravo

Zp ← Zp2 ← Zp3 ← · · ·

qiji je inverzni limes bax Zp.
Iz Hom(Zp∞ ,Q/Z) ∼= Zp sledi da je i Ext(Zp∞ ,Z) ∼= Zp. Dakle, Ext(Q/Z,Z) ∼=∏
Zp. Odavde i iz niza 0 → Hom(Z,Z) ∼= Z → Ext(Q/Z,Z) → Ext(Q,Z) → 0 zak	u-

qujemo da je Ext(Q,Z) kardinalnosti 2ℵ0 .
Va�i�e da je proizvod

∏
Zp kotorziona grupa, odnosno da za �ega va�i da je

Hom(Q,
∏
Zp) trivijalna i da za bilo koju torziono slobodno grupu G va�i da je

Ext(G,
∏
Zp) trivijalna. Dokaz ovoga mo�e se na�i u [3]. Specijalno, Ext(Q,

∏
Zp)

je trivijalna.
Vratimo se naxem razmatra�u. Ako na niz

0→ Hom(Z,Z) ∼= Z→ Ext(Q/Z,Z)→ Ext(Q,Z)→ 0

primenimo funktor Ext(Q,−) i posmatramo �emu pridru�en dugi taqan niz, imamo
niz

0→ Hom(Q,Ext(Q,Z))→ Ext(Q,Z)→ 0

zato xto su po prethodnim razmatra�ima Hom(Q,Ext(Q/Z,Z)) i Ext(Q,Ext(Q/Z,Z))
trivijalni.

Va�i�e i da ukoliko je G de	iva i torziono slobodna, tada je i Hom(G,H)
de	iva i torziono slobodna. Kada ovo primenimo na Hom(Q,Ext(Q,Z)) dobijamo
da je ona torziono slobodna i de	iva, odnosno da je Ext(Q,Z) torziono slobodna i
de	iva. Iz ovoga se, uz qi�enicu da je Ext(Q,Z) kardinalnosti 2ℵ0 , mo�e zak	uqiti
da je Ext(Q,Z) ∼= (R,+).
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