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4.2.2 PesyntaTu Tecrupama

5 3akmyqak



Caykerak

Y oBoM pady mAaT je Tpersie]l UHBApHjaHTU KOje c€ MOTY HCKODHUCTHTH 34
yrBphuBaibe aduHe ekBuBaJeHTHOCTH ByaoBux ¢yHKIMja M IIPeACTaB/beH
je jeman agropuram 3a yTBphuBame aduHe eKBUBAJEHTHOCTHU JIBEjY 33IaTHX
BynoBux dyHknuja 3acHoBaH Ha mHBapujaHTama. ONHCAHA je MPOrpaMCcKa
peasn3aluja aJirOPUTMa U CIIPOBODheme TeCTOBa 3a pa3inyuTe Kjiace Bymosux
dyukuuja. Ha kpajy je gar npersies pe3yarara TeCTHPAbA.

Kipyune peun: Bysose dyukiuje, adpuna eKBUBAJIEHTHOCT, HHBAPHjaHTE



I'maBa 1

YBoa

Bynose ¢dbynknumje umajy mupoky npumeny y Hayuu. Kopwucre ce u y
HHXKEHEPCTBY 33 IPOJeKTOBaE JOIMUYKHX KO0JIa. Y KOJUKO je JIOTHYKO KOJIO
J106pO UCTIPOjEKTOBAHO, MPEKO IHEra ce MOTY peasin30oBaru cBe Bysose dbyHKIM-
je Koje cy apuHO eKBUBaJIEHTHe ca BysoBoM (HyHKIMJOM KOjy JIOTHYIKO KOJIO
npejcras/ba. bysose dpyHKIHje cy mocebHO MpoydYaBaHe TOKOM IIE31eCEeTUX
[OAMHA TPOIILIOT BEKa 33 MoTpebe MpojeKTOBaa JIOTHYKUX KOJIA.

Bysose dbynknuje Hajmupy npuMeny umajy y kpunrorpaduju. Kopucre ce
3a peaiu3alyjy 6JIOKOBCKUX U MpoTovHux mudapa. Ca pa3BojeM Kpurrorpa-
duje HacTaB/ba ce poyvaBaibe Bynopux dbyHknyja u adpuHe eKBUBAJEHTHO-
cTH, jep ce aduHO eKBUBaJIeHTHE DYHKIIMje OHAIA]Y CJAUYHO ¥ KPHIITOrpa-
dckuM cucTeMuMa. YKOJHKO €€ CUCTeM 3aCHUBA Ha (PYHKIHUjH 3a KOjy je
Jlako npoHahu aduHO eKBUBAJEHTHY (QPYHKIH]Y, OHJA je Taj CHCTeM JakK 3a
pazbujame.

Cauunoct aduHO ekBUBaJeHTHUX ByioBux GpyHKIMja je HEKa1a MoXKe/bHA,
a HeKaJa HeroykesbHa 0cobuHa. 3aTO je MOTPEOHO MOCBETUTH Ce IIPOYYaBathy
CJIMIHOCTH.

Y oBOM pajay NpeACTaB/bEH je jeJlaH ajJropuraM 3a yTBphuBame adune
€KBHBAJICHTHOCTH JBejy 3a1aTuX BynoBux GyHKIMja 3aCHOBAH HA WHBAPHU]ja-
HTaMa. Y JpYroM IOIVIaB/bY Pajia MaT je IperjieJl MaTeMaTHYKHX II0jMOBaA, H
neduHMIHKja TOTPeOHUX 3a MpoydaBamwe aduHe eKBHBAJEHTHOCTH BysioBux
dynkuuja. Y tpehem moryiaB/by IpeiCcTaB/beH je aJITOPHTAM 3a yTBphuBambe
aduHe eKBUBAJEHTHOCTH ABejy 3ajaTux bynoBux dyHknuja u pasmMorpeHa je
e(pUKACHOCT IIPEICTAB/LEHOT AJITOPUTMA. Y YETBPTOM IIOTJIABJbY NPEACTABIbE-
Ha je IPOrpaMCKa peajin3alldja aJI'OPUTMA U TeCTOBA y IIPOIPAMCKOM je3UKY
C++. Ha kpajy cy garu nperjej U JUCKYCHja Pe3yJTaTa TeCTHPAIbA.
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I'maBa 2

Bynose dbynkuuje u acdpuna
€KBUBAJIEHTHOCT

YV 0BOj I1aBU IIPeICTaB/bEHE CY HEKe 01 OCHOBHUX TpaHcdopManuja BymoBux
dyHKIHja. Y3 momoh oBux TpaHcdopmanmja nobujajy ce 3aHUMJIbUBE UHBA-
pujanTe pasnuuuTuX cKynosa Bynosux dyukuuja. Hajsaxkuuja ox rpancdo-
pManyja je Bommosa Tpancdopmanujal koja npeacTap/mba yolmTeHu caydaj
®ypujeose Tpancdopmanmje. Bommosa Tpancdopmalinja YHHA H3PAUYHABHE
MHoOrux ocobuna Bynmosux ¢dpynkuuja suatHo makmuMm. /la 6u ce yBese nedunu-
muje Bynose dyHkuuje, mennx TpaHcdopMalija U MHBAPHjaHTH CKYIOBA
BysoBux ¢dbyHKIMja MOTpebHO je JaTu Npersie OCHOBHUX MapeMaTHIKUX HOjMO-
Ba Ha KOjUMa Cy OHE 3aCHOBAHE.

2.1 VYBoauum MaTeMaTHU4KH II0OJMOBU 1 AePUHUIINI]jE

VY 0BOj TaYKM JAT je mperyie] HO3HATHX MATEMATUIKHUX [OJMOBA HA OCHOBY
Kojux ce aedunuury Bynose dyuknuje u aduna npeciukasama. ITopen oBux
MOjMOBA aTe Cy U jeUHUIM]e PA3JIHYUTUX Olepaluja HaJ BEKTOPHMa Koje
ce I0jaBJbyjy y APYTUM Taykama paja. /leraspaH onuc nojMoBa Moxke ce Hahu
y 6m10 KoM yibeHuky mMaremaTtuke. OBJie je caMO JAT IIPerjiesl OHUX KOjU CY
HEONXOAHU 34 JaJbU PaJl.

F, = ({0,1}, 8, %) je konauno nosse Hag ckynom {0,1} ca omepanujama
cabupama u MHOXkewa. Onepamnumje cy nebunucane ciegehum Kejnujesum
(Arthur Cayley) Tabenama:

1Thomas Cusick, Pantelimon Stanica. Cryptographic Boolean Functions and Applica-
tions, Academic Press, 2009: 7-22
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F} = (X, +, %) je BeKTOpPCKH mpOCTOp auMen3uje n Haj nomweM Fh. X je
CKYII CBHX N—TOPKH obsuka & = (X1, Zg,...,Ty), TAE CY CBU T; € Fy, 1 = 1,n.
Omnepanuja cabupama JedUHHCAHA je H3PA30M

T+y=(21 0y, 2T Y2, 23D Y3,...,Tn O Yn) Vo,y € Fy
Omnepanuja MHOXKEHA CKAJIapoM JedUHUCAHA je H3Pa30M

axx=(a*T1,0%Ty,A%2T3,...,04 % Tp) Ve € FiVa € F,

OsJie cy HaBeleHe jolI JBe onepalmje y cKyiy Bekropa Fo'. ITorpebue ¢
Yy y Cxyny 2 P y

360r yBohema nojMa ahpuHUX NMpecauKaBamba.

Heka z ey 03nauaBa cKaJapHu NPOU3BOJ JABA BEKTOPA &,y € Fy' 1aT u3pasoM

) 2
ToY=T1*Y1 DTo*xY D T3 *xyYs B ... B Ty * Yp.
Heka z - y o3Ha4aBa nNpousBoi JABa BeKTOpa X,y € FJ' 4jaH mo 4jaad gar
y I 2
U3pa30M T - Y = (fCl Y1, T2 Y2, T3 Y3y - - - Tt Yn)-

OBze je HaBemeHa rpyTa peryJapHuX Marpuia norpebHa 3a medHHHCAE
acdhuHNX NpecauKaBama BysnoBux dyHKIHja.
Heka GL(n,2) o3nadaBa JMHEAPHY IPYyNy HHBEPTUOHJIHMX MATPHUIIA DEAa
n uuju cy enementu u3 Fy. Omnepanuje rpyne GL(n,2) nebunucane cy
ciaenehum u3paszuma
AxB = Y ajrxby;, vae cy a;x u by; enementu marpuna A u B.
WG k=Tm
A1 je unpepsna marpuna matpune A u Baxku A x A7! = I, rne je |
jeJIMHUYHA MATPHUIA.
TpancnonoBatbe je 3rojiHa Olepalnja NPUJIKKOM paja ca Marpunama. Omnepa-
[[Mja TPAHCIIOHOBaMa MPECATAB/ba 3aMEHY MECTa BPCTa U KOJOHA MATPHIIE.
Heka je ca AT osmauena Tpancnonopana Marpuna A. Tpancmonopame ce
GOpMaJIHO Ce MOXKe 3aIMCaTH Y O0UKY a;fg = aji,i,j = 1,n, tae cy aiTj 1 aj;
enementu marpuna AT n A.
Jom jemna sromma omepamuja ca marpunama je Kpouekepos (Leopold Kro-
necker) npoussoja. KpoHekepos Ipou3Bo/i JiBe MaTpuIle AeHHUCAH je H3pa3oM

0171*B al,n*B
AQB = :
an1*B - ap,xB



Heka je ca AGL(n,2) o3nauena acduna rpyna {(A,b)]A € GL(n,2),b €
F}'}. Onepauuje rpyne (A, b) nedbuunucane cy ciaenehum uzpasuma:
(Aju) * (B,w) = (A*B,w*x A+ u)
(Aju)™! = (A Hux A1)
rae ¢y (A,u),(B,w) € AGL(n,?2).

Kopucrehu nperxojme mojmoBe yBose ce nedununuje Bysrose byHkuje u
HEeKMX crenujanaux bynosux dynknuja.

Hedbunnnuja 1 Ilpecauxasawe f : F} — Fy je Byaosa ¢dynxuyuja 0d n
NPOMEHNSUBUL.

Hedbunnnuja 2 bpoj npomennusux xoje byrosa dynkuyuja npuxsama na
Y3y HA3UBA ce apHocm PyHKUUJe.

Hedbunnnuja 3 Aduna Byaosa pynkuuja je Byaosa gunkuyuja obauka
flz)=ze0adc
3a ceako x,a € FJ',c € Fy.

Hedunaunuja 4 Jluneaprna bByrosa dynkuyuja je cneyujarsan caywaj adune
Byanose punxyuje 3a ¢ = 0. Jluneapra Bynrosa dynxuuja je Byrosa dynryuja
obauka f(x) = x e a 3a ceakxo x,a € FJ.

Hedunnnnja 5 Komnaemenmapna dymryuja Byaose dynryuje f € py
degpunuwe ce uzpazom f(zr) =1 f(x).

OBge ce yBome o3Hake ckymoBa bynosux ¢yuximumja oapeljeHe apHOCTH.
Y najbeM paay aerasbHuje hie ce pa3MaTpTH HHBApUjaHTE CKyNoBa, BynoBux
GYHKIY)A.

Hexka je ca p, 03Ha4eH CKyI CBUX TOJMHOMA U3
2
n

Fg[arl,xg,...,xn]/(xf =Ty, T = Ty)

OB 1OJHMHOMY TIPEACTAB/bAjy CKYIl CBUX DyJioBuUX (yHKIMja apHOCTH 7.
Heka je ca |p,| o3nauen 6poj unanoBa cKyna p,. Bpoj 4iaHoBa ckyna p, je
22"

Heka je ca A, o3Haden ckyn cBux adunux bByrosux ¢pyHKIuja apHOCTH N.
®opmanno 3amucano A, = f(z)|f(x) =zeadc¢,x,a € FJ,c € F.



2.2 Hauyunu npejacraB/baba BynoBux pyHKIIja

Bynose dyukimje Mory ce npe/icTaBUTH Ha Buliie HaYNHA. KaKo je TeMa 0BOr
pajia ycMepeHa Ka Kpuntorpaduji, HajuOroJaHuje je MpeiAcTaBuTH BymoBux
dyukIHje v cBeTity Te Hayke. Hajuenihu HaYMHU IPeACTABIbabA, CY:

1. UcTuHuToCHE TAOJIUIE M [IOJIAPHE HCTHHUTOCHE Tab/Iuiie

2. Aarebapcka Hopmasina dopma (AHOD)

2.2.1 HWcruHuTocHEe TabJIMIe U I0JapHEe UICTUHUTOCHE TabJjmiie

O63upom 1a Bysnose dbyHKIHje paje ca AUCKPETHUM BpeIHOCTUMA, IPUPOAAH
HAYHMHA 33J]aBama cy TabJuIe Koje cajpke cBe Moryhe BapujaHTe yJa3a H
oarosapajyhe BpeanocTH u3ia3a 3a Te ynase. byaosa dpynkmuja f @ F — F
MOKe C€ JeJIMHCTBEHO NPEJACTABUTH UCTUHUTOCHOM TabsuiioMm. MerunurocHa,
TabJIuIa je BEKTOp

f(l‘) = (f(xl)v f(x2)7 f(.’L‘g), cee f(x2"))

TJe Cy Z1, X2, L3, . . . , Ton BEKTOPU U3 F' y ekcukorpadckom noperky. CiudHo,
MOJIAPHA MCTUHUTOCHA TAOJIUIA MPEJICTaBIba Ce BEKTOPOM

f(:c) = ((=1)f@) (—1)f2) (—1)f@a) (1) (en)y

rjecy zi, T2, s, ..., Ton BeKTOpH U3 FJ' y nekcukorpadckom noperky. [Ipumep
HCTHHUTOCHE W IIOJIAPHE MCTUHUTOCHE Tabjuile WaycTpoBaH je tabeaom 2.1.

Hon@pﬂa HCTHHUTOCHA TAbJIMIIA [OBE3aHA je Ca MCTHHUTOCHOM TabJMIIOM
BesoMm f(z) =1 — 2% f(x), tme cy — u * onepanmje oAy3uMarba U MHOXKeha
y CKyIly 1iesiux Opojena.

Y HacTaBKy HaBeJ/ileHA Cy HEKa BarkHa CBOjcTBa bynoBux ¢yHkIuja Be3ana
3a UCTUHUTOCHE TabuuIe.

Hedunnunja 6 Xemunzosa mescuna eexmopa x € F | y osnayu wt(z),
je bpoj jedunuya y eexmopy .

Hedbununuja 7 Xemunzosa mescuna dynkuje f € p, , y os3nayu wt(f), je
6poj jedunuya y eexmopy f(z).

Hedununuja 8 Xemurzoso pacmojare pynxyuja f, g € pn, y oswayu d(f, g),
depunuwe ce uzpazom d(f,g) = wt(f(z) P g(z))



Tabena 2.1: Ilpumep HCTHHHTOCHE W MOJAPHE HCTHHUTOCHE TabJMie 34
dyukuHjy apaocTu 3

e Fy | f@) | J@)
000 0 1
001 1 -1
010 0 1
011 1 -1
100 0 1
101 1 —1
110 1 -1
111 0 1

Hedbununuja 9 Heauneaprocm dynxyuje f € p,, y 03nayu Ny, dedpuruwe
uspazom Ny = mi‘n d(f,¢)
YEARn

Teopema 10 Byaosa dynkuuja f € p, je ypasromesicena axo je rwena Xemun-
206a mescuna 271,

Hoxkaz. Kako je 6poj enemenara y f(z) jeanak 27, a 6poj jeaununa je 271,
caenn ja je 6poj Hyta 2n — 201 =271 m

Teopema 11 Hexa saotcha c8ojcmea XemMuH208€ MedCUHE U PACMOjarba CY:
1 wit(z +y) = wi(z) + wt(y) — 2 x wi(z * y) Vz,y € Fy
2. d(f.g) = |z € F}: f(z) # 9(x)]  Vf,g€pa
3. d(f,g) +d(g,h) 2 d(f,h) Vi .g,h€pn
4. d(f,9)=2"—-d(f,9) Vf.g€pn
Hoxkas.

1. BekTop 7 * y UMa jeIMHUIY HA MeCTYy ¢ ako 00a BEKTOpa T U Y HUMajy
JeIMHMILY HA MeCTY ¢. BeKTOp x + y UMa je IMHUIY HA MECTY ¢ ako 6ap
jeJlaH O/l BEKTOpA T U Yy HEMA jeIMHUILY HA MecTy 7. Jlakie oJ yKyIHOr
6poja jemunHuIa y BeKTOpUMa T u Y Tpeba o/y3eTH HO JBE je[IHHHUIE 33
CBaKy MO3HIHU)Y T/e 00a BEKTOpPA & U Y UMAjy jeTHHUILY.

2. Bexrop f(z) ® g(z) uma jenununy ua mecry rae je f(z) # g(x). Bpoj
BEKTOpA T 32 KOje je OBO ucnymeHo je yupaso d(f,g).



Tabesa 2.2: U3pauyxHapamwe KoeduijeHATa OJNHOMA 38 N = 3

10

ynaz X | uzpas 3a f(z) KOepUIJEHT ¢;
000 Co00 cooo = [ (000)
001 | cooo + Coox Coor = Cooo + f(001)
010 | cooo + co10 co10 = cooo + f(010)
011 | cooo + Coo1 + Co10 + Conn Co11 = Cooo + Coo1 + Cor0 + f(010)
100 | cono + €100 c100 = Copo + f(100)
101 | cooo + C100 + Coo1 + C101 101 = Cooo + €100 + coor + f(101)
110 | cooo + €100 + Co10 + C110 €110 = Copo + €100 + Co10 + f(110)
111 Cooo t+ Coo1 + Co10 + Conn €111 = €ooo + Coo1 + Co10 + Co11

+ci00 + Cro1 + 110 + ¢ii1 | +cio0 + o1 + o + f(111)

3. IIIIC. Hexka 3a neky dbyukuujy g Baxu d(f, g)+d(g,h) < d(f,h). Tana
6u 3a f = h ouno d(f,g) + d(g, f) < d(f, f) mro je nemoryhe.

4. JTososbHO je noxasaru ja cy dysakumje f(z) @ g(z) u f(z) © g(zx)
KOMILJIEMEHTapHe, a To Baxku jep je f(x) @ g(x) @ f(z) & g(x) = 1.

2.2.2 Ausarebapcka HOpMaJHa dpopMa

3a perajbHUje mpoydaBame DynoBux QyHKIHja M BHXOBUX ajarebapCcKux
CBOjCTaBa TOTOHO je mpeacTaBuTu BysoBe dyHKIUje y OOIUKY MOJTHHOMA.
Jenan Hauue na ce To ypaau je anrebapcka Hopmanna ¢opmal5]. Bymosa
dbyukumja f @ F — Fy Moxe ce JeJMHCTBEHO NMPEACTABUTH KAO HOJHHOM Y
nomy Fylxy,To,...,2,)/(2? = 21,...,2% = 1,) y 0bauKY

flx) = an*x‘fl*:cg?*...*sz

IJie cy Ty, Ta, - -

aEF}

je BekTop w3 FJ n x}' =1x;3a a; = 1.

., L, IPOMEHJbHBE, KOebUIJeHTH ¢, Cy u3 Fo, a = (a1, as, . . .

,n)

3a 10BOJBHO MaJIO 1 KOeDUIJeHTH IOJIMHOMA MOTY Ce OJPE/IUTH JIUPEK THUM
[Ipumep uspauyHaBama koedunjenara AHD umycrpoBan je
tabenom 2.2, a mpumep AH® jenne dyukuuje uiaycrposaH je rabesom 2.3

MPHUCTYIIOM.
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Tabena 2.3: Ipumep AH® 3a dyukuujy aprocru 3

r€F}| f(z) | ANF
000 0 0
001 1 1
010 0 0
011 1 0
100 0 0
101 1 0
110 1 1
111 0 0

3a Behe BpeAHOCTH 7 JUPEKTHU [PUCTYI HHUjE MPAKTHIHO HPUMEHJHUB.
Crora ce AH® najuemhe no6uja u3 HCTHHUTOCHUX TabJIUIIA TPHMEHOM Be3e
ANFy; = A, * f mod 2 ruge je A, marpuna gumensuja 2" x 2" koja ce
neduHHIIEe DEKYP3UBHO U3PA30M

1 1
A, = [1 _1] @Ay A=l

YV HacTaBKY Cy JaTa HeKa BarkHa ajarebapcka cBojersa bBysnosux dyHKIMja
Be3ana 3a AH®. Ha ocHoBy OBHX CBOjcTaBa JIaKo ce MOTy j1ebUHHCATH Pa3Jin-
guTH cKymoBu Bymosux dynknuja. Ona cy HeM30CTaBHA NPHIMKOM OHIIO KOje
kaacudukanuje Bysnosux dbyHKIHja.

Hedbuaunuja 12 Aszebapcera mesncuna pynxuyuje f, y osnayu awt(f) npeo-
cmasna 6poj waarosa noaunoma AN Fy.

Hedbunnnuja 13 Aszebapcrku cmenen dynsyuje f, y osnayu ord(f) npeo-
cmaena cmenen noauroma AN Fy.

Hedununuja 14 Byaosa Gynxyuja je Tomozena ako cy c8U 4AGHOBU HeHe
aszebapcke HOPMaAHE HOPME UCMO2 CMeNeRa.

2.2.3 Pwuag MaJjiepoBu KogoBu

Hexkaza je moTrpebuo renepucaru cse bysnose dynkumje ogpehenor crenena.
YyBame BeJTUKOT Opoja perpeseHTalyja nuje epukacuo. 3060T Tora je morojHo
kopuctutu Pug Masiepose (Reed-Muller) KomoBe Kao ajaT 3a reHEpHCabe
ckyna Bymosux dpyukiuja 3anaror crenesa. Pux Masleposu Kog0BY NpUNIAAAjy
Py KOJOBA 33 KOPEKIMjy TDEIIaKa U IUXOBa IIPUMEHA je MHOTO HIMpPa Of
OHOTa, IITO je IPEJCTaB/bEHO ¥ OBOM Pajy. 3a JeTajbaH OIMC mortenatu [3).
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Tab6ena 2.4: Ilpumep marpune reseparopa 3a R(3,3)

1 111 11111

T 01 0101 01

Ty 0 0110011

T3 6 00 01 1 11

I1 * To 0 001 0 0 0 1
T * T3 0 00 0601 01
To * T3 0 00 00 011
r1*xTo*xxz3 |0 0 0O 0 0O 0 0 1

Hedununuja 15 Pud Maaepos xod dyocune n u peda k npedcmasven je
ckynom R(k,n) = {f € p, :ord(f) <k}.

Pua MasiepoB ko1 /iy KuHE 10 MOYKE Ce TeHepUCATH U3 MATPHIIE TeHEPATOPA.
HumeH3uja MaTpUIle 'eHEPaToOpa je

(Z (:)+1)><n

k=In

IIpBa BpcTa MaTpuie onaroapa jemuHu4Hoj dbyukinuju. Hapenaux n Bpcra
PeIOM IIPe/ICTaB/ba yla3He IPOMEHJbUBE 1, Lo, - . . , L. OCTaIe BpCTE NpejcTa-
BJbA]y PeIOM IPOU3BOMAE OL 10 2,3, ..., N WIAHOBA, [Je CY YWIAHOBH IIPOU3BOIA
HeKe 0J] IpBUX 1 BpcTa. [Ipumep marpuie reneparopa 3a (3, 3) npeacrabben
je Tabeqom 2.4.

Teopema 16 Ckyn c6uUxr AUHEAPHUT KOMOUHALUIQ BPCNA MATMPUUE 2EHEPATIO-
pa jednax je cxyny R(n,n)

Hoxka3. (IIIIC) Heka nocroju esement f(z) € R(n,n) Koju HuUje JuHEapHA
kKoMOUHaLHUja BpcTa MaTpuBe remeparopa. Tana nommnom AN Fy mopa caap-
kaTu 6ap jeJaH YiaH creneHa Beher o1 n jep Cy CBY Y4JIAHOBH CTENEHA Matbher
O M CaJPXKAHU Y MATPUIM TeHepaTopy, adu Taja He OM Baxuwio f(zr) €
R(n,n). =

Puj MasiepoBu KoJOBH ITpeJICTaB/bajy jeiny Kiaacudukauujy bymosux GyH-
kuuja. Ha ocHoBy mux moryhe je nedpunmncanu muore kiace Bynosux dbyukimja.
3a maspd pajJi MHTEPECAHTHH Cy CKynoBu KoceTa Pux Maneposor koaa 3amaTor

pena.
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Hedunnnuuja 17 3a yese b6pojese r,s u n makee da je 0 < s < r < n
degunuwe ce ckyn xocema R(r,n) no R(s,n) xao R(r,n)/R(s,n) = {R(r,n)x

f(@)Vf(z) € R(s,n)} .

2.3 Adwuno ekBuBaJsieHTHe BysioBe ¢byHKINje n
MHBapHjaHTE

Y 0BOj TauKH /aje ce MperJie/] OCHOBHUX MOjMOBA Be3aHUX 3a abuHa MPecyiu-
KaBama U eKBHBAJIEHTHOCT bynoBux dynkimja. JleraspHo ce pasmarpajy
tpancdhopmanmje achbuHO eKBUBAJeHTHUX DysoBux dyHKuuja u Bese mehy
pesyataruMa TpancdopManuja. AKIEHAT je cTaB/beH Ha nopeljemwe naBapuja-
HTH cKyna Bynosux ¢pyHKIMja 1 ckyna GpyHKIMja T00MjeHUX IPUMEHOM TPaHC-
dopmanja.

[IpBo Tpeba nedunucaru apuna npecauKaBaba 1 apuHy eKBHBAJIEHTHOCT,
a 3aTUM ce MOxke neduHUCATH M WHBAPHjaHTe CKyna BynoBux ¢dyHKIwmja.
Hejcrso emementa a = (A,b) € AGL(n,2) na Bynaose dbynkuuje us p,
neduHUITE ce U3PA3OM:
a:Pp = Pn
flz) = flzxA+D)

Hednuunuja 18 Byaose pynxyuje f(z), g(z) € p, cy aduno exeusasenmme
axo nocmoju (A,b) € AGL(n,2),l € F},p € Fy mako da eanrcu g(x) =
fzA+b)+lex+ec

Hedunnunuja 19 Husapujanma ckyna p, je ceaxo npecauxasaroe M u3s p,

Y HeKu ckyn, maxso da 3a ceaxe dee exsusarenmue pynryuje f(x), g(z) € p,
sasrcu M(f) = M(g).

2.3.1 BoumoBa Tpancdopmalja

Boamosa rpanchopmanuja (Joseph L. Walsh, Hans Rademacher and Jacques
Hadamard) npy2»ka jou jenas Ha4uH 33 jeIMHCTBEHO IPEICTaBbatbe QYyHKIHja.
Pesynrar npumene Bousmoe Tpancdopmanuje vHa byHKuujy f HasuBa ce
Bommos cniekrap dpyuknuje f. Bommosa Tpencdopmanuja pagu ca meaobpoj-
HOM BEKTOPHUMa, A ce Kao CIENHjaJIaH CIy4aj MOyKe IIPUMeHUTH 1 Ha Dysose
dyukiuje. Ha kpajy ce mokasyje sa ce CKyH ancojyTHEX BpeaHocTu Bosmosor
CIEeKTpa MOKe HCKOPHCTHTH KaO UHBAPUjaHTA.
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Hedununuja 20 Boawosa mpancpopmayuja dynryuje f, y osnayu Wy,
dobuja ce uz ucmunumocne mabauye dyrnxyuje f npumernom uspasa

Witw) = 3 (<)@ x (-1

zeF}

Axo je dyHkumja 3amara MOJAPHOM HCTHHUTOCHOM TabJHIIOM H3pa3 3a
Bosmory TpanchopManujy MoxKe ce 3amucaTH JIBOjaKo.

Wyw) = 3 (=)@« (-1

zCFy

NJIH

Wiw) =) fl@)* (~1)(-1)""

ZEFZ"
jep je (—=1)/®) = f(z).

U3 gedpuaunuje cirepun aa Boamos cnexkrap ¢pyHKIMje y3uMa BPeITHOCTH
—2" < We(w) < 2™ 3a cBako w € Fy'. VI3pa3 3a Bommosy tpancdopmanujy
MOXKe ce 3amucaTu y marpudanom obmuky Wi(w) = M, * f(w), e je ,
Bomnmosa maTpuua pena 2" nedunncaHa peKyp3uBHO U3PA30M

1 1

MFL_J®m4 Mo = 1]

Unsep3 martpuie M, je marpuna = * M,. IIpumep Bosmosor cmekTpa

27‘1
wiIycTpoBaHn je tabesom 2.5.

Boamosa TpancdopMmanmja je uHBepTHOMIHA YV 00a TMOMEHYTa CJAyYaja.
Henocpenno ce nposepasa = * M, x Wy(w) = f(w).

NzpauynaBatbe Bosmosor ciekrpa no nperxoauuM dopmynama uuje edpuka-
cHO 3a (yHKIMje BeJauKe apHOCTH. V3paduyHaBame 3axTeBa 2° ollepanyja.
Bpxu HaumH u3padyHaBama je Op3a BommoBa TpaHcdopmalnmja, Koja ce
3aCHUBA Ha WJejH pacTaB/baiba Bosmose MaTpuue y obiauk M, = Al x A2 «
Adx. .+ AT, rae je AL = Ion-i @ M1 ®Ipi-1, vae je I jequundna MaTpuIa peaa
k. Bpza Bouamosa Tpancdopmanuja 3axTeBa n2" onepanuja. YHACTaBKY je
JaT JI0Ka3 TeopeMe o pasiarawy Bosimose marpuue pena n.

Teopema 21 M, = Al x A2 x A3 x .. .« A"

n’

208 je A; = .[211—1‘ & Ml & IQi—l
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Tabena 2.5: [Ipumep Boamosor cmekTpa 3a dbyHKIuMjy apHOCTH 3

ze Fy | f@) | F@) | Wila)
000 0 1 0
001 1 -1 4
010 0 1 0
011 1 -1 4
100 0 1 0
101 1 -1 4
110 1 -1 0
111 0 1 —4

Joka3z. Uuaykimjom 1o n.
Baza unayknuje n = 1

My=Al=NLeMach)=[1]e1]&1]=/1]
Hexka TBpheme Baxku 3a n. Taxa 3a 1 < ¢ < n Baxu

A;+1 = _[2n+lfi & M2 X 121'71
=L ]271.71' QR M, ® ]21'71

AZii - M2 ® IQm
Tana je

Al x AT = (LA * ... x (L ® AY) * (Mz @ Iom)
=M, @ (AL +...x A7)
=M, ®@ M}
:M2n+1

[Tpexo BommosBor cniekTpa Jiako ce geduHHITY MHOTa KpUNTOrpadCcKa CBOjCTBA
BysoBux ¢dyHkiuja. Y HACTABKY je JaTO HEKOJHUKO TeopeMa U JAedHHHUIN]ja
KOje WIyCTPyjy MOh OBOT jeTHOCTaBHOT aJjIaTa.
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Teopema 22 Axo je W;(0) = 0 dynryuja je ymasromesrcena.

Hoka3z. 3amenom w = 0 y uzpazy 20 mobuja ce:

Wi0) = 3 (<17 s (-1

TEFY

=3 (D (-

TzEFY

— Z (Al)f(m)@o

€l

— Z (_1)f(w)

ek}
Bpemnoct osor uzpasa 6uhe 0 camo ako je dyHKIMja ypaBHOTEKEHA. B

Hedununuja 23 Maxcumanana ancoaymma epedrocm Wy npedcmaswa mepy
neaureaprocmu Byaose dpynxyuje. Heauneaprocm npedcmasma ydawsenocm
Pynryuje 0d Hajoausice adune Gyrryuje.

Hedbunnunuja 24 Byaosa dyHnryuja je Kopeaayuono umyna peda k,odnocho
f € CI(k) axo 3a wen Boswos cnexmap saocu We(w) =0 3a 1 < wt(w) <

k.

Teopema 25 Ckyn ancoaymnuz spednocm Boawiosoe cnexmpa je uneapujarma
CKYNG P,

oka3. Buugern noka3 crapa 26. m

Osie he ce pasmarparu Bosmiosa rpancdopmanuja adpuHO eKBUBaJEHTHHX
Bynosux dpyukuuja. [lokasyje ce ma je ckyi ancogyTHuX BpeaHocTu Bosmosor
CIIEKTPa MHBAPHjaHTa CKYNa Py.

CraB 26 Hexa cy n,r ueau 6pojesu maxsu da je 1 < r < n. Hexa cy dame
agpuro exsusasenmue gynkyuje f(x) u g(z) = f(xA+b) G lex dc, 20e je
c€ Fy,z,ble F}',Ae GL(n,2). 3a cee w € F saorcu

Wo(w) = (=) 4708 L Wi((1 4 w) + A7)
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okasz.

Wlw) = 3 (=12« (-1

cEFy
Veohemwem cmene x = (y + b)A™! nobuja ce:
W,(w) = Z (_1)f(y)@l-((y+b)A'1)@c x (—1)wellyh)a™)
yeFp
- Z <__1)f(y)GBlo((wb)A*l)EBcGawO((wab)A’l)
yeFy
- Z (_1)f(y)®(l+w)°((y+b)*z4’l)EBC
yeFp
= Z (—1)/ @@Utw)e(y=A +beA™ )ee
yeEFD
= Z (_1)f(y)®(y*A’l)°(l+w)®(b*A’1)°(l+w)€Bc
yeFy
—=(—1)brATDelHuw)de Z (—1)/ @)Bys((w)=a™T)
yeFy
=(= )AL W (14 w) AT
n

IMocaenuna 27 Ancoaymua spednocm Boawosoe cnexmpa dynkyuje f(x)
Ha NO3UYUIU T jednaxa je ancoaymmoj spedrocmu Boawosoz cnexmpa dynryuje
g(z) na nosuyuju j 3a 1 = jAT+1. Pacnodera cxyna ancosymmuuz epedrnocmu
Boawosoz cnexkmpa je unsapujaHma cryna py,.

2.3.2 Ayrokopenaiuja Bynose dpyHnknuje

Jpyra unBapujanTa ckyna bysoBux ¢byHKIHUja 3aCHHBA Ce HA HHXOBO]
ayTokopenauuju. Ayroxopenanuja Byiaose dbynkiuje npeacrasbena je pyHk-
mujom ayrokopesnanmje. DyHKIMja ayTOKOpeJaluje je CIEeNUjaJaH Caydaj
dyHKUMje Kopeayje, Kajia ce TpaxkKu Kopesanuja dpyHkigje ca camom cobom.
Ckyn Bpeasoctu dbyHKIuja ayrokopeiaiuje Bynose dyukimje f nasupa ce
ayTOKOpealuoHu ciekrap dyHkuuje f.

Hedunnuuja 28 DPyuxyuja xoperayuje dse Byaose dynxuuje f,g € p,
depunucara je u3pa3om

erp(w) = 37 (=)@ x (<10 v € Fy

zeF}
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Tabena 2.6: llpumep Pynkiuje ayrokopesauyje 3a yuxuujy f aprocru 3

ve Fy | f@) ] 7@ | @)
000 0 1 8
001 1 -1 -8
010 0 1 0
011 1 -1 0
100 0 1 0
101 1 -1 0
110 1 -1 0
111 0 1 0

Hedunnuuja 29 Aymoxopesavuja Byaose dymuxyuje f € p, dedpunucana
je uspaszom

efls) = 30 (1D (1)), Vse By

z€F}
[Ipumep dyHKIHje ayTOKOpeanyje wiIycTpoBau je tTabesom 2.6.

OyHKIUja ayTOKOpesalyje noBe3aHa je ca BommooMm Tpancdopmanujom
Wiener-Hinchin-osom Teopemom. OBa TeopeMa je 0 HpaKTHYHOI 3HA4aja,
jep mpyxka MoryhHocT eduKacHe mporpaMcke peasusanuje GyHKIHje ayTo-
KOpeJialyje.

Teopema 30 (Wiener-Hinchin) Ceaxa Byaosa gynxuuja 3adosomasa jednarocm
We, (w) = W7i(w) Yw € FJ, 2de je xeadpupare onepayuja u3 ckyna
yeaur 6pojesa.

Hoka3. Pagu nakuier 3amuca Heka je GyHKI@ja f 1aTa MOJAPHOM HCTHHUTOCHOM
TabJIUIIOM.

We,(w) =) es(s) * (~1)*=

seEF}

= Z Z (_l)f(m)@f(x—f—s) * (_1)w-s

s€F] c€Fp

= Z Z <_1)f($)®f($+3)€9wos

©E€F} s€Fy
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Kaxko je ckyn cBux BekTopa u3 F3' nHBapUjaHTa 3a CBaKy IpIMemeHy TpaHcdopma-

Hjy, MOXKe ce y3eTu s = x P s na ce gobuja:

W) = 3 3 (cayemsimmscss

TEF} s€F}

— Z z)Qwer Z (_1)f(s)€Bwos)
zE€F} scF}

=3 fl@)x (=1 Y fls)x (~1))
zeFp seFp

=W (w) * Wy(w) = Wi (w)

Osne he ce pazmarparu GyHKIHja ayTOKOpeaanuje ahbuHO eKBUBAJIEHTHUX
Bynosux dyuknuja. HcmocraBba ce a ce CKyN allCOJYTHHX BDPEIHOCTH
dyHKIHje ayToKOopenanuje MoXKe MOCTYKUTH Ka0 UHBAPHjaHTA.

CraB 31 Heka cy n,rT ueau bpojesu maxsu da je 1 < r < n u nexa cy dame
agpuno exeusarenmmue pynxyuje f(x) u g(z) = f(zxA+b)Dlexdc, 2de je c €
Fo,z,b,l € F?', A€ GL(n,2). 3a cee s € Fy sarcu cy(s) = (—1)"*cp(s x A)

Jloka3s.
cy(s) = Z (—1)frArtislorde (1) (@+s)Atb)ele(z+s)de
TEFY
- Z (—1)f (e A+D)Blez®DS (2+5) A+b)@lexDleste
€ FG
- Z (—1)f e AtD)S S (ots) Atb)Bles
TeF}
_ Z f(x*A+b ©f (xxA+sxA+b) «(— 1)“5
z€F}
=D (=D xep(sx 4)
z€F}
[ |

IMocaeauna 32 Ancoaymmna epednocm aymoropesayuoroe cnekmpa Gynxyuje
f(x) na nosuyuju t jednaxa je ancoaymmoj epedHoCMU AYMOKOPEAAUUOHOZ
cnexkmpa gynkyuje g(z) na mecmy j 3a © = jA + 1. Pacnodeaa cxyna
ANCOAYMHUL 8PEIHOCTIU AYMOKOPEAAUUOHO2 CNEKNPA je UHEAPUJAHTA CKYNG

Pn-
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2.3.3 U3Boa BynoBe dhyHKIUjE

W3Box npeacras/ba oceT/bUBOCT (DYHKIIHMje HA IIPOMEHE BPEIHOCTH 3aaTOT
ckyTma mpoMeHbuBuX. M3Boja Bynose dbyHKIHje 110 331aTOM BEKTOPY OATOBapa
MaplujaTHOM U3BOAY (hYHKIMje MO0 MPOMEH/HLUBHMA 33 KOje 3aJaTH BEKTOP
uMa BpegHocT 1. Ha oBaj HauuH ce mpesia3u Ha MPOCTOP MabUX JUMAH3H]A.
Ucnocrapma ce ma je noHamame ahpHHO eKBHBAJTEHTHUX (DYHKIMja HCTO 3a
U3BOJIE 10 3aJATOM BEKTOPY U EHEeroBoj aHHO]j CIIUIIM.

Hedbunannnuja 33 Hssod Byaose pynryuje f no sexkmopy u € F} je Byaosa
dynrxyuja D, (f) deunucana uspasom D, (f) = f(z +u) @ f(zx).

Teopema 34 [4] Hze00 Byaose dynryuje uma caedeha ceojemea:

1. Du(f + g) = Du(f) ® Du(g)
2. Dy(foB)=Daw(f)oB axo je B € AGL(n,2)

Hoxka3s. [Ipema pedbununuju 33

1.
Dy(f+g)=f(z)®g(z) ® f(z +u) ® g(z +u)
=f(z) @ f(z+u) ®g(z) ® g(z +u)
:Du(f) D Du(g)
2.

D,(foB)=foB(z)® foB(x+u)
=fz*xA+b)& f((z+u)x A+b)
=flzxA+b) D frxA+uxA+Db)
=Dyua(f)(z x A+ b)
=Dy.a(f)o B
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Dy(f) @ Do(f) © Dup = f(2) © f(z +u) & f(z) & fz +v)
© Dy(f(z) © fz +u))
=f(z+u) ® f(z+v) ® D,(f(z)) ® Du(f(z + u))
=flz+u)® flz4+v)® flz)d fz+v)D flx +u)
& flz+u+w)
=f(z) © flz + u+v)
=D su(f)

ITocaenunna 35 Hseod Byaose dynxuyuje f(x) y mauku j jednax je uzeody
Byaoee gynryuje g(x) = f(z)o B, B = (A,b) € AGL(n,2) y mauku i xada
je j = iA.

Ha ocnoBy cieneher craBa moka3zano je Ja MHBAPUjaHTA CKYIa IPOJA3H
Kpo3 u3Boj dYyHKIH]e.

CraB 36 Hexka je ca d, o3nayweno npecauxasare us ckyna R(r,n)/R(s,n) y
ckyn R(r — 1,n)/R(s — 1,n) degpunucano uspazom f — Dy(f) u nexa je M,
unsapujanma cxyna R(r — 1,n)/R(s — 1,n). Pacnodeaa cxyna epednocmu
M 0§, je unsapujanma cxyna R(r,n)/R(s,n).

Joxa3. Heka je M, nnBapujanta R(r,n)/R(s,n) n neka A € GL(n,2).
3a cBaky dbynkuujy f € R(r,n)/R(s,n) na ocHoBy Teopeme 34 nobumja ce
Mi(D,(f o A)) = My(Dya(f) o A) = M1(Dya(f)). Onasue ce nobuja aa cy
pacnozgene Bpeasoctu My (Dy(f)) u Mi(D,(f o A))ucre. =

IMTocnemuna 37 Husapujanma cxyna R(r,n)/R(s,n) npenocu ce y cxyn
R(r —1,n)/R(s — 1,n). Cauuno ce moorce dedpunucamu 3a cxynose

R(r — 1,n)/R(s — 1,n) u R(r — 2,n)/R(s — 2,n) umd. Hneapujanma ce
NPEHOCU Y CKYN €4 MAUM OPOJEM NPOMEHDUBUL.
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2.3.4 Pasnarame Bynose dyHkIiuje

JoIn jean HAYMH 33 MpeJsia3aK y MPOCTOP MAambUX AMMEH31ja 3aCHUBA Ce Ha
pa3naraiby DYHKIHja [0 33/IATOM CKYIy MpoMeH/bUBHX. AKO ce dbyHKIuja
pasJiazke 1o jeIHOj TPOMEHJbUBO] 33 CBaKy eHy Moryhy BpemHocT no0Hja ce
no jenna dbyHKIHUja 332 1 Mame apHOCTH O MoJja3He pyHKIHje. ¥ CiIydajy
Bynosux dyunkiuja nobujahe ce nse Hose dpynknmje. Pasziarame Bysose
dbysKIMje npemMa 33JaTOM BEKTODY NPEJCTaB/ba CKYI pa3Jjarama (PpyHKIHje
1O CBaKO] MPOMEHJbUBO]j KOja Y 33/1aTOM BEKTODY MMa BPEIHOCT 1.

JIema 38 [6] Heka je dama Byaosa dpynxyuja f(z) € p,. Pasaazaree gynxyuge
no npeoj komnonenmu dedunucano je Kao

f(z)= (218 1) * folz) & 1 % fi(2)

2de je © = (zo,25...20) u fo, fr: Fo = F~ L.

Y HacTaBKy je HMOKa3aHO Ja ce JABe adHHO eKBUBAJEHTHE (PYHKIHje MO
33/IaTOM MOJLYJIy MOTY Pa3JIOXKUTH TaKO 13 ¢y DYHKIHUje nobujeHe pasarabeM
tarolje apuHO eKBUBAJIEHTHE MO 33JTATOM MOJTYJIY.

Teopema 39 Hexa cy n,r ueau bpojesu maxsu da je 1 < r < n. Heka cy
dame agpuno exsusasenmne dynxyuje f(x) u

g(x) = f(xx* A+b) mod R(s,n),z,be Fy, Ae GL(n,2)
Tada ce pynxuyuja g(z) moorce 3anucamu y 06AUKY
g(2) =(x*Cy®b D) * fo(z') ® (2% Cy ® by) * fi(z")

20e jex’ = (zxCo@®by, zxC3Pbs,...,z+xC@b,) uCy,Cy,...,Cp cy Korome
mampuye A. Tada cy dynxuuje fo(x', f1(z') u fo(z"), fi(z") exsusarenmue
no modyay R(s,n — 1).

Hokas. f(y) = (1 ®1)* fo(y) ®y1* fi(y),y = (Y2, Y3 Yn)

YeoheweMm cmene y = x * A + b qobuja ce

flzaxA+b) =(x+xCrOb1®1) % fole x Co ® b,z xC3P bs,...,z%Cp, ®
bn)® (zxC1OC1 @ 1) * fi(xxCoBbo,zxC3 P by, ...,z *xC, ®by,), rre cy
Cy,C,, ..., C, xonone marpuie A
g(@)=(zxC1dbi® 1) * fo(x xCo B by, zxC3 D bs,...,xxCpr, D by) ® (x %
CroCie)* fi(zxCo@ b,z % C3 B b3, ..., cxC, D b,). M
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VY HacTaBKY je HOKa3aHo Aa adpuHA eKBHBAJEHTHOCT DYHKIHUja MO 33aTOM
MOJYJIy TIPOJIa3u KPO3 pasjarame GyHKIH]ja [0 33JATOM BEKTODY M HerOBOj
aUHOj CIIUIIN.

CraB 40 Hexa cy dame agpuno exsusarenmue pynxyuje f(z) u
g(x) = f(xxA+b) mod R(s,n),z,be€ F}, A€ GL(n,2) u nexa je dynxyuja
f(z) pacmaswena na dse Pynryuje frez—o(Z) U foez=1(z) no eexmopy a.
Qynxyuja g(T) mootce ce pacmasumu no 6eKmopy ¢ Ha dée YHKUUIE Jeoz—o(T)
U Geox=1(T) MaKO 00 €Y Groz=0(T) U Geox=1(T) exeusasenmue dynryujama
faez=0(T) U foez=1(z) no Modyay R(s,n — 1) xada je c = a x AT.

Hoxka3s. IIpema semu 38 pacrasiba ce dyuxuuja f(z) na dyuruuje frep—o()
U faez=1(z). Ilpema Teopemu 39 dynxumja g(xr) pacraBba ce M0 BEKTOPY
ae(zxA+b)=0uae(rA+b) =1 Ha nBe GYHKIME Grap—0(T) U Jroz=1(T)
eKBHBAJICHTHEe DYHKUH)AMA frez—0(Z) U foez=1(x) mo momyny R(s,n — 1).
Kakojeae(zx A+b)=ze(axAT)+aeb nobujace najec=ax AT. m

OcTaJio je joi jja ce MoKaxke Ja ce HHBAPHJAHTA IIPEHOCH Y IPOCTOP MaHbUX
JIMMEH3Hja aKO ce Kao CPeJICTBO MPEeJaCKa KOPHUCTH pasjiaraibe.

CraB 41 Hexa je 0, npecauxasare uz R(r,n)/R(s,n) y R(r — 1,n)/R(s —
1,n) dedpunucaro uspasom f — (frec=0, fez=1) U Hexa je M uneapujanma
ckyna R(r — 1,n)/R(s — 1,n). Pacnodeaa cxyna spednocmu My o 4, je
unsapujarma cxyna R(r,n)/R(s,n).

Hoxas. Heka je M; unsapujanra R(r,n)/R(s,n) n neka A € GL(n,2). 3a
ceaky dyukuujy f € R(r,n)/R(s,n) na ocaoBy Teopeme 39 nobuja ce

Ml((fvo:t;:Oy fvoaz::l)(f o A_l)) = Ml((fvoA—l*z:07 fvoA*l*a::I)(f))

onakiie ce nobuja aa cy pacnogese BpeaHoCTH Mi( foer—0, foer=1) 1
Ml (fvoA’l*:z:ZOa f'voA' 1*1:1) jeﬂHaKe' u
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2.3.5 Ckyn cyceauux (pyHKIH)ja
Bysosa dyskiyja moxxe 6UTH je JMHCTBEHO MIPECTAB/HEHA CKYTIOM CyCeIHUX

dbynkuuja. Y nacrasky cy ynopehenu ckynosu cycemHux (pyHKIHja JBe

aduHO eKBUBAJICHTHe (DyHKIH]e.

Hedununuja 42 [6] 3ai € F} cycedna gynryuja gynruuje f(z) dedunuwe
f(=z) T FE

ce ugpazom fi(x) = fa)+1 r=i i€ Fp

OBJe je mokazaHo Ja cy byHKIHje cyceacTBa apuHO eKBUBAJICHTHUX (DyHKUM]a
takohe aduHO eKBUBAJIEHTHE [0 HA IIEPMYTAIIH]Y.

CraB 43 Hexa cy dame aguno exeusarenmmue byaose dymxuuje f(z) u
g(z) = flex A+b)@lexz®c,Ae€ GL(2,n),z,b,l € F}',c € F3, u neka je
1,J € F'. 3a wuzose cycedne pynryuje sasrcu jednaxocm

gi(z) = filzx A+b)®lex®c Kxadaje jx A=1i+b.

oxka3s.

filxA+b)dlexde ,ex A+b#1
filxxA+b)dlezdcdl ,zxA+b=1
(

:{w) 2 A (b))

fi(a:*A+b)@lox€Bc:{

€ Fy
r)®1 ,z=(i+b)x A1 PEo

Q

Ogaze crenu na je gj(x) exsuBajenTHa fi(z * A+ b) ©lex @ ¢ kana je
j=(+b)xA1zai,j€F' m

CraB 44 Hexa je dama Byaosa dynkyuja f(z) € R(r,n) u wnexa je M
uneapujanma cxyna R(n,n)/R(1,n). Tada je cxyn {Mi(fi(z))|i € F}'}
unsapujanma ckyna R(r,n)/R(1,n).

1€ FY



I'nmaBa 3

Anropuram 3a yrBphuBame
aduie eKBUBAJIEHTHOCTU JABE]Y
natux bynoBux dpynkimja

Osa ry1aBa Ho/ie/b€HA je Y ABa Jes1a. Y NPBOM JIeJly IPUKA3Y]je Ce aJITOPUTAM
u3 paja [1| 3a yrBphuBabe aduHe eKBUBAJIEHTHOCTH /Be]y 3aJaTHX BynoBux
dbysxuuja. Y apyrom pesty riase JaTH CY AaHAJTIH3a aJTOPUTMA U HEKE CMEPHUIE
34 POrPAMCKY pPeasIn3allu]y.

3.1 Auaropuram

Anropurmu 3a npoBepy aduHe eKBUBAJIEHTHOCTH (hbyHKIMja 6a3upajy ce Ha
yMambewy CKyIa KauauaaTa 3a nposepy. OBaj ajiropuraM Kao ajaT 3a yMatbherbe
CKyIla KaHJU1aTa KOPUCTH UHBapUjaHTe i TpancdopMaiuje Bysroux dyuknuja
omucaHe y miaBu 2. AJropuram Ha ysa3y npuxsaTa Jse OyioBe dyHkuuje,

a Ha u3nasy gaje cee Tpojke A,b,l ako cy dyuknuje apuHO eKBUBAJIEHTHE.
Ykonuko ¢yukiuje uucy achbuHO eKBUBAJEHTHE U373 je IOpyKa O Tome. Y
HACTaBKYy je JaT ICeyn0 KOJ aJroOpuTMa.

Yna3: ase Bynose dyukunje f(z) u g(z) aprocru n
Usnas: A € Gl(2,n),b,l € F} ako cy Bynose ¢dyukuuje f(z) n g(x) abuno
eKBHBAJIEHTHE, y CYIIPOTHOM MOPYKa Ja DYHKIMje HUCY aUHO eKBUBAJIEHTHE

1. Uspauynaru BouammoB u ayTokopesanuonu crekrap byHKumja f u g.
YuopeauTu pacnoesie ancoyTHIHX BpeJHOCTH BoJmoBor u ayTokopesia-
HUOHOr crekTpa dyHKIHja f U g. YKOJUKO paclojese HHCY jeaHaKe
U31aTH MOPYKY Aa dyHKIKje HUCY aUHO eKBUBAJEHTHE.

25
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. Heka cy ca e; obenexkenu jequHudnau BeKTOopu U3 Fi'. 3a cBe BpeHOCTH
Ce,(9) ayTokOpenanuoHor criekTpa pyHKImje g npolin no CBUM eJieMeHTHMA

v € FI' u kama rog Baxu |c.(g9)] = |c,(f)| cauyBaru BekTOp v Kao
KaHIUJIAT 3a N — $-Ty BPCTy MaTpuie A.

. Hexka cy ca e; obenerkenu jenuHuuny Bektopu u3 F3'. 3a cBa pa3narama

dbyukumje f no jeMHUYHEIM BEKTOpUMA e; HA JABe MYHKIUjE fe oz—0 U
fesex=1 TIPONU IO CBUM esleMeHTHMA v € FJ' u pa3inoxuru OyHKIH]y g
Ha B QYHKIH]E Gyez—0 U Juer—1 110 BexTOPY v. Kana rox je

|WT(felocc207 feioz:l)‘ = ’WT(gvo:z=Oa gvox:1)|

CavdyBaTH BPEJHOCT v Kao KaHAUJAT 3a -TY KOJOHY MaTpuie A.

. 3a cBe jeIMHUYHE BEKTOpE H3PAaYyHATH M3BOJA (DYHKIMjE ¢ 32 BEKTOD

€;. 3a CBakM u3padyHar u3Boi GyHKIM]e g Ipohiu Mo CBUM eJIeMeHTHMA
v € F} u uspayynaru ussoj ¢yskuuje f 3a Bektop v. Kanma rog je
(WT(des)(g))| = |[WT(dw)(f))| cauyBarn BeKTOp v Kao KaHIMAAT 3a
n — i-Ty BpcTy Mmarpuie A.

. Kopucrehu ckynose kanauaara 3a BpcTe u KojioHe marpune A ¢dpopMmu-

paTu CKyN KaHAUJIATa PeryjJapHUX MaTpPHIIA.

. 3a CBaKM jeJMHHYHH BEKTOD HU3padyHaTu cyceany bynkuujy le,(g)

dbyukuuje g. 3a cBaky uspadyHary cyceany ¢pyHxuuje npohu mo csum
eqeMeHTHMa v € FJ' u uspauynatu cyceany byuxuujy le,(f) dbyuxuuje
f. Kagma rog je [WT(le.,(9))| = |[WT(lcy(f))| Tpeba npotiu no csum
eJIeMEeHTUMA CKYTIa KaH/I/IaTa MATPUIA U 33 CBAKY MATPUILY CAYyBaTH
KAHIMAAT 38 BEKTOp by 0biuky e; x A + v.

. 3a cBe jeuHUYHe BeKTOpe y3eTH BpeanocT Bommosor ciextpa We(e;)

dyHKkugje f 1 3a CBaKy y3eTy BPEIHOCT IIPOhHU MO CBUM €JIeMEHTUMA,
v € F}. Kana rox je [Wy(e;)| = |Wy(v)| 3a cBaxy marpuuy kasauaara
Tpeba cadyBaTH KaHAMAAT 3a BEeKTOp [ y 0OJuKYy €; * A + v.

. IIpohu mo cBUM eneMeHTHMAa CKYNa KaHAMAATA MaTpula A H HIMa

JoroBapajyhux ckymoBa KaHAuZATa 3a BeKTOope b u [ U mpoepuTH Ja
s Baxku g(x) = f(zxA+b)Dlexr. YKOIUKO jeTHAKOCT BayKu, CA4yBaTU
Tpojky A, b,l y ckyn pesyarara. [lo 3aBpieTky cBUX NpoBepa BpaTUTH
CKYIl pe3ysTaTa.
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3.2 Amnam3a ajaropmrMa

Y 0B0Oj Tayk¥ JaTa je aHAJM3a [PeACTAB/HEHOr AJrOPUTMA, Ca AKIEHTOM
Ha edukacHOoCT asropurMa. AHAIU30M Hajroper ciaydaja mobuja ce ga je
CJIOZKEHOCT AJITOPUTMA eKCIoHeHuujanHa pega O(n+2") 3a GpyHkuuje apocru
n. Y HajropeM CJjy4ajy ajllOPHTaM paJid Kao ajiTOpUTaM rpybe cuiie ImOKyIia-
Bajyhu ca cBuM MoryduMm Kombunaimjama napamerapa A, b u [.

Eduxkacnoct anropurma 3aBucu o1 Kopuiiihenux nusapujaatu. Musapujanre
ce Mory ofa0bpaTH Tako Jla KapJIMHAJIHOCT CBUX CKYIOBA KaHAMAATA He Oymy
2" unu 2(n—l). VKOJIMKO cy KApAMHATHOCTH CKYyII0Ba jejnake 2" mmu 2(n — 1)
ecdukacHocT anropurMa jenHaka je edpuxacHocTu ajmropurma rpybe. Mnak,
BEpPOBATHONA /13 CBe KADAMHAJHOCTH MMajy Bpemmoct 27 mam 2(n — 1) je
jako mama. 36or Tora je ebHKACHOCT OBOT aJrOPUTMa CKOPO YBEK 60/ba
on edwukacHocTu ajropurma rpybe cuae. /pyru HaumH ga ca mobospina
eduKacHOCT je u360p APYTUX 7 IMHEAPHO HE3aBUCHUX BEKTOPA YMECTO y3eTUX
JEMHUYHUX BEKTOPa. 3a 0Ba 1moboJbliabha MoTpebHO je JeTa/bHO AHAJIU3UPATH
pazaunuuTe Kjaace Bymosux dyHknuja n nposahu oHe BEKTOpe U MHBApHjaHTe
Koju 3a onpebeny kiacy aajy HajMamwu 6poj kanauaara. OBje je ocraB/beH
IpocTop 3a yHaupehemwe aaropurmMa.

[IpunukoM mnporpamcke peasmm3anuje Behuna tpancdopmaiuja Bynosux
GbyHKIUja MOXKey ce peaJM30BaTH peKyp3uBHO. Bosmosa tpancdopmanuja
MOXKe ce peayu30BaTH Kao 6p3a Bommosa Tpancdopmanmja ns3 Koje ce Moxe
nobutu u dpyHKIHja ayTokopenanuje kopucrehu Wiener—Hinchin-oBy Teopemy.
3a cBe MHBapHjaHTE MOXKE Ce MCKODHCTHTH PACIHOIeNa CKyNa alCOJyTHUX
BpenrocTu BoamoBor cmekrpa. To uHehe yBek paru jobpe pesyarare. Ha,
NpUMep, aKO Cy Ha yaa3y gare OeHT DyHKIHje 3a KOje BaXkH JIa, je BPeIHOCT
Boumosor crnekTpa yBek UCTa, aJroputram Hehe yCmeTH na yMarmbu CKYIIOBE
KaHU/aTa.



I'maBa 4

IIporpamcka peaJjnsaiuja

Osa raBa mojie/beHa je Ha J1Ba Jiesta. ¥ MPBOM JeJTy JaT je OITUC IIPOrPaMCKe
peaju3aluje aaropuaT™Ma nporpaMckoM jesuky C++. pyru jgeo riaBe mokpusa
POTPAMCKY PEAM3alMjy U Pe3yJTaTe TeCTHPAha aJrOPUTMA.

4.1 IIporpamcka peaJjmu3anuja aJropuTMa

[Ipe came peanuzaiyje Tpedaio je ogadbpaTh HHBAPUJAHTY U CKYT je TUHHIHUX
BekTOpa 3 FJ koju he ce HMCKOPHUCTHTH 3a [eHEPHCAbe CKyNa KaH/JIuIaTa
Tpojku A, b, [. Kao ocHoBHA MHBapujaHTa 0gabpaH je CKYII allCOJIyTHUX BPeIHO-
ctu Boamosor cnekrpa dyHkiyje. 3a TuHeapHO HE3aBUCHE BEKTOpPEe 0f1abpHa,
je CKym jenmHUYHHX BeKTopa u3 FJ'. 3a peanusanujy ajaropurMa onabpan
je mporpamcku je3uk C++ 360r MHOrOOPOJHMX KJIaca MOrOAHHMX 3a paj ca
HU30BHUM THIIOBUMA MOJATAKA.

Cpx peanusanije 4uHU KJaca KOjoM cy npejcrabibene bBymose dynkimje.
PeanuzoBana je u momohHa Kjaca 3a NpPeJCTaB/balbe MATPULE Ca METOIUMA
TOTOZHUM 33 PaJi Ca BpCTaMa M KoJloHaMma. BynoBa dbyHKIM]ja 1peCTaB/bEHA,
je knacoM BooleanFunction. AtpubyTtu objexta kiace BooleanFunction cy
BEKTOp OMTOBA KOjH HpPEJNCTaB/ba MCTUHUTOCHY Tabiuny Bysmose dyuknuje
U JBa HEO3HaUeHa nesia 6poja KOju MpeJCTaB/bajy apHOCT dyHKIHje u 6poj
eseMenara ucruauTocHe Tabauue. Cse Tpancdopmaumje Bynose dbyukuuje
KOje Ce KOPUCTe y aJIfOPUTMY peasin30BaHe Cy Kao jaBHe MeToze Kiaace Boolean-
Function. 3a neraspan omuc kJyace BooleanFunction mornenaTu RaTOTEKY
BooleanFunction.h naty y npuiory.

Peanuzanuja MeTona mnoxesbena je y tpu gena. lIpeu meo umHe MmeTomm
Koju peasm3yjy Tpanchopmanmje Bymopux dpynkumja. Y apyrom pesy aar
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je mperyien MeToAa 3a reHepucame Kaugugara Tpojku A,b,l. Tpehu meo
IpeJICTaB/ba PeAJIN3alNjy METO/Ia KOjHU Jlaje o/IroBop 1a Jjiu cy Bymnose dbyuknuje
a(bI/IHO €KBUBaJICHTHE UJIHU HE.

4.1.1 Meronu 3a peanausanujy TpaHcdopmaiuja
BynoBux dbyHkuuja

Csu MeTonu 3a peanusanujy tpancdopmanuja Bynosux dbyuxuuja nosusajy
ce HaJ 00jekTOM Kiace BooleanFunction. Y HacTaBKy CY JAaTH IPOTOTUIIOBU
u onucu Merona. Jlerasban onuc Meroda Haslasm ce y parorenu BooleanFunc-
tion.cpp aToj y NPUJIOTY.

BoamioBa Tpaucdopmanuja

[Ipororun merona koju peasmsyje BoumoBy Tpancdopmanujy:

std :: vector<int> BooleanFunction :: fastWalshTransform ();

Bommosa Tpancdopmanuja peasinzoaHna je kao 6p3a Bousmosa Tpancdopma-
mja. Meroga ce mo3uBa Haj objekTroMm Kjace BooleanFunction u Bpaha
objekar kiace std::vector<int> Koju npejcras/ba Bosmmos cnekrap Bymose
dyukiuje. Merona je manmucaHa Tako ja ce CBa H3padyHaBarbha 00aBJbajy
y MecTty. Y MeTOAy Ce Hajupe IMOCTaB/bajy NPOMeH/bHBE 3a onpehuBame
MO3UIMja BEKTOpa Koje he MewaTu BpeJHOCT, a II0TOM Ce MO3UBA MOTIPOrPam
KOju BpINU noTpebHe onepalyje HaJ BpegHocTuMa. PeannsoBaHa je u MeTona
3a M3padyHaBame wHBep3He Boammose Tpanchopmannmje. Hby uHuje morpedbuo
nocebHO HABOJIUTH, jep ce OJ1 MeTofe 3a nobujame Bosmose Tpancdopmaiiuje
pas3JIMKyje caMo Ha Kpajy, KaJa ce CBAKH WIAH BEKTOpa Koju dpyHKIHja ppaha
Jesu ca BpeaHomhy 27,

DyHKIUja ayTOKOpeJanuje

[Ipororun Meroza Koju peanusyje GYHKUH]Y ayTOKOpenaluje:

std :: vector<int> BooleanFunction :: autocorrelationFunction ();

Metoma ce mo3uBa Haj objekToM Kiiace BooleanFunction n Bpaha objekar
KJace std::vector<int> KOju CaJIp»KH ayTOKOPEJalMoHu cnekTap yHKIHje.
OBa MeToma peain30BaHa je noMohy Meto/ie 3a mobujamse Boarmose Tpaucdop-
Mammje. Vckopumihena je Wiener—Hinchin-oBa Teopema. IIpBo ce n3padyyHnasa
Bommos cnekrap dbyuknuje. 3aTum ce gobujeHe BPeIHOCTH KBAJAPUPA]y, Ma
ce HaJ BIMa N03WBa METOJa 33 Uu3padyHaBame HHBep3He Bosmose Tpancdop-
manuje. Ha Taj Hauun ce nobujajy BpPeHOCTH ayTOKODPEJAIMOHOT CIIEKTpa

dbyukuuje.
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Paznarame Bysiose dyukmnuje

IIpoToTun Merona KOju peajusyje pasJsarame Bysnose dyHKIHje:

std :: vector< std:: pair<BooleanFunction, BooleanFunction> >
BooleanFunction :: decomposeAtVectorV (unsigned v);

Merona ce mos3uBa Haj objekToMm Kjace BooleanFunction u Kao aprymMeHT
y3HUMa, jeJIaH HeO3HaUeH 11e0 OPOj KOjU peCTaB/ba BEKTOP 110 KoMe ce (hYHKIHja
pa3naxke. Metos Bpaha objekar tumna std::vector< std::pair<BooleanFunction,
BooleanFunction> > Koju caapKu cBe mnapobe (byHKIHja Ha Koje je 6uiio
moryhe pacraBuTu mosia3Hy (YHKIHUjy IO 33JaToM BeKTopy. Ha moyerky
ce oxpebhyjy IpoMeH/bHBE KOje ce MOTY 3aMEHHUTH JIMHEAPHOM KOMOWHAIIM)OM
OCTAJIMX TTPOMEHJ/PUBHX, & 3aTHM C€ BPIIK pasJaraime GpyHKIMje no npociele-
HOM BEKTOPY 3a CBaKy IPOMEHJ/bUBY KOja MOKe OMTH 3aMerbeHa. BpeanocT o
K0jOj ce (byHKIH]ja pa3Jiake je CKaJapHU MPOU3BOJ BEKTOPA yJia3a (pyHKIH]je

" BeKTOpa mpocyeheHor kao mapamerap QyHKIHje.

Nssoa Bynose dbynkuuje

IIpororun Metoma KojuMm ce peanusyje w3son Bynore dyHKUMje 0 3a7aTOM
BEKTODY:

BooleanFunction BooleanFunction :: getDerivateAtVectorV (unsigned v)

Metona ce mo3uBa Hax objekToM kiace BooleanFunction u Kao aprymeHT
y3UMa jeJaH HeO3HAaYeH 11e0 6POj KOjU TpeJCTaB/ba BEKTOD MO KOMe Ce TPaXKH
u3Box dpyHkumje. Mcerunurochna tabauna GyHKIMje U3BOIA U3PAYYHABA, ce ¥
jemnoM for mukaycy. Meroxa Bpaha ofjekar tuma BooleanFunction xoju
npeacTaB/ba (bYHKIH]Y U3BOMA.

Cycenne dbyHkuuje

[Ipororun merona 3a Aobujame cyceane MyHKIMjE 10 33JaTOM BEKTOPY:

BooleanFunction BooleanFunction :: getFirstLocalConnection
FunctionAtVectorV (unsigned v);

Merona ce mo3uBa Haj objekToM Kaace BooleanFunction u Kao aprymeHT
y3HMMa, jeJaH HeO3Ha4eH 1meo Opoj KOjU MpeJICTaB/ba BEKTOP 110 KOME Ce TPaXKH
cycenda gpyHkuuja. VcruaurocHa tabmuua cyceiHe pyHKUHUje M3padyHaBa
ce MHBEPTOBAIEM BPEJIHOCTH HUCTHUHUTOCHE Tabiuie nosasHe dpyHKuuje Ha
macty npociaehenor napamerpa. Merona Bpaha objekar Tuna BooleanFunc-
tion KOjU TpeJCTaBba CyceHY DYHKIH]Y HO 3aJaTOM BEKTODY.
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4.1.2 Meroau 3a reHepucame KaHInuJIaTa

CBu MeTOau 3a TeHEepUCAale KAHJAUIATA MATPHUIA W BEKTOPA PEeaJTH30BAHU
cy Kao crarudku metoau. [IpBo he OuTu HaBenmeHHW MeTOAM 3a reHepHcambe
MATPHUIA, & 3aTHM METOIN 33 TeHepHCamhe BeKTopa a(UHOT MpeciuKaBabha.

l'enepucame KaHAMAaTa 32 BpCcTe MaTpule nomohy ¢pyHknuje ayrokopeamnuje

[IpoToTunm MeToma 3a reHepucame KaHIuaaTa BpcTa MaTpuile momohy dpyukiuje
ayTOKOpeJaluje:

std :: vector< std :: set <unsigned> > BooleanFunction :: getCandidates
ForMatrixAFromAutocorrelation(std :: vector<int> funF,
std :: vector<int> funG, unsigned n);

Mertoma kao apryMmenTte mpuxpara JBa objekta Tuma std::vector<int> koju
npeacTaB/bajy ayToOKOpeaalone crnekrpe GyHKIHja f U g U jelaH HEO3HAYEH
11e0 6poj Koju MpeAcTaB/ba NyKUHY BeKTOpa cinekTpa. Merona Bpaha objekar
Tina std::vector< std::set<<unsigned> > KOju NpeJCTAB/ba CKYIOBE KAH/IH/1aTa
3a cBaky Bpcry Matpuiie A. Kao mHBapujaHTa KOPUCTH CE€ PCIOAENa CKYIa
aICoJIyTHUX BPEIHOCT ayTokopesanuone dbyuknuje. Kanaunaru ce nobujajy
nopehemeM ancoJyTHUX BPEIHOCTH apryMeHATa Ha OJpeheHuM Mo3ulujama.

I'enepucame KagAUaaTa 3a BpcTe Marpuile nomohy n3soga dyHkIuje

[TporoTun MeToaa 3a reHeprcambe KaHAUIAaTa BpCTa MaTpuile noMohy u3Bona
Bynose dbynkuuje:

std :: vector< std :: set <unsigned> >BooleanFunction :: getCandidates
ForMatrixAFromDervivation
(BooleanFunction f, BooleanFunction g);

Mertoma Kao aprymeHTe npuxsaTa JiBa oOjekta Tuna BooleanFunction koju
npecTaBbajy dbyukuuje f u g, a Bpaha objekar tuna std::vector <std::set
<unsigned> > KOju IPeJICTaB/bha CKYIOBe KaHIUJATa 32 CBaKy BPCTY MaTpH-
e A. Kao uaBapujaHTa KOPDUCTHU Ce PCHOJENA CKYIa AlCOJIYTHUX BPETHOCT
Bommmosor criektpa. TokoM u3BpIaBama IMO3MBA Ce METOA 33 U3PAIyHABAbE
u3pona bynoee dunkuuje 3a 3aaaTu Bekrop. Ilomro ce n3payynajy norpedbuu
u3Boau (PyHKIHMja M HUXOBH BOJINIOBU clieKTpH, M3BpIIMaBa ce mopeheme
pacnogena Bommosux cnekrapa U3BOa U aKO Ce PACIojielie MOKJIome, 106uja
ce KaHAMJAT jeaHe BpcTe marpune A.
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I'enepucame kanguaaTa 3a KoJIoOHe MaTtpune nomohy pasnarama pyHkuuje

[Ipororun MeToaa 3a reHepucame KaHAu1aTa KOJIOHa MaTpuile IoMohy pa3iarama
dbyukmje:

std :: vector< std::set<unsigned> > BooleanFunction ::
getCandidatesForMatrixAFromDecomposition
(BooleanFunction f, BooleanFunction g);

Metoga xKao apryMeHTe npuxsaTa ABa objekTa Tumna BooleanFunction koju
npejicTaBbajy dynknuje f u g, a Bpaha objekar tuna std::vector< std::set
<unsigned> > KOjU NPEJCTABIba CKYNOBE KAHJAMIATA 33 CBAKY KOJIOHY MATPH-
ne A. Kao nHBapujaHTa KOPHUCTH C€ PCIOJEA CKYIA AMCOJYTHUX BPEIHOCT
Bouimosor crekTpa. TokoM u3BpIinaBaiba IO3MBA Ce METOAA 338 Pa3Jiaratbe
dbyukuuje no 3agaTom BekTopy. llomTo ce monasune dbyHkumje pasnoxke Ha
napose QyHKIMja, U3padyHaBajy ce BoIIoOBH CeKTpu mapoBa U IOpeje ce
pacmojiesie CKymoBa lbHXOBHX allCOJYyTHUX BpeanocTH. Kaja roj ce pacmomese
OKJIONEe HoOuja ce KaHAUIAT 3a jeJHy Of, KOJIOHA Marpuie A.

I'enepucame ckyna kaHamaaTa MaTpHuIa

HpOTOTI/IH MeTOJa 3a 'eHepucCame CKYyIlla KaHAuJaTa MaTpulia:

std :: vector <Matrix> BooleanFunction :: candidatesA
(std::vector< std::set<unsigned> > rowCandidates,

std :: vector< std::set<unsigned> > colCandidates,
unsigned n);

Merona Kao aprymeHTe NnpuxBaTa JBa o0jekTa Tuna std::vector< std::set
<unsigned> > KOJU NpEJCTaB/bajy , a Bpaha objekar Tumna std::vector<
std::set<unsigned> > KOjU IIPeJCTAB/ba CKYIIOBE KAHIUIATA 33 CBAKY KOJOHY
matpuie A. Merona spaha objekar tuna std::vector<Matriz> Koju npejcra-
BJba CKYyII KaHauaara 3a MaTpuny A. Maeja MeTone je ga ce npBo renepuiie
MATPHIA MPEKO CKYNOBa KAHJUIATA KOJIOHA, & 3aTUM Ce€ IPOBEPH Ja JIH je
MAaTpPHIA peryjapHa M3pauyyHABAambEM JIETEDMUHAHTE. YKOJIMKO je H00ujeHa
MATpPHIA peryjapHa, MpOBEpaBa Ce J1a JU CBE BPCTe TeHepUCAaHe MaTPUILE
IOCTOje V CKYNOBHMA KAHIWAATa BpPCTA. AKO je W 0OBaj YCJIOB HMCIYHEH,
MATPHILA Ce T0/aje Y CKYII KaHIuIaTa. ¥ KOJUKo 6ap jesian 0/1 0Ba 1Ba yCJI0Ba
HHUje HCIyEbeH, TeKyha marpuna ce oaballyje U reHepHie ce HOBA.

YMecTo nmpoBepe JZeTepMHHaHTe Moryhe je mpoBepaBaTH Ja JIM je HEKa
KOJIOHA JIMHeapHa KoMOWHaIMja 6MII0 KOjUX APYIUX KOJIOHA, i Ce Taj IPHU-
cTyn mokKa3ao nedHKaCHHM 300T cTajHe NOTPebe 3a YyBameM JIMHEAPHHX
KOMOHHATM]A.
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I'enepucame kKagaUOaTa 3a BEKTOP b

[Ipororun Meroja 3a reHepucame KaHAWIATA 38 BEKTOD b

std :: vector< std::set<umsigned> > BooleanFunction ::
getCandidatesForVectorB (BooleanFunction f,
BooleanFunction g,std::vector<Matrix> candidatesA);

MeToma Kao apryMeHTe mpHXBaTa ABa 00jekTa jBa objekta THma Boolean-
Function u jenan o6jexat Tuna td::vector<Matriz>> Koju peaoM IPeaCTaBIbajy
dyukiyje f u g u ckyn kanaugara 3a marpuiy A. Merox Bpaha objekar ruma
std::vector< std::set<<unsigned> > KOju NpeICTaB/ba CKYITOBE KAHIUIATA BEKTO-
pa b 3a cBaKy MaTpuIly KaHauaaTa. Kao HHBAPHjaHTa KOPUCTH C€ PACIIOENa,
CKyTIa ancoayTHUX BpeaHocTu Boumosor ciekTpa. TokoM u3BpuiaBatba H03UBa
ce MeTojia 3a U3padyHaBame cyceaHux (yHKIuja 3a dyHKIuje f u ¢ 1no
3aJaTUM BEKTOpHMa. 3aTHM ce u3pauyHasjy Bommosu cnexrpu mobujeHux
cycenuux (OYHKIHja U OpeJe Ce PACIIOJesie CKYIIOBA alCOMYTHUX BPEJHOCTH
BommoBux crekrapa. YKOJMKO Ce pacmofesie MOKJOIE, 38 CBAKY MATPUILY
KaHJIMATa H3pavyHaBa ce KaHIUJAT 33 BEKTOD b.

T'enepucame KauaAuaaTa 3a BEKTOP [

[Ipororun MeToma 3a reHepucaibe KaHauaaTa 3a BeKTOp |

std :: vector< std::set<unsigned> > BooleanFunction ::
getCandidatesForVectorL (std :: vector<int> fWalsh,
std :: vector<int> gWalsh, unsigned vNum, unsigned
valNum, std :: vector <Matrix> candidatesA );

MeToma Kao apryMeHTe NpuxBarTa IBa 00jekTa aABa objekTa Tuna std::vector<int>
KOju peJioMm npeacraBbajy Bommose ciekTpe dbyHKIuja f U g, 1Ba HEO3HAYEHA
nesa Opoja KOjU HpeacTaB/bajy AyKUHY BEKTOpa U apHOCT (DYHKHHje, H
oBjekar Tuna td::vector<Matriz> KOju npeacTaB/ba KaHAUAATe MaTpUa. Me-
tox Bpaha objekat Tumna std::vector< std::set<unsigned> > Koju npezcraBmba
CKYIIOBE KaHU1aTa BEKTOPa [ 3a CBaKy MaTpHILy KaHauiaTa. Kao uHBapujanTa
KOPHUCTH Ce pPaclojiesia CKyIa alcoJyTHUX BpeXHOCTH BoJsmosor crekTpa.
Meroaa mnopeau amncojiyTHe BpeaHocTd Bosamosux crnekrtapa dyHkuuja f u

g. 3a cBakKo MOKJalawe BpeJHOCTH BomoBux crmekrapa u3padyHaBa ce
KaHAMJAT 32 BEKTODP | 33 CBAKy MATPHUIYy KaHIAUIATA.
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4.1.3 Merog 3a yrBphunBame aduHe eKBUBAJIEHTHOCTH
dbynkumja

Y 0BOj TAYKHU AT je OMKMC MeTOJIa KOja ofije OAr0BOP Jia Ju Cy 3ajaaTe Bysose
dyaruyje abuHo exkBuBanenTHe uau we. lIpororun merona 3a yrsphuBame
Ja 14 cy ¢hyHKnuje apuHO eKBUBAJIEHTHE:

void BooleanFunction :: checkAffinelyEquivalence
(BooleanFunction f, BooleanFunction g,
std :: ostream& ostr)

MeTona Kao aprymMeHTe IpuxBaTa JiBa objekTa jama objekta Tuma Boolean-
Function xoju npencraBmbajy dyukiuje f u g u objekar tuma std::ostreamés
ostr Koju mokasyje Ha mecto rae he Outw ucnucan pesyarar. OBa MeTOAa
CaCTOjM Ce OJ TIO3UBA IPETXOJHO ONMMcaHuX Merona. [IpBo ce u3padyHaBajy
BoammoBu u ayTOKOpeJIAIMOHH CIEeKTPH 33ajarux bynoBux ¢ynkumja. Kao
HHBAPHjaHTa KOPHUCTE Ce MAacCHojese AalCOJYyTHUX BpeaHocTH BoJmosor u
ayTokopesamnoHor cnekrpa. Ilopene ce oaroBapajyhe pacmopesie CKynosa
AlCOJyTHHX BpeAHOCTH BoJaNIOBUX W ayTOKOpEJalMOHUX CIEKTapa. AKO
pacrojese HUCY jeIHaKe, U3/1aje ce opyKa Ja pyHKIUje HUCY apUHO eKBUBAJIC-
HTHe. AKO Cy pacnojiesie jeJHake, IeHEDHUILY Ce KAaHAMAATH 3a BpPCTE U
kosioHe marpuie A. IloroMm ce mpoBepaBa ce Ja ¥ CKYIIOBH KaHIUJATA BPCTa,
UMajy Npeceke W akKo HeMajy, 1iajbe ce nopyka ga GbyHKiuje HUCy aduHO
ekBuBasieHTHe. [loToM ce mo3uBajy MeTOu 3a IeHepHCame KaHAUJIATa 3a
Marpuiy A u Bektope b u [. Ha kpajy ce 3a cBaky TPOjKy MaTpulle U JBa
10j oJroapajyha BeKTopa npoBepu j1a Jiu ¢y hyHKIuje auHO eKBUBAJIEHTHE
U aKo jecy, Tpojka A, b, [ ce mpociehyje Ha usnas.

4.2 Ilporpamcka peajmu3aluja 1 pe3yJaTaTH TECTOBA

Y 0BOj TAaYKHM U3JI0KEHH CYy TECTOBU U METOJU 3a M€HEPUCAHE TECTOBA AJIFOPUTMA
3a 1poBepy adpuHe eKBUBAJIEHTHOCTH ABejy 3ajaTux Bynosux dbyskumja. ¥
JIDYTOM JIeJly AT je IPerJiel] pe3ysTaTa TeCTHPAmbA.

4.2.1 TecToBu 1 METOAM 332 r€eHEPUCAIHE TECTOBA

3a TecTuparbe anropurma KopuirheHo je no 10 HacyMH4HO 0/1abpaHUX MapoBa,
dbyuxuuja uz R(s,n) 3a paznauqure s u n. [IpBa dbyukuuja 6upa ce HACYyMHUIHO,
JIOK ce npyra DYHKIHja FeHepHIle O IIPBe IIOMONy cJiy4ajHo ogabpaHe peryJia-
pHE MaTpHIE U ABa CJIy4ajHOo ojabpaHa BEKTOPA. 3a HACYMUYHO ME€HEPHCAHE
dbyuknmja uz R(s,n) xopucTu ce marpuna reseparop 3a Pug Masepose
KOJIOBE peja n. Y HACTABKY Cy ONMCAHH METOJM 34 HACYMHYHO E€HEDPHUCAHHe
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maTpuna u pyukmuja. Jleraman mpersex MeTona 1aT je y garorekama Boolean-
Function.cpp u matriz.cpp.

Meroz 3a reHepucame MaTpure reaeparopa 3a Pnag Masnepose koose
pena n

IIporoTun meTona 3a reHepucame MaTpulle reHeparopa 3a Pux Mazepose
KOJIOBE pejla n:

Matrix Matrix:: generateReedMullerMatrix
(unsigned n, std::vector<std::string>& monomials)

Merona Ha yna3y npuxBaTa HeO3HAUeH 1eo 6poj KOju MpeiacTaB/ba apHOCT
dbyukuuje u oapehyje ayxuny koma. Jpyru aprymeHT je pedepeHia Ha
BEKTOp y KOju he ce cMemrard 3HAKOBHE O3HaKe Mpou3Boda. Merona Bpaha
objekar Tuna Matriz Koju npejacras/ba MaTPHILy reHeparopa 3a Pug Manepose
KOZOBe pena m. Marpuia ce reHepuiie MmomnymwaBameM Bpcra. [IpBo ce
IpBa BPCTa IIOCTABU HA jeauHu4Hy yHKUHjy. [oToM ce HapeaHux n Bpcra
HOIYHhaBa BEKTOPUMA, L1, L9, . . . Tp. IATUM CE IONYHhaBa HapeIHHX (’QL) BpCTa
CBUM IIPOM3BOJAUMA JYZKUHE 2, I1a HAPEIHUX (g) BPCTa CBHUM IIPOU3BOIAMA
ayxute 3 uta. OBO momymaBame je PeaJm30BaHO TAKO Ja Ce (:) BPCTa,
HOIYHaBa Kao IPOU3BOJ MPBUX 7 U TMOCTEIHUX (,:_’1) Bpcra. [lpuaukom
U3padyHaBalba MPOM3BOIA YYBa CE HEeroBa O3HAKA.

Merona 3a HacymMu4HO reHepucamwe Bynosux dyukmuja n3z R(k,n)

[TporoTun MeTo/a 3a HACYMHUYIHO TeHepucame BynoBux dbyuknuja uz R(k,n):

BooleanFunction BooleanFunction ::randomReedMuller
KNBooleanFunction (unsigned k, unsigned n,
std :: vector<std ::string>& anfFunction)}

Metoma Ha yjaa3y IpUXBaTa ABa HEO3HA4YEHA Ieja Opoja KOoju Mpe/icTaB/bajy
apHocT n u pen ¢yuknuje k. JIpyru apryMenr je pedepeHiia Ha 3HAKOBHH HU3
y KoMme he 6uTH cauyBaHa 3HAKOBHA penpe3eHTanuja ¢pyukimje. OBa Metoma
OpBO MO3MBA METOJ 3a IeHepHCame MaTpuile reHeparopa Pua Maseposux
komoBa pexa n. [lorom ce 3a cBaku cTemeH WwiaHa S,S < Kk Ha ClaydajaH
HaumH Gupa 6poj wianoBa cremeHa s. Kama ce omabepe 6poj unamHoBa, Ha
cly4yajaH Ha4WH OuUpajy ce W caMu 4iaHOBM nosuHOMa. [lo m3bopy cakor
YjaHa 4YyBa C€ W HerobBa 3HAKOBHA penpe3eHTanuja. Ciiy4ajHO reHEpUCAHA
dyHKIMja npeacTaB/beHa je 30MpoM CIyuajHO 07abpaHuX 4/IaHOBA ITOJTHHOMA.
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Tabena 4.1: Pesynratu Tectupama aaroputva 1(2,4) mo R(4,4)

R(2,4) R(3,4) R(4,4)

DA | Bpeme y Mmc @A | Bpeme y mc @A | Bpeme y Mc
1 | 34500 860 | 29580 220 | 50ee0 200
2 | 4ealel 9634 | 2e80 30 | 49d250 5761
3 | 34e00 410 | 2e80 30 | 59e80 540
4 | 4eaf20 6912 2fal 20 | 4ca2e0 522
5 | 4eadel 4651 | 29ac0 180 | 4e0a20 6508
6 | 4eaf20 3341 | 2f40 20 | 4ca250 3530
7 | 22e00 170 | 2f40 20 | 49d220 3791
8 | 4ce00 260 | 2f40 30 | 35eel 160
9 | 34e00 200 | 29a00 170 | 4e9b40 3740
10 | bfe00 631 | 2f40 20 | 4ca250 3531

4.2.2 Pe3yaratu recTupama

OBJie Cy U3/I02KEHU Pe3yJITaTH TECTHPalba aJrOPUTMA 3a MpoBepy adune
eKBHBAJIEHTHOCTH JiBejy 3a1aTuX bymnosux dyukuuja. Tecrupame je cuposee-
HO HaJ Kaacama BysnoBux ¢gpyHkuja apaoctu ox 4 1o 11 y3umajyhu pegom cse
krace obmuka R(k,n),k =2,11,n = 4,11. 3a cBaky HaCyMHYHO TeHePHCAHY
dyukImjy 6esiekeHo je BpeMe U3BPIIaBabha aJropuTMa i 6poj HpoBepa TPOjKu
kauaunara A, b u [ koje nucy adpuna rdancdopmanuja mpse y Apyry GbyHKIH]Y
(6poj naxkHux anapma). Pesysmraru qo6ujeHn IporpaMoM MpeICTaB/beHHI CY Y
tabesu 4.1. 3a KOMIUIETHe pe3yJITaTe U IeTajbe O FeHepucanuM PYHKIUjaMa,
HOrJIeaT! IaTOTEKe JaTe y MPUJIOry.

[Tpunukom Tectupamwa dbyukiyja u3 R(k, n) 3a pasnudure Bpe HOCTH k U n
YOYEHO je Ja aaropuTtaM Oprke J0JIa3y JO pelllelka Kajaa je pa3iauka usmehy &
u n MmaJa. 3 pesynrara ce Buay fa je tana 6poj KaHIMIaTa MATPHIIA 3HATHO
MarbH Hero Kaja je pasyuka usmehy k u n pesuka. TecTuparbe je moka3aJo na
je 6poj kanaugara mMarpuna Hajsehu 3a dyHKIUje MaJOr CTENeHa U BeJIHKe
aproctu. OBO je ¥ OUEKUBAHO, jep ja TaJa BepPOBAaTHONhA reHepucama OGeHT
dyukuumje Beha mero y ocranmum ciydajeBuma, a mrTo je OYHKIMja CAUYHIjA
OenT pyHkuju TO je 6poj KanauaaTa Behu. AsropuraM no4umbe 13 yCIopasa
3a apHocTu dyukuuje n > 10 u Taja HUje MPAKTHYHO KOPUCTAH. 33 APHOCTH
dyuaxnuje n < 10 MoXKe ce TPAKTHYHO UCKOPDUCTUTH K30 ajaT 3a pellaBalbe
npobyeMa Kinacudukanuje wim Habpajama Bymosux dpyHKINja HEKUX UHTEDe-
CaHTHUX CKyIIoBa bymoBux dyuknuja.



I'taBa 5

3aK/bydakK

Y paxy je peasiu30oBaH ajropuram 3a npoBepy aduHe eKBHBAJEHTHOCTH
JBe 3aaare Bysose GpyHKIMje 3aHOBAH HA NPUMEHU HEKOJIMKO HHBADUjAHTH.
[IpakTnyHO je MpUMEHJ/bUB 3a TpoBepy aduHe eKBHBAJEHTHOCTH DBysioBHX
dunkImja Koje 3aBuce o 0ko 10 MpoOMEeH/bUBUX. AJICOPUTAM C€ y OBOM
0OJIUKY MOKe KOPHCTHTH Kao ajaT 3a KJacuduKanujy HeKux CKyrnosa BymoBux
¢yHKIIMja MAJIOT cTelleHa. 3a yHanpeheHmbe alropuTrMa HeOIX0AHO je eTa/bHO
nzydapatbe Kaaca BymoBux pyHKIM]ja U IPOHAJIaXKeme mMTOo Beher 6poja TpaHe-
dopmanuja Bynopux pyHKIMja B HHBAPKjAHTH.

IIusb oBOr paja HHje caMO UPEACTAB/bAIE jeJHOI AJIOPUTMA 33 IPOBEPY
adune exkBUBaJeHTHOCTH (GyHKIMja. Pax Tpeba ma moMmorse y pasyMeBamwy
3Havaja npobsema mro 64 MOIJIO Jia J0Beje J0 NMPOHATaXKeHha ePUKACHUjUX
pelema.
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