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1. UVOD

Mnoge statistitke metode pretpostavljaju odredenu raspodelu u izvodenju rezultata i zaklju€aka.
Medutim, kada pretpostavljamo preciziranu raspodelu, prihvatamo odredenu dozu rizika. Ako se
takva raspodela ne uklapa, tada bi dobijeni rezultati bili nekorektni. Zato je potrebno paZljivo
proveriti pretpostavke vezane za raspodelu. Jedan pristup su empirijske procedure, koje su lake
7a razumevanje i implementiranje, i zasnovane su na intuitivnim i grafi€kim analiziranjem
funkcije na koju sumnjamo. Postoje druge, formalnije metode i procedure pristupanja
pretpostavkama vezanim za raspodele. To su testovi saglasnosti, zasnovani na statistickoj teoriji.
Sastoje se iz raznih prorafunavanja i Cesto zahtevaju kori§éenje specifi€nog softvera da bi se
proslo kroz dug i komplikovan racun, ali rezultati su kvantitativni, i kao takvi, mnogo pouzdaniji
od empirijskih procedura. Testovi saglasnosti su, u sustini, zasnovani na dva elementa raspodele:
funkciji raspodele i funkeiji gustine verovatnoca. Hi-kvadrat test je zasnovan na gustini, dok su
Kolmogorov-Smirnov i Anderson-Darling testovi zasnovani na empirijskoj funkciji raspodele.
Prvo je potrebno postaviti poetnu hipotezu, kao 1 oceniti njene parametre. Obicno je to hipoteza
o normalnosti. Zatim se uporeduje konkretna, empirijska, funkcija raspodele, dakle raspodela
konkretnog uzorka, sa pretpostavljenom funkcijom raspodele. Ako se te dve raspodele slazu
(probabilisti¢ki), tada moZemo pridodati veliki znadaj nasim pretpostavkama. MoZemo reci da se
izabrana raspodela dobro uklapa sa datim podacima. Generalna procedura se sastoji u definisanju
test-statistike koja je mera udaljenosti pretpostavljene raspodele i konkretnog uzorka. Zatim se,
na osnovu zahtevanog nivoa zna¢ajnosti, odreduje kritiéna vrednost testa. To je prag tolerancije
udaljenosti pretpostavljenih od ostvarenih podataka. Ako teorijska i empirijska raspodela imaju
veéu meru udaljenosti od kriti¢ne, tada imamo razloga da odbacimo pretpostavku o sumnjanoj
raspodeli. Najéese je slucaj da je pretpostavljena raspodela normalna, a ako je odbacimo,
definifemo koju raspodelu uzimamo kao alternativu  nultoj hipotezi. To mogu biti
eksponencijalna, beta, itd. Neki od testova imaju vecu sposobnost detektovanja posmatranog
neslaganja teorijskih sa empirijskim podacima. Za takve testove kaZzemo da imaju veéu mo¢ od
drugih, &ija je sposobnost odbacivanja netaéne pretpostavke manja.

Postoje brojni testovi saglasnosti koji su zasnovani na empirijskoj funkciji raspodele:
Kolmogorov-Smirnov, Anderson-Darling, Kramer fon Mizes, Kuiperov test, Nojmanov test itd.
Svi su zasnovani na merenju udaljenosti teorijske od empirijske raspodele, ali koriste razlicite
mere udaljenosti, odnosno test-statistike. Te test-statistike, kao funkcije uzorka, i same
predstavljaju slu¢ajnu promenljivu koja moZe slediti neku odredenu raspodelu. U zavisnosti od
osobina raspodele test-statistike, razlikujemo i razliGite osobine pomenutih testova, razliCite
kritiéne vrednosti i moéi. Ove osobine zavise i od definisane alternativne raspodele.



M e =i - G En W = B

« Empirijska funkcija raspodele

Dat je uzorak od n promenljivih i od tog uzorka formiran varijacioni niz x; < x2< ...

broj x;—ova koji su<x

Empirijska funkcija raspodeleF, (x) =

tj.Fn(x) = X1 1(Xi < x)

E(x)=0 x<X;
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Grafik 1 — uporedivanje empirijske i teorijske raspodele.

< Xp.



« PIT (eng. Probability Integral Transformation)

Z = F(x) transformiSe gustinu raspodele f{x) u gustinu f*(z) uniformne raspodele U[0,1].
fH2) =1, F¥z)=zza0<z<l

Razlog za uvodenje ove transformacije je $to je racunanje sa funkcijom F* dosta prostije

od radunanje sa F. Izraz F,(x) — F(x) se transformiSe u F;(z) - z. Pokazimo ovu tvrdnju:

Neka je F, funkcija raspodele slucajne promenljive X. Iz transformacije Z = Fx(X)
slediFAZ) = P(Z<z) = P(Fx(x)<z) = P(X<F v (2)) = FX(F. v!(2)) = z za z iz intervala [0,1], dakle
z sledi uniformnu U[0,1]. Na primer, ako X ima eksponencijalnu raspodelu sa funkcijom

raspodele F(x) = I - e* tada ¥ = I - ¢*ima U[0,1] raspodelui ¥’ = e takode, zbog simetrije.

Znadajna familija testova podobnosti (krace: GoF; eng. goodness of fit) koristi PIT da
prvo transformiSe posmatrani uzorak u U[0,1], raspodelu F(X) standardizuje tj. bilo koju na
uniformnu, pa se kaZe da su ovi testovi slobodni od raspodele. Ipak, PIT ne mora oCuvati sve
bitne karakterisitike GoF-a. Veoma je koristan jer omogucava standardizaciju, ali postoje

ogranicenja.

o Supremum statistike

Definigimo sledeée statistike koje se odnose na najvece odstupanje teorijske od empirijske

funkcije raspodele:
D'=sup, (Fu(x)-F(x))

D" = sup(F(x) — Fn(x))

D = sup|Fu(x) - F(x)|



V=D"'+D

Ove supremunm statistike su invarijantne u odnosu na PIT postupak.

« Integralne kvadratne devijacije

Kramer fon Mizes familija testova meri integralna kvadratna odstupanja Fu(x) od F(x)

odgovarajuée ponderisana teZinskom funkcijom ¥: @ =n * f_c:o (Fu(x) — F(x)) * Y(x)dF ili, u

standardizovanoj formi (posle primene PIT) O = n * fol (E'(2)— z)2 * Y(z)dZ.
Posto konstrukcija F;(z) ukljucuje integraciju,F; (z;) i F; (z2) nisu nezavisni.

Kada je ¥(x) = I, dobijamo statistiku Kramer fon Mizesa, W’ =n* fol Fal@— 2)’dz, a
za ¥(x) = 1/ (z * (I - z))dobijamo statistiku Anderson-Darlinga, A%

A2 teZi ka o$trim odstupanjima blizu z = 0iz = I zbog z - ;' (z) = O blizuz =01z =I.

Vontson je predloZio statistiku na krugu: UV=n*{ 01 Fr(@)—z—/, 01 (Fa(@ - z)dz)zdz.

« Nojmanov statisticki test

Alternativna  hipoteza ovog testa odgovara raspodeli eksponencijalne  familije
gz =C (01 0, ..., 01 *exp (XX 0, mi(z)), gk su glatke alternative uniformnosti, r;Lezandrovi
polinomi reda i, Oslobodni parametri, a C funkcija normalizacije. Test-statistike

Ni =% N i(z))° za velike vrednosti Ny imaju pribliZno x2.



« Kuiperova test-statistika

Ranije smo definisali supremum statistike D' i D. Ako obelezimo Z; = F(X) gde je X}, X, ..., Xn

prost sluajan uzorak obima n, ove statistike =~ moZemo  izraziti i1 kao
j A i—1 . . oy . R
D" = max(fl- -z) i D = max (z - l—n—). Kuiperova statistika se definiSe kao zbir D'i D, .

v = D' + D, ili drugatije, V = sup|Fu(x) — F(x)| - inf|Fa(x) — F (x)|. Test je osetljiv na male
X X

promene na repovima i oko medijane.

Primer 1.

Testiramo hipotezu da se racunari kvare u nekim dobima godine vise nego u drugim. Da bismo
ovo testirali moramo prvo prikupiti datume na koje su se test racunari kvarili i izgraditi
empirijsku funkciju raspodele F, Nulta hipoteza je: kvarovi su ravnomerno rasporedeni.
Kuiperova statistika se ne menja ako promenimo pocetak godine. Ako se kvarovi deSavaju
uglavnom vikednom, mnogi K-S testovi bi to propustili jer su vikendi ravnomerno rasporedeni
tokom godine. Ova nesposobnost da se razlikuju raspodele sa oblikom ceslja (,cesljaste
raspodele ) kljucan je problem sa svim statistikama na osnovu varijanata K-S testova. Kuiperov

test primenjen na dogadaj po modulu jedne nedelje je u stanju da otkrije takav obrazac.



2. Glivenko-Kantelijeva teorema

U svim testovima koji koriste empirijsku funkciju raspodele koristimo osobinu da se stvarna

funkcija raspodele i empirijska funkcija raspodele ne razlikuju znacajno, pod nultom hipotezom.

Neka je x5, Xz, ..., X prost slucajan uzorak iz raspodele F(x). Za dato x € R moZemo
zakljuditi da vazi F,(x) = F(x), gde je K, empirijska funkcija raspodele. Primenjujuci jaki
zakon velikih brojeva na niz indikatora I (x; < x) (dovoljno je da vazi E [ (x; < x)| < oo, §to je
trivijalno jer je |I] < 1). U ovom smislu F, (x) je razumna ocena za F(x), za dato x € R;alidali
je E, = F u smislu funkcija od x. Odgovor na to daje Glivenko-Kantelijeva teorema (G-K

teorema):

Neka je x7, X2, ..., X» prost slu€ajan uzorak sa funkcijom raspodele F. Tada vazi sledece:

suplF,(0) = ()l 3,0

X€ER

Ovaj rezultat je moZda najstariji i najpoznatiji na velikom polju teorije empirijskih

procesa, koja je u centru moderne ekonometrije.

Statistika sup,cg|F, (x) — F(x)lje statistika Kolmogorov-Smirnova. Dokaz ¢e ici u vise

etapa (tri leme i sam dokaz teoreme).

Lema 1: Ako je F funkcija raspodele na R, tada za svako £ > 0 postoji kona¢na podela brojevne
ose —0 =ty < t; <t <<t =oo,takvidaza0 <j < k-—1vai:

F(tz) —FG) <e
Dokaz: Neka je € > 0 proizvoljno to = —oo, za skup BYj = 0 definisemo

ty1 = sup{z|F(2) < F(t;) + e|} = supB



Pokazimo da vazi F(tj+1) =>F() +e

Kada bi F (tj +1) bilo manje od F(t;) +¢&, mogli bismo se pribliZiti levoj strani
nejednakosti  proizvoljno blizu (zbog desne neprekidnosti  funkcije raspodele). Dakle,
F(t11+8)< F(t)+& pa bi tjy1+8 €B, a tiq=supB, a tjy1+6> b, §to je
kontradiktorno.

Dakle vazi F(tj41) = F (vfj+1) + &, ij. izmedu ty ity postoji skok bar €. Posto je
F € [0,1] i skok je ogranmicen sa donje strane. Onda imamo konacan broj podele — =ty <
<t <tp<--<tp=o0zak <o Zat g =tiy3 —06 EBjerjet;y = supB, a za B vaZi po
definiciji F(tj41 — 6) < F(t]) + et F(tj_+1) < F(t) + €, odnosno F(t31) — F(tj) < &,8to je

i trebalo dokazati.

Lema 2: Neka su E, i F empirijska i teorijska funkcija raspodele tako da vazi F, (x) > F(x)i
E,(x7) - F(x™), za svako x€ R. Tada sup,eg |E,(x) — F(x)| = 0.

Dokaz: Neka je € > 0 proizvoljno. Treba pokazati da3N = N (¢), tako da svako n > N i svako
x € Rvazi |E,(x) —F(x)| < e.

Neka je —0 =ty < t; < t; < -+ <ty = oo podela takva da za svako j, 0 < j<k-—1
vazi F(t31) —F (t}) < % Postojanje ovakve podele garantuje lema 1. Za svako x € R postojij,

tako daje t; < x < tj,y. Za takvo j vazi:
F(t) < () < E(fh)
F(t) < F(x) < F(t341)
Zato §to su obe E, i F rastuce funkcije. To dalje implicira:
F () = F(t31) < F() — F() < Fu(t31) — F(t7)

B(5)~ F(5) + F(5) — F(t3) < () - F@)



), zanz NixE€
dobijamo tyrdenje obe

x € Q i neka je F,(x) — E,(x7)~ F(x)—F (x7) zasve tacke

koka od F
F(x) »> FO FG)~F (=)
Dokaz: Neka je X € R. Prvo pokaZimo da F,(x) ™ F(x)- Neka su st € Q takvi dajes <X <t
Prvo pretpostavimo dajex tacka u kojoj jeF neprekidna. posto je Fa )<k x)= E, (), sledi:
F(s) & lirrlninf E,(x) = limsup Fa (x) <F ()
—S® e
im F(s) = i, F() = FO)
s—X t—Xx
(F&x) = F(xt) =F (x))

) za sve tacke x neprekidnosti od F. Sada pretpostavimo dajex

Odatle sledi Fy (x) ™ F(x

tacka skoka od F.
F,(s) t+ F,(x) — F,(x7)s E,(x) = E,(t)

iminf F, (%) < limsupkn

F(s)+F(x)——F(x‘)_<_l (x)éF(t)




Posto je
lim F(s) = F(x7)
s—x
tl_i)r;1+ F(t) = F(x)
pa i u ovom slué¢aju E, (x) = F(x).
Dokazimo jos i F,(x™) = F(x7).
Neka je x tacka neprekidnosti od F. Posto je F, (x™) < E, (x),
limsupF, (x7) < limsupF,(x) = F(x) = E,(x7).
Za svako s € Q, s < x imamo E,(s) < F,(x7), paje F(s) < liminfF,(x™)
lim F(s) = F(x™)
sox
F(s) < liminf E,(x™) < limsupF, (x™) < F(x7),pa odatle
F,(x7) » F(x™).
Ako je x tacka skoka od F, onda posto
E,(x) — E,(x™) » F(x) — F(x™)(prethodne leme)
E,(x) » F(x)(ve¢ dokazano)
F,(x7)—» F(x7)

Ovim je puno tvrdenje ove leme dokazano. ®
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« Dokaz Glivenko-Kontelijeve teoreme

Kada bismo dokazali da postoji skup N takav da P(N) = 0 i zaVw € N FE,(x,w) > F(x) za
vx € Qi E,(x,w) — F,(x~,0) » F(x) — F,(x7) za sve talke skoka funkcije F, §to znaci da su
uslovi leme 3 zadovoljeni, pa vaZi njeno tvrdenje F,(x) » F(x) i E,(x™) > F(x7), a to su

uslovi leme 2, po kojoj dalje sledi tvrdenje teoreme.

Dakle, za Vx € Q neka je N, skup takav da P(Ny) =0 i za Vw € N F,(x,0) -
F(x)Ny = Uyeg Ny, zaVw € N1, (x,w) - F(x) po konstrukeiji, a posto je O prebrojiv skup,
vazi P(N) = 0.

Za celobrojno i = 1 neka J; oznacava skup tacaka skoka od F veliCine bar % Za svako

iJ; je kona&no. Sa J = Ujg<e J; 0zna€imo skup svih tataka skoka od F. ZaVx € | neka je M,
skup takav da je P(M,) =01 za Vo & M, F,(x,w) — F,(x", w) = F(x) — E,(x7). Neka je
N, = U,¢; M, . Posto je skup J prebrojiv, onda je i P(N;) = 0. Neka je N =N; UN;, po

konstrukciji za Vw & N vazi
E(x,0) > F(x)zaVx € Q i
E,(x,0) —E(x",w) > F(x) - F,(x")zaVx €] i
P(N) = 0.

Po lemi 2 vazi sup|FE, (x) — F(x)]| 2n-e 0, &ime je tvrdenje G-K teoreme dokazano.m
X

Primenimo sada teoremu da bismo dokazali da Med F, - Med F (odgovarajuce
medijane). Neka je m = Med F = inf(x|F(x) = %) . PokaZimo da je prirodno oceniti

Med F saMed F,.

1 1
F(t) >Ezat> m, F(t) <-2-zat <m

11
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Neka je dato £ > 0. Zelimo pokazati da postoji N = N(¢g), da zan > N vazi [Med E, —
Med F| < &. Izaberimo & > 0, takvo da je

! F
6<E— (m—¢)
6<F !
< (m+g)—§

1
F(m—£)<§—6 ¢))

F(m+£)>%+6 (2)

Izaberimo N tako da ¥n > N vaZi sup|F, (x) — F(x)| < 8. To smo u moguénosti uraditi
x€ER

upravo zbog G-K teoreme. Neka je m,, = Med F,. Za takvo n, m,, > m — &, jer bt u suprotnom

bilom, <m—¢,paF(m—¢) >F(m—¢g)—8§> % — &, §to je u kontradikciji sa (1).
Sli¢no tome, m,, < m + &, u suprotnom, ako bi bilom,, > m + ¢, bilo bi

Fim+¢) <E
1
mn>(m+£)+6sz+6

§to je opet u kontradikciji sa (2). Dakle:m — €
m,<m-+é¢
m, € (m—g,m+ &),tj.
|m, —m| <e
|[Med F, — Med F| < €

Med E, —» Med F,po definiciji.

n—ooo
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3. Kolmogorov-Smirnov test

Neparametarski test Kolmogorov-Smirnova (krace K-S test) moZe biti primenjen u slucaju
ispitivanja saglasnosti podataka iz uzorka sad odredenom raspodelom, i za testiranje hipoteze da
dva uzorka potiéu iz populacija sa istom raspodelom. U oba slucaja se koriste kumulativne
frekvencije za uzorke, i na osnovu maksimalne devijacije izmedu odgovarajucih funkcija,
zakljuuje se o prihvatanju, odnosno o odbacivanju formulisane hipoteze. Statistika koja se
koristi je jednostavna i ima raspodelu koja je specifiéna za ovaj test. Dobra osobina ovog testa je
da raspodela test-statistike sama po sebi ne zavisi od ispitivane raspodele, tj. uvek ima svoju
specifiénu raspodelu, bez obzira na koju raspodelu testiramo uzorak. Druga dobra osobina je ta

da je test egzaktan. Uprkos ovim dobrim svojstvima, ovaj test ima nekoliko vaznih ogranicenja:

1. Odnosi se samo na neprekidne raspodele;

2. Osetljiviji je blizu centra raspodele nego na repovima;

3. Mozda i najveéi nedostatak je taj §to raspodela mora biti potpuno odredena (ako postoje
podaci koji moraju biti ocenjeni, kriti€ne vrednosti date K-S tablicom nisu viSe validne i

ti kvantili moraju se odrediti simulacijom).

Kolmogorov-Smirnov test-statistika je definisana na slede¢i naCin:

D, =sup|Fu(x) — F(x)|, gde je Fu(x) = ;1;2?=1 I(X;< x) empirijska funkcija raspodele zadatog
X

uzorka X;, X, ..., X», a funkcija F je ispitivana raspodela. Statistika D, moZe biti izraZena kao

veéa od supremum statistika D" i D™ definisanih u prethodnom poglavlju.

e . i-1 i
D,moZe biti izrazena kao D, = max (F(Y) - —, -
1<i<n n°n

- F(Y;)), gde je Y], Yz, cey Y,,

varijacioni niz datog uzorka.

13



« Raspodela test-statistike D,

lim, .., PN Dn<}) =K(), gde je K(A) = 55 _o(-1)e “2k*2 241> 0iK@4) =0zal<0

o k_—2k?1? 0 k-1,-2k22% Vom —(Z—k——zl):
Y= —(-1)e =1-2¥p1(-)"e Yk=1€

K= sup |B(t)|, gde je B Braunovski most (eng. Brownian bridge).
te[0,1

Braunovski most B(t) je neprekidni stohasticki proces &ija raspodela verovatnoda je

uslovna raspodela Vinerovog procesa W(t), data uslovom B(1) = 0, odnosno:
B@) E(w,\W; =0, te[0,1])

Od&ekivana vrednost ,,mosta“ je 0, a varijansa ¢ * (I - 1), zbog Cega je veca nesigurnost na
sredini mosta nego na krajevima. Ako je W(#) standardni Vinerov proces, normalno rasporeden,
sa olekivanjem O i varijansom f, a elementi su stacionami i nezavisni, tada je
B(t) = W(t) —t * W(1) Braunovski most. VaZi i obratno, W(t) = B(y) + t * Z je Vinerov proces za
t€[0,1]. Ako t€[0,T], uopstenije je W(t) = B( —;—) + \/LT * 7. gde je Z normalno rasporedena

promenljiva.

Druga reprezentacija B(t) = (I —t) * W(i), zat€[0,1],azate[0,00] W) = (1 +1t) B(
i; ). Braunovski most moZe biti takode prikazan preko Furijeovog reda sa stohastickim

koeficijentima:

V2 sin (knt)

B@) =Y5r-1Zy * ,gdeje Z: N(0,1),i=1, 2, 3,.

Dakle, \/HD,,E sup|B(F(t)|, pod uslovom da vaZi nulta hipoteza: uzorak dolazi iz raspodele
t

F(x). Kriti¢ne vrednosti funkcije K, odnosno P(K > 1,) = a, nalazimo iz tabele. Test-statistike 1
asimptotske raspodele izneo je Andrej Kolmogorov (Anapéii Huxonaenua Kommoropos, 1903 -
1987.), dok je tablicu raspodela objavio Nikolaj Vasiljevi¢ Smirnov (Hukonait Bacumbenud

Cwmupaog, 1900 - 1966.).

14
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Odbacujemo hipotezu da uzorak potie iz date raspodele ako je vrednost test-statistike
veda od kritiéne vrednosti iz tabele. Postoji nekoliko varijacija ovih tabela u literaturi koje
koriste nesto razlidite skale za kriti€ne oblasti. Ove alternativne formulacije bi trebalo da budu
ekvivalentne, ali je neophodno da se osiguramo da je test-statistika raCunata na nacin koji je

konzistentan na¢inu na koji su dobijene kriti¢ne vrednosti.

Primer 1.

U 150 merenja jedne karakteristike kvaliteta X, dobijeni su podaci dati u tabeli. Da li se moZe
smatrati da X ima N(40.48, 32.59)?

x Ji Fn(x) X —m F() =0(=") | [Fa() — F(x)]
g

- 305 5 0.0333 -1.75 0.0401 0.0068
30.5-33.5 13 0.12 -1.22 01112 0.088
33.5-36.5 23 0.2733 -0.7 0.2420 0.0313
36.5—-39.5 22 042 -0.17 0.4325 0.0125
39.5-42.5 29 0.6133 0.35 0.6368 0.0253
42.5-45.5 29 0.8067 0.88 0.8106 0.0039
45.5-48.5 16 09113 14 0.9192 0.0079
48.5 - 13 1 2.46 0.9930 0.0070

Hy: X- N(40.48, 32.59)
HI: X nema N(40.48, 32.59)

D, =max|F,(x) — F(x)| = 0.0313; ako za nivo znacajnosti uzmemo a. = 0.05, kriticna vrednost iz
X

tablice je Dy = 0.1340 i na osnovu toga donosimo zakljucak da uzarak ne upada u kriticnu oblast

jer je D,< Dy, pa ne odbacujemo nultu hipotezu Hyp: X: N(40.48, 32.59).

15



Test Kolmogorov-Smirnova primenjuje se i kao test saglasnosti, $to podrazumeva da je
obeleZje koje se posmatra kvantitativno, da je za elemente iz uzorka moguce odrediti
kumulativne relativne frekvencije i raspodelu na populaciji opisati funkcijom raspodele. Kako se
statistika testa bazira na razlikama ove dve funkcije, a ne na samim vrednostima obeleZja, ovaj
test je moguce primeniti i u testiranju raspodele nekih kvalitativnih obelezja. U okviru nulte
hipoteze je, u tom sluéaju, potrebno definisati pretpostavljenu raspodelu, a obeleZje mora biti
takvo da je njegove modalitetet moguée rangirati na osnovu stepena izraZenosti posmatrane
karakteristike, kako bi kumulativne frekvencije imale smisla. Kroz slede¢i primer e biti opisan

postupak primene K-S testa u reSavanju takvog problema.

Primer 2.

Pretpostavimo da je zadatak istraZivaca u jednoj fabrici decjih igracaka da otkrije da li deca
vise vole lopte svetlijih ili tamnijih tonova. Test se sprovodi na uzorku od 10 mali§ana i svakome
od njih se donosi po pet lopti obeleZenih brojevima 1-5. ObeleZje Cija se raspodela testira je
izrazeno brojevima i lopte se razlikuju po boji, tako da je brojem jedan oznalena lopta na kojoj

preovladuju najtamniji tonovi, a brojem 5 lopta sa najsvetlijim tonovima.

Nulta hipoteza: ne postoji razlika u ocekivanom broju izbora svih pet tonaliteta i svaka
razlika koja se pojavi je sluc¢ajna varijacija u uzorku iz uniformne populacije gde je fi = f> = f3 =
f1 = f5; alternativna hipoteza: nisu sve f; jednake. Pretpostavimo da je jedan od maliSana
odabrao loptu 2, petoro loptu 4 i cetvoro loptu 5. Sledeca tabela prikazuje ove podatke i

prilagodava ih za primenu K-S testa za jedan uzorak.
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Xi 1 2 3 4 5

1 0 1 0 5 4

7, i 2 3 ) 1
5 5 5 5

Fy 0 1 1 6 1
10 10 10

[Fy(x) = Fo(x)| 3 5 2 0
10 10 10 10

Fy je teorijska raspodela kada je hipoteza Hy tacna, 1. f; :%,D,, = max|F,(x) — F(x)| =0.5,
X

kritiéna vrednost za oo = 0.05, n = 10 je Dy = 0.4864. Posto je D,> Dy zakljucujemo da Hy treba

odbaciti u korist H;: maliSani preferiraju svetlije boje lopti.

« Kolmogorov-Smirnov za dva uzorka

K-S test se koristi i za testiranje da li dva nezavisna uzorka poticu iz iste populacije (ili iz
populacija sa istom raspodelom). Dvostrani test je osetljiv na bilo koju razliku u raspodelama iz
koje su dva uzorka bila izvudena, dok se jednostrani test koristi za odluivanje da li su ili ne
vrednosti populacije iz koje je izvucen jedan od uzoraka stohasticki vece od vrednosti populacije
iz koje je izvucen drugi uzorak. Ovakav test bi se, na primer, mogao Koristiti za testiranje
pretpostavke da ée rezultati eksperimentalne grupe biti bolji od onih iz kontrolne grupe. Kao K-S
test za jedan uzorak, i ovaj test se odnosi na slaganje izmedu empirijskih raspodela. Ako su dva
uzorka izvuéena iz iste raspodele, moZe se o&ekivati da ¢e empirijske raspodele oba uzorka biti
bliske, obe ée pokazati samo slucajnu devijaciju od raspodele populacije. Ako su, medutim,
empirijske raspodele dva uzorka mnogo ,razdvojene” u nekoj tacki, moZe se smatrati da su

uzorci potekli iz razliGitih populacija. Zbog toga je devijacija izmedu empirijskih funkcija
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raspodele, koja je veéa od kriti¢ne vrednosti testa za dati nivo znaCajnosti, dokaz za odbacivanje

Hy.

Da bi se primenio K-S test za dva uzorka, potrebno je formirati raspodelu empirijskih
funkcija za svaki uzorak, koristeci iste intervale za obe raspodele. Za svaki interval ratunamo
razlike odgovarajuéih vrednosti empirijskih funkcija raspodele. Test se fokusira na najve¢u od

dobijenih devijacija.

K-S test-statistika je definisana izrazom D = m}gxanl (x) — F2(x)].

Nulta hipoteza je odbagena na nivou znacajnosti a, ako je D > c(a) * %EL-S—Z Vrednosti
1*n2
c(a) su date slede¢om tabelom, za neke vrednosti a:
a 0.1 0.05 0.025 0.01 0.005 0.001
c(a) 1.22 1.36 1.48 1.63 1.73 1.95

Primetimo da K-S za dva uzorka proverava da li su podaci iz dva uzorka potekli iz iste

raspodele, ne precizirajuéi koja bi ta raspodela trebalo da bude.

K-S test moZe, osim toga Sto proverava da li je uzorak izvucen iz raspodele na koju
sumnjamo, da se iskoristi u drugom smeru. Ako izaberemo odredeni nivo znacajnosti a, kriticna
vrednost testa za dato o je Dy, tj. P(Dy> Dy) = a, tada interval [F, — D,, F, + D,] sadrzi F(x) sa
verovatnoéom / — a, tako da, ako ne znamo koja raspodela je u pitanju, moZemo na 0Snovu ovog
intervala poverenja za vrednost F(x) saznati viSe o samoj raspodeli F. Ovo poslednje svojstvo

direktno sledi iz definicije test-statistike i kriticne vrednosti testa:

P(D,> D,) = a. & P(D,< D,) =1—a < P(sup|E, — FI<D,) =
= P(Fy(x) - Da < F(x) < Fufx) + Do) =1 —a
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Mnogi statisticki testovi i procedure su zasnovani na preciziranim pretpostavkama
raspodele. Pretpostavka o normalnosti je posebno odgovarajuca u klasiénim testovima. Mnogo

pouzdanije modeliranje je zasnovano na pretpostavci da podaci poticu iz Vejbulove raspodele.

Postoji mnogo neparametarskih i ,robustnih“ metoda koje nisu zasnovane na
kompletnom preciziranju raspodele. Pod pojmom ,robustne® podrazumevamo tehnike koje se
primenjuju samo pod odredenim §irokim skupom uslova i pretpostavki. Ipak, tehnike zasnovane
na pretpostavci o raspodeli su generalno mnogo moénije od ,,robustnih® metoda. Ako, pak, ne
mogu biti potvrdene pretpostavke o raspodeli, tada se parametarske tehnike generalno

preporucuju.

« Kolmogorov-Smirnov test za desno cenzurisane podatke

Neka su dati podaci tokom vremena. Ako su oni ,,vidljivi“ samo do nekog dogadaja od interesa u
buduénosti, do nekog zadatog vremena, tj. samo sa gornjom (ili donjom) granicom iS¢ezavanja.
Posebno, kada su podaci dobijeni tokom fiksnog vremenskog perioda, vreme nekih subjekata je
jedino naznadeno kao manje od neke unapred odredene vrednosti. Ovaj tip je nazvan cenzurisani
podaci tipa /. Preciznije, ako je posmatrano n subjekata tokom limitiranih vremenskih perioda L,,

Ly, ..., Ln, tako da individualna vremena T; < L, i = 1, 2, ..., n. Ovi podaci mogu biti predstavljeni

parovima promenljivih (7 0i), gde je t = min(T; Ly 1
1,Ti < Li
s~{ori > 1
Kadaje L; = Ly = ... = LkaZe se da su podaci jednostruko (tipa I) cenzurisani.

K-S statistika za ovu vrstu podataka ima malo modifikovani oblik:

Dy, p = SuP]IFn(x) — F(x)| gde je p = F(L)

(-—oo,L

Izra¥ena u funkciji varijacionog niza uzorka ¥;< ¥>< ... < Y, ova statistika ima korisnu

alternativnu formu za raunske svrhe: D, , = lrgaécr (max (Tl—l— F(Y),F(Y;) — l—;—l)), gde r
X

predstavlja broj opservacija manjih ili jednakih datom L-u, tj. r je broj necenzurisanih podataka.
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4. Anderson-Darling test

Anderson-Darling test (krace A-D test) se koristi za testiranje da li je uzorak potekao iz potpuno
odredene raspodele. Ovaj test je modifikacija K-S testa, dajuéi viSe znaCajnosti repovima
raspodele nego K-S test. Ovaj test je slobodan od raspodele u smislu da kriti¢ne vrednosti ne
zavise od precizirane raspodele na koju testiramo uzorak. Test koristi preciziranu raspodelu u
raénunanju kritiénih vrednosti. Ovo svojstvo je prednost zato §to dozvoljava osetljivo i precizno
testiranje, ali istovremeno i mana, jer kriti€ne vrednosti moraju biti izraCunate za svaku

raspodelu posebno, kada raspodela nije potpuno precizirana.

A-D test-statistika spada u integralne kvadratne statistike tipa

(2]

Q=n=* j(F(x) - Fn(x))2 * Y(x)dF

-0

sa ponder-funkcijom ¥ (x) = mx_))’ dakle

. [ (F®-E®)

A ] Fe (- F )

dF (x)

Zbog osobina fuknkcije ¥ (x), test daje znaGajnosti repovima viSe nego druge statistike
ovog tipa.

.....

1 n
A= —n——= Z(Zi — 1) * (InF(Y) +1In(1 = F(%11-0),

gde je Y5, Y5, ..., Yyvarijacioni niz datog uzorka Xj, X3, ..., Xn.

Velika vrednost 4%je prouzrokovana lodim uklapanjem stvarne raspodele iz koje je
ispitivani uzorak potekao sa sumnjanom raspodelom. Statistika A% brzo teZi odgovarajuéoj

. , . « .« . . 2 y .
raspodeli, ve¢ za obim uzorka n> 5 moZe se aproksimirati da 4° ve¢ ima tu raspodelu.
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Kada su svi parametri raspodele koju ispitujemo F(x) = F(x, 6) poznati, tada statistika A’
ima uvek istu raspodelu. To je zato §to PIT pretvara uredene vrednosti uzortka Y, Y, ..., Y,uZ; =
F(Y;,0) uredene vrednosti iz uniformne U [0, 1]raspodele. Statistika A? je tada funkcija od
uredenih U [0,1] vrednosti. Ako, pak, 0 sadrzi nepoznate parametre, onda uzimamo Z; =
F (Yi,é) , gde je B ocena za 6. Tada Z; neCe biti uredene slucajne promenljive iz U
[0, 1]raspodele, pa odredivanje raspodele za A? postaje dosta teZe. Ta raspodela zavisi od obima

uzorka i od vrednosti nepoznatih parametara.

Procedura ¢ée biti ilustrovana za slu€aj testiranja na normalnu raspodelu N(u, a?).
Razlikujemo tri slucaja:
1. u jenepoznato, ocenjeno je sa X, a 0 je poznato;
. : i
2. W je poznato, a cocenjeno sa P = ~u (= w)’

3. oba parametra su nepoznata i ocenjena.

U ovim slu¢ajevima radunanje se vrsi na sledeci nacin

(v, - X .
,za slucaj 1
A
W= {= . 'u,zaslu(“:ajz
- X "
§ ,za slucaj 3

Z =P(Z<W,), Z: N(0,1),tj. Z; je kumulativna verovatnoca standardizovane normalne raspodele

koja odgovara vrednosti W;. Radunamo test-statistiku po formuli:

n

1 )
A= —n——s E(Zi — 1) * (InZ; + (A — (Zns1-0))
i=1

i uporedujuci je sa kritiénom vrednoi¢u iz tablice za dati prag znaCajnosti, donosimo odluku o

prihvatanju ili neprihvatanju hipoteze o normalnosti

Primer 1.
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Testiramo sledeéi uzorak na normalnu raspodelu: 338.7 308.5 317.7 3131 322.7 2942
Posto nije precizirano koja bi to normalna raspodela trebalo biti, moramo prvo oceniti

nepoznate parametre: [I = X =315.82, 6 = s? = 14.9. Za svaku vrednost Y, Y, .., Y5

Y;—315.82
149

varijacionogniza datog uzorka racunamo Wi = a zatim i Z; = ®(W;) i te vrednosti

iskoristimo u izrazu za test-statistiku A>. Za slucaj kada je potrebno oceniti parametre, odnosno

kada raspodela nije precizirana potpuno, koristimo sledecu modifikaciju test-statistike A%

2 075 225
AY =A *(1+———+ 2),
n n

a zatim tu modifikovanu vrednost uporedujemo sa kriticnom vredno$¢u iz tabele, i na osnovu

toga donosimo zakljucak. Na primer, za nivo znacajnosti a. = 0.05, kriticna vrednost je 0.752.
2 S ) . .

Vrednost A* je izracunata na prethodno pokazan nacin i iznosti 0.2017. Detaljni koraci u

njenom racunanju su prikazani u sledecoj tabeli:

i| X | FW) | InFW) | n+1-i | FWais-) | I—-FWasi-) | INF(Wyi1_)
12942 | 00727 | -2.6212 6 0.9383 0.0617 -2.7856
23085 03110 -1.1678 5 0-6784 0.3215 -1.1345
3| 3131 [ 04273 | -0.8502 4 0.5503 0.4496 -0.7993
4| 3177 | 05504 | -0.5971 3 0.4273 0.5726 -0.5574
5| 3227 | 06784 | -0.3879 2 0.3110 0.6889 0.3725
6 | 3387 | 0.9383 | -0.0636 i 0.0727 0.9272 -0.0755

U ovom primeru po A-D testu je opravdano pretpostaviti da uzorak potice iz normalne

N(315.8, 14.9°) raspodele.

Ako bismo hteli da testiramo uzorak na log-normalnu raspodelu, moZemo iskoristiti
navedenu proceduru, ali je prethodno potrebno logaritmovati sve podatke iz uzorka i na tako

transformisane podatke primeniti testiranje na normalnost. Ako su originalni podaci iz log-
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-normalne raspodele, tada su logaritmovane vrednosti tih podataka iz normalne raspodele.
Koristeéi tu &injenicu, testiranje na log-normalnu raspodelu se direktno svodi na testiranje na

normalnost.

« Testiranje na eksponencijalnu raspodelu

><||_“,<

Procedura je sliéna kao za normalnost. Ratunamo Z; = 1 -e X, i = 1, 2, .., n, gde je ¥;
varijacioni niz uzorka, a 1= % ocenjena vrednost parametra A eksponencijalne raspodele
F (x,2) =1—e ™, x> 0.1 u ovom sluaju postoji modifikacije izraCunate test-statistike koja
se raéuna po uvek istoj formuli, ali je modifikacija nesto drugacija:

0.3
A% = A% « (1 +——).
n

Uporedujuéi tu vrednost sa kriti¢nim vrednostima iz tabele donosimo zaklju€ak o prihvatanju ili

neprihvatanju hipoteze o eksponencijalnosti.

xX—a

Ako je data uopstena eksponencijalna raspodela F(x,a,f) =1—e f ,x>a,aif su
nepoznati parametri, transformacijom y; =Yy —Y,i=1,2,..,n—1 vrednosti y; imaju

eksponencijalnu raspodelu sa parametrom A = %, Sto svodi proceduru na malopredasnji slucaj.

Nedostatak ove modifikacije je taj $to se obim uzorka smanjuje za 1, ali zato je velika prednost

to Sto se oslobadamo parametra a.
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« Testiranje na Vejblovu raspodelu

Kroz sledeéi primer ¢e biti pokazan postupak koriScenja A-D testa pri testiranju na Vejblovu

raspodelu.

Primer 2.

Raspolazemo slede¢im uzorkom: 11.7216  10.4286  8.0204  7.5778 14298 4.1154

Potrebno je prvo oceniti nepoznate parametre Vejblove raspodele: F(x,a,f) =1 — e—(??)ﬁ. Na
ovom uzorku dobijamo & = 8.7, B = 1.3. Sada racunamo vrednost test-statistike A-D testa, ali

na nesto drugaciji nacin:
n
1
A= —n——x Y @i= Dn(1 - e2) = Zus),
i=1

a modifikovana verzija koja se koristi u slucaju kada je potrebno oceniti parametre:

A = A2 (1 +—0'2) dejeZ;, = (—i)E
= b 3 . .
No ,gde je Z; %

Koristimo princip p-vrednosti testa, ako je p < a = 0.05 tada odbacujemo pretpostavku o

Vejblovoj raspodeli. P-vrednost testa se ovde racuna po sledeCoj formuli:

1

—0.141.24 +In (A*2)+4.48 « a2

p::
1+e

Nakon proracuna dobijamo A* = 0.3794, AT = 0.4104,p = 0.3466 > 0.05 , pa

zakljucujemo da dati uzorak potice iz Vejblove raspodele sa parametrima a = 8.7, f = 1.3.

Testiranje na eksponencijalnu raspodelu se moZe i izvrSiti procedurom za testiranje

Vejblove sa f = 1, jer je eksponencijalna raspodela samo specijalan slucaj Vejblove.
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Vratimo se sada na sludaj testiranja normalnosti. Alternativna verzija racunanja test-

statistike A-D testa data je slede¢om formulom:

A% = —n—%* Z(Zi—l) *In®d(Y;)+ 2+ (n—1i) +1)*ln(1—¢(Yi)).

Ako dobijemo ocenjenu vrednost za o = 0, ili ako je bilo koja od @(Y;) jednaka 0 ili 1,

tada A% ne moZe biti proradunata, odnosno nedefinisana je.

Pokazano je da ovaj test ¢ak postaje bolji kada se nepoznati parametri ocene iz uzorka

nego u slu¢aju kada su potpuno poznati.

« O teorijskoj raspodeli integralnih kvadratnih statistika

Neka jeu = Fo(x),u; = Fo(x;),i = 1,2,...,nuy = Fo(x(i)), gde je x(;) varijacioni niz uzorka.
Neka je G, empirijska funkcija raspodele za uj, uy, ... Un, Go(n) = S,O <n<1, gde je k

vrednosti od u;, uy, ... u,manje od u, a isto toliko & vrednosti uzorka xj, x, ... x, je manje od x, pa

je zbog toga:

G (Fo () = F(x)

1
W2 = nx [ (G () = w)? ¥ (wdu
0

kada je nulta hipoteza Hy:F = Fp tatna. Za svako u (0 <u<1)Y, = Vnl (G, (w) —u) je
slu¢ajna promenljiva, a njihov skup moZe biti smanjen za stohasti¢ki proces sa parametrom u.

Tada je
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1
PWZ2<z)=P fo(u) * Y(Wdu<z|=A4,02).
0

Za fiksiran skup od u;, uy, ... uxk-dimenzionalna raspodela od Y, (uy), Y, (u2), ..., Y, (ug)

tezi viSedimenzionalnoj normalnoj raspodeli, kada n — oo, sa sredinom i funkcijom kovarijanse:
EY,(u) = 0i €Y, (w)Y,,(v)= min(w, v) —u * v.

Dakle, aproksimirajuéi proces procesa {Y;, (1)} je Gausov procesy(u) sa sredinom 0 i funkcijom

kovarijanse Ey(u)y(v)= min(y, v) — u * v. Neka je

1
a(z) =P fyz(u) * W(u)du < z |,tada 4, (2) > a(2),0 < z < oo.
0

Problem kod statistike Anderson-Darlinga je naéi raspodelu a(z) kada je

U kratkim crtama ée biti pokazano kako naéi raspodelu za fol Z?(uw)du, gde je Z(w)
Gausov stohasticki proces sa o&ekivanjem 0. Kada je jezgro neprekidno i kvadrat-integrabilno

(kao u ovom slu¢aju), funkcija kovarijanse se moZe predstaviti kao
o 1
K= ) 2+ f)
j=1

gde su 4; sopstene vrednosti, a f;(u) odgovarajuce ortonormirane sopstvene fukncije sledecée
integralne jednacine:

1

A+ f K(u,v) * f)du = f(),

0

1 1
f}j-z(u)du = 1.ff,-(u) * fi(wdu=0zai#j.
0 0
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Proces Z(u) se moZe zapisati i kao

RRE
Z(u)—;\/_

*X] *f]'-(u),

gde su X, X3, ... nezavisne veliCine iz standardizovane normalne raspodele. Tada je

JZZ(u)du = Z—*X2

sa karakteristicnom funkcijom

Eexp ithz(u)du HEexp(lt—) = 1—[(1 ——2£>—2

0
Proces Y, (u) = ¥ (w) * ¥, (u)ima funkciju kovarijanse

K(wv) = J¥P@) * ¥(v) * (min(u,v) —u *v).

Kada n — oo,proces Y, teZi ka procesu y*(u) = J¥ () * z+ y(u), sa gorenavedenom

kovarijansom.

Karakteristicna funkcija za grani¢nu raspodelu od nW? je Si;/f/_i%, za¥%(uw) =1, a

1
u(l-u)

ey .. v . —2mit
karakteristi¢na funkcije granine raspodele za A% je o VTR za¥(u) =
2

—2mit

———— moze takode biti izraZena sa
cos (GV1+8it

Karakteristi¢na funkcija 8(t) =

Z 1-—2it 1 1
o0 = [ TA2 = [ [ tered = s
LI+ G+D }.=1,/1—21jitg 475+

§to je upravo karakteristi¢na funkcija sume nezavisnih y?(1) promenljivih sa teZinama 4;.
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5. Kramer fon Mizes test

Ovaj test je jedna od modifikacija K-S testova. O test-statistici je ranije bilo redi, dakle za
uopstene kvadratne statistike, uzimajuéi ponder funkciju ¥(x) identicki jednaku jedinici,
dobijamo statistkiku Kramer fon Mizesa (kra¢e KvM statistika):

o

‘ f (F.(0) — F(0))* dF (%)

Ovaj izraz se moZe redukovati na oblik:

2

11n+i(p(y)—2"—1) ‘

i=1

DokaZimo ovo tvrdenje:

Neka je Y, Y7, ..., Y,varijacioni niz datog uzorka X;, X5, ..., X,. Podelimo brojevnu osu (skup R)
na (—o,Y) U (¥,Y2) U ...U (¥,, ). Tada je

Y;

— 1 cee [ * — z
= £+§1[ + +‘;[ (n (El(x) F(x)) dF(x))

61 2 Y2 2
=n=* f <£——F(x)> dF(x) + f (%—F(x)) dF(x) + -
—o0 Y1
’ n—1 z r n 2
f ( - —F(x)) dF(x)+[(;—F(x)) dF (x)
Yn-1 Yo
Posle smene u = F(x), du = dF(x), granice se modifikuju na

F(—00) = 0,F(Y,),F(Y3), ..., F(Y,),F() = 1, a izraz se dalje raduna na slede¢i nacin:
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F(Y1) (F(r)2) L 2 F(Yy) . 5 F(e0)
n —
n * j (—u)?du + f (Z—u) du+ -+ f ( — —u) du + ] (1 —u)?du
0 KF(Y21) F(yn—-l) KF(YBn)
n 3 1 3, 3 2 3, 2 3
=3* [F ¥) — (E_ F(Y;))” + (E_ F(Y))” — (‘1{— F(Y3))> + (Z_ F(Y;)) — -

n-—1 3 n—1 3 3
~C R PO + (o = F(f)) = 04 (1= FOR)Y| =
1 0
=S |G- Foy - G- Fo +

2 , 1 ,
+C—F12)) - C—-F(2)" +

3 3_ 2 3
+ (;L"‘ F(Y3))’ — (Z_ F(¥3))” +

3_n—1 3
+ (A= F(R) — (———F(h)"
Svaki od sabiraka u poslednjem zbiru je oblika a’>-b’, gdeje b = a — %, pa je
1 a
a® —b% = (a - b)(a® + ab + b?) =;(a2 + a? —;+a2——+—-

_1(32 3a+1)__1[3(2 a+1) 3+1__
n @ T n ¢ n  4n? 4n?2  n2|

L s —pary = Lyr gy Ly = 3 (21 F(y)2+ 1
Gl D=2 v D T i\ ! n3
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e Kramer fon Mizes za dva uzorka

Neka su xj, x5, ..., Xxniys, V2, ..., yu vrednosti obeleZja iz dva uzorka sa po Ni M elemenata,
respektivno. Neka su 7y, 7, ..., ry rangovi vrednosti xj, x5, ..., X, @ 5y, S2, ..., sy rangovi od yy, v,

.., ¥m U objedinjenom uzorku. U ovom sluéaju koristimo sledeéi izraz za test-statistiku:

N M
U 4NM -1 2
T = _ ,d'U:NZ D)2 MZ-—'
1= ]:

Y . ] ... . i+j
Za slucaj kada je x; = x; za neko i i j, onda uzimamo r; = r= T]

» Anderson-Darling i Kramer fon Mizes za cenzurisane podatke (tipa I)

U ranijem tekstu je bilo viSe reci o ovoj grupi i navedena je modifikovana verzija Kolmogorov--

Smirnov test-statistike. Anderson-Darling test-statistika je definisana na sledeéi nadin:
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(B -R@)

A2 =
T ) R - R®)

dFy(x),

1li, u alternativnoj formi:

A2, = =T, (D) * [log(1 — F(Y) — log F(Y)]-
T 2 2 2
—ZZ log(1 — Fy(Y) + 1 * [% — (%) — 1] +log(1— Fo(1)) + In—logp — % Fy (L)
i=1

Kramer fon Mizes test-statistika za ovaj tip podataka je

L
W2, =n» j (E. () — Fo () dFy (),

sa svojom alternativnom verzijom, pogodnijom za racun datom sa

\ | — 0.5 ’
W2y = ) (o1 = ——" + 1 ——’f*(f—Fo(L)).
i=1

12n2 3 \n

U oba slucaja je, kao i kod K-S za ovu vrstu podataka p = Fy(L) i tacno je r broj vrednosti

u uzorku koje su manje ili jednake datom L.
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6. Simuliranje  kvantila raspodela test-statistika
D,, A?iW?i odredivanje modi testova pri testiranju na

pojedine raspodele

Vedina od pomenutih test-statistika ima osnovni, teorijski oblik, i oblik pogodniji za racunanje.
Ti izrazi su &esto funkcija od uredenog uzorka, odnosno varijacionog niza datog uzorka.

i-1 i

D,= max ﬂqu—*;j;“—F(n»,

1<i<n

1 n
A= —n——s Z(Zi — 1) * (InF(Y) + In(1 = F(Yp410),

).

w2 =— +i(F(Y) 2-1
T 12n - ‘ 2n
1=

Neka je, na pocetku, nulta hipoteza: uzorak poti¢e iz normalne N(u, 6%) raspodele. Da
bismo nasli kritiénu vrednost date raspodele neke od navedenih test-statistika, za odreden nivo
znadajnosti, potrebno je napraviti veliki uzorak iz te raspodele, i na¢i odgovarajuéi percentil koji
odgovara datom nivou znaajnosti. Koristimo svojstvo (Glivenko-Kantelijeva teorema) da
teorijsku raspodelu moZemo dobro objasniti empirijskom raspodelom. Ovo vaZi i za raspodele
pomenutih test-statistika. Prvo, potrebna je funkcija koja racuna date test-statistike, koju, u ovom
slugaju, moZemo primeniti za proizvoljne u io?. U glavnom program ¢emo pozvati funkciju na
uzorak koji je generisan istom raspodelom. Tako ¢emo dobiti jednu generisanu vrednost uzorka.
Ponovimo 1i to n puta, dobicemo uzorak obima n iz date raspodele, ¢iji poligon frekvencija
pocinje da “li¢i”na gustinu teorijske raspodele, za dovoljno veliko n. Tako ¢emo oceniti kriti€nu

vrednost raspodele koja odgovara, na primer, zna¢ajnosti 5%, kao onu vrednost u uzorku od koje

je veée 5% vrednosti uzorka, tj. kao 95.percentil uzorka.
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« Funkcije za raCunanje test-statistika

Funkcija ima za argument neki niz koji predstavlja dati uzorak iz odgovarajuce raspodele, kao i
dve realne vrednosti m i s, koje predstavljaju sredinu i standardnu devijaciju normalne raspodele
na koju ispitujemo uzorak. Za neke funkcije je potrebno urediti uzorak u varijacioni niz. To je
uradeno pozivanjem funkcije sort(x), koja dati niz x sortira u neopadajuéem poretku. RaCunanje
vrednosti funkcije raspodele, pod nultom hipotezom(normalna raspodela), vr§imo pomocu
funkcije pnorm(x,mean=m,sd=s)koja za datu vrednost(ili niz vrednosti) x raCuna verovatnocu

P(X<x), gde X:N(m,s?).
Navedimo sve funkcije potrebne za raCunanje test-statistika:

Kolmogorovljeva test-statistika:

KSTest<-function(x,m,s)

{

n=length(x)
z=array(1:10000)
ed=array(1:10000)
d=array(1:10000)
z<-pnorm(x,mean=m,sd=s)
for(i in 1:n)

{ ed[i]<-EDF(x,x[i])

d[iJ=abs(z[i]-ed[i])

c=max(d)
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KSTest<-c

return(KSTest)

}

koja u sebi poziva empirijsku funkciju raspodele EDF(x,t) datog uzorka x od argument realnog t:

EDF<-function(x,t)

{

b=0

n=length(x)

for(i in 1:n)

{ iftx[i]<t)
b<-b+1

}

z=b/n

EDF<-z

return(EDF)

}

Test-statistika Anderson-Darlinga:

ADTest<-function(x,m,s){

y<-sort(x)
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n=length(x)

ad=0

z<-pnorm(y,mean=m,sd=s)

for(i in seq(along=z)) {
ad=ad+(2*i-1)*(log(z[i])+og(1-z[n+1-i})) }
ad=(-1/n)*ad-n

ADTest<-ad

return(ADTest)

Test-statistika Kramer fon Mizesa:

CvMTest<-function(x,m,s){
y<-sort(x)

n=length(x)

cm=1/(12*n)
z<-pnorm(y,mean=m,sd=s)
for(i in seq(along=2z)) {
cm=cm+(z[i]-(2*i-1)/2*n)"2 }
CvMTest<-cm

return(CvMTest)

}
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Na primer, vrednosti test-statistika za testiranje na normalnu N(3,4)moZemo dobiti tako

Sto prvo generiSemo slu€ajan uzorak iz date raspodele, koristeci funkciju rnorm:
x<-rnorm(1000,mean=3,sd=2) ,

a zatim pozovemo funkcjije koje redom racunaju vrednosti D, A%, W2

KSTest(x,3,2)

Rezultat:[1] 0.03331693

ADTest(x,3,2)

Rezultat:[1] 1.385496

CvMTest(x,3,2)

Rezultat:[1] 0.1938553

Ako x uzmemo iz normalne N(0,1) raspodele, a testiranje vr§imo na ocenjene parametre

aritmetiCke sredine i standardne devijacije, funkcijama mean i sd, dobijamo sledece rezultate:
x<-rnorm(10000,mean=0,sd=1)

mean(x)

[1] 0.0006973887

sd(x)

[1]0.9918713

KSTest(x,0.000697,0.9918)
Rezultat: [1] 0.01004823
ADTest(x,0.000697,0.9918)
Rezultat:  [1] 1.235788
CvMTest(x,0.000697,0.9918)

Rezultat:[1] 0.1800063
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« Vrednosti pojedinih kvantila test-statistika pri testiranju na normalnu

raspodelu

Pomoéu navedenih funkcija, u moguénosti smo da izraunamo jednu vrednost test-statistike za
jedan uzorak iz normalne raspodele. Na taj nacin smo generisali jednu vrednost uzorka raspodele
iz koje ta statistika potice (ili asimptotski teZi). Generi§imo na taj nacin dovoljno veliki uzorak iz
raspodele te test-statistike, tako §to ¢emo pozvati odgovarajucu funkciju onoliki broj puta, koliku
hoéemo veli¢inu uzorka, na primer 10000. Zatim, u sortiranom nizu izrafunatih vrednosti,

pronademo onu od koje je vece onoliko vrednosti koliko nivo znacajnosti nalaZe.

Funkcije KScv, Adcv i CvMcv racunaju kriti€ne vrednosti za zadati nivo znaCajnostt

alpha:

KScv<-function(m,s,alpha) {
ks=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rnorm(1000,mean=m,sd=s)

mo<-mean(x)
so<-sd(x)

ks[i]<-KSTest(x,mo,s0)
}

y<-sort(ks)

z<-y[10000-alpha*10000]

KScv<-z
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return(KScv)

ADcv<-function(m,s,alpha) {

ad=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rnorm(10000,mean=m,sd=s)

mo<-mean(Xx)

so<-sd(x)
ad[i]<-ADTest(x,mo,s0)

}

y<-sort(ad)

z<-y[10000-alpha*10000]

ADcv<-z

return(ADcv)

}

CvMcv<-function(m,s,alpha) {

cm=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rnorm(10000,mean=m,sd=s)

mo<-mean(x)

so<-sd(x)
cm[i]<-CvMTest(x,mo0,s0)

}
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y<-sort(cm)
z<-y[10000-alpha*10000]
CvMcv<-z

return(CvMcv)

}

Kada je raspodela potpuno odredena, tada su i ti kvantili potpuno odredeni, i nezavisni
od raspodele, a kada se parametri raspodele ocene, tada ovim simulacijama dolazimo do kvantila
u odgovarajuem sluéaju. Zato nakon svakog generisanja niza iz date raspodele, funkcije za
ratunanje test-statistika primenjujemo za ocenjene vrednosti mo 1 so.

Iskoristimo sada ove funkcije da izratunamo kvantile za neke nivoe znacajnosti i za neke
parametre normalne raspodele. Na primer, za najée3¢e koriSéenu znacajnost od 5%, kriti€ne
vrednosti testova Kolmogorov-Smirnova, Anderson-Darlinga i Kramer fon Mizesa dobijamo
kada redom primenimo  odgovarajue funkcije KScv(0,1,0.05), ADcv(0,1,0.05) 1
CvMcv(0,1,0.05).dobijamo sledeée vrednosti: 0.365972, 1.963827, 0.482874

Funkcije moZemo primeniti za bilo koju normalnu raspodelu, za bilo koju znacajnost.

Primeri:

Ako testiranje vr§imo na uzorku iz normalne N(3,2) raspodele, testiramo uzorak na normalnu
raspodelu. Potrebno je prvo oceniti parametre, pa izraunati test-statistiku kao funkciju ocenjenih
parametara i uporediti sa odgovarajuéom kritiénom vrednoscu.

x<-rnorm(10000,mean=3,sd=2)

mo<-mean(x)

so<-sd(x)

TS1<-KSTest(x,mo,so)rezultat:[ 1] 0.01001983
CV1<-KScv(mo,s0,0.05) rezultat: [1] 0.247554
TS2<-ADTest(x,mo,so)rezultat [1] 0.549884
CV2<-ADcv(mo,s0,0.05)rezultat:2.479366
TS3<-CvMTest(x,mo,s0)rezultat:[ 1] 0.08760063

CV3<-CvMcv(mo,s0,0.05)rezultat:[1] 0.1281427
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U sva tri sluaja je TS<CV, pa zakljuéujemo da uzorak potice iz ispitivane raspodele.

Ako bismo testiranje vrsili na uzorku koji stvarno potice iz eksponencijalne raspodele sa
parametrom na pr 0.33 (ne znamo koja je raspodela a znamo da je sredina date raspodele oko
3,0dnosno priblizno 1/0.33), odlu¢imo da testiramo na normalnu. U ovom slu¢aju bi trebalo
odbaciti nultu hipotezu, §to pokazuju i sledeéi rezultati(sve tri test-statistike su veée od kriti€nih
vrednosti, uzorci su u kriti€noj oblasti) :

x<-rexp(10000,rate=0.33)

mo<-mean(x)

so<-sd(x)

TS1<-KSTest(x,mo,s0) rezultat: [1] 0.157696
CV1<-KScv(mo,s0,0.05) rezultat: [1] 0.04252722
TS2<-ADTest(x,mo,s0) rezultat: [1] 475.287
CV2<-ADcv(mo,s0,0.05) rezultat: [1] 2.628506
TS3<-CvMTest(x,mo,s0) rezultat: [1] 81.6313

CV3<-CvMcv(mo,s0,0.05 ) rezultat: [1] 0.4561487

« Vrednosti pojedinih kvantila test-statistika pri testiranju na
eksponencijalnu, Vejbulovu, log-normalnu i Beta raspodelu

Na sli¢an nadin radunamo test-statistike i kritiéne vrednosti pri testiranju na eksponencijalnu i
Vejbulovu raspodelu, sa razlikom 3to koristimo funkcije rexp(n,rate=lambda) koja generiSe
uzorak obima 7 iz eksponencijalne raspodele sa parametrom lambda, pexp(x,rate=lambda) koja
raduna vrednosti funkcije eksponencijalne raspodele, kao i rweibull(n,shape=a,skale=b) koja
generife uzorak obima n iz Vejbulove raspodele sa parametrima a 1 b 1
pweibull(x,shape=a,skale=b)koja racuna vrednost Vejbulove funkcije raspodele u datoj tacki(ili

—(5b
vektoru) x:F(x,a,b) =1—e @
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Redom navedene funkcije za raCunanje test-statistika i kriticnih vrednosti testova
Kolmogorov-Smirnova, Anderson-Darlinga i Kramer fon Mizesa za eksponencijalnu, Vejbulovu,
lognormalnu i Beta raspodelu:

Test-statistika K-S i raunanje kriti€nih vrednosti pri testiranju na eksponencijalnu raspodelu

KSTestExp<-function(x,lambda)
{
n=length(x)
z=array(1:10000)
ed=array(1:10000)
d=array(1:10000)
z<-pexp(x,rate=lambda)
for(iin 1:n)
{
ed[i]<-EDF(x,x[i])
d[i]=abs(z[i]-ed[i])
}
c=max(d)
KSTestExp<-c

return(KSTestExp)

}

KScvExp<-function(lambda,alpha) {
ks=array(1:10005)

for(i in 1:10000)
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{ x<-rnorm(10000,rate=lambda)
cm[i]<-CvMTestExp(x,lambda)

3

y<-sort(ad)

z<-y[10000-alpha*10000]

CvMcvExp<-z

return{CvMcvExp)

}

Test-statistika K-S i ratunanje kritiénih vrednosti pri testiranju na Vejbulovu raspodelu

KSTestVejb<-function(x,a,b)

{

n=length(x)

z=array(1:10000)

ed=array(1:10000)

d=array(1:10000)

for(i in 1:n)

{
Z[i]<-1-exp(-(x[i}/a)"b)
ed[i]<-EDF(x,x[i])
d[iJ=abs(z[i]-ed[i])

}

c=max(d)

KSTestVejb<-c

return(KSTestVejb)

}
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KScvVejb<-function(a,b,alpha) {

ks=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rweibull(1000,shape=a,skale=b)
ks[i]<-KSTestVejb(x,a,b)

}

y<-sort(ks)

z<-y[10000-alpha*10000]

KScvVejb<-z

return(KScvVejb)

}

Test-statistika A-D i radunanje kriti¢nih vrednosti pri testiranju na Vejbulovu raspodelu

ADTestVejb<-function(x,a,b){
y<-sort(x)

n=length(x)

ad=0
z<-pweibull(y,shape=a,skale=b)

for(i in seq(along=2z)) {

ad=ad+(2*i-1)*(log(z[i])Hog(1-z[n+1-i])) }

ad=(-1/n)*ad-n
ADTestVejb<-ad

return(ADTestVejb)
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ADcvVejb<-function(a,b,alpha) {

ad=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rweibull(10000,shape=a,skale=b)
ad[i]<-ADTestVejb(x,a,b)

}

y<-sort(ad)

z<-y[10000-alpha*10000]

ADcvVejb<-z

return(ADcvVejb)

}

Test-statistika KvM i ra¢unanje kriti¢nih vrednosti pri testiranju na Vejbulovu raspodelu

CvMTestVejb<-function(x,a,b){
y<-sort(x)

n=length(x)

cm=1/(12*¥n)
z<-pweibull(y,shape=a,skale=b)
for(i in seq(along=2)) {
cm=cm+(z[i]-(2*i-1)/2*n))"2 }
CvMTestVejb<-cm

return(CvMTestVejb)
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CvMcvVejb<-function(a,b,alpha) {

ad=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rweibull(10000,shape=a,skale=b)
cm[i]<-CvMTestVejb(x,a,b)

}

y<-sort(ad)

z<-y[10000-alpha*10000]

CvMcvVejb<-z

return(CvMcvVejb)

}

Test-statistika K-S i racunanje kriti¢nih vrednosti pri testiranju na Beta raspodelu

K STestBeta<-function(x,a,b)

{

n=length(x)

z=array(1:10000)
ed=array(1:10000)
d=array(1:10000)
z<-pbeta(x,shapel=a,shape2=b)
for(i in 1:n)

{

ed[i]<-EDF(x,x[i])
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d[i=abs(z[i]-ed[i])
}
c=max(d)
KSTestBeta<-c

return(KSTestBeta)

}

KScvBeta<-function(a,b,alpha) {

ks=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rbeta(1000,shapel=a,shape2=b)
ks[i]<-KSTestBeta(x,a,b)

}

y<-sort(ks)

z<-y[10000-alpha*10000]

KScvBeta<-z

return(KScvBeta)

}

Test-statistika A-D i raunanje kritiénih vrednosti pri testiranju na Beta raspodelu

ADTestBeta<-function(x,a,b){
y<-sort(x)
n=length(x)

ad=0



{ x<-rexp(10000,rate=lambda)
ad[i]<-ADTestExp(x,lambda)

}

y<-sort(ad)

z<-y[10000-alpha*10000]

ADcvExp<-z

return(ADcvExp)

}

Test-statistika KvM i radunanje kritiénih vrednosti pri testiranju na eksponencijalnu raspodelu

CvMTestExp<-function(x,lambda) {
y<-sort(x)

n=length(x)

cm=1/(12*n)
z<-pexp(y,rate=lambda)

for(i in seq(along=z)) {
cm=cm+(z[i]-(2*i-1)/(2*n))"2 }
CvMTestExp<-cm

return(CvMTestExp)

}

CvMcvExp<-function(lambda,alpha) {
ad=array(1:10005)

for(i in 1:10000)
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z<-pbeta(y,shape1=a,shape2=b)

for(i in seq(along=z)) {

ad=ad+(2*i-1)*(log(z[i])Hog(1-z[n+1-i])) }

ad=(-1/n)*ad-n
ADTestBeta<-ad

return(ADTestBeta)

}

ADcvBeta<-function(a,b,alpha) {

adr=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rbeta(10000,shapel=a,shape2=b)
adr[i]<-ADTestBeta(x,a,b)

}

y<-sort(adr)

z<-y[10000-alpha*10000]

ADcvBeta<-z

return(ADcvBeta)

}

Test-statistika KvM i raunanje kritiénih vrednosti pri testiranju na Beta raspodelu

CvMTestBeta<-function(x,a,b){
y<-sort(x)
n=length(x)

cm=1/(12*n)
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z<-pbeta(y,shapel=a,shape2=b)
for(i in seq(along=z)) {
cm=cm+(z[i]-(2*i-1)/(2*n))"2 }
CvMTestBeta<-cm

return(CvMTestBeta)

}

CvMcvBeta<-function(a,b,alpha) {

cms=array(1:10005)

for(i in 1:10000)

{ x<-rbeta(10000,shape 1=a,shape2=b)
cms[i]<-CvMTestBeta(x,a,b)

}

y<-sort(cms)

z<-y[10000-alpha*10000]

CvMcvBeta<-z

return(CvMcvBeta)

}

Primeri:

Testiramo uzorak na eksponencijalnu raspodelu. Neka to bude prvo uzorak iz eksponencijalne
raspodele sa parametrom A =2. Prvo je potrebno oceniti vrednost parametra A. Ocenjena
vrednost, metodom maksimalne verodostojnosti jednaka je recipro¢noj vrednosti aritmeticke
sredine uzorka.
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x<-rexp(10000,rate=2)
mo<-mean(x)

lambdao<-1/mo

TS1<-KSTestExp(x,Jambdao) rezultat: [1] 0.076034
CV1<-KScvExp(lambdao,0.05) rezultat: [1] 0.375649
TS2<-ADTestExp(x,lambdao) rezultat: [1] 0.659344
CV2<-ADcvExp(lambdao,0.05) rezultat: [1] 1.735248
TS3<-CvMTestExp(x,lambdao) rezultat: [1] 0.068347

CV3<-CvMcvExp(lambdao,0.05) rezultat: [1] 0.382349

Primenimo sada funkcije za testiranje Vejbulove raspodele. GeneriS§imo uzorak iz
pomenute raspodele, sa parametrima na pr. a=3 i b=2, i testirajmo uzorak na raspodelu sa
ocenjenim parametrima

x<-rweibull(10000,shape=3,skale=2)

TS1<-KSTestVejb(x,3,2) rezultat: [1] 0.006582
CV1<-KScvVejb(3,2,0.05) rezultat: [1] 0.035628
TS2<-ADTestVejb(x,mo,so) rezultat: [1] 0.756290
CV2<-ADcvVejb(mo,so,0.05) rezultat: [1] 0.500743
TS3<-CvMTestVejb(x,mo,s50) rezultat: [1] 2.368103

CV3<-CvMcvVejb(mo,s0,0.05) rezultat: [1] 4.534369

Krititiéne vrednosti

Primetimo da bismo dobili isti rezultat kada primenimo funkcije za eksponencijalnu
raspodelu sa parametrom 2 i funkcije za Vejbulovu raspodelu sa parametrima a=1/ A1 b=1.
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« Funkcije za radunanje moci testa pri nekim alternativnim hipotezama

Mo¢ testa predstavlja verovatnocu odbacivanja netaéne hipoteze. Drugim re€ima, znamo da je
alternativna hipoteza u stvarnosti tatna, i mo¢niji je onaj test koji ¢e to “najpre” da zakljuci.
Potrebno je generisati uzorak iz alternativne raspodele, i izraCunati verovatnocu da test-statistika
bude u kriticnoj oblasti, tj. bude veéa od odgovarajuce kriticne vrednosti. Tu verovatnocu
aproksimiramo, kao i do sada, uzorackom proporcijom.

Funkcije za raCunanje modi testova K-S, A-D 1 KvM pri:H, :N(m,s?) protiv H, : £(lambda),
parametri m,s,lambda su argument funkcije koji se mogu proizvoljno zadati:

POWNexpKS<-function(m,s,lambda,alpha)
{
M<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
x<-rexp(10000,rate=lambda)
M[i]<-KSTest(x,m,s)
}
¢<-KScv(imn,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[iJ<c)
i=i+1
POW=(n-i+1)/n
POWNexpKS<-POW

return(POWNexpKS)
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POWNexpAD<-function(m,s,lambda,alpha)
{
M<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
x<-rexp(10000,rate=lambda)
M[i]<-ADTest(x,m,s)
}
¢<-ADcv(m,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
=it+1
POW=(n-i+1)/n
POWNexpKS<-POW

return(POWNexpAD)

}

POWNexpCvM<-function(m,s,lambda,alpha)
{
M<-array(1:10000)

for(i in 1:10000)
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POWexpWblIIAD<-POW

return(POWexpWblIAD)

}

POWexpWblICvM<-function(a,b,lambda,alpha)
{
M<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
x<-rweibull(10000,shape=a,skale=b)
M[i]<-CvMTestExp(x,lambda)
}
c¢<-CvMcvExp(lambda,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
i=itl
POW=(n-i+1)/n
POWexpWblICVYM<-POW

return(POWexpWblICvM)

}

Funkcije za radunanje modi testova K-S, A-D i KvM pri:Hy :N(m,s?) protiv H;: B(a, b),
parametri m,s,a,b su argumenti funkcije koji se mogu proizvoljno zadati:
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{ x<-rexp(1000,rate=lambda)
ks[i]<-KSTestExp(x,lambda)
3

y<-sort(ks)

z<-y[10000-alpha*10000]
KScvExp<-z
return(KScvExp)

}

Test-statistika A-D i ra¢unanje kriti¢nih vrednosti pri testiranju na eksponencijalnu raspodelu

ADTestExp<-function(x,lambda){
y<-sort(x)

n=length(x)

ad=0

z<-pexp(y,rate=lambda)

for(i in seq(along=z)) {
ad=ad+(2*i-1)*(log(z[i])+log(1-z[n+1-i])) }
ad=(-1/n)*ad-n

ADTestExp<-ad

return(ADTestExp)

}

ADcvExp<-function(lambda,alpha) {
ad=array(1:10005)

for(i in 1:10000)
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POWNDbetaK S<-function(m,s,a,b,alpha)

{

M<-array(1:10000)

for(i in 1:10000)

{
x<-rbeta(10000,shape 1=a,shape2=b)
M[i]<-KSTest(x,m,s)

3

¢<-KScv(m,s,alpha)

y<-sort(M)

n<-length(y)

=1

while(y[i]<c)

i=itl

POW=(n-i+1)/n

POWNbetaKS<-POW

return(POWNDbetaKS)

}

POWNbetaAD<-function(m,s,a,b,alpha)
{

M<-array(1:10000)

for(i in 1:10000)

{

x<-rbeta(10000,shape1=a,shape2=b)
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M[i]<-ADTest(x,m,s)
}
c<-ADcv(m,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
i=i+1
POW=(n-i+1)/n
POWNbetaAD<-POW

return(POWNbetaAD)

}

POWNbetaCvM<-function(m,s,a,b,alpha)

{

M<-array(1:10000)

for(i in 1:10000)

{
x<-rbeta(10000,shape1=a,shape2=b)
M[i]<-CvMTest(x,m,s)

}

c<-CvMcv(m,s,alpha)

y<-sort(M)

n<-length(y)

i=1

while(y[i]<c)

58



i=itl
POW=(n-i+1)/n
POWNbetaCvM<-POW

return(POWNbetaCvM)

}

Sto se ti¢e log-normalne raspodele, iskoristimo njeno svojstvo koje glasi: ako obeleZje X
ima log-normalnu raspodelu, tada /ogX ima normalnu raspodelu. Da bismo generisali uzorak iz
log-normalne raspodele, generi§imo prvo uzorak Y koji ima normalnu raspodelu. Tada moZemo
smatrati da smo sa X=exp(Y) generisali uzorak iz log-normalne raspodele. Funkcije koja
raunaju moéi testova K-S, A-D i KvM pri testiranju normalne protiv log-normalne raspodele su:

POWNIlogNKS<-function(m,s,alpha)
{
M<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
z<-rnorm(10000,mean=m,sd=s)
x<-exp(z)
M[i]<-KSTest(x,m,s)
}
c<-KScv(m,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
i=i+1

POW=(n-i+1)/n
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POWNIlogNKS<-POW
return(POWNIlogNK S)

}

POWNIlogNAD<-function(m,s,alpha)
{
Mc<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
z<-rnorm(10000,mean=m,sd=s)

x<-exp(z)

M[i]<-ADTest(x,m,s)
}
¢<-ADcv(m,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
=i+l
POW=(n-i+1)/n
POWNIogNAD<-POW

return(POWlogNAD)

}

POWNIlogNCvM<-function(imn,s.alpha)



{
M<-array(1:10000)
for(i in 1:10000)
{
z<-rnorm(10000,mean=m,sd=s)

x<-exp(z)

M[i]<-CvMTest(x,m,s)
}
c<-CvMcv(m,s,alpha)
y<-sort(M)
n<-length(y)
i=1
while(y[i]<c)
=i+l
POW=(n-it1)/n
POWNIogNCvM<-POW

return{POWNIlogNCvM)

}

Sve do sada navedene funkcije se mogu iskoristiti za ra¢unanje mo¢i raznih testova, za
vi§e alternativnih hipoteza, za viSe nivoa znalajnosti, pritom uzimajuéi bilo koje vrednosti
parametara datih raspodela.
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Ispitajmo i wuporedimo mocéi testova na konkretnim primerima (konkretna
znadajnost,napr. 5% i za konkretno izabrane parametre raspodela). Poredenje moZemo vr3iti po
raznim testovima za fiksiranu alternativnu raspodelu, kao i obratno-fiksirajuéi vrstu testa, 1
poredeci sa moéi pri razli€itim alternativama.

Na sli¢an na€in racunanje moéi navedenih testova kada za alternativnu hipotezu imamo
uniformnu U(a,b) raspodelu F(x)=(x-a)/(b-a) ili Gumbelovu raspodelu F(x)=exp(-exp(-ax))
izvr§iéemo pomocu malih modifikacija do sada navedenih funkcija. Promene ¢e biti samo u delu
kada generiSemo uzorak, u ovom slu€aju navodeéi direktno izraze za funkcije raspodela, i u
broju i vrsti argumenata. Time smo dobili jo§ 6 razlicitih funkcija: POWNUKS(m,s,a,b,alpha),
POWNUAD(m,s,a,b,alpha), POWNUCvM(m,s,a,b,alpha), POWNGumbKS(m,s,a,alpha),
POWNGumbAD(m,s,a,alpha) i POWNGumbCvM(m,s,a,alpha) kojima raCunamo moci testova
kada za alternative imamo uniformnu i Gumbelovu raspodelu.

Sve do sada navedene funkcije se mogu iskoristiti za raunanje moéi raznih testova, za
vise alternativnih hipoteza, za viSe nivoa znacajnosti, pritom uzimaju¢i bilo koje vrednosti
parametara datih raspodela.

Ispitajmo i uporedimo moéi testova na konkretnim primerima (konkretna
znadajnost,napr. 5% i za konkretno izabrane parametre raspodela). Poredenje moZemo vr$iti po
raznim testovima za fiksiranu alternativnu raspodelu, kao i obratno-fiksirajuéi vrstu testa, 1
poredeéi sa moci pri razliCitim alternativama.

U slededoj tabeli su prikazane izraunate vrednosti mo¢i testova K-S, A-D 1 KvM pri
nultoj hipotezi Hy: X: N(m, s%). Ratunanje vr§imo za vrednosti parametara m=4, s=3, i sledece
vrednosti parametre alternativnih hipoteza, datih u prvoj koloni tabele: za eksponencijalnu
raspodelu lambda=0.21, za Vejbulovu i Beta raspodelu a=3, =3, za Gumbelovu a=1.25, i
uniformnu a=1.75, b=6.25. Neka je nivo znaCajnosti alpha=0.03, ili 5%. Naziv odgovarajuce
funkcije koju primenjujemo moZemo procitati iz tabele tako $to u prvoj vrsti koja predstavlja
vrstu testa, umesto donje crte umetnemo odgovarajuéi naziv za alternativnu hipotezu, datoj u
prvoj koloni tabele, zajedno sa odgovarajuéim parametrima koje ona nosi. Na primer, polje u
tabeli  oznafeno  zvezdicom  predstavlja rezultat dobijen  primenom  funkcije
POWNbetaAD(4,3,3,3,0.05) i predstavlja moc testa koji testira na normalnu N(4,9) raspodelu,
pri alternativi da uzorak potide iz beta raspodele B(3,3). Zbog osobina beta raspodele, najvise
ima smisla testirati na jednake vrednosti parametara zbog toga Sto tek tad ova raspodela postaje
simetriéna, i ima smisla uporedivati je sa normalnom, koja je uvek simetri¢na.
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POWN _KS POWN _AD POWN_CvM
( m,s, (m)s (m,s’
exp 0.897657 0.900562 0.775089
lambda,alpha)

Whlil 0.756678 0.820544 0.884725
a,b,alpha)

logN 0.488403 0.733386 0.629677

alpha)
*

Beta 0.377803 0.684502 0.356626
a,b,alpha)

U 0.300523 0.395731 0.529558
a,b,alpha)

Gumb 0.389334 0.284034 0.639171

a,alpha)

Tabela moci testova za alpha=0.05

Primetimo na osnovu ovih rezultata, da su svi testovi generalno moéniji pri odbacivanju
alternative da uzorak ima eksponencijalnu, Vejbulovu, ili log-normalnu raspodelu, nego pri
odbacivanju alternative da uzorak poti¢e iz beta, Gumbelove, ili uniformne raspodele. Pri
ispitivanju uzorka na normalnu raspodelu, koji stvarno potice iz alternativne raspodele, u nekim
sludajevima je teZe, a u drugim lakSe odbaciti pocetnu hipotezu o normalnosti, 1 doneti ispravnu
odluku. Ovi rezultati se ne mogu odmah uopstiti za bilo koje parametre funkcija. Ovde smo
izabrali da testiramo neke intuitivne vrednosti parametara, na primer, ako smo testirali na

63




normalnu raspodelu sa olekivanjem 2, onda je logi¢no da ¢emo, ako za alternativa uzimamo
eksponencijalnu raspodelu, uzeti onu koja ¢e imati priblizno isto oéekivanje, pa parametar
lambda treba uzeti priblizno vrednosti 0.5, beta raspodelu sa jednakim vrednostima oba
parametra da bi bila simetri¢na itd.

Takode primetimo da K-S test generalno manje moéniji od testova A-D i KvM, K-S test
se pokazao mocniji pri alternativnoj hipotezi 0 Gumbelovoj raspodeli, i to samo od A-D testa, a
od KvM testa je mocniji u slu€aju alternativne eksponencijalne ili beta raspodele. Najveéu mod,
u ovom primeru, pokazao je A-D test (0.900562), pri alternativi o eksponencijalnoj raspodeli,
pribliZzno istu mo¢ ima, u ovom sluaju, i K-S test (0.89765). Najslabije su se pokazali A-D i K-S
pri alternativi Gumbelove i uniformne raspodele (0.284034, 0.300523).

IzraCunajmo sada moci testova sa istim parametrima, ali sa nivoom znadajnosti
alpha=0.01. Njivove vrednosti su date u sledeéoj tabeli:

POWN KS POWN AD POWN_CvM
( m,s, (m,s (m:s:
exp 0.697445 0.849332 0.769930
lambda,alpha)
Whll 0.784001 0.761103 0.984725
a,b,alpha)
logN 0.639881 0.711152 0.508206
alpha)
*
Beta 0.229104 0.428540 0.69663
a,b,alpha)
U 0.584511 0.421762 0.300267
a,b,alpha)
Gumb 0.472291 0.680471 0.385583
a,alpha)

Tabela moci testova za alpha=0.01
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I u ovom slucaju se pokazalo da su generalno testovi sposobniji da detektuju netadnu
hipotezu o normalnosti kada uzorak potice iz eksponencijalne, Vejbulove ili log-normalne
raspodele, nego ako potiCu iz uniformne, beta, ili Gumbelove raspodele, u izuzetku slu€aja moéi
KvM testa kada je u pitanju beta raspodela (0.69663). Najmocniji se pokazao KvM test u slu¢aju
Vejbulove alternative (0.984725), a najslabiji K-S u slucaju beta raspodele (0.229104). Ovim
vrednostima moci testova ujedno su odredene greske druge vrste, koje predstavljaju greke
neodbacivanja netacne hipoteze, kao vrednosti moéi oduzete od jedinice.

Sve navedene funkcije za raCunanje test-statistika, kriti€nih vrednosti i moéi testova
moZemo, kao Sto je bilo pomenuto, primeniti za proizvoljne argumente tj. parametre raspodele i
nivoe znacajnosti, 1 upotrebiti rezultate koji su nam potrebni u konkretnom sluéaju testiranja
hipoteza, kao 1 u svrhe ispitivanja osobina raspodela ( ili asimptotskih raspodela) datih testova.
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7. ZAKLJUCAK

Od svih testova slaganja sa ispitivanom raspodelom, koji koriste empirijsku funkciju raspodele
pri testiranju, najvise je bilo reci o Kolmogorov-Smirnovu, Anderson-Darlingu i Kramer fon
Mizes testu. U prvom delu je bilo reci o izrazima za test-statistike, i o teorijskim raspodelama
koje te test-statistike imaju, uz osvrt na Glivenko-Kantelijevu teoremu. U drugom delu su
izraCunate konkretne vrednosti test-statistika velikih uzoraka, kori§éenjem statisti¢kog softvera
R, kao i kriti€ne vrednosti za odredene nivoe znacajnosti. Dalje su, kori§éenjem izraunatih
kriti€nih vrednosti, izratunate moci testova, kao procenat broja elemenata u uzorku iz raspodele
koju ima sama test-statistika, koje su vece od unapred izratunate kriti¢ne vrednosti, pritom
vrednosti test-statistika su racunate na uzorku koji stvarno potiée iz alternativne raspodele. Na -
osnovu dobijenih rezultata moZemo zakljuciti da je generalno veéa moé testova Anderson-
Darlinga Kramer fon Mizesa od mo¢i testa Kolmogorov-Smirnova, kao i da su testovi mo¢éniji
kada je u pitanju detektovanje neslaganja normalne raspodele sa eksponencijalnom, Vejbulovom
1 log-normalnom raspodelom. Posto je raspodela test-statistika potpuno poznata kada se tadno
precizira raspodela koja se ispituje, tj navedu se taéno njeni parametri, tada su moéi i kvantili
odredeni i ne zavise od raspodele. U slu¢aju nepoznavanja parametara, §to je u praksi &est sludaj,
raspodela test-statistika se menja kada je potrebno oceniti odgovarajuée parametre, pa se samim
tim moci testova i kvantili razlikuju u raznim slu¢ajevima. Ovim simulacijama je moguée
odrediti kvantile i mo¢ testa u raznim sluéajevima, menjajuéi argumente funkcija.
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