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Uvod

Kada bih se probudio nakon sna od hiljadu
godina, moje prvo pitange bi bilo: da li je
dokazana Rimanova hipoteza?

David Hilbert

Na drugom medunarodnom kongresu matematicara u Parizu 1900. godine, njemacki
matematicar David Hilbert odrzao je ¢uveno predavanje o najvaznijim otvorenim prob-
lemima tog vremena. Tada je predstavio 10 problema, a kompletna lista od 23 Hilbertova
problema je objavljena kasnije. Sto godina kasnije, na ulasku u novi milenijum, vodeéi sv-
jetski matematicari su pod okriljem matematickog instituta Klej izabrali sedam znacajnih
matematickih problema koji do danas nisu rijeSeni, poznatih kao milenijumski problems.
Za rjesenje svakog od njih pripremljena je nagrada od milion dolara.

Rimanova hipoteza se nalazi i medu Hilbertovim problemima i medu milenijumskim
problemima matematickog instituta Klej. Prvi put formulisana 1859. godine, i pored
velikih napora ostala je nerijeSena do danas.

Postoje razne generalizacije i analogne formulacije Rimanove hipoteze, predlozene od
mnogih matematicara; izmedu ostalih i od Dirihlea, Dedekinda, F. K. Smita i Vejla. Slucaj
Rimanove hipoteze za elipticke krive nad kona¢nim poljima je originalno formulisao Artin,
a dokazao njemacki matematicar Helmut Hase, 1936. godine, pa se zbog toga jos zove i
Haseova teorema (Haseova nejednakost).

Cilj ovog rada je da predstavi dokaz Haseove teoreme. Rad je podijeljen u 4 poglavlja.

U prvom poglavlju se govori uopste o Rimanovoj zeta-funkciji. Glavni rezultat u tom
poglavlju je teorema u kojoj se izvodi funkcionalna jednacina zeta-funkcije i dokazuje da
postoji meromorfno rasirenje zeta-funkcije na cijelu kompleksnu ravan. Na osnovu toga
kasnije se izvode neki zakljuci o nulama zeta-funkcije.

Drugo poglavlje je uvodnog karaktera i u njemu su predstavljene najvaznije ¢injenice
o eliptickim krivama koje ¢e biti koriséene u ostatku rada. Izbjegava se definicija elipticke
krive preko roda, jer bi uvodenje pojma roda zahtjevalo previse prostora, pa bi se skrenula
paznja sa glavnog cilja rada. Akcenat je stavljen na uvodenje grupnog zakona na eliptickim
krivama. Ovo poglavlje obiluje slikama koje su crtane u programskim paketima Wolfram
Mathematica 9 i GeoGebra 4.4. Odjeljci 2.4 1 2.5 su preglednog karaktera i sluze kao
dopuna prethodnog izlaganja ili motivacija za ono sto slijedi.



2 Uvod

Cilj trece glave je da se pokaze ekvivalencija izmedu Rimanove hipoteze za elipticke
krive nad kona¢nim poljima i Haseove teoreme. Prvo je generalizovana Rimanova zeta-
funkcija na slucaj globalnih polja, a zatim je odatle izvedena definicija zeta-funkcije
pridruzene krivoj nad konacnim poljem. Specijalno, izvodi se zeta-funkcija za elipticku
krivu nad kona¢nim poljem. Zatim se za tu krivu formuliSe Rimanova hipoteza i dokazuje
pomenuta ekvivalencija sa Haseovom teoremom.

U cetvrtom poglavlju je izveden dokaz Haseove teoreme za elipticke krive, baziran na
radovima [2] i [3]. Time je dokazana i Rimanova hipoteza za elipticke krive nad konaénim
poljima.

Na kraju rada dat je spisak matematicara koji se pominju u radu sa nekoliko rec¢enica
koje opisuju njihov doprinos matematici.

Zahvaljujem se mentoru docentu dr Goranu Pankovi¢u na predlozenoj temi, na iskrenoj
i strpljivoj pomoc¢i, dugackim mejlovima, i na prijedlozima i sugestijama kroz visestruko,
pazljivo ¢itanje ovog rada. Takode, zahvaljujem se profesoru dr Zoranu Petrovi¢u na
korisnim sugestijama. Na kraju, zahvaljujem se dragim prijateljima i kolegama Veliboru
Bojkoviéu, koji mi je davao podrsku i pomagao u razumijevanju mnogih pojmova i Lazaru
Vasiljeviéu na tehnickoj pomodi.



Glava 1

Rimanova (-funkcija

1.1 Qjlerov proizvod

U svom ¢uvenom radu O broju prostih brojeva manjih od zadate velicine! iz 1859. godine,
Riman je definisao zeta-funkciju i dokazao njene osnovne osobine.

Definicija 1.1. Kompleksnu funkciju ¢ : C — C definisanu za $(s) > 1 sa

C(s) =) — (1.1)

nazivamo Rimanova zeta-funkcija.

U ovom radu ¢emo se pridrzavati neobic¢ne ali Siroko prihvac¢ene konvencije da prom-
jenljivu zeta-funkcije oznacavamo sa s umjesto uobicajene oznake z. Takode, realni i
imaginarni dio od s ¢emo oznacavati sa ¢ i t, pa imamo

s =0 +it.

Ovakav na¢in oznacavanja potice od Rimana. Primjetimo da red (1.1) apsolutno konver-
gira za 0 > 1, pa definise holomorfnu funkciju.

U nastavku ¢emo izvesti neke od osnovnih osobina zeta-funkcije. Izmedu ostalog,
dokazacemo da funkcija definisana sa (1.1) ima meromorfno rasirenje na cijelu kompleksnu
ravan C i jedino u s = 1 ima prost pol. Nakon toga, zeta funkcija ¢e biti definisana za
svaki kompleksan broj s # 1. Poc¢injemo sa sljede¢om teoremom koja se Cesto naziva
Ojlerov proizvod za zeta-funkciju.

Teorema 1.1. Za Rimanovu zeta-funkciju definisanu sa (1.1) vazi sljedeéi identitet
=Y L 12)
n=0 n® » 1— p—s’

pri cemu proizvod u prethodnoj jednakosti prolazi kroz sve proste brojeve p.

1Uber die Anzahl der Primzahlen unter einer gegebenen Grosse
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Dokaz. U dokazu koristimo ideju na kojoj se zasniva Eratostenovo sito. Neka je

1 1 1 1
=14+ —4+—+ —F+ —+... 1.
C(s) +23+35+43+55+ (1.3)

Tada je
1«)—1-%1+1%-1+1
2 OV T s T s T T s 108

Oduzimanjem jednakosti (1.4) od (1.3) dobijamo:

+.. (1.4)

1 1 1 1 1
1—— =l+—+—F+—+—+4... 1.5
( %)Q$ TETETE ST (1.5)
Sada, mnozenjem prethodne jednakosti sa 1/3° dobijamo
1 1 1 1 1 1 1
— (1= = — 4+ — e 1.
%( %)QQ 3 "o T o Tan T (16)

Oduzimanjem (1.6) od (1.5) dobijamo

1 1 1111
(1_§)(L_E)«$:1+35+%+1p+1y+”' (1.7)

Dakle, sada smo na desnoj strani osim jedinice dobili sumu brojeva n=%, gdje prirodni

brojevi n nisu djeljivi sa 2 i 3. Neka je S(s) suma koja se dobije poslije k opisanih
koraka, pri ¢emu je pj k-ti prost broj. Dakle, Si(s) je suma brojeva oblika n™*, gdje
prirodni brojevi n nisu djeljivi ni sa jednim prostim brojem manjim ili jednakim od py,
to jest

Tada je za svako k € N
gdje je
n>py

Posto za o > 1 vazi limg_,o, Ti(0) = 0, slijedi da je i limg_,o, Sk(s) = 0. Dakle, ponavljajuéi
k puta postupak prikazan u jednakostima (1.3)-(1.7) dobijamo

(-3 () 2)esose

Pustajuéi u prethodnoj jednakosti da k& — oo i imajuéi u vidu da je limg_,o Sk(s) = 0

dobijamo )
(H 1 _1p_s> () =1,

p

odakle slijedi jednakost (1.2). O
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1.2 Puasonova sumaciona formula

U ovom odjeljku ¢emo dokazati Puasonovu formulu koja ¢e nam trebati za izvodenje
funkcionalne jednacine (-funkcije. Medutim, prvo moramo uvesti neku terminologiju.

Definicija 1.2. Kazemo da je f : R — C Svarcova funkcija ako za svako ¢ € R i svako
n € Ny vazi da je
|f0(@)] = ol|2]%),
kada |z| — oo, to jest ako je
™ ()]
lim ———=—

|z|—o00 |.T‘C

=0.

Drugim rije¢ima, f je Svarcova funkcija ako zajedno sa svim svojim izvodima opada
brze nego bilo koji stepen od 1/|z|, kada |z| — oo.

Definicija 1.3. Neka je f : R — C integrabilna funkcija. Tada je njena Furijeova
transformacija f : R — C definisana sa

~ +OO .
fly) = / 2 f(2) de.

[e.o]

Formulisimo sada i1 dokazimo Puasonovu sumacionu formulu.

Teorema 1.2. Neka je f : R — C Svarcova funkcija i neka je f njena Furijeova trans-
formacija. Tada vazi

Y fm)y= Y fn). (1.8)

m=—0o0 n=—0oo

Dokaz. U dokazu koristimo razvoj funkcije u Furijeov red. Neka je

Flo)= Y fla+m).

m=—0Q

Tada je funkcija F'(x) 1-periodi¢na i mozemo je razviti u Furijeov red. Koriste¢i komplek-
sni oblik Furijeovog reda dobijamo

[e.9]

F(ZL’) _ Z cr 62k7riz’

k=—o00

gdje su Furijeovi koeficijenti dati sa

1 oo
k= / Z fz +m)e 2o dg,
0

m=—0oQ
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Posto je f Svarcova funkcija i posto vazi |e=2F™@| < 1, vred Y205 f(x 4+ m)e 27w

ravnomjerno konvergira na osnovu Vajerstrasovog kriterijuma, pa ga mozemo integraliti
¢lan po ¢lan. Dakle, imamo

o0 1
ok = Z / fz 4+ m)e 2™ dy
0

m=—00
o0 m—+1
_ Z f(LIZ') 672k7riac dax
m=—o0 Y M
+oo

— (I) 6—2k7rix dzr

= f(k).
Iz prethodnog slijedi da je

Fla)= 3 f)ee

k=—o00

Uzimajuci u prethodnoj jednakosti x = 0, dobijamo
Yo fm)y= " fn),

Sto je i trebalo dokazati. O]

1.3 Jakobijev transformacioni identitet

U ovom odjeljku ¢emo koriséenjem Puasonove sumacione formule izvesti Jakobijev trans-
formacioni identitet, koji ¢e imati kljuénu ulogu u izvodenju funkcionalne jednacine zeta-
funkcije. Definisimo prvo Jakobijevu teta-funkciju.

Definicija 1.4. Funkciju 6 : C — C definisanu sa
Q(u) _ Z e*ﬂ"n,zu -1+ 2<€77ru + e~ dmu + e~ 9mu + .. ) (1'9>

nazivamo Jakobijeva teta-funkcija.

Primjetimo da red >~ e u apsolutno konvergira za sve kompleksne brojeve u
za koje je R(u) > 0, te u desnoj poluravni definise holomorfnu funkciju.

Napomena. Jakobi je u stvari definisao cetiri teta-funkcije dvije promjenljive. Funkcija
0(u) koju ¢emo koristiti je zapravo 65(0,e~™). Ali, mozemo je zvati 6(u) posto neéemo
koristiti 0y, 0o, 04 ni 05(z,q) za z # 0.

Dokazimo sada pomenuti Jakobijev identitet za teta-funkciju.
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Teorema 1.3. Neka je 0(u) teta-funkcija definisana u (1.9). Tada vazi sljedeéi identitet
0(1/u) = u'?0(u). (1.10)

Dokaz. Ova teorema je zapravo specijalni slu¢aj Puasonove sumacione formule za funkciju
f(x) = e=™ Lako se provjeri da f(x) jeste Svarcova funkcija, pa jednakost (1.8) vazi.
Lijeva strana jednakosti (1.8) je samo 6(u). Da bismo dobili desnu stranu, treba da nademo
Furijeovu transformaciju od f. To se svodi na izracunavanje integrala

f(y) — / 6—27rmcy—7ruz dr.
On se rjesava svodenjem na poznati Gausov integral, kada ga napiSemo u obliku
+o0
fy) = / o= () 2 () ) g

i uvedemo smjenu (7u)'/%x + (7/u)'/?iy = t. Nakon kradeg racuna dobijamo da je
o) = e

Dakle, desna strana jednakosti (1.8) je u='/20(1/u), pa imamo
O(u) = u=20(1/u),

odakle se mnozenjem sa u'/? dobija jednakost (1.10). O

1.4 Funkcionalne jednacine

Prije nego sto formuliSemo teoremu o funkcionalnoj jednacini zeta-funkcije, podsjeti¢emo
se definicije gama-funkcije.

Definicija 1.5. Gama-funkcija I' : C — C ili Ojlerov integral druge vrste je za R(s) > 0

definisana sa - q
I'(s) :/ xse_gc—x,
0 T

a za ostale vrijednosti s # 0, —1, —2, ... funkcionalnom jednacinom
I(s+1)=sI(s).

Napomenimo da je gama-funkcija meromorfna na C i da je holomorfna svuda osim u
s = —n, za cijele brojeve n > 0, gdje ima proste polove.

Teorema 1.4 (Riman, 1859). Zeta-funkcija ((s) ima meromorfno rasirenje na cijelu
kompleksnu ravan C. Holomorfna je svuda osim u s = 1 gdje ima prost pol, i za s # 1
zadovoljava funkcionalnu jednacinu

—s/2] (g) C(s) = n~ =972 (

1—s

)g(1 — ). (1.11)
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Dokaz. Uvedimo funkciju £(s) = m%/2T'(s/2) ((s). Integracijom ¢lan po ¢lan, dobijamo
da za R(s) > 1 vazi
2 du

%(s) = / T(0(w) ~ 1)u

Napisimo prethodni integral za 2£(s) u obliku

266 = [ G-t T [ew-ner

- —2+/019(U)U5/2d7u+/100(9(u)—1)u5/2d—u' (1.12)

S u

u

Nakon smjene promjenljive u — 1/u i koristeéi Jakobijev transformacioni identitet (1.10)

dobijamo
1 [e)
/ Ou)u? 2 = / 01 /u)u~/>
0 u

u
— / 6 1 s)/2 du

du
= O(u) — 1) ull=9/2 —. 1.1
S_1+/1 (6(u) —~ 1yutt=2 & (1.13)
Iz jednakosti (1.12) i (1.13) slijedi
1 du 11

(1.14)

Podsjetimo se da smo prethodnu jednakost izveli pod uslovom R(s) > 1. Medutim, integral
u formuli (1.14) konvergira za sve vrijednosti s € C jer #(u) eksponencijalno opada kada
u — 00, pa pomenuti integral definiSe cijelu funkciju po s. Dakle, desna strana jednakosti
(1.14) definise meromorfno rasirenje funkcije £(s) na cijeli skup C, te je funkcija £(s)
holomorfna svuda osim u s = 0 i s = 1, posto su ove vrijednosti singulariteti izraza na
desnoj strani. Medutim s = 0 je otklonjivi singularitet zeta-funkcije, jer kada izrazimo
((s) iz jednakosti (1.14), jedini ,problematicni” ¢lan je

I 1 B 1
sT(s/2)  2-s/20(s/2) 20(s/2+1)’

Sto tezi 1/2 kada s tezi 0. Posto je desna strana od (1.14) simetri¢na pri smjeni s — 1 —s,
slijedi da vazi funkcionalna jednacina (1.11). O

Primjedba. Primjetimo da koriste¢i funkciju £(s) iz prethodnog dokaza funkcionalnu
jednacinu (1.11) mozemo jednostavnije zapisati na sljededi nacin

&s) = (1 —s).

Zahvaljujuéi prethodnoj teoremi, sada mozemo dati sljedecu, Siru definiciju zeta-
funkcije, gdje je ((s) definisana za sve kompleksne brojeve s # 1.



1.4 Funkcionalne jednacine 9

Definicija 1.6. Kompleksnu funkciju ¢ : C — C definisanu za $(s) > 1 sa

=1
C(S) = E7

n=1
a za ostale vrijednosti s # 1 funkcionalnom jednacinom (1.11) nazivamo Rimanova zeta-
funkcija.

Navedimo sada i jednu jednostavnu posljedicu prethodne teoreme.

Posljedica 1.1. Neka je zeta-funkcija ((s) definisana funkcionalnom jednacinom (1.11).
Tada vazi

Dokaz. Posto za s #£0,—2,—4,... vazi

21(s/2 I'(s/2+1
o) = S206/2) _ Tls/241)
s/2 s/2
slijedi I'(s/2) ~ (s/2)~! kada s — 0, pa mnozenjem jednakosti (1.14) sa s/2 i uzimanjem
da s — 0 dobijamo rezultat. O

U sljedecoj teoremi ¢emo izvesti jos dvije funkcionalne jednacine zeta-funkcije, iz kojih
¢emo lakSe moci da odredimo njene nule.

Teorema 1.5. Neka je funkcija ((s) definisana funkcionalnom jednac¢inom (1.11). Tada
C(s) zadovoljava i sljedeéu funkcionalnu jednacinu

C(s) = 2° 7°Lsin (?) T(1—s)C(1—s), (1.15)
il ekvivalentno s
C(1—s) =27 77 cos (7) T(s) ((s). (1.16)
Dokaz. U dokazu koristimo sljedece dvije osobine gama-funkcije, za z # 0, —1,—-2,... (za
izvodenje formula vidjeti [1])
™
'1—2r(z) = 1.1
(1= () = (117)
1
I'(z)T (z + 5) = 21722/ [(22). (1.18)

Kada pomnozimo jednacinu (1.11) sa I'(1 — s/2), koris¢enjem identiteta (1.17) na lijevoj
strani ¢emo imati ¢lan < < .
(609 s
2 2 sin(ms/2)
a koris¢enjem identiteta (1.18) na desnoj strani ¢emo imati ¢lan

F(lgs)r(ug):r(lgs)r(lger%)zzsﬁm—s).

Iz prethodnog lako dobijamo jednacinu (1.15). Jednacina (1.16) se dobija iz (1.15) kada
s zamjenimo sa 1 — s. O
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1.5 Nule zeta-funkcije

Teorema 1.6. Zeta-funkcija ((s) definisana funkcionalnom jednacinom (1.11) ima nule
u negativnim parnim cijelim brojevima —2,—4,—6, ... © nema drugih nula izvan oblasti

D={seC|0<R(s) <1}

Dokaz. 1z funkcionalne jednacine (1.15) slijedi da je za s = —2, —4, —6, . .. gama-funkcija
dobro definisana, dok je izraz sin(ws/2) jednak nuli, pa je i {(s) jednaka nuli za ove
vrijednosti. Takode, iz Ojlerovog proizvoda (1.2) slijedi da ((s) nema nula u poluravni
R(s) > 1, jer konvergentni beskonaé¢ni proizvod moze biti jednak nuli samo ako je neki od
njegovih faktora jednak nuli. Pretpostavimo sada da je ((s) = 01 da je R(s) < 0. Tada
je 1 —=R(s) > 1, paje ((1 — s) # 0. Sada iz jednacine (1.15) slijedi da mora biti

s

I'(1 — s)sin (7) = 0.

Medutim, kako gama-funkcija nema nula, zakljucujemo da je prethodna jednakost moguca
jedino za s = —2n, n € N, Sto su upravo pomenute nule u negativnim parnim cijelim
brojevima. Dakle, ((s) nema drugih nula izvan oblasti D. O

Definicija 1.7. Nule s = —2n, n € N od ((s) nazivamo trivijalne nule Rimanove zeta-
funkcije. Oblast D = {s € C | 0 < o < 1} u kojoj se nalaze sve netrivijalne nule
zeta-funkcije naziva se kriticna traka.

Primjetimo da ako je p neka netrivijalna nula zeta-funkcije, da je i 1 — p takode
njena nula. To znaci da su netrivijalne nule zeta-funkcije simetri¢ne u odnosu na pravu
R(s) = 1/2, koja se naziva kriticna linija zeta-funkcije. U pomenutom radu O broju
prostih brojeva manjih od zadate velicine, Riman je dao sljede¢u hipotezu o netrivijalnim
nulama-zeta funkcije.

Rimanova hipoteza. Sve netrivijalne nule zeta-funkcije ((s) imaju realni dio jednak
1/2, tj. nalaze se na pravoj R(s) = 1/2.

Ova hipoteza do danas nije dokazana i po misljenju mnogih matematicara predstavlja
najvazniji otvoreni problem matematike.



Glava 2

Elipticke krive

2.1 Vajerstrasove jednacine

U ovoj glavi, k ¢e nam uvijek oznacavati proizvoljno polje. Da bismo stigli do definicije
elipticke krive, prvo ¢emo definisati Vajerstrasovu kubnu krivu (kubiku).

Definicija 2.1. Vajerstrasova kubika je par (E,O) gdje je E skup tacaka u projektivnoj
ravni Py(k) ¢ije koordinate predstavljaju rjesenja jednacine

YZ+aXYZ+a3YZ? = X° + e X?Z + auXZ° + a6Z°  (an,...,a6 € k), (2.1)
a O € E je bazna tacka koja ima koordinate O = [0 : 1 : 0]. Jednaé¢inu (2.1) nazivamo

Vajerstrasov opsti oblik kubne krive.

Napomena. Jednacina (2.1) je projektivna Vajerstrasova jednacina. Kubna kriva takode
moze biti definisana i afinom jednacinom uvodenjem ne-homogenih koordinata

X Y
r=—, Y=
U tom slucaju jednacina (2.1) glasi
Y2 4 arxy + asy = 20 + agx® + agx +ag (a1, ..., a6 € k), (2.2)

a bazna tacka postaje beskonacno daleka tacka koju ne mozemo vidjeti u afinoj ravni, ali
za koju ¢emo smatrati da se nalazi na svakoj vertikalnoj pravoj = = ¢, ¢ € k. Jednacinu
(2.2) éemo takode nazivati Vajerstrasov opsti oblik kubike. Kasnije ¢e biti razjasnjeno
zasto su koeficijenti oznaceni na ovaj nacin.

Takode, moze se dokazati da se svaka kubna kriva moze svesti na jednacinu (2.1)
,dobrim” izborom osa u projektivnoj ravni i projektivnim transformacijama (za izvodenje
pogledati [12] i [11].)

Za uvodenje grupnog zakona na eliptickoj krivoj (Sto ¢e biti razmatrano u sljedeéem
odjeljku) bi¢e nam potrebno da svaka prava sijece Vajerstrasovu kubiku u 3 tacke (racu-
najudi vigestrukosti). Kada posmatramo Vajerstrasovu kubiku u projektivnoj ravni, taj
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uslov je ispunjen. Medutim, u afinoj jednaéini (2.2) primje¢ujemo da, posto nema ¢lana
y3, svaka vertikalna prava x = ¢ sijece krivu E u dvije tacke. Ali, ako se uzme u obzir
da beskonacno daleka tacka O takode pripada krivoj F, tada dobijamo i tre¢u presjecnu
tacku.

U slucaju kada za polje k vaze odredeni dodatni uslovi, jednacina (2.2) moze biti jo$
pojednostavljena, o c¢emu govori sljedeéi stav.

Stav 2.1. Neka je kubna kriva E definisana jednacinom (2.2) nad poljem k cija je karak-
teristika razlicita od 2 i 3. Tada jednacina (2.2) mozZe da se svede na sljedeci oblik

y* =2 +ax +b. (2.3)

Dokaz. Posto je karakteristika polja k razlicita od 2, mozemo kompletirati kvadrat na
desnoj strani jednakosti (2.2). Smjenom

1
yr— 5y —ar - a)
dobijamo jednacinu
y* = 423 + bya® + 2byx + by,
gdje je
by = a% + 4day, by = 2a4 + aras, bg = a% + 4ag.
Sada se vidi zasto su koeficijenti u krivoj (2.2) tako oznaceni. Naime, indeksi su izabrani

tako da sve prethodne formule budu ,,homogene” u indeksu. Dalje, posto je karakteristika
polja k razlicita i od 3, smjenom

xr—3by y
(x,y)H( o ,108)

eliminiSemo ¢lan x2, tako da dobijamo traZenu jednacinu
y: =23 + ax + b,

gdje je
a = —27(b5 —24b;), b= 54(b3 — 36byby + 216bg). O

Definicija 2.2. Jednac¢inu (2.3) nazivamo Vajerstrasov normalni oblik kubne krive.

Uglavnom, nad veéinom polja, nije moguce dati smislenu sliku Vajerstrasove kubike.
Medutim, korisno je razmotriti grafike Vajerstrasovih krivih nad realnim brojevima. Na
slici 2.1 prikazani su neki grafici Vajerstrasovih kubika u normalnom obliku.
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Slika 2.1: Krive oblika y? = 2 + ax + b. Koeficijent a € Z ide od —2 do 2 odozgo na
dole i konstantan je po vrstama, a koeficijent b € Z ide od —2 do 2 slijeva na desno i
konstantan je po kolonama.

U slucaju Vajerstrasovih kubika nad R mozemo ,intuitivno” opisati pojam ,glatkosti”
krive. Naime, kriva je glatka ili ne-singularna ako ima definisanu tangentu u svakoj tacki.
U suprotnom, kriva je singularna. Postoje dva moguca oblika realne singularne kubike,
koja zavise od toga da li polinom 2% + ax + b ima dvostruki ili trostruki realni korijen. U
slucaju kada realna kubika ima trostruki realni korijen, ona ima singularitet koji nazivamo
spie. Ovaj tip singulariteta je prikazan na slikama 2.2 i 2.3. Kada realna kubika ima
dvostruki realni korijen, taj tip singulariteta nazivamo ¢vor ili tacka samopresjeka. On je
prikazan na slkama 2.4 i 2.5.
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y y
] X X
Slika 2.2: Singularna kriva y? = 3 Slika 2.3: Singularna kriva y* = 523
y y
X X

~
_

Slika 2.4: Singularna kriva y* = 23 + 22 Slika 2.5: Singularna kriva y? = 2% — 3z +2

Definisimo sada jednu vaznu veli¢inu koju pridruzujemo kubnoj krivoj u Vajerstrasovom
normalnom obliku.

Definicija 2.3. Neka je kubna kriva zadata jedna¢inom (2.2) u Vajrstrasovom normalnom
obliku. Veli¢inu
A = —16(4a® + 27b°)

nazivamo diskriminanta Vajerstrasove kubike F.

lako se faktor —16 ¢ini nebitan u prethodnoj definiciji, ispostavlja se da je zgodan u
naprednijem proucavanju eliptickih krivih. Pomocu diskriminante mozemo dati kriterijum
kada je kriva ne-singularna, a kada ima koji tip singulariteta.
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Teorema 2.1. Neka je kubna kriva E definisana jednacinom (2.3) u Vajerstrasovom
normalnom obliku. Tada vazi

(1) Kriva E je ne-singularna ako i samo ako je A # O.
(2) Kriva E ima ¢vor ako i samo ako je A =0, i a # 0.
(3) Kriva E ima $pic ako i samo ako je A = a = 0.

Dokaz. Napisimo jednacinu (2.3) u obliku F(z,y) = y*>— f(x), gdje je f(x) = ax®+br+c.
Tada vazi

OF OF

Fr —f(x), a—y = 2y. (2.4)

Kriva je ne-singularna ako ne postoji nijedna tacka na krivoj u kojoj su parcijalni izvodi
(2.4) istovremeno jednaki nuli. To znaci da u svakoj tacki na krivoj postoji dobro defin-
isana tangenta. Pretpostavimo sada da su parcijalni izvodi (2.4) istovremeno jednaki nuli
u tacki (xo,y0). Tada mora biti yo = 0, odakle slijedi i f(zo) = 0. Dakle, f(x) i f'(x)
imaju zajednicki korijen xy. To znaci da je zo dvostruki korijen od f(x), odakle slijedi
da je 4a® + 270> = 0, pa je i A = 0. Obrnuto, ako je A = 0, tada f(x) ima visestruki
korijen o, odakle slijedi da je (x¢,0) singularna tacka krive (2.3). Ovime je tvrdenje (1)
dokazano. Dokaz tvrdenja (2) i (3) necemo izvoditi posto nam necée trebati u ostatku
rada, a zainteresovanog Citaoca upuéujemo na [11], Stav 1.4. 0

Sada napokon mozemo definisati elipticku krivu kao glatku Vajerstrasovu kubiku. Tako
je elipticka kriva projektivna kriva, mi ¢emo je definisati afinom jednacinom, jer ¢e nam
ta definicija biti pogodnija u ostatku rada. Takode, poSto ¢emo u nastavku razmatrati
samo polja ¢ija je karakteristika razli¢ita od 2 i 3, koristicemo Vajerstrasovu jednacinu
kubike u normalnom obliku.

Definicija 2.4. Elipticka kriva (E,O) nad poljem k karakteristike razlicite od 2 i 3 je
Vajerstrasova kubika zadata afinom jednac¢inom

v =2*+ar+b, (a,bek), (2.5)
pri ¢emu je O € E beskonacno daleka tacka i vazi da je diskriminanta A # 0.

Cesto éemo umjesto (E, Q) pisati samo E, kada je jasno koju tacku O smo izabrali.

Sada mozemo dati i objasnjenje odakle potice naziv ,elipticka kriva.” Istorijski, po-
jam elipticka kriva” je nastao od pojma ,elipticki integral”, koji se pojavljuje u prob-
lemu izracunavanja obima elipse. Iz pocetnih kurseva analize je poznata formula za
izracunavanje duzine luka krive: ako je y = f(x) neprekidna funkcija koja ima neprekidan
izvod na segmentu [a, b], tada je duzina L® krive data sa

L) = / V1+ (f(z))2da.
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Slika 2.6: Elipsa z2/9 +3?/4 =1

Iskoristimo ovu formulu za nalazenje duzine luka elipse izmedu, recimo x( i x;. Neka
su a i b pozitivni brojevi, pri ¢emu je a > b. Razmotrimo elipsu

2 2
z )
pER
¢ije su poluose a i b (slika 2.6). Kada rijesimo ovu jednac¢inu po y i uzmemo pozitivan
kvadratni korijen, dobijamo funkciju

b
= = — 2 - 2.
y=fla)=-va' -z
Zatim, kada izra¢unamo /1 + (f/(z))? i stavimo k = v/b> — a?/a, formula za duzinu luka
postaje
a’® — k‘2 2

Ly —/ dx,
\/ a2 — 1.2 _ k2$2)

odakle se dobija da je obim elipse dat sa

a —k2 2
/ dx
N )

Prethodni integral se naziva elipticki integral druge vrste.

Danas se pod eliptickim integralima podrazumijevaju uopste integrali racionalnih
funkcija koje u sebi sadrze kvadratne korijene polinoma treceg ili cetvrtog stepena. Dakle,
integral funkcije y = Va3 4+ ax + b je elipticki integral pa odatle potice naziv ,elipticka
kriva” za implicitno zadatu funkciju y? = 2%+ ax +b. Za detaljniji uvid u istorijski razvoj
pojma ,elipticka kriva” pogledati rad [10].
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Razmotrimo sada grafike eliptickih krivih nad R. Oni mogu imati dva osnovna oblika,
prikazana na slikama 2.7 i 2.8.

y y

Slika 2.7: Elipticka kriva y? = 23 — 32+ 3 Slika 2.8: Elipticka kriva y? = 23 — x

Ako polinom z®+ax+b ima jedan realan korijen, tada se grafik elipticke krive sastoji od
jedne komponente (slika 2.7), a ako ima tri razli¢ita realna korijena, njen grafik se sastoji
od dvije komponente (slika 2.8). Medutim, poznato je da kubni polinom 23 + ax + b
ima jedan realan korijen kada je 4a® + 27b* > 0, a tri razli¢ita realna korijena kada je
4a3 + 270 < 0. Odavde slijedi da elipticka kriva nad R ima jednu komponentu ako je
D < 0, a dvije ako je D > 0. U ovo se mozemo uvjeriti i na primjerima eliptickih krivih
prikazanih na slikama 2.7 i 2.8. Diskriminanta krive y? = 2% — 3z + 3 je A = —2160, dok
za krivu y? = 2% — x vazi da je A = 64.

Takode, napomenimo da su sve krive na slici 2.1 zapravo elipticke krive, osim kubike
u centru (slucaj a = b = 0), jer jedino ta kriva nije glatka, pa zato nije elipticka kriva.

I na kraju ovog odjeljka, navedimo primjer jedne krive u Vajerstrasovom opstem obliku
(slika 2.9). Primjetimo da ona nije simetri¢na u odnosu na z-osu kao krive na prethodnim
slikama.

2.2 Grupni zakon na eliptickoj krivoj

U ovom odjeljku ¢emo uvesti grupni zakon na eliptickoj krivoj. Da bismo to uradili, pos-
matracemo elipticke krive u projektivnoj ravni Py (k). Kao §to je ve¢ re¢eno u prethodnom
odjeljku, svaka prava sijece elipticku krivu u tacno 3 tacke, racunajuci visestrukosti.

Ako imamo dvije razlic¢ite tacke P i @) na eliptickoj krivoj, tada mozemo povuci pravu p
kroz P i () i na taj nacin dobiti tre¢u presjecnu tacku na eliptickoj krivoj koju oznacavamo
sa Px(@). Naravno, ako je p tangenta na krivu F, tada P, ) i P*() ne moraju biti razlicite.
Preciznije, imamo sljede¢u definiciju.
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Slika 2.9: Elipticka kriva y? — oy +y =% — 322 + 2 + 1

Definicija 2.5. Neka su P i () razlicite tacke na eliptickoj krivoj E i naka je p prava
odredena tim tackama. Neka je P x () treca presjecna tacka prave p i krive E, ne nuzno
razlicita od P i Q. Tacku P x ) nazivamo kompozicijom tacaka P i @ (slika 2.10).

P40 5 PxP
Q
P
Slika 2.10: Kompozicija razlicitih tacaka Slika 2.11: Kompozicija tacke sa samom
na eliptickoj krivoj sobom

Iz prethodne definicije ostaje nejasno sta je kompozicija tacke P sa samom sobom.
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Medutim, ako povucemo tangentu na elipticku krivu kroz P, povukli smo, slobodnije
govoreci, pravu kroz P i P, jer tacka dodira tangente i krive ima visestrukost presjeka 2.
To nas dovodi do sljedece definicije.

Definicija 2.6. Neka je P tacka na eliptickoj krivoj E i neka je t tangenta na E u toj
tacki. Tada kompoziciju P * P definiSemo kao tre¢u presjecnu tacku tangente t i krive F
(slika 2.11).

Dakle, za svake dvije (ne nuzno razlicite) tacke P i @) sa elipticke krive imamo defin-
isanu tre¢u tacku Px*(@Q koja takode pripada toj krivoj. Razmotrimo algebarsku strukturu
ovog skupa u odnosu na operaciju *. Jasno je da ta struktura nije grupa, jer nemamo
neutral. Medutim, ako fiksiramo proizvoljnu tacku O na eliptickoj krivoj koju ¢emo sma-
trati neutralom i malo drugacije definiSemo operaciju, mozemo dobiti strukturu grupe.
Definisimo sada tu operaciju koju ¢emo nazivati sabiranje tacaka na eliptickoj krivoj.

Definicija 2.7. Neka su P i () dvije proizvoljne tacke na eliptickoj krivoj smjestenoj u
projektivnoj ravni Py na kojoj je fiksirana tacka O. Tada zbir tacaka P i ) definiSemo
kao

P+Q=0%(Px*Q), (2.6)
pri ¢emu P x ) predstavlja kompoziciju tacaka P i @ (slika 2.12).

PxQ

Slika 2.12: Sabiranje tacaka na eliptickoj krivoj
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U nastavku ¢e biti dokazano da skup tacaka na eliptickoj krivoj u odnosu na prethodno
definisanu operaciju sabiranja ima strukturu Abelove grupe. Ali, prije toga, navedimo
jednu teoremu koja ¢e nam trebati za dokaz grupnog zakona na eliptickoj krivoj. Ona
ima i opstije oblike (vidjeti [12], Appendix A), ali za naSe potrebe sljede¢a formulacija je
sasvim dovoljna.

Teorema 2.2 (Kejli-Baharah, 1886). Neka su C; i Cy dvije kubike u projektivnoj ravni
Py (k) koje se sijeku u 9 tacaka (racunajuci visestrukosti) i neka je C' treéa kubika koja
prolazi kroz 8 od 9 pomenutih tacaka presjeka. Tada C prolazi i kroz devetu presjecnu
tacku.

Skica dokaza. Opsta jednacina kubike je zadata jednacinom
3 2 2 3 2 2 : .
ax® + bx*y + cxy” + dy° + ex* + fry + gy” + hx +iy+ 5 =0,

koja zavisi od 10 koeficijenata. Ako pomnozimo sve ove koeficijente ne-nula konstantom,
jednacina definise istu krivu. Zato je skup svih mogucih kubika 9-dimenzionalan nad
k. Ako zelimo da kubika prolazi kroz neku tacku ¢ije su koordinate (z,y) fiksirane, to
nam namece jedan linearni uslov koji koeficijenti a, b, ..., j treba da zadovoljavaju. Tako
dobijamo da je skup kubika koje sadrze neku fiksiranu tacku 8-dimenzionalan.

Dakle, svaki put kada nametnemo uslov da kubika treba da sadrzi neku tacku, imamo
jedan dodatni linearni uslov za koeficijente. Tako dobijamo da je familija svih kubika koje
prolaze kroz 8 presjec¢nih tacaka krivih C' i Cy zapravo jednodimenzionalna familija.

Neka su Fi(x,y) = 01 Fy(x,y) = 0 jednacine kojima su zadate kubike Cy i Cy. Tada
mozemo naci kubike koje prolaze kroz 8 zajednickih tacaka krivih C4, Cy i C' tako sto
¢emo uzeti linearne kombinacije A\{F} + Ao F5, pri ¢emu je bar jedan od brojeva A, Ao
razli¢it od nule. Ali jo§ uvijek ne znamo da li se medu ovim linearnim kombinacijama
nalaze sve kubike koje sadrze 8 pomenutih tacaka presjeka.

Medutim, na osnovu prethodnog razmatranja, znamo da je familija svih kubika koje
sadrze ovih 8 presjecnih tacaka jednodimenzionalna. Sa druge strane, familija A F| + Ao F
je takode jednodimenzionalna. Iako vidimo 2 parametra, mozemo jednacinu Ay F+ A o Fy =
0 podijeliti sa jednim od njih (posto je bar jedan razli¢it od nule) pri ¢emu ¢e jednacina
da opisuje istu krivu. To znac¢i da zapravo imamo jedan parametar.

Dakle, sada zakljucujemo da familija A; F} + Ao F5 opisuje sve kubike koje prolaze kroz 8
zajednickih tacaka krivih C7, Cy i C. To znaci da i kriva C' ima jednacinu A Fy + Ao Fy = 0
za neki izbor konstanti A, \s.

Sada, posto se deveta tacka nalazi i na krivoj Cy i na Oy, slijedi da je i Fi(z,y) i
Fy(z,y) jednako nuli u toj tacki. Dakle, i A\;F7 + Ao F» mora biti jednako nuli u toj tacki,
Sto upravo znaci da kriva C' sadrzi tu tacku. O

Dokazimo sada grupni zakon na eliptickoj krivoj.
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Teorema 2.3. Neka je E elipticka kriva nad poljem k i neka je O € E fiksirana tacka.
Tada je E Abelova grupa u odnosu na operaciju sabiranja definisanu sa (2.6), ciji je
neutral tacka O.

Dokaz. Sve aksiome grupe osim asocijativnosti se lako izvode. Zatvorenost i komuta-
tivnost direktno slijede iz definicije operacije sabiranja.

Provjerimo da tacka O zaista jeste neutral. Neka je p prava odredena tackama P i O i
neka je @ tre¢a presjecna tacka prave p i krive E (slika 2.13). Naravno, ako je p tangenta
na krivu F, tacke P, @ i O ne moraju biti razli¢ite. Tada na osnovu jednakosti (2.6) vazi

P+O=0x(Px0)=0%xQ=P.

Dakle, tacka O zaista jeste neutral za operaciju definisanu sa (2.6).

Nadimo sada inverz — P tacke P. Neka je ¢t tangenta na krivu £ u tacki O i neka je S
druga presjecna tacka prave t i krive E (slika 2.14). Oznac¢imo pravu odredenu tackama
P i S sas. Pokazimo da je inverz tacke P treca presjecna tacka prave s i krive F, to jest
da je

—P=PxS.
Vazi
P+ (—=P)=P+ (P*xS)=0%(Px(PxS5)=0%S5=0.
Jednakost O % .S = O vazi jer prava t kroz O i S sijece krivu E ,jednom” u tacki S i
y,dvaput” u tacki O.

P+0O=P

Slika 2.13: Provjera da O jeste neutral Slika 2.14: Inverz tacke P

Dokazimo jos da vazi i asocijativnost. Neka su P, @) i R tri tacke na eliptickoj krivoj
E. Treba dokazati da vazi (P + Q)+ R= P + (Q + R), to jest

Ox((P+Q)xR)=0x%(Px*x(Q+ R)),
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odakle je jasno da je dovoljno dokazati da vazi (P 4+ Q) * R = P % (Q + R). Da bismo
dobili (P + Q) * R prvo treba da nademo P * (), zatim spojimo P * @ sa O i kao treéu
presjec¢nu tacku sa krivom dobijamo tacku P + Q. Dalje, P + () spojimo sa R i kao trecu
presjecnu tacku dobijamo (P + @) * R. Treba dokazati da se ova tacka poklapa sa tackom
P+ (Q+ R). Naslici 2.15 svaka od tacaka O, P, Q, R, PxQ, P+Q, Q* R, Q+ R lezi na
jednoj punoj i jednoj isprekidanoj liniji. Posmatrajmo tacku 7" koja se dobije u presjeku
pune linije odredene sa P i (Q+ R i isprekidane linije odredene sa R i P+(). Ako dokazemo
da tacka T pripada krivoj F, dokazali smo asocijativnost.

Slika 2.15: Provjera asocijativnosti

Dakle, ukupno imamo 9 tacaka: O, P, Q, R, PxQ, P+Q, Qx R, Q+ RiT. Mozemo
smatrati da unija tri pune linije predstavlja neku degenerisanu kubiku Cf, a unija tri is-
prekidane linije degenerisanu kubiku Cs. Naime, prava je opisana linearnom jednaé¢inom,
a kada imamo tri lineane jednacine, njihovim mnozenjem dobijamo jednacinu treceg ste-
pena, to jest jednacinu kubike. Primjenimo sada Teoremu (2.2). Kubike C; i Cy prolaze
kroz svih devet pomenutih tacaka po konstrukeiji. Nasa elipticka kriva, kubika E, prolazi
kroz osam od devet datih tacaka, tako da mora da sadrzi i devetu tacku, to jest tacku 7.
Dakle, vazi da je (P + Q) * R = P % (Q + R) odakle slijedi asocijativnost. ]
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2.3 Eksplicitne formule za sabiranje tacaka

U ovom odjeljku izveséemo eksplicitne formule za sabiranje na eliptickoj krivoj datoj u
Vajerstrasovom normalnom obliku. Da bismo to uradili, posmatra¢emo elipticku krivu
E u afinoj umjesto u projektivnoj ravni. Uvodenjem homogenih koordinata x = X/Z i
y =Y/Z jednacina (2.5) postaje

Y2Z = X} +aXZ? 4+ b2°. (2.7)

Ispitajmo sada $ta je presjek krive (2.7) i beskonacno daleke prave Z = 0. Kada
zamjenimo Z = 0 u (2.7) dobijamo jednac¢inu X* = 0, koja ima trostruki korijen X = 0. To
znaci da elipticka kriva (2.7) i beskonaéno daleka prava imaju ,trostruki” presjek u jednoj,
beskonacno dalekoj tacki. Uzmimo ovu beskona¢no daleku tacku da bude nasa tacka O,
koja ima ulogu neutrala u grupi na eliptickoj krivoj, razmatranoj u prethodnom odjeljku.
Sada mozemo smatrati da se elipticka kriva sastoji od ,obi¢nih” tacaka u afinoj ravni xy,
ukljuc¢ujuci jos samo jednu dodatnu, beskonacno daleku tacku O, koju ne mozemo vidjeti
u afinoj ravni.

Sada mozemo provjeriti da svaka prava sijece elipticku krivu u 3 tacke, racunajuci
visestrukosti. Ve¢ smo vidjeli da beskonacno daleka prava i elipticka kriva imaju ,,trostruki”
presjek. Dalje, vertikalna prava x = const. sijece elipticku krivu u 2 ,obi¢ne” tacke i
u beskonac¢no dalekoj tacki O. I na kraju, ne-vertikalne prave sijeku elipticku krivu u 3
tacke u afinoj xy ravni.

y y
PxQ
Q=(X,Y)

P f\ X

-Q=(X,-Y)

x

P+Q

Slika 2.16: Sabiranje na eliptickoj krivoj u Slika 2.17: Inverz tacke ) na eliptickoj
afinoj ravni krivoj u afinoj ravni

Razmotrimo sada kako izgleda sabiranje tacaka na eliptickoj krivoj E u afinoj xy ravni.
Neka su P i ) dvije tacke na E. Da bismo dobili P + ) prvo treba da nademo tacku
P x @, koja se dobija kao tre¢a presjecna tacka prave odredene tackama P i @) i krive F.
Dalje, prava kroz P (@ i O je prosto vertikalna prava kroz P x (). Posto je elipticka kriva
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u Vajerstrasovom normalnom obliku simetri¢na u odnosu na z-osu, tacku P + ) ¢emo
dobiti kada P x @) preslikamo osnom simetrijom u odnosu na z-osu (slika 2.16).

Dalje, pokazimo da je inverz tacke Q = (X,Y) tacka —@Q = (X, —Y). Da bismo to
provjerili, nadimo zbir @ + (—@Q). Naravno, prvo treba da nademo tacku @ % (—Q), a
posto je prava kroz () i —() vertikalna, treca presjecna tacka te prave sa krivom E bice
tacka O. Sada ¢emo tacku @ + (—@Q) dobiti kao treéu presjecnu tacku prave kroz O i
Q@ * (—Q). Medutim, ta prava je u stvari tangenta u tacki O, to jest, beskonacno daleka
prava, a tre¢a presjecna tacka sa krivom E je ponovo O jer beskonac¢no daleka prava i
kriva £ imaju u tacki O trostruki presjek. Dakle, vazi da je @ + (—Q) = O (slika 2.17).

Sada mozemo izvesti eskplicitne formule za sabiranje tacaka na eliptickoj krivoj u
afinoj xy ravni. Neka je z(P) oznaka za z-koordinatu tacke P, a y(P) za y-koordinatu. U
sljedecoj teoremi ¢emo izracunati z(P; + P) i y(P1 + P,), gdje su P, i P, tacke sa krive
E ivazi P # £P,, a zatim ¢emo razmotriti slucaj kada je P, = Ps.

Teorema 2.4. (1) Neka su P, = (X1,Y1) @ P = (X3, Y2) tacke na krivoj E, datoj u
Vajerstrasovom normalnom obliku (2.5), pri éemu je Py # £P, i nijedna od tacaka Py i
P, nije O. Tada je

-Yi )’
P+P)=—7—| —(Xi+X 2.
oPi P = (pg) - () 25)
Yo-Y Y1Xo — Yo Xy
PtP) =271 y(p 4Py 22T 20 2.
y(Pr + P) XQ_leU(NL ) X, X, (2.9)
(2) Neka je P=(X,Y)# O 1Y #0. Tada je
(3X?% +a)?
2P) = —2X 2.10
*2P) = {5 1 X 1 0) ’ (2.10)
3X%2+a 2Y? — X (3X?% +a)
y(2P) = ——v z(2P) — 5y : (2.11)
Dokaz. (1) Da bismo izracunali x(P; + P;), nadimo jednacinu prave kroz Py i Py :
Y-V
= = . 2.12
V=X, x4+ (2.12)

Zatim, da bismo nasli z-koordinatu X3 tacke P; = (X3,Y3) koja se dobija u presjeku
prave (2.12) sa krivom (2.5), zamjeni¢emo y iz jednacine (2.12) u jednacinu (2.5). Na taj
nacin dobijamo jednacinu

Ys — Y]
3 2 1 2
AR . 2.1

Posto su Xy, Xy, X3 tri rjeSenja jednacine (2.13), lijeva strana jednacine (2.13) je

(z— X))z —Xo)(z— X3) =2° — (X1 + Xo+ X3)2° + -+ - . (2.14)
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Uporedujuéi koeficijente uz 22 u jednac¢inama (2.13) i (2.14) i imajuéi u vidu da tacke Ps
i P, + P, imaju istu z-koordinatu, dobijamo

Y, —Y; \2
2 1

Da bismo dobili y-koordinatu tacke Pj, izra¢una¢emo [ iz jednakosti (2.12). Posto prava
(2.12) sadrzi tacku P, imamo

Y - Y, Y1Xo — Yo X

=y, — 22 Ly, = A 281

X2 — X1 XQ - Xl
Sada y-koordinatu tacke P; dobijamo kada zamjenimo dobijeni izraz za [ u jednacinu
(2.12). Formulu (2.9) dobijamo imajuéi u vidu da je y-koordinata tacke P; + P, simetri¢na
tacki P3 u odnosu na z-osu, to jest da je y(P; + P») = —Y5.

y
Ps = (X3, Y3)

P1+ Py = (X3, - Y3) \

Slika 2.18: Izvodenje formula za sabiranje na eliptickoj krivoj

(2) Da bismo izrac¢unali z(2P), treba nam jednacina tangente na krivu (2.5) u tacki P.
Iz teoreme o izvodu implicitne funkcije dobijamo koeficijent pravca tangente u tacki P
(uslovi teoreme su ispunjeni jer je Y # 0), pa je jednacina tangente data sa

_3X2+a

. 2.1
Y% T+ (2.15)

Y

Neka je P = (X,Y) tacka razlicita od P koja se dobija u presjeku tangente (2.15) sa
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krivom (2.5). Koordinatu X éemo dobiti kada jednacinu (2.15) zamjenimo u (2.5). Do-
bijamo
s (3X?+4a)? , B

Znamo da su X i X rjesenja jednacine (2.16), pri ¢emu je rjesenje X visestrukosti 2, pa
iz

(z—X)z-—X)=0—2X + X)z? + -,
uporedujuéi koeficijente uz X? i imajuéi u vidu da je Y? = X3 4 aX? + b dobijamo

(3X2 +a)?

—2X.
A(X3 + aX +b)

(2P) = X =

Da bismo dobili y-koordinatu tacke P, treba da nademo r iz jednacine tangente (2.15).
Posto tangenta (2.15) sadrzi tacku P, dobijamo da je
3X?+a 2Y? — X(3X% +a)

— - X = .
" 2y 2y

Sada Y dobijamo kada r iz prethodne jednakosti zamjenimo u jednacinu tangente (2.15),
a formula (2.11) slijedi iz jednakosti y(2P) = =Y. O

Navedimo sada jedan primjer koji ¢e nam posluziti kao ilustracija prethodne teoreme
za sabiranje tacaka na eliptickoj krivoj.

Primjer 2.1. Posmatrajmo elipticku krivu
E: 2 =a3+17.
Lako se pronalaze sljedece tacke sa cjelobrojnim koordinatama koje pripadaju krivoj E:
P =(=23), B=(2)5), PB=(-14), hA=(49), bB=(823),
a uz pomo¢ kompjuterske pretrage dobijamo i jos neke:
Ps = (43,282), P;=(52,375), Ps=(5234,378661).

Koristedi formule za sabiranje izvedene u prethodnoj teoremi, mozemo se uvjeriti da vaze
sljedece relacije:
Ps=-2P, P,=P—-PF, P =3P —DP.

Naravno, postoji jos mnogo tacaka sa racionalnim koeficijentima koje pripadaju krivoj F,

na primjer
127 2651 8 109
2= (a?‘ﬁ) = (‘57‘7) |

Sada je tacno, ali nije lako dokazati, da svaka racionalna tacka P € F(Q) moze da se
napise u obliku
P=mP, +nP,, zaneke m,n € Z.
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To upravo znaci da je grupa racionalnih tacaka E(Q) na krivoj E izomorfna sa Z X Z.
Dalje, postoji samo 16 tacaka sa cjelobrojnim koordinatama koje pripadaju krivoj F,
naime

{£P,£P,,...,£5).

Ove ¢injenice ilustruju dvije fundamentalne teoreme iz aritmetike eliptickih krivih, naime
da je grupa racionalnih tacaka na eliptickoj krivoj kona¢no generisana (Mordelova teo-
rema) i da je skup tacaka sa cjelobrojnim koordinatama na eliptickoj krivoj konacan
(Zigelova teorema). o

Napomenimo jos da se pomocu eksplicitnih formula (2.8)-(2.11) za sabiranje tacaka
moze dokazati i grupni zakon na eliptickoj krivoj. Jasno je da takav dokaz postoji, ali
se ispostavlja da je dokaz asocijativnosti tezi nego Sto se ¢ini na prvi pogled. Postoji
mnogo specijalnih slu¢ajeva koje treba posebno ispitati (na primjer kada je neka od tacaka
jednaka O, kada je zbir dvije tacke jednak O, ili kada je zbir dvije tacke jednak trecoj,
i slicno). Takode, za provjeru nekih identiteta je potrebno nekoliko sati na modernom
kompjuteru, tako da ovaj dokaz nije ni bio izveden prije 1980-tih. Za detaljan i kompletan
dokaz grupnog zakona koriséenjem samo eksplicitnih formula vidjeti rad [6].

2.4 Elipticke krive nad C

Cilj ovog odjeljka je da u osnovnim crtama prezentuje rezultat da su elipticke krive nad
kompleksnim brojevima izomorfne torusu. Skup tacaka elipticke krive E sa koordinatama
u C ¢éemo oznacavati sa F(C). U daljem tekstu ¢e biti objasnjeno kako je na torusu
prirodno uvedena struktura grupe. Iz tog izomorfizma direktno slijedi grupni zakon za
elipticke krive nad kompleksnim brojevima. Takode, posto je torus povrs roda 1, odatle
se odmah vidi i da je rod elipticke krive jednak 1.

Posto je cilj ovog odjeljka samo da ilustruje grupni zakon za elipticke krive na drugi
nacin od onoga koji je predstavljen ranije, ve¢ina dokaza i detalja ¢e biti preskocena, a
¢itaoca upucujemo na [11], Poglavlje VI ili [13], Poglavlje 9.

Poc¢nimo sa definicijom resetke na C.

Definicija 2.8. Neka su w; i wy kompleksni brojevi linearno nezavisni nad R. Tada skup
A = {njw; + nows | ny,me € Z} C C,
nazivamo reSetka razapeta sa wi i ws.
Resetka A je podgrupa od C, pa je i C/A takode grupa. Skup:
II={aw +aws |0<a; <1, i=1,2}

nazivamo fundamentalni paralelogram resetke A. Tada svaka klasa iz C/A ima po jednog
svog predstavnika u I1. Operacija u grupi C/A je sabiranje kompleksnih brojeva po modulu
A. Drugim rije¢ima, svaka tacka iz C je kongruentna mod A ta¢no jednoj tacki iz II. Ovo
znaci da elemente iz C/A zapravo mozemo smatrati elementima iz II.
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Slika 2.19: Primjeri razlicitih reSetki i fundamentalnih paralelograma

Medutim, ako posmatramo zatvorenje II, tada su naspramne stranice paralelograma
II identifikovane. Drugim rije¢cima, C/A je ekvivalentno paralelogramu sa identifikovanim
naspramnim stranicama, $to je topoloski ekvivalentno torusu. Dakle, C/A je topoloski
torus, na kome imamo strukturu koli¢nicke grupe C/A koju smo prethodno opisali.

Definisimo sada elipticku funkciju.

Definicija 2.9. Elipticka funkcija u odnosu na resetku A je meromorfna kompleksna
funkcija f takva da za svako z € C i svako w € A vazi

fz+w) = f(2).

Slijedi da je f(z+w1) = f(z+ws), pa se elipticke funkcije nazivaju i dvostruko periodicne
funkcije.

Vazan i netrivijalan primjer elipticke funkcije je Vajerstrasova p-funkcija, koja ima

kljuénu ulogu u konstruisanju izomorfizma izmedu C/A i eliptickih krivih nad C.

Definicija 2.10. Neka je data resetka A na C. Tada Vajerstrasovu p-funkciju definiS§emo

sljede¢im redom
1 1 1
p(z) =+ > (—(z o F) . (2.17)

5

U sljedecoj teoremi dajemo osnovne osobine Vajerstrasove p-funkcije. Teoremu navodimo
bez dokaza, a ¢itaoca upuéujemo na [13], Teorema 9.3.
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Teorema 2.5. Neka je data resetka A na C. Tada za Vajerstrasovu g-funkciju vaZe
sljedeca tvrdenja:

1. Red (2.17) koji definise p(z) konvergira apsolutno i ravnomgjerno na svakom kom-
paktnom skupu koji ne sadrzi elemente iz A.

2. Funkcija p(z) je meromorfna na C i ima dvostruki pol u svakom w € A.
3. Za svako z € C vazi p(—z) = p(z).

4. Funcija o(z) je elipticka u odnosu na resetku A, to jest vazi p(z + w) = p(z2) za
svako w € A.

5. Skup svih eliptickih funkcija u odnosu na resetku A je C(p,@'). Drugim rije¢ima,
svaka elipticka funkcija je racionalna kombinacija funkcije o i njenog izvoda ¢'. [

Da bismo pokazali da je kompleksni torus C/A izomorfan sa kompleksnim tackama na
eliptickoj krivoj, potrebno je da uvedemo jos jedan pojam.

Definicija 2.11. Neka je A resetka na C i neka je k cijeli broj. Ajzenstajnov red teZine
2k, u odnosu na resetku A je red

ng = ng(A) = E wiQk.
wEA
w#0

Primjetimo da je Gory1 = 0, jer se ¢lanovi w™ 3D i (—w)~E*1 ponistavaju, pa zbog
toga definiSemo Ajzenstajnov red samo za parne cijele brojeve.

U sljedecoj teoremi je data veza izmedu VajerStrasove gp-funkcije i Ajzenstajnovih
redova.

Teorema 2.6. Neka je p(z) Vajerstrasova o-funkcija i Gop Ajzenstagnov red. Tada je
0'(2)? = 4p(2)® — 60G, p(z) — 140Gs. (2.18)
O
Uobicajeno je da se koriste oznake
go = 60Gy, g3 = 140Gk.
Tada jednakost (2.18) glasi
©'(2)" = 4p(2)° — g2 p(2) — gs-
Dakle, tacke (p(2), ¢'(2) leze na krivoj
v = 423 — gox — gs. (2.19)

Tradicionalno se ostavlja 4 kao koeficijent uz 23, umjesto da da se izvrsi smjena prom-

jenljivih kako bi koeficijent uz 2 bio 1. Diskriminanta kubnog polinoma na desnoj strani
je 16(g3 — 27g3). Oznacimo A = g5 — 27g3. Tada vazi sljedece tvrdenje.
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Stav 2.2. Za kubni polinom 4x3 — gow — g3 vazi da je A = g3 — 27g2 # 0. O
Iz prethodnog stava slijedi da je kriva (2.19) zapravo elipticka kriva. Dakle, funkcija
2+ (p(2), 9'(2))

svakom kompleksnom broju pridruzuje neku tacku na eliptickoj krivoj. Ako promjenimo
z za neki element iz A, vrijednost funkcija ©(z) i ©/(z) se neée promjeniti, jer su one
dvostruko periodi¢ne. Dakle, p(2) i ¢'(z) zavise samo od z mod A, pa imamo preslikavanje

iz C/A u E(C).

Sada mozemo formulisati osnovnu teoremu (za dokaz pogledati [13], Teorema 9.10).

Teorema 2.7. Neka je A resetka na C i neka je E elipticka kriva y? = 42 — gox — g3.
Tada je preslikavanje ® : C/A — E(C) definisano sa

z = (p(2), ¢(2))

0 — oo
izomorfizam izmedu grupe C/A (kompleksnog torusa) i E(C). O
w3
>
I1
>
w1

Slika 2.20: Fundamentalni paralelogram sa identifikovanim naspramnim stranicama je
torus koji je izomorfan eliptickoj krivoj

2.5 Elipticke krive nad QQ

Teorija Diofantovih jednacina je oblast teorije brojeva koja se bavi trazenjem cjelobrojnih
ili racionalnih rjesenja polinomnih jednacina. Svakako, jedan od najpoznatijih problema
iz ove oblasti je Fermaova posljednja teorema. Medutim, problem koji ¢emo razmatati u
ovom odjeljku je sljededi.

Neka je f(z,y) polinom treéeg stepena sa koeficijentima iz Z. Posmatrajmo sljedeéu
jednacinu

f(z,y) =0.
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Postoji nekoliko prirodnih pitanja koja mozemo postaviti u vezi prethodne jednacine:
a) Da li postoji bar jedno cjelobrojno rjesenje?

(a)

(b) Da li postoji bar jedno racionalno rjesenje?

(¢) Da li postoji beskonacno mnogo cjelobrojnih rjesenja?
(d) Da li postoji beskonaéno mnogo racionalnih rjesenja?

Sto se tice pitanja (a) i (c), Zigel je 1920-tih dokazao da kubna jednacina ima samo
kona¢no mnogo cjelobrojnih rjesenja, a Bejker i Kouts su 1970. dokazali da postoji ek-
splicitna gornja granica za najvece cjelobrojno rjesenje u funkciji koeficijenata polinoma
f(z,y). Dakle, postoje zadovoljavajuéi odgovori na pitanja (a) i (c).

Na pitanja (b) i (d) ,djelimi¢can” odgovor daje Mordelova teorema, iz 1922. godine,
sa kojom je zapocela moderna teorija Diofantovih jednacina.

Teorema 2.8 (Mordel, 1922). Neka je E elipticka kriva data jednacinom

v’ =2 +ax+b, (a,bcQ).

Tada je grupa racionalnih tacaka E(Q) konacno generisana Abelova grupa. Drugim
rijecima, postoji konacan skup tacaka Py, Ps,...,P, € E(Q) takav da se svaka tacka
P € E(Q) moze predstaviti u obliku

P:n1P1—|—n2P2—I—...—|—ntPt
za neke brojeve ny,ngy, ..., ny € Z. [

Iz osnovne teoreme o konacno generisanim Abelovim grupama slijedi da je

EQ=TXZXZx---x1Z,

r

gdje je T kona¢na grupa koja se naziva torziona podgrupa od E(Q), a cijeli broj r > 0 se
naziva rang od E(Q).

Postoji veoma jednostavan opis svih moguéih torzionih podgrupa od E(Q), iako je
dokaz tog tvrdenja ekstremno tezak.

Teorema 2.9 (Mazur, 1977). Torziona podgrupa T grupe racionalnih tacaka E(Q) na
eliptickoj krivoj ima jedan od sljedeca dva oblika:

(i) Ciklicna grupa reda N, gdje je 1 < N <10 ili N = 12,

(i) Proizvod ciklicne grupe reda 2 i ciklicne grupe reda 2N, pri cemu je 1 < N < 4.

Posebno, torziona podgrupa T moZe imati najvise 16 elemenata. [
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Sto se tice ranga grupe E(Q), njega je dosta teze opisati. Postoji sljedeca hipoteza.

Hipoteza. Postoji elipticka kriva E ¢ija je grupa racionalnih tacaka E(Q) proizvoljno
velikog ranga.

Martin i Mekmilen su 2000. pronasli elipticku krivu ¢ija grupa racionalnih tacaka ima
rang bar 24.! Postoji jos samo jedan poznat primjer grupe racionalnih tacaka elipticke
krive koja ima veéi rang. Taj primjer je pronasao Elkis, 2006. godine, a pomenuta grupa
ima rang vedi ili jednak od 28.2

Sada je jasno zasto smo rekli da Mordelova teorema daje ,djelimican” odgovor na
pitanja (a) i (¢). Medutim, da bismo razumjeli racionalne tacke F(Q), mozemo da pos-
matramo elipticke krive nad kona¢nim poljima I, pri ¢emu prost broj p ne dijeli diskrim-
inantu elipticke krive nad Q. Ovaj uslov nam je potreban zbog toga sto u slucaju kada
p dijeli diskriminantu elipticke krive nad Q imamo da je ta diskriminanta jednaka nuli u
polju IF,, pa je onda naSa kriva singularna nad [F,, a samim tim nije elipticka.

Dakle, umjesto da trazimo racionalne tacke eliptickih krivih nad Q, mozemo posma-
trati elipticke krive nad I, i traziti racionalne tacke u polju F,, sto je ocigledno laksi
problem jer je I, konacno polje.

To upravo predstavlja motivaciju za proucavanje eliptickih krivih nad kona¢nim poljima,
o cemu ¢e biti viSe rijec¢i u ostatku rada.

'Roland Martin and William McMillen, An elliptic curve over Q with rank at least 24, Number Theory
Listserver, May 2000.
2N. D. Elkies, Some more rank records, Number Theory Listserver, Jun 2006.



Glava 3

Zeta-funkcija za globalna polja

U ovoj glavi ¢emo uvesti zeta-funkciju za globalna polja koja predstavlja generalizaciju
Rimanove (-funkcije razmatrane u Glavi 1. Zatim ¢emo uvesti i zeta-funkciju za krive
nad kona¢nim poljima (specijalno i za elipticke krive) i formulisati Rimanovu hipotezu za

zeta-funkciju pridruzenu eliptickoj krivoj, ¢iji je ekvivalent Haseova teorema koju ¢emo
dokazati u Glavi 4. Za uvodenje zeta-funkcije pridruzene globalnim poljima koristi¢emo
pristup preko valuacija polja.

3.1 Definicija zeta-funkcije za globalna polja

Prije nego sto uvedemo globalno polje, definisimo funkcijsko polje algebarske krive nad
kona¢nim poljem.

Definicija 3.1. Neka je C' algebarska kriva nad konac¢nim poljem F, definisana ireducibil-
nim polinomom

F(z,y) =0,

¢iji su koeficijenti u F,. Tada funkcijsko polje krive C' definiSemo kao polje razlomaka dom-
ena (oblasti cijelih) F [z, y]/(F(z,y)), gdje je (F(x,y)) prost ideal generisan polinomom

F(z,y).

Sada mozemo definisati globalno polje.

Definicija 3.2. Globalno polje je polje jednog od sljedec¢a dva tipa
1. Brojevno polje, to jest konacno rasirenje polja Q,

2. Funkcijsko polje algebarske krive nad konacnim poljem [F,.
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3.1.1 Valuacije

Zeta-funkcija brojevnog polja K ili Dedekindova zeta-funkcija, koja predstavlja general-
izaciju Rimanove (-funkcije na brojevna polja se najprirodnije uvodi pomocu ideala u
prstenu cijelih polja K. Ako prsten cijelih brojevnog polja K oznac¢imo sa O, tada je
Dedekindova zeta-funkcija definisana sa

1
= 2 Wl

gdje I prolazi kroz sve nenula ideale prstena Ok, a Nk/g(I) predstavlja normu ideala I.

Medutim, pristup koji objedinjuje brojevna i funkcijska polja i koji je bolji za istovre-
meni rad sa oba tipa globalnog polja koristi valuacije i to je pristup koji ¢emo slijediti u
nastavku. Po¢nimo sa definicijom valuacije.

Definicija 3.3. Neka je K proizvoljno polje. Valuacija na polju K je preslikavanje
v: K — ZU{oo} za koga vazi

1. v(z) = oo ako i samo ako je x =0,
2. v(zy) = v(z) +v(y),
3. v(a+b) > min(v(x),v(y)).
Skup valuacija polja K oznacavamo sa V.

Kljuénu ulogu u defininisanju globalne zeta-funkcije ¢e imati p-adska valuacija koju
¢emo razmotriti u sljede¢em primjeru.

Primjer 3.1. Neka je K = Q. Fiksirajmo prost broj p = 2,3,5,... 1 neka je © # 0
element iz Q. Tada se x moze napisati kao

a
b7

gdje je v,(z) € Z, a za nenula cijele brojeve a, b vazi (p, ab) = 1. Drugim rijec¢ima, v,(z) je
cijeli broj (pozitivan, negativan ili nula) koji je eksponent od p u faktorizaciji racionalnog
broja = na stepene razlic¢itih prostih brojeva. Na primjer, ako je z = 4/5, tada je vy(x) = 2,
v3(z) = 01 vs(x) = —1. Homomorfizam grupa v, : Q — Z nam daje valuaciju na Q koju
nazivamo p-adska valuacija. &

3.1.2 Generalizacija Rimanove (-funkcije na globalna polja

Sada ¢emo izvesti formulu kojom se definise (-funkcija za globalno polje. Poce¢emo od
Ojlerovog proizvoda za (-funkciju (vidjeti Teoremu 1.1):

g(s)zgézﬂ(p%)l, (3.1)

p
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pri ¢emu proizvod u gornjoj formuli prolazi kroz sve proste brojeve p. Da bismo dobili
generalizaciju koju zelimo, treba da ,prevedemo” formulu (3.1) u ekvivalentan oblik, ko-
riste¢i samo valuacije na Q. To ¢e nam dati naznaku kako da pridruzimo zeta-funkciju
proizvoljnom globalnom polju, dobijaju¢i Rimanovu (-funkciju u slucaju kada je to glob-
alno polje jedanko samom polju Q.

U nastavku ¢e nam biti potrebne jos neke dodatne definicije.

Definicija 3.4. Neka je K polje koje ima bar jednu netrivijalnu valuaciju i neka je v ta
valuacija. Definisimo sljede¢e podskupove polja K:

O, ={zr € K |v(z)> 0}, (3.2)

p, = {o € K |v(x) > 0}. (3.3)

Iz definicije valuacije slijedi da su O, i p, aditivne podgrupe od K. Primjetimo da je
zapravo O, podprsten od K, a p, maksimalni ideal u O,, iako to nije vazno za nastavak
naseg izvodenja. Iz maksimalnosti ideala p slijedi da je koli¢nicki skup O, /p polje.

Definisimo sada normu valuacije v.

Definicija 3.5. Neka je K polje i v valuacija na K. Dalje, neka je O, /p, kolicnicko polje,
gdje su O, i p, definisani sa (3.2) i (3.3). Ako je O,/p, konaéno polje tada definisemo
normu valuacije v kao

N, = #(Ov/pv>7

gdje je # oznaka za broj elemenata skupa.

U sljedec¢oj lemi ¢emo razmotriti normu p-adske valuacije.

Lema 3.1. Neka je data p-adska valuacija v, na polju Q. Tada je
N, =p.

Dokaz. Primjetimo da u slucaju p-adske valuacije skup O,, €ine razlomci ¢iji je imenilac
uzajamno prost sa p, dok je p, podskup od O,, koga ¢ine razlomci ¢iji je brojilac umnozak
od p. Sada se lako provjeri da se O, /p, sastoji od klasa ekvivalencije elemenata 0,1, ... p,
tako da je N,, = p, sto je i trebalo dokazati. O

Koriste¢i formulu (3.1), sada mozemo napisati Rimanovu (-funkciju na sljedeé¢i nacin

(=] (1 - ;) (3.4)

v
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3.1.3 Definicija

Formulu (3.4) mozemo odmah generalizovati na sluc¢aj globalnih polja. Kljuéna stvar kod
globalnih polja je ta sto je za svaku valuaciju v koli¢nicko polje O,/p, konaéno, tako da
je norma valuacije N, dobro definisana.

Definisimo sada zeta-funkciju pridruzenu globalnom polju.

Definicija 3.6. Neka je K globalno polje i Vi skup valuacija polja K. Tada zeta-funkciju
pridruZenu globalnom polju K definiSemo formulom

(s)= ] (1— ]\1[8)_1. (3.5)

vEVK v

Veé smo vidjeli da je (g(s) = ((s), pa (x(s) zaista jeste generalizacija koju smo trazili.

3.2 Zeta-funkcija za krive nad kona¢nim poljima
Neka je C glatka kriva definisana ireducibilnim polinomom
F(z,y) =0

nad konacnim poljem F,; od ¢ elemenata. Napomenimo da ¢emo sada posmatrati i one
tacke krive C' koje imaju koordinate u nekom konacnom polju koje sadrzi I, to jest u
nekom konacnom rasirenju polja IF,. Pretpostavimo i da je kriva C' kompletna, Sto znaci
da smo joj dodali beskonacno daleku tacku. Dalje, neka je K funkcijsko polje krive C,
to jest polje razlomaka domena F, [z, y]/(F(x,v)), gdje je (F(x,y)) prost ideal generisan
polinomom F'(z,y). Cilj nam je da svakoj tacki krive C' koja pripada nekom kona¢nom
rasirenju od [F, dodijelimo jednu valuaciju na K. Neka su

Ry(e.y) = % i Ry(a.y) = S20Y)

dvije racionalne funkcije za koje vazi da je
Gi(z,y) ~ Ga(z,y) mod F(z,y)

H1<£L‘,y) NH2($73/) mod F(l‘,y)

Tada Ry(z,y) i Ra(x,y) odreduju isti element polja K. Dalje, neka je (a,b) neka tacka
koja pripada krivoj C. Tada vazi

Ry(a,b) = Ry(a,b),

tako da elemente polja K mozemo posmatrati kao racionalne funkcije koje su dobro
definisane na krivoj C, posto mozemo smatrati da racionalne funkcije Ry (z,y) i Ra(z,y)
odreduju istu funkciju na C.
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Fiksirajmo sada tacku P € C. Tada mozemo dobiti valuaciju vp na K tako sto ¢emo
posmatrati red nule ili red pola svake nenula funkcije na K.

Primjer 3.2. Neka je K funkcijsko polje krive C' i neka je racionalna funkcija R =
R(z,y) € K definisana sa
(z+1)°
r—3
Posto funkcija R ne zavisi od y posmatra¢emo samo z-koordinate tacaka na krivoj C.
Tada je, na primjer,

R(z,y) =

pri cemu se lako provjeri da preslikavanje v zaista jeste valuacija na K. &

Dakle, svakoj tacki krive C' smo pridruzili po jednu valuaciju na K. Medutim, moze se
desiti da razlicite tacke na krivoj C' daju istu valuaciju. Ilustrujmo to sljede¢im primjerom.

Primjer 3.3. Razmotrimo slucaj kada je F'(z,y) = y, to jest kada je kriva C' zadata
jednacinom y = 0. Dakle, kriva C' je u stvari afina prava, slicna z-osi u Dekartovom koor-
dinantnom sistemu. Tacke na krivoj C' su jedinstveno odredene z-koordinatom. (Zapravo,
trebalo bi da krivoj C' dodamo i beskonac¢no daleku tacku, ali to neée uticati na sadrzaj
primjera.)

Nadimo sada funkcijsko polje K krive C. Imamo da je Fslz,y]/(y) = Fs[z], pa je
K = F3(z). Primjetimo da polje F3 ne sadrzi kvadratni korijen iz —1, pa ako ozna¢imo
taj element sa i, imacemo da je F3[i] = Fj2, jer je stepen rasirenja [Fs[i] : F] = 2.

Posmatrajmo sada valuaciju na K indukovanu elementom i. Tada je, na primjer,
vi(z% + 1) = 1. Medutim, racionalne funkcije koje ¢ine K imaju sve koeficijente u Fs, pa
svaka racionalna funkcija iz F(z) ima isti broj faktora x + i kao i « — 4, . Odatle slijedi da
¢e valuacija indukovana sa ¢ biti ista kao valuacija indukovana sa —i. &

Da bismo okarakterisali tacke krive C' koje daju istu valuaciju na K bi¢e nam potrebna
sljedec¢a definicija.

Definicija 3.7. Neka je kriva C' definisana nad kona¢nim poljem F, i neka je F algebarsko
zatvorenje od F,. Dalje, neka je G = Gal (F/F,) apsolutna Galuaova grupa. Posmatrajmo
dejstvo grupe G na skup C(IF) tacaka krive C' koje pripadaju polju F. Tada orbitu tacke
P € C(F) nazivamo Galuaova orbita tacke P i oznacavamo sa [P], a skup svih orbita
krive C' oznac¢avamo sa C.

Ispostavlja se da sve tacke krive C' koje daju istu valuaciju na K pripadaju jednoj
Galuaovoj orbiti, Sto mozemo vidjeti i iz Primjera 3.3. Dakle, umjesto da uzimamo sve
tacke sa krive i posmatramo valuacije koje indukuju, mozemo uzeti po jednu tacku iz
svake orbite.

Neka je P tacka krive C' koja ima koordinate u nekom polju F,m, pri ¢emu te koordinate
ne pripadaju nijednom pravom potpolju od Fym. Tada postoji tatno m tacaka u orbiti
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[P], jer je Galuaova grupa Gal (F,m/F,) ciklicna i reda m. Takode, moze se dokazati da
je norma valuacije koju indukuje orbita [P] jednaka

N’U[P] :q °

Neka je #P kardinalnost orbite [P]. Tada iz formule (3.5) slijedi sljedeca definicija
zeta-funkcije krive nad kona¢nim poljem.

Definicija 3.8. Neka je C kriva nad kona¢nim poljem F,. Tada zeta-funkciju krive C, za

R(s) > 1 definisemo kao
1\
ZC(S) = H (1 - q#ps) ) (36)

[PleC

pri ¢emu proizvod u prethodnoj jednakosti prolazi kroz sve orbite krive C, to jest kroz
sve valuacije polja K indukovane tim orbitama.

Cesto se uvodi smjena t = ¢—*, pa formula (3.6) dobija oblik

Zo(t) =[] 1 —¢#")7" (3.7)

[PleC

U sljedecoj teoremi ¢emo dati ekvivalentan oblik formule (3.7), izrazen preko broja
tacaka krive C' u polju Fym.

Teorema 3.1. Neka je zeta-funkcija krive C' nad konacénim poljem F, definisana sa (3.7).

Tada vazi da je
Zo(t) = exp [ 32 N ) (3.8)
m

m=1
Dokaz. Broj tacaka krive C koje se nalaze u polju F,» jednak
Np=)»d> 1 (3.9)
dlm  [P]eC

#F]’:d

Dakle, klasirali smo orbite po broju elemenata i pomnozili ih sa brojem elemenata u jednoj
orbiti, pri ¢emu broj elemenata d orbite u formuli (3.9) prolazi kroz stepene rasirenja svih
potpolja od F,m, pa stoga d dijeli m.

Kada primjenimo logaritamski izvod na jednakost (3.8), a zatim dobijenu jednakost

pomnozimo sa t imamo
Zo(t) i
= Np, t™.
Zc(t) m=1
Kada iste operacije primjenimo na jednakost (3.7), imajuéi u vidu da je

1 =
i IL

t
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jer je |t| < 1, dobijamo

t

Zelt) _ Sy S o

Zc(1) - .
[PleC m=1

Odredimo koeficijent a,, uz t™ u prethodnom formalnom redu za fiksiran prirodni broj m.

Primjetimo da ¢e ¢lanovi t™ da se pojave kada je #P = m, ali i kada je # P djelilac od m

jer ¢e tada da postoji prirodan broj k takav da je (t#F)* = t™. Neka su sada my, ma, ... m,

svi djelioci od m. Tada je

A = My Z 14+ my Z 1+---+m, Z 1= Zle.

[PleC [PleC [PleC dlm  [P]eC
#P=m, #P=m, #P=m, #P=d
Dakle, vazi
2 S S = e (Ta X 1)
Ze(t) [Plec m=1 m=1 dm  [PleC
#P=d
odakle slijedi tvrdenje teoreme. O]

Kada predemo na promjenljivu s, formula (3.8) dobija sljede¢i oblik

Zo(s) = exp (Z i q-ms> |

m=1

3.3 Formulacija Rimanove hipoteze za elipticke krive

Razmotrimo prvo kako izgleda zeta-funkcija elipticke krive nad nekim konacnim poljem.
Za to ¢e nam trebati sljedeéa lema koju neéemo dokazivati jer ima (relativno) dug i
tehnicki zahtjevan dokaz, a ¢itaoca upucujemo na [13], Teorema 4.12.

Lema 3.2. Neka je elipticka kriva E definisana nad konacnim poljem F, i neka je N, =
q+1—aq, gdje je Ny broj tacaka krive E ¢ije koordinate pripadaju polju F,, ukljucujuci
i beskonacéno daleku tacku. Napisimo X? — a,X + ¢ = (X — a)(X — 3). Tada za svako
m > 1 vazi

Np=q"+1—(a™+ ™),
pri cemu je Ny, broj tacaka krive E koje pripadaju polju Fom. [

Navedimo sada teoremu koja opisuje zeta-funkciju elipticke krive.

Teorema 3.2. Neka je E elipticka kriva definisana nad F, i neka je Ny = q+1—ay, gdje
je Ny broj tacaka krive E' u polju Fy, ukljucujuci i beskonacno daleku tacku. Tada je

qt* —a bt +1

Ze0) =0 g

(3.10)
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Dokaz. Neka je X? —a,X +q = (X — a)(X — ). Na osnovu prethodne leme slijedi
Np=q¢"+1—a™— "

Stoga, koristeéi razvoj
o tn
—log(l1—t) = —
g(1—1) m§:1 )

dobijamo

Zp(t) = exp (Z%tm>

- exp(

1
n m mtn
Zl(q +1-a —5)E>

= exp (—log(1 —qt) —log(1l —t) + log(1 — at) + log(1 — ft))

(1 —at)(1 - Bt)

(1=1)(1—qt)
gt —agt+1
(1—1)1 —qt)’
Sto je i trebalo dokazati. O]

Kada iskljucimo iz razmatranja beskonacno daleku tacku krive F, dobijamo da u afinoj
ravni vazi jednakost
ag = q — Ny.

Formulisimo sada Rimanovu hipotezu za elipticke krive nad kona¢nim poljima.

Rimanova hipoteza za elipticke krive nad konaénim poljima. Neka je zeta-
funkcija elipticke krive E nad F, definisana sa (3.10), pri éemu je t = ¢ *. Ako je
Zp(q~®) =0, tada je R(s) = 1/2.

Preformulisimo sada prethodno tvrdenje u ekvivalentan oblik, koji je pogodniji za

razmatranje.

Teorema 3.3. Neka je elipticka kriva E definisana afinom jednacinom (2.5) u Va-
jerstrasovom normalnom obliku nad konacnim poljem F, ¢ija je karakteristika razlicita
od 21 3. Tada je Rimanova hipoteza za krivu E ekvivalentna sljedecoj nejednakosts

[Ny —al <2/, (3.11)

gdje je N4 broj tacaka krive E koje pripadaju polju F,.
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Dokaz. Ako je Zg(q—*) = 0, tada je ¢° korijen polinoma
flu) =u* — au+q.

Primjetimo da nejednakost (3.11) vazi ako i samo ako je diskriminanta a? — 4¢ polinoma
f(u) manja ili jednaka od nule. To je ispunjeno ako i samo ako su korijeni u; i us polinoma
f(u) ili strogo kompleksni ili medusobno jednaki, a ovo vazi ako i samo ako je |u1| = |us|.
Posto je slobodni ¢lan ¢ polinoma f(u) jednak proizvodu ujus, slijedi da su oba korijena
uy 1 uy po apsolutnoj vrijednosti jednaka ,/g. Dakle, dobili smo da nejednakost (3.11) vazi
ako i samo ako za svako s za koje je Zp(q~*) vazi da je |¢°| = /g, a posljednja jednakost
upravo znaci R(s) = 1/2. O

Nejednakost (3.11) je poznata kao Haseova teorema i u narednom poglavlju ée biti
izveden njen dokaz, a samim tim ¢e biti dokazana i Rimanova hipoteza za elipticke krive
nad konacnim poljima.






Glava 4

Haseova teorema za elipticke krive

4.1 Motivacija, formulacija i oznake

U narednom tekstu podrazumijevamo da je IF, kona¢no polje koje ima ¢ = p™ elemenata,
pri ¢emu je prost broj p razlicit od 2 i 3. Ovaj uslov zapravo znaci da je karakteristika
polja F, razlicita od 2 i 3, tako da mozemo posmatrati elipticke krive u Vajerstrasovom
normalnom obliku

v =2*+ar+b (a,beF,), (4.1)

gdje je A = 4a® + 270* # 0, $to je, podsjetimo se, uslov glatkosti ove krive, to jest, uslov
koji nam obezbjeduje da kriva E ima tangentu u svakoj tacki. Napomenimo da je uslov
glatkosti u algebarskoj geometriji definisan za proizvoljna polja, pa i za F,, bez koris¢enja
analize na R ili C. Primjetimo da smo u diskriminanti A elipticke krive F izostavili faktor
—16, jer nece imati uticaja na razmatranja u narednom tekstu (vidjeti Definiciju 2.3).

Neka je IV, broj tacaka krive £ u polju F, i neka je a; = ¢ — IV,. U ovom poglavlju ¢e
biti dokazana Haseova teorema, koja predstavlja ekvivalent Rimanove hipoteze za elipticke
krive nad kona¢nim poljima (vidjeti Teoremu 3.3). Haseova teorema zapravo tvrdi da je
izraz a, ogranicen, tacnije da se nalazi izmedu —2,/q 1 2,/3.

Uvjerimo se u ovo na sljedeéem primjeru. Posmatrajmo krivu y? = 23 + 2 + 1 i
izracunajmo za nju vrijednosti a, za prvih 200 prostih brojeva. Vrijednosti za N, su
dobijene uz pomo¢ matematickog softvera SAGE, koris¢enjem sljedeéih komandi:

K = GF(p)
E = EllipticCurve(K, [0,0,0,1,1])
E.cardinality()

pri cemu umjesto p piSemo prost broj za koji ho¢emo da izracunamo [V, a uredena petorka
[0,0,0, 1, 1] predstavlja koeficijente elipticke krive u Vajerstrasovom opstem obliku (2.2).

Vrijednosti a, za krivu y* = 2° + 2+ 1 za prvih 200 prostih brojeva su date u sljedecoj
tabeli. Napomenimo da se u SAGE-u podrazumijeva da kriva E sadrzi i beskonaéno
daleku tacku, tako da ¢emo a, racunati kao a, = p +1 — N,. Primjetimo da za p = 2
i p = 31 nemamo vrijednosti a, jer u tim slucajevima p dijeli diskriminantu pomenute
krive, pa ona nije glatka, a samim tim nije ni elipticka kriva.
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p | Ny | ap
2 _ _
3 4 0
5 9 | -3
7 5 3
11 | 14 | -2
13 | 18 | 4
17 | 18 | O
19 | 21 | -1
23 | 28 | A4
29 | 36 | -6
31 - -
37 | 48 | -10
41 | 35 | 7
43 | 34 | 10
A7 | 60 | -12
53 | B8 | 4
59 | 63 | -3
61 | 50 | 12
67 | 56 | 12
71 | 59 | 13
730 72| 2
79 | 8 | -6
83 | 90 | -6
89 | 100 | -10
97 | 97 | 1
101 | 105 | -3
103 | 87 | 17
107 | 105 | 3
109 | 123 | -13
113 | 125 | -11
127 | 126 | 2
131 [ 128 | 4
137 | 126 | 12
139 | 126 | 14
149 | 136 | 14
151 | 154 | -2
157 | 171 | -13
163 | 189 | -25
167 | 144 | 24
173 | 172 2
179 [ 180 | O
181 | 190 | -8

p | Ny | ap
191 | 217 | -25
193 | 201 | -7
197 | 222 | -24
199 | 218 | -18
211 | 223 | -11
223 | 244 | -20
2271228 | 0
229 | 232 | -2
233 | 237 | -3
239 | 262 | -22
241 | 220 | 22
251 | 282 | -30
2571249 | 9
263 | 260 | 4
269 | 294 | -24
271 | 274 | -2
277 | 256 | 22
2811289 | -7
283 | 264 | 20
293 | 268 | 26
307 1301 | 7
311 | 315 | -3
313 | 346 | -32
317 | 333 | -15
331 | 342 | -10
337|352 | -14
347 1 332 | 16
349 | 336 | 14
353 | 358 | -4
3591351 9
367 | 346 | 22
373|363 | 11
379 | 360 | 20
383 | 370 | 14
389 | 374 | 16
397 | 373 | 25
401 | 432 | -30
409 | 402 | 8
419 | 407 | 13
421 | 425 | -3
431 | 464 | -32
433 | 436 | -2

p | Ny | ap
439 | 459 | -19
443 | 433 | 11
449 | 468 | -18
457 | 442 | 16
461 | 452 | 10
463 | 474 | -10
467 | 443 | 25
479 | 445 | 35
487 | 520 | -32
491 | 504 | -12
499 | 530 | -30
503 | 495 | 9
509 | 520 | -10
521 | 492 | 30
523 | 524 | 0O
541 | Hh31 | 11
547 | 525 | 23
557 | 562 | -4
563 | 535 | 29
569 | 550 | 20
571 | 568 | 4
577 | 612 | -34
587 | 604 | -16
593 | 579 | 15
599 | 97 | 3
601 | 632 | -30
607 | 616 | -8
613 | 576 | 38
617 | 628 | -10
619 | 634 | -14
631 | 594 | 38
641 | 606 | 36
643 | 678 | -34
647 | 660 | -12
653 | 668 | -14
659 | 623 | 37
661 | 699 | -37
673 | 716 | -42
677 | 676 | 2
683 | 649 | 35
691 | 675 | 17
701 | 735 | -33
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p | Ny | ap P N, | a, P N, | a,
709 | 726 | -16 881 | 934 | -52 1051 | 1009 | 43
719 | 698 | 22 883 | 888 | 4 1061 | 1055 | 7
727 | 691 | 37 887 | 841 | 47 1063 | 1104 | -40
733 | 717 | 17 907 | 947 | -39 1069 | 1042 | 28
739 | 778 | -38 911 | 858 | 54 1087 | 1123 | -35
743 | 754 | -10 919 | 960 | -40 1091 | 1136 | -44
751 | 727 | 25 929 | 910 | 20 1093 | 1067 | 27
757 | 776 | -18 937 | 936 | 2 1097 | 1066 | 32
761 | 744 | 18 941 | 972 | -30 1103 | 1101 | 3
769 | 809 | -39 947 | 962 | -14 1109 | 1144 | -34
773 | 800 | -26 953 | 930 | 24 1117 | 1114 | 4
787 | 778 | 10 967 | 980 | -12 1123 | 1105 | 19
797 | 786 | 12 971 | 992 | -20 1129 | 1120 | 10
809 | 782 | 28 977 | 987 | -9 1151 | 1171 | -19
811 | 792 | 20 983 | 998 | -14 1153 | 1196 | -42
821 | 868 | -46 991 | 952 | 40 1163 | 1159 | 5
823 | 776 | 48 997 | 995 | 3 1171 | 1126 | 46
827 | 852 | -24 1009 | 1034 | -24 1181 | 1188 | -6
829 | 844 | -14 1013 | 966 | 48 1187 | 1200 | -12
839 | 864 | -24 1019 | 1052 | -32 1193 | 1150 | 44
853 | 876 | -22 1021 | 1042 | -20 1201 | 1262 | -60
857 | 816 | 42 1031 | 1032 | O 1213 | 1264 | -50
859 | 880 | -20 1033 | 1061 | -27 1217 | 1227 | -9
863 | 910 | -46 1039 | 1053 | -13 1223 | 1167 | 57
877 | 825 | H3 1049 | 1080 | -30 1229 | 1269 | -39

Tabela 4.1: Vrijednosti a, krive y* = 2® + x + 1 za prvih 200 prostih brojeva

Sada ¢emo dati preciznu formulaciju Haseove teoreme, a u tekstu koji slijedi ¢e biti
izveden i njen dokaz.

Haseova teorema. Neka je E elipticka kriva nad konacnim poljem F,, gdje je ¢ = p™
(prost broj p # 2,3 m € N) definisana jednacinom (4.1), pri cemu je A = 4a®+27b* # 0.
Ako N, oznacava broj tacaka na E, to jest broj rjesenja jednacine (4.1) u F,, tada vaZi
nejednakost

|Nq - Q‘ < 2\/6'

Posmatrajuci tabelu 4.1 mozemo se uvjeriti da Haseova teorema zaista vazi za krivu
y?> = 2® + 2 + 1 za prvih 200 prostih brojeva. To, naravno, nije dokaz teoreme, ali je
dovoljno da nas donekle ubijedi da je ona tac¢na.

Na kraju ovog odjeljka dodajmo jos jednu primjedbu. Posmatrajmo kolicnik

2\2_3. (4.2)
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Na osnovu Haseove teoreme, taj koli¢nik se nalazi u intervalu [—1,1]. Podijelimo in-
terval [0, 1] na podintervale duzine 0.1 i posmatrajmo koliko se vrijednosti koli¢nika (4.2)
nalazi u kom od tih intervala. Na osnovu toga mozemo napraviti histograme.

Slika 4.1: Histogram za krivu y? = 23 + 2 + 1

120

100

Slika 4.2: Histogram za krivu y? = 23 + 7

Na slikama 4.1 i 4.2 prikazani su histogrami za neke krive za prvih 200 prostih brojeva,
pri ¢emu su na z-osi predstavljeni intevali [—1,—0.9), [-0.9, —0,8),..., [0.9,1].
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Fenomen koji se uocava na slikama 4.1 i 4.2 je u skladu sa hipotezom Sato!-Tejta.?
Posto se kolicnik (4.2) nalazi u intervalu [—1, 1], postoji broj 6, € [0, 7] takav da je

Ap

2p

Hipoteza Sato-Tejta tvrdi da je za elipticke krive koje nisu iz klase CM (Complex Multi-
plication) raspodjela za 6, data sa

= cos 0,.

2
Z sin? 0de.
™
Kriva y? = 2% + 2 + 1 nije iz klase CM, dok kriva y? = 2% + 7 jeste. Na histogramima

4.11 4.2 mozemo uociti sustinski razlicito ponasanje raspodjela a, za ove dvije krive, a za
vise detalja o ovom fenomenu ¢itaoca upuéujemo na rad [9].

Dokaz Haseove teoreme koji ¢e biti predstavljen u nastavku zasniva se na idejama
ruskog matematicara Jurija Ivanovica Manjina (vidjeti [14]). Po¢nimo sa razmatranjima
opstijeg karaktera koja ¢e nam biti potrebna u dokazu.

4.2 Pripremna tvrdenja

Jedan od vaznih elemenata u dokazu Haseove nejednakosti je Frobenijusovo preslikavanje

® i njegove osnovne osobine.

Definicija 4.1. Neka je F, neko konac¢no polje i K bilo koje polje koje ga sadrzi. Preslika-

vanje & = ¢, : K — K definisano sa ®(X) = X9 nazivamo Frobenijusovo preslikavanje.
Osnovne osobine Frobenijusovog preslikavanja koje ¢e nam biti potrebne u dokazu

Haseove teoreme, date su u sljede¢oj teoremi.

Teorema 4.1. Frobenijusovo preslikavanje ®(X) = X7 ima sljedece osobine:
(1) (XY)? = Xyq.
(2) (X4+Y)=X14Y1,
(3) F,={ae K| ®(a)=a}.
(4) Za racionalnu funkciju ¢(t) € Fy(t), vazi D(o(t)) = P(t9).

Dokaz. (1) Jednakost (XY)? = XY slijedi iz komutativnosti elemenata X i Y.

IMikio Sato (roden 1928), japanski matematicar.
2John Torrence Tate (roden 1925), americ¢ki matematicar, dobitnik Abelove nagrade 2010.
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(2)

(4)

Ovo tvrdenje izvodimo indukcijom po m = log,q. Za m =1 je ¢ = p i vazi

(X +YP= Zp: (f) XIyr,

J=0

za neki prirodan broj r, jer je (1;) takode prirodan broj, a nijedan ¢lan iz imenioca
se ne moze skratiti sa p. Posto je pa = 0 za svako a € K, zakljuujemo da (2) vazi.
Za m > 1, koristec¢i induktivnu pretpostavku dobijamo

Za 0 < j < pimamo

771

(X +Y)I=((X+ y)pm”)p = (X? Ty yp"“l)p — X974V,

Skup F} nenula elemenata iz F, je multiplikativna grupa reda ¢ — 1. Slijedi da za
svaki element o € F} vazi ™! = 1. Kada uzmemo u obzir i nulu iz F, dobijamo
da je svaki od ¢ elemenata polja F, korijen polinoma t? —t = ¢(t9~! — 1) stepena
q. Posto polinom stepena ¢ ne moze imati vise od ¢ korijena, zaklju¢ujemo da se
[F, sastoji upravo od elemenata o € K koji su korijeni polinoma ¢ — ¢. Dakle, vazi
al = a, to jest ®(a) = a

Direktno slijedi iz (1), (2) i (3). O

Sljedeca teorema predstavlja uopstenje Ojlerovog kriterijuma pa ¢emo je nazvati Ojlerov
opsti kriterijum. Dok u standarnom Ojlerovom kriterijumu figurise prost broj p, u nasoj

teoremi se umjesto njega pojavljuje stepen prostog broja ¢ = p™.

m

Teorema 4.2 (Ojlerov opsti kriterijum). Neka je F, konacno polje sa q elemenata, pri
cemu je q neparan, ¢ neka je o € F,. Tada vazi

o5 1,  ako v samo ako je o potpun kvadrat;
| =1, ako i samo ako o nije potpun kvadrat.

Dokaz. U dokazu koristimo ¢injenicu da je multiplikativna grupa F; konacnog polja F,
ciklicna i reda ¢ — 1. Tada je o=t = 1, odakle slijedi jednakost

(' = 1) (a"" =1) =0,

Dakle, za svaki element « iz F, vazi da je a(9=9/2 = 41, tako da je dovoljno dokazati da
je ald=1/2 =1 ako i samo ako je o potpun kvadrat u F,, odakle ce slijediti i dio tvrdenja
za elemente koji nisu kvadrati. Pretpostavimo da je o kvadrat u F,. Neka je o = 5%, za
neko 8 € Fy. Tada je

o' = pIt=1.

Ostaje jos drugi smjer ekvivalencije. Pretpostavimo da vazi a(?1/2 = 1. Ova jednacina
ima u F, najvise (¢—1)/2 razlicitih rjeSenja. Medutim, elemenata koji su potpuni kvadrati
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u F, takode ima (¢ — 1)/2. (To su svi elementi oblika ¢°*, gdje je g generator grupe F; i
vazi 1 <k < (¢ —1)/2. Primjetimo da su oni medusobno razlictiti.) Dakle, pokazali smo
ako je al4=Y/2 = 1 da je a potpun kvadrat u F,. Iz prethodnog slijedi da je a(@~1/2 = —1
ako i samo ako « nije potpun kvadrat u [F,. O

4.3 Uvrtanje elipticke krive i pomoc¢ni niz tacaka

Tako je Haseova teorema rezultat koji vazi nad poljem F,, u dokazu ¢emo koristiti elipticke
krive definisane nad poljem racionalnih funkcija F,(t). Slobodnje govoreéi, prelazimo na
,vece” polje, koje nam obezbjeduje veéu fleksibilnost. Napomenimo da je ovo kljucna
ideja u dokazu. Definisimo sada krive koje ¢e nam biti potrebne.

Definicija 4.2. Elipticku krivu definisanu nad poljem racionalnih funkcija K = F(¢)
jednacinom
At)y® = 2° + ax + b, (4.3)

gdje je A(t) = t* + at + b, nazivamo wvrtanje od E i oznacavamo sa Ej.

U daljem tekstu ¢emo Cesto umjesto A(¢) pisati samo A. Jednacina (4.3) nije u stan-
dardnom Vajerstrasovom obliku, pa ¢e za nju vaziti sljede¢e modifikovane formule za
sabiranje tacaka, koje se izvode na isti nacin kao i formule u Teoremi 2.4 iz Glave 2, pa
¢emo to izvodenje preskociti. Navodimo samo formule za x-koordinate, jer ¢e nam samo
one biti potrebne. Podsjetimo se, x(P) je oznaka za z-koordinatu tacke P.

1. Ako su P, = (X1,Y1) 1 P» = (X4, Y3) tacke na krivoj E), pri ¢emu je P, # £P; i
nijedna od tacaka P; i P, nije O, tada vazi

Y-\’
2. Akoje P=(X,Y)#01iY #0, tada je
(3X2+a)?

2(2P) = 92X, (4.5)

A(X3 +aX + )

Koristi¢emo osobine Frobenijusovog preslikavanja i uvrtanja elipticke krive E)(K) da
bismo izbrojali rjesenja jednacine y? = x*+ax+0b (a,b € Fy, ¢ = p™, A = 4a*+27b* # 0) u
polju F,. Pri koriS¢enju Frobenijusovog preslikavanja podrazumijevamo da je odgovarajuce
polje K iz definicije 4.1, u stvari F,(t).

Ocigledno, tacka (t, 1) i njen inverz —(t, 1) = (¢, —1) pripadaju krivoj F)(K). Koristedi
osobine (1) i (2) Frobenijusovog preslikavanja iz Teoreme 4.1 dobijamo da i tacka

Py = (19, (£ + at + b) T V/?)

takode pripada F)(K).
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Definicija 4.3. Neka je E)\(K) uvrtanje elipticke krive F nad poljem K = F,(f). Neka
je, zatim, Py = (¢4, (t* + at + b)(4=Y/2) i n € Z. Tada niz tacaka na eliptickoj krivoj Ey
definisan sa

P, = Py +n(t,1) (4.6)

nazivamo pomocni niz tacaka i oznacavamo ga sa { P, }.

Napomenimo da je n(t,1) upravo mnozenje sa n u grupi elipticke krive. Takode,
primjetimo da je pomo¢ni niz tacaka u stari koset jedne ciklicne podgrupe u toj grupi.
U narednom tekstu uvodimo jedan od najvaznijih pojmova koji ¢e nam trebati za dokaz
Haseove teoreme.

4.4 Visina n-te tacke pomocénog niza

Neka je P, = (X,,Y,). Kada je X,, # 0 mozemo X,, napisati u svedenom obliku X,, =
fn/gn, pri cemu su f,, g, € F,[t]. Prije nego sto definisemo visinu n-te tacke pomocénog
niza, navodimo sljede¢u lemu koja karakterise tacke tog niza.

Lema 4.1. Ako je P, = (X,,Y,) # O, tada je X,, # 0. Neka je X,,(t) = fn(t)/gn(t),
gdje su fn, gy iz Fy[t]. Tada je deg f, > deg g,.

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom. Tvrdenje je oc¢igledno ta¢no za n = 0. Pretpostavimo
da tvrdenje vazi za neko n i dokazimo da vazi i za n + 1. Ako je P, = O, tada je
Poy1=P,+ (t,1) =0+ (t,1) = (t,1), pa tvrdenje leme vazi. Pretpostavimo zato da je
P, # O. Da bismo dokazali da je stepen brojioca u racionalnoj funkciji R(t) strogo vedi
od stepena imenioca, izracunacemo R(t) ut = oo i pokazati da vazi R(t)|. = 0o. Neka
je P11 # O. Pretpostavimo suprotno: ili je X,, = 0 ili je deg f,11 < degg,+1. Tada iz

V2 — Xpp1 +aXp +0
T Btat+b

slijedi da je Y, 11|eo = 0. Posto je (X, o)+ (¢, 1) = (Xoi1, Yar1) vazidaje (X1, —Yni1)+
(X, Yy)+(t,1) = O, pasu tacke (X411, —Yni1), (Xn, Yy) 1 (¢, 1) kolinearne. Dakle, tacka
(Xn+1, —Yns1) pripada pravoj koja je odredena tackama (X,,Y,) i (¢, 1), tako da vazi
jednakost

1-Y,
Y = n
T oX,

(t— Xn1) — 1.
Koristeci da je Y, 11| = 0, dobijamo

0= Yo = {f__—);:%(l—XnH/t)—lH | (4.7)

Iz pretpostavke da je ili X,, 11 = 01ili deg f,,+1 < deg g,+1 dobijamo da vazi X,,11/t| = 0.
Stoga, iz (4.7) slijedi
1-Y,

x| =t (4.8)

o0
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Kada formulu (4.4) primjenimo na tacke (X,,Y,) i (¢,1) dobijamo

1-Y,\>
XnJrl:( ) (tB—i-at—i-b)—t—Xn,

X1 1-Y, \° a b X,
— = — I+=+=)-1——.
== (rom) (res) -3
Koriste¢i induktivnu pretpostavku za X, i jednakost (4.8) dobijamo
= —_— I+=+—=)-1—— =——#0
. {(1——)QJt> ( +_t2+t3) t }' £ 70

sto je kontradikcija. Ovim je lema dokazana za n < 0. Slucaj n > 0 se izvodi na slican
nacin. ]

odakle slijedi

Xn+1
t

0=

Definisimo sada visinu n-te tacke pomo¢nog niza.

Definicija 4.4. Neka je P, = (X,,,Y,) n-ta tacka pomoc¢nog niza i neka je, za X,, # 0,
X = fu(t)/gn(t). Funkciju d : Z — {0,1,2,...} definisanu sa

0, ako je P, = O;
deg f,, inace.

ﬂm:%:{

nazivamo visina n-te tacke pomoc¢nog niza.

U algebarskoj geometriji, visina tacke mjeri, slobodnije receno, njenu aritmeticku kom-
pleksnost. Intuitivno, slozenije tacke imaju i vecu visinu. Posto se za visinu taske uzima
veéi broj izmedu stepena brojioca i stepena imenioca, Lema 4.1 u stvari objasnjava zasto
se u prethodnoj definiciji visine n-te tacke pomoénog niza uzima samo deg f,,. Dakle,
funkcija d,, mjeri komplikovanost tacaka na eliptickoj krivoj.

Navedimo sada jednu jednostavnu posljedicu Leme 4.1.

Posljedica 4.1. Ako je P, # O, tada je d, > 0.

Dokaz. Najmanji stepen polinoma u imeniocu izraza X, moze biti 0, pa iz Leme 4.1
slijedi da stepen polinoma u brojiocu mora biti strogo veé¢i od 0, sto upravo znaci da je
d, > 0. O]

U narednom tekstu ¢emo ispitati osnovne osobine funkcije d,. Prvo ¢emo dokazati
osnovni identitet za funkciju d,, odakle ¢e slijediti da je d, zapravo kvadratni polinom
po n, Cija ¢e diskriminanta imati centralnu ulogu u dokazu Haseove teoreme. Za dokaz
osnovnog identiteta ¢e nam biti potrebna sljedec¢a lema opstijeg karaktera.
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Lema 4.2. Neka su f i g polinomi nad poljem K, i neka je R racionalna funkcija nad
tim poljem, R # 0, pri éemu je R?g polinom nad K. Tada je i Rg polinom nad K.
Pretpostavimo da je f nerastavljiv nad K i da f dijeli R*g. Tada f dijeli i Rg.

Dokaz. Neka je R = f1/g1, gdje su f1 i g1 uzajamno prosti polinomi. Tada zbog uslova
da je R%g polinom vazi da g7 | g. Odatle slijedi ¢g; | g, pa je Rg takode polinom. Ako
f dijeli fq, tvrdenje je dokazano, tako da ¢emo pretpostaviti da f ne dijeli f;. Neka je
g=gigs. Iz f | R?g slijedi f | f2g2. Kako je f nerastavljiv i kako f ne dijeli fi, pa ni fZ,
zakljucujemo da f dijeli go. Posto je Rg = fi1g19, slijedi da f | Rg. n

Stav 4.1 (Osnovni identitet). Neka je {P,} pomocéni niz tacaka definisan jednakoséu
(4.6) i neka je d, visina n-te tacke pomoénog niza. Tada vaZi sljedeca jednakost

dnfl —+ dn+1 = an + 2 (49)

Dokaz. Posto je dokaz relativno dug i tehnicki zahtjevan, izvodi¢emo ga postepeno, korak
po korak. Poc¢injemo sa razmatranjem slucaja kada je neka od tacaka P, 1, P,, P,i1
jednaka O.

Korak 1. Ako je P, = O, tada iz P11 = P, + (t,1) i P,_1 = P, + (t,—1) dobijamo
da je X,,_1 = X, 41 =t. Dakle, d, =0, ad,_1 = d,y1 = 1, pa tvrdenje stava vazi. Ako je
P,_1 =0, tada je X,, = (t,1), pa iz formule (4.4) za sabiranje dobijamo

t* — 2at? — 8bt + a?
4(t3 + at + b)

XnJrl =

Lako se provjeri da je ovaj izraz za X, 11 u svedenom obliku, tako da imamo d,_; = 0,
d, = 11id,+1 = 4. Dakle, opet tvrdenje leme vazi. Posljednja moguénost P,,; = 0 se
razmatra na slican nacin kao i za P,_1.

Korak 2. Pretpostavimo sada, bez gubitka opstosti, da nijedna od tacaka P,_q, P,,
P,+1 nije jednaka O. U ovom koraku ¢emo izvesti formule za X, i X, ;. Koristeci
formulu (4.4) i svodedi izraz na zajednicki imenilac, imamo
(tgn + fo)(tgn — [0)* + (1 + Yo)?(t* + at + b)g,

dn (tgn - fn)2 .

Posto tacka (X, Y,) pripada krivoj, vazi (* +at +b)Y,? = (f/9n)® + a(fn/gn) + b, to jest

Xpo1 = — (4.10)

Gt +at +b)Y? = f2+af,g: + bgo.
Koriste¢i prethodnu formulu, jednakost (4.10) se transformise na sljede¢i nacin

(tgn + f2)(tfa + agn) + 2bg2 + 2V, (13 4 at + b)g?
(tgn - fn)2
R

= —(tgn_fn)Q' (4.11)

Xn—l =
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Sli¢no,

—(tgn + fn)(tgn — fn)2 + (1 — Yn)Q(tg +at + b)gi

gn(tgn - fn)2
_ (tgn + fu)(tfn + agn) + 2bg; — 2, (£ + at + b)gn 419
B (tgn - fn)2 ( ' )
S

(tgn - fn)2 ‘

Primjetimo da iz A\Y,? = X3 + aX,, + b slijedi da je (Y,,(t3 + at + b)g?)? polinom, pa je i
Y,.(t* + at + b)g?2 polinom, odakle dobijamo da R, S € F,[t].

Xn+1 -

Korak 3. Pokazimo sada da ako vazi, do na nenula konstantu, da je

Gn1Gn+1 = (tgn — fu)?, (4.13)
onda iz te jednakosti slijedi tvrdenje stava. Mnozenjem izraza za X, _1 i X, 11 dobijamo

fnflfnJrl _ RS . (tfn - agn)2 - 4bgn<tgn + fn) ] (414)

In—19n+1 (tgn - fn)4 B (tgn - fn)2

Ako bi vazila jednakost (4.13), tada bi iz jednakosti (4.14) slijedilo

fo1for = (tfn — agn)2 — 4bgn (tgn + fn)-

Iz Leme 4.1 je deg f,, > deg g,,, pa je deg f2 > deg(fngn). Zato vazi
dn—l + dn—l—l = deg(fn_lfn+1) = deg(t2f3) = 2dn + 2.

U nastavku ¢emo dokazati da vazi jednakost (4.13), odakle ée slijediti i tvrdenje stava.
Korak 4. Dokazimo da g, 1gns1 | (tgn — fn)?. 1z (4.14) slijedi da (tg, — f.)* | RS.

Neka je (tg, — fn)? = R1S1, gdje su Sy, Ry € F,[t], pri cemu vazi Ry | Ri Sy | S. Posto je
R _ R/Ry

(tgn - fn)Q Sl

i posto je fn_1/gn—1 svedeni oblik od X,,_; zakljucujemo da vazi g,_; | Si. Slicno se dobija
dai gny1 | Ry, odakle slijedi da g, 1Gns1 | (Egn — fn)?

Xn—l =

Ostaje jos da se dokaze da (tg, — fu)? | gn—1gni1- PoSto je ovo najslozeniji dio dokaza,
podijelicemo ga u tri koraka.

Korak 5. Pretpostavimo suprotno, to jest da (tg, — f.)? ne dijeli g,_1gn+1. Neka je f
neki nerastavljiv faktor od tg, — f, i neka je vs(tg, — fn)* njegov stepen u faktorizaciji od
(tgn — fn)?. U ovom koraku dokaza¢emo da f dijeli izraze R i S. Posto smo pretpostavili
da (tg, — fn)? ne dijeli g,_1gn+1, vazi da je

Uf<t9n - fn)2 > Uf(gn—1gn+1)- (4.15)
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Prema tome, iz jednakosti (4.14) slijedi

[l (tfn— agn)? — 4bgn(tg, + fu) =T.

Dokazimo sada da f dijelii Ri.S. Jasno je da mora da dijeli bar jednog od njih, jer dijeli
T. Pretpostavimo zato, bez gubitka opstosti da f dijeli R, ali ne i S. Posto je fni1/gns1
svedeni oblik za X,,1; iz jednakosti (4.12) i koriste¢i ¢injenicu da f dijeli tg,, — f,, ali ne
dijeli S dobijamo da vazi

Uf(Qn—H) = Uf(tgn - fn)2 > 0. (4.16)

Takode, jasno je da mora biti vs(fn41) = 0, jer su fy41 1 gny1 uzajamno prosti. Na osnovu
toga i (4.16), iz jednakosti (4.12) zaklju¢ujemo da je

0 < 0p(T) = vy (fu-1) = v7(gn-r)- (4.17)

Medutim, posto su f,_1 i1 g,—1 uzajamno prosti, slijedi da ne mogu oba biti djeljiva sa f,
sto znaci da ¢e u jednom od njih stepen od f biti jednak 0. Ali kako je razlika stepena
pozitivna, slijedi da je v¢(g,—1) = 0. Odatle i iz jednakosti (4.16) slijedi da je

VF(Gn-19n+1) = V(tgn — [n)?,

sto je kontradikcija sa (4.15). Dakle, f dijelii Ri S.

Korak 6. Pokazimo sada da iz prethodnog koraka slijedi da f dijeli 3 +at +b. Jasno je
da f ne dijeli g,, jer bi u suprotnom slijedilo da f dijeli i f,,, pa f, i g, ne bi bili uzajamno
prosti. Posto je

p_ (gt f)(tgn — fu)* + L+ Y2’ (E +at +b)gn _ R

dn 9n

polinom i f dijeli R, ali ne dijeli g,,, vazi da f | R, odakle slijedi da f | (14Y,,)2(t3+at+b) g3 .
(Lako se provjeri da (1+Y;,)?(t3 +at +b)g> zaista jeste polinom.) Iz Leme 4.2 slijedi da f
dijeli (1+Y,,)(t3 + at +b)g3. Na slican nacin, koriste¢i da f dijeli S, dobijamo da f dijeli
i (1—=Y,)(t+ at +b)g3. Jasno je da f dijeli i zbir ova dva izraza, odakle dobijamo da
f | £+ at + b, koriste¢i ponovo ¢injenicu da f ne dijeli g,,.

Korak 7. Dobijanje kontradikcije. Dijeljenjem izraza T sa tg, — f, imamo
T = —(tg, — fo)[tf> + (£ — 2at — 4b)g,] + (t* — 2at* — 8bt + a*)g?,
odakle slijedi da f | t* — 2at® — 8bt + a®. Ali, kako f | 3+ at + b i posto je
(3t% + 4a)(t* — 2at* — 8bt + a®) — (3t> — Bat — 27b) (£ + at +b) = A # 0,

slijedi da f dijeli nenula konstantu A = 4a® + 27b?, §to je kontradikcija. Dakle, dokazano
je da (tgn — fn)? | gn_1Gns+1, ¢ime je dokaz kompletiran. O

Sada dobijamo sljede¢u posljedicu koja nam jasnije opisuje funkciju d,, i koja ¢e imati
vaznu ulogu u dokazu Haseove nejednakosti.
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Posljedica 4.2. Funkcija visine d(n) je polinom stepena 2 po n. Tacénije, vazi jednakost
d(n) = TL2 — (d_1 - do - ]_)TL + d[). (418)

Dokaz. Dokaz izvodimo indukcijom po n. Tvrdenje je trivijalno za n = —1,0. Pret-
postavimo da vazi za n — 1 i n, pri ¢emu je n > —1. Tada iz osnovnog identiteta slijedi

dpir = 2dy —dy_y +2
= 2= (d_y — do — 1)n + do]
—[(n—=1?=(dy —do—1)(n—1) +do] +2
= n+1)?—(d_y —do—1)(n+1)+dp.

Dakle, tvrdenje vazi za n + 1, ¢ime je stav dokazan za n > —1. Slucaj n < 0 se dokazuje
na slican nacin. O

4.5 Dokaz Haseove teoreme

Naredna teorema, u kojoj je data veza funkcije visine d(n) sa brojem rjeSenja jednacine
y*> = 2° + ax + b u polju F, predstavlja glavni element u dokazu Haseove nejednakosti.

Teorema 4.3. Neka je N, broj rjesenja jednacine y* = x3+ax+b (a,b € F,) uF,. Tada
vazi jednakost
N,=d_; —1. (4.19)

Dokaz. Posto je Py # (t,1), imamo da je P_; # O. Neka je X_; = f_1/g_1 svedeni oblik
racionalne funkcije X_;. Da bismo nasli visinu d_;, potrebno je da odredimo X_; i da
vidimo koliki je stepen polinoma f_;.

Iz P_y = Py — (t,1) primjenom formule (4.4) slijedi

(t + at + b)[(£3 + at + b)lT=1/2 4 1)?

X, =
1 (19— 1)

— (t7+ t). (4.20)

Svodenjem na zajednicki imenilac i koris¢enjem osobine (4) Frobenijuosvog preslikavanja

dobijamo
t2q+1 + th(t)

(= 1)

pri cemu je hy,(t) polinom stepena najvise 2gq.

X 1=

Cilj nam je da skratimo sve zajednicke ¢inioce u posljednjem izrazu. Medutim, pos-
matrajuéi jednakost (4.20), vidimo da je dovoljno da izvrsimo skracivanje samo u prvom
sabirku tog izraza, posto je imenilac izraza t? 4+ ¢ jednak 1. Osobina (3) Frobenijusovog
preslikavanja, kao sto slijedi iz dokaza, je ekvivalentna Cinjenici da se [, sastoji od ¢
korijena polinoma t? — t. Dakle,

t—t=J]t-o)

acly
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Sada, da bismo nasli d_;, treba da skratimo zajednicke faktore u razlomku

(t3 + at + b)[(t + at + b)(TD/2 - 1)
HaEIF‘q (t - Oé) .
Primjetimo da o ne moze da ponistava oba faktora u brojiocu razlomka (4.21), jer su ti

faktori uzajamno prosti, kao i da (t—a)? ne moze da dijeli t*+at +b, jer je po pretpostavci
A = 4a® + 27b% # 0, pa ovaj polinom nema visestrukih nula.

(4.21)

Dakle, jedini faktori iz imenioca koji se mogu skratiti sa nekim faktorima u brojiocu
su

o (t—a)? pri cemu je (o 4+ aa + )@ V/2 1 =0, ili
e t —q, pri éemu je a® +aa +b=0.

Neka je k broj faktora oblika (¢t — «)?, a [ broj faktora oblika ¢ — a koji ucestvuju u
skrac¢ivanju. Posto su faktori iz prve grupe uzajamno prosti sa faktorima iz druge grupe,
zakljucujemo da je

dy=2q+1—-2k—1. (4.22)

Sa druge strane, neka je a neki element iz F, za koga vazi a® + aa + b = 0. Tada
imamo jedno rjesenje jednacine y* = z* + ax + b u F,, dato sa («,0). Medutim, ako je
a® + aa + b jednako nekom nenula kvadratu u F, npr. o® +aa+b= 3% g€ F,, 8 #0,
tada jednacina y? = 2 + ax 4 b ima dva rjeSenja u F, data sa (a, 8) i (a, — ).

Iz Ojlerovog opsteg kriterijuma (Teorema 4.2) slijedi da o® + aa + b nije kvadrat u F,
ako i samo ako je (o 4+ aa + b)(471/2 = —1, a ova jednakost upravo vazi u slucaju kada
¢lan (t — a)? moze da se skrati sa nekim faktorom u brojiocu razlomka (4.21). Dakle,
zakljucujemo da u [F, postoji tacno k£ elemenata koji nisu kvadrati.

Iz prethodnog slijedi da broj rjesenja jednacine y? = 2 + ac + b u F, iznosi
N, =20 —k—1)+1,
odakle se dobija
Ny =2q—2k -1 (4.23)
Iz (4.22) i (4.23) slijedi jednakost (4.19), ¢ime je teorema dokazana. O

Sada ¢emo, zbog preglednosti, jos jednom formulisati Haseovu teoremu za elipticke
krive, a zatim i kompletirati njen dokaz.

Teorema 4.4 (Hase, 1936). Neka je E elipticka kriva nad konacnim poljem F, zadata
jednacinom

v =2"+ar+b (a,beF,) (4.24)
gdje je g = p™ (prost brojp # 2,3, m € N) i vazi A = 4a® + 270* # 0. Ako N, oznacava

broj tacaka na E, to jest broj rjesenja jednacine (4.24) u IF,, tada vazi nejednakost

N, —dl <24 (4.25)
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Dokaz. Neka su x7 i x5 korijeni kvadratnog polinoma
d(x) = 2> — (N, - q)a +q.

Primjetimo da je prethodni polinom isti kao polinom iz Posljedice 4.2, pri ¢emu smo
koristili Teoremu 4.3 da zamjenimo d_; —dy—1 sa N, —¢ i ¢injenicu da je dy = ¢. Krecemo
bas od ovog polinoma zato sto od znaka njegove diskriminante zavisi da li ¢e nejednakost
(4.25) vaziti. Preciznije, nejednakost (4.25) vazi ako i samo ako je diskriminanta polinoma
d(x) manja ili jednaka od nule.

Pretpostavimo sada da (4.25) ne vazi. Tada je diskriminanta (N, — ¢)* — 4¢ polinoma
d(x) pozitivna. To znac¢i da su z; i 5 razlic¢iti realni brojevi. Neka je, recimo, z; < xs.
Zbog nacina na koji je konstruisan, d(x) uzima samo vrijednosti nenegativnih cijelih
brojeva na Z, tako da mora postojati neko n € Z tako da vazi

n<x <y <n-+1. (4.26)

(Ako bi postojao neki cijeli broj r izmedu z; i x9, tada bi d(r) bio negativan, sto je
suprotno tome da d(x) uzima na Z samo vrijednosti nenegativnih cijelih brojeva.) Posto
su koeficijenti polinoma d(z) iz Z, iz Vijetovih formula imamo da su xy + 5 i z125 takode
iz Z. Kako je

(21 — 29)* = (21 + 29)* — 4w 125 € Z,

slijedi da je (z1 — z2)? takode cijeli broj. Iz (4.26) slijedi da je (z1 — z2)* < 1, pa mora
biti (z1 — 22)* = 1. Posto je z; < 1 slijedi da vazi x; — x5 = —1, odakle, imajudi u vidu
(4.26) zakljuéujemo da je x1 =nixe =n+ 1.

Drugim rije¢ima, mora biti d,, = d,,-1 = 0. Medutim, iz jednakosti P, = P, + (¢, 1)
slijedi da tacke P, i P, sa krive E' ne mogu biti istovremeno jednake tacki O. To znagdi,
na osnovu Posljedice 4.1, da je bar jedna od visina d,,, d, 11 strogo ve¢a od nule. Dakle,
dobili smo kontradikciju, ¢ime je dokaz Haseove teoreme kompletiran. O]






Matematicari koji se pominju u radu

Abel (Niels Henrik Abel, 1802-1829), norveski matematicar, poznat po svom radu
na jednacini 5. stepena, teoriji grupa i eliptickim integralima. Takode, proucavao je
i elipticke funkcije; njegov rad Ispitivanja eliptickih funkcija oznacava pocetak teorije
dvostruko periodi¢nih funkcija. Abelova nagrada je priznanje za izuzetan naucni doprinos
na polju matematike i predstavlja ekvivalent Nobelovoj nagradi.

Ajzenstajn (Gotthold Eisenstein, 1823-1852), njemacki matematicar jevrejskog pori-
jekla, poznat po svom kriterijumu o ireducibilnosti polinoma, po Ajzenstajnovim redovima
u teoriji modularnih formi i po svojim dokazima zakona reciprociteta.

Artin (Emil Artin, 1898-1962), austrijsko-americki matematicar, jedan od najutica-
jnijih algebrista u istoriji. Poznat po svom radu u algebarskoj teoriji brojeva, po definiciji
Artinovih L-funkcija i po Artinovoj hipotezi o tim L-funkcijama.

Baharah (Isaak Bacharach, 1854-1942), njemacki matematicar jevrejskog porijekla,
predavao u Erlangenu, a stradao u koncentracionom logoru. Poznat po teoremi Kejli-
Baharaha o presjeku kubnih krivih.

Bejker (Alan Baker, roden 1939), engleski matematicar poznat po svom radu u teoriji
brojeva i teoriji Diofantovih jednacina. Dobio Fildsovu medalju 1970. godine.

Dedekind (Richard Dedekind, 1831-1916), njemacki matematicar, poznat po vaznom
doprinosu algebri (posebno teoriji prstena - Dedekindovi prsteni), algebarskoj teoriji bro-
jeva i zasnivanju realnih brojeva.

Dekart (René Descartes, 1596-1650), francuski matematicar i filozof, poznat po Dekar-
tovom koordinatnom sistemu koji je razvio u svom poznatom djelu ,,Geometrija”, filozofiji
racionalizma i izreci ,,Cogito ergo sum.”

Diofant (oko 210 - oko 294), starogrcki matematicar iz Aleksandrije, poznat kao
,otac algebre”, autor poznate knjige Aritmetika u kojoj je razmatrao cjelobrojna rjesenja
algebraskih jednacina, koje su po njemu i nazvane Diofantove jednacine.

Dirihle (Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet, 1805-1859), njemacki matematicar,
poznat kao tvorac analiticke teorije brojeva, dokazao Dirihleovu teoremu o jedinicama u
prstenima cijelih brojevnih polja, poznat i po mnogim doprinosima analizi, posebno teoriji
Furijeovih redova. Dirihleu se pripisuje moderna, formalna definicija funkcije.

Elkis (Noam David Elkies, roden 1966), americki matematicar, sahovski velemajstor
i kompozitor. Poznat po dokazu da elipticke krive nad Q imaju beskona¢no mnogo super-
singularnih prostih brojeva, 2006. godine pronasao elipticku krivu ¢ija grupa racionalnih
tacaka ima najve¢i do sada poznati red.
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Eratosten (276 p.n.e. - 194 p.n.e.), starogréki matematicar, geograf i astronom iz
Kirene, poznat kao prva osoba koja je izmjerila obim Zemlje i po Eratostenovom situ.

Ferma (Pierre de Fermat, 1601-1665), francuski matematicar, advokat po zanimanju,
poznat po svom radu na Diofantovim jednac¢inama i po Velikoj Fermaovoj teoremi koju
je dokazao Endrju Vajls® 1995. godine i koja se smatra najpoznatijom i najuticajnijom
teoremom u matematici.

Frobenijus (Ferdinand Georg Frobenius, 1849-1917), njemacki matematicar, poznat
po svom doprinosu teoriji grupa i njihovih reprezentacija, teoriji eliptickih funkcija i al-
gebarskoj teoriji brojeva.

Furije (Joseph Fourier, 1768-1830), francuski matematicar i fizicar, poznat po svom
fundamentalnom radu o provodenju toplote, odgovarajuc¢oj parcijalnoj diferencijalnoj
jednacini i razvoju Furijeovih redova koji su doveli do stvaranja Furijeove analize koja je,
osim u matematici, fundamentalna i u mnogim drugim prirodnim i tehnickim naukama.

Galua (Evariste Galois, 1811-1832), francuski matematicar, jedan od najveéih tal-
enata i genija matematike, poznat po svom radu o rjesivosti polinomnih jednacina u
radikalima, tvorac teorije grupa i Galuaove teorije, poginuo u dvoboju sa 20 godina.

Gaus (Johann Carl Friedrich Gauss, 1777-1855), njemacki matematicar, poznat kao
,princ matematicara”, jedan od najve¢ih i najuticajnijih matematicara u istoriji, dao
znacajan doprinos u skoro svim oblastima matematike.

Hase (Helmut Hasse, 1898-1979), njemacki matematicar poznat po svom radu u al-
gebarskoj teoriji brojeva, po fundamentalnim rezultatima u teoriji globalnih polja, po
Haseovom principu u teoriji lokalnih polja i lokalnoj zeta-funkciji.

Hilbert (David Hilbert, 1862-1943), njemacki matematicar, jedan od najuticajnijih
matematicara u istoriji, poznat po Hilbertovim problemima, listi od 23 otvorena prob-
lema koji su imali velki uticaj na razvoj matematike, po Hilbertovoj teoremi o bazi, po
fundamentalnim doprinosima algebri, algebarskoj teoriji brojeva i geometriji.

Jakobi (Karl Gustav Jacob Jacobi, 1804-1851), njemacki matematicar jevrejskog pori-
jekla, poznat po svom radu u teoriji eliptickih funkcija, teoriji brojeva, Jakobijevoj matrici
i njenoj determinanti koja se naziva Jakobijan.

Kejli (Arthur Cayley, 1821-1895), britanski matematicar, jedan od osniva¢a mod-
erne britanske Skole ¢iste matematike. Poznat po radu u projektivnoj geometriji, po
Kejli-Hamiltonovoj teoremi iz linearne algebre, po modernoj definiciji pojma grupe i po
Kejlijevoj teoremi u teoriji grupa.

Kouts (John Henry Coates, roden 1945), australijski matematic¢ar poznat po radu na
Ivasava teoriji i p-adskim L-funkcijama. Zajedno sa Endrju Vajlsom, kome je bio mentor
na doktorskim studijama, dokazao specijalni slu¢aj hipoteze Beréa* i Svinerton-Dajera®,
koja predstavlja jedan od sedam milenijumskih problema u matematici.

3 Andrew Wiles (roden 1953), britanski matematicar.
4Bryan John Birch (roden 1931), britanski matematicar.
Peter Swinnerton-Dyer (roden 1927), britanski matematicar.
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Manjin (Jurij Ivanovi¢ Manjin, roden 1937), ruski matematicar, poznat po svom radu
u algebarskoj geometriji, diofantskoj geometriji, po rezultatima u matematickoj logici i
teorijskoj fizici i po Manjinovoj hipotezi o raspodjeli racionalnih tacaka na algebarskim
varijetetima.

Mazur (Barry Charles Mazur, roden 1937), americki matematicar, poznat po radu
u diofantskoj geometriji, Mazurovom paradoksu i Mazurovoj torzionoj teoremi, ¢iji su
elementi dokaza bili klju¢ni za Vajlsov dokaz Fermaove posljednje teoreme.

Mordel (Louis Joel Mordell, 1888-1972), britanski matematicar, poznat po dokazu
Mordel-Vejlove teoreme i po dokazu multiplikativnosti Ramanudzanove T-funkcije u teoriji
modularnih formi.

Ojler (Leonhard Euler, 1707-1783), svajcarski matematicar i fizicar, jedan od najvecéih
i najplodnijih matematic¢ara u istoriji, poznat po fundamentalnim rezultatima u raznim
oblastima matematike, kao $to su matematicka analiza, teorija brojeva, teorija grafova,
analiticka geometrija i primjenjena matematika.

Puason (Siméon Denis Poisson, 1781-1840), francuski matematicar i fizicar, poznat
po Puasonovoj parcijalnoj jednacini, Puasonovoj raspodjeli, Puasonovom procesu u teoriji
vjerovatnoca i po radu u Furijeovoj analizi (Puasonova sumaciona formula).

Riman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826-1866), njemacki matematicar, jedan
od najveé¢ih matematicara u istoriji, poznat po svojoj hipotezi o nulama zeta-funkciije,
koja predstavlja jedan od sedam milenijumskih problema, i po fundamentalnim dopri-
nosima u analizi, diferencijalnoj geometriji i analitickoj teoriji brojeva.

Smit (Friedrich Karl Schmidt, 1901-1977), njemacki matematicar poznat po znacajnim
doprinosima u algebri i teoriji brojeva. Ne treba ga mijesati sa Erhardom Smitom (po
kome je dobio ime Gram-Smitov postupak u linearnoj algebri) i Volfgangom Smitom.

Svarc (Laurent Schwartz, 1915-2002), francuski matematicar jevrejskog porijekla, do-
bitnik Fildsove medalje 1950. godine, jedan od tvoraca teorije distribucija, poznat po
Svarcovim prostorima. Ne treba ga mijesati sa njemackim matematicarem Hermanom
Svarcom, po kome nosi naziv ¢uvena nejednakost.

Vajerstras (Karl Theodor Wilhelm Weierstrass, 1815-1897), njemacki matematicar,
,otac moderne analize”, poznat po svojim radovima u varijacionom racunu, diferenci-
jalnoj geometriji, po Vajerstrasovom kriterijumu konvergencije funkcionalnog reda i po
Vajerstrasovoj p-funkciji.

Vejl (André Weil, 1906-1998), francuski matematicar jevrejskog porijekla, poznat po
svom fundamentalnom radu u teoriji brojeva, algebarskoj geometriji i po vezama izmedu
ove dvije discipline, po definiciji prstena adela, po dokazu Rimanove hipoteze za zeta-
funkcije pridruzene krivama nad kona¢nim poljima, po Vejlovim hipotezama, jedan od
lidera grupe ,,Burbaki.”

Vijet (Francois Viéte, 1540-1603), francuski matemati¢ar poznat po uvodenju sim-
bolicke notacije u algebri, po Vijetovim formulama koje povezuju korijene i koeficijente
polinoma i po formuli za razvoj broja 7.
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Zigel (Carl Ludwig Siegel, 1896-1981), njemacki matematicar, poznat po znacajnom
doprinosu teoriji brojeva, posebno teoriji diofantskih aproksimacija, teoriji kvadratnih
formi (Zigelova formula mase), diofantskoj geometriji (Zigelova teorema o konacnosti
cjelobrojnih tacaka na krivama) i po radu u analitickoj teoriji brojeva.
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