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IHPEAT'OBOP

OyHKIM]e, BUXOBE 0COOMHE U rpaduIy GyHKIHja, TPEICTaBIbajy jeIHY OJ1 HajTEHKHIX
00JIacTH 3a N3yYaBamke M Pa3yMeBambe KOJ] YICHHKa OCHOBHHUX M CPEIHHX IIKOJIA.

BaxxnocT rpaduykor nmpuctymna y pazymMeBamy KoHIENTa (yHKIHjEe TOJIpa3zyMeBa TO
Jla YYSHHIIM MOTY ca rpaduka Ja ,,ipovnTajy* TOK U MOHAaIIamke QYyHKIIH]e.

Takohe, pax ce moceOHO OAHOCHM Ha WCIUTHBAKEC TOKa (YHKUHM]jE AHAIUTHYKUM
myTeM, KOjuM Tpebda 1a ce johe 10 ca3Hama O MoHaIIaky QyHKIHUje, Ka0 U ’beHUM 3HauajHUM
Taykama y KOOpPJAMHAHTHOM CHCTEMY, T€ Jia C€ Ha OCHOBY JOOWjEHHMX pe3yJTara HalpTa
rpadpuk Te ¢yskruje. CymrThHa je y TOME Ja YYCHHIM CaBIaJajy CBE T¢ OCOOMHE W
CaMOCTaJTHO HalpTajy Tpaduk, 6e3 momohu rpadMuKuX KajaKyJaTopa, KOju MocTajy cBe Behn
TPEH]I Ha 3amajy U AMEpHUIIH.

OBaj macTtep paa uMma 3a IUJb Ja MPEACTaBU BEIMKH OpOj MOjMOBa Koje he OuUTH o1
nmoMohu OHMMa KOju ce cycpehy ca 3amanuma, 3a 4Mje je peliaBame MOTPEOHO JeTajbHUje
Mo3HaBamke 0COOMHA (DYHKIM]ja U BUXOBUX Ipaduka.

Macrep paa je rmpe cBera HaMeHhEeH YUSHUIIMMA CpeIbuX (Y MaJIoOM /1€y ¥ OCHOBHHUX )
mkoja. MelhyTum, paa caapku OCHOBHE MOjMOBE, TBphewa U ocoOuHE (YyHKIIHMja, TaKO Ja
MOTY J1a Ta KOPHUCTe MaTeMaTHYapH CBHX y3pacTa, CTYACHTH Ha (haKyNTeTHMa W HACTAaBHUIIH
1 poecopy y MmKoIaMa y BUAY TTOACETHHUKA.

OBOM TIPMIIMKOM JKEJIMM JIa C€ 3aXBaJIIM CBUM Ipodecopruma Ha moMohu y ctunamy
3Hama TOKOM cTyauja. [ToceOHO OMX jkenmena Ja ce 3axBajlMM CBOM MEHTOpy Ap Mumany
boxuhy. Takohe ce 3axBaspyjem mpodecopuma ap Mwuonpary Maremeuhy u mp MBany
Anuhy, Koju cy mpucTaiy 1a Oyay 4iaHOBH KOMHCH]€ y OLIEHU MOT paja.

beorpan, 2012.
Mupjana Hukmh
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. YBOJ

KBanuretHo o0pa3oBameé M BacluTame, Kojeé omoryhaBa cTuname je3uuke,
MaTeMaTU4Ke, Hay4YHe, YMETHHYKE, KyJITypHE, 3/PaBCTBEHE, C€KOJIOIIKE W HH(pOpMAaTHYKe
MUCMEHOCTH, HEOMXOHE 32 KHBOT y CAaBPEMEHOM M CIIOKEHOM JpyIITBY. Pa3Bujame 3Hama,
BEIIITHHA, CTAaBOBa M BPETHOCTH KOj€ OCMOCO0JhaBajy YUYEHHKa Ja YCIENIHO 3aJ0BOJbaBa
COIICTBEHE MOTpede U UHTepece, pa3BUja CONCTBEHY JUYHOCT U MOTEHIIM]jaje, MOIITYje ApyTe
oco0e W BHHUXOB HJIACHTHTET, MOTPeOE W HMHTEpece, y3 aKTUBHO M OJIFOBOPHO ydemhe y
€KOHOMCKOM, JIPYIITBEHOM M KYJITYPHOM >KUBOTY M JTOTIPHHOCH JIEMOKPATCKOM, EKOHOMCKOM
U KYJTYPHOM pa3Bojy APYIITBA.

Macrtep pan je mocBeheH H3yuaBamy 3Hauaja U BaXHOCTU TpaUKHYKOT MpUKa3a
eleMeHTapHuX (YHKIIMja Ka0 U UCITUTHBAKY BPEIHOCTH TOKa (QyHKIIMje KaKo OM ce HalpTao
rpaduk te ¢pynkuuje. OHe Cy caapkaj rpajuBa jOII Y HUKUM pa3peJuMa OCHOBHE MIKOJIE,
3HaWkE ce MPOoIy0Ibyje KPO3 CPEAHOIIKOICKO 00pa3oBame, 0/Ij1a3aK Ha TAKMHUYCHA U CIMYHO.
Enemenrapne gpyHkUHMje npeacTaBibajy 100ap ,,IpUPyUHUK" MaTeMeTH4apuMa, pusndapuma,
UHKeHhEeprMa, MEXaHW4YapHMa, CTaTUCTHYapuMa, eKoHoMmucTuMma. Ilpmmena rpagukona je
3aCTYIJb€HA Yy MaTeMaTH4yKOj aHAIU3U, T€OMETPHjH, TEOpUjU BepoBaTHOhE, MaTEMETHYKO]
CTAaTHCTHUIIN, MAaTEMAaTHYKO] 00pay 1moaTaka, JMHEapHOT U AUHAMUYKOT ITPOTPaMUparmba Kao
U Y TEOPUJCKOj U MIPUMEH-EHO] MaTEeMaTHIIH.

[nse macTep pajga je oOpama u mpuMeHa KOHIENTa (PYHKIMje U BUXOB rpaduyku
MpUKa3 y HAacTaBU MaTeMaTHKE y OCHOBHO] W CPEAOj IIKOJM, Ka0 WU MPUIPEMH 3a
TaKMUYCHa U ToJIarame MpUjeMHUX UcnuTa 3a dakynrere. Pag oOyxBaTa CHHTE3y TeopHje ca
MIPUMEHOM, IIITO j€ CTAaHAAP[ CaBpEeMEHE JINTEPaType.

Pan je Ha oxo 90 crpanuIia, mojesbeH Ha IMET MOTIaBJba, yKymnaH 0poj ciuka 44. TIpso
NOTJIaBlke 00yxXBaTa caM yBOJHH Jieo. J[pyro moriaBjbe ce OJHOCH Ha LUJbEBE U 3aJaTKe
HacTaBe MaTeMaTHKe, Ka0 M Ha 00pa3oBHE CTaHIApJe O TeMEJbHUM 3HambHMMa M BEHIITHHAMA
KOje yueHHIM Tpeba /a cTekHy A0 oapeheHor HHBOa y oOpa3oBamy. Y TpeheM moriasipy ce
HaJla3u cama Cpk oBor pana. IIpBo je ommcaH MCTOPHjCKM Mperie; HacTaHKa KOOPHHATHOT
CUCTEMA M, Y CAKETOM OOJIUKY, )KUBOT M JIETIO H-ETOBOT TBOPIIA. 3aTUM caM MojaM (yHKIIH]e,
MoceOHO 1ojaM peaHe (PyHKIM]je peaHe MPOMEHIJbUBE, a 3aTUM U OCHOBHE OCOOMHE peaTHuX
¢dyHKIM]ja jeqHe pearHe MPOMEHJbUBE, OJHOCHO MCIUTHBAKE TOKa (PyHKIMje, Kao ILUTO CY:
HapHOCT M HEMapHOCT, IEePHOJNYHOCT, MOHOTOHOCT, KOHBEKCHOCT, II0jaM TPaHUYHHUX
BPEIHOCTU pealHuX (YHKIMja, OCOOMHE TPAHWYHHMX BPEAHOCTH, I0jaM HEHPEKUIHOCTH
(dbyHKIMja, Ka0 1 0COOMHE HEMPEKUIHUX (QYHKIIH]a..., INTO je OUTHO 3a caM rpaduk GyHKIH]E.
Takohe je medpunucan u mojam uHBEp3HE (YHKIMjE, KaO U TOJMOBU (YHKIIHje 3amaTe
napaMeTapcKy ¥ UMIUTUIATHO 3anaTte GyHkiuuje. [Topen oBora aar je mperiies eneMeHTapHUuX
¢yHKIM]ja, BUXOBE OCOOMHE U OCHOBHM rpaduuu THX (QyHKIMja. Y YETBPTOM IOIJIaBJbYy j€
npencraBijbeHa CASE cryamja, 6azupana Ha jeqHOM AMEPUYKOM HCTPaXKHBaWmY Koje ce
OJJHOCH Ha WCIHTHBamkEe eQeKTa rpaduykor NpPUCTyNa Ha YYCHHKOBO pPa3yMeEBambe
anreOpcknx (QyHKIMja, U mopeheme ycmexa KOJ yYeHHKa KOju Cy KOPHCTWIM Tpaduuke
KaJIKyJIaTOpE ¥ OHMX KOjH HHCY. Y METOM IOTJIaBJbY Cy 3aKJby4Ha pa3Marparma paja.



1. OHIITHU IM/BEBU U 3AJAIIM HACTABE
MATEMATHUKE

[lwp HacTaBe MaTeMaTUKE jecTe Ja YYCHHIM YCBOj€ €JIeMEHTapHa MaTeMaTHuKa
3Hama Koja Cy MoTpeOHa 3a CXBaTame I0jaBa M 3aBUCHOCTH Y KMBOTY U npymTBy. OHa, mpe
cBera, Tpeba aa ocnocoOM ydYeHUKE 3a TPUMEHY YCBOJEHHMX MAaTEeMAaTHYKUX 3Hama Yy
pelaBamy Pa3HOBPCHUX 3aJaTaKka U3 )KUBOTHE Mpakce. MareMaTHka uMa 3a IiJb Ja oMoryhu
YUEHHUKY YCIICHIHO HACTaBJhbamkhe MAaTeMaTHYKOI oOpa3oBama M caMooOpa3oBame, Kao M Ja
JOTIPUHECE pa3BHjalby MEHTAIHUX CIOCOOHOCTH, (hOpMHUpamy HAYYHOT IOIJIe/a Ha CBET U
CBECTPAaHOM PA3BHUTKY JMYHOCTH y4eHHKa. L[ub HacraBe MaTeMaTHKE Yy OCHOBHO] IIKOJIU
jecTe: 1a ce ocurypa Jla CBU YUCHHIIM CTEKHY 0a3W4Hy je3WYKYy U MAaTEeMaTHYKy IMMCMEHOCT H
Jla Hamperyjy Ka peanu3anuju oAroBapajyhux crannmapna oOpa3oBHuX mocTurayha, na ce
ocroco0e Ja penraBajy mpoOiemMe 1 3a7aTKe Y HOBUM M HEMTO3HATUM CHUTYyallfjama, Jia u3pase
1 00pa3ioxke CBOje MHUIIUBEHE U JUCKYTY]y ca IpyruMa, pa3Bujy MOTUBHCAHOCT 32 YUCHE U
3aWHTEPECOBAHOCT 3a MPEIMETHE cajpikaje, Kao M Ja YCBOje eJIeMEHTapHe MaTeMaTHYKe
KOMIIETEHIIMje (3Hama, BEIITHHE M BPEIHOCHE CTAaBOBE) KoOja Cy MOTpeOHE 3a CXBaTambe
10jaBa M 3aKOHUTOCTH y TIPUPOJN U IPYIITBY; Ja OCIIOCOOM yUEHHKE 3a MPUMEHY YCBOjCHUX
MaTEeMaTUYKHX 3Hama Yy pellaBalkby Pa3HOBPCHUX 3alaTaka M3 KHBOTHE TIIpakce, Ja
NpeJCTaBjba OCHOBY 3a YCIEIIHO HACTAaBJhalbe MAaTEMaTHYKOT oOOpa3oBama H 32
camMo00pa3oBame; Kao W Ja JONMPHUHOCE Pa3BHjalby MEHTAIHUX CIIOCOOHOCTH, (OpMHpamby
HAYYHOT ITOTJIe/]a Ha CBET U CBECTPAHOM Pa3BUTKY JIMYHOCTH YUCHUKA.

3amany HacTaBe MaTeMaTuke cy MHOroopojuu. OHU ce, Ipe cBera, OJHOCE Ha TO Jia
YUYEHULIH:

~ pa3BHjajy JOTUYKO U allCTPAKTHO MHUIILIBEIHE;

~ Ppa3BHjajy CIOCOOHOCTH jaCHOT M MPEIU3HOT U3pakaBama U KOpHUIIhemha OCHOBHOT
MaTEeMaTHYKO-JIOTUYKOT je3UKa;

~ pa3BHjajy crocoOHOCTH onpehuBama W IMpoIleHEe KBAHTUTATUBHUX BEIUYHHA WU
BUXOBOT OJIHOCA;

~ Ppa3nuKyjy reoMeTpHjcKe 00jeKTe U BUXOBE y3ajaMHe OAHOCE U TpaHcdopmallyje;
~ pa3yMmejy (pyHKIIMOHAIHE 3aBUCHOCTH, )b UXOBO MPEACTABIbALE U IPUMEHY;

~ pa3BUjajy CHCTEMaTHYHOCT, YPEIHOCT, IMPELUU3HOCT, TEMEJbHOCT, HCTPAjHOCT,
KPUTUYHOCT y pajay, KPEaTUBHOCT;

~ pa3BHjajy pagHe HAaBUKE M CIIOCOOHOCTH 32 CAMOCTAJIHU U TPYITHU Pas;
~ (¢opmupajy cucTeM BpeAHOCTH;

~ CTUYy 3Halba M BEUITHHE KOPHCHE 3a TpaHcdep y apyre mpeaMere U pas3BHjajy
CHOCOOHOCTH 3a MPAaBUIIHO KOpUIINeHme CTpyUHE TUTEPaType;

~ (¢opMHUpajy CBECT O YHHBEP3AIHOCTH ¥ TPUMEHH MaTEMaTHYKOT HaYMHA
MHUIIJBEHA;



~ Oyly TMNOACTAaKHYTH 3a CTPYYHM pa3BOj M YycaBplIaBame Yy CKJIaay ca
VHAMBHUIyaJIHUM CIOCOOHOCTUMA U ITOTpedama JIpyIITBa;

~ pa3BHjajy COCOOHOCTH MOTPEOHE 3a peliaBame MpodIeMa U HOBUX CUTyaluja y
IpOIIeCy pajia ¥ CBAKOJAHEBHOM XHBOTY;

~ CTUYY 3Hama HEOIXOJHA 3a pa3yMEBame KBAHTUTATUBHUX U IIPOCTOPHUX OJHOCA
U 3aKOHUTOCTH y pa3HUM I[0jaBamMa Yy MPHUPOAH, APYIITBY U CBAKOJHEBHOM
KUBOTY,;

~ CTUYy OCHOBHY MaT€MaTHUKy KyJITypy MOTpeOHY 3a OTKpUBAH-E YJIOIre U MPUMEHE
MaTeMaTUKe y Pa3IMYUTHM IOAPYYjUMa UYOBEKOBE JEJIATHOCTH (MaTEeMAaTHYKO
MOJIEJIOBamE), 32 YCIEIIHO HacTaB/bamke 00pa3oBama 1 YKIbyUUBAkhE y paj;

~ pa3BUjalbe YUYCHUKOBE CIIOCOOHOCTH TIOCMAaTpama, ONaXama W JIOTHYKOT,
KPUTUYKOT, aHATUTUIKOT U allCTPAKTHOT MUIILBECIHA;

~ paSBI/IjaH)e KYJITYPHUX, PAOAHUX, CTUUYKUX H CCTCTCKHUX HABUKa YUCHHUKA, Ka0 U
MAaTCMAaTUYIKE PadO3HAIIOCTH,

~ CTUIake CHOCOOHOCTH W3pakaBarkba MAaTEMaTHYKUM JE3MKOM, JacHOCT |
NPEIM3HOCT U3paXkaBamba y MUICMEHOM H YCMEHOM OOJIHKY;

~ TIIpUIpeMa Y4YeHHMKa 3a pa3yMeBame OAroBapajyhux caapxkaja HPUPOAHUX U
TEXHUYKUX HAayKa;

~ w3rpahuBame TMO3UTUBHUX OCOOMHA YYEHUKOBE JIMYHOCTH, Kao IITO CY:
CUCTEeMAaTUYHOCT, YIIOPHOCT, TAYHOCT, YPEIHOCT, 00jEeKTUBHOCT, CAMOKOHTpOJIA U
CMHCA0 3a CaMOCTAJIHU paj;

~ CTHIaKkE HaBUKA U YMEIIHOCTH y Kopulllhewy pa3HOBPCHUX MU3BOpPA 3HAKBA;

~ CTBapame pa3HOBPCHUX MOTYNHOCTH J1a Kpo3 pa3IMuuTe cajpkaje U oOJIuKe paja
TOKOM HAacTaBe MaTeMaTHKE CBpXa, LMJBEBH M 3a7alu oOpa3oBama, Kao M TO Ja
LIWJbEBM HACTaBE MaTeMaTuKe Oy/y y IyHO] MEpU pean30BaHH.

OCHOBHE KapaKTEpHCTHKE Mporpama MaTeMaTHKe Cy: ycKiIal)eHOCT ca mporpamom
MaTeMaTUKE 3a OCHOBHY IIKOJIy; 3aCTyIUbCHOCT 3ajeJHUYKUX CaApiKaja U3 Mporpama
MaTeMaThke 3a THMHAa3Wje W CTPy4YHE Cpelbe MIKOJIE; JIOTMYKAa IOBE3aHOCT cajpiKaja,
moceOHO ca acmeKkTa pas3Boja MaTeMaTHKe; HacTojame, Tae roa je To Owio moryhe na
caZpkaju MaTeMaTHKE MPETXOJIe caapkajuMma APYruX MpeaMera y KojuMa ce MaTeMaTHKa
IpUMembYje; 3acTYIUbEHOCT OHHUX €JIeMEeHaTa pa3Boja MaTeMaTHKe KOjU YHHE OCHOBY
MaTeMaTH4Ke KyJIType CBUX CBPIICHHX YYCHHKAa TMMHAa3Wje; XOPH30HTAJIHA M BEPTHUKAIHA
yckmahenoct u3mel)y mporpama mMareMaTHKE 3a IOjelMHE CMEpPOBE Y TMMHAa3Mju (pacropen
TeMa 110 pa3pelarMa, BUXOB 00MM, OCHOBHH 3aXTEBH M CIL.). IIporpamu cajipixe roToBo cBe
eJIEMEHTE JI0CaalllibuX MporpaMa MaTeMaTHKE KOjU cy OMTHM 32 MaTeMaTHYKO 00pa3oBame
Ha OBOM KOTHUTHBHOM HHBOY. V3BpIlIeHa Cy N3BECHA Ca)knMama CaJipikaja M yCIIOCTaBIbambe
aJIeKBaTHHUjer ofHOca n3Mel)y cazpikaja mporpama u (oHIa 4acoBa, C TUM ILITO C€ HHCHCTUPA
U Ha noctu3zamy Behe e(puKacHOCTM HacTaBe METOJUYKOM OOHOBOM U  IOJECHUM
CTPYKTypupameM caapkaja. [Ipu Tome je y3eT y 003up omire KyJTypHH 3Hayaj MaTeMaTHKe,
Tj. la C€ MaTeMaTHKa U HO] CBOJCTBEH CTHJI MHUIJbEHA IMOCMAaTpa W Kao OWTHU €JIEMEHT
OIIITE KYJAType JaHAlIbEr YOoBeKa, 0e3 003upa KojoM ce akTHBHOIINY 0aBU. 3aTO ce HEKU
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calpkaju M3 CTapHjUX pa3pela OCHOBHE IIKOJE M Ha OBOM Y3pacTy Jajbe YTBphYjy,
poayosbyjy, TOMYBY]y U 3a0KPYXKY]Yy TaKo Jia MPEACTaBIbajy Taj HEOMXOIHU JIEO CaBPeMEHE
omnute Kyntype odpa3oBHux Jbyau. [lpu u3bopy caapikaja mporpama Ouia je BpJIO 3Ha4YajHA
oOpazoBHa (yHKIMja HACTaBe MaTeMaTWKe (CTHUI[Alhe HOBHX MaTEMaTUYKHX 3Hamba,
MONM3akhe HUBOA MATEeMATHYKOT oOOpa3oBama YyUYEHWKA) U HHEH JONPHHOC JajbeM
ocroco0JbaBaky Y4Y€HUKa Ja JIOTMYKM MHCIE UM CTBapajauykd IMPUCTYIMajy pellaBamby
pasnmuuutux npobiema. TakBa ocnocoOJbeHOCT (3axBasjbyjyhu aJeKBaTHUM MaTeMaTHUYKHM
caJpkajuMa M MeTojamMa) HMa IIMPOKH YTHIIA] HA MHOTOOPOjHE JEIaTHOCTH U oMoryhasa
KacHuje epukacHo yueme. HeonBojuBa o oOpa3oBHE je M BacmuTHa (PyHKIMja HAcTaBe
MaTeMaTHKe. YUEHHUK ce BacluTaBa Jia IOHOCH MPaBUIIHO MUIILbEeHkE. Bacnurame JonpruHOCH
usrpahuBamy HHU3a TO3UTUBHUX OCOOWHA IUYHOCTH. 3a peanu3aldjy [uba M 3ajaTaka
HacTaBe MaTeMaTHKe M3a0paHM caJpikaju MporpaMa y OCHOBH CY JOBOJbHO NPUCTyHauyHU
cBuM yueHunmMa. OHU Takohe MOTY M CTUMYJIATUBHO JICJIOBATH HA yUEHUKE, jep OBH UMajy
MOryhHOCT J1a WX yCBOje W Ha HEIITO BHIIEM HHUBOY (BehW CTEmeH arncTpakiuje u
reHepaiu3aluje, CHHTe3e M IpHMEHE, CTBapajayko pelaBame mnpobdiema). Ctporoct y
WHTEpIpETaIHju caapkaja Tpedba ma Oye MpucyTHa y IpUXBAaT/HUBOj MEPH, Y3 OCIamkamkhe Ha
MaTeMaTU4Ky MHTYMIU]y U BEHO JaJbe pa3BHjabe, Tj. MOTHUBAIMja U MHTYUTUBHO CXBaTambe
npobiemMa Tpeba J1a MPeTXo0/ie CTPOroCTH M KPUTHYHOCTH, a M3Jarame IpajarBa MOpa OUTH
npaheHo 100po omaOpaHuM MpUMEpUMa W TEK HAKOH JOBOJHHOT Opoja ypal)eHHX TakBUX
npuMepa Tpeda IPHUCTYIUTH TeHepalicamy MojMa, YUHkEHUIe B ciudHo. Hanme, ,,imkoscka‘
MaTeMaTHKa HE MOKe OWTH cacBUM (opMaTu30BaHa, TO JECT H3JIO0KEHA HCKIbYYHBO
nenyktuBHO. Konmuko he ona ctpora 6utu oapelyjy ynOeHUK M HAaCTaBHUK MaTeMaTuke (y
3aBHCHOCTH 0[] (POHJA YAaCOBa, CacTaBa O/ieJbeha U Mpe/i3Hama yueHnka). Jla 6u ce octBapuo
MOCTaBJbEHU IMJb, HACTaBE MAaTE€MaTUKe, HEONXOJHO je y TOKYy HacTaBe YCIEIIHO
peanu3oBatu opeheHe oOpa3oBHE, BACIIUTHE U MPAKTHUHE 3a/1aTKE, UCTAKHYTE, Ha MMOYETKY
mporpaMa. YCJIOBM 3a YCIHEINIHy pealiu3aldjy Iporpama MaTeMaTHKEe Cy:  IMPaBUIHO
IUIAHUPalke M PEIOBHO MpHUIpEMame HAacTaBHUKA 3a M3Boheme HacTaBe; IEIHCXOHO
kopunthewme HoHIa yacoBa 1 J0OPO OpraHW30BaH HACTABHH IPOIIEC; KOMOWHOBAaHA TIPUMEHA
CaBpEMEHHMX HACTaBHUX METO/a M Pa3HOBPCHOCT OOJIMKA paja ca yUYCHHINMA, Y3 CMHUIIJBEHO
onabupame W TpHUIpPEeMame MpUMeEpa W 3ajJaraka W ynoTpeOy onaroapajyhux HacTaBHUX
CpelcTaBa, y4uiia 3a HaCTaBy MareMaTuke U pauyHapa. CBe To Tpeba aa oapasu WHTEHIU]E
rporpama: IoJiu3amke HUBOA HACTABE M HCHY aKTyeIu3allnjy, CTBapame yciaoBa y Kojuma he
VYCHHUIIM COTCTBEHMM HAlOpUMa yCBajaTHM TpajHA M aKTHBHA MaTeMaTW4yka 3Hama U
0CIoco0JbBaTH €€ 3a MPUMEHY THX 3Hama U CTHIakhe HOBHUX 3Hama. Tako OopraHU3oBaHa U
u3BoheHa HacTaBa MaTeMaTHKe, y3 MYHO HHTEICKTYaTHO AaHTa)KOBamke YYCHHKA y CBUM
(dazama HacTtaBHOT Tporieca, y Behoj Mepu jeedukacHa W mpoaykTuBHaA. Takohe, moactuye
CaMOWHUIIMJaTUBY YUYCHUKA y CTUIAhy 3HaWka M JONPUHOCU M3rpahuBamy pagHUX HaBUKA U
MOAM3alky pagHe KyIType ydeHuKa (IITO je ¥ BakaH BACIHMTHH 3aJaTak HacTae). CBojom
CTPYKTypOM MaTeMaThKa TOMe JA0CTa Toronayje. Peamusammja mporpama MareMaTHKe Yy
Cpenm0j IMKOJU Tpeda Ja ImpeIcTaBiba MPUPOaH Mpesia3 01 HaCTaBe Y OCHOBHO] IIKOJIA M 1a
ce 3acHMBa Ha Beh CTEYeHHMM MaTeMaTHYKHM 3HamHMa ydeHuka (mro omoryhaBa mocra
no0Opa BepTHKaJHa TOBE3aHOCT MporpamMa MaTeMaTHKE Yy CpeImhHM IIKOJIaMa M OCHOBHO]
mkoan). OOjeKTUBHA CHUTyallja HU3UCKyje W M3BECHO CHUCTEMAaTCKO YyTBphUBame H
oOHaBJpak€ OHUX cajJpkaja W3 MporpamMa OCHOBHE IIIKOJIE Ha KOjUMa c€ 3acHUBa oOpaaa
cajipKaja y Cpeboj IIKOJIHM, a TO C€ MOXKE TOCTUNH WHTETPHCAkEM TOjeIMHUX cajpiKaja u3
OCHOBHE IIIKOJIE Y 00paly HOBUX CaJprKaja Ha OHOM MECTY TJIE je TO MOTPEOHO U Y OHOj ha3u
HAacTaBe KaJa jeé TO aKTyeldHO (OOHaBJbam-€ HA CAMOM 4acy M CaMOCTAJHO OOHAaBJbAIE O]
CTpaHe yueHuka Kpo3 nomahu pan u apyro). To mpernmocraBiba CMULIJBEHO U CTYIHO3HO
TUTAHUPALE TPAIUBA OJI CTPaHE HACTABHHUKA. Y TOTJENy MaTeMaTUYKe TEPMUHOJIOTHjE Mopa



MIOCTOjaTH KOHTUHYUTET y OJHOCY Ha KOpHIheHy (IPOMUCaHy) TEPMUHOJIOTH]Y Y OCHOBHO]
mkonu. Pamu ocaBpeMemHBama HACTaBE MaTeMaTHKe W epUKACHHU]Er yCBajama caapikaja,
MOXKEJBHO je Ja ce 00e30eu U MPUCYCTBO padyHapCKe MOJPIIKE Y HACTaBH MaTeMmatuke (y
nmo4eTHoj ¢azu y ppoHTATHOM OOJMKY paja W y3 KOpUITNeHme Y30pHUX JACMOHCTPAIIMOHUX
MPOrPaMCKHX aIlIMKaIFja, YKOIUKO HEMa yCJIOBA 3a MAacCOBAaH WHIWBHUIYAIIHU Paj YUCHHKA
Ha padyHapy y OKBHpY HacTaBe MaTeMarTuke). TOKOM ocTBapHWBama MporpamMa MmoTpedoHo je
YBOXUTH BHUCOKY OOpPa30BHY M MOTHMBALMOHY BPEJHOCT AaKTHBHUX M HHTEPAKTUBHUX
(KooTiepaTHBHUX) METOAAa HACTaBe W Yy4eHma Te KpO3 CBE IMPOTPAMCKE IEJIHHE MOCICTHO
OCUTYpAaTH J1a HajMame jeaHa TpehrHa HacTaBe OyJie OpraHU30BaHa yoTpeOOM OBUX METOAA.
VY HacTaBu KOpPUCTUTH, HajMamke y TpehWHM ciIydajeBa, 3aJaTKe KOjU 3aXTEBajy MPUMEHY
HAY4YCHOT y pa3yMeBamy M pellaBamby CBAKOJAHEBHUX NMPOOJIEMCKHX CHUTyalldja, a MPHIUKOM
oIleHUBamkba 00€30eIMTH Ja Cy YYEHUIIM WH(POPMHUCAHU O KPUTEPHUjyMUMa Ha OCHOBY KOjUX
CY OLICHbMBaHH.

2.1. Obpazoenu cmanoapou

O6paszosuu crangapau (Yanpuh, 2011) cy uckasu o TeMEJbHUM 3HAFMMa, BEIITHHAMA
U yMemhHMa Koje yUYeHHUIM Tpeba a cTekHy 10 oxpeheHor HuBoa y oOpazoBamy. CTangapau
ApTUKYJUITY HajBaXKHHjE 3aXTEBE IIKOJICKOT yuera W HAacTaBe M MCKa3yjy UX Kao UCXOJe
BUJJbMBE y MOHAIIAky M pacyhuBamy yueHHka. [Ipeko crangapaa ce oOpa3oBHH LUJBEBU U
3a/1alM TPEBOJIE HA MHOTO KOHKPETHHUJH J€3UK KOJU OIMHUCYje MOCTUTHyha ydeHHKa, cCTedeHa
3HaWa, BEIITUHE M YMEHma. HUBOE 00pa30Bama KOjU C€ CKCIUIMIUTHO HABOJE Yy HACTaBHUM
nporpamMmuMa 3a nojenuHe npeamere. Gopmyranyje craHaapaa cy KOHKPETHE, OTIepaTHBHE H
JaTe y MCKa3uMa IITa yYeHUK 3Ha, MOKE U yMe M Moryhe HX je MPOBEPUTH TECTUPAHEM WIH
nocmatpameM. HuBon nmocturayha - o6pa3oBHM cTanmapau GopMyIucaHu Cy Ha TPU HUBOA
nocturiyha. HuBoum 00pa3oBHMX CTaHgapja OINHUCYjy 3axXTE€BE paszIHuUTe TEKUHE,
KOTHUTHBHE KOMIUICKCHOCTH M OOWMa 3Hama, O] jJeAHOCTaBHUjUX Ka CIIOKeHHM. CBaku
HapeHU HUBO IMOJIpa3yMeBa Jia je YUYCHHK CaBJIa/lao 3Hamka M BEIITHHE ca MPETXOHOT HUBOA.
OO6paszoBHu cranmapau (opMmynucanu cy Ha Tpu HUBoa mocturHyha. HuBom o0pazoBHHX
CTaHJapa OIHUCY]y 3aXTEBE pa3IMYUTE TEKUHE, KOTHUTHBHE KOMILUICKCHOCTH W OOHMMa
3HaWa, 0/1 jJeJHOCTAaBHUJUX Ka CiokeHUM. CBaKM HapeTHH HUBO IMOJpa3syMeBa Jia je YUCHHUK
CaBliaZla0 3Hama W BEIITHHE Ca MPETXOJHOr HHBOa. [locToje Tpu HHMBOA OOpPa3OBHHUX
CTaHJapza:

1. OcCHOBHU HHUBO,
2. Cpenmu HUBO, U

3. Hamnpeanu HuBo.

OcHnoeénu Hueo: Ha pBOM HUBOY OINUCAHU Cy 3aXTEBH KOjU MPEACTaBIbajy Oa3uuHU
WM OCHOBHU HHMBO 3Hamha, BENITHHA M yMema. Ouekyje ce na he ckopo cBu, a HajMame 80%
yueHHKa/ydeHuIa moctuhu taj HEBo. Ha 6a3sudHOM HHUBOY Haja3e ce TeMeJbHa MpeJMETHA
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3HaKka M yMema, TO ¢y (YHKIMOHAJIHA U TpaHC(PEpHA 3HAKa M YMEHa HEONXOJHa, KaKo 3a
CHAJAXCEHE Y XKUBOTY, TaKO M 3a HACTaBaK ydYema. 3Hamba M yMEHka Ca OCHOBHOT HHBOA
Hajuenthe cy Mame CII0KEHA OJ OHHX Ca CpeImer M HalpeJHOr HHMBOA, ald TO HHUjE YBEK
cinydaj. OBlie Cy CMEIITEHa M OHA 3HaWka M yMEma Koja HUCY jeAHOCTaBHA, ald CY TaKO
TEeMeJbHA J1a 3aCIy’Kyjy 1noce0aH Harop, KOjH je moTpedaH 1a Ou \bHUMa OBIIAATIN TOTOBO CBH
YUCHHIIH.

Cpeorwu nuso: Ha npyromM HUBOY ONMCAaHU CY 3aXTEBH KOjHU NPEACTaBIbaj]y CpPEIbHU
HHBO 3Hama, BEIITHHA ¥ yMera. OH OIcyje OHO LITO MPOCEYaH YYCHHK/YyYCHUIIA MOXKE Ja
nocturHe. Ouekyje ce aa he oko 50% yuyenuka/ydeHuna noctuhu wim npesasuhu Taj HUBO.

Hanpeonu nueo: Ha Tpehem HHBOYy ONHCaHM Cy 3axTeBU KOjU TIPEICTaBIbajy
HaTpeJHU HMBO 3Hama, BEUITHHA U yMema. Ouekyje ce na he oxo 25% ydeHuka/yueHHIa
MocTUhM Taj HUBO. 3HAKa M yMEHa ca OBOT HUBOA Cy TpaHcdepHa, Ipe CBera 3a HacTaBakK
IIKOJIOBama. KoMmeTeHiyje ca HampeHOT HUBOA Cy 1O MPAaBWIIy U KOTHUTUBHO CIIOKEHU]E
O]l OHHX ca 0a3WYHOT WM Cpeamer HUBoA. To 3HAUM J1a ce O/ YYCHHKA OYeKyje Jla aHAIM3HPa,
ynopehyje, pa3nukyje, KpUTHYKA CYJId, U3HOCU JUYHHU CTaB, MOBE3yje pa3nuuTa 3HAmA,
NpUMEYje UX U CHAIAa3| C€ M 'y HOBUM U HECTaHIapJIHUM CHTyallljama.

OO6pa30BHM cTaHAApPAN 00JEKTUBU3Y]Y M CTAaHAAPAN3Y]Y IIKOJICKO OLICHUBAHE 3HAMA.
Ha mxosickuMm oreHaMa cy 3acHOBaHE JTAJIEKOCEKHE JKMBOTHE OJUTyKe, Kao IITO je M300p
mKkoje u npodecuje. MehyTum, KpUTEpHjyMH OICHHBamka KOje NMPUMEHY]y HACTaBHUIIM
Mory Outu cyOjektuBHH. [IpoOiieM ca pa3IMuuTUM KPUTEPUjYMHMa OlLCHHBAmka HE MOXKE
Ooutu pemieH 0Oe3 ycarjalmeHUX CTaHAapAa yuyeHHMYkux nocturiyha. Kama cy kpurepujymu
JacHO W mpenu3Ho neduHMCaHW, KAao INTO je TO cly4aj ca OOpa30BHUM CTaHAApIUMA,
HAaCTaBHUK MOXe€ JIaKO Ja uX npuMeHH. Tume ce moehaBa 00jeKTHBHOCT CBAaKOJHEBHOT
IIKOJICKOT OIICHhMBamka, Ka0 M YIMOPEIUBOCT INKOJCKMX OICHA, INTO YyjelHadaBa IAHCE
y4E€HUKAa TpU YIUCY y HapeIHH HHUBO IIKOJIOBama. Y3 TO, CTaHAapAd omoryhasajy
onroapajyhum cTpydyHuM MHCTHTYILIMjaMa Ja pa3BHjajy HACTaBHE Marepujaiie Koju he Outu
KBAJUTETHA TIOApIIKA HACTAaBHUKY M YYEHHUIMMAa Yy IHHMXOBOM CBaKOJHEBHOM paly.
OO6pa3oBHU CTaHAAPIM CYy OCHOB 3a pa3BHjalkbe MHCTPYMEHATa KOjJH CITy)KE€ CaMOBPEIHOBAY
pama mikonia, HacTaBHMKa W ydeHuka. CraHmapau he momohw HacTaBHHMIIMMAa Ja jacHUje
caryiefiajy Xvjepapxujy oOpa30BHUX ITMJbE€BA M 3aJlaTaka M Ja YCMepe Hamope Ka HallaXemy
OHUX HAaCTaBHHX OOJMKa, METOJIa M CpeJCcTaBa Koju y Hajehoj MepH JompuHOCE HUXOBOM
octBapuBamy. Ctangapan he omoryhut yueHHImMMa yBHI Y TO IITa € O BUX OYeKyje, mITa
Tpeba 1a Haydye U Kako he ce HHXOBO yueHe MpoBepaBatH, mTo he uM nmomohu ma ycmepe
JOaTHY Ny W HAllOpe Ha CYMITHHCKE JIeJIOBE TpaauBa. YueHHnu he mohm ma mpeysmy
Belly OJITOBOPHOCT 32 COINICTBEHO YUeH€ KaJia 3Hajy IITa Ce 0/ IbUX 04eKyje U KOje CTaHaape
Tpeba na octBape. Takohe, muMa ce yHanpehyje komyHuKanuja u3mely IMKoye U poauTesha
KOjH CaJia TaYHO 3HAjy IITa MOTY Ja O4YeKYjy OJl LIKOJIe y MOoriey 00pa3oBama Jiele U MOTy
aKTHBHO Jia TIOMOTHY y pany mkose. OOpa3oBHHM CTaHIApAW NPEACTaBIbajy, MPBO, OIHUC
MIPOjEKTOBAaHUX M OYEKHMBAHUX JIOMeTa 0Opa3oBHOI cucTeMa y ozapeheHoj ¢a3u uiam eramnu
oOpasoBama, U JPYro, jacaH W ycarjaleH MHCTPYMEHT 3a npaheme W BpPEeIHOBaHkE HEroBe
epuxacHoctu. [IpumeHoM cTanmapaa MoXkeMo Aa 100HjeMo MoJaTKe O TOME Ja JIh Mepe Koje
Cy mpemy3ere y oOpa3oBHOM cHCTeMy Jajy oudekuBaHe edekre. [Ipumena TakBor cucrema
BpeHOBama JonpuHehe KBaIUTETHHjEM IUIaHUpamy y 0o0iacTu oOpa3zoBama U JIOHOIICHY
OJIITyKa KOj€ Cy 3aCHOBaHE Ha EMITMPH]JCKHU JOOH]EHUM IOaIuMa.
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I1l. DYHKIOUJE U BUXOBA I'PA®PUYKA
NMHTEPIIPETALINJA

3.1.Hcmopujcku ocepm

I'padux ¢yHKIIMje ce, Y OCHOBHO] M CPEAmO] IIKOJH, TpeiacraBba [lekapToBuM
KOOPJAMHAHTHUM CUCTEMOM. JeKapTOB KOOPAMHAHTH CHCTEM C€ KOPUCTH Y MaTEMaTHIU 32
JEHO3HAUHO AehUHUCAE MOJI0Kaja Tadyaka y nmpoctopy. Kapakrepuctiuka oBor cucrema je
Ja Cy merose koopauHatHe oce MelycoOHO HopManHe. JlekapTOB KOOPIUHATHU CHUCTEM je
m3MucCIno ¢GpaHiycku matematudap u ¢uno3od Pene Jlekaprt, xoju je, m3mely ocrammx
CTBapH, MOKyIaBao jaa crnoju anredpy u Eykmuacky reomerpujy. OBaj HBEroB paja jeé MHOTO
YTHUIIA0 Ha pa3BOj aHAIMTUYKE TE€OMETPH]E, pauyyHa U KapTorpaduje.

Yi

(0,0)

Cnuxa 1: JlekapToB KOOpJJMHATHU CUCTEM

Nneja o JlekapToBOM KOOpJIWHAHTHOM CHCTEMY je pa3BujeHa 1637. rogumHe y nBa
JlexaproBa nena. Y apyrom jaeny cBor Merona mpenaBama, JlekapT je yBeo HOBY HUEjY
onpehuBama ToJI0Kaja TauyKe WM MpeaMeTa Ha MOBPIINUHU, KopucTehu IBe HOpMaJHE Oce
Kao momarajo 3a mepewme. Y I'eomerpuju, [ekapT je masbe 00jaCHHO Trope CIIOMEHYTH
KOHILIENT. /IBOAMMEH3MOHN KOOPAMHATHHU CHCTEM C€ KOPUCTHU J1a JeTHO3HAYHO OJPEAM CBaKy
Ta4yKy y paBHH TIOMOhy nBa Opoja, KOju ce OOMYHO O3Ha4aBajy ca X W y, nakie [lexapToB
KOOpJAMHATHU CHCTEM je Ie(UHHUCAH ca ABe oce (X-0ca WM alllyca U y-0ca WIM OpJUHATA).
Kopumhemem JlekapToBOT KOOPIMHATHOT CHCTEMa TeoMeTpHjcke (urype (kao mro cy
KpUBE) ce MOTy HCKa3aTH ajre0apcKkuM jeqHaurHaMa, Tj. jeJHaYnHama Koje 3aJ0BOJbaBajy
KOOp/AMHATE Ha TauKama Koje Jeke Ha Gurypu (Ha mpuMep, Kpyr MOJYIpPEeYHHKa 2 ce MOXKe
npukasati opmyaom x? + y? = 4),
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JlexkapToB KOOpAMHATHU CUCTEM CE€ MOKE€ KOPUCTUTHU y TIPOCTOPY (i€ c€ KOPUCTE TPU
KOOpJMHATE: X, Y ¥ Z) U Y BUIIETUMEH3MOHATHUM CUCTEMUMA.

Pene Jlexapr (mat. Renatus des Cartes, ¢p. René Descartes) 6uo je maTemaTuuap,
¢wmnozod w HayuyHuk uymje je nemo ,,I'eomerpuja“ (La geometrie) mocTtaBHIO OCHOBE
JaHANIKHO) AHAJUTUYKO] TEOMETPHjU. 3aUeTHHK jeé HOBOBEKOBHOT (mio30(ckor mpasma
panuoHaNM3Ma, a 4ecTo ce Kake Ja Ce Yy HEroBOM Jielly Mory Hahum W Heke O TIpBUX
EMITUPUCTUIKUX Te3a.

Cnuxka 2: Pene Jlexapr

Pohen je 31. mapra 1596. rogune y Jla Ejy (La Haue, nanac La Haue Descartes) y
@paniyckoj. O0pa3oBame je crekao y AmbOHY ynucabiu JesyuTcky mkoiny y Jla ®@nemry ca
camo ocam roamHa (1604). Ty je mpoBeo ocaMm TroauHa ydehW JIOTHKY, MaTEMaTUKy H
TpaauIMOHATHY APUCTOTENOBY (hrino30¢pujy. JenuHu npeaMeT KojuM je 610 3a10BOJbaH Ouia
je matematuka. OBO cazHame HE CaMO IITO j& YTHUIIAJIO Ha ’erOB HaUYWH pa3MHIILbarka, Beh u
Ha HEroB LeNoKynHu pan. [lo 3aBpmieTky mkosie npecenno ce y Ilapus u mocie Hekor
BpeMeHa ymucao je YuuBepsurer y Ilyatmjey (Poitiers). JummomupaBmu mpaBa 1616.
rojiiHe, TpUjaBHO ce 3a BOjHY Iukony y bpemay (Breda). 1618. rogune modeo je na yum
MaTeMaTUKy W MEXaHHKy KOJ XoJaHickor HaydHuka Vcaka bexmana (Isaac Beeckman),
cno3Hajyhu jeauHcTBO TpHponHUX Hayka. [locie nBe romuwHe mpoBeneHe Yy XOJaHIUjH,
myToBao je mo EBporu, na 6u ce 1619. roqune npukibyuno baBapckoj Bojcin. Y nepuoay of
1620. no 1628. romune J[lexapt je mytoBao mo EBpomu, OGopaBehm y Yemkoj (1620),
Mabhapckoj (1621), Hemaukoj, Xonanauju u @paniryckoj (1622 — 1623). V [Tapusy je 1623.
yno3Hao Mapena Mepcena (Marina Mersenne) xoju My je moctao J0KHBOTHU NPHjaTesb U
B€3a C MHOTHUM TaJlallllbUM yYeHUM Jpyauma. M3 [lapusa je ormyToBao y Utanujy, rae je HeKo
Bpeme 6opasuo y Benenuju, na 6u ce moHoBo 1625. rogune Bpatuo y ®@panirycky. Jlekapr ce
BPEMEHOM yMOPHO OJ1 CHJITHUX IyTOBamka U OJTYYHO Ja ce cKkpacu. Jlyro je 6upao 3emiby Koja
Ou oJroBapaa HeroBoj MpUPOIU U Ha Kpajy ce oanyuyuo 3a Xonanaujy. Ty je 5KMBeo TOKOM
cienehux nBanecer ronuHa. Hemocpeano mocne HacTamewa y Xonananju, [exapt je moueo
Ja paJy Ha CBOjOj TPBOj BEJIUKO]j Te3u y o0iacTu dusmke, moa Ha3uBoM ,,Ceet” (Le Monde,
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ou Traité de la Lumiere). ITpu 3aBpiieTKy OBOT paja 10 Iera je cTHria Bect na je [anuej
ocyhen Ha kyhnu 3aTBop. Jlekapt je ommydno 1a He pu3HKyje 00jaBibyjyhu CBOj paja, Tako aa
je CBet o0jaBibeH caMO ACTUMHYHO TOCIE HheroBe cMpTH. Y Xonanauju je JlekapT umao
MHOTO Tipujatesba Mehy Hayununmma. M nasbe je oaprkaBao mpujaTesbcTBO ca bekmanoMm m
Mepcenom. KoHTakTupao je M ca MHOTUM JPyTUM HAyYHHIMMA W MHUCIHMOIMMAa CBOTa
BpeMeHa. ['ogmHe 1649. mBencka kpaspuma Kpuctuna ybenuna je Jlexapra nma mohe y
Croxxonm. JIBameceTTporoauimba Kpasbhiia je xenena aa je Jlexaprt nmoaydasa ¢unosoduju
y MET caTh yjyTpo, 300T HEeHHX IPKaBHUYKHUX IYyKHOCTH CaMO j€ TaJa MMaja BpEMEHa.
Kenehu na cBojum caBeTrMa yTHue Ha hyIpuBY BiIajapKy Taaa MohHe 3eMJbe Kako Ou TUMe
VYMHUO HEIITO 33 MHp y CBeTy, JlekapT je TOJHOCHO CypOBE YCJOBE y 3€MJbH CTCHA H
riedepa. [lociie caMo HEKOJIMKO Mecell MPOBEeIeHUX Ha XJIAJHO) CEBEPHO] KIMMH, Xoaajyhu
cBaKo jyTpo a0 namare, Jlekapt je ympo 11. ¢pebpyapa 1650. ronune ox 3anasbema 1yha, y
MeAeceT U YeTBPTOj TOIUHHU.

Jlanexo Haj3HauajHUjH J1€0 Herope Te3e Omia je ['eometpuja. To je Ouo mpBU KOpak Ka
CTBapamy II0jMa HMHBApPHjaHTHOCTH M y ToM Jjeny JlekapT mpeacTaBiba aHAIUTHUKY
TreOMETpUjy Kao MeToJ Tmomohy kora ce TeoMmeTpujcke ¢Gurype mnpukasyjy mnomohy
anrebapckux jenHaunHa. Tume je JlekapT anreOpy oBeo y Be3y ca reomeTpujoM. Anredpa je
Yy HEroBOM TNpuKazy omoryhuia mperno3HaBambe THIIMYHUX TEOMETPHjCKUX MpolieMa u
J0BeNa y Be3y HeKe MpolieMe KOju ca TeOMETPHjCKE Tauke TJIeNUINTa HeMajy HHUIITa
3ajenqauuko. Takohe, anrebpa je y reoMeTpwjy yBena HajUpPUPOIHHU]E TMPOMOPIHUjE U
xujepapxuje Mmerona. He camo ia cy ce reoMeTpHjcKu MpoOIeMu pelaBaivd el1eraHTHo, Op30
Y TIOTIYHO, HeTo ce 6e3 oaroapajyhe anredpe tv npobiemMu u He Ou MoriH pemuTy. JlekapT
je y OBOM Jielly yBeO W IO3HaTe KOHBEHIIMjE 3a 03HauaBamke KOHCTAHTH ca a, b, C... 3aTHM
MPOMEHJBUBHUX Ca X, YV, Z... U CTENEHUX (PyHKIMja ca EeKCIIOHEHTHMa KaKBe J1aHAC TIO3HajeMO
x?2, x3, MeTo 3a W30JaLMjy KOpeHa MO3HATHjM Kao J[eKapTOBO MPABMIIO 3HAKOBA, M TAKO
nase. Heke uneje y ['eomerpuju cy MoXKIa MOTEKJIE WM Cy OWJIE TMOJ YTHUIAjeM paHUjuX
pazoBa TOjeAMHUX Maremarthdapa, ajdd HHKO 10 Jlekapra HHje MoBe3ao anredpy H
TCOMETPH]Y.

3.2. Temamcke uyenune y Kojuma ce npumemyje cpagpuuku npuxkas

VY cpenmoj mkonu rpaduk ¢yHkuuje ce obpahyje y cnenehuM HacTaBHUM TeMmama:
aHATUTHYKAa TEOMETpHja y paBHHU, (YHKIHjE, TPUTOHOMETpHUjcke (yHKIMje, KBajpaTHa
jemHauMHa W KBajApaTHa (YHKIMja, €KCTIOHEHIMjalHa M JorapuTaMcKka (YHKIIMja, HU3BOJ
¢dynkimje. [lopen oBUX TEMATCKUX IMETUHA KOje Ce pajie Y CPEI0j IIKOJIH, MOCTOje U HEKe
Koje ce oOpal)yjy y OCHOBHOj, a OHE cy: NuWHeapHa (YHKIHja U HeH rpaduk, rpaguuko
MIPEJCTaBIbaE CTATUCTUIKUX MOJATAKA.

Jluneapua ¢ynxyuja u wen 2paguk. — O0jacHUTH 1OjaM JMHEapHe (YHKIMjEe He
yBonehu ommtu ojam ¢yaknuje. JlerasbsHO 00paanuTH THHEapHY (YHKIW]Y ¥ HeHa CBOjCTBA
Y HAYYUTH YUYCHHKE J1a [[pTajy rpaduKe 1 YuTajy ’HUX0Ba CBOjCTBA.
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I'paghuuko npedocmaswarmwe cmamucmuykux nooamaka. — 3a TpUMeEpe
CTaTUCTHYKUX TOJaTaKa HABEACHUX Yy CaApKajy mporpama OUpaTH MOJaTKE KOje YUCHHIIN
OBOT' y3pacTa pa3yMejy M KOjU 3a HbUX HMMajy PEJIEBAaHTHO 3HAUCH-E: IIKOJICKE OIEHE U
MPOCEIIH, PE3yJITATH MEAUIIMHCKUX MEpEeha U CIIMYHE MOJIATKE U3 CBAKOJAHEBHOT JKUBOTA.

Ananumuuka zeomempuja y paguu. — OCHOBHH LIWJb Y pealIn3alldju OBE TEME jecTe
Ja YYCHUIM CXBaTe€ CYIITHHY KOOPJAMHATHOT METOJAa M HeroBy e(QHUKacHy NpPUMEHY.
[Toce6HO, HA OCHOBY CBOjCTaBa IMpaBe M KPUBHUX JUHHja APYrOr pela, YYEeHHUIM Tpeda aa
yMejy na ¢GopMHpajy HHUXOBE jeIHAYMHE W HUCIUTY]y MehycoOHe ojHOoce THX JWHH]a.
VYKazaTd ¥ Ha NPUMEHY aHAJUTHUYKOr amapara Hpu pelaBamy ojapeleHMX 3ajaraka u3
reoMeTpuje. ¥ OKBUPY OBE TeM€ YUCHUIM Tpeba 1a nmpoayoe U MpoIrpe 3HamhE O CHCTEMUMA
JMHEAPHUX jeJHAYMHA, YIO3HAjy CHUCTEME JIMHeapHUX HEjeJHauMHa ca J[BE HElo3HaTe U
YIIO3HA]y CYIITHHY Tpo0iieMa JuHeapHOr mnporpamupama. OBHM caapkaju TpyxKajy
MOryhHOCT 3a MOBE3MBaWkE paHHje CTEUEHUX 3Hama O jeHaunHaMa, HejeTHaYMHaMa U HEKUM
T€OMETPHU]jCKUM TTOJMOBUMA.

@ynukuuje. — OBe Tpeba TOMyHUTH M CUCTEMATU30BATH YUYCHUYKA 3Haa 0 PyHKIUjU
U BEHUM OCHOBHUM CBOjCTBMMA, a 3aTHM HANpPABUTH TpErie]] eJIeMEHTApHUX (YHKIH]a.
VYno3HaBame IrpaHUYHE BPEJAHOCTH M HENPEKUAHOCTH QyHKUHUje Tpeba na OyJe Ha OCHOBY
MHTYUTUBHOT TNPHUCTyNa TUM nojMoBuMa. Huje moTpeOHO myxke 3aapkaBame HAa TEXHHUIN
onpehuBama TpaHMYHE BPEAHOCTH pa3HUX (QyHKUHWja, Beh akmeHat Tpeba ga Oyne Ha
HEKOJIMKO KapaKTepUCTHYHHX JIMMeca.

H3600 ¢pynxyuje. — TlpBo yueHuke TpebOa ymo3HaTH ca IOjMOBHMMA IIpHpaIlTaja
HE3aBHMCHO NPOMEHJbHMBE W TpHpamTaja GyHKIHje U, mojazehu ox mojMa cpeame Op3uHe U
npobjemMa TaHTeHTE Ha KpUBY, (OpMHpaTH IOjaM KOJUYHUKA IpHpamTaja (yHKIHjEe H
MpUpaIlTaja He3aBUCHO MPOMEHJBMBE, a 3aTUM JehUHUCATH W3BOJ (YHKIIM]E Ka0 TPaHUYHY
BPEIHOCT TOT KOJMYHHUKA KaJla MPHUpAIlTaj He3aBUCHO MPOMEHJBPUBE TEXU HYJIH. YKa3aTu Ha
OCHOBHE TEOpeMe O WH3BOJy M H3BOJE HEKHX eJeMeHTapHuX (QyHKIHja. Y3 Tmojam
nudepeHnrjaza 1 ’eroBo reOMETPUjCKO 3HaUYeHe Tpeda yKa3aTH U Ha HErOBY MPUMEHY KO
anmpokcumanje ¢ynknuja. [locBeTuTn nMaxmy WUCNUTHBAKY (DYHKIMja W LPTaky HUXOBUX
rpaduka, kopucrehn u3Bon GpyHkuuje (He y3umajyhu cyBuile KOMITUKOBAHE TIPUMEpE).

Keaopammna jeonauuna u keaopamna ynkyuja. — Caapxxaju oBe TeMe 3HaA4YajHU Cy
ca CTaHOBHINTA CHUCTEMAaTCKOT wu3rpahuBama anrebpe W NpakTHUHUX NOpuMeHa. Tpebda
pelaBaTH M jeJHaA4YMHE Ca HEMO3HATOM y MMEHHOIY Pa3JIOMKa, KOje C€ CBOJE HAa KBaJpaTHE
jeIHaYMHe, Kao M jeJHOCTaBHHUje jeqHauyuMHe ca mnapameTpuma. IloTpeOHy maxmy Basba
IIOCBETUTH NMPHUMEHU KBAaJpaTHUX JeJHAUYMHA U HEje[HAuYMHA y pellaBamy pPa3HOBPCHHX, a
jenHocTaBHUjUX mpobiema. HeomxomgHo je na ydeHunu noOpo Hayde Ja CKULUPA]y H
,,auTajy* rpaduk kBaapatHe pynkmnuje. [Ipu ucnutuBamy kBaapatae GpyHkuuje y Behoj mepu
Tpeba KOPHCTUTH YNpaBO HEeH TpaduK (HEroBy CKHUIly), HE HHCUCTHpajyhu MHOro Ha
onpeheHoj ,,IeMu UCUTHBamka QyHKIHje" y KO0jo] IpTame rpaduka J0ja3u TEK Ha Kpajy.
KBanpatHe HejenqHaumHe Tpeba perraBatu KopucTehu 3Hama O 3HAKY KBAJApPAaTHOT TPUHOMA,
Kao U 3Hama O pelllaBamy JIMHEApHUX HejeAHaunHa. PemaBatu caMo IpocTuje UpaloHAIHE
jemHaYHHE.

Excnonenyujanna u nozapumamcka @yukyuja. — Ilpunukom oOpage oBHX
¢yHKIMja, 3a YyouyaBamkbe€ MHHXOBUX CBOjCTaBa KOPHUCTUTH TPBEHCTBEHO Tpaduuke
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uHTepnpetanyje. Ha jeaHocraBHMM mpuMepuMa ymno3Hatu onpehuBame noraputama 0e3
tabnuna (y 1uJby NMpoayOsbuBama mojMma jorapuTtma). JlorapurMoBame 00paauTH y Mepu
HEOIXOJHOj 3a MpakTU4HE NpuMeHe (y3 KopHIIheme JIOTapuTaMCKUX TaOJHla U IIeTHUX

padyHapa).

Tpuzonomempujcke yukyuje. — Ilpu neduHuUCcamy U yodaBamy CBOjCTaBa
TPUTOHOMETPHjCKUX (yHKIMja Ma KOT yIJla y T3B. CBOhemy Ha TNpPBU KBaJApPaHT Tpeda
KOPUCTHTU TPUTOHOMETPU]CKY KPYKHHUILYy, KaO M CUMETPHUjy (OCHY M LIEHTPalHy). YTOpeIo
ca onapehwBameM BpPEIHOCTH TPHUTOHOMETPHUjCKUX (GyHKIMja, Tpeba pemaBaTd |
TPUTOHOMETPHjCKE jenHaunHe oOnmka: sinax = b, cosax = b, tg ax = b. Ydyenuuu tpeba
Ja cXBaTe Ja Ce MHOTH HayYHH W TEXHHYKH NPOOJIIEMH MOJIENYjy TPHUTOHOMETPH)CKHM
¢dyHKIMjamMa, Tla je 3aTO HEONXOJHO HACTOjaTH Ja YIO3Hajy OCHOBHA CBOjCTBA OBUX
¢dbyHKIMja, a TPBEHCTBEHO Ja yMe]y CKULUpAaTH U ,,uuTaTH mwuxoBe rpaduxe. [loceOny
[ENMHY Y TPUTOHOMETPHjCKUM CaAp)KajuMa IPEJICTaBibajy aauIMOHE TEOpeMe M HHHXOBE
nocienuue. OHe cy 3HadajHe He caMo 3a ojapeleHe HIeHTHYHE TpaHchopMaluje y camoj
TPUTOHOMETPHjH, Beh W 32 MPUMEHE y HEKUM JIPYTUM MpeaMeTuMa. 3aTO OBOj LIEIHHU Tpeda
MOCBETUTH BEJIHMKY TaXHy U TPaIuBO J00po yBeKOaTH. YTIO3HABAKHEM CHHYCHE U KOCUHYCHE
TeopeMe YUCHHUIM Tpeba J1a CXBarTe Jia ce MPOUINPYjy MOTYhHOCTH IpUMEHE TPUTOHOMETPH]e
Ha pelaBamke Ma KOjer Tpoyrja, Kao W Ha pellaBame pasHUX npolieMa M3 METpUYKe
reomeTpuje, GU3nKe U MoceOHO TEXHUYKE MPAKCeE.

3.3. Illojam ¢pynkuyuje

dyHKIMje ¢y MOhHE ajlaTKe KOjuMa C€ MOTY MPEACTaBUTH BEIUKH OpPOj pPEaTHHX
npobiema y peanHoMm cBery. UuraB cBeT ce cactoju u3 0e30poj ¢yHkumja. Y cTBapH,
(dbyHKIMja je HEKH MPOIEC T/Ie c€ HemTo ojBHja. M3ydyaBame QyHKIMja JOBOAU IO CTAITHOT
npoyyaBama MpoMeHa. MHOre BEeIMYMHE y TMPUPOAU U y JKMBOTY CY 3aBHCHE O] APYTUX
BennunHA. lleHa HEKOr MpoW3BOJAa pacTe MPOMOPIMOHAIHO ca ToBehameM HeroBe Mmace.
3anpeMHHa KOIIKE M TIOBPILIMHA KBaJpara 3aBHCe Of AyXHHE cTpaHuie. OOUM Kpyra 3aBUCH
OJ1 TIOJIYIIPEYHHKA, IIeHa IUjaMaHTa O] ’eroBe TeXWHE, YUCTOhe, MaHaMma, OpylIewy, yCIex
Ha WCIUTY O] YJIOXKEHOT TpyJa, HACTaBHU MaTepHjajl O]l CKIOHOCTH IpeMa MpeaMETy.
[Ipumep kama ce JBe BEIMYMHE MEmajy, a Tpeha je KOHCTaHTHA, je TPHUMEDP BOXHE
KOHCTaHTHOM Op3MHOM, Opoj mpeheHnx KuiioMerapa 3aBUCH 0] BpeMeHa. Jlakiie, He MOCTOju
HU je[THa TeopeMa y MaTeMaTHUIH, Koja ce He MOXKE IIPUMEHHUTH Y CTBAPHOM JKHUBOTY .

OyHKIMCKO pa3MUILbabE yTUYE HA MaTeMaTHYKo oOpazoBame M oMoryhasa 6osbe
pasyMeBame JPYyTrMX HacTaBHUX cajapkaja W Jo0pa je mpumpema ydeHuka 3a Oymayha
MaTeMaTH4Ka 3Hama 1 IPUMEHE MaTeMaTHKe.

CaBpeMmeHa MaTeMaTHKa CKOPO y CBHM CBOJUM JIHUCIMIUIMHAMa KOPUCTH (PYHKITH]E.
CBH MaTeMaTHYKU MOJENH Cy 3aCHOBAaHM Ha TOCTaBJbaky Be3a u3Mel)y enemMeHara HEKUX
CKyIoBa, Tj. Ha ¢yHknHjama. Teopuja rpyma je y OCHOBM TeopHja rpymna TpaHchopmaiuja
(OmjextuBHMX ¢yHKuMja). JluneapHa anrebpa je Teopuja JHMHEApHUX (yHKIHja.
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MareMaTHuka aHalu3a je Teopuja HempekuaHux QyHkuuja. udepeHumjamHe jeqHauuHe
onucyjy ¢yHKIMjEe y Hayld HW TEXHHUIM. Teopwja pekyp3uja omucyje (QyHKIMje Ha
IUCKPETHUM CTPYKTypaMa M MMa 3HayajHe NMpHMEHE y Iporpamupamy. 300r cBera Tora je
n3yuyaBame (QYyHKIMja Ha CBUM OOpa30BHMM HHBOWIMA jeJaH O]l HAJBAXKHHJUX CETMEHATa y
HACTaBU MaTeMaTHKeE.

VY kilacMuHOj HACTaBM MaTeMaTHKe, NMPU HM3ydyaBamy (PYHKIMja c€ KOPUCTE BH3yEITHA
cpeAcTBa, a rpadMuKo MpHUKa3uBame (PyHKIMja ce KOPUCTU KAO0 alaT KOjU YCIIOCTaBJba BE3Y
n3Mmelyy peanmHor um uaeanHor cBera. Kopumihemem Benukor Opoja anmata Koju Tpaduyuxu
NPEeJCTaBbajy 00jeKTe, OJ yIeHHKA Ce OUeKyje J1a CXBaTe CYLITHHY Be3a n3Mel)y BelTuurHa.

Hekama cy yueHWIIM y OCHOBHHUM IIIKOJlaMa CaBliajlaBajid 1ojaM (yHKIIH]jE
MHTYUTHBHO, 0€3 CTPOTMX MaTeMaTW4KuX AepuHuimja. Taj HAYMH ydewa je Ouo mpuMepeH
y3pacTy W OJIaKIIaBa0 MM j€ KAacCHHUjU CYCPeT ca CTPOTOM MAaTeMaTHYKOM JAePUHUIIN]OM
¢ynkuuje. Benukn HemocraTak je W peTKo oOjalImaBaHa TeOpHja CKYIOBa, Koja OM UM
OJIaKIIajia pa3yMeBame MaTeMaTHiKe aeduHuimje ckynora. yHKIje ce yBojae y 7. paspeny
u To noMohy 3amuca nuHeapHe (QyHKIMje KOju ce 0JMax MoBe3yje ca npasueM. PeTko ko ox
Jjaka Kaja Io0ajy Y Cpemby IIKOIy 3Hajy IITa je 3ampaBo GyHKIMja. Y anredpu, a moceOHO y
TEOpHjH anredapcKux CTPYKTypa, yoOHuajeHO je na ce mojam (yHKUuje yBoau mnomohy
M0jMOBA; peJalyja 1 MpecIuKaBame.

Ako cy X u Y nBa HempasHa CKyIa, TaJa ce 3a CBaKH MOJACKYI p ckyna X X Y kaxe
na je pemaumja p y ckymy X X Y. Jlakme, cBaka penauuja p y ckymy X X Y je ckynm
u3BecHUX ypehennx maposa (x,y), TakBux qajex EX u y €Y, 1j. yBek je (x,y) € X X Y,
anu cy camo Heku (x,y) € p. (Munosanosuh, Bophesul, 2005).

Cge penanuje koje hemo oBze pasmatpat oxHoce ce Ha ckymoBe X X Y, rne cy X u
Y moxackymoBu ckyma peanHux OpojeBa R. Ilpu Tome, ako cy HempasHu ckymoBu X u Y
(X,Y c R) nocmatpahemo camo one penamuje p € X X Y Koje uMajy 0COOMHY Jia 32 CBaKH
eJIeMEeHT X € X TOoCToju caMo jefaH elieMeHT y € Y TakaB na (x,y) € p. 3a CBaKy TakBy
penanujy p roBopuhemo Ja je mpeciukaBame win QyHKIHja ca ckyna X y ckyn Y, a ymecTo
(x,y) € p yobuuajeHo je ma ce Ta YMmeHHIIA O3HaYaBa ca y = p(x). lllTaBuiie, ymecro p
Hajyemhe ce KOPUCTH O3HaKa f .

Hcto Tako, ynmeHHIly Ja je Heka penanydja f € X X Y mpecnukaBame, Tj. QyHKIH]a,

o3HauaBahemo ca f:X — Y wumm ca X — Y, roBopehu na ce ememMeHT X mpeciukaBa y
enemeHT y = f(x) € Y. To hemo cumbonmm3oBat ui ca x — y = f(x) wim kpahe x — f(x).

EnemeHT x 30BeMO opueunan, NOK 3a eleMeHT Yy = f(X) KOpUCTUMO TEPMHH CIUKA
eleMenma X TIPU TIPECIIUKaBamy f WIN 6peoHocm hyHKyuje y Taduku x. Y ciydajy Kama X
MpEeJCTaBJba IMPOU3BOJBAH EIEMEHT W3 X KaXeMO Ja je X apeyMeHm WIH He3d8UCHO
npomenmusa, a’y (= f(x)) zasucno npomenmusa. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

Ckymn cimka cBHX eleMeHaTa X € X oOenexaBamo ca f(X). OgurneaHo je na je
fx)ycvy.
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Ckym X Koju MpecImKaBaMo 30BEMO 001acm dedpunucanocmu Wi oomer QyHKIHje f
a ckyn cimuka f(X) HazuBamo ckyn epednHocmu unn kodomern ¢yukuuje f. Ilonekan ce
obiact nedunucaHocTy GyHkKIHje f o3HadaBa ca D (f), a ckyn meHux BpeaHoctu ca R (F).

Ha ocHoBy mperxomHor wmoxkeMo pgatu ¢opManHy naedbununujy QyHKIUje
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005):

Hegpunuyuja 3.3.1. 3a pemammjy f € X X Y xaxemo na je pynkomja f: X = Y
aKo:

1. (vxeX)(@3yeY) (x,y)€f,

2. xx,y)EfAN(x2)Ef = y=z.

OcobuHa 1. mo3HaTa je moJ i UMEHOM deurucanocm, a 0COOMHA 2. jeOHO3HAYHOCH.

Hanomena 3.3.1. Axo je c €Y, taga 3a mpecinukaBame f: X — Y, nedunucano
nmomohy f(x) = ¢ 3acBako X € X, KaXXEMO Ja j€ KOHCIMaHmHo npeciuxasarse. Takohe, Kaxe
ce U /1a je pyHKUHja f KOHCTaHTA.

Axo je Y = X tana ce npecnukaBawe f: X — X, nepunucano nomohy f(x) = x 3a
CBaKo X € X, Ha3MBa UOeHmMuuKo npeciuxkasarey X.

Hepunuyuja 3.3.2. 3a ne pynkumje f: X - Y u g: U - V xaxemo aa cy
jennake ako je X = UunY =V u ako je:

(VxeX) f(x)=g).

Axo je, mehytum, X € U u ako Baxu (Vx € X) f(x) = g(x), pehuhemo na je f
cyarcerve ni pecmpuxyuja Gyuaknuje g (ca ckyna U Ha ckyn X), Tj. 1a je g npouwuperbe Wian
excmensuja pyukuuje f (ca ckyna X Ha ckyn U).

Cxyn I'(f) ={(x,f(x)) | x € X} € X X Y HazuBa ce cpaghux pyuxumje f. Axo cy
X c Ru f(X) € R, rpaduk dpyHKIHjEe ce MOXKE MPEICTaBUTH Ka0 CKYTI Tadaka y JJekapmosoj
paenu Oxy.

Hanomena 3.3.2. ®ynxuyje f: X — Y ca kojuma ce Hajuemhe cpehemo cy peaine,
1j. TakBe 1ma je Y =R, a X € R", roe je n > 1. Kaga je n = 1 umamo ciydaj peaiHux
¢dbyHKuMja jeqHe peanHe npomensbuse. Cirydaj n > 1 10BOAM HAC 10 T3B. peaTHUX (YHKIM]jA
BHIIIC TTPOMEHJBMBUX, TauHHj€ pealHuX (yHKIHja n mpoMmeHsbuBuX. Jlakme, ypehenoj n-
Topku (X4, ..., X,) € X mpunpyxyje ce BpemHocT Yy = f((xq, ...,x,)) € R, npu uemy
MUIIEMO jJeAHOCTaBHO Y = f (X1, ..., Xy,).
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Kon mpecnukaBama f: X =Y pasnmukoBahemo ciemeha nBa moryha cirydaja
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005):

1. fX)=Y,n

2. f(X)cv.

VY npBoM ciydajy Kakemo Ja je CKyIl X MpeciIvKaH Ha CKyn Y, a y Ipyrom ja je CKyI
X npecnmukan y ckyn Y. Iloctoje, makiie, ca TOT CTaHOBHINTA IBE BPCTE IMPECIHKABAMHA:
MpeciinKaBambe Ha CKYIl M IMpeclMKaBalm y CKYIL. 3a npeciukagarbe Ha CKYn Kaxe ce Ja je
cypjekyuja winu cypjekmueno npeciuxasarse (,,HA" npeciukaBame).

Ako je mpecnukaBame f:X — Y TakBo nma u3 jegHakoctu f(x;) = f(x,) cuenyje
X1 = X, K&XKe ce Ja je f urmeKkyuja UIN urbeKmueno npeciuxasare. IIpemMa Tome, Koa oBOT
IpeciIvKaBamba, YKOJIUKO Cy CIHMKE jeJHaKe Mopajy OWTH jelHaKu U OpUTMHAIU. 3a OBO
IIpeCIUKaBambe KOPUCTUMO U TEPMUH NpecIuKaBame ,,1-1%.

3a cBaKoO MpECIUKaBaKE KOJ€ j€ HCTOBPEMEHO CypjeKIja U UbeKIHja (0JHOCHO ,,1-1%
u ,,HA") xaxe ce nma je Oujexyuja wWiu Oujekmueno npeciuxasare. Takohe, 3a TakBO
MpPEeCIUKaBambe KAKEMO J1a j€ OUYHUBOKO WA 000CMPAHO jJeOHO3ZHAYHO NPeciuKasarye.

VY ctBapwu, ciiokeHa GyHKIMja h = g o f mpecirkaBa eJIeMeHTe X cKyna X y eJeMeHTe
z = h(x) ckyna Z nocpenHo, nomohy ¢yHnkuuja f u g, Ha cneaehu HAYUH: TIPBO €NEMEHTE X
ckyna X ¢yHkuujom f mpeciukaBa y enemeHTe y = f(x) ckyma Y, a 3aTUM Tako J0OujeHe
enemente y = f(x) € Y pynkumjom g npecnukasa y exemente z = g(y) = g(f(x)) ckyna
Z.

[MpecnukaBama f u g cy, y ctBapu, MehynpecinkaBama. HapaBHO, jeHO CIIOKEHO
IpecIrKaBambe MOXKe OUTH PeaTM30BaHO U ca BHIE MelynpecinKaBama.

[Tonekan ce kaxe ma cBa Ta MelynpecinkaBamkba YUHE JIaHAI] TPECIIMKaBamka, a OHA
cama Cy Kapuke JaHIla. AKO Cy cBa MelympeciankaBama jeHOT CIOXEHOT MpEeCIHKaBamba
OMYHHMBOKA IIPECIIMKaBamba, Taaa je ¥ CI0KEHO MPECINKaBamke OMYHUBOKO.

Teopema 3.3.1. Hexa cy X, Y, Z, W nenpa3uu ckynosu u Heka f: X - Y, g:Y = Z,
. f h .
h:Z-W,1.X - Y %75 Z. Tana je:

(heg)ef =he(gef).

Teopema 3.3.2. Heka je f: X — Y OuyHuBOKO mpeciukaBame. Taga MocToju jeHO
caMo jeJTHO OMYHHBOKO TpeciukaBame f: Y — X, 3a Koje Baxu:
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1. (Vx €X) fof(x)=nx,

2. (VWyeY)  feofM=y.

[pumeTumo 2 ycrnosr 1. u 2. mokasyjy Aa cy Kommnosunuje f o f u f o f ujeHTHUKA
npecnvkaBama y X U Y, peCieKTUBHO.

Ha ocnoBy mnperxomHor wmoryhe je natu nedunHunujy wuneep3ne GyHKIUjE
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005):

Jegunuyuja 3.3.3. Heka je f: X = Y OuyHHMBOKO IpeciuKaBame. 3a MPECIINKaBamhe
7Y > X, 3a xoje je f~lof mmentnuko mnpeciukaBame y X u f o f~! upgenrmuxo
npeciuKaBame y Y, KakeMo J1a je HHBEP3HO MpecnKaBame 3a f .

Jakne, npecnukaBama f:X - Y u f71:Y - X cy OMyHMBOKA H 33 BoUX BaXKH:

frE@) =% () =y xeX yeY).

Jegpunuyuja 3.3.4. 3a pyakuujy f:X — R kaxemo na nma uHGUMYM (CympemMyM)
aKo mocroju nHUMyM (cynpemyM) ckyna f (X).

Axo ¢yHKIHM]Y f TpeTHpamMo Kao MpeciMKaBame Y MPOITUPEHH CKYIT PeaTHuX OpojeBa
R(= R U {—o00, +0}), Taga uapuMyM 1 cynpemyM y R yBek mocroje Tako ga vMamo:

m = inf f(x) = inf £(X),
M= i‘é}?f(x) = sup f (X).

3a 6pojeBe m u M KOpHCTE Ce M TEPMHUHHM JI0HKa U Topmka Meha ¢pynkmmje Ha X. AKo je
M KOHaudaH 0poj, 3a QyHKIHMjy f Kaxkemo Ja je orpaHuyeHa ojo3no. Mcro Tako, ako je M
KOHa4aH 0poj, KaxkeMo Ja je GyHKIMja f orpaHuueHa 0J03T0.

Axo y X moctoju Tauka ¢ TakBa ga je f(§) = m, Taga KaxeMmo Ja je M MHHAMYM
¢yukuuje f Ha X. CouunHo ce neduHuIe MakcuMyM (pyHKImje Ha X.

Jegunuyuja 3.3.5. 3a pynxuyjy f: X = R (X € R) xakemo J1a je orpaHrUueHa ako je
ckyn BpemHocTH ¢yHkmmje R(f) orpanmdeH ckym. 3a (yHKIMjy KOja HHje OTpaHHYCHA,
Ka)KeMO J1a je HeorpaHuYeHa.
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Hpyrum peunma, pyHKIHja f je orpaHudeHa Ha X aKo je

—oo < inf f(x) < sup f(x) < +o0
x€X xEX

a HeOTpaHWYEHA aKo je:

inf 9=~

U/ unu
sup f(x) = +oo
xeX

Jegunuyuja 3.3.6. Heka je pynkuuja x — f(x) orpannyeHa va X. 3a Opoj

Q(f) =M —m = sup f(x) — Inf f(x)
XEX xXeX

Ka)KeMO J11a je ocyunayuja ynkyuje f Ha X.

3.3.1. Hauunu 3a0aeamwa pynxkyuje

MmMamMo Tpu OCHOBHAa HauMHa 3ajaBama (YHKIHjE, Tj. OMHCHBama (DYHKIIH]CKHX
3aBHCHOCTH: TaOIMYHO, TpaQUIKU U GOPMYIIOM (aHATUTUYKHM HU3pa3om). CBakako, CBaKH O
TUX Ha4MHa UMa CBOJUX MpeAHOCTU U MaHa. [IpegHocT TabnuyHOr 3a/1aBamka WIK ONKUCUBAba
dyHKIHje je Aa je TIOHeKaJ TO jeIWHU HAYMH 3a/laBara, a MaHa je Ja He 3HaMO BPEAHOCTH
dbyHKIMje W3BaH O0JacTH MojaTaka Tabnuie u u3Mely BpeIHOCTH y KOjuMa je Mo3HaTa
¢dynkija. Ako umamo rpaduukm 3amaty (yHKIOU]y, OHAA Cy MPEIHOCTH BEpPHOCT,
KOMIIAKTHOCT, IPETJIEAHOCT, 0K Cy MaHEe HETaYHOCT OYUTaBamka U HeMoryhHocTt kopuihema
BPEIHOCTH M3BaH I[PTAHOT MOApyYja. 3a GYHKIH]Y 3a71aTy GOPMYIIOM MPETHOCT j& Ja 3HAMO
cBe 0 (DyHKIIUjHU, JOK je MaHa HETPUBHjATHOCT JONaXKema 10 TuX nHpopmanuja. [Ipenaxeme
U3 jeTHOT 00JIMKa y NpyTH je Moryhe, ainu y HEeKUM CITydajeBUMa je TO BPJIO TEIIKO.
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3.3.1.1. Tab6auunu nauun

OBaj HaYMH Mpe/ICTaBJbakba YECTO KOPUCTUMO Y MIPUPOTHUM U TEXHUUKUM HayKama, y
€KCIIEPUMEHTAIHIUM HCTpakuBambuMa U cinyHo. CBy/la OKO HAc MOCTOje BEIMYMHE KOje Cy

3aBHUCHE jellHa O] JIpyre, Tj. HEKUM BPETHOCTHMA apryMeHaTa Xi, X2, ..., Xn IPUAPYKYjEMO
3aBUCHO ITPOMEHJBUBE Y1, Y2, ..., Yn ¥ U3pAXKAaBaMO UX MPEKO pPa3HUX TaOIHIa:
X X1 Xy Xn
y=fk) Y1 Y2 Y

3.3.1.2. Ananumuuku HauyuH

AHaNMUTHYKK HAYKH 33/1aBaa QyHKIH]e CACTOjU ce Y TOME Ja 3aKOH MpecinKaBama f
OpeJCTAaBUMO MaTeMaTHYKMM u3pa3oM win QopmyioM. [lomen ¢yHKnuje 3agare y
AHAIMTHYKOM OONMKY ojpelyjeMo W3 camor m3pas3a, OJHOCHO MPOHATA3UMO CKYI CBHX
Moryhux pemrema 3a Koje m3pa3z uMma cmucia. [locToje Tpu OCHOBHa 0OJIHMKa aHATUTHYKOT

HpHKa3sa:
1. ekcrumurHU 00K y = f(x),
2. wmMrumETHA 06k f(x,y) = 0,

3. mapamerapcku ook x = @(t), y = P(t).

3.3.1.3. I'pagpuuku nauun

dyHKIMje ce BepHO Mpukaszyjy rpaduxom. I[Ipobrem je y Tome mTO je rpaduiku
npuKa3 QyHKIMje yUeHUIMMA TeIIKO pa3yMJbUB.

I'paduukn HaumH TpencraB/bama (PYHKIMjE CaCTOju C€ U3 TEeOMETPHjCKE

npe3eHTanuje jenHe (yHKIMje y KOOPAWHATHOM CHCTEMY, rjie cBaku ypehenu map OpojeBa
(x, f(x)), rae je X — apryment, a f(x) — 3aBUCHO NPOMeHJbUBA QYHKIM]a, 3aMHIIIBAMO Kao
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nap KOOpAMHATa TauyKe y KOOPAMHATHOM cucTeMy Yy paBHU. CKyIll CBUX TakBHUX Tadaka y
pasau xOy 4Mje Cy amnmyce BPEIHOCTH aprymMeHara X, a opauHaTe oarosapajyhe BpeaHocTn
byukimje f(x), 30BeMo rpaduk GyHKIH]E:

Gr = (x,f(x)): x €X

['padux Ha BUIAaH HAYMH TpPUKa3zyje MOHAIIamke (pyHKIMje, Tj. HEHY MOHOTOHOCT,
MaKCHMaJIHy ¥ MUHHMAJIHY BPEIHOCT, BPEJHOCTH apryMeHTa, HyJlie (pyHKIHMje, OMTHOCHO CBE
0COOWMHE KOje Cy CaCTaBHU J1e0 PYHKIIH]E.

VYdenuk 61 Tpebano 1a 3Ha Ja M3pauyHa Tauke M caM CXBAaTH Kako ce IpTa rpaduk.
I'paduk je moOpo mpTaTé KIACHYHUM METoJaMa — Kpefa, IUIoda, M3padyHaBame Tadaka.
MehyTtum, nanac je cBe To mMoryhe ypaautu momohy mporpama 3a IprTame rpaduka Ha
pauynapy.” Moryhe je momohy HX MaHHTMynHCAaTH (YHKIHjaMa, HCHAM CBOjCTBHMA,
HyJaMa, eKCTPEMHMA. . .

['paduukn mpuKa3 MOKEMO KOPHCTHUTH Kao TMOMOh y peliaBamkby MHOTOOPOjHUX
TUIIOBA 3a/laTaka, a HE CaMO OHUX y KOjUMa ce Tpaku Ja ce Hanpra rpaduk (yHKOuje.
PemraBame jemHaunMHa W HEjeHAYMHA, oApeluBame HajBehe WM HajMamke BPEIHOCTH Ha
HEKOM HMHTEpBally, TpaXEHhe HyJla, youaBame ClMKe (QyHKIHje, oapehuBame reoMeTpujcKor
MecTa Tayaka Koje 3a/10B0JbaBajy HEKO CBOjCTBO M jOII ITyHO TOTa. Y CBUM TAaKBUM 3a/alMa
rpaduk HaM OMa’ke TPH PelIaBamby 3a/1aTaKa.

3.4. Ilojam 2pajpuxka ¢pynkyuje

Jegunuyuja 3.4.1. Hexa je X (€ R) obmact nepunancanoctu pynkmmje f: X — R,
Taja ce CKyI:

r(f) = {(xy) eR* |y = f(x),x € X}

30Be 2pagux ynkyuje f w OH ce MOXe IMPEACTABUTH Kao CKyINl Tayaka y paBHH OXY.
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

L'V pajy he GuTy HHTEpIpETHPaH jeaH HAYYHO HCTPAKMBAYKH Pajl y OKBUPY CTYIHje Cllydaja, TIe ce yUCHHUIH
CIy’e TpapuIKUM KaJIKyJlaToprMa 3a peliaBambe 3a1aTtaka u3 rpaguukor nprukasa Gyukmnuje (Source: Journal
for Research in Mathematics Education).
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Taj ckynm Tadaka TEOMETPH]CKM y HEKMM JelioBHUMa (WM y LEJIOCTH) MOXKe
MPEACTaB/baTH JUHU]Y W/WIM HEKH CKYN M30JI0BaHMX Tadaka. Kaga je y mutamy nuHUja, 3a
rpaduk GpyHKIHje f KaKeMo Ja pencTaBiba KpuBy y = f(x).

YMecTo mpaBoOyTrior KOOPIAWHATHOT CHCTEMa, 3a MpeAcTaBibame rpaduka QyHKIHU]je
MOJKE Ce KOPHCTUTH M HEKH JPYTH KOOPIAWHATHU CUCTEM, Ha MPUMEP, TOJIAPHA KOOPAUHATHH
crcrem,” koju hemo yBectn Ha cienehn Haumn. Y paBun R m3aGepumo Tauky O H TOIyOCy
Ox 3a Koje KakKeMo J1a Cy Moj u nonapHa oca. [IpousBospbHa Tauka M y paBHH R MoXke ce
MOTITYHO OmHcaTH moMohy pacrojama p u3Mely Tadaka O u M u yriia ¢ Koju 3akiama JyxK
OM ca HonapHOM OCOM y3eT y CMepy CYyIpPOTHOM KpeTamy Ka3a/bKe HAa YACOBHHKY (BHIAETH
ciuky 3.). 3a OpojeBe p U ¢ KaXeMo Ja Cy nojaapHe koopourname 1auke M y pasau R. bpoj

p ce Ha3zuBa noxapHu paoujyc, a @ noaapuu yeao. Moryhe BpeTHOCTH MOJapHUX KOOpAHHATA
Ccy, JlaKie,

0<p<+ow, 0<¢<?2m

[Torr O ce mpexncraBsba camo jeqHoM koopauHaToM p = 0. 3a momapHu yrao mona O
Ka)keMo J1a HHje oapeheH.

\J

><_________

0 (0,0) X

Cnuka 3: [Ton u monapHa oca

Hanomena 3.4.1. 3a momapHu yrao ¢ MOTY C€ y3€TH BPEJHOCTH M3 HHTEpBasa
(—m,+m]. Axko Ha moapHy ocy Ox y paBHH R MOCTaBMMO IOJ MpaBuM yriom ocy Oy,
nobujamo JlekapToB MpaBOYIJIM KOOPAMHATHH cHcTeM y paBHM R. Bes3a m3mel)y monmapHux
KoopauHata (p, @) u npaBoyrinux (x,y) nata je ca:

2 TomapHy KOOPIMHATHH CHCTEM He oOpaljyje ce y OCHOBHO] HH y CPeIF0j IIKOIH Ta he oBxe GHTH camo
HIOMEHYT.
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X = pCosQ, y =psing
OJIHOCHO:

X : y
p=+x%+y?, cosp =—, sing==.
p p

Kako je p = 0, y monapHOM KOOPAMHATHOM CHCTEMY MMa CMHCJIA IIOCMATPaTH camo
dynkmmje ¢ = p = f(¢), raeje f(¢) = 0.

3.5. Hcnumueamwe moka pynkuyuje u ypmame zpaguxa

@dyHKIHMje MOTY MMAaTH M3BECHE OCOOMHE KOje WX KapaKTEpHINy Y YHUTaBO] HHUXOBO]
obmactu neUHUCAaHOCTH WM caMO y HEKHM JeloBuMa Te obmactu. To cy, Ha mpumep,
MapHOCT, IEPUOTUIHOCT, MOHOTOHOCT, KOHBEKCHOCT, HEMPEKUAHOCT U TU(PEPEHINja0MITHOCT
Ha cermeHTy. Te ocoOuHe cy ommTe ocobune pynkuuja. [Topen oBUX ONIITUX TOCTOjE U T3B.
JoKaiHe ocoOnHe QyHKIH]ja, Tj. 0OCOOMHE Koje (QyHKIHMje UMajy y TI0jeIMHUM Taykama CBOjUX
obmactu neduuucanoctn. Te Tauke Cy, Ha MpUMEp: H30JOBaHE TAayKe, TayKe NPEKUIA
dbyHKIMje WM Tadyke y KojuMa (QyHKOWja HUje mudepeHnmjadmiHa. Mehytum, y obmactu
neduHICcaHOCTH (PyHKIMja UMa M IPYTUX Tayaka y KOjuMa Ce ,,HEIITO JielaBa” y 0OJHOCY Ha
nocmarpane ¢yHkiuje. OHe Cy, Ha W3BECTaH HAYWH, OCOOCHE 3a Te (YHKIHjEe W 33 BHBHX
Ka)KeMO J1a Cy KapaKTepUCTUYHE Tauke TUX (QyHKIHja.

HcnutuBame Toka pynknuje y = f(x) mompa3ymeBa Jia ce aHATUTHYKHM ITyTeM Jiohe
70 ca3Hama O TMOoHamamy (YHKIHje, Ka0 ¥ HCHUM 3HAYajHUM TadykKaMa y KOOPAMHAHTHOM
CHCTEMY, T€ Jla ce Ha OCHOBY N0OWjeHHMX pesynraTa Hampra rpaduk te ¢yHkumje. Jla Ou
UCIUTAIM TOK (YHIIM]je ¥ HalpTallu KeH rpaduk rpaduk, moTpeOHO je ucnuTatu cieache:

JOMEH (DyHKITH]e, OJJHOCHO 00JIacT 1e(pHUHUCAHOCTH;
HyJe QyHKIH]E;

3HaK QYHKIIH]E;

MapHOCT QYHKIH]E;

MEPUOTUIHOCT;

MIPBU U3BOJ (DYHKIIH]E;

MOHOTOHOCT;

O N o gk~ w -

eKCcTpeMHe Tauke QyHKIMje (MUHUMYM H MaKCUMYM);
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9. acHUMIITOTE;
10. xKOHBEKCHOCT, KOHKaBHOCT M MPEBOjHE Tauke PyHKIH]je (Apyru u3BoA QPyHKIH]E);

11. nprame rpaduxa.

3.5.1. lomen (o61acm oepunucanocmu) pynkyuje

Hexka je, nakne, nara ¢pynkumja f: X — R, umja je obmact nqeguHUCAHOCTH (IOMEH)
X cR.

Megpunuyuja 3.5.1.1. O6nact nepunucanoctu jeane peanne ynkmmje f: X = R
MoOke OuTh Owio koju HempaszaH mnojckyn onx R: wunHtepBan (a,b), cermeHT |[a,b],
noiycermeHTH [a, b) u (a, b], yHuje OMII0 KOjuX OJ] OBUX CKYIOBa, YKJbY4yjyhu, eBeHTyaHo,
u u3ojoBaHe tauke. (Murosanosuh, Bophesuh, 2005):

VY nocebHOM ciydajy, kajaa je ¢pyHKuMja f 3anata ,,aHAIUTHYKH®, Tj. GopMysoM, ox
uHTEepeca je HahM T3B. mpUpoaHy obnact nepuHrcaHocty Takse ¢pynkmuje. To je, y cTBapw,
CKyn cBHMX peanHux OpojeBa x € R 3a koje TakBa ¢dopMyna mMa cMHuCIa, Tj. 32 Koje je
f(x) € R. Yecro ce ymecto ¢dynknuje f:X — R mocmaTpa meHa PECTpPHKIMja Ha HEKO
D (c X). Ako He Mmoxe nohu o 3a0yne, pectpukuyjy f*: D — R o3nagaBahemo jeqHOCTaBHO
caf:D - R.

3.5.2. Hyne ¢pynkuuje

Hyna ¢ynkuuje, ypehenu ckym mapamerapa 3a Kora je je BpeOHOCT Heke (yHKIHje
jennaka Hynu. Hyne gyHkuuje cy mecta rae rpaduk ceue x ocy, a 100Hjajy ce Kao peliema
jemnaunne y = (= f(x)) = 0.

Msoru npodecopu BoJie 1a c€ y OKBHPY OBe Tauke Hal)e u mpecek rpaduka ca y ocoMm.
Bbera nobujamo xama y aaroj pyHkuuju ctaBumo aa je x = 0 (HapaBHO, ako je 0 y obmactu
nedunncaHocTH) U Haljemo BpeaHocT 3a Yy (To je yctBapu f(0)).
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3.5.3. 3nak ¢pynkuyuje

OnpehuBame 3Haka (yHKIOUjEe TpeAcTaBba oJpehuBame HMHTEpBANia y KOM je
(GyHKIMja TO3UTUBHA U UHTEpPBaJa Y KOjeM je (yHKIIHja HeraTHBHA.

I'ne je y >0, omocHo f(x) >0 Tty je pyHKUHja nosumuena, a mweH rpapuk je
uznao x oce. I'me je y < 0, omHocHO f(x) < 0 Ty je dyHKIMja HeeamugHa, a lbeH rpaduk je
ucnoo x oce.

3.5.4. Ilapnocm ¢pynkuuje

VY marematunu, napHe (QyHKUMje M HemapHe (YHKIHje Cy MaTeMaTHuke (QyHKIHje
KOj€ 3a7I0BOJbaBajy oJpeheHe penaiuje CHMeTpUIHOCTH. BaxkHe Ccy y MaTreMaTH4Ko] aHaJIH3H,
MoceOHM y TeopHju CTemeHuX penoBa u DypujeoBux perosa. Haspane cy mo mapHOCTH
CTeleHa HHXOBHUX CTEIICHUX PEIoBa KOjH 3a/I0BOJbABAjy CBAaKH O] ycioBa: (GyHKIHja X, je
napHa GyHKIIHja aKo je 1 mapaH 1eo 0poj, a HemapHa je GyHKIHja aKo je n HemapaH 11eo 0poj.

Heka je X (€ R) TakaB na ako je x € X cnenyje aa je u —x € X. (Munosanosuh,
Bophesuh, 2005). 3a TakaB CKyIl Ka)XeMo J1a je cumeTpudan ckyr. Moryha cy creaeha tpu
cirydaja:

1. 3acpako x € X Baxu f(—x) = f(x);
2. 3acmako x € X Baxu f(—x) = —f(x);

3. He Baxwu Hu cnyuaj mox 1. HU mof 2., OCUM, MOX/1a, 3a HeKe X € X.

Hepunuyuja 3.54.1. Axo 3a cBako x € X Baxu f(—x) = f(x), kaxemo J1a
jedynkuuja x — f(x) napuna byHKuyuja (CUMETPUYHA Y OHOCY Ha Y-0CY).

Ha cnenehoj cnumu nar je npumep jenHe napHe QyHKIH]e.
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Vi

Y=fx)

Cnuka 4: [TapHa dyHkimja

Megunuyuja 3.5.4.2. Axo 3a cBako x € X Baxu f(—x) = —f(x), kaxxemo 1a je
bynkiuja x = f(x) Henapna QyHkuMja (CUMETpUYHA Yy OJHOCY HAa  KOOPAWHAHTHU
MIOYETaK).

Ha cnenehoj cnunu aar je npumMep jenne napue GyHKIHje.

Vi

Y=i(x)

Cnuka 5: Henmapna ¢yHkuuja

Teopema 3.5.4.1. Cpaka ¢yHkuuja x — f(x), nepuHHCcaHAa HA CUMETPHUYHOM CKYITY
X (c R), Moxe ce npeACTaBUTH Kao 30Up jeJJHE MTapHE U jeJJHe HenapHe (QyHKIHje.
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Jlokas. Tlocmatpajmo dyHkimje x = @(x) ux = PY(x) (x € X), onpehne ca

0 =3 (FC+1(0) 1 PG =7 (F) ~ F(-x).

Huje Temko mpoBepuTH 11a je ¢ mapHa, a P HenapHa QyHKuuja. MehyTuMm, ogurieHo

je f(x) = o(x) + P(x). m

HanmomennMo na ce yumbeHHIA Ja je Heka (yHKIMja TapHa WU HemapHa MOXe
MCKOPUCTHUTH KOJI CKUIIMPaba BEHOT rpaduka.

Hauwme, xako cy Tauke M(x, f(x)) u N(—x, f(x)) cuMmeTpudHe y OJHOCY Ha Y-0CY,
3aKkJbydyjeMo ja je rpaduk mapHe ¢yHKnuje x — f(x) cumeTpuvaH y ogHocy Ha ocy Oy
koopauHaTHOT cuctema Oxy. llITo 3Haum na rpaduk QyHKIHje OcTaje HEMPOMEHEH MOCe
pedekcuje oko y oce.

Hcto Tako, rpadux nHemapHe QyHkuuje x — f(x) je cuMmMeTpuyaH y OJHOCY Ha
koopauHaTHH mmoderak O jep cy Tauke M (x, f(x)) u N(—x, —f(x)) cumeTpu4He y OJTHOCY Ha
tauky O. Illto 3Haum npa rpaduk ¢QyHKIMje OCTaje HENPOMEHEH IOoCie KOOpAMHATHE
potanuje 3a 180° 0ko KOOPAMHATHOT MOYETKA.

OcHOBHa CBOjCTBa, KOja C€ OJHOCE Ha MAapHOCT (Tj. HEMAPHOCT) HEKe (QyHKUHje, Cy
cieneha:

~ Jenuna ¢yHkIMja Koja je y MCTO BpeMe W NapHa M HeMapHa je KOHCTAHTHA
¢byukuuja jennaka vy (1j. f(x) = 0 3a cBako x).

~ 30up mapHe W HemapHe (YHKIMje HHMje HM TapHa HHU HemapHa (QyHKIMja, OCUM
aKo jenHa oJl Te B¢ (GyHKIIM]e HUje jeIHaKa HYJIH.

~ 30up aBe mapHe ¢yHKUHUje je mapHa (QyHKIHMja, U pe3yNTaT CBAKOI MHOXEHA
napHe (QyHKIIHje KOHCTAaHTOM je Takohe mapHa QpyHKIIHja.

~ 30up aBe HemapHe (YHKUHM]je je Takohe HemapHa (QyHKIHUja, U Pe3yaTaT CBAKOT
MHOXEHa HenapHe (PyHKIMje KOHCTAaHTOM je HemapHa (yHKIIH]a.

~ TlpousBox nBe mapue GyHKIHU]e je TapHa QyHKIH]ja.

~ TlpousBox nBe HenapHe QyHKIH]E je mapHa QYHKIH]a.

~ IIpousBon mapue u HemapHe GyHKIH]E je HenmapHa QyHKIH]a.

~ Konnuynuk nespema nBe napHe GyHKIH]jE je mapHa QyHKIH]a.

~ Konnuynuk nespema nBe HenapHe (GyHKIH]E je mapHa QyHKIHja.

~ KonnyHuk nesbema napHe u HenapHe QyHKIUje je HermapHa QyHKIHja.

~ HW3Box mapHe QyHKIH]je je HemapHa QyHKIIHM]a.
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N3Boa HemapHe dyHKIM]je je mapHa QyHKIHja.

Komnosunmja nBe mapHe ¢yHKIMje je TMapHa, a KOMIIO3UIMja JIBE HEmapHe
¢dbyHKIHje je HenmapHa QyHKIH]ja.

Kommno3umuja napHe u HemapHe QyHKIHje je mapHa QyHKIH]ja.

Kommnosumuja 6mno koje pyHkiuje ca mapHoMm (QyHKIHjOM je mapHa GyHKIHja
(anmu HE Baxku 0OpaTHO).

Wnterpan nHemapue ¢ynkuuje onx —A no +A je Hyna (rae je A KOHA4HO, a
(GyHKIMja HeMa BEpTHKATHAX acuMIToTa u3mehy —A u A).

Wnrerpan napue ¢pynknuje oq —A a0 +A je nBoctpyko Behu on unrterpana ox 0
1o +A (rae je A koHayHO, a PyHKIMja HeMa BEPTUKAIHUX acUMNTOTa n3mehy —A
u A).

3.5.5. Ilepuoouunocm

[Tocmarpajmo pyskmmjy f: R = R.

Hegunuyuja 3.5.5.1. Axo nocroju no3utuBaH Opoj T TakaB J1a je 3a cBako X € R

fx+1)=f(x),

KakeMo 11a je pyHknmja x — f(x) nepuoanyHa QyHKIHja, a Ja je T meH nepuoa. Ako je T
HajMamU O]l CBUX TaKBUX OpojeBa T, KakeMo J1a je T OCHOBHU Mepuo/ NMepruoandHe QyHKIIMje
f. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

[TpumeTnMo n1a 3a nepruoanyHy GyHKUHM]y f, Takole, Baxku:

fx—1) = f(x).

W3 nedunumnmje HenocpenHo cuenyje cnenache tepheme:

Teopema 3.5.5.1. Axo je T nepuon nepuoanune ¢pynkuuje x = f(x) u k € H, Tana je
u kT nepuon ¢pynkuuje f.

Teopema 3.5.5.2. Axo je A+ 0 u x = f(x) nepuoauuHa ¢yHKIHja ca OCHOBHHM
nepuoaoMm T, Taaa je u pynkuuja x — f(Ax) meproanvHa ca ocHOBHUM mepuoaoMm T /|A|.
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005).
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Jlokas. [lepuanmmmo yuknujy @ momohy ¢ (x) = f(Ax). Tana je:

(p(x+§> =f(/’lx+T-|j—|> = f(Ax +T-sgnd) = f(ix) = p(x).

Hakste, ocuoBHE niepuon pyuakuuje x = f(Ax) = f(x) jeT/|A|. =

3.5.6. Ilpeu u3ze00 ¢pynkuuje

VY MaremaTHuko] aHalM3HM, TPAaHW MaTeMaTHKE, M3BOJ je Mepa Kako (KOJUKO Op30)
¢yHKIMja Mema CBOje BPEIHOCTH KaJa joj ce ylla3He BPEAHOCTH Memajy. M3Boja Kpuse y
HEKO] TaYKH MPEJCTaBIba KOCPUIH]JESHT ITpaBlla TAHTCHTE 1aTe€ KPUBE Y TOj] TAYKH.

[IpernocraBumo aa je pynkuuja x — f(x) nedunucana y okonmunu U(a) Tauke x = a
Y JIa je HEMPEeKUIHA Y TOj OKOJIMHU. 32 BEITMYUHE

x—a u  f(x)-f(a)

Ka)XeMO, pe/ioM, Jia Cy MpUpaIlTaj apryMeHTa U pupamTaj pyHKIHje y TaUku X = a.

PasymspuBoO, Kama x — a, BeJMUMHA X — @ j¢ OECKOHAYHO MaJla BEJIMYMHA, a 300T
MPETHOCTaBKE O HEMPEKUIHOCTH GyHKUHUje f, OeckoHauHO Maja BenuuuHa je u f(x) — f(a).
Kao mro hemo BuaeTH, HHTEPECAHTHO j€ MPOYYHUTH OJHOC OBHX JBE]y OECKOHAYHO MaJIuX
BenM4MHA. 3aT0 heMo mocMaTpaTé rpaHHYHY BPEJHOCT KOJIMYHUKA

() —f(a)

X —a

KazZa X — a.

Hedunuyuja 3.5.6.1. Axo je pynkuuja x — f(x) Henpekunna y okonuau U(a) u ako
MOCTOjM KOHA4YHa TpaHUYHA BPETHOCT KOJIWYHUKA % KaZla X — a, KaxeMo Ja

¢byHKUHMja f ¥Ma U3BOI Yy TAuKU X = @, y o3Ha1H f'(a), ¥ MUIIEMO:

f&) = f(a)
= :

a

f'(a) = lim

xX—a
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Jedunuyuja 3.5.6.2. 3o dpynkuuje f(x) y Tauku a ce neduHUIIC Kao:

fla+Ax) — f(a)
Ax

fle = L

YKOJIUKO JIMMEC TIOCTOjH.

Nuave, M3BOJ MOKEMO CXBATUTH M Kao TMHeapHU oneparop. [locTynak npoHanaxkema
u3Boja (pyHkmMje ce HasmBa mudepeHnujanyjom. OCHOBHA TeopeMa aHAIM3e KaXke Ja je
nudepeHiyjayja mporec oopataH y OTHOCY Ha HHTETPAJbEHE.

W3Boam cy kopucTaH anaT 3a UCIHTHBame rpaduka ¢ynkmuja. CBe Taduke yHyTap
JOMeHa pealHuX (pyHKIMja Koje MpeJICTaB/bajy JOKAIHE €KCTpeMyMe MMajy 3a MPBU H3BOJ

HYJIy.

(x)-f(a)

Kako koanuHHMK npecTaB/ba Koe(hUIMjeHT mpaBLa cedyuie S Koja MmpoJiazu

KpO3 Tauke A(a, f@)uM(x,f (x)) (BuIeTH CMKY 4.), BOXKH jeHAKOCT:

fx) = f(a) _ .
xX—a - 99,

I7Ie je ¢ yrao Koju ceuyura S 3akiana ca MO3UTUBHUM cMepoM Xx-oce. OuurienHo, yrao ¢
3aBHUCH O] MOJIOKaja Tauke M, mro 3HauM fa 3aBucu ox x. C 063upom na x — a, ceyunna S
TeXH TaHTeHTH 7, Koja y Tauku 4 goaupyje KpuBy y = f(x), 1 y TpaHUYHOM CIIy4ajy 3a yrao
¢ BaXXH jeTHAKOCT:

limp =«a,

x—a

r7Ie je @ yrao KOoju TaHTeHTa [ 3akjama ca TO3UTUBHUM JeiloM X-oce. OBO 3Hauu J1a
jenHaunHa TaHTeHTe 1 Tiacu:

y—fla)=tga-(x—-a), . y—f(a)=<;igw>~(x—a).

fla+Ax)—f(a),

win Ha ocHOBY f'(x) = limpy,_o Ax

y=fla)=f'a-(x-a).
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Ciuka 4.

[Ipema ToMe, TeoMeTpujcku, U3BoA f'(a) mpeacTaBiba KOSPHIM]EHT NPaBlia TAHTEHTE
T na kpuBy y = f(x) y tauku A(q, f (a)).

[TpumeTtumo 1a, ako je f'(a) # 0, npasa:

1
—fl@=-F—=k-a)
A ey
takohe mponasu kpo3 tauky A(a, f(a)) u ca tanrenrom y — f(a) = f'(a)(x — a) 3axnamna
npas yrao. 3a npasy y — f(a) = — % (x — a) xaxemo jaa je HopMmaia Ha KpuBy y = f(x)

y Tauku A(aq, f (a)).

3.5.7. Monomonocm

MoHOTOHOCT (yHKIHje y MaTeMaTHI O3HadaBa HEHO CBOJCTBO Ja joOj ce ca
MOPAacTOM BPEIHOCTH apryMEHTa BPEJIHOCTH HIKY O]l BehnX Ka MamHM WIH OJ MamHX Ka
BehuM. ['paduuky mpeacTaBibeHO, OBO J1aje JIMHU)Y KOja M3rje/a Kao y3jIa3Ha WM CHIIa3Ha
TUHHja, a QyHKIIM]ja ca OBUM CBOjCTBOM C€ 30B€ MOHOTOHA (yHKIMja. BpeaHoctu He Mopajy
OWTH CTPUKTHO y3Ja3HE, Tj. JO3BOJHCHA j€ IM0jaBa BUIIC jeTHAKKX BPEHOCTH. Y TOM CIIy4ajy,
¢yHkuuja 6u O6una MOHOTHO HepacTyha MM MOHOTOHO Heomnaaajyha. YKOIMKO 10 oBora He
JI0J1a3H1, paJy c€ 0 MOHOTOHO 0Ta/1ajyhoj wim MOHOTOHO pactyhoj QyHKIH]jH.
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Megunuyuja 3.5.7.1. Heka je Ha untepsany (a, b) nepunucana ¢pynkmuja y = f(x).
AKko 3a OmI0 KOje Xxq, X, € (a,b) u3 mpTnocraBke na je xq < X, cieau aa je f(xq) < f(x,)
OHJIa KakeMo Jia je pyHkuja y = f(x) monomono pacmyha. AKo U3 HCTe TPETIOCTABKE Ja
je xq < x, cnemu ma je f (x1) > f (x,) onma kaxxemo na je yukiuja y = f(x) monomono
onaoajyha. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

y=f(x)

MOHOTOHO pactyha ¢yHKIHja MOHOTOHO omnajajyha dbyHkiuja

Cnuka 5: MoHOTOHOCT (yHKIIHja

Hexka je nara ¢pynkumja f: X —» Runekaje D € X c R.

Jedunuyuja 3.5.7.2. ®ynkuuja f je Heonaaajyha Ha D ako 3a CBakd Map pazIuIUTHX
BPEIHOCTH X1,X, € D Baxkum uMIumkanmja: x; < X, = f(x1) < f(x3). Y ciyuajy crpore
HEjeIHaKOCTH KaxkeMo J11a je f pactyha gpynkuuja Ha D.

egpunuyuja 3.5.7.3. dynkuyja f je Hepactyha Ha D ako 3a CBaKH Map pasIuIHTHX
BPEIHOCTH X1,X, € D Baxkwm uMIUmKanmja: x; < X, = f(x1) = f(xy). Y ciyuajy crpore
HEjeHaKOCTH KaxkeMo Ja je f omanajyha ¢pynknuja va D.

Hanmomennmo pga wWMIUIMKanWjamMa y TPETXOAHMM JeQHUHHUIMjaMa OATOBapajy
HEjeHAKOCTH:

(1 —x2) - (f(xl) - f(xz)) =0 u (1 —x2) - (f(xl) - f(xz)) < 0.
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Hepunuyuja 3.5.7.4. 3a ¢yukuuje onpehene nebpuuunmjama 3.5.7.2. m 3.5.7.3.
Ka)KeMO J1a Cy MOHOmoHe pyukyuje Ha D.

W3 oBux paedpunMnmja, Hemocpeano, ciene ciencha tephewa (Munosanosuh,
Bophesuh, 2005):

Teopema 3.5.7.1. Axo je dpynknuja x — f(x) Heonaaajyha, pactyha, Hepactyha wim
omamgajyha wa D, Tama je ¢yHkuuja x — —f(x), pecnektuBHO, HepacTyha, omaznajyha,
Heomajjyha unu pactyha Ha D.

Teopema 3.5.7.2. Axo cy bynkmuje x = f(x) u x = g(x) Heonamajyhe Ha D, TakBa
je u pynkmmja x = f(x) + g(x).

Teopema 3.5.7.3. Axo je x = f(x) Heonamajyha Ha D u ako je a > 0, Tana je u
dyHkmja x = «a - f(x) Heonagajyha va D.

Teopema 3.5.7.4. Axo cy x — f(x) u x = g(x) HeHeraTuBHe onagajyhe dyHkuje Ha
D, takBa je u pynknuja x — f(x) - g(x).

Teopema 3.5.7.5. Axo je x — f(x) no3utuBHa U Heonanajyha ¢pynkuuja vHa D, Tana je

dbyHKIMja
1
X = —

f)

Hepactyha Ha D.

Teopema 3.5.7.6. Judepenuujadbunna ¢ynkuuja x — f(x) je Heomamajyha vy
untepBany (a,b) ako u camo ako 3a cBako X € (a,b) Baxu HejennHakoct f'(x) =0, a
Hepacrtyha je camo axko je f'(x) < 0 3a cBako x € (a, b).

/Jlokas. Hexa je f(x) neonanajyha dbynkuja y unrepnany (a, b). Ako je x, 6o xoja
tauka u3 (a,b) u Ax > 0. Tama je Ay = f(xy + Ax) — f(x,) = 0, omakie 3aKbydyjemMo na
jeu Ay/Ax = 0, 1j. Baxu

T N
Am 2= (%) 2 0.

I[IperniocTaBumMo caza ja je f'(x) = 0 3a ceako x u3 unTepBana (a,b). AKo Cy X; U X,
npou3BosbHE Tauke u3 (a,b) 3a kxoje je x; <X, , Tj. X1 —X, <0 Tama Ha OCHOBY
Jlarpanreose hopmyJie Bau jeTHAKOCT:
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fx) = fx2) = f1(€) - (1 — x3) (% <& <xp),

ozakie, 36or x, —x; >0 u f'(x) = 0, cienyje HejemHAKOCT

fO) = f(x) =0 (a <x; <x, <Dh).

®ynkmyja f je, mpema tome, Heonanajyha y maTepBanmy (a,b). Ha cnuvan HauwmH
J0Ka3yje ce U IpyTH Jieo TBphema Teopeme. W

Hanomena 3.5.7.1. Teopema 3.5.7.6. Baxu u y ciy4ajy Kama je f HeNpeKuaHA
¢dyHKIM]ja Koja caMo y KOHauHOM Opojy Tayaka unTepsaia (a, b) Huje nudepeHuujadbuina.

Teopema 3.5.7.7. Axo 3a cBako x € (a,b) Baxku Hejemnakoct f'(x) >0,
mudepernujadbuina ¢pynknuja x — f(x) je pactyha y untepany (a,b). Ako je, mehytum,
f'(x) <0, pyukuuja je onanajyha y uarepsaiy (a, b). (Murosanosuh, Bophesuh, 2005).

Teopema 3.5.7.8. Heka je x = f(x) (a < x < b) nudepennujadbmina GpyHknuja u
Heka je @ € (a,b). Ako je f'(a) > 0, Taga nocroju okonuna U(a,§) y k0joj je dpyukimja f
pacryha. Axo je f'(a) < 0, Taga nocroju okonuna U(a, §) y xojoj je dynkuuja f omnanajyha.
(Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

360r Tora ce uecto Kaxe 1a ako je f'(a) > 0 na dyukiumja f pacre y Tauku x = .
Hcro Tako, ako je f'(a) < 0 kaxe ce qay Tauku x = a QyHKuuja f onaza.

3.5.8. Ekcmpemne mauke pynkyuje (MuHuUMymM u MaKcumym)

Megunuyuja 3.5.8.1. Oynkimja f(x) nepunucana Ha (a,b) umahe maxcumym y
tauku x; € (a,b) ako u camo axo je f(x) < f(x;) 3a cBako X Koje MpHUIaga HEKOj OKOJUHU
TE TaYKe.

Jegpunuyuja 3.5.8.2. Dynxuuja f (x) nebunucana ua (a, b) umahe munumym y Tauku
X, € (a,b) axko u camo ako je f(x) > f(x;) 3a cBakO X Koje IpHIAga HEKOj] OKOIUHH TE
TayKe.

MuHUMYM 1 MakCUMyM (QYHKIIHM]€ Ce€ Ha3UBa]y eKCmpemuma ynKyuje.

35



Kaxe ce ma yukimja x —» f(x) (x € D) uma munumym, y o3Ham min,cp f(x), ako
nocroju infyep f(x) u ako Taj uHGUMYM mpHNama CKymy BpeaHOCTH GyHKIHje f, Tj. aKo
inf,cp f(x) € f(D). To, y ctBapu, 3Haun aa pyHKIuja X — f(X) ©IMa MUHEMYM aKO y CKYILy
D mocrtoju Tauka X = @, TakBa /1a je:

f(@) = inf £Go) = inf (£(D)).

Hcro Tako, kaxe ce na ¢ynkmuja x = f(x) (x € D) uma makcumym, y O3HAIH
maX,ep f(x), ako mocToju Supyep f(X) ¥ ako Taj cympeMyM mpuImaga CKyly BPEIHOCTH
byukuje f, 1j. ako supyep f(x) € f(D). Hakne, To 3Haun na ¢yukimja x — f(x) uma
MaKCHUMYM aKo y ckymy D 1mocToju Tauka x = [3, Taka Jia je:

fa) = iléll))f(x) = sup (f(D)).

Kao mTo BUamMO, oBako neMHHCAHM MHUHHMYM j€ 3alCTa HajMama, a MAaKCUMyM
HajBeha BpemHocT QyHKIHMje x — f(x). 300r Tora ce, MOHEKai, 3a Tako JePUHUCAHU
MHHAMYM KaXKe J1a j€ TO ancoIymHu MUHUMYM, a 32 MAKCUMYyM Ja je anconymHuu MakCumym

byskumje f.

Hamomenumo na je yBek:

F0) € |inf £GO,sup £ )|

X€ED

Camo ce o cebu pasyme: ako je f (D) uHTepBal, MOTyCEerMeHT (MOJTyUHTEPBAJ) WU
CErMEHT, OH/a Cy BpeaHoCTH infyep f(x) u supyep f(x) merosu kpajesu.

Crnenehum nBema aeduHUIIMjaMa yBemIheMo HEKE HOBE TTOJMOBE.

Jegunuyuja 3.5.8.3. 3a tauxy a € (a, f) kaxeMo 1a je mauka munumyma QyHKIHAje
x - f(x) (x € (a, ) axo nocroju § > 0 Takso 1a je f(x) = f(a) 3a cBako x € U(a,§).
VY Tom cnydajy, 3a QyHKIHjy f Kaxkemo aa y Tadku a uma munumym f(a). (Munosanosuh,
Bophesuh, 2005).

Jegpunuyuja 3.5.8.4. 3a Tauxy a € (a, f) xaxemo na je mauxa maxcumyma QyHKIAje
x> f(x) (x € (a,)) axo noctoju § > 0 Taxso na je f(x) < f(a) 3a cako x € U(a,§).

VY ToMm ciy4ajy, 3a GyHKUHUjy f KaxeMo Aa y Tauku a uMa MakcumyM f(a). (Murosanosuh,
Bophesuh, 2005).
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Huje Temko 3akpyunTH na ako je pynknmja x = f(x) (a < x < b) pacryha, na je
tana f (a) munumyM, a f (b) makcumym (yHKIHje f HA CETMEHTY [a, b].

U obpuyToO, aKo je f omamajyha ¢ynkmnuja, Tana je f(a) makcumym u f (b) MUHEMYM
dynkimje f(x) 3a x € [a, b].

3a HajMawy M HajBehy BpeAHOCT HeKe (QyHKLHje, Tj. 3a HEH MHUHUMYM M HEH
MaKCHMyM, YECTO C€ Kake Jla Cy TO HCHE eKcmpemHe 6peOHOCmu WINA Jla Cy TO HCHU
eKCmpemymu.

Teopema 3.5.8.1. Axo ¢pynkumja x = f(x) y Tauku a € (a, ) UMa eKCTpeMyM, Tajaa
win GpyHkiwja f y T0j Tauku Huje qudepentmjabmiaa wiu je f'(a) = 0.

Teopema 3.5.8.2. Hexka je pynkuuja x — f(x) HEempeKuaHa y TaUKU X = 4 U HEKa je
nudepernnujadmwiaa y okonuau U(a,d) € (@, ), cem MOoXka y Tauku d. AKO Cy BPEIHOCTH
f'(x), 3a cBako x € U(a_,8) u 3a cako x € U(ay,d), pasnmuuuror 3Haka, pyukuuja f y
TauK{ X = A UMa eKCMpemyM.

Teopema 3.5.8.3. Heka je dyHkmmja x — f(x) nBamyT mudepeHIHja0WIHA Yy TauKH
x=a u neka je f'(a) =0 u f"(a) # 0. Tana ¢yHkuMja f y Taukd a JOOCTHKE CBOJ
maxcumym axo je f''(a) < 0, a munumym axo je f''(a) > 0.

Teopema 3.5.8.4. Heka je dyukimja x = f(x) n nyma ougpepenyujabunna y Tauxku
X = a ¥ Heka je:

fll@=f"@=w=f0D@=0 n ff@*0 (n22)

Tanma, ako je n mapan Opoj, GyHKIHja [ y TAYKA @ UMa SKCTPEMYM, M TO: MHHHUMYM
axo je f™(a) > 0, a makcumyM axo je f™(a) < 0.

Axo je n Henapan 6poj, yHkHja f y Tauku a pacte ako je f™(a) > 0, a omaaa ako
je f*(a) < 0.

Josowan ycnoe 3a nocmojarwe excmpemyma ynxkyuje: Hexa je nmara dyHkimja
y = f(x) HenpeKuHa y TAYKH X, U HEKA OHA Yy TOj TAYKW UMa TPBH U JPYTH U3BOJI U HEKa je

f'(xo) = 0:
~ Axoje f""(xy) < 0 onma pyukumjay = f(x) y Tauku Xo uMa MaKCUMyM.
~ Axoje f"(xg) > 0 onma pynkuuja y = f(Xx) y TauKu X, UMa MUHUMYM.

~ Axo je f"(xg) =0 onma dyskumja y = f(x) y Tauku X, Hema eKCmMpemHy
gpeonocm (y TOM ciy4ajy GyHKIIHja Yy TAUYKU X, UMa MIPEBOjHY TAuKYy).
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3.5.9. Acumnmome

AcuMIITOTa je mpaBa Koja MpemMa HEKOj KPUBO] 3ay3uMa TakaB IMOJIOXKaj Ja joj ce Ta
KpHUBa CTAJIHO ,,TpUOIMKaBa”, a HUKA] je HE ceye.

acmMmnTtoTa

[IpaBa y KOOpIMHAHTHOM CHCTEMY MOJKE jaa Oyze; BepTHUKaJIHA, XOPU30HTAIHA, WIIH
koca. Te mpaBe Kao ¥ BUXOBE jeJTHAYMHE MTPHUKa3aHe Cy Ha cienehoj ciaumm:

Yi

y=b b/
/

/

o) a X
Q
X
25
©
1|
X

Cnuka 7: BepTukanHa x = a, XOpU30HTaldHa Yy = b, win koca y = kx + n acuMmnTora
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[Tocmarpajmo pynkuuje x — f(x) ux = g(x) (x € R). Ako je
fG)=gx)+olx—a) (x-a),
3a (pyHKIIH]y g ce Kaxke Ja je TJIaBHU Aeo yHKIuje f, kKaga X — a. Y cTBapH, Taja je
fG)—glx) =olx—a) (x—a),
alu u

gx)—f(x)=o(x-a) (x~-a),

IITO 3HAYM Jia je ¥ pyHKIHja f rIaBHM Jaeo QyHKIHje g, Kajaa X — a.

Jedunucahemo caga Heke HOBE MOJMOBE KOjU Cy Y HEMOCPEIHO] BE3U ca TJIABHUM
nenoBuMa ABejy (yHKIMja kama x Texu ka a. [Ipu tome hemo, mpupoaHO, pa3IuKOBaTH
cumOoi1e —00 1 +00.

Hepunuyuja 3.5.9.1. 3a ¢ysxkumje x = f(x) um x - g(x) kaxkemo nga ce
acumnmomckuy jenHako noHamajy y okomuHua U (oo, ) ako lim,_,(f(x) — g(x)) = 0, nwim
noa ce acumnmomckuy jeaHako moHamajy y okonuHH U (a,d) (—o0 < a < +00) ako Baxke
JETHAKOCTH:

limf(x) =, limgx) = u lim(f(x) - gx) =0

3a ¢QyHKIMje KOje ce aCHUMNTOTCKH JEHAKO IIOHAIIa]y, 4YeCTO C€ Kake naa Cy
ACUMITOTCKH jeHAKE.

[Tonekan ce unmweHuNa Aa ce PyHKIHje f U g aCUMIITOTCKH jeJHAKO MOHAIIA]y, Tj. Aa
Cy aCHMIITOTCKH jeTHaKe, KaJla X — 00 WX KaJa X — a, cuMoOom3yje ca:

f) ~ glx) (x = o), 1. fl)~gkx) (x - a).
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Huje Temko 3ak/bydyuTH Ja je AacCHMIITOTCKa JEIHAKOCT ~ jedHa pelanuja
€KBHUBAJICHIIMje Y CKYIy (YHKIMja KOje Ce€ aCHMIITOTCKH jelHaKO MOHAIIAjy Yy OKOJIUHU
U (oo, §) numm y oxomunau U(a, §).

Hegunuyuja 3.5.9.2. Axo je pynknuja x — f(x) aCUMOTOTCKH jeqHaKa (pyHKIHUjH
x = g(x) xama x — o0, KakeMo 1a je kpuBa y = g(X) KpusonuHujcka acumnmoma KPUBE
y = f(x). Akoje g(x) = ax + B, (a,B € R), acumnrora y = g(x) je npasorunujcka.

PazymibMBO, Kako je acHMMNTOTCKa jeIHAKOCT oOocTpaHa, ako je kpuBa y = g(x)
KPUBOJIMHUjCKA acuMnToTa KpuBe y = f(x), u3 odegunuyuje 3.5.9.2. cnenyje na je tama
KpuBa ¥y = f(x) KpUBOJMHM]jCKA aCUMIITOTA KpuBe ¥ = g(X).

Hegunuyuja 3.5.9.3. 3a npaBy y = ax + ff KaxXeMo Jia je Koca acumMnmoma KpHUBe
y = f(x) ako je:

Jim (F@ - @ +p)=0  mm  lim (F(x) — (@x+6) = 0.

[Ipema Tome, ako je Yy = ax + ff koca acummnrTora KpuBe y = f(x), Ha OCHOBY
Oeqpunuyuje 3.5.9. 1. 3aKJbyqyjeMo Ja BaKe aCUMIITOTCKE j€THAKOCTH:

fxX)~ax+pB (x> —0) wmm f(x)~ax+pf (x> +x).

Harnacumo na je, npema degpunuyuju 3.5.9.3., npaBa y = ax + [ Koca acCUMITOTa
kpuBe y = f(x) ako je pa3iMKa HUXOBHX OArOoBapajyhux opamHata OeCKOHAYHO Majia
BEJIMYMHA KaJla X — —00 UM Kajga X — 00,

Hegunuyuja 3.5.9.4. 3a npaBy y = [ KakeMo J1a je XOPU30HTAJIHA aCUMIITOTa KPHBE
y = f(x) ako je:

Jm (F@ - =0 wm  lim (F()—B)=0.

Jaxkne, ako je y = [ XOpU30HTaJIHA acUMNTOTa KpuBe y = f(x), Bake aCUMOTOTCKE
jemnakoct: f(x) ~ B (x = —o) wm f(x) ~ f (x = +00).

Hcto Tako, Ha OCHOBY OdeguHnuyuje 3.5.9.4. 3akipydyjeMo na ako je mpaBa y = f
acumnrota kpuBe Yy = f(x), pasmuka f(x) —[ je OeckoHauHO Maja BelIMYMHA Kajaa
X — —O00 MM Kaja X — +oo,
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Hegpunuyuja 3.595. 3a mpaBy x =a (a € R) kakeMo Ja je 6epmuKkaina
acumnmoma xpuse y = f(x) ako je:

lim f(x) = o0 WJIH lim f(x) = too.

x—a_ xX-a4

Ha ocHOBY Oegunuyuje 3.5.9.5 HHWje TEmIKO 3aKJBYYWTH Ja je TpaBa X = a
BEepPTHKAIHA acUMNTOTa KpuBe y = f(x) ako je ¢yHknuja x — f(x) OECKOHAYHO BEIHKa
BeJIMYMHA Kaja X — a. OunriaenHo, TO 3HA4M: aKO je MpaBa X = a4 BEPTHKAJIHA aCUMIITOTA
KpuBe ¥y = f(x), Tauka X = a je Tauka Npekuaa apyre Bpcre GpyHKmje f.

Cana hemo, o1 IpeTIIOCTaBKOM Ja KpuBa y = f(x) MMa KOCy acCHMIITOTY, Kaja Ha
npuMep X — +00, MpHKa3aTH NOCTyNMak 3a HeHo oapehuBame. Heka je, makme, mpasa
y=ax+ [ (a,p €R) xoca acumntora kpuBe y = f(x). Tanma je, npema oegpunuyuju
3.5.9.3,

Jim (F() = (ax + B) =0,

OOHOCHO,

X—>+00

lim x-(E—a—E>=O,
X

IITO 3HA4YH JJa BaXXH je[[HaKOCT:

lim (E—a—é>=0,
X

X—+o00 X

0JIaKJIe HETIOCPEIHO CIIeyje 11a je:

_ f(x)
a= lim —=,
x—>+o0 X
jer je:
lim —=0
X—>+oo X
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3a tako oapeheno @, u3 jemHakoctu lim,_, o, (f(x) — (ax + B)) = 0, mobujamo:

B = Jim (F(x) — ax).

PazymibuBo, kpuBa y = f(X) HeMa KOCy aCHMITOTY Kaja X — +oo, ako 0ap jenHa oJ
TPaHUYHUX BPEIHOCTU @ WU f HE IOCTOjH.

AKO KpHBa MMa KOCy aCHMIITOTY KaJa X — —00, MMOCTYIaK 3a BeHO ojapehuBame je
CITUYaH MPETXOTHOM.

Hanomena 3.5.9.1. Ilonekan je moryhe kocy acuMOToTy KpuBe y = f(x) oApeuTH U
Herocpenno. Hamme, ako y = f(x) = ax + f + r(x), rae je lim,,, g(x) =0, Taga je
X = ax + f rnaBHU nAeo ¢QyHKuuMje f Kaga x — oo, Tj. f(x) U ax + [ ce aCUMHOTOTCKH
jemHako moHamajy. Baxwu, gakie, acumnrorcka jemHakoct f(x) ~ ax + f kamga x — 0o, mTO,
3ampaBo, 3Ha4M Ja je mpaBa y = ax + f koca acumnToTa kpuse y = f(x).

OnpenhuBame XOPU30HTAIHUX acUMITOTAa KpuBe Y = f(x), Kajga x — —00 WK KaJa
X — 400, BpIIM C€ HENOCPEAHO HA OCHOBY Oegunuyuje 3.5.9.4., Tj. TpaxkemeM
onroapajyhux rpaHUYHUX BPEITHOCTH:

xl_i)r_noof(x) =0 WU lim f(x)=0.

X—+00

Huje Temko 3ak/by4uTH J1a je XOPH30HTAIHA acuMNToTa KpuBe ¥y = f(x), y cTBapH,
BEHa Koca acuMmnTora y = ax + f, 3a kojy je a = 0. 30or Tora ce oxapehuBame
XOPH30HTATHUX AaCHMIITOTAa HEKEe KPHBE MOXE CBECTH Ha ojapehuBame HWEHHX KOCHX
acCHMITOTA.

Opx wHTEpeca je HArimacuTH Ja je TOHEKaJ BaKHO YTBPAWTH TIOHAIIAKE KpPUBE
y = f(x) mpema CBOjUM acuMmTOTaMa: KOCOj Y = aX + [§, XOpPH30HTalHO] Y = f§ wWin
BEPTUKAJIHO] X = d. 3a KOCY ¥ XOPU3OHTAJIHY aCUMIITOTYy, TO MOHAIAKkE Ce UCIUTYje TaKo
IITO C€ Y MOCTYIKY TPaKeHha I'PAHUYHUX BPEIHOCTH:

lim (f(x) = (ax+p))  u  lim(f(x) = p),

ako je wmoryhe, koHcrtaryje 3Hak paszmuke f(x)— (ax+pf), 1. f(x)—pf, xana
X HEOTPAaHUYEHO PaCTe.
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Bepmukanna acumnmoma. Axo je:

lim f(x) = £oo

xX—a

OHJIa je TpaBa X = a BEPTHKAJIHA aCUMINTOTA (,,KaHAUIATH™ 32 OpPOj @ y MPETXOAHOM JINMECY
Cy Ta4yke MPEeKua WK KpajeBU WHTEpBaJIa U3 IOMEHA (PYHKIIH]e, MTO 3HAYH J]a BEPTHKATHUX
aCHUMIITOTa MOYXE TMOCTOjaTH U BUIIIE OJ1 jeJTHE).

Yi

X=a

y=f(x)

Cnuka 8: BeprukanHa acuMnrora

Xopuzonmanua acumnmoma. Axo 1ocToju:
lim f(x) = b

X—00

OHJIa je IpaBa Yy = b XOpPU3OHTAIHA aCUMIITOTA.
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y=b b
P
A

y=f(x)

Cnuka 8: X0opH30HTaJIHA aCUMITOTA

Koca acumnmoma. Axo nocToje TMMecH:

k:)li_r)g@ U n:;i_)n;[f(x)—k-x]:b

oHJIa je mpaBa y = kx + n Koca acCUMITOTA.

Vi

y=f(x)

Cnuka 9: Koca acumnrora



Hanomena 3.5.9.2. Xopu3oHTaaHa 1 KOca acUMITOTa ce Mel)ycoOHO MCKibyUyjy (ako
MOCTOjU XOpPHU30HTAJHA OHAAa HE TOCTOjU KOCa acHUMITOTa W OOpHYTO), TaudHHje,
XOPHU30HTAIHA aCUMIITOTA je CHelHjaliaH CIydaj KOce aCUMIITOTe KoJ Koje je k = 0, omHOCHO
XOPHU30HTAJIHA aCUMITOTA UMa jefHaunHy: y = 0 - x + n.

Jleeu u dechu numec: Axo UCIIUTY]EMO:
lim f(x),
xX—a

OHJIa MO’KEMO TTOCMATPaTH MOoHaIIame QyHKIHje f(x) Kaa X TEXKH Ka a C JIeBa M KaJ X TEKH
Ka a ¢ aecHa. 30or Tora heMo y3eTu mpou3BOJBHY E—0KO/IOHY Tauke a, TO jecT mocMmarpahemo
noHamame ¢pyaknmje f(x) y uarepBany (a — &, a + €) rue je € > 0 npou3BoJLHO MK Opoj.
Canma moxemo nedunucaru jesu mumec pynkuuje f(x) xao lim,_,_, f(x), a necau mumec

bymxmmje f(x) kao limyq4e f(x).

VA y:f(x)

X=a

Xy

Cimmka 10: JleBu 1 necHu TuMecC
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3.5.10. Koneéexcnocm, KOHKAG86HOCM U npeeojHe mauke hynkyuje

Hpyru wu3Bon (QYyHKIHjE CE€ MOKE KOPUCTUTH 32 HWCIUTHBAkHE KOHBEKCHOCTH
¢dynkiyje. [IpeBojHe Tauke (Tauke y kojuMma (pyHKIIM]ja Tpena3yd U3 KOHBEKCHOT y KOHKaBHU
00JIMK) MMajy 3a APYTH U3BOJ HYITY.

@dyHKIMja je KOHBEKCHAa Ha MHTepBaly (a,b) ako ce WmeH rpaduk Hajla3u HCIOJ
TaHTE€HTEe KOHCTPyHCaHE y OWJIO KOjOj KO0jOj TAuKH TOT MHTEpBasa. AKO ce TpaduK Hala3H
W3HAJ TAHTeHTE KOHCTpyHCcaHe y OWio K0joj Tauku uHTepBana (a,b) onma je ¢dyHKIMja
KOHKAaBHA Ha TOM HHTEPBAY.

m_________

O-_________
=Y

X @)

Cmuka 11: KoHBEKCHOCT 1 KOHKABHOCT

Teopema 3.5.10.1. Heka je ¢ynkuuja y = f(x) HenpekuaHa Ha untepBany (a,b) u
HEKa OHa MMa IIPBH U APYTH U3BoJ 3a Vx € (a, b), Tama Baxwu:

~ Axoje f"(x) > 03aVx € (a,b) ouna je pyukimja y = f (x) konkasna Ha TOM
UHTEpBAIy.

~ Axoje f"(x) < 03aVx € (a,b) onna je pynkuuja y = f(x) xoneexcna Ha ToM
MHTEPBAITY.

~ Axoje f"(x,) = 0 3a Heko x, € (a,b) onna pyukimja y = f(x) y Tauku x, uma
MIPEBOjHY TauKy.
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YA

lMpeBojHa

TaykKa \

y=f(x)

yll < 0
O Xo X=

Cnuxka 12: KoHBEKCHOCT, KOHKaBHOCT U MPEBOjHA TauKa (hyHKIHje

®ynkimja x — f(x) koHBekcHa Ha (a, b) ako u camo ako je:
(2 =x) - flx) + (1 —x2) - f) +(x—x1) - f(x2) 2 0,
3a CBaKy TPOjKYy BPEIHOCTH X1, X, X, € (a,b) 3a Kojy je x; < x < X,.

Teopema 3.5.10.2. Tudepennumjadbunna ynkuuja x = f(x) je KOHBEKCHa (CTPOrO
KOHBEKCHa) Ha (a,b) ako U caMo aKo je meHa u3BoaHa GpyHkuuja [ Heonamajyha (pacrtyha)
Ha (a, b). (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

Joka3. TlpernocraBumo na je f koHBekcHa (yHKimja Ha (a,b), Tj. HEKa 3a CBaKo
X1,%,%5 (@ < x; < x < Xy < b) BaXKH HEJETHAKOCT:

(2 =%) - f(x) + (X —x2) - fx) + (x —x1) - fxz) = 0.

Kako je x, —x; = (X, — x) + (x — xq), OpeTXo/HAa HEJEHAKOCT j€ EKBUBAJICHTHA
HEjeHAKOCTH:

fO)—fla) _ fO2) = f(x)

X=X Xy— X

(1 < x <x3),

OZ1aKJje, JeJHO 3a APYTHM, JJ00UjaMo:
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ey — i O TG ) =16 ) = @)
1 - - - )

1 X — x1 X—Xq x2 — X xz - x1

flxz) — f(x) > lim f(x) = f(x1) _ fxz) — f(x1)
_x - '

! — l
f'Gxz) = lim x1

X—DXp X — xl xz - x1

[Ipema TOME, 3a CBakM map BPEAHOCTH Xq1,X, € (a,b), 3a koju je x; < X,, BaXH
nejemnakoct f'(x;) < f'(x,), wro kasyje na je f' weomamajyha dynkumja wa (a,b). Y
fO)—f(x1) <f(xz)—f(x)

X—Xq Xo—X
HEjeTHaKOCT, OJIaKiie, Ha OCHOBY JlarpamikoBe Teopeme, Clieyje:

Clly4ajy CTpore KOHBEKCHOCTH (yHKuuje f, y BaXXH CTpora

_f(x)_f(x1) <f(x2)_ f(x)

&) == e

= f,(SZ)ﬂ

rae je x; < & < x <&, < x,. [Ipema Tome, 3a cBako x; < X, nocroje & u &, (§; < &) 3a
Koje je:

[l < &), G <f'(&) ()= f(x)
omnocHo f'(x;) < f'(x).

Jaxie, axo je f cTporo kouBekcHa GpyHkuuja Ha (a,b), taga je ' pacryha dynknuja
Ha (a,b). Heka je cama ¢ynkumja f' neomamajyha ma (a,b). Ha ocuoBy Jlarpamkose
dbopmyne, 3a a < x; < x < x, < b umMamo:

fG0) - f@x) M Ok (B

=@ —

riejex; <& <x <& < xy.

Kako je f' meomamajyha ¢yukimja, Baxu nejemnaxkoct f'(&;) < f'(&,), onakie,
003upoM Ha nipeTxojHe jemHakoctu 3a f'(&;) u f'(&,), 3akibydyjeMo 1a BaKU HEjeTHAKOCT:

FO) = fr) _f0) = F()

x—x1 xz—x
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na, mpeMa ToMe, U H0j EKBUBAJICHTHA HEJeHAKOCT
(=) - fx) + (X1 —x2) - f(x) + (x —x1) - f(x2) = 0.

Haxie, pynkuuja f je xouBekcHa. Axo je f' pacryha gyHKuuja, cTpora KOHBEKCHOCT
¢dyHkuyje f, Tj. cTpora HejeAHAKOCT:

(2 = %) - flx) + (1 —x2) - f(x) + (x —x1) - f(x2) > O,
crenyje u3 nejeanakoctu f' (&) < f'(&,). m

Teopema 3.5.10.3. ludepenumjabunna ¢ynkmmja x — f(x) je KOHKaBHa (CTpOTro
KoHKaBHa) Ha (a, b) aKko u camo axo je meHa u3BoaHa Gpynkuuja f' Hepacryha (omagajyha) na
(a, b). (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

Teopema 3.5.10.4. [Tludepenuujadbunna Gynknuja x — f(x) je kouBekcHa Ha (a, b)
aKo M CaMo aKO Ba)kKM HEjeTHAKOCT:

f)-fl@zf(@x-a) (x,a€(ab)).

@dyHKIMja je CTpPOro KOHBEKCHA aKO0 W CaMO aKO BaXXH CTPOTa HEjeAHAKOCT Yy
npeTX0HOj HejennakocTh. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

Jlokas. Heka je f xonBekcHa ¢yHkiuja Ha (a, b). Kako je:
fO)-f@=f(Ox-a) x<{<a mm a<i<x)
MPETX0/IHA HEJETHAKOCT TI0CTaje:

(FE-f'(@)x—a)=0 x<é<a wim a<i<x),

U OHa je TauHa jep je, Ha OCHOBY meopeme 3.5.10.2., byukuuja ' nHeomanajyha ¢pyukimja Ha
(a,b). laxie, o MpPETIIOCTaBKOM Ja je f KOHBEKCHa (PYHKIIHMja, JOKAa3aJIH CMO JIa BaXKH

nejeqnakoct f(x) — f(a) = f'(a)(x — a).

[petnocraBuMo caaa aa Baxku HejemHakoct f(x) — f(a) = f'(a)(x — a), 1j.
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D@ _ )y ey u D TO 0y G,
x—a x—a

WJIH, TIITO j€ UCTO,

(x < xp),

f(xl):f(x)gf, ) (u<x) n £ (x)sf(xz):i(X)

X;— X Xy

W3 oBUX HEjeTHAKOCTH 3aKJbydyjeMO Ja je:

f(x) = f(x1) < fxz) — f(x)

x_xl xz_x

(X1 < x < xy),

OJIaKJIe, 3a MPOU3BOJBHE BPEIHOCTH X1, X, € (a, b) 3a koje je a < x; < x < x, < b, cnenyje
na je pyHKurja f KOHBEKCHA.

Crpora nejennakoct y f(x) — f(a) > f'(a)(x — a) je morpeban u JI0BOBAH YCIOB
3a CTpory KOHBeKCHOCT pyHkuuje f Ha (a,b). m

Teopema 3.5.10.5. [ludepennujadbunna ¢ynknuja x — f(x) je kouBekcHa Ha (a, b)
aKo M CaMo aKO Ba)kKM HEjeTHAKOCT:

f) —fl@sf@x-a) (x,a€(ab)).

@dyHKIMja je CTPOro KOHBEKCHA aKO0 W CaMO aKO BaXXH CTPOTa HEJEeAHAKOCT Yy
npeTX0HOj HejennakocTh. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005).

Teopema 3.5.10.6. Heka je x = f(x) nBanyt nudepeniujadbunna ¢pynknuja Ha (a, b).
dynkiumja [ je xousekcHa Ha (a,b) ako u camo ako je f''(x) = 0, 3a ceako x € (a,b), a
KOHKaBHA aKko u camo ako je f''(x) < 0, 3a ceako x € (a, b).

Jokasz. Axo je f xomsexcHa ¢yukuuja Ha (a,b), Tama je dynxumja x — f'(x),
(a < x < b), Ha ocHoBy meopeme 3.5.10.2., neonagajyha, mro Ha ocHOBY meopeme 3.5.10.2.
3Haun ga je f''(x) =0 3a x € (a,b). O6pHyTO, aKo je f"'(x) = 0, Ha OCHOBY meopeme
3.5.10.2. 3akipyuyjemo na je dyuxumjax — f'(x), (a < x < b), Heonaznajyha, mro npema
meopemu 3.5.10.2. 3Haun na je ¢pyHkuuja f koHBekcHa Ha (a,b). CnuyaH n0Ka3 ce MOXke
JIaTH ¥ 332 KOHKaBHE (QyHKIH]C. W
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Jeunuyuja 3.5.10.1. 3a Tauky a € (a,b) xaxemo 1a je npesojua mauka pynxyuje
x = f(x) (x € (a,b)) axko nocroju § > 0 Tako na je: f cTporo KOHBeKCHa 3a X € (@ — &, @)
U CTpOro KOHKaBHa (yHKIHMja 3a X € (, @ + §), uiu aa je: f cTporo KOHKaBHa 3a X € (@ —
4, ) u crporo KoHBeKcHa PyHknmja 3a X € (o, @ + §). 3a Tauky A(«a, f (a)) xaxemo na je
npeBojHa Tauka kpuse y = f (x). (Murosanosuh, Bophesuh, 2005).

Kao mro BumuMoO, y MpeBOjHO] Taukk (DyHKIHja MEHa KOHBEKCHOCT Y KOHKaBHOCT
WK 0OpHYTO.

Teopema 3.5.10.7. Axo je a € (a, b) npesojua tauka ¢pyukuuja x — f(x), (a < x <
b), Tana wiu dyukimja [ y Toj Tauku Huje aBamyT audepenimjabaaa wiu je f'(a) = 0.

Jlokas. VI3 ynmeHMIIe [1a je a TpeBojHa Tauka GpyHKuuje f crneayje aa y Boj QyHKIHja
f Mema cMucao KOHBEKCHOCTH. To 3Ha4yu ga mocroju & > 0, Tako jga je, Ha TpUMEp,
¢ynkuuja f 3a x € (¢ —6,) KOHKaBHa (KOHBEKCHa) W 3a x € (a,a + §) KOHBEKCHa
(xonkaBua). Ha ocroBy meopema 3.5.10.3. u 3.5.10.2., pyukuuja x — f'(x) je mepacryha
(meomamajyha) 3a x € (a — §, ) n Heonanajyha (aepactyha)3a x € (a,a + 6).

[Ipema Tome, dyHkuuja f' y Taukd X = @ JOCTHKE CBOj MUHUMYM (MakCHMyM).
Onasne, Ha ocHOBy depMaToBe TeopeMe 3aKibydyjemo: ako mocroju f''(a), Tama Baxu
jemnakoct f''(a) = 0.

C npyre ctpase, ako f''(a) He nocroju, pyHkimja f Huje aBanyT qupepeHijabuiHa
y Ta4ku . W

Teopema 3.5.10.8. Hexa je x — f(x) (x € (a,b)) Tpunmyt audepeHimjaOuIHA
dyuxuuja u veka je f/'(a) =0 u f'"'(a) # 0 (a € (a,b)). Taga je x = a npeBojHa Tauka
¢byskuyje f.

Teopema 3.5.10.9. Heka je x = f(x) (x € (a,b)) n nyra audepeHujaduIHA
dyskumja y Taukn x = a wu Heka je f'(a) = f"" (@) == f@ V(@) =0 u f*(a) # 0
(n = 3). Axko je n HenapaH Opoj, Tauka @ je mpeBOjHA Tayka QyHKIHje f, ako je n mapaH
0poj, Tauka @ HUje PEeBOjHA Tayka GyHKIHje f .

3.6. Enemenmapue pynkuyuje

[Tojam ¢yHKIMje je BeoMa BakaH y HACTaBH MaTeMaTHKe 300T HETOBOT 3Hauaja 3a
MaTeMaTUKy M eHy MpuMeHy. DYHKIHJCKO pa3MUILUbAkE Jajeé MOCeOHYy AUMEH3HUjY
MaTeMaTHYKOM oO0pa3oBamy, oMoryhaBa 0oJbe pasymeBame W ePUKACHH]E TOCTYIKE Yy
JpyTUM HacTaBHUM cajip’kajuma, 00Jbe MpHUIpemMa ydeHuka 3a Oyayha MaTeMaTtuuka 3Hamba U
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npuMeHe MaremaTuke. [Tomohy ¢yHKIMja MaTemMaTndapu 00jallikbaBajy 1mojaBe U3 NpUpoae U
norahama U3 CBaKOJHEBHOT kUBOTa. DYHKIIMje KOje c€ y NpUMEHH Hajuyemhe mojaBIbyjy
nobune Cy TOKOM BpeMeHa moceOHa mMeHa M o3Haky. Hajuemhe u HajjenHocTaBHHjE UX
30BeMO elleMeHTapHuM ¢yHKiujama. Ca MHOruMa ojf BUX cMO ce Beh cycpenn Tokom
Jocajalmmer obpazoBama. EneMeHTapHe (yHKIHMje HMajy BeoMa BaxHy yjory wmeby
dbynknujama y wmartemaTtuid. [lo3HaBame CBHUX CBOjCTaBa €JIEMEHTApHUX QyHKIHja je
HEOITXOJHO Y JaJbeM CTyAMpamy MaTeMaTHKe, jep omoryhaBa Jakiie caBiajaBame I'pajnBa
MaTeMaTHUYKe aHAJIN3E U PEIllaBah-e MHOTUX 33J]aTaka TeXHUYKE MTPUPO/IC.

Mebhy ¢ynkumjama koje cy pnpate (GOpMYJOM BaXKHY YJIOTY HMajy TaKO3BaHE
enemenmapue @ynxyuje. I1o3HaBame cBOjcTaBa eleMeHTapHHUX (DyHKIMja oMoryhaBa Jiakiine
CBIIAJlaBalkb-¢ TIpajJuBa MaTEeMaTHUKEe AaHaJM3€ W pellaBambe MHOTMX 3aJaTaka TEXHHYKE
pHUpPOJIE.

HMegpunuyuja 3.6.1. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005) Ilox ocnoenum eremenmaprum
¢yukyujama oapaymeBajy ce cienaehe QyHkimje:

~ Koncranra:

x — const;

~ Crenena ¢pyHKIMja:
x - x% (a€R);

~  Excnonennujanae GpyHknuje:

x - a*, (a>0);

~ Jloraputamcke ¢yHKIHjE:

x - log,x, (a>0, a+1);

~  Tpuronomerpujcke pyHKIH]je:

X — sinx, X — COS X, x —tgx, X — ctg x

~ HWuBep3He TpuroHoMmerpujcke QyHKIH]E:

X — arcsinx, X — arccos x, X — arctg x, X — arcctg x.

Hanomennmo na cy pyHnkiuje x — arcsinx u x — arccos x aepuHHUCAHE HA CKYILy
X =[-1, 1], ok je obmact nehpuHHUCcaHOCTH (GYHKIHja X — arctgx W X — arcctg x
ckym R.

Enementapae gynkmuje cy pyHKImje Koje ce MOry JOOUTH O/ OBUX IMMOMONY YeTHpH
apuTMETHYKe omepanuje (caOupameM, OJy3UMameM, MHOXKEHEM U JCJbCHEM) U
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cylepro3uiujaMa, Tj. oOpa3oBameM CJIOXKEeHHX (YHKIMja, KoMIo3uuujama (QyHKIHja,
MPUMHUJCHEHIM KOHayaH Opoj myta. M3Box enmeMeHTapHe (PyHKIMje YBEK je eJeMeHTapHa
¢byHKIHMja, AT UHTETpajl eeMeHTapHe (PyHKIM]je He Mopa OUTH eleMeHTapHa (QyHKIHja.

Megpunuyuja 3.6.2. (Munosanosuh, Bophesuh, 2005). 3a byHkuuje xoje ce modujajy
KOHAYHOM TPHUMEHOM AapUTMETHYKUX Omepaiuja ¥ KOHAaYHHUM OpojeM KOMIO3WIIMja Haj
OCHOBHHM €JIEMEHTapHUM (YHKIMjaMa KaKeMO J1a Cy eleMeHmapHe QyHKyuje.

Enemenrapue ¢yHKIMje MOTY ce MOAETUTH Ha airedapcke M TpaHcueHjaeHTHe. On
anzebapckux GpyHKIIMja HABOAUMO clienehe:

1. Hoaunomu. To cy dpyukuuje oomuka P(x) = agx™ + a;x™ 1 + -+ a,_1x + ay,
rae ¢y a; (k=0,1,2,...,n) peannu OpojeBH, KOjU Ce Ha3WBajy KOE(HHUIMjEHTH MMOJHHOMA.
Bpoj n (n € N,) HasuBa ce creneH nojauHoma. IT0JMHOM YHjH je CTENEH HyJIa j¢ KOHCTaHTa.

2. Pauyuonanne gynxkyuje. Hexka cy P(x) m Q(x) momuHOMM CcTermeHa N U m,
pecnekTuBHO, U Heka je Z(Q) ckym cBux Tadaka x € R 3a koje je Q(x) = 0. Taga ce Ha
ckyny X = R\ Z(Q) moxe nedunmcary T3B. pannoHaiHa pyHKIja R(x) momohy:

P(x) apx™+ax" '+ +an_x+a,
T Q(x)  box™+byx" 14+ b, x+b,’

3. Hpauyuonanne ynxkyuje. KoHauHoM TNPHUMEHOM apUTMETHUYKUX OIEpanuja u
KOHaYHUM OpojeM KOMITO3MIIMja HaJl KOHCTAHTOM M CTEIEHOM (DyHKIMjOM ca palMOHATHHM
M3JI0KUOIIEM, T0OHjaMo HparoHaiHe QyHKIHje.

Y crBapu, y ommTeM ciyd4ajy, 3a cBaky GyHkmmjy y = f(x) koja 3amoBoJpaBa 0ap
JemHy jeTHaYnHy O0JIMKA:

Po(x) - y™ + Py(x) -y P+ 4+ Py (1) -y + B(x) =0

rie ¢y Pp(x) (k=0,1,2,..,n) HEeKd NOIMHOMH, KaKeMO Jaa je anredapcka
¢byHKUHja.
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3a cBe enemeHTapHe (QYHKIMje Koje HHUCY ainrebapcke KaxemMo Ja Ccy
mpancyendenmue pyukuuje. Takse cy, Ha mpuMmep:

sinx, x?+arctgx, a*, log,x

Cana hemo noceOHO aeduHHECATH jeIHY KJIaCy TPAHCUEHACHTHUX (DYHKIIH]jA, TIO3HATY
kao xurnepbonnuke ¢pynkuuje. To cy dpyHKImje:

1. Cunyc xunepOonuuKu:

eX — e~ X

shx = T ) (x € R);
2. Kocunyc xunepoonnyku:

e*+e™*

chx = T ) (x € R);
3. Tanrenc xunepOOIUIKHU:
eX — e X

thx = pranpergl (x € R);

4. KotaHreHc XunepOOIuIKH:
e*+e™*
cthx = m ) (x € R\{O})

Hanomena 3.6.1. Cse ocrane (yHKIMje KOje HHCY €IIEMEHTapHE Cy HeeJIeMEHTapHe
dbyHKIHje.
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3.6.1. /luneapna pynkyuja u wen cpaux

Y ceamoM paspeay OCHOBHE MIKOJIE YBOJM C€ I0jaM JIMHEapHEe (YHKIHjE Kao
¢ynkuuje obmuka y =k - x: Opojy x (aprymeHty (yHKIMje, HE3aBUCHO NPOMEHIHUBO])
npuapyxkyje ce 6poj y = f(x), f(x) = k - x, (BpemHocT QyHKIIH]je, 3aBUCHO MPOMEHIbHBA); k
je To3HaTa peajiHa KOHCTaHTa. ¥ OCMOM paspely IojaM ce MpolIMpyje Ha apHuHO-THHEapHEe
dyukumje f(x) =k - x +n (k u n cy peanne xoncranre). Jlunepna dynkuuja uma ciencha
OCHOBHA CBOjCTBa!

1L fle+y)=f)+fO),
2. f(k-x)=k-f(x).

Jluneapna ¢ynknuja je ¢Qynkmuja oxapehenor obOmmka. Haxanoct, mocToje
HECyTJIaCHIIe OKO TOora Kako oBaj oOmuk TayHo riacu. Hajuemha nedununmja, xoja ce yuu y
MHOTHMM LIKoJIama je obnuka: f(x) = k - x + n, rne cy k u n KoHCTaHTe.

[Ipobnem ca oBom neduHHMIMjOM je na (yHKOHje oBOT OoOmHKa (YNPKOC HHEHOM
MMEHY), HE 3a/I10BOJbaBajy 00aBe3HO YCIIOB JIMHEAPHOT MPeCcInKaBama, YKOIUKO je k jeqHako
HyJIa.

Yi Vi
4
S S
/o + N\
4 v
N o

(@) R >

X © x

Cnuxka 13: I'padux nuneapue pynkuuje y = k - x
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Jluneapue ¢yHnkimje (Takohe mpema ropmoj JePUHHULMJU) CE MOTY HAlHMCaTH U Y
00JuKY:

y=k-x+n, (kn€R)

u HanpTatu Ha (x,y) rpaduky. OBa ¢pyHkuuja GopMupa rnpaBy JHHHU]Y, Kao IITO U CAMO UME
roBopu. KoncranTa k ce yecTo Ha3uBa Haruo, IOK HaM 7 J1aje TauyKy Mpeceka ca y-0CoM.

Vi J/\\ Vi
£ f’"‘x)
Yo
o) X O X

Cnuka 14: I'paduk nuneapue pyukumje y =k - x +n

Jedunuyuja 3.6.1.1. JluneapHa ¢yHKIMja je BpCTa 3aBHCHOCTH u3Mehy naBe
BEJIMYMHE, T/I€ J€ cpa3Mepa IMPOMEHE 3aBHCHE BEJIMYMHE OJI HE3aBHCHE OpOj - KOHCTaHTa
(paznnuuta oxn Hyje). 3aBucHa (X) W He3aBuCHA () BEJIMUMHA Cy KOJ JHHEapHE (yHKIH]je
JUPEKTHO MPOTOPIIMOHATIHE (Cpa3MepHe).

I'padux nmuneapne dynkmmje f(x) =k-x+n, x €ER je mpaBa nuHUja KOja Ha
OpAMHATHO) ocu ojcena oxacedak n = f(0). Ako ce apryMeHT X IpOMEHU y X + h oHza ce
BpenHocT ¢QyHKmje Mewa of f(x) y f(x+h)=k-(x+h)+n=f(x)+k-h. OnaBue
crenu:

oo fe )~ f)
= - ,

k je omHoc mpomeHe BpenHOCTH (PYHKILHMj€ U MPOMEHE apryMeHTa OJHOCHO Op3uHa
npoMeHe QyHKIHje:
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~ 3ak > 0, BpenHoctu QyHKIHje pacTy ca MOPACTOM apryMeHTa, CBe Opike IITO je
k Behe.

~ 3a k <0, BpenHocTu QyHKIH]jE ONanajy ca IOpacToM apryMeHTa, cBe Opike LITO
j€ K Mambe.

I'paduk pynknmje koja Opxe pacTe uiu Op>ke omaaa je CTPMHUJU IPeMa X OCH.

3.6.2. Oynkuyuja ooruka 'y = E, keR

X

[Topen nuneapHe QyHKIOH]E y OOMMKY Y = Kk + X, y CEMOM pa3peay OCHOBHE IIKOJIE
yBOAM c€ M (YHKIHMja 0ONIMKa Yy = S I'paduk ¢yukumje je xunepdona, (Ozmwarnosuh,

Hesanosuh, 2005) nedunucan je 3a x # 0. Acumnrore QpyHKuHje cy x—oca u y—oca. Kana je
k > 0 rpadux dpynkumje ce Hanazu y [ u Il kBaapanry, a kana je k < 0 rpaduk dyHKIHje ce
Hanasuy Il u IV xBagpaHrty.

y y
4 4+
3 31
2 21
1 1t

X X
4 3 2 1 1 2 3 4 -4 3 2 1 1 2 3 4

l _1,,
2 21
3 _3,,
4 4+
k>0 k<O

Ciuxa 15: I'padux Gynknuje y = E
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3.6.3. Keaopamna ¢pynkyuja u wen zpagux

KBampatna ¢yHKOMja mpeacTaBba jeAHY OJ HAjBOXHUJUX TeMa IEJOKYITHE
CPEeIOLIKOICKEe MaTeMaTHKe. VICTOpHjCKM mocMaTpaHo, KBaJpaTHE jeJHAYHHE CY pelllaBaHe
jomr y Ctapom Beky.

Jegunuyuja 3.6.3.1. Kanpatna gynkuuja je Gpynkuuja odonuka y = ax? + bx + c,
X € R, rae cy a, b, c peanau 6pojeBu u a # 0.

KpuBa koja mpencrasba rpauk ksaapatHe (QyHKmuje y = ax? + bx + ¢ y paBHH
x0y je (kBaapaTHa) nmapabomna.

3.6.3.1. Tok u zpaguk ¢pyurkyuje y = x>

Hajipe hemo oBy QyHKIH])y TpencTaBUTH TaOelnapHO, Tj. 3a HEKE BPEIHOCTH
NpoMeHJbUBE X, u3paduyHahemo ozaromapajyhe BpenHocTu mnpomMeHsbuBe 3a Y. JloOujene
napose (x,y) y3uMamo Kao KOOpJAHHaTe Tauaka rpaduka oBe ¢pyHkiuje y pasau x0Yy.

x -3 -2 ~1 0 1 2 3
y 9 4 1 0 1 4 9
Tauke A(=3,9) | B(-2,4) | €(-1,1) | 0(0,0) | E(1,1) | F(2,4) | G(3,9)
1
(-39 9t (3,9)
ol
2L
ol
sl
(-2,4) 41 2.4
3l
ol
LN 11
4 3 2 -1 1 2 3 4 5
al

Cnuka 16: Kpagparna Gynkuuja y = x2
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Heke ocobune oBe ¢ynkuuje moryhe je omumcaru mnomohy meHOr rpaduka, WM
PAaYyHCKUM ITyTEM.

Hegunucanocm. Ksanpar cBakor peanHor Opoja je peanan Opoj. Jakne ¢ynkimja
y = x? je nepuHncana 3a cBako peanHo x. To 3amucyjemo:

D:Vx € R.

Hyne ¢ynkyuje. Hanaxxewe Hyna QyHKIHje ce CBOIU Ha oJApelUBame W periaBame
kBaapaTHe jeqnaunHe x2 = 0. Jlakne, y = 0,3a x = 0.

3unax ¢ynkuyuje. Bpennoctu Qpysknmje cy mosutuBHe 3a cBe x # 0. [Mumemo y > 0,
Vx # 0.

Ilapnocm gpynkyuje. yHxiuja je napHa 1a je \»eH rpaduk cuMeTpudaH y 0JHOCY Ha
y—ocy.

f(=x) = (%)% =x* = f(x).

Pacm u onaoame Qynkuuje (monomonocm pynxkyuje). Hexa je x; < x, < 0. Tanga
m X —x%<0 1 x+x<0 = (-—x) (+tx)>0 = x2—x2>0
> x> x2 > oy >y,

Haxie pyHkuuja onaga 3a x < 0. 3anucyjemo y Nv3ax € (-o,0).

3a, x >0, Ha OCHOBHy mapHOCTH (yHKIHje, NaKjie, CUMETPUYHOCTH rpaduka y
OJTHOCY Ha y—OCYy, MOKEMO 3aKJbY4MTH Ja (yHKIMja pacte. PauyHuna, camyHa MpeTxoHoj
kake: 0 <x; <xy,. Tamams x; —x, <0 m x;+x,>0 = (x;—x) (%, +x,)<0
= x2 —x2<0 > x2<x? > y <y,

Haxute, pynkuuja pacre 3a x > 0 u To 3anucyjemo cay 7 3a x € (0, +00).
= O@ynkmyja onaga 3a x < 0; pacre 3a x > 0.

Excmpemne épeonocmu pynxyuje. 3a caku peanan 6poj x # 0 je x2 > 0, makne
f(x) > f(0), 3a cBaku x # 0 ma ¢yHkumja mma mMuHumMyMm. Teme mapabone (0,0) je y
KOPJIMHATHOM MOYETKY U TO j€ Tauka MUHUMYyMa.

Ozpanuuenocm @ynxyuje. OnpehuBame OrpaHUYCHOCTH (YHKIHjE Ce CBOAH Ha
HaJIAXKEHE CKyNa BPETHOCTH MpoMemHBe y. Y oBoM ciydajy je 0 <y < +o0o. Ha ocHOBY
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NOOMjeHnX To/aTaKa 3aKkJbydyjeMo Ja KpHBa IOKa3aHa Ha CIOMIM 15. 3aucra mpeacraBiba
rpadux Gpynkmmje y = x2. Tauxa 0(0,0) je Teme napaboie.

IMopen oBe pynkumje y = x2, ogHocHO ¥ = x™, Kaja je N MapHO MMAaMO M CIIydaj OBE
¢dyHuMje, KaJa HaM je N HemapHo, ¥ To ce Hajuemthe y 3amanuma (y MIKOJIH) y3Ma (yHKIH]ja
y = x3, rpaduk oBe QyHKIMje IPUKa3aH je Ha ceaehoj Caumy.

4 5 2 a7 | 1 2 3 4 5

Cnuka 17: Tpapuk pynkumje y = x3

3.6.3.2. Tox u zpagux ¢pynxyuje y = ax?

Kopumhemem rpaduka y = x2 nako ce Moke cKuupaty rpaduk GpyHKIMja y = ax>?,
a # 0, 1 Ha OCHOBY Tor rpaduka ce Moxe nohu 10 mojaTaka O MOHAIIaKky (QYHKIH]jE
y = ax?. Ilocmarpahemo noce6Ho ciydajese: a > 0 u a < 0.

VY ciydajy kana je @ > 0 pa3asojuhemo cnenehe moryhunoctn: a > 1u 0 < a < 1.

a>1: V koopauHatHoM cucteMy xOy ckumupamo rpadux dyHkumje y = x2.
Bpennoct ¢yHKIMje y = ax?, 3a cBaku peanaH Opoj x, je a myTa Beha oJ BpeJHOCTH
gyHKIHMje y = x2, TO 3HAUM Ja je OpAUHATa ojarosapajyhe Tauke Ha rpaduKky a myTa Beha.
Ha ciunu 16. nopen rpaduka pynkuuje y = x2, ckuuupad je u rpaduk GpyHKuuje y = ax?
3a a > 1. Bunu ce na je on ,u3Han” rpaduka Gpynkuuje y = x2, a napabona je ,,yxa‘“, Mame
,oTBopeHa™. Ca rpaduka yuramo cBojcTBa ¢yHKIMje: JlepuHrMcana je 3a CBe peaiHe
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Bpeanoctu Xx. [lapna je. Peaman Opoj 0 je jemmna myna ¢ynkuuje. [losutuBHa je Vx # 0.
Omnana 3a x < 0, pacre 3a x > 0. IMma MUHUMYM: Vi, = 032 x = 0. 0 < y < +o00. I'paduxk
oBe dynkuuje (y = ax?), xao u rpadpuk QyHKUMje ¥ = X2 je OKPEHYT ,,0TBOPOM Harope‘.
Teme mapabosne je Tauka 0 (0, 0).

Cnuxka 18: Kpagparna Gpynkuuja y = x? (upsena) u pynkuuja y = ax?, 3a a > 1 (nnasa)

0 < a < 1: Pe3ynrar MHOKEHa IO3UTUBHOT OpOja TIO3UTUBHUM OpOjeM, a MambHM OJT
1 je 6poj a myTa Mamu of 6poja Koju ce MHOXkH. Jlakie, BpeaHocTH QyHKIMjE Y = ax? cy a
nyTa Mame oj ojarosapajyhux speanoctu ¢yHkuuje y = x2. Ilocnemuna Tora je aa je
napabona y = ax? ,ucron napaboine y = x?, BUIIIE ,»OTBOpEHa®, ,,llpa‘“, ajJu UCTO TaKo,
OKpeHyTa ,,0TBopoM Harope* (ciuke 17.). CBojcTBa (yHKIHM]jE Cy UCTA KAO M y CIIydyajy Kajaa
jea>1.

Cnuxa 19: Ksagpartna pynkuuja y = x2 (upBena) u pynkumjay = ax?,3a0<a <1
(maBa)
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3a a < 0 ¢pyukuujy y = ax? zanucahemo y obmuky y = —(—a) - x%. Kako je a < 0
T0 je —a > 0 na cy cBojcTBa GyHKIHMje y = —ax? no6po mo3HaTa. 3a CBAKO X je BPEJHOCT
gynxumuje y = —(—a) - x? cynporHa BpemHoctd (yHkumje y = (—a)-x?, ma cy
oxrosapajyhe Tauke cumeTpuuHe y ogHocy Ha Ox—ocy (ciuka 18). dynkuuja y = ax? uma
cneneha cBojcTBa: Jlepunucana je 3a cBe peanne BpeaHoctu x. [lapna je. Peaman 6poj 0 je
jenuHa Hyna ¢ysakiuje. HeratuBHa je 3a Vx # 0. Pacte 3a x < 0, omanma 3a x > 0. Uma
MaKCUMYM: Vpax = 0 32 x = 0. —0 <y < 0. I'padpuk ¢dynkuuje je mapabona ,,0KkpeHyTa
Hazoe .

Cnuka 20: Kpagparna pynkuuja y = x2 (upsena napabona) u Gynkuujay = ax?,3aa < 0
(maBa mapabosna)

3.6.3.3. Tox u zpagux ¢pyuxyuje y = ax* + g

Jlo rpaduka ose (yHKUMje se Moxke gohu momohy rpapuka QyHkumje y = ax?.
ITomohHu rpaduk y = ax? ce momepa TpPaHCIATOPHO y MpaBlly y—oce 3a [ jeIMHHUIA:
HaBwuine 3a f > 0 (cnuka 21), a Haamxe 3a § < 0 (ciuka 22).
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Cnuka 21: Kpagparna Gynkuuja y = x? (upsena napabona) u pyHkuuja y = ax? + 3, 3a
a > 1, B > 0 (mraBa napaboia)

X

TR AN [ S

Cnuka 22: Kagpatna pyskuuja y = x2 (upBena napa6osa) u pynkuuja y = ax? + f, 3a
0 <a<1, B <0 (mmaBa mapaboia)

Axo je a > 0 rpapuk pynxuuje y = ax? + f 6uhe OKpeHYT ,,0TBOPOM HArope™ u 3a
B > 0 ueo he Outu u3Han Ox—oce, a 3a f < 0 he cehu Ox—ocy y Taukama ca ancuucama

+ \/é (y oBOM ciyuajy To cy Hyje pynkuuje). Ako je a < 0, rpadux pynkumje y = ax? + f§

je OKpeHyT ,,oTBopoM Hajoie* u 3a § > 0 he cehu Ox—ocy y Taukama ca arciucama + \E ,
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nok he 3a [ <Omneo rpapuk ¢ynknuje Omtu ucnony Ox—oce. Teme mapaboiie koja
npexcrasiba rpaduk gpynkuuje y = ax? + f je tauxa T (0, B).

3.6.3.4. Tok u zpagpux ¢pynxyuje y = a - (x — a)?

Jo rpaduka dpyHkuuje y = a - (x — a)? ce moxe gohu momohy rpaduka GpyHKIHje
y = ax?, ako ce U3BpLIU TPaHCIALHU]a TOT [ena rpaduka y MpaBIy X—oce 3a & - jexuHuna. Ta
TpaHCaIyja ce BPIIK Ha JECHO ako je @ > 0, ogqHOoCHO Ha JieBo ako je a < 0. 306or Tora ce
¢yskunja y = a - (x — a)? noHaa cauyHo kKao U pyHKHja y = ax?. Ocobune:

D:Vx € R.
~ Teme nobujene mapabdone je tauka T(a, 0).

i

~ @yHKIMja ¥MMa HYIy 32 X = @; TO jeé PeaJHo JIBOCTPYKO pelleHe jeIHauHHe
a-(x—a)?>=0.

~ Kanaje a # 0 kpagparHa QpyHkuuja y = a - (x — «)? HHje HM TapHA HY HENApHA:
a-(—x—a)? #+a- (x —a)?.

~ ®ynkugja y =a- (x —a)? pacre (y /) 3a x € (a,+), a omaga (y \) 3a
x € (—o0, ).

~ y>0,3ax#aua>0,ay<0,3ax#auna<0.

~ Ymin=0,3ax=aua>0,a Yoo =0,3ax =aua <0.

Cnuka 23: Kagpatna pyskuuja y = x2 (upsena napa6osa) u pynkumjay = a - (x — a)?, 3a
a > 0wua > 0 (m1aBa mapabosa)
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3.6.3.5. Tox u zpagux ¢pynxyujey =a-(x — a)®> + g

Jlo rpapuka ¢yskuujey =a- (x —a)?+ B wmoxe ce nohm mnomohy rpaduka
¢yHKunje y = ax? y3 aBe TpaHcnanuje. JeIHOM TpaHCIALUjoM Iy X—oce, no0uja ce
rpadux pynxiuje y = a - (x — a)?. Tako moOujeHu rpaduk ce 3aTUM MOMEpa y IPaBIy y—
oce 3a f§ jenuHuIA: HaBuie 3a f > 0, ogHOocHO HaHmXke 3a f < 0. OcobuHe:

D:Vx € R.

i

~ TI'padux 3agare pynkuuje je napadomna ca remenom T (a, ).

~ Hwuje Hu napna Hu HenapHa 3a a # 0.

~ @ynknwmja pacte (y /) 3ax € (a, +0), aonana (y V) 3a x € (—o, ).
~ Ymin=0,3ax=aua>0,ay,,, =0,3ax=auna<0.

~ OcTane ocoOMHE 3aBHCE O Bp€AHOCTHU IapaMeTapa a, & u ﬁ

Cnuxka 24: Kpagpatna Gpynkuuja y = x? (upsena napadona) uy = a - (x — a)? + 3, 3a
a>0,a>0up <0 (ruaBa mapadosa)
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3.6.3.6. Tox u zpagux ¢pynxyuje y = ax> + bx + c

Ja 1 mapabona ceue x—ocy, Tj. 1a a4 GyHKIHja UMa HyJIe, 3aBUCH O] KoedullhjeHaTa
a u on nuckpumubanTe D = b%- 4ac oxarosapajyhe kBaapatre jenuaunne ax? + bx + ¢ = 0.
Ha ocHOBy wu3noskeHor, 3ak/bydyjeMO Ja je TMOHallame KBaJpaTHE (PyHKIMje U OONUK U
M0JI0%Ka] FEHOT rpaduka y KOOPAWHATHOM CHUCTeMy ojapeheH KoeuIjeHTuMa, Ipu deMy
3HaK Koe(hUIMjeHTa a U 3HaK AMCKPHUMHMHAHTE KBAIUTATUBHO onpel)yjy usrnen mapadoine (na
JM je OKpeHyTa OTBOPOM Harope WiIM Hajmoie; Aa i cede Ox-ocy y JABE Tayke, Ja JH
nogupyje Ox-ocy y jeIHOj TaYKy WM HEMa 3ajeJHUYKHX Tadaka ca ocoM — 0x). C o03upom
Ha 3HaK Koe(hUIMjeHTa a ¥ 3HaK AUCKPUMHUHAHTE, Pa3JIMKyjeMO IECT OCHOBHHUX CITydajeBa.

. a> 0, D <0. Oynkuyja je nedunucana 3a cee x € R. OyHkiyja HEMa Hyla U

. b b . b
MO3UTHBHA je 3a cBe BpeaHocTH x. Omaga 3a x < — o » bacte 3a x > ——. Peanan opoj — 2a

4ac—b?

je Tauka MHHAMYMa; MUHIMYM j€ BEITHYMHA . I'paduk je ckurupan Ha ciuim 25.

4a

o
-t
o4
wt
NS

ot

Cnuxka 25: I'paduk pynkuuje y = ax? + bx +c,3aa >0, D <0

2. a> 0, D=0. Odynkuyja je nepunucana 3a cee x € R. Mma jeany Hymy kazg je
b . b b b .

X = ——, IO3UTHBHA je 3a cBe X # ——. Omazaa 3a x < ——, pacte 3a x > — —. Peanan 6poj
2a 2a 2a 2a

b . . .
— 5, Tauka MHHUMYMa; MHHHMYM je 0. I'paduk pyHKIMje cCKULMpaH je Ha cauiu 26.
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Cnuxka 26: I'paduk pynkuuje y = ax? + bx +c,3aa >0, D =0

3. a>0, D>0. Oyuknuja je nedunucana 3a cee x € R. ma nBe Hyze; To cy
peanHu OpojeBu:

—b —Vb?% — 4ac —b +Vb?% — 4ac
1= 2a ’ X2 = 2a

[To3uTHBHA je 3a peanHe OpojeBe X KOjU 3a7]0BOJbaBajy X < X; WIH X > X,; HETaTHBHA
. : . . b
je 3a peamHe OpojeBe X KOjU 3aJI0BOJBaBa]y X < X < X,. Omama 3a x < — g bacte 3a
4ac—b?
4a

b . b . . :
x> = Peanan 6poj — 5, Je Tauka MHHUMYMa; MUHUMYM je . I'padux dynkumje

CKHIIMPAH j€ Ha cauiy 27.

Cnuxka 27: I'paduk pynkuuje y = ax? + bx +c,3aa >0, D >0
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4. a< 0, D<0. Oysknuja je nepunucana 3a cBe x € R. OyHknuja HEMa HylA H

. b b . b
HEraTHBHA j¢ 3a CBE BPEAHOCTH X. Pacte 3a x < ——, onaja 3a X > — . Peanan 0poj —

4ac—b?
4a

j€ Tauka MakKCHMyMa; MaKCUMYM j€ BeJTMInHA . I'paduk je ckurmpan Ha ciuiy 28.

.
b
-

-4+

Cnuka 28: I'paduk pynximje y = ax? + bx +¢,3aa <0, D <0

5.a <0, D=0. Oyuknuja je nepunucana 3a cee x € R. Mma jenny Hyny kaj je

b ) b b b )
X = ——, HCTATHBHA j¢ 3a CBE X # — . Pacre 3a x < — o Omaja 3a x > — Peanan 6poj

— 5, Tauka MakCHMyMa; MaKCHMyM je 0. I'pacduk dyHKIMje ckuiupad je Ha ciaumm 29.

Cnuka 29: I'paduk pynxumje y = ax?> + bx +¢,3aa <0, D =0
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6. a<0, D> 0. Oyakumja je nedunaucana 3a cee x € R. ma nBe Hyie; 1o cy
peaaHu OpojeBHU:

—b +Vb?% — 4ac —b —Vb?% — 4ac
X, = ) X2 =
2a 2a

[To3uTuBHA je 3a peaqHe OpojeBe X KOjH 337]0BOJbaBAjy X; < X < X,; HETaTUBHA j€ 3a
: ) . b
peaiiHe OpojeBe X KOjU 3a70BOJbaBajy X < X; WIH X > X,. Pacre 3a x < — - omaza 3a
4ac-b?
4a

b . b . . .
x> = Peanan 6poj — - Je Tauka MakCHUMyMa; MakCHMYM je . I'padux dynkmuje

ckuiupa je Ha caunu 30.

Cnuxka 30: I'paduk pynkuuje y = ax? + bx +c,3aa <0, D >0

3.6.3. ®yuxyuja o6auka y = \'x u wen zpagux

Kon dyHkimje o6mmka y = Vx, rae n € N, pasnukyjemo 1Ba ciydaja, (Ocranosuh,
Hesanosuh, 2005) ,xaza je n mapHo 1 kazia je n HemapHo. Kana je n mapHo, dyakumja y = Vx
je nepunucana 3a x = 0, oxHocHo x € [0, +00) (cimka 31). A kana je n HenapHo, QyHKIHja
y = Y je nedunncana 3a Vx € R (ciuka 32).
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KaJia je n mapHo KaJia je n HemapHo

Cnuka 31: padux pyskuuje y = Vx

3.6.4. Excnonenyujanna pynkyuja u wen 2pagpux

Excrionennujanna ¢yHKIMja je jenHa O HajBaXKHUJUX (YHKIHUja y MaTEeMAaTHIIHU.
Os3HavaBa ce kao exp(x) wim e*, mpu 4yeMy je € mpuOImkHO jenHak 2.71828183, mo je
3anpaBo HerepoBa kKoHCTaHTa®, 0CHOBA IPUPOTHOT JIOTAPUTMA.

Excrionennumjanaa GyHKIyja je peamHa GyHKIUja jeJHe MPOMECHIbHBE, Ne(hUHNCaHA 32
cBe peasiHe OpojeBe, Ko0ja je yBeK Mo3uTuBHa U pactyha. Hukana He noaupyje x-ocy, Majaa joj
je x-oca jeauHa acumnroTa. Ibena wuHBep3Ha (yHKIHMja, TPUPOJHU JIOTApUTaM, je
neuHUICaHa caMO 3a TTO3UTHUBHE BPEIHOCTH MpoMeHJbHBE X. [loHEKa ce, HApOYUTO y HAYIH,
U3pa3 eKCIOHCHIMjajHa (YHKIMja KOPHCTH Ja O3Ha4M (YHKIHjy o0JHMKa a*, Tae je a, Koje
ce Ha3uBa 0a3a WM OCHOBA, OMJIO KOjU TIO3UTHUBAH pealiaH 0poj.

Mepunuyuja 3.6.4.1. ®ynxumja a* = e*"® nepunncana 3a ceako a > 0, 1 3a CBaKu

peasian Opoj X ce Ha3MBa eKCHOHEeHYUjaIHA (PYHKYUja 32 OCHOBY Q.

TTIpUMETHMO J1a TOPH-a jeJTHAKOCT BaXKH 3a @ = e, omTo je e¥1"¢ = ¢*1 = ¥,

® Bpoj e, mosnar kao OjnepoB Gpoj wm HemepoBa KOHCTAHTa, je OCHOBA MPHPOJHOT JOTAPUTMA M jeJaH Of
Haj3Ha4ajHUjUX OpojeBa y CaBpEeMEHO] MaTeMaTHIM, Iopea HeyTpayia cabupama W MHOXewa 0 u 1,
MMaruHapHe jequHune Opoj i m Opoja m. OcuM INTO je MpanMOHANIaH M peanaH, oBaj Opoj je jom u
TpaHcieaeHTan. OBaj O6poj H3HOCH MPUONMKHO: e = 2,718281828459045235360. ..
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X | \&

a>1 0<ax<l1

Cnuka 32: ExcnioneHnyjaiHa Gynknuja y = a*

OcCHOBHA CBOjCTBa SKCITOHCHIIMjAJTHE PYHKIHje Y = a*:
~ ®@ynk1Mja je ceyaa negunucana Vx € R
~ 3ax =0jey = a’ = 1 na ¢pysxuuja nponasu kpo3 tauxy (0, 1) u Ty cede y—ocy.
~ Axo je a > 1 ¢dynkuuja je pactyha (y /), a3a 0 < a <1 dyHnkuuja je omagajyha
™).
~ @yHKMja y = a* je yBeK MO3UTUBHA, Tj. rpaduK je u3Haa X—oce.

~ Baxe u cneneha cBocrtBa:

ax+y — ax . ay \

ax_y — a_x
ayY

* = Tnmecya>0,b>0,x,y€R
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Cnuka 33: ExcrioHeHijainHa pyHkmja y = e*

3.6.5. Jlocapumamcka pynkyuja u mwen 2paghux

Jloraputamcka ¢Qynkuuja je obmuka y =log,x, x>0, a>0 A a+1.
Jlorapuramcka QpyHKIIH]ja je MHBEp3HA CKCTIOHCHITN]aTHO] (DYHKITUjH, OJHOCHO BaXKHU:

y=log,x & x=a.

O6nact nedunucanoctn noraputamcke QyHknuje je wuntepan (0,+00). OBy
byHkuMjy nepuHMCcaIM Cy MKOTCKU MareMaTnyapu Henep u bpurs nouetkom 17. Beka.

3a a > 1, pynkumja je MoHOTOHO pactyha, HeratuBHa 3a X € (0, 1) 1 mo3UTHBHA 3a
x € (1, +00) (cmuka 35). Hyna dynkmuje je tauka (1, 0).

3a 0 <a<1, dyukumja je MoHOTOHO omanajyha, HeratuBHa 3a X € (1,+00) u
no3utrBHa 3a X € (0, 1) (cnuka 36). Hyna ¢pynkimje je tauka (1,0).
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0.5
| /

-1.57

Cnuxka 34: Jloraputamcka ¢pyaknuja y = log, x,3aa > 1

1.5

0.5t

Crnuka 35: Jloraputamcka pynkmujay = log, x,3a0<a <1

3.6.6. Tpuzonomempujcke pynkuyuje u wuxoe cpagux

Tpuronometpujcke ¢yHKuuje cy ¢ynkuuje yrma. [JloOune cy ume Mo TpaHu
MaTeMaTHKe KOja MX KOPHUCTH 3a pellaBame TPOYIJIOBa, a KOja ce Ha3uBa TPUTOHOMETPH]a.
Kanma je yrao, ogHocHO aprymeHT oBuMX (yHKIMja peanaH Opoj, Tama cy To (yHKIHje
pPaBHUHCKE TPUTOHOMETPH]jE: CHHYC M KOCHHYC, OJ] KOJUX ce u3Boze cBe octane. On ocranux
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OCHOBHHUX (PyHKIIMja yTja 4ecTo Cy y ynoTpeOH TaHIeHC W KOTAaHTeHC, 3aTUM, Maio pehe ce
cpehy KocekaHc U cekaHc, 1 KOHaYyHO Hajpehe cuHyc Bepcyc u kocuHyc Bepcyc. Kana je yrao
KoMILIeKcaH Opoj Tajma ¢yHKIHje yriaa mMory mnpehu y xumepOonuuke ¢ynkuuje. HBep3HE
TpI/IFOHOMelTpI/IjCKe (GyHKIIHjE 30BY c€ IUKIOMETpHjCKe QYHKIIH]jEe U apKyc-(yHKIIH]jE, TO jeCT
byHKIHja .

3.6.6.1. I'pagpux ¢pynkyuje y = sinx

Cunyc je tpuronomerpujcka QyHnkuuja. lepunuiie ce xKao OJHOC XUIIOTEHY3€ U
HaclpaMHE KaTeTe HEKOT OJroBapajyher mpaBoOyIJIOr TpOyrIJia Koju je mirpahieH Haja aaTum
YIJIOM, YHjU c€ CUHYC ofpehyje.

I'paduk pyHkmje y = sin x, unu cuHycouaa je rpaduk TpUroHoMeTpujcke QPyHKIMje
y mpaBoyriioM JlekapToBom cucteMy koopauHarta. Ha koopauHatHoM cructemy (ciuka 36) mo
aTICIICHO] OCH OJMEPHUMO jeaHake orceuke: ox —2m a0 0, on 0 mo +2m, on +2m 1o +4m, u
TaKo Jlajbe.

4y =sin X

|
g
B
|
‘w_
By
l
I
N | N
INIEE
)
NES
N
3
b4 |

Crnuka 36: I'paduk dpyHKIHje Yy = Sinx

NI
[\

sin x 0 1 0 -1 0
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HMakine, ¢yHkipja sinx je meduHHcaHa 3a CBakKO X, TO jecT X € (—o0, ). Ckym
BpeanocTu ¢yHkumje je uarepsan [—1, 1], oqrocHo dyHkiwmja je orpannyena —1 < sinx <
1. sin x je mepuoanyHa QyHKIMja ca OCHOBHOM niepuoaom 27. Hyne pynkmuje cy x = 0,x =
+m,x = +2m,... WM WTO MOXEMO 3amucatd, y3uMajyhu y o03up NeprHoaumyHOCT, Kao

x =kn, npu uwemy je k=0,%1,%2,.. MakcumanHe BpenHoctu (QyHKIHUjEe Cy Y

3 5 .
—g,%,f,..., OJTHOCHO X =§+2k7‘[, k € Z. Munumanne BpenHoctu (yHKUIHjE Cy ¥y

mw 3m 7T

51 » 5+~ OJIHOCHO X = —% + 2km, k € Z. sin x pacte y HHTepBaINMa [—% + 2km, §+

2k7r], a omnajga y HHTEpBaIuMa E+2kﬂ, 3?”+2k7r], k € Z. ®ynkuuja je MO3UTHUBHA,

sinx >0, 3a x € (2kn, 2k +1)-m), k € Z. ®dynknmja je HeratusBHa, sinx < 0, 3a
X € ((Zk —-1)-m, 2k7r), k € 7Z. OBe ocHOBHE 0COOMHE MOTY C€ TIPEACTABUTH U TPETJICIHU]E:

~ Oynkimja y = sinx je HemapHa,
~ Jlomen: (—oo, o), oqHocHO x € R.
~ Komomen: [—1, 1].

~ Ilepwon: T = 2km, k € Z.

~ Hyne (y =0): x =km, k € Z.

~  JlokaaHM MakCUMYMHU: ((Zk + %) ‘T, 1), T. Ymax = 1,3ax = g + 2km, k € Z.

~ JlokaaHM MHUHHUMYMH: ((Zk - %) ‘T, —1), T. Vmin = —1, 32 x = —% + 2km,
k € Z.
~ Ipesoju: km, k € Z.

~ VY7a3ak y HyJly IIOJ yIJIOM: %.

3.6.6.2. I'pagpuk pynxkuyuje y = cos x

Kocunyc je TpuroHomerpujcka GpyHKIMja Koja ce 3a HEKH yrao Ae(HHUIIE Kao 0HOC
Iy KMHA XUIOTEeHYy3€ U Npunajajyhe karere Haa HUME KOHCTPYHCAHOT MPAaBOYTJIOT TPOYTJIa.
I'paduk GpyHKIHjE Y = COS X, WIIM KOCHHYCOUIA j€ Takohe CHHyCOuIa, MapajieTHO ToOMepeHa
0 X OCH 32 — %

[TocTymak 3a mobujame OBOT Tpadyika UCTH j€ Kao U 3a CHHYCOHIY, aJldi HAITOMEHUMO
0JMax Jia OBa KpHBA JIMHHK]a Hehe MPONAa3sUTH KPO3 KOOPAMHATHH MOYeTak, jep je cos 0 = 1.
Kaxo je cos90° = 0, cos 180° = —1, u Tako gasbe. M3 cimke ce BUAM Ja je KpHBA HCTa KAo
CHHYCOUJIa, ]I CaMO NIOMEPEeHa MapaJieHo JIy’K alCIMCHE Oce 3a % To notBphyje u cneneha

. .o 4
JETHAKOCT: SIn (x + 5) = COS X.
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Cnuxka 37: I'paduk dpyHKIIHjE Y = COS X

T 3
X 0 - T il 2T
2 2
N N Vs Va
cos x 1 0 -1 0 1

dyHKIMja COS X je meduHMCaHa 3a CBAKO X, TO jecT X € (—00,00). CKyI BpeIHOCTH

¢dyukumje je uatepsan [—1, 1] omHocHo dyHKuHja je orpanmyeHa —1 < cosx < 1. cosx je

nepuoanyHa (pyHKIMja ca ocHOBHOM miepuonoM 21. Hyne dynkmmje (mecrta rae rpaduk ceye
3 5 .

X ocy) cy X = -l_-g, X = i;n, X = i;n,..., WU TITO MOXKEMO 3aIucaTH, y3umajyhu y oo3up

MEePUOANYHOCT, Kao x = (2k — 1) - g, npu uemy je k = 0,11, £2, ... MakcumainHe BpeIHOCTH

byskumje cy y —2m, 0, 27, ..., onHOCHO X = 2km, k € Z. MunumanHe BpeHOCTH (YyHKIIH]je
cy y —3m, —nm,m, 3m, ..., ogHocHo X = (2k + 1) -m, k € Z. cosx pacte y WHTepBaluMma
[(2k =1)- 7, 2kz]|, a omama y wmtepsamuma [2km, (2k +1) - 7], k € Z. dyuxumja je

IMO3UTUBHA, cosx > 0, 3a x € ((4k -1) -%, (4k+1) %), k € Z. ®ynkuyja je HeraTHBHa,

cosx <0, 3a x € ((4k +1) -%, (4k + 3) %), k € Z. OBe ocHOBHE OCOOMHE MOTY CcCe

MIPEJICTaBUTH U MPETIIEAHU]E:

~ @yHKIHjA Y = COS X J€ mapHa.

~ Jlomen: x € (—o0,0), omHOCHO X € R.
~ Kopmomen: [—1, 1].

~ llepuon: T = 2km, k € Z.
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~ Hyne(y=0): x = (2k+§) -1,k €Z.
~  Jlokanau makcumymu: (2km, 1), Tj. Vimax = 1,32 x = 2km, k € Z.

~ JlokamHH MHHUMYMH: ((Zk +1)-m, —1), Tj. Ymin = —1, 3a x =m + 2km,
k € Z.

~ IlpeBoju: (Zk + %) -1, k € Z.

3.6.6.3. I'pagpuk pynxkyujey =tgx

sinx

OynHkuuja y = tgx (tgx = ) je nedpuHucana 3a cBako x € R, uzy3eB y Taukama

Cos X
s
x=02k+1) ey k € Z, y oBuM Taukama MMa BEPTHKAJIHE aCUMIITOTE, a CKyI BPEIHOCTH

¢dynkiyje je R. OcHoBHE 0coOMHE:

~ @ynknmja y = tgx je HemapHa.
~ Ilepuoanuna ca ocHoBHUM niepuonom: T = km, k € Z.

~ Hyne (y =0): x =km, k € Z.

~  @yHK1HMja je MOHOTOHO pacTtyha3a x € (—% + mk, g + nk), k € Z.

3R, n -n/2 a2 S 332

Cnuka 38: I'paduk GyHkmje y = tgx

7



3.6.6.4. I'pagpuk pynxuyuje y = ctg x

Cosx

Oynkumja y = ctgx (ctgx = ) je nedunucana 3a cBako x € R, m3y3eB y

sinx
tTaukama x = km, k € Z, y OBUM TaukamMa MMa BEPTHUKAIHE aCHMIITOTE, a CKYIl BPEIHOCTH
¢yukuuje je R. OcHoBHE O0cOOHMHE:

~ @yHknmja y = ctgx je HemapHa.
~ Tlepuoauuna ca ocaoBHuM niepuogom: T = km, k € Z.
~ Hyne(y=0):x=§+kn,kEZ.

~  @ynknwmja je MoHotoHo onaaajyhaza x € (wk, w + k), k € Z.

\ X
3n2 -g -m/ n/ T 37:7)\'

Cmuxka 39: I'paduk pyHKIHje y = ctgx

3.6.7. Hneepzne mpuzonomempujcke hynkuyuje u nuxoe zpagpux

WNHuBep3He TpuroHoMmerpujcke (yHKIMje Ha3UBAJy C€ YUKIOMempujcke WU aApK)ycC
byHKIHjC.

Apkyc cunyc. Oyukumja f(x) = sin x Hema uHBep3HY QYHKIH]Y, jep HUje OHjeKimja.
Ha nmpumep, cBu OpojeBu o0nmka g + km, k € Z npecnukaBajy ce oBoM QyHKIHjoM Yy Opoj 1.
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MehytuM, nocmarpajMo pectpukijy ¢yakouje f(x) Ha [—g, %] U, Tj. GyHKOH]Y

T T

fi: |—= —] - [—1,1] rmeje f;(x) = sinx.

2’2

dynkimja f;(x) je pacryha ¢yHkumja, ma mocToju WEHa HWHBEP3HA (YHKIHja
it [-1,1] - [—%,%] U KOja Ce Ha3WBa apKyc CHHYC M O3Ha4aBa ce ca f(x) = arcsinx.

I'paduk pyHkmmje y = arcsin x cumerpudad je rpadky (GyHKIHje y OJHOCY Ha TIPaBy Y = X.
OcHoBHa cBojcTBa dyHkimje f (x) = arcsinx, x € [—1,1] cy:

~ Oynkimja f(x) = arcsinx je Hemapha, Tj. Baxu: arcsin(—x) = —arcsinx,
x € [-1,1].

~ ®ynknuja je mo3utnBHa 3a X € (0, 1] m HeratuBHa 3a x € [—1,0).
~ Hyna ¢ynkumja je x = 0.

~ @yHKIH]ja je MOHOTOHO pacTyha.

/2

-1t/2

Cnuka 40: I'paduk GyHkImje y = arcsin x

Apkyc kocumyc. ®yukumja g;: [0, m] - [-1,1], g,(x) =cosx, x €[0,m] je
HempekuaHa M onanajyha. Fbema wumBepsna ¢ynxkumja g;': [—1,1] = [0,7], g(x) =
arccosx, x € [—1,1] je takohe HenpekunHa u omamajyha. ['padk ¢yHKIMje y = arccosx
npuKa3aH je Ha cienehoj ciuum.
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Cnuxka 41: I'paduk ¢pyHKIIMjE Y = arccos x

OcHoBHa cBojcTBa (ynkimje g(x) = arccos x, x € [—1,1] cy:

~ Oynkimja g(x) = arccosx HU MapHa HU HemapHa, Tj. Baxu: arccos(—x) =
T —arccos x, x € [—1,1].

~ @yHnkuyja je nmo3uTHBHA 3a Vx € [—1,1].
~ Hyna ¢ynknuja je x = 1.

~ @yHKIH]ja je MOHOTOHO omnafajyha.

Apkyc manzenc. Oyunximja hy: [—%,g] - R, hy(x) =tgx, tne x € [—g,g] je

HenpekuaHa U pacTyha QpyHKIMja, Na MOCTOjU WeHa MHBep3Ha QpyHkuuja hyl: R — [— %, g] u

KOja Cce HasWBa apKyC TaHreHC W o3HayaBa ce ca h(x) = arctgx, x € R je Takohe
HerpekuaHa U pactyha. OcHoBHa cBojcTBa (yHkimje h(x) = arctgx, x € Rcy:

~ @ynkmmja h(x) = arctg x je Hemapha, Tj. Baxu: arctg(—x) = —arctgx, x € R.
~  ®yukiwja je mo3uthBHA 3a X > 0 u HeratuBHa 3a X < 0.
~ Hyna ¢pysknmja je x = 0.

~  @yHKIHja je MOHOTOHO pacTtyha.
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Crnuka 42: I'paduk GpyHkuuje y = arctg x

Apxyc komamnzenc. ®yukumja kq: [0, T] > R, k;(x) =ctgx, x€[0,m] je
HenpekuaHa M onanajyha. Fbema umsepsna Qynkmmja ki': R — [0,7], k(x) = arcctgx,
x € R je takohe HenpekuaHa u omanajyha. I'padk dynkumje y = arcctg x nmpukaszad je Ha
cienehoj ciuiy.

N

X

Cnuka 43: I'paduk pyHnkimje y = arcctg x

OcHnoBHa cBojcTBa Qyukimje k(x) = arcctgx, x € R cy:

~ Oynkiuja k(x) = arcctgx HM TapHAa HH HEMapHa, Tj. Baxu. arcctg(—x) =
T — arcctgx, x € R.

~  @®yHkuyja je no3uTuBHa 3a Vx € R.
~  @yHKIMja HEMa HyJIe.

~  @®yHKIHja je MOHOTOHO omnanajyha.
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V. CTYINJA CJIYYAJA

4.1. Edpekmu 2paguukozc npucmyna Ha yueHUKOB0O pa3ymesarse
anzedpckux pynkyuja

Y oBoj crymuju upommpuin cmo O'Callaghan-y cryamjy o kommjyTtepcko-
WHTECH3MBHO] anreOpH, TUME INTO CMO KOPUCTHJIM FHETOBE KOMIIOHEHTCKE CIIOCOOHOCTH H
nporiec-o0jexaT 00JIMK Ja UCTPa3UMO e(peKTe HACTaBHOT IUIaHa TpapUUKUM NPUCTYIIOM — IIe
ce kopuctu T1-82 rpadumukm kamkymarop. YYeHHIIM KOjU Cy Ha YacCOBHMA KOPHCTHIN
rpaduuky MpucTyn (QyHKIHMjaMa 00Jbe Cy pa3yMelld M MOCTUIIIUM Cy BeoMa 0oJbe pesynraTe
cea verupu nena O'Callaghan-oBor ucnurta w3 QyHKIMja, HEro yYEHHIM KOjU Cy Ha
4acoBUMa KOPUCTWIIM TpaJAMLMOHAIHU npuctynoM. Ilopen Tora, HuCy ce Halle 3HayajHe
paznuke u3Mel)y rpaguukor ¥ TpaaMIMOHAIHOT NPUCTYIA y YTHIAJy Ha KpajlbH HCIHT W3
TpaauLMOHANIHE ajaredpe WU Ha IPOLIeHy cTaBa peMa MaTeMaTUIIH.

MHoru cmarpajy Aa je obnacT ,,pyHKuuja“ jemHa ol HajUeHTpaTHUjuX 00JacTu y
MaTeMaTHIM, ald OBO je W jelAHa OJ OOacTH KOjU KOJA Yy4YeHHKa pa3BHja HEIOBOJHHO
pasymeBama. bpojue crymuje (Harvey, Waits & Demana, 1995; Mayes, 1995; Ruthven, 1990)
Cy ucnuTuBaie eekre TexHoloruje rpadukona (rpa@uukor NpucTyna) U HaCTaBHE IJIAHOBE
y Be3HW ca rpadMuKuM TPUCTYIIOM pasyMmeBamy (yHKiuja. OBe crymuje cy (OKycupaiu
YIJIaBHOM Ha yCIleX YYeHHKa M ITOKa3uBaJie Cy Ja YYCHUIM KOjU Cy KOPHCTHIN TEXHOJIOTH]Y
rpaduka, Ha UCTIUTUMA W3 TPAJAUIIMOHAIHE aryiedpe, OJIPaauiii UCTO KAao M YYCHHIIU 0e3 THX
TEXHOJIOTHja, IPU TOM ypaJIuiiu cy 00Jbe BU3yeITHE U rpadHuKe 3a/1aTKe.

Kieran (1993) je yka3uBao Ha qpyry BPCTY HCTPaKWBamba IIe CE pajJy BHUIIIE O] CaMOT
NPOCTOr TIOKa3WBamba KAaKO TEXHOJOTHja MOXe MoMohm ydeHWIMMa Ja Hayde OBaKaB
MaTepujas. MopamMo BUIIE Ja YJIOXHMO Y JETaJbHY CTYAWjy JbYJICKOT CXBaTamba y OBOj
obnactu. Teopercku 00IUK ,,poriec/odjexaT O Morao, U Ha HajMambeM HHBOY, Ja HaMm
MOMOTHE Ja ojpeauMo Te 3akjbyuke. IllTo ce Tmye obmuka ,,mporec/odjekar™, Kieran je
MUCJIHO Ha OHTOJIOTHJCKY AyaaHOCT (YyHKIUja; TO jJecT, PYHKIMja MOXe J1a C€ BUAM Ha JBa
HAYMHA: OIepaTHBHU (Kao MPOIEC) U CTPYKTYpHH (Kao o0jekar). JemaH o mctpa3uBava Koju
je yKJby4Ho Ty AyaqHOCT oOJmKa ,,Ipoiiec-odjekat™ y pamy je 6uo O'Callaghan (1998).
O'Callaghan je mpoyuaBao edekre HacTaBHOI IUIaHA KOMIIjYTEPCKO — MHTCH3UBHE aireope
(Computer — Intensive Algebra (CIA)) (Fey, 1992) na yueHHKOBO pa3yMeBame 00JacTH
byHKIHje, TIE je yropeano yuyeHuke koju cy kopuctmwim CIA ca yueHHIMMa KOjU Cy paIuiin
10 TPaJWIMOHAJIHOM HAacTaBHOM IUlaHy. OH je cacTaBHO MCHHT M3 obOnacté (yHKuuje na
MIPOIICHN pa3yMeBame YUeHHKa u3 obnactu GyHKiyja. [Inutama Ha UCIUTY Cy OMIIM CTBOpPEHA
na mpoleHe jemaH oxa cineaehux acmekara obnactu 3Hamwa (yHKuuje Oe3 kopuirhema
rpadUUKUX KajnkyJjgaTopa:

1. MopenoBaTH pealiHy cUTyaljy kopuctehu QyHKIH]Y,

2. mpeBecTH (MHTEpHpETHpaTH) GYHKIN]Y Y CMUCITY peallHe CHTyalluje,
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3. TyMa4yWTH pa3iIuyuTe NMpukaze QyHKIHje, 1

4. onpenMmeTuTH QyHKIH]C.

Kon ompenmehmBama MuCIM ce Ha Tpelia3 ca ONEpaTWBHE Ha CTPYKTYypHY (azy
oonmactu ¢ynkumja. O'Callaghan (1998) je mponamao na Cy y4eHHIHU KOjU Cy KOPHUCTHIIN
CIA octBapunu 00Jbe LETOKYITHO pa3dyMeBame (yHKIHMja HETO TPATUITMOHAIHHN YUYCHUIIH U
00JpH cy O y MOZIETIOBAbY, MIPEBOEY U TyMadewy, ajli HUje HaIlllao Pa3jIuKe y 3aJaTaKy
onpenMehuBama, KOjU je HAJTEKU O]l CBAa YETHUPH acrekTa oBor Tecta u3 (ynkiuja. Ilmyc,
O'Callaghan je xopuctHo peBuIeHTHY (pedopMucaHy) CKally cTaBa NpeMa MaTeMaTHIU
(Revised Mathematics Attitude Scale) (Aiken, 1972; Dutton, 1962) u nponamao je ma cy
VYeHHIIM, KOjU cy moj HacraBHuM ItutanoM CIlA, 3HadajHO moOoJbIIaNM CTaB TpeMa
MaTEMAaTHUIM y TOKY MOJIYTOTUIINTA.

Ham rnaBau mwsb y oBoj ctyauju je na npomupumo O'Callaghan-osy CIA ctyaujy u
71a KOPUCTUMO HETOB OOJHK Jla NCTPAKUMO M ApYyre HacTaBHE IUIAHOBE, MOCEOHO HACTaBHU
IUIaH ca rpadUuKUM OPUCTYIIOM Koju kopuct T1-82 rpaduuku kankynarop. XTenu cMo aa
BUJIUMO JIa aKO Cy HFETOBH PE3YJTaTH YTHLAIM Ha YETHPH acleKTa HErOBOT HCIHTAa M3
o0yacTi QyHKIMje ¥ Ha PEBUICHTHY CKaly IpeMa MaTeMaTHIIM, Ha KOJU HAaUMH OM BaXKWIH U
y JpyTHM HAacTaBHMM IIAaHOBMMA KOjU KopucTe rpaduuke kankymnatope. CrenududmnHo Hac
je uHTepecoBao cactaB onpeamehuBama. Kieran (1992) je Hanucao ja Mako YYCHHIU PETKO
KaJI CXBaTe CTBAPHHU CMHCA0 CTPYKTypHE anredpe, rpaduuku copTBep OM MOXKIa TTOMOTao y
CTBapamy CTPYKTypHE KOHIENIHuje. XTeJd CMO Ja YTBPAMMO Ja JU TIpaduuKd MPUCTYII
HAaCTaBHOM IUTaHYy Y3 Kopuinheme rpaduukor KaJKyJiaTopa oJiakiiaBa omnpenMehnBame
obmactu ¢ynkuja. Takohe, XTenn cMO J1a UCIUTAMO YCIEX YYCHHMKA MOCTUTHYT Ha UCIUTY
TPaAMLMOHATHUX aiNre0apckuX BEMITHHA W Ja YTBPAUMO YTHIQj TpadUUKOT MpPUCTYyMa
HACTaBHOM IUIaHY.

4.1.1. Memooonozuja
4.1.1.1. Yuyecnuuu

VY 0BOj CTyIHju Cy y4eCTBOBAIM YYEHMIIM KOJU Cy M3y4yaBallu cpenmwy anreopy. OBaj
y30pak u3abpaH je u3 Beuke mKoie rae moxaha ox npwimke 28000 yueHwKa. YYESHUIN KOjU
yde cpeamy anredpy Cy YYEeHUIM KOjU Cy NOOWMJIM HajHIDKE OLEHE Ha MaTeMaTHYKOM
MIPHUjEMHOM HCIIUTY Y TOj MIKOJIU. YKYIMHO 90 y4eHuKa je y4ecTBOBAJIO y OBOj CTyauju: 46 y
eKCIIePUMEHTAHO] TpymH, a 44 y 00MYHO]j TPyIIH.
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4.1.1.2. Mamepujanu

Kmura u3 cpenwe anredpe: ,['papuukun mpucryn® (Hubbard u Robinson, 1995)
kopuitheHa je, y ckiany ca T1-82, Ha yacoBuMa y rpynu KOjy CMO UCTIMTUBAIH. Y KEHH3U CE
HaJla3u paBHOTEXa n3Mely pana ca rpaduuKuM KaJIKyJIaTOPOM M TpaJuIMOHAIHE anredpe, u
yKJbY4dyje MpHMEpe HCTpakKMBama W OTKPHBAKkA KaKo Jia ¢ MOMOTHE YYEHHMIMMA Jla perie
npo0JieM ca MEepCIeKTUBE MYJITUIIPE/ICTABIbakha. Y USHHUIN Cy UMaid MOTYhHOCT J1a KopucTte
rpaduyke KaJKyJaTope Ha 94aCOBMMA, 3a JoMahe 3a/1aTKe U 3a MCIIUTE, allil HUCY CMEJH 3 UX
kopucre 3a O'Callaghan-os tect u3 QpyHKIM]ja WK 33 KPajibH TPAAUIUOHATHH UCIIUT.

Y4eHuIM Koju ¢y OMIM y OOMYHOj TPYITU KOPHCTWIN CYy KEBHTY U3 cpeame Anredpe:
-KoHrentn n Amnukanuje”, derspro msmame (Bittinger, Keedy i Ellenbogen, 1994), u
panuiIm cy UCTe BEKOE Kao YYEHHUIM Y MCIUTHBHO] TPYIH, aJld KEHTa je BUIIE Harjacuia
namheme U30JI0BaHUX YHIEHHIIA M Tpoueaypa, U omoryhaBama je CHOCOOHOCT Y
KaJIKyJIUCamky C ManupoM U onoBkoM. Dokycupana je Ha ynpomrhaBame U TpaHchopMucame
u3pasa M peuaBame jeqHaunHa. OOMuYHa Tpyma, Jakie, HUje UMaia MPHUCTYN Tpapuukom
KaJIKyJ1aTopy.

4.1.1.2.1. I'paghuku kankyramop

['paduku kankynarop (Takohe kankymnaTtop rpadukoHa) OOMYHO C€ OJHOCH Ha Kiacy
PYYHUX KaJIKyJIaTOpa KOjU Cy y CTamy Ja [pTajy rpaduke, peiiaBajy CHMYJITaHe jeTHAYNHE,
3aTuM 00aBJpajy M OpojHE Apyre 3aaaTtke ca Bapujabrmama. Hajmomymapuuju rpaduku
KaJIKyJIaTOpH Cy, Takohe, mporpaMu, Koju oMoryhaBajy KOPHCHHKY Jia Kpewpa npuiarohexe
nporpame, OOMYHO 3a HaydyHe / MHXEHEpPCKe M elyKaTHBHE aruimkanuje. 300r CBOjUX
BEJIMKHMX €KpaHa HaMEHEHUX TpaduinMma, Ha BUX, Takohe, MOXe /a ce yHece HEKOJHKO
penoBa TEKCTa U MpopayyHa y ucTo Bpeme. Heke oJl HOBUjUX rpadHuukux KajkyJjaTopa Koju
cy y 0oju, a Takolhe MMajy U MHTEpAaKTUBHU aHUMHpPAHH IPTEK MaTeMaTHYKuX rpaduka (2D
u 3D), u apyre ¢purype nomyT aHUMUPAHUX F€OMETPHJCKUX TeopeMa, MPUIpeMe JIOKyMeHaTa
KOjU MOTY J1a YKJby4e OB€ I[pTexa U rpaduke, uta. I'padudaku KaikymaTopu ce KOpUCTE YaK
y cpelmuM LiKojama u gakynteruma. [locroje nBe kareropuje rpaduuKuX KaJKyjiaTopa:

1. Hywmepuuku (uiam camo rpadUyuKH) KaJKyJIaTOpyd — U OHH MPHKa3yjy HyMEpHUKe
pe3yJTare, HajBUIIE MIPEICTABIbEHE KA0 PA3JIOMaK; U

2. CAS (wmm cuMOONMYKH) KaJIKyJIaTOpH — HAjJHANPEIHUJH KAJIKYJIATOPH, Y CTamky
Cy Jla MpUKaxxy cuMOonn4aH pe3ynrar (y oOIuKy u3pasza Ui jeJHaYuHe ), 00UIHO
Kopuctehn padyHapcKku anreOpCKH CUCTEM.
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T1-82 je rpaduku kankymaTtop HampaBbeH o cTpane Texas Instruments. TI-82 je
nu3ajaupad 1993. ronune kao 3amena 3a TI1-81. To je mupekxtHa npereda TI-83. Kao u TI-81,
kapakrepuctuka T1-82 je 96x64 mukcena, anmu ca MHOTUM HOBUM KapakTepucTukama. 1 1-82
ce Hamaja u3 ucTor nporecopa kao u T1-85, 6 MHz Z80 mukponporiecop CPU, 3a paznuky ox
TI-81 xoju uma 2 MHz Z80 mpomecop. Ocum Tora, pacmonoxuBa PAM memopuja je
nosehana Burire o gecer myta - o1 2400 1o 28734 6ajra (uemrro Buie ox T1-85). TI-82 je
IBa MmyTa penusajuupat, npeu 1999. rogune u apyru nyt 2001. Fogune. 1999. nuzaju je 6uo
BeoMa ciauvad T1-73, T1-83 mryc, u T1-89. YBeneHn Buiie y o0IuKOBawmy ,,Tena”, Tj. Iu3ajHa U
CJIMMUHMCAH je 3aKpPUBJbEH €KpaH KOju je yoOmuajeH kox Tl rpaduukux KajkymaTopa
moueBm ox T1-81. 2001. rommne (mamgumak TI-82 ,Parcus®) mpencraBmbeH je Maio
Apyraunju oOJIMK KaJKyJaTopa, eTMMHHKCAHA j€ CjajHa TpaHHla eKpaHa, U OHo je je(h THHU]H.

Cnuka 44: T'paduuku xankymnatop T1-82

4.1.1.3. Hucmpymenmu3ayuja

Tect u3 ¢yHkumja kojy je crBopuo u kopuctuo O'Callaghan (1995, 1998) je 6mo
HAMCHCH CBHM YYCHHUIIMMA Y OBOj CTYAHMjH Kao NMPBU UCIHT HA IMOYETKY MOJYTOIHINTAA H
MOCTIE Y (3aBPITHH ) UCIIUT HA Kpajy momyroha.

OBaj UCTIHT je CauyME-EH TaKo Jia ce pemana 0e3 MoryhHocTn Kopuiithema rpadudkor
KaJKynaTopa. Mcnut je cactaBmeH Tako J1a je CBaKO MUTame (OPMYIIHCAHO J1a Ce MPOLECHH
jenan ox cinenehux acmekTa 3Hama U3 001acTH PyHKIH]a:

1. wmopgenoBatu peanHy cutyauujy kopucrehu ¢pyHkuujy,

2. mnpeBecTd QYHKIH]Y Y CMUCITY PEaIHE CUTYyaIld]e,

3. TYMayuTH pa3Iu4uTe 0OJUKE MpecTaBbamba (yHKIH]jE, U

4

omnpenMeTuTu (PyHKIH]e.
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WHcTpyMeHT Koju je u3adpaH Jla OLIEHU CIIOCOOHOCTH TpaauIMOHAIHE ariedpe Ko
YUYEHHUKA je TIOCTIEIb1 UCIIUT BUIIET OJIe/berha, UCTIUT ca 1o 50 muTtama u3 anredpe. Mcour je
JlaBaH Ha CBa YETHPH Yaca y MOCIEIHb0] HeJeJbH MOIYTOANIITA, U YUSHUIIM CY UMaJIK 3 caTa
3a U3pajy UCIIHTA.

Jla Ou ipolleHU CTaB YUCHHKA MpeMa MaTeMaTHIIU, KOPUCTUKH CMO PEBUJCHTHY CKaITy
craBa npema marematunu (Revised Mathematics Attitude Scale) (Aiken, 1972; Dutton, 1962)
W Mpe U Mociie uchura, ucto kao mro je to yunnuo u O'Callaghan. OBaj unCTpyMeEHT je
KopuitheH y HEKOJIMKO CTyJMja U cMaTpa ce Kao qo0ap u300p Kaj ce UCTpaxKyje cTaB mpema
MaTEeMaTHIIH.

4.1.1.4. Cmyoujcka npouedypa

VYcenex koj yueHuka Koju cy kopuctunu T1-82 y rpaduukom nmpucTyy HacTaBHOM
iany yropeheH je ca ycrmexoMm y4eHHKa KOju Cy PaJuiIy 10 TPaJUIMOHAIHIM HACTaBHUM
MeToAaMa y anredpe, kopuctehu HHCTPYMEHTE KOjU Cy HaBeJeHM rope. Y OanaHcy cy Ouna
KopuitheHa 4eTupu Jienna Kypca anredpe Koju Tpaje jeHO MOIYTOIUINTE U J[Ba HHCTPYKTOpPa
O/l KOJUX je jeJJlaH BOAMO YacOBE EKCIIEpUMEHTAJIHE, a Ipyr'y YacoBe oOnuaHe rpyme. Jeaan ox
7Ba jyTapma 4aca M jeJlaH O]l ABa I0ciIe MOJHEBHA Yaca M3a0paHM Cy HAaCyMHUYHO, U Ty c€
KOPUCTHO NMPOOHM HACTAaBHU IUIaH. YUEHHUIM Cy c€ Tele(OHOM PErucTpoBalid 3a 4HacoBe
noMohy KOMITjyTepCKOT IporpaMa 3a 3akasuBame. OuekuBajio ce Jla MOMyJalije 4acoBa
Oyay ciuyHe. YUeHHMIM EKCIEpUMEHTaJHe Ipyle HMalu Cy NPWIMKY Ja ce mpedare y
OOMYHY TpyIly, YUjH Yac ce IPKao y UCTO BPEeMe, alli HUKO HHjE XTEO.

HcTpaxxnBaun cy mocMaTpaiy CBakM €KCIIEpUMEHTaJaH U 0OMYaH yac Ha HaCyMHUYHO]
0a3M TOKOM HOIYTOIWINTa, W (hOKycHpasu Cy Ha MOHAIame mpodecopa (HACTABHUKA) U
pa3BHjame HacTaBe, ajll U Ha MOHAIAKkE YUEHUKA U Ha Kopullheme KajaKyJaTopa. 3a CBakH
4yac, WHCTPYKTOPU Cy 3ajeHO IUIAHHMpaJd M NpaTWIM HUCTU IUIaH 3a ydewme, Apxkehu ce
HACTaBHOT IUIaHa TOT rpaauBa (Kypca). M3 uHTepBjya u nocmarpama HCTPaXKUBAYH CY JOILIH
710 3aKJbyYKa J]a MHCTPYKTOPU HUCY UMaJIH CKJIOHOCT IIpeMa HHU jeTHOj BPCTH MPUCTYTIA.

[Mpouenypa omucane craTucTuke U ananu3a Bapujanta (ANOVA) ynoTtpebibeHa je Ha
pesyatare ca npsor ucnura O'Callaghan—-osux ¢ynkumja u aemorpadceke Bapujadie ma
oJlpesie TIOUeTHE pa3iuke u3Mel)y cBa 4eTupu ofesbema y cTyauju. OnesbeCcKu MpoGIN 0
TUIIMYHUM KapaKTepHCTUKaMa NPYKWIHA Cy TOJATKe O MOJy YYeHHKa (MEpeHO y MPOICHTY
KOJIMKO je OmiIo MylKapara), MpOCEYHOM Yy3pacTy, HUCKyCTBUMa y MaTematuuu (0poj
MIPETXOJAHUX 3Hamka U KypceBa O aireOpH), CIIOCOOHOCTH y MaTeMaTuim (Marematuike SAT
oriere), mpensulieHoj omenu y matematuinud (PGM) mpopauynatoj mo ¢opmyiau BHIIET
0JleJbeha, M YCMEHOj criocoOHocTH (yemeHe SAT orieHe).

AHain3a OBHX KapaKTepUCTHKa IOKa3alla je Ja Cy Ce YYEHHIM CBa YETUPU OJIeJbeHha
Pa3IMKOBAIM CaMO MO TIONTy. YTJIaBHOM je OWIJIO BUIIE KEHCKUX YYCHHUIIA, alli je OWIo BUIIe
MyIIKapana HEero »eHa y eKCHepUMEHTaJIHOj Ipynu. AHajlu3a OIeHE IMPBOI HCIHMTA U3
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¢dbyHKIM]ja HUje MOoKa3ana 3HayajHe pa3sinke n3Mel)y MpeTxoIHOr 3Hama U3 00JacTu (QyHKIHja

n3Melyy Te 4eTupu rpyIe, ¥ 3aTO C€ HUje KOPUCTUJIA Ka0 BapHjaHTa y MOCIEAH0] aHATHU3H.

4.1.2. Pezyaimamu

4.1.2.1. O'Callaghan—o6é ucnum (mecm) usz ¢pynkuuja

PazymeBame ydeHuka wu3 o0nacTd ¢yHKIHMja Yy TIOYETKY j& aHaJIM3upaHo ca
MANOVA-oMm, ca 4yeTupu cacTaBHE OIeHE (YeTUPH OLIEHE U3 T0jeIMHAYHIX KOMIIOHEHTH) U
JEIIHO] IICJIOKYITHO] OIICHM Ha HWCIUTYy W3 (YHKIM]ja;, Takie, W BapHUjaHTE pe3yirara ca
MOjeIMHAYHUX KOMIIOHEHTH Cy Jojare oBoj aHanu3u. Tabma 4.1. mokasyje mpoceke H
CTaHJap/He JAeBHjalje 110 UCIHUTY 3a CBaKy KOMIIOHEHTY U 32 YKYIHY OLIEHY.

Tabna 4.1.: 3aBpiiHu TecT U3 PyHKLHUja

EKCIHEPUMAHTAJIHA KOHTPOJIHA
KOMIIOHEHTE Ml;,légg%,[ﬂAH
T e ol Il B

MOJEJIOBAKBE 7 4.32 1.65 3.33 1.64
UHTEPITPETALIJA 11 7.46 1.92 5.90 2.21
ITPEBOBEWBE 9 5.05 2.26 3.64 2.21
[MOATIPEAMETABE 10 4.20 1.89 2.74 0.29
YKVIIHO 37 21.02 5.87 15.62 4,70

ExcniepumMenTanna rpymna je umasna Behe mpoceke 3a CBaky MojeIMHavYHy KOMITOHEHTY,
a MCTO TaKO W 3a YKYIIHY OlleHy Ha ucrnuTy u3 ¢ynkuuja. MAHBOA, F(4,69):4.68, je

otkpuo 3Hauajan edekar Ha « =0.01 HUBOY, mMTO MOKa3yje Ja EKCIEPHUMEHTAJIHA Ipyma
yIJIaBHOM HMMalla 3Ha4yajHO 0oJbe pasyMeBame W3 oOsacTu (yHKIMja HEro obuyHa Tpyra.
BapwujanTte pesynrata AHOB-e Ha yeTnpu mojequHadyHe KOMITOHEHTE IOKa3ajie Cy 3HadajHe
pasmuke Ha @ =0.05 HUBOY y rpymnu Koja je KopucThia rpad)UaKy MPUCTYIT 32 MOJICIIOBAHE,
npeBoheme U TymMauewme, u paziuke Ha @ =0.01 HuBoy 3a onpenmehuBame.
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4.1.2.2. 3aépuwinu ucnum

HNako je excriepuMeHTalIHa TpyTa nMajia Maio Behy mpocedny orieHy Ha OBOM HCIHTY
(kKoja MepH 3HaWE M BEIITHHE yUEHHKa U3 TPAJAUIIMOHAIHE anreOpe), HUje ce Hallula 3Ha4yajHa
pasnuka usMmely oreHe ekcniepuMeHTalHe (UCIIUTUBAHE) U KOHTpoJIHE (00m4He) rpymne. Mako
Cy YYCHMIIM jeHOT MHCTPYKTOpa MMaju Mano Behy mpoceuHy OIeHy O] yueHHKa Ipyror
MHCTPYKTOpa, HUCY C€ HalUle 3HayajHE Pa3MKe y TIaBHUM e(eKTUMa WHCTPYKTOpa WIH
1oJia, WK 3a MHTEpaKIuje u3Mely te Tpu Bapujadie.

4.1.2.3. Cmaeé ankeme

3aBpIIHM HCIUT Yy BE3M aHKETE, KOjU Cy YUYCHHMIM MOIYHWIM Ha Kpajy Kypca u3
anredpe, je TMOKa3ao Ja Cy YYCHHIM y EKCIICPUMEHTAIHO] TPYNMH HMajJd Majio BHIIC
MO3UTHBHE CTaBOBE HETO YYEHHIM Y OOMYHOj TPYNH y BE3HM MaTeMaTHKE W MaTeMaTHYKe
cioco6HocTH. MehyTuMm, Huje Omira 3Ha4dajHa pa3nuka n3Mely eKcrepuMeHTanHe U oOuvHe
rpyre, uamely HHCTpyKTOpa, Wim u3Mely mososa.

4.1.3. 3akwyuuu u ouckycuja
4.1.3.1. Tecm (ucnum) u3z pynkyuja

300r HOCTYMHOCTH TpapUIKNX KaJKyJIaTopa, HACTABHU IUIaH IpaMuKUM HNPUCTYTIOM
yKJbydyje caMo IpuMepe M mpolieMe Iie MOXe Ja ce MOJAENYjy CTBapHE CHUTyaluje ca
¢dbynknujama, rae Ou MHave Tpebajao MpeBUIe BpeMeHa WM OW OWJIO HEmpakTU4YHO 0e3
rpaduUKNX KaJIKyjnaTtopa. Taj KalKynaTop HyAM KOPUCHHKY MoOryhHOCT na Op30 CTBOpH
jenHaunHe, Tabse u rpadukone, a u MoryhHocT na ce 6p30 kpehe mely muma.

Taxo, MOXe a ce 3aKJbY4H J1a je OMII0 jeTHOCTaBHHj€ YUCHUIIMMA KOJU Cy PaJHiIH 10
rpa@u4KkoM TPUCTYNy W KopucTwid [1-82 Hero ydeHMmEMa KOJU Cy paaiid Io
TpaIUIMOHATHUM METOAaMa KaJl pajie ca JaTOM pealHOM cuTyanujoM. IIpexo momyroaumTa
eKCIIEpUMEHTAJIHA Tpylla Cc€ HaBHWKJIa Ja HChuTyje rpaduk GyHKIHjEe ca HEKOJIHKO
NEpCIEeKTHBAa M IpeMa TOME Cy MOCTUIJIM 3HauyajHO OoJbe pesynrare y MNpeBohemy H
TyMa4yewmy MUTamba HEeTo IITO CY TO YUYUHIIN YUYECHHUIH KOJH CYy PaJWiIH MO TPAIUIIHOHATHOM
MIPUCTYIIY.

Pesynratu npBe Tpu KoMmmoHeHTE ¢y y ckiany ca O'Callaghan-osum otkpuhuma ca
CIA nacraBHUM IUTaHOM. AJHM, 32 KOMIIOHEHTY omnpeaMehuBame, HAILIM CMO 3HayajHy
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paznuky usmely rpyne ca rpaguukum npuctynom u oomynom rpymom, a O'Callaghan nuje
Hamao pasnuky. OreHe KOMIIOHEHTa onpeaMehnBama Koje cy Ouie HajHMKE Of CBE YETHPH
KOMIIOHEHTE MOJ[jeIHaKO M 3a TPAJAULIUOHAIHY M 32 EKCIEPHUMEHTAJIHY TpyIy, MOKa3yjy
Temkohy y mporecy onpeamehnBama, U OBaj MPOIEC YKJbydyje Behu CTemeH amcTpakiyje
HETo OCTaJla TPU acleKTa pemansama ¢pyHkurja. OnpenmehnBame je mpolec Koju ce He MOXe
MOAYYaBUTH. YMECTO TOra, TO j€ TOMEpame Koje YKJbydyje Mpesia3 Ojf ONEepPaTUBHOT 10
CTpyKTypHOr 3Hama kourerna. ¥ O'Callaghan-ooj cryamju CIA HacTaBHMM IUTaHOM,
YUYCHUIU Cy UMaJIM MPUCTYT TpauuKoj TEXHOJIOTHJU CaMO y JIA0OpaTOpHju. YUCHHIN KOjU
Cy KOPHUCTWIM Tpauuku MPUCTYN UMATH Cy JOCTyMHE Tpaduyke KaJKyJaTOpe Ha CBAKOM
yacy, a u 3a noMahe 3a7aTke, ¥ TaKO Cy MMaJIM BHIIE MPHIMKA Ja UCTPake TOK (PyHKIHje 1
Ja UcnuTyjy abcrpakTHe arumkanuje. OBa pasiuka y JOCTYMHOCTH IpadUdKe TEXHOJOTH]e
MOXeE J1a 00jacHU pa3uKy y onpeamehnBamy Koja je mpoHaleHa KOj OBE JIBE IPyIe y OBOj
crynuju, amu He u 'y O'Callaghan-ooj cryauju.

3HavajHEe pa3IMKe y TPAAUIIMOHAIIHUM BEIITHHAMa anreOpe Hucy npoHaheHe usmel)y
eKCIIepUMEHTaHe U o0uuHe rpymne. Moxe ce pehu na yyeHMIM eKCIepUMEHTAlHE TpyIie
KOjU Cy KOPUCTHIM TpaduyKe KaJKyJaTope TOKOM TOJYTOAMINTAa HHCY OWJIM CIIPEUCHH Jaa
KopucTe pauyHaHcke moryhnoctu. Huje 6uno odekuBano na he mcnut momohy rpaduukor
KaJKyJlaTopa JaTh yYeHHUIIMMa MPEJHOCT HaJ YYCHHIIMMa KOju ce 0aBe TpaJuIMOHAITHIM
MeTOoZaMa, jep je KpajHu HChIuT (OKyCHUpaH Ha H3padyHaBame IAallUpOM M OJOBKOM, H
MaHHITYJIUCAkhEe Ca TIOCTaBakbEeM M TpaHC(POpPMHCAHEeM CHMOOJIMYKHX H3pa3a U pellaBambe
jennaunmHa. OBU pe3ynraTH cy AoHeKIe noayaapuu ca pesynraruma y O'Callaghan-ooj
(1998) crymmju. Hako je O'Callaghan mamao HwkM HHBO 3Hamba y CHMOOIHYHO]
manuyruiangju ko ClIA ydeHuka Hero Koj TpaJWIMOHAIHUX yYEHUKA, OH HHjE HAIlao
3HayvajHe pasyuke nocie kopekinuje ClA yueHNKOBUX HIDKUX MaTEMaTHUYKUX CITIOCOOHOCTH Ha
caMoM MOoYeTKy. MU CMO MpPOHAILIM Ja c€ YYCHUIM ca rpad)uuKUM IPUCTYIIOM HACTAaBHOM
TUTaHy Kao IEeJIMHA HUCY Pa3IMKOBAIH O]l YICHHKA Ca TPAJAUIMOHATHUM MPUCTYIIOM Y CTaBy
npema Mmatemaruim, aqu O'Callaghan (1998) je mamao ma cy ce ydYeHHIM KOjU KOPHUCTE
Hactapaun 1iaH  CIA  3HadajHO moOOOJBINIAIM  CTABOBE TpeMa MaTEeMaTUIM TOKOM
MOJTYTOTUIIITA.

4.1.3.2. Ilpenopyke 3a 6yoyha ucmpasxcuearma

ApryMeHTH KOjU C€ jaBJhajy ,,0l CBHUX oOmactu rae Oyayhe HcTpakuBame MOXeE
npodUTaOMIIHO Ja Ce CIPOBEAEe, jeIUHHM KOjU Ce HM3/Baja W rne Tpeba BHINE MaXme Ja ce
oOpaty, je To kako Hahu HaumHe 1a ce GOPMYJIHINY CTPYKTYpHHU KOHIICTITH KOJ Y4YCHHKA™
(Kieran, 1992). Tpeba ma ce HacTaBM aKICHAT Ha UCTPaKWBamby Ja ce MpoHalje HAYMH KaKo
na ce omoryhu TpaH3uWIMja O]l ONEpPAaTHBHE JO CTPYKTYpHE KOHIICTIIUjE KOJ Y4YCHHKA.
HctpaxkuBama y Be3um onpenMehmBama (QyHKIMja W OcTajie o0yiacTd Mopajy Outh
npommperne. CTyauje ¢y nmorpeOHe Kako OM ce HampeoBajo y ca3HambMMa O TOME KaKBa je
WHTEepaKIuja u3Mel)y CTpyKTypHE U MPOIeaypaTHe KOHIEIIUje Kajla YICHHUIIN pajie anreopy
y TEXHOJIOIIKOM OKPYXEHkY. BUTHO je mpocTyaupaTH KaKO TEXHOJOTHja IMO3UTHBHO H
HETaTUBHO YTUYE Ha pa3BUjambe U CTPYKTYPHE U MPOIEAypaTHe KOHIICIIITH]E.

89



V. 3AK/bYYAK

O6pa3oBame nomohy pauyHapa 0OHOCHU C€ Ha MIPUMEHY padyHapa U MH(OPMAaLMOHUX
TEXHOJOTHja y oOpa3oBamy. IlocienmuX HEKONIMKO TOJHMHA je IMoyesla MacoBHA ymoTpeda
pauyHapa. MHpOpMaIMOHEe TEXHOJIOTHjEe CE pa3BHjajy HEBEPOBATHOM OpP3MHOM H HHUXOBA
NPUCYTHOCT Y CBHM JbYJICKMM JelaTHOCTHMa je cBe Beha. Pa3Boj HOBHX TexHojoruja
oMoryhmo je W BHXOBY NpPUMEHY y 00pa3oBHOM mporiecy. MomaepHu3amuja oOpa3oBHOT
cucTeMa je BpJIO CIIOXKEH Ipolec. Y 3eMJbamMa pa3BUjeHOT Jiefla CBeTa OJIaBHO Cy ce JIecuiie
KpyIlHE NpOMeHe y mporecy obOpa3oBama. OHM WOy Ka TOME Ja CE IITO BHUIIE KOPUCTE
nH(pOpMalMOHEe TEXHOJOTHje KOje MOCTajy Je0 CaBpeMEeHOr o0pa3oBama, O]l Mpe3eHTalldje
caZpkaja moMohy CHelujaan30BaHuX co(TBepa TOKOM H3BOlhEeHma HAcTaBe, /10 y4emha THUX
caapaja HMHIMBHIYaJIHO WJIM Yy TpPyHOH TOCPEACTBOM ojropapajyhux cogrBepckux
m1aTGopmu.

Hajmoromnuja 3a y4eme momohy pauyHapa je mMaremaruka. [Ipumena pauyHapa y
HACTaBH MaTEeMaTHKe MOJpa3yMeBa €AyKaTUBHO KOpHIIheme padyHapa ca CIIeHHjaTHOM
MaTeMaTHYKOM padyHapCKOM IOJAPIIKOM y HacTaBu. OBa clierujaiHa MojpIlka ce OJHOCH Ha
OHE TIporpaMe KOjH TMOJpPKaBajy jelaH WM BHUIIE MaTEMAaTWYKUX IpHKa3a (rpaduykux,
CUMOONMNYKHX, TaOnmn4HuX). TO Cy pa3Hu mporpamMu JHHAMHYKE TeOMeTpHje, rpadUuKy ajaaTtu
u npyro. [loctoju M HU3 TporpaMa KOju ce KOPHUCTE y HACTaBH MAaTEMaTHKE W 30BEMO HX
MHTEPAaKTUBHHUM ajaTuMa. To Cy MporpaMu HaMEHEHH €IyKallUjH U calapikaj UM MOoXe OuTH
HAMCHEH y4Yely OWMJIO KOr TpeaMmera, ma Tako M Matemaruke. Kopumheme mprexa u
rpagUUKUX MMpHKaza y HACTAaBH OJaKIlIaBa TPOJMMEH3MOHAIHO MpHKa3uBame odjekara. Kana
ce HeKa TPOJIUMEH3MOHAIIHA CITMKA MPEICTaBJha HA TMANUpPy WU TaOJM, MHOTUM YYCHUIMMA
HHUje CacBMM jacHa W pa3ymJbuBa. YBohewmeM MH(POPMAIMOHMX TEXHOJIOTHja y HAcTaBy
oBaKkBHU TpoOsiemMu Ou ce m3berym. M3pana nprexa, rpaduka u Tabena OM mocrajna Jakia 1
Opxa. J{ok je y kiacuuHoj HacTaBu Moryhe y TOKy jeIHOT yaca MpeICTaBUTH jeIBa HEKOIUKO
rpaduka GyHKIHja, KopulrhemeM HHPOPMAIMOHUX TEXHOJIOTHja OU ce JoOWIo Ha Op3uHHU, U
Taj Opoj 6u ce ysehao.

Mehytum, 1 mopen OpojHUX MPEAHOCTH y KOpUITherhy HHPOPMAMOHUX TEXHOIOTH]ja
y rpaduuKuM npukasuMa QyHKIHja U Kopuinhemy rpaguukux KaiakynaTopa (Kao Ha puMep,
KO/ OBHX Koje cy mpukazaHe y okBupy CASE cryamje), KoJ Hac Cy joml YBEK NPHCYTHa
HeraTMBHA MUIIUbEH-A BE3aHa 3a TakaB NMPHUCTYI HACTaBH, IOPEJ CaMOI' OJIp)KaBamba HacTaBe
Ha Taj HAYWH, Ty je ¥ OWTaH (pUHAHCHjCKH (PaKTOp, Be3aH 3a PACIIONOXKHUBU IIKOJICKA H
ApKaBHU OyleT 3a Hab0aBKy THX KaJIKyJaTopa.

JInyHo mucnuM na O6u ce kopumhemeM OBUX IpaUUKHX KaJIKyJIaTropa JIOTPHHEIIO
JIOHEKJIE yCaBpIllaBalky W pa3dyMeBamy ojipeheHnx o0JacTu y LpTamy M pa3Bojy rpaduka,
any OM ce YUYCHHUIM NMPEeBHILE OCIAkald HA T3B. KOMIJYTEPCKO pellaBame npobiema, Te He
O camu ymenu Ja u3Beny onpeheny rpaduuky onepaiujy 6e3 moMohu THX KaJIKyJiaTopa.
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