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1 Ïðåäãîâîð

Òåîðèjà õîìîòîïèjå ïðåäñòàâ§à jåäíó îä öåíòðàëíèõ ãðàíà òîïîëîãèjå. Ó »åíîj îñíîâè ñó
õîìîòîïñêå ãðóïå êîjå, óç õîìîëîøêå è êîõîìîëîøêå ãðóïå äàòîã ïðîñòîðà, ÷èíå ôóíäà-
ìåíòàëíè àëàò àëãåáàðñêå òîïîëîãèjå.

Ó îêâèðó îâîã ðàäà ÷èòàëàö £å èìàòè ïðèëèêó äà ñå óïîçíà ñà õîìîòîïñêèì ãðóïàìà.
Ó óâîäíîì äåëó, çà ÷èòàîöå êîjè íèñó äîâî§íî óïîçíàòè, äàòå ñó äåôèíèöèjå è îñíîâíà
ñâîjñòâà íåêèõ îájåêàòà íà îñíîâó êîjèõ ñå ãðàäè òåîðèjà õîìîòîïèjå. Ó îäå§êó î ôóíäàìåí-
òàëíîj ãðóïè äåôèíèñàí jå ïîjàì ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå êîjà jå ïðâà ó íèçó õîìîòîïñêèõ
ãðóïà òîïîëîøêîã ïðîñòîðà. Ñëåäè îäå§àê íàçâàí Âèøå õîìîòîïñêå ãðóïå. Òó jå äàòà
äåôèíèöèjà ñâèõ õîìîòîïñêèõ ãðóïà, ñà îñâðòîì íà ñëó÷àj n = 0 êàäà ñå, çàïðàâî, íå äîáèjà
ñòðóêòóðà ãðóïå. Ó îâîì, êàî è ó ïðåòõîäíîì îäå§êó, ïðèñóòàí jå ãåîìåòðèjêè àñïåêò
íàâåäåíèõ ïîjìîâà, à ñàìà äåôèíèöèjà õîìîòîïñêèõ ãðóïà äàòà jå íà äâà åêâèâàëåíòíà
íà÷èíà. Íàêîí äåôèíèöèjå, ó îäå§êó Ðà÷óíà»å õîìîòîïñêèõ ãðóïà íàâåäåíà ñó òâð¢å»à
êîjà ñó îä çíà÷àjà çà ñàìî èçðà÷óíàâà»å õîìîòîïñêèõ ãðóïà êîíêðåòíèõ ïðîñòîðà ñà
íàjâàæíèjèì ïðèìåðèìà. Ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå ïðåäñòàâ§àjó óîïøòå»å õîìî-
òîïñêèõ ãðóïà è ó îâîì îäå§êó jå äàòà »èõîâà äåôèíèöèjà. Çàòèì jå, ó îäå§êó Äóãè òà÷àí

íèç õîìîòîïñêèõ ãðóïà, ïðèêàçàí è »èõîâ îäíîñ ñà àïñîëóòíèì õîìîòîïñêèì ãðóïàìà. Ó
Äîäàòêó ñå íàëàçå òåîðåìå êîjå ïðåäñòàâ§àjó íàäãðàä»ó äàòå òåîðèjå õîìîòîïñêèõ ãðóïà.
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2 Óâîä

Ïðâè çíà÷àjàí ïîjàì ó òåîðèjè õîìîòîïèjå jåñòå ïîjàì õîìîòîïíèõ ïðåñëèêàâà»à èç êîjåã
ñå èçâîäå è ïîjàì õîìîòîïñêè åêâèâàëåíòíèõ ïðîñòîðà êàî è ïîjàì ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå

è îñòàëèõ õîìîòîïñêèõ ãðóïà íåêîã ïðîñòîðà.
Äåôèíèöèjà 1 : Íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à f, g : X → Y ñó õîìîòîïíà, ó îçíàöè

f ' g, àêî ïîñòîjè íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å F : X × [0, 1]→ Y òàêâî äà jå:

(∀x ∈ X) F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x).

Ïðåñëèêàâà»å F ñå ó òîì ñëó÷àjó íàçèâà õîìîòîïèjà.
Ñêóï ñâèõ íåïðåêèäíèõ ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêîã ïðîñòîðà X ó òîïîëîøêè ïðîñòîð

Y îçíà÷àâà£åìî ñà C(X, Y ) èëè, ÷åø£å, ñà Map(X, Y ). Êðîç öåî òåêñò, ñìàòðà£åìî äà ñó
ñâà óíàïðåä äàòà ïðåñëèêàâà»à íåïðåêèäíà.

Ëàêî ñå ïðîâåðàâà äà jå ' ðåëàöèjà åêâèâàëåíöèjå íà ñêóïó Map(X, Y ).
Äåôèíèöèjà 2 : Òîïîëîøêè ïðîñòîðè X è Y ñó õîìîòîïñêè åêâèâàëåíòíè, ó îçíàöè

X ' Y , àêî ïîñòîjå ïðåñëèêàâà»à f : X → Y è g : Y → X òàêâà äà jå g ◦ f ' 1X è
f ◦ g ' 1Y .

X
f

�
g
Y , g ◦ f ' 1X , f ◦ g ' 1Y

Äåôèíèöèjà 3 : Íåêà ñó X è Y òîïîëîøêè ïðîñòîðè è A ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà X,
à f, g : X → Y íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à çà êîjà âàæè äà jå çà ñâàêè åëåìåíò a ∈ A
f(a) = g(a). Òàäà êàæåìî äà ñó ïðåñëèêàâà»à f è g õîìîòîïíà ðåëàòèâíî A àêî ïîñòîjè
õîìîòîïèjà F : X × I −→ Y òàêâà äà jå 1

(∀x ∈ X) F (x, 0) = f(x), F (x, 1) = g(x)

è jîø:
(∀a ∈ A)(∀t ∈ I) F (a, t) = f(a).

Ïèøåìî: F : f ' g (rel A).
Ó òåîðèjè õîìîòîïèjå ïîñìàòðà£åìî ïðîñòîðå ñà áàçíèì òà÷êàìà. Òîïîëîøêè ïðîñòîð

X ñà áàçíîì òà÷êîì x0 ∈ X îçíà÷àâà£åìî êàî ïàð (X, x0). Áàçíó òà÷êó x0 ìîæåìî ñõâàòèòè
êàî ïîòïðîñòîð ïðîñòîðà X êîjè ñå ñàñòîjè îä ñàìî jåäíîã åëåìåíòà.

Àêî ñó (X, x0) è (Y, y0) äâà ïðîñòîðà ñà áàçíèì òà÷êàìà, òàäà £åìî ñà Map0(X, Y )
îçíà÷àâàòè ñêóï ñâèõ íåïðåêèäíèõ ïðåñëèêàâà»à ïðîñòîðà X ó ïðîñòîð Y êîjà òà÷êó
x0 ñëèêàjó ó òà÷êó y0. Äà ïðåñëèêàâà»å f ïðèïàäà ñêóïó Map0(X, Y ) íàãëàøàâà£åìî
è çàïèñîì f : (X, x0) −→ (Y, y0). Ñêóï ñâèõ êëàñà ïðåñëèêàâà»à êîjà ñó õîìîòîïíà
ðåëàòèâíî x0 îçíà÷àâà£åìî ñà [X, Y ]0.

[X, Y ]0
def
= Map0(X, Y ) � ' rel x0

Äåôèíèöèjà 4 : Íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å u : I −→ X íàçèâàìî ïóò ó ïðîñòîðó X.

1Ðàäè jåäíîñòàâíèjåã çàïèñà, jåäèíè÷íè èíòåðâàë ÷åñòî £åìî îçíà÷àâàòè è ñëîâîì I.
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Àêî èìàìî äâà ïóòà u, v : I −→ X òàêâà äà jå v(0) = u(1) îíäà ìîæåìî äåôèíèñàòè
îïåðàöèjó íàäîâåçèâà»à ïóòåâà u è v íà ñëåäå£è íà÷èí:

(u · v)(t) =

{
u(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

v(2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1

.

Äåôèíèöèjà 5 : Íåêà jå (X, x0) òîïîëîøêè ïðîñòîð ñà áàçíîì òà÷êîì è Y áèëî êîjè
òîïîëîøêè ïðîñòîð. Íåêà ñó f, g : X −→ Y íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à è u : I −→ Y ïóò ó
Y òàêàâ äà jå u(0) = f(x0) è u(1) = g(x0). Êàæåìî äà ñó ïðåñëèêàâà»à f è g õîìîòîïíà

äóæ ïóòà u àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè õîìîòîïèjà H : X × I −→ Y òàêâà äà âàæè:

(∀x ∈ X) H(x, 0) = f(x),

(∀x ∈ X) H(x, 1) = g(x),

(∀t ∈ I) H(x0, t) = u(t).

Äà ñó ïðåñëèêàâà»à f è g õîìîòîïíà äóæ ïóòà u çàïèñójåìî îâàêî: f '
u
g.

Ñëåäå£èì òâð¢å»åì äàòà ñó íåêà jåäíîñòàâíà ñâîjñòâà ðåëàöèjå '
u
.

Òâð¢å»å 6 : Íåêà jå (X, x0) òîïîëîøêè ïðîñòîð ñà áàçíîì òà÷êîì è Y áèëî êîjè
òîïîëîøêè ïðîñòîð è íåêà ñó f, g, h : X −→ Y íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à. Òàäà âàæå
ñëåäå£à òâð¢å»à:

1. f ' g àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè ïóò u : I −→ Y òàêàâ äà jå f '
u
g.

2. f ' g (rel x0) àêî è ñàìî àêî f '
const

g.

3. f '
u
g àêî è ñàìî àêî g '

u−1
f .

4. Àêî ñó u, v : I −→ Y äâà ïóòà òàêâà äà jå u(1) = v(0) è àêî âàæè f '
u
g è g '

v
h, îíäà

âàæè è f '
u·v
h.

5. Àêî jå x0 íåäåãåíåðèñàíà òà÷êà ïðîñòîðà X è àêî jå u : I −→ Y ïóò çà êîjè âàæè
u(0) = f(x0), îíäà ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : X −→ Y òàêâî äà jå f '

u
g.

Ó ïðåòõîäíîì òâð¢å»ó ïðåñëèêàâà»å const jå êîíñòàíòíî ïðåñëèêàâà»å èíòåðâàëà I =
[0, 1] ó òà÷êó x0, à u

−1 : I −→ Y äåôèíèøåìî:

(∀t ∈ I) u−1(t)
def
= u(1− t).

x0 ∈ X jå íåäåãåíåðèñàíà òà÷êà àêî ïàð (X, x0) èìà ñâîjñòâî ïðîøèðå»à õîìîòîïèjå.
Äîêàç îâîã òâð¢å»à ñå èçâîäè jåäíîñòàâíî è ïðåïóøòàìî ãà ÷èòàîöó.

Äåôèíèöèjà 7 : Òîïîëîøêè ïðîñòîð X jå êîìïàêòíî ãåíåðèñàí àêî jå Õàóñäîðôîâ
è àêî çà ñâàêè A ⊂ X âàæè åêâèâàëåíöèjà: A jå çàòâîðåí ó X àêî è ñàìî àêî jå çà ñâàêè
êîìïàêò K ⊂ X, A ∩K çàòâîðåí ó X.

Ñëåäè jîø jåäíà âàæíà ëåìà êîjó òàêî¢å äàjåìî áåç äîêàçà.
Ëåìà 8 : Íåêà jå (X, x0) òîïîëîøêè ïàð êîjè èìà ñâîjñòâî ïðîøèðå»à õîìîòîïèjå, Y

ïðîèçâî§àí òîïîëîøêè ïðîñòîð è íåêà ñó f, g, h : X −→ Y íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à è
u, v : I −→ Y ïðîèçâî§íè ïóòåâè. Àêî jå f '

u
g, f '

v
h è u ' v rel {0, 1}, îíäà jå g '

const
h.
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3 Ôóíäàìåíòàëía ãðóïa

Ïîjàì ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå äåôèíèøå ñå íà ïðîñòîðèìà ñà áàçíîì òà÷êîì. Äàêëå, ïîñìàòðàjìî
ïàð (X, x0). Ïåò§à ó òà÷êè x0 ∈ X jå ñâàêî íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å u : [0, 1] −→ X çà
êîjå âàæè u(0) = u(1) = x0. Ñêóï π1(X, x0) äåôèíèñà£åìî ñëåäå£îì jåäíàêîø£ó:

π1(X, x0)
def
= {ϕ : I → X | ϕ(0) = ϕ(1) = x0}/ ' rel∂I.

Òî jå, äàêëå, ñêóï ñâèõ êëàñà ïåò§è ó òà÷êè x0, ïðè ÷åìó ñó èäåíòèôèêîâàíå ïåò§å
êîjå ñó õîìîòîïíå ðåëàòèâíî ∂I. Ïåò§à ïðåäñòàâ§à è ñïåöèjàëàí ñëó÷àj ïóòà ó ïðîñòîðó
X, ïà ñå îïåðàöèjà íàäîâåçèâà»à ïóòåâà ìîæå ïðèìåíèòè è íà áèëî êîjå äâå ïåò§å ϕ è ψ
ó òà÷êè x0:

(ϕ · ψ)(t) =

{
ϕ(2t), 0 ≤ t ≤ 1

2

ψ(2t− 1), 1
2
≤ t ≤ 1

Ðåçóëòàò íàäîâåçèâà»à jå òî äà ó ïðâîj ïîëîâèíè ïóòà ïðî¢åìî ïåò§ó ϕ, à ó äðóãîj
ïîëîâèíè ïóòà ïåò§ó ψ.
Ñàäà ìîæåìî äà óâåäåìî îïåðàöèjó ∗ íà ñêóïó π1(X, x0) íà ñëåäå£è íà÷èí:

[ϕ] ∗ [ψ] def= [ϕ · ψ]

Óâî¢å»åì îïåðàöèjå ∗ íà ñêóï π1(X, x0) äîáèjà ñå ñòðóêòóðà ãðóïå êîjó íàçèâàìî
ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà, ó îçíàöè π1(X, x0).

Îçíà÷è£åìî ñà cx0 : I −→ X ïåò§ó ó òà÷êè x0 (∀t ∈ I, cx0(t) = x0). Íà ñëåäå£îj ñëèöè
jå ïðåäñòàâ§åí êâàäðàò I× I è îïèñàíà õîìîòîïèjà ðåëàòèâíî ∂I èçìå¢ó ïåò§è ϕ · cx0 è ϕ.
Ñâàêà òà÷êà òðîóãëà ñà ñëèêå ïðåñëèêàâà ñå ó x0, à ñâàêà îä âîäîðàâíèõ äóæè ñå ïîìî£ó
ïåò§å ϕ ñëèêà ó ïðîñòîð X. Çàê§ó÷ójåìî äà jå äåñíè íåóòðàë îïåðàöèjå ∗ åëåìåíò [cx0 ].

x0

cx0

ϕ

ϕ

ϕ

[ϕ] ∗ [cx0 ] = [ϕ · cx0 ] = [ϕ]

Àíàëîãíî ñå ìîæå êîíñòðóèñàòè è õîìîòîïèjà êîjà ïîêàçójå äà jå [cx0 ] ójåäíî è ëåâè
íåóòðàë îïåðàöèjå ∗.

Èíâåðç åëåìåíòà [ϕ] ó ãðóïè π1(X, x0) jå [ϕ]
−1 = [ϕ−1], ãäå jå

ϕ−1(t)
def
= ϕ(1− t).

Òî çíà÷è äà ïåò§ó ϕ ïðîëàçèìî ó îáðíóòîì ñìåðó. Ñà ñëåäå£å ñëèêå ñå âèäè êàêî jå ìîãó£å
íàïðàâèòè õîìîòîïèjó ðåëàòèâíî ∂I èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à ϕ · ϕ−1 è cx0 .
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x0 x0

ϕt ϕt

ϕ ϕ
} 1− t

Ïðåñëèêàâà»å ϕt êîjå ñå ïîjàâ§ójå íà íèâîó 1−t ïðåäñòàâ§à ðåñòðèêöèjó ïðåñëèêàâà»à
ϕ íà èíòåðâàë [0, t]. Çà òàêî äåôèíèñàíî ϕt íà íóëòîì íèâîó (t = 0), äîáèjàìî ϕ · ϕ−1, íà
íèâîó 1− t, íà ðà÷óí äåëà ïðåñëèêàâà»à ϕ ïîjàâ§ójå ñå êîíñòàíòíî ïðåñëèêàâà»å, äà áè
òî íà íèâîó 1 ïîñòàëî ÷èñòî êîíñòàíòíî ïðåñëèêàâà»å.

Çíà÷è, ôóíäàìåíòàëíó ãðóïó ïðîñòîðà (X, x0) âèäèìî êàî ãðóïó ñâèõ êëàñà ïåò§è
ó òà÷êè x0. Ñà äðóãå ñòðàíå, çíàìî äà jå êðóæíèöà S1 õîìåîìîðôíà ñà jåäèíè÷íèì
èíòåðâàëîì êîìå èäåíòèôèêójåìî êðàj»å òà÷êå (S1 ≈ I/∂I) òàêî äà jå çà äàòó ïåò§ó
ϕ ìîãó£å îäðåäèòè ïðåñëèêàâà»å f çà êîjå ñëåäå£è äèjàãðàì êîìóòèðà:

I X

S1

ϕ

p f

Ïðåñëèêàâà»å p äåôèíèñàíî jå êàî p(t) = e2πit (t ∈ [0, 1]). Çà áàçíó òà÷êó ïðîñòîðà S1

óçèìàìî jåäèíèöó ó êîìïëåêñíîj ðàâíè e1, òàêî äà çàèñòà âàæè p(0) = p(1) = e1. Óêîëèêî
jå ψ jîø jåäíà ïåò§à ó òà÷êè x0 è g îäãîâàðàjó£å ïðåñëèêàâà»å çà êîjå êîìóòèðà äèjàãðàì:

I X

S1

ψ

p g

òàäà ñå ëàêî ïðîâåðàâà äà âàæè:

ϕ ' ψ rel ∂I ⇐⇒ f ' g rel e1

Êëàñå [ϕ] è [f ] ñó ó jåäíîçíà÷íîj êîðåñïîíäåíöèjè ïà ñå ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà ìîæå ñõâàòèòè
è êàî ãðóïà õîìîòîïñêèõ êëàñà íåïðåêèäíèõ ïðåñëèêàâà»à ïàðà (S1, e1) ó ïàð (X, x0).

π1(X, x0) = {f : S1 → X | f(e1) = x0}/ ' (rel e1)

Èëè êðà£å:
π1(X, x0) = [S1, X]0

Ñëåäå£à ñëèêà ïðèêàçójå êàêî èçãëåäà îïåðàöèjà ãðóïå π1(X, x0) âè¢åíå êàî [S1, X]0. Çà
[f ]0, [g]0 ∈ [S1, X]0, jåäàí ïðåäñòàâíèê êëàñå [f ]0 ∗ [g]0 èçãëåäà îâàêî:

6



S1

S1

X

f ∨ g

≈

≈

c

f

g

S1

Ãîð»ó êðóæíèöó çàðîòèðàìî, ïà óâå£àìî íà âåëè÷èíó S1

≈ ≈
S1

e1

e1

Ïðåñëèêàâà»å c ïðåäñòàâ§à èäåíòèôèêàöèjó òà÷êå e1 è »îj àíòèïîäàëíå òà÷êå −e1.
Ìîæåìî ãà ñõâàòèòè è êàî êîëàïñèðà»å ïîòïðîñòîðà S0 ó ïðîñòîðó S1.

Ðåçóëòàò îïåðàöèjå ∗ ñêèöèðà£åìî jåäíîñòàâíèjå:

f

g

Èíâåðçàí åëåìåíò åëåìåíòà [f ]0 jå:

[f ]−10 = [f ◦ r]0,

ãäå jå ïðåñëèêàâà»å r : S1 −→ S1 ðåôëåêñèjà ó îäíîñó íà ðåàëíó îñó. Àêî jå ϕ : I −→ X
ïåò§à ó òà÷êè x0 è f : S1 −→ X îäãîâàðàjó£å ïðåñëèêàâà»å (f ◦ p = ϕ), îíäà õîìîòîïèjà
ðåëàòèâíî ∂I èçìå¢ó ïåò§è ϕ ◦ ϕ−1 è cx0 ïðåäñòàâ§åíà íà ñëèöè 2 íàì äàjå õîìîòîïèjó
ðåëàòèâíî e1 èçìå¢ó (f ∨ (f ◦ r)) ◦ c è cx0 îïèñàíó íà ñëåäå£îj ñëèöè:
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f

f cx0

x0

ft

ft

f ñå ïîñòåïåíî "ãóáè"

íèâî 0 íèâî 1− t íèâî 1

Ïðèìåð 9 : Ïîçíàòî jå äà jå ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà êðóæíèöå:

π1(S
1) ∼= Z,

äîê çà ôóíäàìåíòàëíó ãðóïó n−äèìåíçèîíàëíå ñôåðå, ãäå jå n ≥ 2 âàæè:

π1(S
n) ∼= 0.

Ñàäà jå ìîãó£å äåôèíèñàòè, íà òåìå§ó òâð¢å»à 6 è ëåìå 8, jåäíî äåñíî äåjñòâî ãðóïå
π1(Y, y0) íà ñêóï [X, Y ]0.

Íåêà ñó (X, x0) è (Y, y0) äâà òîïîëîøêà ïàðà îä êîjèõ ïðâè èìà ñâîjñòâî ïðîøèðå»à
õîìîòîïèjå. Ïîñìàòðàjìî ñêóï [X, Y ]0. Íåêà jå [f ]0 ∈ [X, Y ]0 jåäàí åëåìåíò òîã ñêóïà è
ïðåñëèêàâà»å f : (X, x0) −→ (Y, y0) jåäàí ïðåäñòàâíèê óî÷åíå êëàñå [f ]0. Óî÷èìî jîø è
åëåìåíò [u] ∈ π1(Y, y0), êàî è jåäíîã ïðåäñòàâíèêà u îâîã åëåìåíòà � êëàñå [u]. Ïðè òîìå,
çíàìî äà âàæè:

f(x0) = y0 è u(0) = u(1) = y0.

Íà îñíîâó òà÷êå 5. òâð¢å»à 6 çíàìî äà ïîñòîjè íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å g : X −→ Y
òàêâî äà jå f '

u
g. Êàêî jå g(x0) = u(1) = y0, òî jå g ∈ Map(X, Y )0. Ïðèäðóæèâà»å

åëåìåíòà [g]0 ∈ [X, Y ]0 ïàðó ([f ]0, [u]) îçíà÷è£åìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

[f ]0 · [u] = [g]0.

Ñëåäå£è ñòàâ îïðàâäàâà óâî¢å»å îâàêâå îçíàêå.
Ñòàâ 10 : · jå jåäíî äîáðî äåôèíèñàíî äåñíî äåjñòâî ãðóïå π1(Y, y0) íà ñêóï [X, Y ]0.
Äîêàç îâîã ñòàâà ñå îñëà»à íà òâð¢å»å 6 è ëåìó 8 è ïðåïóøòàìî ãà ÷èòàîöó.
Jåäíî îä íàjâàæíèjèõ ñâîjñòàâà ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå äàòî jå ñëåäå£èì òâð¢å»åì.
Òåîðåìà 11 : Àêî jå X ïóòíî ïîâåçàí òîïîëîøêè ïðîñòîð, è x0, x1 ∈ X äâå ðàçëè÷èòå

òà÷êå òîã ïðîñòîðà, îíäà jå
π1(X, x0) ∼= π1(X, x1).

Ó ñëåäå£åì îäå§êó äåôèíèñà£åìî âèøå õîìîòîïñêå ãðóïå è óïîçíàòè íåêà »èõîâà
âàæíà ñâîjñòâà.
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4 Âèøå õîìîòîïñêå ãðóïå

Ó îâîì îäå§êó äåôèíèñà£åìî íèç ñêóïîâà πn(X, x0), n ∈ N0, è íà ñâàêîì îä îâèõ
ñêóïîâà (èçóçåâ êàä jå n = 0) óâåø£åìî è îäãîâàðàjó£ó îïåðàöèjó çà êîjó £åìî äîáèòè
ñòðóêòóðó ãðóïå. Çà n = 1 äîáèjà ñå ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà êîjó ñìî âå£ óïîçíàëè, à çà
n ≥ 2 òå ãðóïå íàçèâà£åìî âèøå õîìîòîïñêå ãðóïå. Jåäèíî ó ñëó÷àjó n = 0 íå äîáèjàìî
ãðóïó jåð íà ñêóïó π0(X, x0) íå ìîæåìî óâåñòè íè îäãîâàðàjó£ó îïåðàöèjó.

Íåêà jå äàò òîïîëîøêè ïðîñòîð X ñà áàçíîì òà÷êîì x0. Çà ñâàêè áðîj n ∈ N0 ñêóï
πn(X, x0) äåôèíèñà£åìî ïîìî£ó jåäíàêîñòè:

πn(X, x0)
def
= {f : In −→ X | f(∂In) ⊆ {x0}}� ' rel ∂In.

Ó ñëó÷àjó äà jå n = 0, ïîñìàòðàìî ïðåñëèêàâà»à ÷èjè jå äîìåí I0 = ∗. Ãðàíèöà òîã ñêóïà
jå ∂I0 = ∅, ïà jå îíäà è ñëèêà òå ãðàíèöå òàêî¢å ïðàçàí ñêóï. Òî jå è jåäèíè ñëó÷àj êàäà ó
ãîð»îj äåôèíèöèjè óìåñòî ðåëàöèjå ⊆ íå ìîæå äà ñòîjè =. Ó ñâèì îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà
(n ≥ 1), ìîãó£å jå çàìåíèòè ⊆ ñà =.

Êîíêðåòíî, ñêóï π0(X, x0) ïðåäñòàâ§à ñêóï ñâèõ ïðåñëèêàâà»à òà÷êå ó ñêóï X, ìå¢ó
êîjèìà èäåíòèôèêójåìî õîìîòîïíà, ïà jå òî çàïðàâî ñêóï ñâèõ êîìïîíåíòè ïóòíå ïîâåçàíîñòè
ïðîñòîðà X. Jåäèíî íà îâîì ñêóïó íå£åìî äåôèíèñàòè îïåðàöèjó.

Çà n = 1, äîáèjàìî ñêóï π1(X, x0) êîjè ñìî âå£ èìàëè êîä ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå.
Çà n ≥ 2 ïîñìàòðàjìî íàjïðå ïðåñëèêàâà»à f, g : (In, ∂In) −→ (X, x0). Çà òàêâà äâà

ïðåñëèêàâà»à äåôèíèñà£åìî îïåðàöèjó:

(f + g)(t1, t2, . . . , tn)
def
=

{
f(2t1, t2, . . . , tn), 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn),
1
2
≤ t1 ≤ 1

.

Àêî ïðåñëèêàâà»å f ñêèöèðàìî íà ñëåäå£è íà÷èí:

f

Ãðàíèöà

ñå

ñëèêà ó

x0

îíäà áèñìî ðåçóëòàò îïåðàöèjå + ïðèìå»åíå íà ïðåñëèêàâà»à f è g ìîãëè jåäíîñòàâíî
ïðèêàçàòè ñëåäå£îì ñëèêîì:

f g+f g

Ñàäà jå ìîãó£å óâåñòè è îïåðàöèjó + íà ñêóïó πn(X, x0), êîðèñòå£è ïðåòõîäíó äåôèíèöèjó:

[f ] + [g]
def
= [f + g].
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Îïåðàöèjà + jå äîáðî äåôèíèñàíà è àñîöèjàòèâíà, à íåóòðàëíè åëåìåíò çà îâó îïåðàöèjó
jå êëàñà êîíñòàíòíîã ïðåñëèêàâà»à [cx0 ]. Ñâàêè åëåìåíò ñêóïà πn(X, x0) èìà è ñâîj èíâåðç,
ïà ñìî çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n ≥ 2 äîáèëè ãðóïó (πn(X, x0),+).

Äîêàçèâà»å íàâåäåíèõ ñâîjñòàâà îïåðàöèjå + âðøè ñå àíàëîãíî êàî çà ôóíäàìåíòàëíó
ãðóïó. Îâäå £åìî îïèñàòè ñëè÷èöàìà õîìîòîïèjó çà äåñíè íåóòðàë è èíâåðçíè åëåìåíò.

Íåóòðàë

Äà áèñìî äîêàçàëè äà jå íåóòðàëíè åëåìåíò [cx0 ], ïîòðåáíî jå ïðîâåðèòè äà çà ñâå
f : (In, ∂In) −→ (X, x0) âàæè:

[f + cx0 ] = [f ] è [cx0 + f ] = [f ],

òj. äà jå:

f + cx0 ' f rel∂I è cx0 + f ' f rel∂I.

Õîìîòîïèjå èçìå¢ó îâèõ ïàðîâà ïðåñëèêàâà»à ïîñòîjå, à íà ñëåäå£èì ñëè÷èöàìà jå îïèñàíà
ïðâà îä îâå äâå õîìîòîïèjå.

f

íèâî 0

x0 f x0

íèâî 1− t

f

íèâî 1

Òðîäèìåíçèîíàëíà ñëèêà îâå õîìîòîïèjå èçãëåäà îâàêî:

f

I

In+1

f

x0

Ñâå òà÷êå îñåí÷åíîã äåëà (n+ 1)-äèìåíçèîíàëíå êîöêå In+1 ñëèêàjó ñå ó òà÷êó x0.

Èíâåðçíè åëåìåíò

Çà ñâàêè åëåìåíò [f ] ∈ πn(X, x0), ïîñòîjè è »åãîâ èíâåðçíè åëåìåíò:

−[f ] = [−f ],

ãäå jå −f ñëåäå£å ïðåñëèêàâà»å:

(−f)(t1, t2, . . . , tn) = f(1− t1, t2, . . . , tn).
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f x0 x0−f ft −ft x0

íèâî 0

Èäå ó x0 Íå ìîðà è£è ó x0

íèâî 1− t íèâî 1

Íà ãîð»îj ñëèöè jå îïèñàíà õîìîòîïèjà ðåëàòèâíî ∂In èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à f + (−f)
è cx0 , øòî çíà÷è äà jå [−f ] çàèñòà äåñíè èíâåðç åëåìåíòà [f ] ó ãðóïè πn(X, x0). (Ñëè÷íî
áèñìî äîêàçàëè äà jå òî ëåâè èíâåðç åëåìåíòà [f ].) Ïðåñëèêàâà»å ft êîjå ñå ïîjàâ§ójå íà
ñëèöè jåñòå ðåñòðèêöèjà ïðåñëèêàâà»à f íà ñêóï [0, t]× In−1.

Êîìóòàòèâíîñò

Ïîêàçàëè ñìî äà jå πn(X, x0) ãðóïà çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå n. Îñèì òîãà, çà n ≥ 2
äîáèjàìî êîìóòàòèâíå ãðóïå πn(X, x0). Ó òîì ñëó÷àjó ïîñòîjè õîìîòîïèjà

H : f + g ' g + f rel∂In

êîjó ìîæåìî èëóñòðîâàòè íà ñëåäå£è íà÷èí:

Íà ñëåäå£îj ñëèöè je ïðèêàçàío êàêî èçãëåäa õîìîòîïèja H çà ðàçëè÷èòå âðåäíîñòè
ïðîìåí§èâå t ∈ [0, 1].
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f g

t = 0

f g

t = 1
6

f

g

t = 2
6

f

g

t = 3
6

f

g

t = 4
6

g f

t = 5
6

g f

t = 1

x0

x0

x0

x0

x0

Êàêî jå çà ñëàãà»å îâàêâå õîìîòîïèjå ïîòðåáíî èìàòè áàð äâîäèìåíçèîíàëíó êîöêó, òî
î êîìóòàòèâíîñòè ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå íå ìîæåìî íèøòà ðå£è.

Ðàíèjå ñìî óî÷èëè äà ñå ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà ìîæå äîáèòè è êàî ãðóïà õîìîòîïñêèõ
êëàñà ïðåñëèêàâà»à ïàðà (S1, e1) ó ïàð (X, x0). Ñëè÷íî òîìå, àêî jå Sn jåäèíè÷íà n-
äèìåíçèîíàëíà ñôåðà, à e1 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Rn+1, åëåìåíòè ãðóïå πn(X, x0) ìîãó ñå äîáèòè
êàî õîìîòîïñêå êëàñå ïðåñëèêàâà»à ïàðà (Sn, e1) ó ïàð (X, x0). Íàèìå, ïðîñòîðè I

n�∂In
è Sn ñó õîìåîìîðôíè, ïà ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å p : (In, ∂In) −→ (Sn, e1) êîjå èíäóêójå
jåäàí òàêàâ õîìåîìîðôèçàì. Çà ñâàêî ïðåñëèêàâà»å f : (In, ∂In) −→ (X, x0) ïîñòîjè
ïðåñëèêàâà»å f ′ : (Sn, e1) −→ (X, x0) òàêâî äà ñëåäå£è äèjàãðàì êîìóòèðà:

In X

Sn

f

p f ′

Àêî óî÷èìî jîø jåäíî ïðåñëèêàâà»å g : (In, ∂In) −→ (X, x0) è »åìó îäãîâàðàjó£å
ïðåñëèêàâà»å g′ : (Sn, e1) −→ (X, x0) çà êîjå êîìóòèðà äèjàãðàì:

In X

Sn

g

p g′

òàäà ñå ìîæå ëàêî ïðîâåðèòè äà âàæè åêâèâàëåíöèjà:

f ' g rel ∂In ⇐⇒ f ′ ' g′ rel e1.

Çàõâà§ójó£è îâîj åêâèâàëåíöèjè âèäèìî äà jå πn(X, x0) = [Sn, X]0.
Îâà jåäíàêîñò âàæè è çà n = 0. Òàäà ñå äîáèjà jåäíàêîñò π0(X, x0) = [S0, X]0. Ïðîñòîð

S0 ñàñòîjè ñå îä äâå òà÷êå îä êîjèõ ñå ïðåñëèêàâà»èìà èç [S0, X]0 jåäíà ñëèêà ó òà÷êó x0,
à äðóãà ñå ïðèçâî§íî ñëèêà ó ïðîñòîð X. Ìå¢óñîáíî ñó õîìîòîïíà îíà ïðåñëèêàâà»à êîä
êîjèõ ñå äðóãà òà÷êà ñëèêà ó èñòó êîìïîíåíòó ïóòíå ïîâåçàíîñòè.
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Ó ñëó÷àjåâèìà êàäà jå n 6= 0 ïîòðåáíî jå ñàãëåäàòè êàêî èçãëåäà îïåðàöèjà îäðå¢åíå
õîìîòîïñêå ãðóïå. Çà ôóíäàìåíòàëíó ãðóïó òî jå âå£ óðà¢åíî, à ñëè÷íî ñå äîáèjà è ó
îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà. Àêî ñó [f ]0 è [g]0 äâà åëåìåíòà èç [S

n, X]0, òàäà jå jåäàí ïðåäñòàâíèê
êëàñå [f ]0 + [g]0 ïðèêàçàí íà ñëåäå£îj ñëèöè:

Sn

Sn

X

f ∨ g

≈

≈

c

f

g

Sn

e1

Äàêëå, âàæè:

[f ]0 + [g]0
def
= [(f ∨ g) ◦ c]0,

ãäå jå ïðåñëèêàâà»å c êîëàïñèðà»å ïîòïðîñòîðà Sn−1 ó ïðîñòîðó Sn.
Èíâåðçíè åëåìåíò åëåìåíòà [f ]0 ∈ πn(X, x0) ó îâîì ñëó÷àjó jå

−[f ]0 = [f ◦ r]0

ãäå jå ïðåñëèêàâà»å r ðåôëåêñèjà ó îäíîñó íà åêâàòîðèjàëíó õèïåððàâàí sn+1 = 0, òj.

r(s1, . . . , sn, sn+1) = (s1, . . . , sn,−sn+1).

Ïîçíàòî jå äà êîä ïóòíî ïîâåçàíîã ïðîñòîðà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X, x0) íå çàâèñè
îä èçáîðà òà÷êå x0. Èñòî òâð¢å»å âàæè è çà îñòàëå õîìîòîïñêå ãðóïå πn(X, x0), n ≥ 2. Äà
áèñìî ñå ó òî óâåðèëè, ïîñìàòðàjìî ïóòíî ïîâåçàí ïðîñòîð X, ïðèçâî§íå òà÷êå x0, x1 ∈ X
è óî÷èìî ïóò u : I −→ X òàêàâ äà jå u(0) = x0 è u(1) = x1. Òàêàâ ïóò ïîñòîjè jåð jå
ïðîñòîð X ïóòíî ïîâåçàí.

Íåêà jå [f ]0 ∈ πn(X, x0) ïðîèçâî§àí åëåìåíò è íåêà jå ïðåñëèêàâà»å f : (Sn, e1) −→
(X, x0) jåäàí ïðåäñòàâíèê êëàñå [f ]0. Òà÷êà e1 jå íåäåãåíåðèñàíà òà÷êà ñôåðå S

n, ïà, êàî
øòî ñìî èìàëè ó òà÷êè 5 òâð¢å»à 6, ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : (Sn, e1) −→ (X, x1) òàêâî
äà jå f '

u
g. Äåôèíèñà£åìî ïðåñëèêàâà»å βu : πn(X, x0) −→ πn(X, x1) íà ñëåäå£è íà÷èí:

βu([f ]0)
def
= [g]0.

Äîêàç äà jå îâèì äîáðî äåôèíèñàíî jåäíî ïðåñëèêàâà»å jå àíàëîãàí äîêàçó ñòàâà 10.
Òàêî¢å, íà îñíîâó ëåìå 8, äîêàçójå ñå äà ðåçóëòàò ïðåñëèêàâà»à βu íå çàâèñè íè îä èçáîðà
ïóòà u óíóòàð õîìîòîïñêå êëàñå [u]. Òî çíà÷è äà àêî èçàáåðåìî äâà ïóòà u è u′ òàêâà äà
jå u ' u′ rel {0, 1}, îíäà jå è βu = βu′ .

Ñëåäå£å âàæíå jåäíàêîñòè ñå âðëî jåäíîñòàâíî ïðîâåðàâàjó íà îñíîâó äåôèíèöèjå ïðåñëè-
êàâà»à βu è ñâîjñòàâà ðåëàöèjå '

u
. Àêî ñó u è v ïóòåâè ó X òàêâè äà jå u(0) = x0 è

u(1) = v(0) = x1, îíäà:
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βu·v = βv ◦ βu,

βcx0 = 1πn(X,x0),

βu ◦ βu−1 = βu−1·u = βcx1 = 1πn(X,x1),

βu−1 ◦ βu = 1πn(X,x0).

Íà îñíîâó ïîñëåä»à äâà ðåäà ñå âèäè äà jå βu áèjåêöèjà çà ñâàêè èçàáðàíè ïóò u è äà jå:

βu
−1 = βu−1 .

Ñà äðóãå ñòðàíå, ïðåñëèêàâà»à f è g ìîæåìî ïîñìàòðàòè è êàî ïðåñëèêàâà»à f :
(In, ∂In) −→ (X, x0) è g : (I

n, ∂In) −→ (X, x1).

u
uu

u

u

u
u

u

u

u

u

u

f

x1

Íà ñëèöè èçíàä ñó ïðèêàçàíà äâà êîíöåíòðè÷íà êâàäðàòà. Óíóòðàø»è êâàäðàò ïðåä-
ñòàâ§à ïðåñëèêàâà»å f . Öåëà ãðàíèöà òîã êâàäðàòà ñå, ïðåìà òîìå, ñëèêà ó òà÷êó x0, à
äóæ ñâàêå ëèíèjå êîjà ïîëàçè èç öåíòðà, ïî÷åâøè îä ãðàíèöå óíóòðàø»åã êâàäðàòà ïà
äî ãðàíèöå ñïî§àø»åã ïðîëàçè ñå äóæ ïóòà u. Òî çíà÷è äà ñå öåëà ãðàíèöà ñïî§àø»åã
êâàäðàòà ñëèêà ó òà÷êó x1. Öåî âå£è êâàäðàò çàïðàâî ïðåäñòàâ§à êëàñó [g] = βu([f ]).
Ñëåäå£à ñëèêà îïèñójå õîìîòîïèjó H : f '

u
g.

f f

t = t0

f

t = 1t = 0

ut0 u

Çà ñâàêî t ∈ I, ãðàíèöà n-äèìåíçèîíàëíå êîöêå In ñå ñëèêà ó jåäíó òà÷êó êîjà ïðè îâîj
õîìîòîïèjè ïðî¢å ïóòåì u îä òà÷êå x0 äî òà÷êå x1 êàêî t ïðîëàçè èíòåðâàëîì [0, 1].

Ïîñìàòðàjó£è ïðåñëèêàâà»å βu íà îâàj íà÷èí, ìîæåìî äîêàçàòè ñëåäå£è ñòàâ.
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Ñòàâ 12 : Ïðåñëèêàâà»å βu jå õîìîìîðôèçàì.
Äîêàç: Íåêà ñó [f ] è [g] ïðîèçâî§íè åëåìåíòè ãðóïå πn(X, x0). Jåäíàêîñò βu([f ]+ [g]) =

βu([f ]) + βu([g]) äîêàçà£åìî ïîìî£ó ñëåäå£èõ ñëè÷èöà:

f g f x0 x0 g x0f x0 g
f g

uuuu u u u u

f g f x0 x0 g x0f x0 g
f g

uuuu u u u u

Íà ñëèêàìà ñó äàòà ÷åòèðè ïðåñåêà òðîäèìåíçèîíàëíå ñëèêå õîìîòîïèjå èçìå¢ó ïðåñëè-
êàâà»à êîjà ïðåäñòàâ§àjó äåñíó è ëåâó ñòðàíó ãîð»å jåäíàêîñòè. Íà ïðâîj ñëè÷èöè
ïðèêàçàíî jå êàêî èçãëåäà jåäàí ïðåäñòàâíèê äåñíå ñòðàíå. Òî jå íèâî 0. Íà ñëåäå£îj
ñëè÷èöè âèäèìî êàêî óíóòàð ìàëèõ êâàäðàòà äîëàçè äî "ñêóï§à»à" ïðåñëèêàâà»à f è
g è äåëèìè÷íî ïîjàâå êîíñòàíòíîã ïðåñëèêàâà»à cx0 . Êàäà òàj ïðîöåñ äîâåäå äî òîãà
äà jå ñâàêè îä ìàëèõ êâàäðàòà ïîäå§åí íà äâà ïîäóäàðíà äåëà îä êîjèõ jå jåäàí äåî
ïðåñëèêàâà»å f , îäíîñíî g, à äðóãè äåî êîíñòàíòíî ïðåñëèêàâà»å, òàäà jå ìîãó£å õîìîòîïè-
jîì ïîñòóïíî "ãóáèòè" ñðåäèø»è äåî ñëèêå êàî øòî ñå âèäè íà òðå£îj ñëè÷èöè. Òàj
ïðîöåñ çàâðøàâàìî êàäà äî¢åìî äî òîãà äà jå ó óíóòðàø»åì êâàäðàòó îñòàëî óïðàâî
ïðåñëèêàâà»å f+g, øòî çíà÷è äà ñìî äîáèëè ïðåäñòàâíèêà êëàñå [f ]+[g]. Êîìïëåòàí ïóò u
ïðîëàçèìî êàäà ñå êðå£åìî îä ãðàíèöå óíóòðàø»åã äî ãðàíèöå ñïî§àø»åã êîíöåíòðè÷íîã
êâàäðàòà áèëî êîjèì ïðàâöåì êîjè ïîëàçè èç öåíòðà. (Òî íå áè áèî ñëó÷àj ñà ñâèì ïðàâöèìà
áåç ïðâîáèòíîã ïðîøèðå»à êîíñòàíòíèì ïðåñëèêàâà»åì cx0 .) Òèìå ñìî íà íèâîó 1 äîøëè
äî ïðåäñòàâíèêà êëàñå βu([f ] + [g]) êîjà ñå è íàëàçè íà ëåâîj ñòðàíè jåäíàêîñòè êîjó ñìî
õòåëè äà äîêàæåìî.�

Êàêî ñìî äîêàçàëè äà jå ïðåñëèêàâà»å βu : πn(X, x0) −→ πn(X, x1) è áèjåêöèjà è
õîìîìîðôèçàì, òèìå ñìî äîêàçàëè è òâð¢å»å êîjå ñëåäè.

Òâð¢å»å 13 : Àêî jå òîïîëîøêè ïðîñòîð X ïóòíî ïîâåçàí, òàäà çà äâå ïðîèçâî§íå
òà÷êå x0, x1 ∈ X âàæè:

πn(X, x0) ∼= πn(X, x1).
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Äðóãèì ðå÷èìà, êîä ïóòíî ïîâåçàíîã ïðîñòîðà X õîìîòîïñêå ãðóïå íå çàâèñå îä èçáîðà
áàçíå òà÷êå. Ó òîì ñëó÷àjó, çà õîìîòîïñêå ãðóïå ïðîñòîðà X êîðèñòè£åìî è îçíàêó πn(X)
ãäå ñå íå íàãëàøàâà áàçíà òà÷êà. Ìå¢óòèì, òî íå çíà÷è äà jå πn(x) = [Sn, X], âå£ jå
πn(x) = [Sn, X]0, ïðè ÷åìó jå ñâå jåäíî êîjó £åìî áàçíó òà÷êó îäàáðàòè ó ïðîñòîðó X.

Äåôèíèöèjà 14 : Ïðîñòîð X íàçèâà£åìîm-ïîâåçàí ïðîñòîð àêî çà ñâàêî n ≤ m âàæè
πn(X) = 0.

Íàïîìåíà: Èàêî π0(X) íå ïðåäñòàâ§à ãðóïó, êîðèñòè£åìî çàïèñ π0(X) = 0 îíäà êàäà
ñå òàj ñêóï ñàñòîjè îä ñàìî jåäíîã åëåìåíòà, òj. êàäà jå ïðîñòîð X ïóòíî ïîâåçàí.

1-ïîâåçàí ïðîñòîð íàçèâà£åìî jîø è ïðîñòî ïîâåçàíèì ïðîñòîðîì.
Ñòàâ 15 : Ïðåñëèêàâà»å ([f ]0, [u]) 7−→ βu([f ]0) jå jåäíî äåñíî äåjñòâî ãðóïå π1(X, x0)

íà ãðóïó πn(X, x0).
Äîêàç: Ãðóïà π1(X, x0) äåjñòâójå íà [Sn, X]0 êàî ñêóï, øòî âèäèìî íà îñíîâó ñòàâà 10.

Ñòàâ 12 ãîâîðè äà jå ïðåñëèêàâà»å βu õîìîìîðôèçàì, ïà òàêî äåjñòâî êîjå ñå ïîìè»å ó
îâîì ñòàâó ñëèêà ãðóïó π1(X, x0) ó ãðóïó àóòîìîðôèçàìà Aut(πn(X, x0)).�

Ïðèìåð 16 : Ó ñëó÷àjó n = 1 ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà äåjñòâójå íà ñàìó ñåáå íà ñëåäå£è
íà÷èí: êëàñà [u] äàjå àóòîìîðôèçàì βu ∈ Aut(π1(X, x0)):

βu([v]) = [u−1 · v · u] = [u]−1 ∗ [v] ∗ [u].

Äàêëå, βu jå óíóòðàø»è àóòîìîðôèçàì ãðóïå π1(X, x0) êîjè îäãîâàðà åëåìåíòó [u]−1.
Èìàjó£è ó âèäó ïðåòõîäíî äåôèíèñàíî äåjñòâî, äåôèíèñà£åìî n-ïðîñò ïðîñòîð.
Äåôèíèöèjà 17 : Ïóòíî ïîâåçàí ïðîñòîð X íàçèâà£åìî n-ïðîñòèì (n ∈ N) àêî ãðóïà

π1(X) òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ãðóïó πn(X).
Äà áè äåôèíèöèjà áèëà êîðåêòíà, ìîðàìî ñå óâåðèòè äà çà ñâàêå äâå òà÷êå x0, x1 ∈ X

âàæè åêâèâàëåíöèjà: ãðóïà π1(X, x0) òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ãðóïó πn(X, x0) àêî è ñàìî
àêî ãðóïà π1(X, x1) òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ãðóïó πn(X, x1). Ó òîì öè§ó èçâðøèìî ñëåäå£å
ðàçìàòðà»å.

Ïðåòïîñòàâèìî äà ãðóïà π1(X, x0) òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ãðóïó πn(X, x0). Íåêà jå
[v] ∈ π1(X, x1) ïðîèçâî§àí åëåìåíò è ïåò§à v ïðåäñòàâíèê îâå êëàñå è íåêà jå [g]0 ∈
πn(X, x1) ïðîèçâî§íà êëàñà, ïðè ÷åìó jå g ïðîèçâî§àí ïðåäñòàâíèê. Ïàð ([g]0, [v]) ñëèêà
ñå ó βv([g]0).

([g]0, [v]) 7→ βv([g]0)

Ïðîñòîð X jå ïóòíî ïîâåçàí ïà ïîñòîjè ïóò ω ó X, òàêàâ äà jå ω(0) = x0 è ω(1) = x1 ïðè
÷åìó jå βω : πn(X, x0) −→ πn(X, x1) èçîìîðôèçàì. Íåêà jå:

[u] = βω
−1([v]) = [ω · v · ω−1]

è
[f ]0 = βω

−1([g]0).

Òàäà jå [u] ∈ π1(X, x0), [f ]0 ∈ πn(X, x0) è âàæå jåäíàêîñòè:

βv([g]0) = βv(βω([f ]0))

= βv(βω(βu−1([f ]0)))

= βv ◦ βω ◦ βu−1([f ]0)
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= βv ◦ βω ◦ βω·v−1·ω−1([f ]0)

= βv ◦ βω ◦ βω−1 ◦ βv−1 ◦ βω([f ]0)

= βv ◦ βv−1 ◦ βω([f ]0)

= βω([f ]0)

= [g]0.

Èç βv([g]0) = [g]0 äîáèjàìî äà βv ôèêñèðà åëåìåíòå ãðóïå πn(X, x1), ïà çáîã ïðîèçâî§íîñòè
êëàñå [v] èìàìî äà π1(X, x1) òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ãðóïó πn(X, x1).

Äåôèíèöèjà 18 : Çà ïðîñòîð X êàæåìî äà jå ïðîñò àêî jå çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n
òàj ïðîñòîð n-ïðîñò.

Àêî jå ïðîñòîð X ïðîñòî ïîâåçàí, îíäà jå »åãîâà ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà π1(X, x0) = 0,
òj. ñàäðæè ñàìî åëåìåíò [cx0 ], ïà òàêî äåjñòâójå òðèâèjàëíî íà ñâå õîìîòîïñêå ãðóïå. Çíà÷è
äà jå ïðîñòî ïîâåçàí ïðîñòîð óâåê è ïðîñò.

Çíàìî äà ñó õîìîòîïñêå ãðóïå πn(X, x0), n ≥ 2, óâåê êîìóòàòèâíå, à ó ñëåäå£åì òâð¢å»ó
äàò jå jåäàí êðèòåðèjóì êîìóòàòèâíîñòè ôóíäàìåíòàëíå ãðóïå.

Òâð¢å»å 19 : Ïóòíî ïîâåçàí ïðîñòîð X jå 1-ïðîñò àêî è ñàìî àêî jå ãðóïà π1(X)
êîìóòàòèâíà.

Äîêàç: Íåêà jå ãðóïà π1(X) êîìóòàòèâía è [u] ∈ π1(X) ïðîèçâî§àí åëåìåíò. Òàäà jå çà
ñâàêè åëåìåíò [v] ∈ π1(X):

βu([v]) = [u]−1 ∗ [v] ∗ [u] = [v] ∗ [u]−1 ∗ [u] = [v].

Äàêëå, ôóíäàìåíòàëíà ãðóïà ó îâîì ñëó÷àjó òðèâèjàëíî äåjñòâójå íà ñåáå, ïà jå ïðîñòîð
X 1-ïðîñò.

Ïðåòïîñòàâèìî ñàäà äà jå ïðîñòîð X 1-ïðîñò. Òàäà jå ñâàêè óíóòðàø»è àóòîìîðôèçàì
ãðóïå π1(X) òðèâèjàëàí. Òî äà§å çíà÷è äà ñó çà ñâàêà äâà [u], [v] ∈ π1(X) ñëåäå£å
åêâèâàëåíòíå jåäíàêîñòè òà÷íå:

βu([v]) = [v]⇐⇒

[u]−1 ∗ [v] ∗ [u] = [v]⇐⇒

[u] ∗ [u]−1 ∗ [v] ∗ [u] = [u] ∗ [v]⇐⇒

[v] ∗ [u] = [u] ∗ [v].

Äîáèëè ñìî, äàêëå, äà jå îíäà ãðóïà π1(X) êîìóòàòèâíà, øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.�
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5 Ðà÷óíà»å õîìîòîïñêèõ ãðóïà

Ó ïðàêñè ñå ïîêàçójå äà ñå õîìîòîïñêå ãðóïå ó âå£èíè ñëó÷àjåâà òåøêî èçðà÷óíàâàjó. Èïàê,
ó îâîì äåëó âèäå£åìî ïîä êîjèì óñëîâèìà ñó õîìîòîïñêå ãðóïå íåêèõ ïðîñòîðà èçîìîðôíå
èëè ñó ó íåêèì äðóãèì îäíîñèìà êîjè ìîãó áèòè îä ïîìî£è ïðè èçðà÷óíàâà»ó îâèõ ãðóïà.

Ïðèìåòèìî íàjïðå äà ñó ñâå õîìîòîïñêå ãðóïå òà÷êå òðèâèjàëíå (jåð ïîñòîjè ñàìî jåäíî
ïðåñëèêàâà»å èç Sn ó òà÷êó).

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ïðèçâî§íî ïðåñëèêàâà»å f : (X, x0) −→ (Y, y0). Ïðåñëèêàâà»å f
èíäóêójå ïðåñëèêàâà»å

f∗ : πn(X, x0) −→ πn(Y, y0), n ≥ 0,

íà ñëåäå£è íà÷èí:
f∗([u]0) = [f ◦ u]0.

(X, x0) (Y, y0)

(Sn, e1)

f

u f ◦ u

f∗ jå äîáðî äåôèíèñàíî ïðåñëèêàâà»å jåð ñå êîìïîçèöèjà ñëàæå ñà õîìîòîïèjîì. Äèðåêòíî
èç äåôèíèöèjå ñëåäè äà çà f, f ′ : (X, x0) −→ (Y, y0) âàæè èìïëèêàöèjà: àêî jå f ' f ′ rel x0,
îíäà jå f∗ = f ′∗. Jîø ñå âèäè äà jå (f ◦ g)∗ = f∗ ◦ g∗ îíäà êàäà jå ìîãó£å êîìïîíîâà»å
ïðåñëèêàâà»à f è g êàî è äà jå 1* = 1.

Íà îñíîâó îâäå íàâåäåíèõ ñâîjñòàâà äîêàçà£åìî äà âàæè ñëåäå£å òâð¢å»å.
Òâð¢å»å 20 : Àêî jå f : (X, x0) −→ (Y, y0) õîìîòîïñêà åêâèâàëåíöèjà ó êàòåãîðèjè

òîïîëîøêèõ ïðîñòîðà ñà áàçíîì òà÷êîì, îíäà jå, çà ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n, f∗ : πn(X, x0) −→
πn(Y, y0) èçîìîðôèçàì.

Äîêàç: Êàêî jå f õîìîòîïñêà åêâèâàëåíöèjà, òî ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : (Y, y0) −→
(X, x0) òàêâî äà jå:

f ◦ g ' 1Y (rel y0) è g ◦ f ' 1X (rel x0).

Îäàòëå âèäèìî äà jå:
(f ◦ g)∗ = 1*,

à äà§å jå
f∗ ◦ g∗ = 1.

Ñëè÷íî ñå äîáèjà äà jå è
g∗ ◦ f∗ = 1.

Äàêëå, g∗ jå èíâåðçíî ïðåñëèêàâà»å ïðåñëèêàâà»à f∗, øòî çíà÷è äà jå f∗ áèjåêöèjà.
Äà jå f∗ jåäàí õîìîìîðôèçàì ãðóïà âèäè ñå èç ñëåäå£åã: óçìèìî äâå ïðîèçâî§íå êëàñå

[ϕ]0, [ψ]0 ∈ πn(X, x0); òàäà âàæè
f∗([ϕ]0 + [ψ]0) =
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= f∗([ϕ+ ψ]0) =

= [f ◦ (ϕ+ ψ)]0 =

(∗)
= [f ◦ ϕ + f ◦ ψ]0 =

= [f ◦ ϕ]0 + [f ◦ ψ]0 =

= f∗([ϕ]0) + f∗([ϕ]0).

Jåäíàêîñò (∗) îïðàâäàíà jå òèìå øòî ñå îïåðàöèjà + ñëàæå ñà êîìïîçèöèjîì. Êàêî jå f∗
áèjåêöèjà è õîìîìîðôèçàì, òî jå f∗ èçîìîðôèçàì ãðóïà.�

Äàêëå, îâî òâð¢å»å íàì êàæå äà ñó îäãîâàðàjó£å õîìîòîïñêå ãðóïå õîìîòîïñêè åêâè-
âàëåíòíèõ ïàðîâà (X, x0) è (Y, y0) èçîìîðôíå:

πn(X, x0) ∼= πn(Y, y0).

Ñà äðóãå ñòðàíå, óâåðèëè ñìî ñå äà ñó õîìîòîïñêå ãðóïå ïóòíî ïîâåçàíîã ïðîñòîðà
íåçàâèñíå îä èçáîðà áàçíå òà÷êå, ó ñìèñëó äà çà äâå ðàçëè÷èòå áàçíå òà÷êå äîáèjàìî
èçîìîðôíå îäãîâàðàjó£å õîìîòîïñêå ãðóïå. Èìàjó£è òî ó âèäó, çà íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å
ïóòíî ïîâåçàíèõ ïðîñòîðà f : X −→ Y ìîæåìî ïîñìàòðàòè è f∗ : πn(X) −→ πn(Y ).
Ìå¢óòèì, ó îâîì ñëó÷àjó, f∗ íèjå ñàñâèì îäðå¢åíî áóäó£è äà πn(X), êàî è πn(Y ), íå
ïðåäñòàâ§à jåäíó ãðóïó, âå£ ÷èòàâ ñêóï ìå¢óñîáíî èçîìîðôíèõ ãðóïà êîjå îäãîâàðàjó
ðàçëè÷èòèì èçáîðèìà áàçíå òà÷êå. O f∗ : πn(X) −→ πn(Y ) ìîæåìî ðàçìèø§àòè êàî î
f∗ : πn(X, x0) −→ πn(Y, f(x0)) çà íåêî x0 ∈ X. Âåçó èçìå¢ó ðàçëè÷èòèõ èçáîðà áàçíå òà÷êå
ó X îñòâàðójó èçîìîðôèçìè βu è βf◦u. Ïðåöèçíèjå, ñëåäå£è äèjàãðàì êîìóòèðà.

πn(X, x0) πn(Y, f(x0))

πn(X, x1) πn(Y, f(x1))

f∗

βu

f∗

βf◦u

Òà÷êå x0 è x1 ñó ïðîèçâî§íî èçàáðàíå òà÷êå ïðîñòîðà X, à u jå jåäàí ïóò ó X îä òà÷êå
x0 äî òà÷êå x1. Äà áèñìî ñå óâåðèëè äà äèjàãðàì êîìóòèðà, òðåáà çà íåêè åëåìåíò [ϕ]0 ∈
πn(X, x0) ïîêàçàòè äà jå βf◦u ◦ f∗([ϕ]0) = f∗ ◦βu([ϕ]0). Àêî jå ϕ '

u
ψ, îíäà jå è f ◦ψ '

f◦u
f ◦ϕ.

Âèäèìî äà jå f ◦ ψ jåäàí ïðåäñòàâíèê êëàñå βf◦u([f∗([ϕ]0)), ÷èìå ñìî è äîêàçàëè ãîð»ó
jåäíàêîñò.

Ñëåäå£å òâð¢å»å jå óîïøòå»å òâð¢å»à 20. Äîêàç òâð¢å»à ó ñëó÷àjó n = 1 äàò jå ó [1,
Proposition 1.18], à ó îñòàëèì ñëó÷àjåâèìà äîêàç áè òåêàî àíàëîãíî òîìå.

Òåîðåìà 21 : Àêî jå ïðåñëèêàâà»å f −→ Y õîìîòîïñêà åêâèâàëåíöèjà, îíäà jå çà
ñâàêè ïðèðîäàí áðîj n è çà ñâàêó òà÷êó x ∈ X ïðåñëèêàâà»å f∗ : πn(X, x0) −→ πn(Y, f(x0))
èçîìîðôèçàì. Çà n = 0, f∗ jå áèjåêöèjà.

Äèðåêòíà ïîñëåäèöà îâîã òâð¢å»à jå äà ñâàêè êîíòðàêòèáèëàí ïðîñòîð èìà òðèâèjàëíå
õîìîòîïñêå ãðóïå.

Ñëåäå£å òâð¢å»å ãîâîðè î îäíîñó õîìîòîïñêèõ ãðóïà ïðîñòîðà ñà õîìîòîïñêèì ãðóïàìà
íàòêðèâàjó£èõ ïðîñòîðà.

19



Òåîðåìà 22 : Íåêà jå ïðåñëèêàâà»å p : E −→ B íàòêðèâà»å, òà÷êà e0 ∈ E è b0 = p(e0).
Òàäà jå èíäóêîâàíî ïðåñëèêàâà»å p∗ : πn(E, e0) −→ πn(B, b0) ìîíîìîðôèçàì çà n ≥ 1, à
èçîìîðôèçàì çà n ≥ 2.

Äîêàç: Äà jå p∗ ìîíîìîðôèçàì çà n = 1 äîêàçàíî jå ó [1, Proposition 1.31], à äîêàç çà
n ≥ 2 jå ïîòïóíî àíàëîãàí.

Äà áèñìî äîêàçàëè äà jå p∗ "íà" çà n ≥ 2, óçìèìî ïðîèçâî§íó êëàñó [f ]0 ∈ πn(B, b0)
÷èjè jå ïðåäñòàâíèê f : (Sn, e1) −→ (B, b0). Êàêî jå π1(S

n, e1) ∼= 0, òî jå f∗(π1(S
n, e1)) ⊆

p∗(π1(E, e0)). Ñàäà, íà îñíîâó [1, Proposition 1.33], çíàìî äà ïîñòîjè ïîäèçà»å g : (S
n, e1) −→

(E, e0),

(Sn, e1) (B, b0)

(E, e0)

f

p
g

ïà jå p∗([g]0) = [p ◦ g]0 = [f ]0, òj. êëàñà [g]0 jå òðàæåíè îðèãèíàë ñëèêå [f ]0.�

Ïîñëåäèöå:

1. Çàõâà§ójó£è îâîì òâð¢å»ó ìîæåìî îäðåäèòè ñâå õîìîòîïñêå ãðóïå êðóæíèöå S1:
ïîçíàòî jå äà ïðîñòîð R êîjè jå êîíòðàêòèáèëàí íàòêðèâà ïðîñòîð S1, ïà òàêî
äîáèjàìî:

π1(S
1) ∼= Z,

πn(S
1) ∼= 0, n ≥ 2.

2. Óîïøòå, êàä ãîä ïðîñòîð èìà êîíòðàêòèáèëíî íàòêðèâà»å, òàäà ñó ñâå »åãîâå õîìîòîïñêå
ãðóïå çà n ≥ 2 òðèâèjàëíå.

3. Ïðîñòîð Sm íàòêðèâà ïðîñòîð RPm, ïà jå òàêî:

πn(RP
m) ∼= πn(S

m), n ≥ 2.

4. ÏðîñòîðR2 íàòêðèâà òîðóñ T 2, à òîðóñ íàòêðèâà Êëàjíîâó ôëàøóK, ïà çàê§ó÷ójåìî
ñëåäå£å:

π1(T
2) ∼= Z2,

πn(T
2) ∼= 0, n ≥ 2,

πn(K) ∼= 0, n ≥ 2.

5. Çà ñâå çàòâîðåíå ïîâðøè îñèì S2 è RP 2 óíèâåðçàëíî íàòêðèâà»å jå R2, ïà çà ñâàêó
òàêâó ïîâðø X òàêî¢å èìàìî πn(X) = 0, n ≥ 2.

Øòî ñå òè÷å õîìîòîïñêèõ ãðóïà ïðîèçâîäà ïðîñòîðà, ñèòóàöèjà jå âðëî jåäíîñòàâíà:
õîìîòîïñêå ãðóïå "ïðîëàçå" êðîç ïðîèçâîä. Ñëåäå£å òâð¢å»å ãîâîðè î òîìå.

Òâð¢å»å 23 : Íåêà ñó X è Y ïóòíî ïîâåçàíè ïðîñòîðè. Òàäà çà ñâàêî n ∈ N âàæè:

πn(X × Y ) ∼= πn(X)× πn(Y ).

Äîêàç òâð¢å»à ñëè÷àí jå äîêàçó òàêâîã òâð¢å»à çà ôóíäàìåíòàëíó ãðóïó.
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6 Ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå

Ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå ïðåäñòàâ§àjó êîðèñíó ãåíåðàëèçàöèjó õîìîòîïñêèõ ãðóïà.2

Çà ðàçëèêó îä àïñîëóòíèõ õîìîòîïñêèõ ãðóïà, îâäå £åìî ïîñìàòðàòè óðå¢åíå òðîjêå (X,A, x0),
ãäå jå X òîïîëîøêè ïðîñòîð è x0 ∈ A ⊂ X.

Îçíàêå êîjå £åìî óâåñòè ó íàñòàâêó êîðèñòè£åìî ó äåôèíèöèjè ðåëàòèâíèõ õîìîòîïñêèõ
ãðóïà. Êàî è äî ñàäà, In £å îçíà÷àâàòè n−äèìåíçèîíàëíó jåäèíè÷íó êîöêó. (n−1)−äèìåí-
çèîíàëíó jåäèíè÷íó êîöêó In−1 £åìî ïîñìàòðàòè êàî ñëåäå£è ïîòïðîñòîð êîöêå In:

In−1 = {t ∈ In | tn = 0}.

Ñà Jn−1 îçíà÷è£åìî çàòâîðå»å îä ∂In \ In−1:

Jn−1
def
= ∂In \ In−1.

Ó îâèì îçíàêàìà, çà n = 1 äîáèjà ñå äóæ ÷èjå jå jåäíî òåìå I0, à äðóãî J0 (âèäè ñëèêó).
Çà n = 2, äîáèjà ñå êâàäðàò ÷èjà jå jåäíà ñòðàíèöà I1, à óíèjà ïðåîñòàëå òðè ñòðàíèöå
(çàjåäíî ñà ãðàíè÷íèì òåìåíèìà) jå J1. Çà n = 3, I3 jå êîöêà, I2 jå »åíà äî»à ñòðàíà, à
J2 jå óíèjà ïðåîñòàëèõ 5 ñòðàíà (çàòâîðåíà).

n = 1 : n = 2 : n = 3 :

I0 J0

I2

J2

J1

I2

Çà óðå¢åíó òðîjêó (X,A, x0) ïîñìàòðàjìî íåïðåêèäíà ïðåñëèêàâà»à f : (In, ∂In, Jn−1) −→
(X,A, x0). Òî ñó ïðåñëèêàâà»à êîä êîjèõ ñå ãðàíèöà ∂In ñëèêà ó A, à Jn−1 ó x0. Ìå¢ó
ñâèì òàêâèì ïðåñëèêàâà»èìà, óâåø£åìî ðåëàöèjó ' êîjà £å áèòè íåøòî èçìå»åíà ó
îäíîñó íà ðåëàöèjó ' êîjó ñìî èìàëè êîä ïðåñëèêàâà»à ïàðîâà. Ïðåñëèêàâà»à f è g ñó
õîìîòîïíà (êàî ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ òðîjêè) àêî ïîñòîjè íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å
H : In × I −→ X òàêâî äà âàæè:

(∀t ∈ In) H(t, 0) = f(t),

(∀t ∈ In) H(t, 1) = g(t),

(∀t ∈ ∂In) (∀s ∈ I) H(t, s) ∈ A,

(∀t ∈ Jn−1) (∀s ∈ I) H(t, s) = x0.

2Çà õîìîòîïñêå ãðóïå î êîjèìà jå áèëî ðå÷è ó ïðåòõîäíèì ïîãëàâ§èìà êîðèñòè£åìî è èçðàç àïñîëóòíå

õîìîòîïñêå ãðóïå.
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Èäåíòèôèêàöèjîì ñâèõ õîìîòîïíèõ ïðåñëèêàâà»à ó îâàêâîj õîìîòîïèjè äîáèjàìî ñêóï:

πn(X,A, x0) = {f : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0)} � ' .

Î÷èãëåäíî, îâàêâà äåôèíèöèjà íåìà ñìèñëà çà n = 0, ïà £åìî π0(X,A, x0) îñòàâèòè
íåäåôèíèñàíèì. Çà n = 1, ñêóï π1(X,A, x0) ïðåäñòàâ§à ñêóï ñâèõ ïóòåâà ó X ÷èjè jå
ïî÷åòàê ó ñêóïó A, à çàâðøåòàê ó òà÷êè x0 (âèäè ñëåäå£ó ñëèêó).

Îïåðàöèjó + íà ñêóïó ïðåñëèêàâà»à (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0) äåôèíèñà£åìî êàî
øòî ñìî òî èìàëè è êîä ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ ïàðîâà. Çà äâà ïðåñëèêàâà»à f, g :
(In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0) jå:

(f + g)(t1, t2, . . . , tn)
def
=

{
f(2t1, t2, . . . , tn), 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn),
1
2
≤ t1 ≤ 1

,

øòî £åìî ñêèöèðàòè íà ñëåäå£îj ñëèöè.

f g

Íà ñëèöè, äåî ãðàíèöå îçíà÷åí ïóíîì ëèíèjîì ñëèêà ñå ó òà÷êó x0, äîê ñå äåî îçíà÷åí
èñïðåêèäàíîì ëèíèjîì ñëèêà ó ñêóï A. Âèäèìî äà jå è ðåçóëòàò f+g òàêî¢å ïðåñëèêàâà»å
òðîjêè (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0), àëè ñàìî çà n ≥ 2. Ó ñëó÷àjó n = 1, îâàêâà îïåðàöèjà
ñå íå ìîæå äåôèíèñàòè jåð çà t = 1

2
áèñìî ñ jåäíå ñòðàíå èìàëè (f + g)(1

2
) = f(1) = x0, a

ñà äðóãå ñòðàíå áè áèëî (f + g)(1
2
) = g(0). g(0) ìîæå áèòè ïðîèçâî§íà òà÷êà ó ñêóïó A,

íå îáàâåçíî x0, ïà òàêî ïðåñëèêàâà»å f + g íå áè áèëî äîáðî äåôèíèñàíî.
Ñàäà, çà n ≥ 2, îâà îïåðàöèjà èíäóêójå îïåðàöèjó + äåôèíèñàíó íà ñêóïó πn(X,A, x0):

[f ] + [g]
def
= [f + g].

Îïåðàöèjà jå äîáðî äåôèíèñàíà è »åíèì óâî¢å»åì äîáèjàìî ñòðóêòóðó ãðóïå (πn(X,A, x0),+)
êîjó íàçèâàìî ðåëàòèâíà õîìîòîïñêà ãðóïà. Äîêàçè äà jå îïåðàöèjà + äîáðî äåôèíèñàíà,
àñîöèjàòèâíà, äà jå íåóòðàë êëàñà [cx0 ] è äà ïîñòîjå èíâåðçíè åëåìåíòè àíàëîãíè ñó äîêàçèìà
çà àïñîëóòíå õîìîòîïñêå ãðóïå.

Ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå πn(X,A, x0) ñó êîìóòàòèâíå çà ñâå ïðèðîäíå áðîjåâå n ≥ 3.
Õîìîòîïèjó H (êðîç ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ òðîjêè) èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à f+g è g+f
îïèñà£åìî ñëèêîì. t êîîðäèíàòó îâå õîìîòîïèjå ïîñìàòðà£åìî êàî âðåìå çà êîjå ñå f + g
íåïðåêèäíî òðàíñôîðìèøå ó g+ f . Íà ñëèöè jå äàò èçãëåä õîìîòîïèjå H ó òðè ðàçëè÷èòà
òðåíóòêà, êàî è îïèñ òðàíñôîðìàöèjå êîjà ñå äîãà¢à ó ìå¢óâðåìåíó.
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f
g

f g

òðåíóòàê 0 òðåíóòàê 1− t

fg

f g

òðåíóòàê 1

Çà èçãðàä»ó îâàêâå õîìîòîïèjå íåîïõîäíî jå èìàòè áàð 4 êîîðäèíàòå, ïà çà ãðóïó π2(X,A, x0)
íå ìîæåìî òâðäèòè äà jå êîìóòàòèâíà.

Ñëè÷íî êàî è êîä àïñîëóòíèõ õîìîòîïñêèõ ãðóïà è ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå ìîæåìî
ñàãëåäàòè íà äðóãè íà÷èí. Çíàjó£è äà jå In/Jn−1 ≈ Dn, óçìèìî íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å
p : In −→ Dn, òàêâî äà jå p(Jn−1) = {e1}. Ñàäà çà ñâàêî ïðåñëèêàâà»å f : (In, ∂In, Jn−1) −→
(X,A, x0) ïîñòîjè f̃ : (Dn, Sn−1, e1) −→ (X,A, x0) òàêâî äà jå:

f = f̃ ◦ p,

òj. ñëåäå£è äèjàãðàì êîìóòèðà:

In X

Dn

f

p f̃

πn(X,A, x0) ñàäà ïîñìàòðàìî êàî:

πn(X,A, x0) = {f̃ : (Dn, Sn−1, e1) −→ (X,A, x0)}� ',

ãäå jå' ðåëàöèjà õîìîòîïèje êðîç ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ òðîjêè. Êëàñå ñêóïà πn(X,A, x0)
ïîñìàòðàíîã íà îâàj íà÷èí £åìî îáåëåæàâàòè ñà [f ]0r. Îïåðàöèjà+ ïðèìå»åíà íà [f ]0r, [g]0r ∈
πn(X,A, x0) èçãëåäà îâàêî:

[f ]0r + [g]0r = [(f ∨ g) ◦ c]0r.
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f ∨ g

≈

≈

Dn

Dn

Xce1

f

g

Dn

Ïðåñëèêàâà»å c jå êîëàïñèðà»å ïîòïðîñòîðà Dn−1 ó ïðîñòîðó Dn.
Ïðîâåðèìî øòà ñå äîãà¢à ñà ðåëàòèâíèì õîìîòîïñêèì ãðóïàìà êàäà jå A = {x0}. Íåêà

jå q : Dn −→ Sn ïðåñëèêàâà»å êîjå íàjïðå ãðàíèöó äèñêà ∂Dn = Sn−1 ñêóïè ó òà÷êó, à
çàòèì äîáèjåíè ïðîñòîð õîìåîìîðôíî ïðåñëèêà ó Sn. Ïðè òîìå, öåëà ãðàíèöà ∂Dn ñëèêà
ñå ó òà÷êó e1 ∈ Sn. Çà ïðîèçâî§íó êëàñó [f ]0 ∈ πn(X, x0) ïîñìàòðàjìî jåäíîã »åíîã
ïðåäñòàâíèêà f : (Sn, e1) −→ (X, x0). Òàäà jå f ◦q : (Dn, Sn−1, e1) −→ (X, x0, x0), øòî çíà÷è
äà jå [f ◦ q]0r ∈ πn(X, x0, x0).

Dn X

Sn

f ◦ q

q f

Êîðåñïîíäåíöèjà
πn(X, x0, x0) 3 [f ◦ q]0r ←→ [f ]0 ∈ πn(X, x0)

jå jåäíîçíà÷íà, ïà ìîæåìî ðå£è äà jå πn(X, x0, x0) = πn(X, x0).
Ñëè÷íî, àêî ïîñìàòðàìî ãðóïó πn(X, x0, x0) êàî ñêóï êëàñà ïðåñëèêàâà»à òðîjêå (I

n, ∂In, Jn−1),
îíäà jå, çà ñâå n ≥ 1, î÷èãëåäíî:

πn(X, x0, x0) = πn(X, x0).

Ñëåäå£å ðàçìàòðà»å îäíîñè ñå íà íåóòðàë [cx0 ]0r ó ãðóïè πn(X,A, x0). Äà áè êëàñà [f ]0r
áèëà íåóòðàë, çà ñâàêîã »åíîã ïðåäñòàâíèêà f : (Dn, Sn−1, e1) −→ (X, x0, x0) ïîòðåáíî jå è
äîâî§íî äà ïîñòîjè õîìîòîïèjà H : Dn × I −→ X òàêâà äà âàæè:

(∀y ∈ Dn) H(y, 0) = f(y),

(∀y ∈ Dn) H(y, 1) = x0,

(∀y ∈ Sn−1) (∀t ∈ I) H(y, t) ∈ A,

(∀t ∈ I) H(e1, t) = x0.
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e1

Îìîòà÷ ñå
ñëèêà ó A

Ñëåäå£à ëåìà äà£å íàì jåäàí âåîìà êîðèñòàí êðèòåðèjóì êîjèì ñå óòâð¢ójå äà ëè jå
íåêî ïðåñëèêàâà»å ïðåäñòàâíèê êëàñå [cx0 ]0r èëè íèjå. Çà êëàñó [cx0 ]0r îâäå £åìî êîðèñòèòè
è êîíâåíöèîíàëíó îçíàêó íåóòðàëà êîìóòàòèâíå ãðóïå 0.

Ëåìà 24 (Êðèòåðèjóì êîìïðåñèjå): Íåêà jå f : (Dn, Sn−1, e1) −→ (X,A, x0), n ≥
1. Òàäà jå [f ]0r = 0 àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : Dn −→ X òàêâî äà jå
f ' g (rel Sn−1) è g(Dn) ⊂ A.

Íàïîìåíà: Èàêî π1(X,A, x0) íå ìîðà áèòè ãðóïà, ëåìà âàæè è ó òîì ñëó÷àjó àêî
ïîñìàòðàìî èñòàêíóòè åëåìåíò [cx0 ]0r óìåñòî íåóòðàëà ãðóïå.

Äîêàç: (=⇒)Ïðåòïîñòàâèìî äà ïðåñëèêàâà»å f ïðèïàäà êëàñè-íåóòðàëó ãðóïå πn(X,A, x0),
òj. äà jå [f ]0r = 0. Òàäà ïîñòîjè õîìîòîïèjà H : Dn × I −→ X êàêâó ñìî îïèñàëè èçíàä.
Îâà õîìîòîïèjà íå ìîðà áèòè rel Sn−1, ïà jå ïîòðåáíî ìîäèôèêîâàòè jå. Ïîñëóæè£åìî ñå
ñòàíäàðäíèì ïîñòóïêîì êîjèì îä íåêå õîìîòîïèjå äîáèjàìî õîìîòîïèjó rel Sn−1.

Íàjïðå óî÷èìî ïðåñëèêàâà»å q : Dn× I −→ Dn× I êîjå ñêóï§à ñâå ãðàíè÷íå "âèñèíå"
ó òà÷êó, à çàòèì ïîíîâî èñïðàâ§à ïðîñòîð íà Dn × I. Ïðåöèçíèjå,

- çà ñâàêó òà÷êó y ∈ Dn jå q(y, 0) = (y, 0), òj. äî»à îñíîâà ìèðójå;

- çà ñâàêó òà÷êó y ∈ Sn−1 è çà ñâàêî t ∈ I jå q(y, t) = (y, 0);

- ãîð»à îñíîâà Dn × {1} õîìåîìîðôíî ñå ñëèêà ó ãîð»ó îñíîâó çàjåäíî ñà
îìîòà÷åì âà§êà Dn × {1} ∪ Sn−1 × I (ðàçâó÷å ñå ïðåêî îìîòà÷à);

- óíóòðàø»îñò âà§êà Dn × I õîìåîìîðôíî ñå ïðåñëèêà íà óíóòðàø»îñò âà§êà,
äàêëå, q(int(Dn × I)) = int(Dn × I), ìàäà q|intDn×I íèjå èäåíòè÷êî ïðåñëèêàâà»å.

Íà ñëåäå£èì ñëèêàìà âèäèìî êàêî èçãëåäà ïðåñëèêàâà»å q ó ñëó÷àjåâèìà n = 1 è n = 2.

≈
n = 1 :
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n = 2 :

≈

Ñàäà äåôèíèøèìî H̃ : Dn × I −→ X:

H̃ = H ◦ q.

Ïðîâåðè£åìî äà jå H̃ òðàæåíà õîìîòîïèjà. Óçìèìî äà jå g : Dn −→ X äåôèíèñàíî
jåäíàêîø£ó g(y) = H̃(y, 1) çà ñâàêî y ∈ Dn. Êàêî jå

H̃(y, 0) = H(q(y, 0)) = H(y, 0) = f(y),

òî âèäèìî äà jå H̃ õîìîòîïèjà èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à f è g. Äà§å, çà ñâàêî y ∈ Sn−1 jå

H̃(y, t) = H(q(y, t)) = H(y, 0) = f(y),

ïà äîáèjàìî äà jå
H̃ : f ' g rel Sn−1.

Jîø îñòàjå äà ñå óâåðèìî äà jå ñëèêà ïðåñëèêàâà»à g ñàäðæàíà ó ñêóïó A, à òî âèäèìî èç
ñëåäå£åã:

g(Dn) = H̃(Dn × {1})

= H(q(Dn × {1})

= H(Dn × {1} ∪ Sn−1 × I)

⊂ A.

(⇐=) Ïðåòïîñòàâèìî äà ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : Dn −→ X ñà íàâåäåíèì ñâîjñòâèìà:
(∗) f ' g rel Sn−1,
(∗∗) g(Dn) ⊂ A.

Çàõâà§ójó£è ñâîjñòâó (∗), èìàìî äà jå g(e1) = f(e1) = x0, øòî çíà÷è äà jå g : (D
n, Sn−1, x0) −→

(X,A, x0) è äà jå óî÷åíà õîìîòîïèjà èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à f è g çàïðàâî õîìîòîïèjà êðîç
ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ òðîjêè. Òèìå äîáèjàìî äà jå [f ]0r = [g]0r.

Ñàäà jå äîâî§íî äîêàçàòè äà jå ïðåñëèêàâà»å g ïðåäñòàâíèê êëàñå íåóòðàëà. Êàêî jå
e1 jàêè äåôîðìàöèîíè ðåòðàêò îä D

n, òî ïîñòîjè G : Dn×I −→ Dn ñà ñëåäå£èì îñîáèíàìà:

(∀y ∈ Dn) G(y, 0) = y,

(∀y ∈ Dn) G(y, 1) = e1,
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(∀t ∈ I) G(e1, t) = e1.

Íà ïðèìåð, G(y, t)
def
= (1 − t) · y + t · e1. Êîðèñòå£è îâî ïðåñëèêàâà»å, äåôèíèñà£åìî

H : Dn × I −→ X íà ñëåäå£è íà÷èí:

H = g ◦G.

Çà ñâàêî y ∈ Dn jå H(y, 0) = g(G(y, 0)) = g(y), êàî è H(y, 1) = g(G(y, 1)) = g(e1) =
x0. Êîðèñòå£è ñâîjñòâî (∗∗), çà y ∈ Sn−1 è t ∈ I jå H(y, t) ∈ A (øòàâèøå, öåëà ñëèêà
ïðåñëèêàâà»à H jå ïîäñêóï A). Íà êðàjó, çà t ∈ I èìàìî H(e1, t) = g(G(e1, t)) = g(e1) = x0.
Äàêëå, H jå õîìîòîïèjà ðåëàòèâíî x0 èçìå¢ó ïðåñëèêàâà»à g è cx0 è òî êðîç ïðåñëèêàâà»à
òîïîëîøêèõ òðîjêè (Dn, Sn−1, e1) −→ (X,A, x0), ïà çàê§ó÷ójåìî äà jå:

[f ]0r = [g]0r = 0,

øòî jå è òðåáàëî äîêàçàòè.�

Àêî jå f : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0), òàäà jå [f ] ∈ πn(X,A, x0) (n ≥ 1) è âàæè
åêâèâàëåíöèjà: [f ] = 0 àêî è ñàìî àêî ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : In −→ X òàêâî äà jå
f ' g rel ∂In è ñëèêà g(In) jå ïîäñêóï ñêóïà A. Îâî jå äèðåêòíà ïîñëåäèöà êðèòåðèjóìà
êîìïðåñèjå êàäà ïðå¢åìî íà ðàíèjè íà÷èí ïîñìàòðà»à ãðóïå πn(X,A, x0).

Ïîñìàòðàjìî ñàäà ïðåñëèêàâà»å ϕ : (X,A, x0) −→ (Y,B, y0). Îâî ïðåñëèêàâà»å èíäóêójå
ïðåñëèêàâà»å ϕ∗ : πn(X,A, x0) −→ πn(Y,B, y0), n ≥ 1 çàäàòî jåäíàêîø£ó:

ϕ∗([f ]) = [ϕ ◦ f ].

Çà n ≥ 2 òî jå õîìîìîðôèçàì ãðóïà (äîêàçójå ñå êàî ó ñëó÷àjó àïñîëóòíèõ õîìîòîïñêèõ
ãðóïà). Âàæå è ôóíêòîðèjàëíà ñâîjñòâà àíàëîãíà îíèì ó ñëó÷àjó àïñîëóòíèõ ãðóïà:

(ϕ ◦ ψ)∗ = ϕ∗ ◦ ψ∗,

1* = 1.

Àêî ñó ïðåñëèêàâà»à ϕ è ψ õîìîòîïíà êàî ïðåñëèêàâà»à òðîjêè, îíäà jå:

ϕ∗ = ψ∗,

à àêî jå ϕ õîìîòîïñêà åêâèâàëåíöèjà ó êàòåãîðèjè ïðåñëèêàâà»à òîïîëîøêèõ òðîjêè, îíäà
jå ϕ∗ èçîìîðôèçàì çà n ≥ 2 è áèjåêöèjà çà n = 1.

27



7 Äóãè òà÷àí íèç õîìîòîïñêèõ ãðóïà

Òâð¢å»å êîjå ñëåäè jå ìîæäà íàjçíà÷àjíèjè ðåçóëòàò âåçàí çà ðåëàòèâíå õîìîòîïñêå ãðóïå.
Äà áèñìî ãà ïðèêàçàëè, óî÷èìî íèç ïðåñëèêàâà»à:

πn(A, x0)
i∗−→ πn(X, x0)

j∗−→ πn(X,A, x0)
∂−→ πn−1(A, x0).

Îâäå jå i∗ ïðåñëèêàâà»å èíäóêîâàíî èíêëóçèjîì i : A ↪→ X, äîê jå j∗ èíäóêîâàíî èíêëóçèjîì
j : (X, x0, x0) ↪→ (X,A, x0). Ðàíèjå ñìî ñå óâåðèëè äà jå πn(X, x0, x0) = πn(X, x0), ïà
jå îïðàâäàíî øòî ñìî ó ãîð»åì íèçó çà äîìåí ïðåñëèêàâà»à j∗ ïèñàëè πn(X, x0) óìåñòî
πn(X, x0, x0). Øòî ñå òè÷å ïðåñëèêàâà»à ∂, »åãà £åìî ïîñåáíî äåôèíèñàòè. Çà ïðîèçâî§íî
ïðåñëèêàâà»å f : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0) äåôèíèñà£åìî ∂([f ]) êàî êëàñó ðåñòðèêöèjå
ïðåñëèêàâà»à f íà In−1 (äî»ó îñíîâó êîöêå In), òj.

∂([f ]) = [f |In−1 ].

Ëàêî ñå âèäè äà jå çàèñòà ∂([f ]) ∈ πn−1(A, x0). Ïðåñëèêàâà»å ∂ jå è õîìîìîðôèçàì ãðóïà çà
n ≥ 2 øòî, òàêî¢å, íèjå òåøêî äîêàçàòè. Ñàäà ìîæåìî ôîðìóëèñàòè è íàjàâ§åíî òâð¢å»å.

Òåîðåìà 25 : Ñëåäå£è íèç jå òà÷àí íèç ñêóïîâà.

. . . πn(A, x0)
i∗−→ πn(X, x0)

j∗−→ πn(X,A, x0)
∂−→ πn−1(A, x0) −→ . . .

∂−→ π0(A, x0)
i∗−→ π0(X, x0)

Àêî èçóçìåìî ïîñëåä»à òðè ÷ëàíà, îíäà jå òà÷àí íèç ãðóïà, à áåç ïîñëåä»èõ øåñò ÷ëàíîâà
jå òî òà÷àí íèç Àáåëîâèõ ãðóïà.

Äîêàç: Òà÷íîñò íèçà jå ïîòðåáíî è äîâî§íî ïðîâåðèòè íà òðè ìåñòà.
Íàjïðå äîêàæèìî äà jå im i∗ = ker j∗ çà n ≥ 1. Äà jå im i∗ ⊂ ker j∗ âèäèìî èç ñëåäå£åã.

Çà f : (In, ∂In) −→ (A, x0) jå

j∗(i∗([f ])) = j∗([i ◦ f ]) = 0.

Ïîñëåä»à jåäíàêîñò jå äèðåêòíà ïîñëåäèöà êðèòåðèjóìà êîìïðåñèjå êàä ñå èìà ó âèäó äà
jå ñëèêà ïðåñëèêàâà»à f ñàäðæàíà ó ñêóïó A.

Ñàäà óçìèìî ïðîèçâî§àí [f ] ∈ πn(X, x0) òàêàâ äà jå j∗([f ]) = 0. Ïðåñëèêàâà»å f
ìîæåìî ïîñìàòðàòè êàî f : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X, x0, x0) äîê jå j∗([f ]) = [j ◦ f ], à j ◦ f jå
èñòî ïðåñëèêàâà»å êàî è f ñàìî øòî jå êîäîìåí ó òîì ñëó÷àjó (X,A, x0). Íà îñíîâó ëåìå
24 (êðèòåðèjóìà êîìïðåñèjå) ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g : In −→ X òàêâî äà jå f ' g rel ∂In

è ñëèêà g(In) jå ïîäñêóï ñêóïà A. Îâå îñîáèíå íàì îáåçáå¢ójó äà ìîæåìî g çàïèñàòè êàî
i ◦ g̃ ïðè ÷åìó jå [g̃] ∈ πn(A, x0). Òàêî äîáèjàìî ñëåäå£è íèç jåäíàêîñòè:

[f ] = [g] = [i ◦ g̃] = i∗([g̃])

è çàê§ó÷ójåìî äà jå [f ] ∈ im i∗, òj. äà jå ker j∗ = im i∗.
Äà§å £åìî äîêàçàòè äà jå im j∗ = ker ∂ .
⊂: ∂(j∗([f ]) = ∂([j ◦ f ]) = [f |In−1 ] = [cx0 ].
Ïîñëåä»à jåäíàêîñò âàæè jåð jå [f ] ∈ πn(X, x0), ïà ñå öåëà ãðàíèöà, à ñàìèì òèì è In−1

ñëèêà ó òà÷êó x0.
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⊃: Íåêà jå [f ] ∈ πn(X,A, x0) òàêâî äà jå ∂([f ]) = 0, tj. [f ] ∈ ker ∂. Òî çíà÷è äà jå
[f |In−1 ] = 0 = [cx0 ], ïðè ÷åìó jå [cx0 ] ∈ πn−1(A, x0), ïà èìàìî õîìîòîïèjó G : In−1×I −→ A:

G : f |In−1 ' cx0 (rel ∂In−1).

Îâà õîìîòîïèjà èìà ñëåäå£à ñâîjñòâà:

(∀t ∈ In−1) G(t, 0) = f(t),

(∀t ∈ In−1) G(t, 1) = x0,

(∀t ∈ ∂In−1) (∀s ∈ I) G(t, s) = x0.

Ñàäà £åìî äåôèíèñàòè ïðåñëèêàâà»å H : In × {0} ∪ ∂In × I −→ X íà ñëåäå£è íà÷èí:

(∀t ∈ In) H(t, 0) = f(t),

(∀t ∈ In−1) (∀s ∈ I) H(t, s) = G(t, s),

(∀t ∈ Jn−1) (∀s ∈ I) H(t, s) = x0.

Öè§ íàì jå äà îâó õîìîòîïèjó H ïðîøèðèìî. Ïàð (In, ∂In) èìà ñâîjñòâî ïðîøèðå»à
õîìîòîïèjå (òî jå òâð¢å»å åêâèâàëåíòíî òâð¢å»ó äà ïàð (Dn, Sn−1) èìà ñâîjñòâî ïðîøèðå»à
õîìîòîïèjå, à êàêî jå Dn × {0} ∪ Sn−1 × I ðåòðàêò îä Dn × I, îíäà òî âàæè).

f

G

In−1

Íåêà jå H̃ : In × I −→ X ïðîøèðå»å îä H, òj.

H̃ |In×{0} ∪ ∂In×I= H.

Äåôèíèñà£åìî ïðåñëèêàâà»å g : In −→ X jåäíàêîø£ó:

g(t) = H̃(t, 1).

Äà áè áèëî çàèñòà [f ] = [g], ïîòðåáíî jå äà H̃ áóäå õîìîòîïèjà êðîç ïðåñëèêàâà»à îáëèêà
(In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0). Òî âàæè jåð jå G : In−1 × I −→ A. Êàêî jå g(∂In) = {x0},
ïîñòîjè ïðåñëèêàâà»å g̃ : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X, x0, x0) òàêâî äà jå [g] = [j ◦ g̃] (âèäè
äèjàãðàì).

(In, ∂In, Jn−1) (X,A, x0)

(X, x0, x0)

g

g̃ j
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Íàjçàä çàê§ó÷ójåìî äà jå [f ] = [g] = j∗([g̃]) ∈ im j∗.
Jîø íàì jå îñòàëî äà äîêàæåìî jåäíàêîñò im ∂ = ker i∗.
(⊂): Íàjïðå äîêàæèìî äà jå im ∂ ⊂ ker i∗. Êàêî jå çà f : (In, ∂In, Jn−1) −→ (X,A, x0)

i∗(∂([f)]) = i∗([f |In−1 ]) = [i ◦ f |In−1 ],

òî íàì jå ïîòðåáíà õîìîòîïèjà ðåëàòèâíî ∂In−1 èçìå¢ó äî»åã íèâîà ïðåñëèêàâà»à f è
êîíñòàíòíîã ïðåñëèêàâà»à. Ñàìî ïðåñëèêàâà»å f ìîæå ïðåäñòàâà§àòè òàêâó õîìîòîïèjó:

f : i ◦ f |In−1' const,

ïà jå òèìå ãîð»à ðåëàöèjà äîêàçàíà.
(⊃): Ðåëàöèjó im ∂ ⊃ ker i∗ äîêàçà£åìî íà ñëåäå£è íà÷èí. Íåêà jå [g] ∈ πn−1(A, x0)

êëàñà çà êîjó âàæè i∗([g]) = 0 è íåêà jå ïðåñëèêàâà»å g : (In−1, ∂In−1) −→ (A, x0) jåäàí
ïðåäñòàâíèê îâå êëàñå. Òàäà ïîñòîjè õîìîòîïèjà

f : i ◦ g ' const (rel ∂In−1).

Ïðè òîìå, f : In−1 × I −→ X, òj. f : In −→ X, èëè, jîø ïðåöèçíèjå f : (In, ∂In, Jn−1) −→
(X,A, x0), ïà jå [f ] ∈ πn(X,A, x0) è âàæè:

∂([f ]) = [f |In−1 ] = [g],

ïà jå [g] ∈ im ∂.�

Äà§å íàì ñå ïîñòàâ§à ïèòà»å: êàäà è ó êîjîj ìåðè ìîæåìî çàíåìàðèòè áàçíå òà÷êå?
Ñëåäå£è ñòàâ íàì äåëèìè÷íî ïðóæà îäãîâîð íà îâî ïèòà»å.

Ñòàâ 26 : Àêî jå f : Sn −→ X (n ∈ N0) íåïðåêèäíî ïðåñëèêàâà»å, òàäà âàæè:

f ' const ⇐⇒ f ' const (rel e1).

Äîêàç: Ñìåð ⇐= jå î÷èãëåäàí.
Äîêàæèìî ñìåð =⇒. Ïðåòïîñòàâèìî äà jå f ' const, ãäå jå const = cx1 áèëî êîjå

êîíñòàíòíî ïðåñëèêàâà»å. Èç f ' cx1 ñëåäè äà jå f '
u
cx1 , ãäå jå u ïóò îä òà÷êå x0 = f(e1)

äî òà÷êå x1. Òàäà jå cx1 '
u−1

cx0 , ïà jå, íà îñíîâó òà÷êå 4 òâð¢å»à 6, f '
u·u−1

cx0 . Çíàìî äà

âàæè è f '
const

f , êàî è u · u−1 ' const (rel{0, 1}), ïà íà îñíîâó ëåìå 8 äîáèjàìî:

f '
const

cx0 ,

à òî çíà÷è è
f ' cx0 (rel e1).�

Ïîñëåäèöà 27 : Íåêà jåX òîïîëîøêè ïðîñòîð è n ≥ 0. Óñëîâè 1) è 2) ñó åêâèâàëåíòíè.

1) (∀f : Sn −→ X) f ' const.

2) (∀x0 ∈ X) πn(X, x0) = 0.
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Ïðåìà òîìå, àêî äîêàæåìî äà ñó ñâà ïðåñëèêàâà»à f : Sn −→ X õîìîòîïíà êîíñòàíòíîì
ïðåñëèêàâà»ó íå óçèìàjó£è ó îáçèð áàçíó òà÷êó, òàäà çíàìî è äà jå πn(X, x0) = 0, çà
ïðîèçâî§íî x0 ∈ X.

Ïîñëåäèöà 28 : Ïðîñòîð X jå m−ïîâåçàí (m ≥ 0) àêî è ñàìî àêî çà ñâàêî n ∈
{0, 1, . . . ,m} âàæè óñëîâ 1), òj.

(∀f : Sn −→ X) f ' const.

Ñòàâ 29 : Íåêà jå äàò ïðîñòîð X, »åãîâ ïîòïðîñòîð A è n ≥ 1 ïðîèçâî§àí ïðèðîäàí
áðîj. Òàäà ñó ñëåäå£à òâð¢å»à åêâèâàëåíòíà:

1) (∀f : (Dn, ∂Dn)→ (X,A)) (∃ g : Dn → X) f ' g (rel ∂Dn) , g(Dn) ⊂ A.

2) (∀x0 ∈ A) πn(X,A, x0) = 0.

Äîêàç: Ñëåäè äèðåêòíî èç êðèòåðèjóìà êîìïðåñèjå.�
Äåôèíèöèjà 30 : Çà òîïîëîøêè ïàð (X,A) êàæåìî äà jå m−ïîâåçàí àêî è ñàìî àêî

çà ñâàêo n ∈ {0, 1, . . . ,m} âàæè óñëîâ 1) ñòàâà 29.
Äåôèíèöèjà 31 : Çà ïðåñëèêàâà»å f : X −→ Y êàæåìî äà jå m−åêâèâàëåíöèjà (m ∈

N0) àêî jå çà ñâàêè åëåìåíò x ∈ X ïðåñëèêàâà»å

f∗ : πn(X, x) −→ πn(Y, f(x))

åïèìîðôèçàì ó ñëó÷àjó n = m, à èçîìîðôèçàì ó ñëó÷àjó n < m.
Íàðåäíè ñòàâ íàì äàjå îäãîâîð íà ïèòà»å êàäà jå èíêëóçèjà i : A ↪→ X m−åêâèâàëåíöèjà.
Ñòàâ 32 : Èíêëóçèjà i : A ↪→ X jå m−åêâèâàëåíöèjà àêî è ñàìî àêî jå ïàð (X,A)

m−ïîâåçàí.
Äîêàç: Íåêà jå x0 ∈ A ïðîèçâî§íà òà÷êà. Óî÷èìî äóãè òà÷àí íèç èç òåîðåìå 25. Èç

òà÷íîñòè íèçà ëàêî ñå âèäè äà jå π1(X,A, x0) = π2(X,A, x0) = . . . = πm(X,A, x0) = 0 àêî è
ñàìî àêî jå i∗ : πn(A, x0) −→ πn(X, x0) èçîìîðôèçàì çà n < m è åïèìîðôèçàì çà n = m.�
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8 Äîäàòàê

Ó îâîì çàê§ó÷íîì îäå§êó áåç äîêàçà íàâîäèìî íåêîëèêî ÷óâåíèõ òåîðåìà èç òåîðèjå
õîìîòîïñêèõ ãðóïà.

Äåôèíèöèjà 33 : Íåêà ñó X è Y CW−êîìïëåêñè è ïðåñëèêàâà»å f : X −→ Y
íåïðåêèäíî. Ïðåñëèêàâà»å f íàçèâàìî £åëèjñêî ïðåñëèêàâà»å àêî jå çà ñâàêî n ∈ N0

f(Xn) ⊂ Y n,

ãäå jå Xn (Y n) n−ñêåëåòîí êîìïëåêñà X (Y ).

Òåîðåìà 34 (î £åëèjñêîj àïðîêñèìàöèjè): Íåêà ñó X è Y CW−êîìïëåêñè è
ïðåñëèêàâà»å f : X −→ Y íåïðåêèäíî. Òàäà ïîñòîjè £åëèjñêî ïðåñëèêàâà»å g : X −→ Y
òàêâî äà jå f ' g.

Ïîñëåäèöà 35 : Àêî ïðîñòîð X èìà CW−äåêîìïîçèöèjó òàêâó äà jå Xn−1 jåäíà òà÷êà
(Xn−1 = ∗), îíäà jå X (n− 1)−ïîâåçàí ïðîñòîð.

Ïîçíàòî jå äà ñôåðà Sn (n ∈ N) èìà CW−äåêîìïîçèöèjó ñà jåäíîì 0−£åëèjîì è jåäíîì
n−£åëèjîì, øòî çíà÷è äà jåñòå (n − 1)−ïîâåçàí ïðîñòîð, òj. äà ñó ñâå õîìîòîïñêå ãðóïå
πi(S

n) çà i < n òðèâèjàëíå:
πi(S

n) = 0, i < n.

Îñèì òîãà, íà îñíîâó òâð¢å»à 22, èìàìî äà jå:

πi(RP
n) = 0, 2 ≤ i < n,

jåð jå Sn íàòêðèâàjó£è ïðîñòîð ïðîñòîðà RP n.
Òåîðåìà 36 (Ôðîjäåíòàë): Àêî jå n ∈ N è X (n − 1)−ïîâåçàí ïðîñòîð êîjè èìà

õîìîòîïñêè òèï CW−êîìïëåêñà, îíäà jå çà ñâàêî i ≤ 2n− 2:

πi(X) ∼= πi+1(SX),

ãäå jå SX ñóñïåíçèjà ïðîñòîðà X.
Ïîñëåäèöà 37 : πn(S

n) ∼= Z, n ∈ N .

Âèäèìî äà jå ñôåðà Sn (n−1)−ïîâåçàí ïðîñòîð, êàî è äà jå ïðâà íåòðèâèjàëíà õîìîòîïñêà
ãðóïà ñôåðå πn(S

n) ∼= Z. Ñ äðóãå ñòðàíå, çíàìî äà jå H̃i(S
n) = 0 çà i < n è Hn(S

n) ∼= Z.
Ïðåìà òîìå, ïðâà íåòðèâèjàëíà õîìîòîïñêà ãðóïà ñôåðå jàâ§à ñå ó èñòîj äèìåíçèjè êàî
ïðâà íåòðèâèjàëíà õîìîëîøêà ãðóïà ñôåðå è îíå ñó èçîìîðôíå. Âàæè è îïøòèjå:

Òåîðåìà 38 (Õóðåâè£): Àêî jå n ≥ 2 è X (n−1)−ïîâåçàí ïðîñòîð, îíäà jå H̃i(X) = 0

çà i < n è Hn(X) ∼= πn(X).
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