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1 IIpearosop

Teopuja xomoTonHje npeacTaB/ba jeJHY O/ IMEHTPAIHAX I'PAHA TOMOJIOTHje. Y HeHO] OCHOBH CY
XOMOTOIICKE T'PyTe Koje, y3 XOMOJIOIIKE W KOXOMOJIOIIKE Tpyne JaTor MpocTopa, YuHe (pyH1a-
MEHTAJIHH aJaT ajaredapcke TOIOJIOTH]e.

Y OKBHPY OBOT' paJia YuTaJall he UMaTH HNPUJIUKY /I3 Ce VIIO3HA €A XOMOTOIICKHM I'PyIaMa.
Y yBOJHOM Jie/ly, 3a YMTAONE KOju HUCY JIOBOJHHO YIO3HATH, Jare Cy JeduHuiuje u OCHOBHA
CBOjCTBa HEKHUX 00jeKaTa Ha OCHOBY KOJHX Ce MDA TEOpHja XoMoTonuje. ¥ OJIe/bKY 0 (hyHdamer-
maaroj epynyu  nedUHUCAH je 1mojaM (pyHaMeHTaHe IPyIe Koja je NpBa Y HU3Y XOMOTOICKHX
rpyla TonoJiomkor npocropa. Ciienm oje/bak Ha3BaH Buwe xomomoncke epyne. Ty je nara
JiebUHHAIMja CBHX XOMOTOIICKHX I'PYyIIa, ca OCBPTOM Ha ciy4daj n = ( Kaja ce, 3a1paBo, He 100uja
CTPYKTypa rpyme. ¥ OBOM, KaO U Y MNPETXOIHOM OJEe/bKY, TPUCYTAH jé TEOMETPHjKH ACIEKT
HABEJIEHUX IIOjMOBa, a caMa Jie(pUHMIMja XOMOTOIICKMX I'pylla JaTa je Ha JiBa €KBUBAJECHTHA
nauynna. Hakon gedununmje, y one/bKy Pauynare romomonckur epyna HaBeIeHa cy TBphema
KOja Cy OJI 3Hadaja 3a caMO H3padyHaBalbe XOMOTOICKHX I'pylla KOHKPETHUX IIPOCTOpa Ca
HajBaXKHHJUM TpuMepuma. Peaamusene xomomoncke 2pyne IMPEICTaB/bA]y VOIIITEHE XOMO-
TOTNICKUX I'PYTIa U Y OBOM OJIeJbKY je JaTa mhuXoBa Aedununuja. 3aTuM je, y oJebKy yeu mauan
HU3 TOMOMONCKUT 2PYNa, NPUKA3AH U IbUXOB OJHOC Ca AIICOJIyTHUM XOMOTOIICKMM I'pyrnamMa. ¥
Jlodamxky ce Hanaze TeopeMe Koje MPeICTaB/bajy HAATPAIILY J1aTe TEOPHje XOMOTOICKUX TPYIIa.



2 YBona

[IpBu 3HauYajan nMojaM y TEOPUju XOMOTOIIKjE jecTe MojaM TLOMOMONHUT NPECAUKAGATLG T3 KOjer
ce U3BOJIE U MOjaM TOMOMONCKY eKBUBGAEHIMHUT NPOCMOPa K0 U 1ojaM dyrndamenmante epyne
U OCTAJIUX XOMOTOICKUX I'pyHa HEKOT MPOCTOPA.

edpunuyuja 1: Henpekmmana mpeciukapama f,g @ X — Y cy xomomonwna, y O3HAIIH
f =~ g, ako mocroju HeupekuaHo npecaukasabe F @ X x [0,1] — Y TakBo na je:

(Vo € X) F(z,0) = f(z), F(z,1) = g(z).

[TpecnukaBame F' ce y TOM cjiy4dajy Ha3uBa TOMOMONUIG.

CKyn ¢BHX HEIPEKHUIHUX IPECIUKABaba TOIOJIOIIKOr TPOCTOpa X y TOMOJIOMKH HPOCTOP
Y osmauasaliemo ca C(X,Y') win, gemhe, ca Map(X,Y'). Kpos 1eo rekcr, cmarpahemo na cy
CBa VHAIIpe/]l JlaTa Mpec/IMKaBamba HellpeKuIHa.

Jlako ce mpoBepaBa ma je ~ penanumja eksuBasieniuje na ckymy Map(X,Y).

Iedpunuuyuja 2: Tonogomku npocropu X u Y Cy TOMOMONCKU €KGUBAACHMMHY, Y OZHAILH
X ~ Y, ako mocroje npeciukaBamwa f : X — Y uwg:Y — X rmakBa ma je go f ~ lx m
fog~1ly.

f
X2Y.gof~lx, fogely
g

Ledpunuyugia 3: Heka cy X m Y Tomosomku npocropu u A mormpoctop mpocTopa X,
a f,g : X — Y HempekuIHa TpecJHKaBaiba 33 KOja BaykKd Ja je 3a CBAKH eIeMeHT a € A
f(a) = g(a). Tama xkaxkemo na cy npecauKaBama f U g TOMOMONHKHAG PEAGMUEHO A aKO HOCTOjH
xomorommja F : X x [ — Y Taxsa ga je !

(Vx € X) F(z,0) = f(x), F(x,1)=g(z)

W jOTI:

(Va € A)(Vt € I) F(a,t) = f(a).

[Mumenmo: F: f~g (rel A).

Y teopuju xomorormuje nocMarpahemo mpocrope ca 6a3zHuM Taukama. TOMOJIONIKA HPOCTOP
X ca 6aznom TaukoM g € X o3nadasaliemo kao nap (X, zg). BasHy rauky o MOKEMO CXBATHTH
Kao IOTIPOCTOP MpocTopa X KOJU ce CACTOJU OJ CAMO jeJIHOI' €JIEMEHTA.

Axko ¢y (X,z9) u (Y,yo) aBa mpocropa ca GasHum tadukama, Tajga hiemo ca Mapo(X,Y)
03HAYaBATU CKYI CBHUX HENPEKHIHUX MpeCcIuKaBarba IpocTopa X y IpocTop Y Koja TadKy
Ty CIMKajy y Tauky yo. Jla upeciukasamwe [ npunaga ckyiy Mapg(X,Y) nariamasahemo
u samucom f o (X,z9) — (Y,70). Ckyn cBuX Kjaca npecdKaBamba Koja Cy XOMOTOITHA
pestatuBHO T o3navasahemo ca [X,Y]o.

X, Yo & Mapo(X,Y) / ~rel zg

Aedpunuuyuja 4: Henpekumano npeciukaBamwe v : [ — X HazuBaMo nym y upocropy X.

'Pajm jemHOCTABHEjEr 3almca, jeJHHITHI HHTePBAJT 9ecTo NeMo 03HadaBaTh U CJI0BOM I.



Ako umamo aBa nyta u,v : I — X taksa ga je v(0) = u(1l) omma moxkemo gedunucaTH
ollepannjy HaJIOBe3WBalba IyTeBa U U U Ha cjlejehn Hadnm:

(u-v)(t) = {“(215),0 <t<i

v(2t—1),1 <t <1

Hepunuyuja 5: Heka je (X, xg) TOMOTOMKH TpocTOp ca Oa3HOM TAYKOM U Y OWUIO KOju
tonoJiotiku npoctop. Heka cy f,g : X — Y menpekumna npeciukaBama u u : [ — Y nyT y
Y rakas na je u(0) = f(xo) m u(l) = g(zo). Kaxemo ga cy npecinkasama f 1 g oMomonna
dyotc nyma u aKo M caMo ako moctoju xomoronuja H : X X I — Y TakBa jga BaxKu:

(Ve e X) H(z,0) = f(x),
(Ve € X) H(z,1) = g(x),
(Vt € I) H(xo,t) = ult).
Ja cy npecimkapama f 1 g XOMOTOIIHA JyzK IIyTa U 3aIIMCYjeMO OBAaKO: f ~g.

Cnenehum TBphemeM maTa cy HeKa jeJHOCTaBHA CBOJCTBA pesaluje .
u

Tephere 6: Heka je (X,xzp) Tomosomku mpocrop ca 6a3HOM TadkoM u Y OWJIO KOju
TOTOJIOMIKY TIPOCTOP U Heka ¢y f,g,h : X — Y HempekujHa mpecouKaBarma. 1aja Baxke
cineneha rBphema:

1. f ~ g ako u camo ako nocroju myT v : I — Y Takas 1a je f ~ g.
u

2. f~g (rel zp) ako u camo ako f =~ g.

3. f~gaxowucamo ako g >~ f.
u u—l

4. Ako cy u,v: I — Y apa myra TakBa ja je u(1l) = v(0) u ako Baxu f ~ g u g ~ h, oHza
u v
Baxkn u f ~ h.
u-v
5. Ako je xy Hemerenepmcana tadka mpoctopa X um ako je u : I — Y myT 3a KOju BaxkKwH
u(0) = f(xg), orma mocroju npecaukanatme g : X — Y takpo ga je f ~ g.
u

V mperxoaHoM TBphemwy npecauKaBame const je KOHCTAaHTHO IPeCIHKaBabe naTepBaia | =
[0,1] y Tauky zg, a u™' : [ — Y pedunnmenmo:

Vtel) ut(t)™ w1 -1,

rg € X je nedezenepucana mauka ako nap (X, ry) WMa CBOJCTBO HPONIMPEHA XOMOTOIIH]E.
Jloka3 oBor TBphema ce U3BOAH jeTHOCTABHO U IPEMyIITAMO I'd YUTAOILY.

Iedpunuuyugja 7: Tononomrku npoctop X je womnakmmo zenepucar axo je Xaycaopdos
n axko 3a cBaku A C X Baku ekpuBajeniuja: A je 3arBopeH y X ako W caMoO ako je 3a CBaKH
kommakT K C X, AN K 3arBopen y X.

Cutenm jorr jesiHa BarKHA JieMa KoOjy Takohe najemo 6e3 jmokasa.

Jlema 8: Hexa je (X, () TOMOMOMKHN Map KOjU MMa CBOJCTBO TPOIIMPEHA XOMOTONHje, Y
HPOU3BO/bAH TOHOJIONIKH TPOCTOP u HEeKA cy f,g,h : X — Y HenpekwujHa npecjiukaBama u

u,v : I — Y upoussosbnu nyresu. Axo je f~g, f~hunux~uv rel{0,1}, onna je g ~ h.
u v cons



3 @yH/IJaMeHTaJHa rpyla

[Tojam pynramenTasine rpyne geduHuUIIe ce Ha TpOCTOpuMa ca 6a3znom TadykoM. Jlakiie, mocMaTpajMo
nap (X, zg). Iermwa y Taukn o € X je cBako HempekuaHO mpecankabame u : [0,1] — X 3a
koje Baxu u(0) = u(l) = xy. Cryn m (X, xy) aedumucahemo crenehom jemmaxonthy:

m (X, zo) wf {o: T =X |p0)=p(l)=mx0}/ ~reldl.

To je, makie, cKyn CBHX KJjaca MeT/bU Y TAaYKU T, IPU 9eMy Cy UIeHTH(DUKOBAHE NET/he
Koje cy xomoTtomue peaatuBio 0. Iletsba mpeacTaBpba U crenujagal caydaj myTa y HpoCTOPY
X, na ce ornepanuja HaJlOBe3MBatba MyTeBa MOKe IIPUMEHUTH U HA OUJIO KOje JIBe MeT/be © U 1
Y TAYKU Tg:
e(2t),0 <t <

1

(¢ -¥)(t) :{

Pesynarar HajoBeswBama je TO Ja y MPBO] MOJOBUHHU IIyTa IpoheMo MeThY @, a y APYroj
HOJIOBUHU MyTa METhY .
Caza MOKeMO J1a yBeeMo onepanujy * ua ckymy mi(X, zg) Ha cireaehn madum:

[+ ] < - vl
Yeobhemem omeparuje * Ha ckym (X, xo) mobuja ce CTPYKTypa Tpyme KOjy HA3HBAMO
pyndamenmanna epyna, y osuamu m (X, zo).
Osznaunhemo ca ¢, : [ — X nermwy y taukn xg (Vt € I, ¢, (t) = zo). Ha caenehoj conmm
je npejcraBsber KBajpar I x I u onucana xomoTonuja peatusHo 0 usMely HeTbn @ - C, U .
CBaka Tadka TPOYTIJa ca CJUKe MPEeCcJuKaBa ce Y To, & CBaKa O/l BOJIOPABHUX JIyKHU ce moMohy
neT/be ¢ CIUKa y TpocTop X. 3aK/bYUyjeMo Ja je TeCHH HeyTPAJ ONEepAIHje * eJIeMEeHT [Cy|.

?
>

Zo

P Cxq

(o] * o] = [0+ cao] =[]
AHaJIOrHO ce MOKe KOHCTPYHCATH W XOMOTOLHja KOja Mokasyje Ja je [¢g,| yjeaHo u sesu
HEYTpaJI ONeparmje .
Nngeps enementa [p] y rpymu w1 (X, x0) je [p] ! = [~ !], rae je

o (1) Z (1 1),

To 3Haum 1a neTpy ¢ npoaazuMo y oopuayToMm cmepy. Ca ciemnehe cuke ce BUIn Kako je Moryhe
HAIIPABUTU XOMOTOLHUjy pesatusHo O usmely npeciukaBama @ - =1 U Cyy.
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[IpecimkaBame @, Koje ce 1nojapbyje Ha HUBOY 1 —t npe/icTaB/ba PECTPUKIIN]Y ITPECTUKABAIbA
¢ na untepsan [0,t]. 3a Tako medunucano ¢; Ha HyaToM HEBOY (t = 0), m06ujaMo - ¢~ ! Ha
HUBOY | — t, Ha padvyH Jlea MpecIuKaBama (¢ MojaBbyje ce KOHCTAHTHO TPec/JHKaBame, /1a On
TO HA HUBOY 1 TOCTAJI0 YUCTO KOHCTAHTHO MPECTUKABATHE.

Buaun, dbysgameHTagHy rpyiy npocropa (X, ) BHAAMO Kao TPYIY CBHX KJaca IeT/bU
y Taukn xy. Ca apyre crpame, 3HaMO 1a je KpyxkHmma S! xomeomopdHa ca jeMHIIHIM
MHTepBaJoM KoMe mjeHTHdUKYjeMo Kpaje Tauke (S' ~ [/0I) tako Ja je 3a jaTy merby

@ Moryhe oapeIuTH IpecaukaBame f 3a Koje ciaegehu npujarpaMm KomyTHpa:

[TpeciukaBambe p jgedunucano je xkao p(t) = > (¢ € [0,1]). 3a 6azny Tauxy npocropa S
Y3UMaMO jeJIMHUILY ¥ KOMIUIEKCHO] PaBHE €1, Tako ja 3aucra Baxu p(0) = p(1) = e;. YKosmKO
je 1 jour jeaHa meT/ba y TAYKU To U g OJroBapajyhe npecankaBame 3a Koje KOMyTHPa, JIHjarpaM:

TaJa Ce JIAKO IPOBEPaBa /14 BAZKN:
p~Yreldl < fx~grele

Kunace [p] u [f] cy y jeano3naqH0] KOpecnoHAeHIUjH T1a ce (DY HAAMEHTATHA IPYTIa MOZKE CXBATHTH
M Kao Ipylia XOMOTONCKUX KJaca HelmpeKuJHuX npecaukasamwa napa (S, e;) y nap (X, x).

T (X, 20) = {f: 8" = X | fle1) = 20}/ ~ (rel e1)

Nnu kpahe:
7T1(X, Io) = [Sl, X}O

Cnenelia cimka npukasyje Kako usriena omnepamuja rpyme w1 (X, zo) subene xao [S!, X]o. 3a
[flo, [9]o € [SY, X]o, jeman mpeacrapuuk kiaace [flo * [g]o m3raema oako:



Topmy KpY»KHHILy 3apOTHpPaMo, Ha ysehaMo Ha Beauanny S

- .

—> €1

fVyg

|

CX)K“

€1

Sl

[TpecnukaBame ¢ mpejacTaB/ba UAeHTH(DUKAIN]Y TAYKe €; W 0] aHTHUIIOAAJIHE TauKe —E.
MozkeMo ra cXBaTHTH U Kao KoJjalcupame noripocropa S° y mpocropy St
Pezynrar onepanuje * ckunupaheMo jeHOCTaBHU]e:

f

UuBep3an ejeMeHT ejeMenta [f|o je:

[flo" = [f oo,

rie je npecaukabame 1 : ST — St pediekcuja y ognocy Ha peanny ocy. Ako je ¢ 1 [ — X
ner/ba y Tauku o u f : S — X oxrosapajyhe npecaukapame (f o p = ¢), OHIa XOMOTOIHja
pejarusno OI usmely nerbu @ o o' u ¢, UpejcTaB/bEHa Ha CAUNU 2 HAM Jaje XOMOTOIIU]Y
penatuBHo e usmelly (f V (for))ocu ¢, onucany ua cienehoj caunu:



f f ce nocreneno "ryou"
Ji

uuso 0 HuBo 1 — ¢ HuBO 1

7 fi

ITpumep 9: Tlo3znaro je 1a je pyHgaMenTaHa IPyIa KPYZKHUIE:
m(SY) = Z,
JI0K 3a (DYHIaMEHTAJIHY I'PYIY N—IdMeH3HOHATIHE cdepe, Tae je n > 2 BaxKu:
m(S™) = 0.

Caja je moryhe nedunmcaru, Ha TeMesby TBphema 6 u jieme 8, jeHO JIECHO JEjCTBO I'PyIIe
T (Y, o) ma cxyn [X, Y.

Heka cy (X, z9) n (Y,yo) ABa TOmOJIOMKA Tapa O KOJUX MPBH MMa CBOjCTBO MPOITHDEHA
xomororuje. ITocmarpajmo ckyn [X,Y]o. Heka je [flo € [X,Y]o jenan emement tor ckymna u
npecsmkaame [ (X, x9) — (Y, yo) jeman npeacraBuuk yodene kiaace [flo. Youumo jour u
eqemenT [u] € m (Y, yo), Ka0 W jeTHOT TpeNCTaBHUKA U OBOT eleMeHTa — Kiace [u]. Ilpm Tome,
3HAMO I BayKu:

fwo)=yo 1 u(0) =wu(l) = .

Ha ocnoBy Tauke 5. TBphema 6 3HaM0 jia TOCTOjU HENPEKUIHO Mpecankapame g : X — Y
trakBo Ja je [ ~ g. Kako je g(xg) = u(l) = yo, 10 je g € Map(X,Y)y. Ilpuapyxuarme

eqementa [glo € [X,Y]o mapy ([f]o, [u]) oznauntiemo na crenehn naunm:

Crenehn crap onpaBmaBa yBoheme OBaKBe O3HAKE.
Cmas 10: - je jeqno 106po nedunucano gecuo aejerso rpyme w1 (Y, yo) Ha ckyn [ X, Y]o.
Jlokas oBor craBa ce ocjama Ha TBpherme 6 u JieMy 8 U MpenyImTamMo Ta YUTaoILy.
JeHo o1 HajBaXKHUJjUX CBOjcTaBa (pyHIAMEHTAJTHE TPyIe AaTo je ciaeehnum TBphemeM.
Teopema 11: Axko je X nymmo noee3ar TONOJOIIKA IPOCTOP, U T, £1 € X JIBE PA3JIHIATE
TavyKe TOT TPOCTOpPa, OHJIA je

7T1(X,I0) = 7T1(X, ZL’l).

Y caenehem ogesbKy JedunucahemMo Buille XOMOTOIICKE I'DYIle W YIIO3HATU HEKa HUXOBA
BayKHa CBOJCTBA.



4 Bumie XoMOTOINCKe rpyne

Y oBoM ofie/bKy Jedunncahemo uns ckynosa m, (X, o), n € Ny, 1 Ha CBAKOM O OBHX
ckynosa (u3yses kax je n = 0) ysemnthemo u oxrosapajyhy omeparujy 3a kojy hemo mobutu
CTPYKTYpy Ipymne. 3a n = 1 mobuja ce dpyHIaMeHTaTHA I'PYyIa KOjy cMO Beh ymo3Haam, a 3a
n > 2 Te rpyle Ha3uBalieMo BHIle XOMOTOINCKe rpyne. Jemxwno y caydajy n = (0 He mo0mjamo
rpyity jep Ha ckyiy mo(X, o) He MoKeMO yBecTu HU oiarosapajyhy ouepaiujy.

Heka je mar Tomosomku mpoctop X ca 6a3HOM TadkoM To. 3a cBaku Opoj n € Ny ckyn
(X, zo) nedunucahemo nomohy jemmakocru:

(X, o) ) {f: 1" — X | f0I") C{xo}} / =~ rel OI".

V cayuajy na je n = 0, nocMaTpaMo Npecankapama unju je gomen [0 = x. 'panuna Tor ckyna
je 0I° = (0, ma je oHma W caMKa Te rpaHuIe Takohe mpasan ckym. To je n jenmHm ciydaj Kaja y
ropmoj gedpuHUNIEjH yMecTo penanuje C He MOXKe Jia CTOJU =. ¥ CBUM OCTAJNM CJIydajeBUMa
(n > 1), moryhe je 3amenntn C ca =.

Komkperno, ckyn my(X, xy) mpeacraBba CKyN CBUX IpecJuKaBama Tadke y ckym X, mehy
KOjUMa uIeHTu(UKYjeMO XOMOTOIIHA, 11 j€ TO 3alIPAaBO CKYIl CBUX KOMIIOHEHTH IIyTHE [IOBE3AHOCTH
npocropa X. Jeanno na oBoM ckymy Hehemo jpedunucaTu onepaimjy.

Ba n = 1, gobujamo ckyn 71 (X, zo) Koju cmo Beh umanm ko dbyHIaMeHTATHe TPYyTIE.

3a n > 2 nocMarpajMo Hajupe npecaukasamwa f, g : (I", 0I") — (X, z0). 3a TakBa nBa
npecanKaBama jgedunucaheMo oneparujy:

(2t ta,. . t,),0 <t < 3

def ¢
+ t1,t0,...,t,) =
(f +9)(t, t2 ) {g(ztl —1ty, ... tn), 5 <t <1

Ako npecimkaBame [ ckunmpamo Ha ciaenehn Haumh:

I'panmuma
f / ce

CIIUKA y
Zo

OHJTa OMCMO Pe3yATaT omeparuje + TpPUMemeHe Ha MpeciuKaBamba [ U ¢ MOIVIH jeTHOCTABHO
npukKasatu ciaegehiom caukom:

Cajia je moryhe yBectu u onepaiujy + Ha ckyiy m,(X, zg), kopucrehu uperxojuny jgedunuiumjy:
def

I+ 19l = [f +4l



Omnepanuja + je 100po JedWHECAHA U ACONHjATUBHA, a HEYTPAJIHU €JeMeHT 3a OBY OIepaIrujy
je KJIaca KOHCTAHTHOT MPECIUKABAmA (¢, . CBaku eseMent ckyma 7, (X, £o) IMa U CBOj HHBED3,
118 CMO 3a CBAKW 1PUPOJaH 6poj n > 2 nobuuu rpyuy (m,(X, zg), +).

Jloka3uBaibe HABEJIEHUX CBOjCTABA OIEpallije + BPIIN e aHAJOTHO Kao 3a (yHmaMeHTa ny
rpymy. OBae hemo onucaru canvaunamMa XOMOTOIN]Y 32 JECHH HEYTPAJ U WHBEP3HU €JTeMEHT.

HeyTpan
Ja 6ucMo g0Kazann 1a je HEYTPAJIHH €TeMEHT [Cp,|, TOTPeOHO je MpOBEpUTH 13 3a CBe
f:(I"0I") — (X, o) Bawku:

[f + ¢cap] =[] u [cay + [ = 1],
Tj. Ja je:
f+ce=f reldl u Coo+ [ = f reldl.

Xomoronuje uzMehy oBux 1apona npecjimKasarmba 1nocroje, a na ciejgehum cianunnama je onuncana
MpBa 0] OBE JIBE XOMOTOIH]E.

] o f]%o f

Huso 0 HuBo 1 — ¢ HUBO 1

Tpoanven3noHa Ha CAUKA OBE XOMOTOIIHje U3TJIela OBAKO:

f /// ]n+1

Cae Tauke ocenuenor jesa (n + 1)-aumensuonaine kouke "1 ciukajy ce y Tauky .

NuBep3HU ejieMeHT
3a cBaku enementT [f] € m,(X, xp), HOCTOJH U HETOB HHBEP3HHU E€JIEMEHT:

rae je — f caenehe npecimkaBame:

(=)t ta, .. tn) = F(L—ty,tay ..oy tn).



Une y xg Hf Mopa uhu y xg

f _f g fi — f{%o Zo

Hupo ( HUBO 1 — ¢t HHUBO 1

Ha ropmwoj ciuiy je onucana xomoronuja pesarusuo 01" uszmely upeciukasamwa f + (—f)
U Cy, TITO 3HAYH Ja je [—f] 3amcra necHu nuBep3 egementa [f] y rpymu m,(X, zg). (Camgano
6rcMo JToKazasm Jia je To jgesn wHBep3 esementa [f].) TlpecamkaBame f; Koje ce mojaBibyje Ha
CJTMIM jJeCTe peCTPUKIMja MpecanKaBama f Ha ckym [0,¢] x "1,

KomyTaTuBHOCT
[Mokazamu cmo na je m,(X, xg) rpyna 3a ce npupomnse 6pojese n. Ocum Tora, 3a n > 2
nobujamo KomyratusHe rpyte 7, (X, ). Y ToM ciaydajy mocToji XOMOTONHja

H: f+gx~g+ [ relOl"

KOjy MOYKeMO WJIyCTPOBATH Ha cJjejehn HadnH:

Ha cnenehoj couim je npukaszano Kako usrjiejga xomoromnuja H 3a pasjimdure BpeaHOCTH
npomensbuse ¢ € [0, 1].

11



fl 9 Lf] 9]

D=

t=g t=1

Kaxko je 3a crarame oBakBe XOMOTOIHK]je TTOTPEOHO UMaTH Oap JABOJIUMEH3UOHAIHY KOIKY, TO
0 KOMYTATUBHOCTH (DyHIAMEHTAHE TPYIle He MOXKeMO Huinta pehu.

Panmje cmo younmnu ga ce pyHIaMeHTa Ha rpylia MoKe JOOUTH U Kao TPyHa XOMOTOHCKUX
KJ1aca lpecinkapamba napa (S, ey) y map (X,zg). Caumuno Tome, axo je S™ jemuHudna n-
qumensunonanana cdepa, a e; = (1,0,...,0) € R"™!, enemenTn rpyme (X, 2g) Mory ce noburn
Ka0 XOMOTOTICKe KJace mpecaukaBama mapa (5™, e;) y map (X, xo). Hanme, mpocropu 1" /01™
u S™ cy xomeoMopdHH, Ta MOCTOjU npecaunkaBambe p : ([, 0I") — (S™, e1) Koje mHAYKYje
jeman rtakaB xomeomopdusam. 3a cBako npecankaBambe f : (I", 0I") — (X, z9) mocroju
npecukasame [’ (S" e1) — (X, zg) TakBO na ciaenehu aujarpaM KOMyTHpA:

I x

Wi

In

Ako yoummo jorn jenno mpeciaukaBawe g : (I™,0I") — (X, z9) u memy oarosapajyhe
npecaukaBamwe ¢ : (S e1) — (X, z0) 3a Koje KOMyTHpa Jujarpam:

Taja ce MOKe JIAKO IIPOBEPUTH /13 BasKH eKBUBAJICHIIH]A;
f~greldl" < [ ~g rele;.

Baxpabyjyhu oBOj ekBuBaJgeHIUju BUAUMO 1a je 7, (X, o) = [S™, X]o.

Osa jeanaxocr Baxu u 3a n = 0. Taga ce jobuja jeanaxoct mo(X,xg) = [SY, X]o. TIpocrop
SY cacroju ce ox1 JBe Tauke oJ Kojux ce npecinkasambuma us [SY) X jeana ciuxa y Tauky o,
a JIpyra ce Mpu3BOJ/bHO canKa y npoctop X. MeljycobHO ¢y XOMOTOIMHA OHA TTPeCInKaBambha KO/l
KOJHX Ce IpyTa TadKa CAHKa Yy UCTY KOMIOHEHTY IyTHE MOBE3aHOCTH.

12



VY caydajeBuMa kKaja je n # (0 moTpebHO je carviesaTé Kako W3ryea oneparuja ogpehene
XOMOTOTICKe Tpyme. 3a dyHmaaMeHTaTHY rpyny 1o je Beh ypabeno, a cimano ce mobuja u y
ocrajauMm caydajesuma. Axo cy [flo u [g]o aBa eaementa uz [S™, X]o, Taja je jesan upeacraBHuK
kaace [flo + [g]o npukazan Ha caenehoj conmm:

Sn
S

~
~

Sn /
| -
= o
€1
N =
\ g
~ Sn

Jakte, BayXKu:
[flo + [glo “ [(f V g) 0 clo,

rJie je mpeciumKaBame ¢ KoJalcupame Iornpocropa S™ !y mpocropy S™.
UuBep3uu enement ejementa [flo € m,(X, xg) y oBOM cayuajy je

—[flo=1[ferlo

I7le je pecJuKaBame r pedriekcrja y OIHOCY Ha eKBATOPHjaJHY XHUMeppaBaH S,.1 = 0, Tj.

(8153 Sn, Sna1) = (S15- -5 Sny —Sna1)-

[TosHaTo je Ja KO/ IyTHO MOBe3aHOr mpocTopa dyHmaMenTa na rpymna m (X, o) He 3aBucu
on u3bopa Tauke ro. ero TBpheme Baky U 3a ocTale XOMOTomncke rpye m, (X, xg),n > 2. Ha
OMCMO ce Y TO YBePHIH, IIOCMaTPajMO IIYTHO MOBE3aH HPocTOp X, IPU3BOJ/bHE TaUKe Tg, ¥, € X
u younmo nyt u : I — X rmakas ga je u(0) = xo u u(l) = z;. Takas myr nocroju jep je
npocTop X MyTHO MOBE3aH.

Heka je [flo € m.(X, o) mponsBo/baH eleMeHT U HeKa je mpeciankapare f : (S e;) —
(X, o) jenan npejgcraBauk kiace [flo. Tauka e; je Hejerenepucana tadka cdepe S™, na, Kao
MITO CMO UMAaJH y Tauku 5 TBphema 6, moctoju mpecankasame g : (S™, e1) — (X, x1) TakBo
na je f ~g. Hedunucahemo npeciukasarmwe 3, : m,(X, o) — 7,(X, x1) Ha ciaepehn nadun:

Joka3 ma je oBEM J00PO JepUHUCAHO jeIHO Ipec/JHKaBaibe je aHajoraH Jjoka3y craa 10.
Taxobhe, Ha ocHOBY J1eMe 8, TOKa3yje ce Ja pe3yaTaT MpecJauKaBamba (3, He 3aBUCH HHU 01 n300pa
nyTa u yHyTap Xomororncke kiace [u]. To 3Haum na ako mzabepemo jpa myra u u u' TakBa Ja
jeu~u rel {0,1}, ouna je u 5, = By
Crenehe BazKHe je THAKOCTH ce BPJIO je THOCTABHO IPOBEPABA]jy HA OCHOBY JeDUHUIIN]e TTPECTH-
KaBawa [, W cBojcraBa pesanuje ~. Axo ¢y u u v myresn y X rtaksu ga je u(0) = xo u
u

u(1l) = v(0) = xy, onna:

13



Buwv = Bu © Bu,
Bevy = L (X.0)s
Bu© Byt = Bu1a = Beyy, = Lry(x,21),
Bu-10 Bu = Lz, (X z0)-
Ha ocnoBy mnocsiesmba iBa pejia ce BUH Jia je [, Oujekiuja 3a cBaKU W3a0paHu MyT ¥ H J1a je:
Bu~t = Bur.

Ca gpyre crpamne, IpeciaukaBamba f U ¢ MOXKEMO IOCMATpPaTH M Kao IpecjuKaBama [ :
(I",0I") — (X,xz0) m g : (I",0I") — (X, x1).

\*/

u U
—_] [ —7
u f u

ZAN

T

Ha comnu msnaz cy npukasana 1Ba KOHIECHTPHYHA KBAJIpaTa. YHYTPAIIbA KBAJIPAT IPe/l-
craBjba npecaukasame f. Ilesa rpanuna Tor KBajpara ce, HpeMa TOME, CJIMKA Y TauKy Io, a
Iy’K CBaKe JIMHHje KOja I0JIAa3d U3 IeHTPa, HOYEBIIH OJ TPAHUIE YHYTpalliber KBaJIpaTa Ia
JI0 TPAHUIIE CMOJBANIIHET MPOJIA3U Ce IyZK IyTa u. 10 3HaYM 1a ce IeJa TPAHUIA CHOJHAIher
KBajipaTa cJuKa y Tauky x1. 1leo Belin kBagpar 3ampaso npejcraBba kiacy [g] = Bu([f])-
Caeneha ciauka onucyje xomoronujy H : f ~g.

u

N i 77
R
Y v \\ r/v\
t=20 t =+t t=1

3a cBako t € I, rpaHuna N-TUMeH3UOHATHE KOIKe /™ ce cJauKa y jeHy TadKy KOja ITPU OBOj
XOMOTOTIH}U Mpolje myTeM u o1 TauKe Tg JI0 Tauke rp Kako t mpoJasu uarepsasiom [0, 1].
[Mocmarpajyhu npecimkaBame (3, HA OBaj HAYUH, MOXKEMO J0Ka3aTu cjejgehn cras.
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Cmas 12: llpeciukasame (3, je Xomomopdusam.
Hoxkas: Heka cy [f] u [g] mpoussosbau eementn rpyte m, (X, zo). Jennaxoer B, ([f]+[g]) =
Bu([f]) + Bu(lg]) nokazaliemo nomohy ciesehiux cauuunna;

u A Y u A Ay

?
—
Yy
A
Q
v
1
—
S
Yy
A
S
SS!
v

i,
¢
¢
¢

R ,,

Ha ciukama cy maTa 4eTupu npeceka TpOIUMEeH3HOHATHE CIMKe XOMOTOIRje n3Mely npecin-
KaBama Koja IMpeJICTaB/bajy JECHy W JIeBy CTpaHy ropie jeaHakoctu. Ha mpBoj camauim
NPUKA3aHO je KaKo W3IJieja jejaH npejacraBHuk jecue crpame. To je nuo 0. Ha caenehoj
CJMYHUIY BHAUMO KAKO YHYTap MajuxX KBaJpaTa Joaa3n 10 "cKylspama' mpecinkaBama [ u
g U JIeJJUMHYHO II0jaBe KOHCTaHTHOI IIpec/MKaBamba Cz,. KaJa Taj mpolec JoBeje J0 Tora
Ja je cBaKM OJT MaJWX KBaJpaTa ToJe/heH Ha JIBa MOAyAapHa Jeda O KOJuX je jemaH JIeo
npecmKaBame [, OIHOCHO ¢, a APYTHU Je0 KOHCTAHTHO MPECINKABambe, Ta/1a je Moryhe XxoMoTomnu-
jom moctymrOo "rybmTu" cpegumismbu €0 CAMKe Kao IMTO ce Buam Ha Tpehoj camuumium. 1aj
poIeC 3aBplIaBaMoO KaJia JioheMo JI0 Tora Ja je y yHyTpallibeM KBaJIpaTy OCTaJI0 yIpaBoO
npecuKaBame f+g, MTo 3HAIM J1a CMO 100U npeacrasanka kiaace [f]+[g]. Kommieran myr u
IpOoJIa3uMO Kaja ce KpeheMmo o/ rpaHuiie yHyTpallber 10 FPAHUIE CHO/bAITIel KOHIEHTPHIHOT
KBaJipaTa OUJI0 KOjUM IIpABIeM Koju moJasu u3 nerrpa. (To e 6u 6uo cirydaj ca cBUM IpaBIEMa
6e3 TpBOOUTHOT MPOIIHPeha KOHCTAHTHIM HPECTUKABABEM Cypy.) THME CMO Ha HUBOY 1 MOmLIn
1o npencrapanka Kaace [, ([f] + [g]) xoja ce n wHamasw Ha JieBOj cTpaHM jeTHAKOCTH KOjy CMO
XTeJd Ja JoKazkeMo.[]

Kako cvo mokasanmm na je mpeciukaBaibe 3, : m,(X,x9) — m,(X,21) u OGujeknuja u
XOMOMOpdU3aM, TUME CMO JIOKa3aJ/u U TBpheme Koje cieju.

Tepherwe 13: Axo je Tomosomku mpocTop X MyTHO HMOBE3aH, TaJa 3a JBE HMPOU3BOJHbHE
TavyKe Tg, 1 € X BaXKM:

(X, 20) = (X, 21).
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Jlpyrum pedmma, KOJI IyTHO IIOBE3AHOI IPOCTOpa X XOMOTOIICKe TPYIIe He 3aBHce 01 n300pa
Oazme Tauke. Y TOM CJIy4Yajy, 32 XOMOTOICKe rpyie mpoctopa X kopuctuhemo n o3naky m,(X)
rje ce He Harlamasa 6asna tadka. Mebhyrum, To He 3Haun ga je m,(z) = [S™, X]|, Beh je
() = [S™, X]o, npu wemy je cBe jeaHo kojy hemo 6a3ny tauky omabparu y mpocrtopy X.

Iedpunuuuja 14: Tpocrop X Haszsusahemo m-nosesar npocmop axo 3a ¢cBako n < m BaxKu
T (X) = 0.

Hanowmena: Wako m(X) me npeacrasma rpyiy, kopuctuhiemo 3amuc mo(X) = 0 onga kaaa
ce Taj CKYI CACTOJU OJ caMo jeTHOT eJeMeHTa, Tj. Kajla je MpocTop X IMIYTHO TMOBE3aH.

1-moBe3an mpocTop HazuBahemo jorr u npocmo no6e3aHUM TIPOCTOPOM.

Cmas 15: Tlpecaukasamwe ([flo, [u]) — Bu([flo) je jemHo mecHo mejerso rpyme (X, xp)
Ha Tpyny ,(X, xo).

Hokaz: I'pyna 7 (X, zg) nejersyje wa [S™, X|o Kao ckym, mrro BUAAMO Ha OCHOBY ctasa 10.
CraB 12 roBopu Ja je mpecaukaBambe [3, XoMoMopdu3aM, MMa TaKo JejCTBO Koje ce IOMUIbe Y
oBoM cTaBy cauka rpyny (X, xg) y rpyny ayromopduzama Aut(m, (X, xq)).00

ITpumep 16: Y cayuajy n = 1 pyHmamenTaj Ha rpyma JAejcTByje Ha camy cebe Ha cJegehn
HauwH: Kjaca [u] gaje ayromopduzam (5, € Aut(m (X, xg)):

axie, (3, je yuyrpaimu ayromopduzam rpyne m (X, ) Koju ojrosapa ejementy [u] L.
Nmajyhu y Buay nperxoiHo jpeduHUCAHO JIejcTBO, AedunucaheMo n-mpocT IpocTop.
Hepunuyuja 17: Tlytao nosesan npocrop X Haszusaliemo n-npocmum (n € N) ako rpyna

m1(X) TpuBujanno aejersyje Ha rpyiy m,(X).

Jla 6u nedpuHummja O6WIa KOPEKTHA, MOPAMO Ceé YBEPUTH J1a 3a CBaKe JBe Tadke T, T3 € X
BaKM ekBHBaseHInja: rpyna (X, zg) TpuBHjaaHo AejcTByje Ha rpymy 7, (X, o) ako u camo
ako rpyna 71 (X, x1) TpUBHjATHO JejcTBYje Ha rpymy 7, (X, z1). Y ToM nusby u3spiurumMo cieaehe
pasMaTpame.

[Mpernocrasumo ja rpyna 7 (X, xg) TpuBujasno jejcrsyje na rpyuy m,(X, zg). Heka je
[v] € m(X,z) npousBo/baH eJeMeHT W IeT/ba U HPEJCTABHUK OBe Kjace W Heka je [glo €
(X, 1) TpoN3BO/bHA KiIaca, IPH YeMy je g mpou3BosbaH npenctaBauk. [lap ([glo, [v]) cinka
ce y Bu([glo)-

([9lo, [v]) = Bu(lglo)

[Tpoctop X je myTHO MOBe3aH ma mocToju myT w y X, Takas na je w(0) = zo u w(l) = x; mpm
aemy je B, : mn(X, x0) — 1, (X, 1) nzomopduzam. Heka je:

[u] = A7 () = [w-v- W]

[flo = B~ ([glo)-

Tazxa je [u] € m (X, xo), [flo € T (X, z0) u Bazke jeanaxocru:
Bu(lglo) = Bu(Bu([flo))
= Bu(Bu(Bu-1([f10)))
= By 0 Bu o Bu-1([flo)
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= B0 B 0 Buw-1.w-1([flo)

= By 0 By 0 Bu-1 0 By-1 0 Bu([flo)
= Bu o By-1 0 Bu([flo)

= Bu([f]o)

= [9]o-

U3 B,([g]o) = [g]o mobujamo na [, buxcupa enemente rpyne m, (X, z1), na 360r npou3BOHHOCTH
kaace [v] umamo fa (X, x1) TpuBHjaaHO AejcTByje Ha rpymy T, (X, ).

Aedpunuuyugja 18: 3a nupocrop X KazkeMo Jia je mpocm akKo je 3a CBaKH MpHUPOoJaH 6poj n
Taj MPOCTOP N-IIPOCT.

Axo je mpoctop X mpocto moBesaH, oHza je merosa dymngamentanana rpymna (X, xg) = 0,
Tj. CAJPZKU CAMO EJIEMEHT [Cy |, 1A TAKO JejCTBYje TPUBHjAJHO HA CBE XOMOTOIICKE I'pyTie. 3Hadw
Jia je IPOCTO MOBE3aH MPOCTOP YBEK U TIPOCT.

3Hamo ja ¢y xomotorcke rpyte m, (X, xg),n > 2, yBek KomyTaTuBae, a y caenehem tephemy
JIaT je jeJlaH KPUTEPUjyM KOMYTaTUBHOCTHU (pyHIaMeHTAHE TpyIIe.

Tepherve 19: IlytHo moBesan mpoctop X je l-mpoct ako m camo ako je rpyma mi(X)
KOMYTaTHUBHA.

Joka3: Heka je rpyna m (X ) komyratusna u [u] € m (X) npoussospan exement. Taza je 3a
cBak® esteMent [v] € my(X):

Haxkie, dpyHIaMeHTa HA TPyHa y OBOM CJAyd4ajy TPUBHjAJHO JAEjCTBYje Ha cebe, 1ma je mpocTop
X 1-mpocT.

[IpernocTtaBuMo cajia ja je npocrop X 1-nmpoct. Tama je cBakm yHyTpallmbhu ayToMopdusam
rpyue 7 (X) tpusujasan. To mame 3naum ja cy 3a caka asa [ul,[v] € m(X) caenche
CKBHUBAaJICHTHE je,ZLHaKOCTI/I TavdHe:

Bu(lv]) = [v] =
]

[u] ™ o] * [u] = [v] =
(] # [u] ™ [v] * [u] = [u] * [v] <=
[o] # [u] = [u] * [v].

Jobuu cmo, gakie, ja je onga rpyna mi(X) KomyrarusHa, mro je u rpebaso jokasaru.[]
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5 PauyHawe XOMOTONCKHUX I'pyna

V npakcu ce mokasyje ja ce XOMOTOIICKe T'pyTe y Behunu ciydajeBa Temko nspauynanajy. Nnax,
y OBOM Jiej1y BujieheMo 1oJ1 KOjuM yCJIOBUMA CY XOMOTOTICKE TPYIIe HEKUX MPOCTOPa H30MOpQHE
UJIU Cy Y HEKUM JIDYTUM OTHOCHMAa KOjU MOTY OUTH o7 TOMONHW MpH U3pavdyHABamy OBUX I'DYIIA.

[TpumeTnMO HAjIPe JIa Cy CBe XOMOTOIICKE TPyIle TauKe TPUBHjaTHE (jep MOCTOjH CaMoO jeTHO
upecsukasamwe u3 S" y Tauky).

[Mocmarpajmo cama npussosbHO npecaukaBamwe f @ (X, x9) — (Y, yo). Ilpeciukasame f
WHIYKYj€e TpecInKaBame

f* : ﬂ-n(Xa xO) — Trn(Y7 yO); n > 07

Ha ciaenehyn HaYWH:

fe([u]o) = [f o uo.

(X, 20) L (V.0)

N

(S™ er)

f« je mobpo neduHUCAHO TPECINKABAIE jep ¢& KOMITO3UIN]a CAaZKe ¢a XOMOTOMujoM. J[upekTHO
u3 nedununuje crenu na3a f, [ (X, z9) — (Y, y0) Bazku ummaukanuja: ako je f ~ f’ rel xo,
ouna je f. = fI. Jom ce Bugy na je (f o g). = f. o g. oHIa Kaja je Moryhe KOMIIOHOBabe
npecIuKaBama f U g Kao u 1a je 1x = 1.

Ha ocnoBy oBjie HaBejeHnx cBojcTaBa J0Ka3aheMo jia Baxku ciiejehe TBpheme.

Tephere 20: Axo je f : (X,x9) — (Y,yo) XOMOTOIICKA €KBUBAJEHIINjA ¥ KATETOPUjHI
TOMOJIONIKAX MPOCTOPa ca GA3HOM TAYKOM, OHJIA j€, 3a CBAKH IIPUPOAAH Opoj n, fy : m, (X, xg) —
(Y, yo) u3oMopduzam.

Hoxkaz: Kaxko je f XoMoTONCKa €KBUBAJEHIIHja, TO TMOCTOju TpeciaukaBame g : (Y, yy) —
(X, x0) TakBo Ja je:

fog~=1ly (relyy) wu  gof~1x (rel xg).

Omatie BHIEMO 12 je:

(f Og)* = 1*7
a Jtasbe je

fiog.=1.
Cnwano ce nobuja 1a je u

g« o fe =1

Jlaxse, g, je HHBEP3HO IpecInKaBaibe IpecauKaBamba [y, IITO 3Ha4u ja je f, Oujekiuja.
Ha je f, jenan xoMoMopdu3aM I'pyiia BUIH ce U3 ciaeaeher: y3MUMO JIBe IPOU3BOJbHE KJace
(0o, [V]o € mn (X, xo); Tama Bazku
fi(lelo + [¥]o) =
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= fullo + o) =

=[folp+¥)o=
lfop + foulo=
=[folo + [fotlo=

= fi(lelo) + fu([o)-

Jennakoct (%) ompaBmamHa je THMe IITO ce omeparmja + ciaaxe ca kommosunujom. Kako je f,
oujekiuja u xomomopcuszam, To je f, uzomopduszam rpyma.]

Jlaxste, oBO TBpheme HAM Karke jia Cy ojaropapajyhe XOMOTOINCKE TPyIe XOMOTOIICKH €KBH-
BastieHTHUX naposa (X, zg) u (Y, yo) uzomopdmue:

7T-n()(7 IO) = 7Tn<Y7 yO)

Ca jgpyre crpame, YBEpWIH CMO €€ Ja Cy XOMOTOIICKE I'pyIe IMYTHO MOBE3AHOT MPOCTOPA
He3aBucHe oJ u30opa 06a3He Tadyke, Y CMHCJIY Ja 3a JBe pa3auduTe Oa3He Tadke J00UjaMo
uzomopdue ogrosapajyhe xomororncke rpyne. majyhu 1o y Buty, 38 HEIPEKUIHO TPECIUKABAHE
nyTHO moBesaHux mpocropa f @ X — Y moxkemo mocvarpatu u f, : mo(X) — m,(Y).
Mebyrum, y oBom cayuajy, f. wHuje cacsum oxapeheno Gyayhm na 7,(X), xkao n m,(Y), He
npejicTaB/ba jeJHy Ipyiy, Beh uuraB ckyn mehycobHo mzomopdHEHX I'pylna Koje oAronapajy
pazmuauTuM u3dopuma Oasue tauke. O fi : m,(X) — m,(Y) MoxKeMO pasMHIILBATH Kao O
fo i (X, x0) — mu (Y, f(20)) 3a Heko zg € X. Besy usmely pazjmunrux uzbopa 6asue tauxe
y X octBapyjy msomopdusmu [, u B, IIpenmsunje, cienehn nujarpam xoMmyTupa.

T (X, Zo) e (Y, f(20))

5u Bfou

(X, ) L (Y f(0))

Tauke zo u x, €y NpOU3BO/LHO M3abpaHe Tadke Mpocropa X, a u je jegan nyt y X oj Tadke
Ty 10 Tauke rq. [a GHCMO ce yBepWw/H Jia IujarpaM KOMyTHpa, Tpeba 3a HEKH eJleMeHT [plg €

Tn(X, z0) mokazatu 1a je Sroy © fi([@lo) = fe o Bul[¢]o). Axoje ¢ = Y, onga jen foi ]%u foep.

Bugumo ga je f o) jeman npeacrasuuk kiaace Brou([fe([]o)), duMe cMO 1 mokazanium ropiy
JeTHAKOCT.

Crenehe Tepleme je yommreme tBphema 20. Jlokas tpliema y caygajy n = 1 gar je y [1,
Proposition 1.18|, a y octagum ciaydajeBuMa J0Ka3 OH T€KAO aHAJOTHO TOME.

Teopema 21: Axo je mpecaukaBame f — Y XOMOTOICKA €KBHUBaJEHIHja, OHIA je 32
CBaKW MPUPOAAH O6poj n u 3a cBaky Tauky « € X npeciaukaBambe fi @ 1, (X, xo) — m, (Y, f(20))
nzomopduzam. 3a n = 0, f, je Oujeknuja.

JlupekTHa mocaeauIa oBor TBphema je Ja CBaKu KOHTPAKTHOUIAH IPOCTOP UMa TPUBUjATHE
XOMOTOTICKE TpYIIE.

Crenehe TBpheme roBopu 0 0JHOCY XOMOTONCKUX I'PYTa TPOCTOPA €4 XOMOTOIICKAM I'pyTIaMa
HATKpHUBAjyhux 1mpocropa.
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Teopema 22: Hexka je npecaukasame p : E — B naTkpupaibe, Tadka ¢y € £ u by = p(e).
Tama je uHmyKOBaHO MpecaukaBambe p, : m,(E, eg) — m,(B,by) MornoMopduszam 3a n > 1, a
uzomopduszam 3a n > 2.

Hokaz: /la je p, moHomopdusam 3a n = 1 gokasano je y [1, Proposition 1.31], a moka3s 3a
n > 2 je MOTIMYyHO aHAJOTaH.

Ja 6ucmo nokasamm ga je p. "Ha" 3a n > 2, y3mumo npoussosbHy Kaacy [flo € m.(B, bo)
anju je npegcrasauk f o (S, e1) — (B, by). Kaxo je m(S™,e1) = 0, 10 je fi(m(S™ e1)) C
p«(m(E, ep)). Cana, na ocroy [1, Proposition 1.33], 3mamo ma moctoju nogusame g : (5™, e;) —
(Ea 60)7

(E, 60)

s
-
-

-
g -
-
- p
-
-
-
-
-
- f

(S™, 1)

(Babo)
na je p«([glo) = [po glo = [flo, Tj. knaca [g]o je Tpaxkenu opurunai cauke [flo.0]

ITocaemuie:

1. BaxBamyjyhn oBoM TBphemy MOXKEMO OApPEIUTH CBe XOMOTONCKe rpylie Kpyxuuue S':
MO3HATO je Ja mpocTop R Koju je KOHTpaKTHOHIaH HAaTKpubBa mpocTop S', ma Tako

J1001jamo:
7-‘-1(‘91) = ZJ

T (S') =20, n>2.

2. Yomirre, KaJ TOJI TPOCTOP NMa KOHTPAKTUOMITHO HATKPUBAK€E, TJIa Cy CBe FHerOBe XOMOTOIICKe
rpyIie 3a n > 2 TpUBHUjaJIHE.

3. Hpocrop S™ markpusa mpoctop RP™, na je Tako:
T (RP™) = m,(S™), n > 2.

4. Ilpocrop R? narxpusa Topyc T2, a Topyc Harkpusa Ki1ajaoBy duianty K, ma 3aK/byayjemMo
ciaejiehe:

5. Ba cBe 3arBopene nospima ocum S2 1 RP? yrusepsasnno Harkpusame je R?) na 3a cBaky
takBy nospi X takohe mmamo m,(X) =0, n > 2.

IMITo ce Tuye XOMOTOICKUX I'pylla MPOU3BOJA MPOCTOPA, CUTYyalllja je BPJIO jeJIHOCTaBHA:
xoMmoromcke rpyme "mposaze" kpo3 nponssoa. Ciemehe TBpheme roBopu 0 TOME.
Tepherve 23: Heka cy X n Y nyrHo noe3anu npocrtopu. Tazga 3a ceako n € N Baxku:

(X X Y) Zm,(X) x m,(Y).

JToka3 TBphema canyan je J0Ka3y TakBOT TBphema 3a (PyHIaMEHTAJIHY TPYITY.
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6 PesarnBHe XOMOTOIICKE I'DYyII€e

PeslaTHBHE XOMOTOICKE IPYIe HPeACTaB/hbajy KOPHCHY TeHePAIN3allijy XOMOTONCKHX TpyTa.’
3a pasauKy oJ1 AllCOJy THUX XOMOTOICKHX Ipyna, oie iemo nocmarparu ypeljene tpojke (X, A, xg),
rie je X TomoJiomku npocrop u rg € A C X.

O3zHake Koje heMo yBecTn y HacTaBKy KopuctuheMo y nedWHUIU]H PeJTATUBHIX XOMOTOICKUX
rpyua. Kao u sio caza, I™ ie o3nauaBaTu n—juMeH3MOHAJHY jeIMHUYHY KOUKY. (n—1)—j1umen-
3moHaJHY jeumEmany Konky 1™ hemo mocmarparn kao caegehn mormpoctop Komke 1™

l={terl"|t,=0}.
Ca J"! ozmaumhiemo sarsopeme ogx O™\ I" 1

T Y\ T
YV oBuM o3HaKaMa, 3a n = 1 j06Hja ce ayzx umje je jemno Teme I°, a apyro JO (Buam cimky).
3a n = 2, nobuja ce KBajJpaT uhja je jeina crpanuna I', a yHHja mpeocTase TPH CTPaHHUILE

(3ajesno ca rpanuunum Temenuma) je J'. 3a n = 3, I® je kouka, I? je mwena Joma crpata, a
J? je yuuja upeocranux 5 crpana (3arBopena).

J2

Jl

]2

IO JO

n=1: n=2: n=3:

3a ypelheny Tpojky (X, A, r9) mocmaTpajMo HepeKnaHa npecaukasama f 2 (1", 01", J* 1) —
(X, A, z0). To cy npeciukapama Koj Kojux ce rpanuna 01" cimka y A, a J" 'y x5. Meby
CBUM TaKBUM IIPECIUKaBambUMa, yBelrheMo pesaliujy =~ Koja he OUTH HENITO M3MEIheHa y
OJIHOCY Ha peJallnjy ~ KOjy CMO HMaJM KOJ IIpeciuKaBama Iapoba. llpeciunkaBama [ u g cy
XOMOTOITHA (Ka0 MPeCcJuKaBaha TOMOJIONIKAX TPOJKH) aKO MOCTOjH HEIPEKUIHO MTPECTUKABAE
H:I" x I — X TaxBo Ja BaxKH:

vt e I") H(t,0) = f(1),

(

(Vi e I™) H(t, 1) = g(t),

(Vt € 0I™) (Vs € 1) H(t,s) € A,
(

Vte J" ) (Vs e 1) H(t,s) = xo.

23a XOMOTOIICKe IPyIe 0 KOjEMa je OUI0 pedn y IPeTXOTHAM HOrIaBhIMa KOPUCTHNEMO U U3Pa3 ancoiymHe
TOMOMONCKE 2pyne.
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W nerTudukaimjoM CBUX XOMOTOIHUX IIPECIUKaBaba Y OBAaKBO] XOMOTOIH)U J00MjaMO CKYII:
(X, Ay xzo) = {f - (I, 01", ") — (X, A, 30)} / =~

Ouursenno, oBakBa jgedununmmja mema cvuceaa 3a n = 0, ma hemo my(X, A, z9) ocraBuTn
negedunucannm. 3a n = 1, ckyn m (X, A, zp) upencraBba ckyn cBux nyresa y X duju je
noueTak y ckymy A, a 3aBprrerak y Tauku xo (Buam ciejnehy camky).

Onepamnujy + wa ckyny npecaukasama (1", 01", J" 1) — (X, A, zo) nedunucahemo xao
IITO CMO TO UMAJIU U KOJ IIPECJMKABAKa TOMOJOMKHX MapoBa. 3a IBa HpeCauKaBama [, g :
(I™,0I", J" 1) — (X, A, zg) je:

Ha coumu, neo rpanune o3HadeH MyHOM JUHHJOM CJIHKA ce Yy TAUKy T, JOK Ce Je0 O3HAYeH
UCIIPEKIIAHOM JTHHIJOM CJIHKa v cKyn A. Bugmmo mga je u pesyarar f+ g Takohe mpecainkaBame
rpojku (1™, 01", J" 1) — (X, A, x¢), anu camo 3a n > 2. Y ciyuajy n = 1, oBaksa olepanuja
ce He Moxke nedMHECATH jep 3a ¢ = % 6ucmo ¢ jeane crpane nmann (f + g)(%) = f(1) = xg, a
ca apyre crpane 6u 6uno (f + g)(3) = 9(0). g(0) moxke GuTn HpoussobHA Tadka y CKymy A,
He 00aBe3HO Xy, I1a TAKO IIpecuKaBame [ + g He 6u 6u10 100po jredunucano.

Caza, 3a n > 2, oBa omneparuja HHAyKyje oneparujy + medunucany wa ckymy m,(X, A, xo):

1+ 19) < 1f +9)
Omneparuja je 106po JeduHUCAHA U BeHIM YBOhermeM 100ujamo cTpyKTypy rpyie (m,(X, A, zg), +)
KOjy HA3UBAMO PeAaAMUGHE TOMOMONCckas 2pyna. Jokas3u ja je onepaiuja + g100po jedpuHucana,
ACOTIMjaTUBHA, 14 je HeyTPAJI KJIaca [Cy,| U J1a TOCTOje HHBEP3HH eJIEMEHTH aHAJTOTHHU CY JOKA3MMa,
3a AICOIyTHE XOMOTOIICKE TPYIIe.

PesnatuBhe xomororncke rpyne 7, (X, A, z) cy KomyTaTuBHe 3a cBe mpupojaHe 6pojese n > 3.
Xomoronujy H (Kpo3 mpecinkaBamba TOMOJOMKUX Tpojku) usMeljy npeciaukasama f+gu g+ f
ormucaheMo CJIUKOM. t KOOPJAUHATY OBE XOMOTOIHje rmocMaTpaheMo Kao BpeMe 3a Koje ce f + g
Henpekn o TpancdopMmumie y g+ f. Ha caunm je gar usriaen xomoronuje H y Tpu pasjindauTa
TPEeHyTKa, Kao U OIUC TpaHcdopmaluje Koja ce joraha y mehyspemeny.
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g A7 T
TpenyTak 0 TpeHyTak 1 — ¢
Ta
f 9
AN
g s
TpeHyTak 1

3a M3rpa/imby OBAaKBe XOMOTOIIIje HEOIIXOIHO je mvarn 6ap 4 koopaunare, ma 3a rpymy ma (X, A, xq)
He MOXKEMO TBDJUTHU JIa je KOMyTaTHUBHA.

CmaHO Ka0 U KOJT AllCOJIYTHIX XOMOTOICKUX IPYTa U peJIaTHBHE XOMOTOICKE IPYTIe MOZKEMO
caraelaTd Ha Apyrd Hadmi. 3uajyhm pa je I"/J"! ~ D" y3MHMO HENIPEKHIHO MPECIHKABANE
p: 1" — D" raxso jgaje p(J" ') = {e;}. Caua za csako npeciuxasawe f : (I",9I", J"71) —
(X, A, o) mocroju f: (D", S" ! e;) — (X, A, ) Takso aa je:

f=1Fop,
Tj. caenehu aujarpam KOMyTHpPA:
f
I X
NS
DTL

(X, A, xg) cama mocMaTpamo Kao:
Wn(XaAwTO) = {f~ (Dn75n71761> — (X7 A7 xO)}/ =,

e je o~ peJialija XOMOTOIIKje KPO3 IPECTMKaBahba TOIOJIOMKUX TPOojKu. Kiiace ckyna m, (X, A, xq)
nocMaTpaHor Ha oBaj Haune hemo obenexkasaru ca [f|o.. Oneparmmja + npumvemena ua [ flo, [glor €
(X, A, z0) W3TI€1a OBAKO:

[f}()r + [9]07’ - [(f \% g) © C]Or‘
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[TpecankaBame ¢ je Kojgancupame nornpocropa D"y mpocropy D".

[TpoBepumo 1iTa, ce goraha ca peaaTHBHIM XOMOTONCKHM rpymava kajaa je A = {xq}. Heka
je ¢ : D" — S™ mpeciauKapame Koje Hajupe rpaHuily mucka 0D" = S"! ckynm y Tauxy, a
3aTUM JOOMjeHH IIpocTop XoMeoMmopdHOo mpecanka y S™. Ilpu Tome, mena rparuna D™ cinka
ce y Tauky e; € S". 3a mpomsBosbHy Kiaacy [flo € m.(X,zp) mocmaTpajMo jeaHOT HHeHOT
upejcrasuuka [ : (S™ e;) — (X, x0). Tamaje foq: (D", S" 1 e1) — (X, zo, zg), 1ITO 304N

12 je [f o qlor € mp(X, w0, 20).
Dn foq X
w4
Sn

ﬂ-n(Xa ZBO,$0) = [fOQ]Or — [f]O € 7T-n()(a $’0)

Kopecnonnennuja

je jennosnauna, na moxemo pehu na je m,(X, xo, o) = m, (X, z0).
Cangno, ako nocMarpamo rpyuy T, (X, To, o) KA0 CKYI KJIaca npeciankasarmba Tpojke (1™, 01", Jr 1
? ) ) ) bl y
OHJIa je, 3a cBe n > 1, OUHTIIEIHO:

7Tn(X, CL’(),I()) = 7Tn(X, ZL’O).

Crenehe pasmarparme OIHOCH ¢e HA HEYTPAT [Cyolor ¥ TPYTH T, (X, A, o). Ha 6u kitaca [flo,
OmTa HeyTpaJl, 3a CBaKOT heHor npejacrapauka [ : (D", S"1 e;) — (X, 1o, ) moTpebHO je u
JIOBOJBHO Ja mocToju xomotonuja H : D™ X I — X TakBa Ja BaxKWu:

(Vy € D") H(y,0) = f(y),
(Vy € D") H(y,1) = xo,
(Vy € S"71) (Vt € I) H(y,t) € A,
(

\V/tE]) (61,t> = Xy.
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OmMoTau ce
ciuka y A

A

€1

Cuienieha jrlema jgahe Ham jegan BeOMa KOPUCTAH KPUTEPUJYM KOjUM ce yTBphyje aa Jim je
HEKO TPECINKABAIE MPEICTABHUK KJIACe [Cyp o, MM HEje. 3a Kaacy (¢, ]or 0BAe hemo kopucTuTu
" KOHBEHIIMOHAJIHY O3HAKY HeyTpaJa komyrarusue rpyte 0.

Jdema 24 (Kpumepujym xomnpecuje): Heka je f: (D", S" 1 e;) — (X, A, 20), n >
1. Tana je [flor = 0 ako u camMo ako MOCTOjU HpeciauKaBambe g : D" — X TakBo ja je
f~g(rel S" Y)Y ug(D") C A.

Hanomena: Uako (X, A, xg) He mMopa Ouru rpyna, Jiema BayKd U y TOM CJAy4ajy ako
IOCMATPAMO MCTAKHYTH €JIEMEHT [Cyolor YMECTO HeyTpaJsia rpyre.

Hokas: (=) IIpernocraBumo jia pecinkapame f mpunajia Kiacu-ueyrpaiy rpyme m, (X, A, xg),
1j. 1a je [flor = 0. Tama nmocroju xomoronuja H : D™ X I — X KakBy CMO OTNHUCAJTH H3HA].
Opa xoMoTonuja He Mopa 6utu rel S !, ma je morpebno moaudukosaru je. Ilocayzxuhemo ce
CTaHIAPIHAM IIOCTYIIKOM KOJHM OJ HeKe XOMoTonuje m1o6ujamo xomoTonunjy rel S™L.

Hajupe younmo npeciukaBame ¢ : D™ x [ — D™ x [ xoje ckynspa cBe rpanundse "sucume"
y TaukKy, a 3aTUM IIOHOBO MCIIpaB/ba IpocTop Ha D™ X I. Ilpenusnuje,

- 3a cBaky Tauky y € D" je q(y,0) = (y,0), 1j. moma ocHOBa MUpYje;
- 3a cBaky Tauky y € S" ! m3a cBako t € I je q(y,t) = (y,0);

- Topma ocuoBa D™ x {1} xomMeoMOpdHO ce CJIMKa y TOPHY OCHOBY 3ajelHO ca
omoTadeM Basbka D" x {1} U S"! x I (pasByue ce mpeko omMoTada);

- VHYTpPaIIBocT Ba/bKa D" X [ xoMeoMOp(dHO ce Ipec/nKa Ha YHYTPAIIbOCT Ba/bKa,
nakite, q(int(D"™ x I)) = int(D"™ x I), Majia qlinpnx; HAje WIEHTHYKO TPECTHKABADE.

Ha cnenehum ciamkama BHANMO KaKO U3IJIeIa MPECIUKaBambe ¢ y caydajeBuma n = 1 u n = 2.

- — A = [
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Cayta 1epUHUIIIIMO H:D"xI— X:

ﬁ:Hoq.

TIposeputiemo na je H Tpaskema xomoronmja. Yammmo ga je g : D" — X ngedununcano

jemnakomty ¢(y) = H(y, 1) 3a cako y € D". Kako je

H(y,0) = H(q(y,0)) = H(y,0) = f(y),

TO BUAUMO 12 je H XomoTonmja msmely mpecankabama f u g. Jame, 3a cako y € S"7! je

H(y,t) = H(q(y,t)) = H(y,0) = f(y),

na Jiodujamo Jia je 3
H:f~g rel S™ 1

Jott ocraje na ce yBepuMoO Jia je CJIUKa MpecjuKaBamba ¢ CaJipzKaHa y cKymny A, a To BHIAUMO U3
cieneher:

g(D") = H(D" x {1})
= H(q(D" x {1})
= H(D" x {1}uS™ ! xI)

C A.
(«<=) llpernocraBumo ma moctoju npecankasame g : D" — X ca HaBeJIEHUM CBOjCTBHMA:
(%) f~g rel S,
() g(D™) C A.

Baxpasbyjyhin cBojcTBy (%), mMamo 1a je g(e;) = f(e1) = xg, mrro 3naum ga je g : (D", 8" 1 xy) —
(X, A, xy) u na je youena xomoronuja usmMeljy mpeciukaBama [ 1 g 3a1paBo XOMOTONHja KPO3
IPeCcJUKaBaba TOMOIOMKNX Tpojrku. Tume mobujamo aa je [flor = [gor-

Caza je 10BOJBHO JOKA3ATH Ja je MPECANKABAbEe ¢ MPEJICTABHUK Kjace HeyTpasa. Kako je
e1 jaku pedopmarumonn perpakt ox D", 1o nocroju G : D" x I — D™ ca caegehum ocobmHaMa;:

(Vy € D) G(y,0) =y,
(Vy € D™) G(y,1) = ey,
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(Vt € I) G(eg,t) = eq.

Ha npuwmep, G(y,t) = (1 —t)-y+t-e. Kopucrehu oo mpecnukasame, gedbunucahemo
H: D" x I — X na caenehu nauun:

H=goG.

3a cako y € D" je H(y,0) = g(G(y,0)) = g(y), xao m H(y,1) = g(G(y,1)) = g(e1) =
zo. Kopucrehu csojerso (%), 3a y € S" ' ut € I je H(y,t) € A (wrrasuuie, nejia cjauka
npecaukaama H je nomckyn A). Ha kpajy, 3at € [ umamo H (e1,t) = g(G(eq,t)) = g(e1) = xp.
Hakie, H je XoMOTONHja PeJaTUBHO T u3Mely peciukaBama g U ¢z, U TO KPO3 IPECTUKABAbA
tonotomkux Tpojku (D", S" 1 e;) — (X, A, z0), 1a 3akmydyjemo 1a je:

To je u Tpedaso gokaszaru.[]

Axo je f : (I",0I",J"') — (X, A, x0), mama je [f] € m.(X,A,z9) (n > 1) u Baxknm
ekpuBasiennuja: [f] = 0 ako u caMo ako MOCTOjU TpecimKaBawe ¢ : [ — X TakBo ja je
f ~grel OI" n cmuka g(I™) je moackym ckynma A. OBO je TUpeKTHA MOCTEIUIA KPUTEPUjyMa
KOMIIpecuje KaJa npeljemMo Ha panuju Hauus nocmarpama rpyune m, (X, A, xg).

[Moematpajmo caya npecankasame ¢ : (X, A, xg) — (Y, B,yo). OBo npecankaBame HHIYyKYje
npeciaukaBame @, : T, (X, A, x0) — m, (Y, B,y), n > 1 3anaro jenxmaxomrhy:

e-([f1) = [po [l

3a n > 2 10 je xomomopduzam rpyna (jokasyje ce Kao y CAy4ajy arncoJyTHHX XOMOTONCKHX
rpyna). Bazke n dpyHKTOpHjaTHA CBOjCTBA AHAJIOTHA OHUM Y CJIydajy alCOJyTHHX TPy

(SDOTM* = s 0 s,
1« = 1.

Ako cy mpecmKaBama 0 M 1) XOMOTOITHA Ka0 MPEeCTHKaBamha TPOjKU, OHJIA je:

SD* :w*u

a aKo je  XOMOTOICKA eKBUBAJIEHIIN]a ¥ KATETOPUjH TTPECUKABAA TOMOJIONIKIX TPOJKU, OHIA
je ., nm3omopduzaM 3a n > 2 u dujeknuja 3a n = 1.
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7 Jlyrm TayaH HU3 XOMOTOIICKMUX I'PyIIa

Tepheme koje cireu je MOXKIa Haj3HAYAJHUJU PE3YATAT BE3aH 3a PEJATUBHE XOMOTOIICKE IPYIIE.
Jla 6ucmo ra mpukasaJu, YOUnMO HU3 Ipec/jnKaBarma:

(A, o) AN (X, o) L (X, A, z0) N Tn—1(A, xg).

OBJge je 1, upecanKaBambe HHIYKOBAHO HHKJIy3ujoM 1 : A — X, 10K je j, MHIyKOBAHO HHKJIY3HjOM
J o (X, mo,x0) — (X, A,x0). Panmje cmo ce yBepuan ga je m,(X,zo,x0) = m(X,z0), na
je ompaBIAHO TMTO CMO y TOPHeM HHU3Y 3a JIOMEeH NpecauKaBarmba j, nucaan m,(X,zy) yMecto
(X, o, Tp). LTO ce THae mpecsimkaBama 0, mera iemo mocebno Aedunncarn. 3a IPOU3BOHHO
npecimkapame f: (1", 01", J" 1) — (X, A, xy) nedununcahemo 9([f]) kao kmacy pecrpukuuje
npecaukaBama f Ha "1 (nomy ocHoBy Komke I™), Tj.

o) = [f lim—].

Jlako ce Bugnm 1a je 3aucra O([f]) € m,-1(A, xp). Ilpecnurasame O je u xomoMopdusam rpyma 3a
n > 2 mro, Takohe, HEje TemKo gokazaTu. Cana MoxkeMo (bopMyIrcaTH U HAjaB/beHO TBpheme.
Teopema 25: Cnenehn nu3 je rauan HE3 CKYIIOBa.

T4, 20) =5 T (X, 20) 25 (X, Ay 20) —5 Tt (A, m0) — .. —L mo(A, 20) —= 70(X, 20)

AKo0 H3y3MeMo Tocje/iiba TPU WIaHA, OH/IA je TaYaH HU3 TPYyIa, a 6e3 MOCTIeIbHX MIeCT YIAH0BA
je To TadaH Hu3 AOEJIOBUX I'PYIIA.

Joka3z: TaunocT Hu3a je noTpedHO U JIOBO/LHO ITPOBEPUTH HA TPHU MECTA.

Hajupe nmoxaxkumo jia je im i, = ker j,3an > 1. /ajeim i, C ker j, Buaumo u3 cieaeher.
Ba f: (I",0I") — (A, x0) je

J:(ix([f])) = js([i o f]) = 0.

[Tocneama jeHakoCT je AUPEKTHA TMOCIENIA KPUTEPUjyMa KOMIIPECHje KaJl ce UMa y BUIY J1a
je cimka mpecsnkaBama f cagprkana y ckymy A.

Cama y3mumo npoussosban [f] € m,(X,zo) takas na je j.([f]) = 0. IlpecaukaBame f
MOKeMo mocmarpatu kao f (1", 01", J"1) — (X, mg, zo) 10k je 5.([f]) = [jo fl,ajo [ je
MCTO IPEC/IMKaBatbe Kao u f caMo 1mro je kojgomen y tom ciyuajy (X, A, xg). Ha ocHoBy Jieme
24 (kpuTepujyma KOMIIpecHje) MOCToju mpecankabame g : [ — X makso ga je f ~ g rel 01"
u camka g(I™) je nomckyn ckynma A. OBe ocobune Ham 06e36elyjy 1a MOKeMO ¢ 3ammucaT Kao
io g upu uemy je [g] € m,(A, x0). Tako mobujamo ciaemelin HU3 jeHAKOCTH:

[f] = lg] = [i 0 9] = i.([9])

u 3aKJbydyjemMo Ja je [f] € im i., 1j. 1a je ker j. = im i,.

Jame hemo gokazaru ja je im j, = ker 0 .

C: 9(J([f]) = 0([ o f]) = [f 1] = [ea]-

[Tocnemma jeqaakoct Bazxu jep je [f] € m, (X, xp), ma ce mena rpanuna, a camum TaM 1 [
CJIMKA Y TA4YKy T(.
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D: Heka je [f] € m(X, A, z0) Takso ma je I([f]) = 0, tj. [f] € ker 0. To 3mauum na je
[f |m-1] = 0 = [cy,), U gemy je [cz] € Tr1(A, 0), 1a nmamo xomoronnjy G : [" ' x [ — A:

G:  flma~ cy (rel O™V,
OBa xomoTonuja uma cjeaeha CBOjcTBA:
(Vt e I"1) G(t,0) = f(1),
(Vt € I"™Y) G(t,1) = wo,
(Vt € 9I"1) (Vs € I) G(t,s) = x.
Cana hemo gedununcaru npecankasame H : [" x {0} U 901" x [ — X ma caenehn naann:
(Vt e I™) H(t,0) = f(t),
(Vte I (VseI) H(t,s) = G(t,s),
(Vt e JY) (Vs el) H(t,s) = xo.

[ub HaM je ga oBy xomoronujy H npommpumo. ITap (I, 01™) uma CBOjCTBO MPOLTHPEHA
xomorornmje (1o je TBpherbe ekBuBasenTHO TBphemy na map (D™, S"~1) uMa cBojcTBO npoImHpemha
xoMotTommje, a Kako je D™ x {0} U S™! x I perpakr om D" X I, oHTa TO BaxkKH).

G

f

) ]n—l

Heka je H : I" x I — X npoumpeme ox H, 1j.
]j] ‘I”X{O} uarmxr= H.

Hedunucahemo npecnukaBame ¢ : 1" — X jemnaxomhy:
g J y

g(t) = H(t,1).
Ja Gu 6m10 3aucta [f] = [g], norpe6uo je na H Gyme XOMOTONHja KPO3 MPECIHKABAA 00/IHKA
(I", 01", J" ') — (X, A, z0). To Baxu jep je G : ["™' x [ — A. Kako je g(0I") = {x¢},
nocroju npecamkasamwe ¢ : (I",0I", J"') — (X, g, 70) Takso ma je [g] = [j o g] (Buam
Jjarpam).
n n  Jn—1 9
(I ,8] ,J )4‘4‘9()Q44,$0)
i
<X7 330,.T0>
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Hajsan samyuyjemo ga je [f] = [g] = j.([3]) € im j..
JoIr HaM je ocTasio Ja JOKaxKeMo jeTHakocT im 0 = ker i,.
(C): Hajupe pokazxumo ja je im 0 C ker i,. Kaxo je za f: (I",0I", J" 1) — (X, A, o)

(O(N]) = iulf lima]) = lio f ],

TO HaM je morpebHa Xomoronuja pejaarusno O™ uzmelyy jomer HUBOa Lpec/uKaBama [ H
KOHCTAHTHOT TIpecanKaBama. CaMo npecankaBame [ MOKe MPeiCTaBa/baTl TAKBY XOMOTOIH]Y:

friiof |1~ const,

112 je TUME rOpha Peslalluja JOKA3aHA.

(D): Penaumjy im 0 D ker i, nokazahemo ua caenehn waqun. Heka je [g] € m,_1(A, x¢)
K1aca 3a Kojy Baxu i.([g]) = 0 u meka je npecimkasame g @ (I"1 9" ) — (A, zy) jenan
NpeJICTAaBHUK OBe Kjace. Taja mocToju XoMoTommja

f:iog ~ const (rel OI"™").

IIpu Tome, f: "' x T — X, 1j. f: 1" — X, wmm, jom npenusuuje f: (I, 01", J"1) —
(X, A, x0), ma je [f] € m(X, A, x0) n BazKm:

(D) = [f [l = lgl,

na je [g] € im 0.0

Jlabe HaM ce TOCTaB/ba MHUTaWbe: Kajla Uy KOjoj MEPH MOXKEMO 3aHeMapuTu OGa3He Tadke?
Cnenehn cTaB HAM JEJIHUMITHO IPYZKA OITOBOP HA OBO MUTAMHE.
Cmas 26: Axko je f:S" — X (n € Ny) HENPEKUTHO MPECTUKABAE, T4 BAXKH:

f =~ const < [ =~ const (rel ep).

Hoxka3z: Cmep <= je o4urjiesa.
Hokaxknmo cmep =. llpernocraBumo na je f =~ const, tue je const = c,, 6um0 Koje

KOHCTAHTHO TpecaukaBamwe. 3 f ~ ¢, caenu na je f ~ ¢, , vae je u uyT ox Tauke xo = f(e;)
u
70 Tadke x1. Tanma je ¢, ~ ¢, 0a je, HA OCHOBY Tauke 4 TBphemwa 6, f =~ c¢,,. 3HaAMO Ja
U_l u- 1

paku u f ~ f kaou u-u' =~ const (rel{0,1}), na na ocuosy Jieme 8 g06ujaMo:
const

C

— 0>
const

a TO 3HAYU U
f =~ ¢y (rel e).O

Iocaeduua 27: Heka je X Tomonomku mpoctop un > 0. YeaoBu 1) u 2) ¢y eKBHBAJICHTHH.
1) (Vf:8" — X) f =~ const.

2) (Vg € X)  m(X,20) = 0.
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[Ipema ToMe, aKo JOKazKeMo Jia Cy cBa IpecaukaBama f : S — X XOMOTONMHA KOHCTAaHTHOM
npecauKaBamy He y3umajyhum y ob63up 6asmy Tauky, Taja 3Hamo u jga je m,(X,zo) = 0, 3a
HPOU3BOJHLHO g € X.

ITocaeduua 28: Tlpoctop X je m—mnosesan (m > 0) ako W camMO aKO 3a CBAKO n €
{0,1,...,m} Baxku ycios 1), 1j.

(Vf:8" — X) f ~ const.

Cmas 29: Heka je mar mpoctop X, meros motnpoctop A u n > 1 npon3Bo/baH NPpUPOIAH
opoj. Tama cy ciaeneha tBphema ekBuBajJeHTHA:

1) (Vf:(D",0D") — (X,A) 3g:D"—X) f ~ g (rel 0D"), g(D") C A.
2) (Mxge A) m (X, A ,x9)=0.

Joxka3z: Ciaeaun TupeKTHO U3 KpUTepHujyMa KoMmipecuje.]

Hedpunuyuja 30: 3a Tonosonku map (X, A) KaxkeMo Ja je m—noge3ar aKO U CaMO aKO
za ceako n € {0,1,...,m} Baxu ycaos 1) crasa 29.

Hepurnuyuja 31: 3a npecankapame f: X — Y kaxkemo na je m—exsusarenyuja (m €
Ny) ako je 3a cBaku ejieMeHT x € X TIpeCIHKaBame

fo:m (X, x) — (Y, f(2))

enuMopdu3aM y ciIydajy n = m, a u3oMopduszam y caydajy n < m.

Hapensau ctaB HaM [1aje OroBOp Ha IUTalbe Kaaa je nHKIy3uja i : A — X m—eKBUBaJIeHIH]a.

Cmas 32: Nukaysmja i : A — X je m—ekBUBaJeHIHja aKO U caMo ako je map (X, A)
M—IOBE3aH.

Jloxa3: Heka je o € A npom3Bo/bHaA Tadka. YOUHMO AYTH TadaH HU3 w3 Teopeme 25. M3
TAYHOCTH HU3a Jako ce Buan Ja je m (X, A, xg) = mo(X, A, x0) = ... = (X, A, 29) = 0 ako u
caMo aKko je i, : m, (A, xg) — (X, zo) m3oMopdusam 3a n < m u enumopduzam 3a n = m.
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8 JlopaTak

Y 0BOM 3aK/ByYHOM O/Ie/bKY 0€3 J0Ka3a HABOIUMO HEKOJMKO YyBEeHHX TeopeMma U3 Teopuje
XOMOTOTICKUX TpPyIa.

Aepunuuuga 33: Heka cy X m Y CW —xomiuiekcun u mpecinkaBame f @ X — YV
HenpekuH0. [lpeciukaBaime [ HazuBamo heaujcko npeciurasaroe ako je 3a cBako n € Ny

f(X™) CcyYyn,

rie je X™ (Y") n—ckeneron kommiekca X (V).

Teopema 34 (o heaujcroj anpoxcumavuju): Heka cy X u Y CW —kommiekcd u
npecaukaBame f: X — Y Henpekuano. Taga mocroju henmjcko npecinkasame g : X — Y
TaKBo Jia je f ~ g.

ITocaeduua 35: Axo npocrop X uma CW —aekommosunujy Taksy 1a je X" ! jenna tauka
(X1 = %), onga je X (n — 1)—uosesan upocrop.

[Tosuaro je ga chepa S™ (n € N) uma CW —aekomnosunujy ca jegaom 0—herujom u jeqaom
n—hesimjom, wro 3uaun ja jecre (n — 1)—moBe3an HpocTop, Tj. Ja Cy CBE XOMOTOICKE I'DyIie
m;(S™) 3a i < n TpuBHjasHe:

Ocum Tora, Ha oCHOBY TBphema 22, uMaMo Jia je:
m(RP") =0, 2 <i<n,

jep je S™ markpusajyhu npoctop npocropa RP".
Teopema 36 (Ppojoenman): Axo jen € N u X (n — 1)—noBe3an mpoctop Koju HMa
xoMoTorckn tun C'W —KoMILiekca, OHJIa je 3a CBaKO ¢ < 2n — 2:

mi(X) = mia(SX),
rie je SX cycnensuja mpoctopa X.
ITocaeduua 37: m,(S") = Z,n e N.

Bumaumo na je edepa S™ (n—1)—moBe3an mpocTop, Kao 1 J1a je MpBa HETPUBUjATHA XOMOTOTICKA
rpyma cdepe m,(S") = Z. C apyre crpase, 3amo ga je H;(S") = 03ai < n u H,(S") = Z.
ITpema Tome, npBa HeTpWBHjaHA XOMOTOICKA I'pyla cdepe jaB/ba ce Y UCTOj AUMEH3UjH Kao
IpBa HETPUBHjaJIHA XOMOJIOMIKA rpyla cdhepe u oHe cy udomopcdue. Baxku u ommruje:

Teopema 38 (Xypesuhi): Axojen > 2u X (n—1)—mosesan npocrop, onga je H;(X) =0
3ai<nu H,(X)=m,(X).
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