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Predgovor

Diferencijalni raqun je oblast matematiqke analize koja se bavi izu-
qava�em i primenom izvoda, a qiji koreni dose�u do 17-og veka i vremena
poznatih matematiqara �utna i Lajbnica. Kako je primena diferenci-
jalnog raquna tokom vremena eksponencijalno rasla, tako je i nova teorija
zainteresovala mnoge nauqnike i matematiqare poput: Ojlera, Liuvila,
Rimana, Furijea, Abela i mnogih drugih koji su ovu oblast dodatno
razvili i popularizovali. Do poqetka 21-og veka, otkrivene su mnoge fi-
ziqke manifestacije koje se lako mogu modelovati pomo�u diferencijalnog
raquna. Ovako zasnovani modeli pokazali su se korisnim u: fizici, he-
miji, medicini, mehanici, elektrotehnici, finansijama i mnogim drugim
naukama, xto svedoqi o znaqaju pomenute teorije.

U ovom radu se nastojalo da se razni matematiqki koncepti iz dife-
rencijalnog raquna pribli�e i objasne na jedan nov naqin, kao i da se
prika�e �egova primena u razliqitim prirodnim naukama. Sastoji iz
sedam poglav	a, realizovan je kroz elektronske lekcije i organizovan na
slede�i naqin.

Prvo poglav	e, ,,Funkcije jedne realne promen	ive", sadr�i osnovne
pojmove matematiqke analize koji se koriste pri: definisa�u, odre�iva-
�u osobina i skicira�u grafika osnovnih elementarnih funkcija. Svaku
lekciju, u ci	u bo	e metodiqke produktivnosti, prate odgovaraju�e ani-
macije kreirane u GeoGebri. Na kraju poglav	a su prikazani primeri
karakteristiqnih funkcija datih u parametarskom obliku i polarnim
koordinatama.

Drugo poglav	e, ,,Nizovi", se bavi definisa�em i osobinama: gra-
niqne vrednosti niza, Koxijevim i monotonim nizovima. Na kraju svake
lekcije se nalaze zadaci koji prate i objax�avaju prethodno izlo�enu te-
oriju. Kao prilog je dat kratak istorijski uvod.

Tre�e poglav	e, ,,Graniqna vrednost funkcije", se bavi definisa-
�em i osobinama graniqne vrednosti funkcije kroz teoriju, zadatke i
prate�e animacije u GeoGebri. U prilogu su date i osobine asimptota gra-
fika funkcije, smene promen	ivih i kratak istorijski uvod.

U qetvrtom poglav	u, ,,Neprekidnost funkcije", su prikazani pri-
meri prekidnih i neprekidnih funkcija i definisani pojmovi vezani za
ovu oblast. Akcenat je na primeni prikazane teorije kroz teorijski uvod
i animaciju numeriqke metode polov	e�a intervala.

Peto poglav	e, ,,Izvodi", je posve�eno vizuelizaciji pojmova: de-
finicije i geometrijskog tumaqe�a izvoda, diferencijabilne funkcije,
diferencijala i izvoda vixeg reda. Prikazano je nekoliko modela iz fi-
zike i hemije koji ilustruju praktiqnu upotrebu navedene teorije. Kao
prilog je data tablica najqex�e korix�enih izvoda.
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U xestom poglav	u, ,,Primena izvoda", prikazan je model iz zem	o-
tresnog in�e�erstva koji ilustruje praktiqnu upotrebu navedene teorije
kao i ilustracije Teorema o me�uvrednosti, Tejlorove i Maklorenove for-
mule, Lopitalovog pravila i brojnih grafika funkcija.

Sedmo poglav	e, ,,GeoGebra", akcentuje praktiqnu primenu ovog
programskog paketa u vizuelizaciji raznih matematiqkih koncepata i
apstraktnih pojmova kao i znaqaj za upotrebu u nastavi.

Prijatna mi je du�nost da se ovom prilikom zahvalim svom mentoru
doc. dr Miroslavu Mari�u, na korisnim sugestijama i primedbama, kao i
qlanovima komisije: prof. dr Aleksandru Takaqiju na ustup	enim mate-
rijalima i akademiku prof. dr Miodragu Mate	evi�u na sarad�i.

Jovana Jezdimirovi�

U Beogradu, 2013. god.

3



4



Sadr�aj

1 Funkcije jedne realne prome�ive 6
1.1 Osnovni pojmovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
1.2 Osobine funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7
1.3 Elementarne funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9
1.4 Funkcija data u parametarskom obliku . . . . . . . . . . . . . 11
1.5 Funkcija data u polarnim koordinatama . . . . . . . . . . . . 11

2 Nizovi 13
2.1 Definicija graniqne vrednosti niza . . . . . . . . . . . . . . 14
2.2 Koxijevi nizovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16
2.3 Osobine graniqne vrednosti niza . . . . . . . . . . . . . . . . . 18
2.4 Monotoni nizovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 20

3 Graniqna vrednost funkcije 21
3.1 Definicija graniqne vrednosti funkcije . . . . . . . . . . . 23
3.2 Osobine graniqne vrednosti funkcije . . . . . . . . . . . . . . 24

4 Neprekidnost funkcije 30
4.1 Definicija neprekidne funkcije . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Metoda polov	e�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

5 Izvodi 36
5.1 Definicija izvoda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 38
5.2 Pravila diferencira�a . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41
5.3 Diferencijal . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 43
5.4 Geometrijsko tumaqe�e . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 45
5.5 Izvodi vixeg reda . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 47

6 Primena izvoda 49
6.1 Teoreme o sred�oj vrednosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 51
6.2 Tejlorova i Maklorenova formula . . . . . . . . . . . . . . . . 55
6.3 Lopitalova pravila . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 57
6.4 Monotonost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 59
6.5 Konveksnost . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 61
6.6 Grafici funkcija . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

7 GeoGebra 73

8 Zak	uqak 75

5



1 Funkcije jedne realne prome�ive

1.1 Osnovni pojmovi

Funkcije jedne realne promen	ive, qex�e: funkcije, su one funkcije
qiji su i domen i kodomen podskupovi skupa realnih brojeva R.
Zapis f : A → B oznaqava funkciju koja preslikava skup A u skup B,
dok f(x) oznaqava vrednost iz kodomena B, koja je dode	ena vrednosti x iz
skupa A.
Za veliqinu x ∈ A ka�emo da je nezavisno promen	iva (ili original), a
za veliqinu y = f(x) ∈ B ka�emo da je zavisno promen	iva (ili slika).
Funkcija je zadata odre�iva�em ure�ene trojke (A,B, f).
Funkcija je najqex�e data analitiqkim izrazom y = f(x), ili tabliqno.

Definicija 1. Grafik funkcije f : A → B je podskup Gf skupa
R2 : R×R dat sa: Gf = {(x, f(x))|x ∈ A}.
Grafik funkcije f : A → B se naziva i kriva zadata funkcijom f .

Definicija 2. Za funkciju f : A → B ka�emo da je:
a) injekcija ako je:

x1, x2 ∈ A ∧ f(x1) = f(x2) ⇒ x1 = x2

x1, x2 ∈ A ∧ x1 ̸= x2 ⇒ f(x1) ̸= f(x2)

b) surjekcija ako je:

(∀y ∈ B)(∃x ∈ A) y = f(x)

v) bijekcija ako je: funkcija f injektivna i surjektivna.

Samo se u sluqaju bijektivne funkcije f mo�e definisati �ena
inverzna funkcija f−1 (xto se mo�e videti u [7]).

Slika 1.1. Animacija funkcija jedne realne promen	ive
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1.2 Osobine funkcije

Za funkcije f, g : A → R va�i:

(f + g)(x) = f(x) + g(x), x ∈ A,

(f − g)(x) = f(x)− g(x), x ∈ A,

(f · g)(x) = f(x) · g(x), x ∈ A,

(
f

g
)(x) =

f(x)

g(x)
, x ∈ A, g(x) ̸= 0

Proizvod λf , gde je λ realan broj, je definisan sa (λf)(x) = λf(x).

Ispitati funkciju znaqi odrediti �ene osobine, a na osnovu istih se
mo�e nacrtati i kriva. Neke od va�nih osobina funkcije su:

1) Parnost/neparnost:

Skup A ⊂ R je simetriqan (prema koordinatnom poqetku) ako za sve
x ∈ A va�i da i −x ∈ A. Funkcija f : A → B , gde je skup A si-
metriqan, je parna ako va�i: (∀x ∈ A)f(−x) = f(x). Geometrijski, to
znaqi da je grafik parne funkcije osno simetriqan u odnosu na y-osu.
Funkcija f : A → B, gde je skup A simetriqan, je neparna ako va�i:
(∀x ∈ A)f(−x) = −f(x). Geometrijski, to znaqi da je grafik neparne
funkcije centralno simetriqan u odnosu na koordinatni poqetak.
Funkcija mo�e biti ili parna, ili neparna ili ni parna ni neparna.

2) Ograniqenost:

Funkcija f : A → B je ograniqena na skupu X ⊂ A ako postoji
konstanta C > 0 sa osobinom (∀x ∈ A)|f(x)| ≤ C.

3) Periodiqnost:

Funkcija f : A → B je periodiqna na A ako postoji realan broj τ ̸= 0 sa
osobinom: (∀x ∈ A) x+ τ ∈ A, f(x+ τ) = f(x).
Broj τ se tada naziva period funkcije f : A → B.
Osnovni period funkcije f je najma�i pozitivni period te funkcije
(ako postoji).

4) Monotonost:

Funkcija f : A → B:

a) Monotono raste (respektivno ne opada) na A ako za svaki par
(x1, x2) ∈ A×A va�i x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2)
(respektivno x1 < x2 ⇒ f(x1) ≤ f(x2)).

b) Monotono opada (respektivno ne raste) na A ako za svaki par
(x1, x2) ∈ A×A va�i x1 < x2 ⇒ f(x1) > f(x2)
(respektivno x1 < x2 ⇒ f(x1) ≥ f(x2)).

7



5) Ekstremi:

Funkcija f : A → B ima:

a) Lokalni maksimum (respektivno strogi lokalni maksimum) u taqki
x0 ∈ A ako postoji broj ϵ > 0 sa osobinom da va�i

x ∈ (x0 − ϵ, x0 + ϵ) ∩A ⇒ f(x) ≤ f(x0)

(respektivno x ∈ (x0 − ϵ, x0 + ϵ) ∩A ⇒ f(x) ≤ f(x0)).

b) Lokalni minimum (respektivno strogi lokalni minimum) u taqki
x0 ∈ A ako postoji broj ϵ > 0 sa osobinom da va�i

x ∈ (x0 − ϵ, x0 + ϵ) ∩A ⇒ f(x) ≤ f(x0)

(respektivno x ∈ (x0 − ϵ, x0 + ϵ) ∩A ⇒ f(x) ≤ f(x0)).

v) Globalni maksimum (respektivno globalni minimum) u taqki x0 ∈ A
ako je f(x0) najve�a (respektivno najma�a) vrednost funkcije f na A.

Osim navedenih osobina, u ispitiva�u funkcija, navode se jox i osobine:

1) konveksnost/konkavnost funkcije,
2) prevojne taqke i
3) asimptote

koje �e u nastavku biti deta	no objax�ene.
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1.3 Elementarne funkcije

Osnovne elementarne funkcije su:

1) Stepena funkcija:

Stepena funkcija je funkcija oblika f(x) = xn, x ∈ R, za fiksno n ∈ N
(za n = 0 funkcija je konstanta). Neka je n paran broj. Tada funkcija f
ima minimum u taqki x = 0, opada na intervalu (−∞, 0], raste na
intervalu [0,∞) i parna je. Neka je n neparan broj. Tada funkcija f raste
na skupu R i neparna je.

2) Polinomi:

Funkcija f : C → C definisana sa f(x) = Pn(x) = a0 + a1x+ . . .+ anx
n,

(x ∈ C, n ∈ N) gde su a0, a1, . . . an ∈ C, ako je an ̸= 0 se naziva polinom
stepena n. Konstanta je polinom nultog stepena. Brojevi a0, a1, . . . an su
koeficijenti polinoma Pn(x). Nula polinoma Pn(x) je broj x0 ∈ C takav
da je Pn(x0) = 0. Grafik polinoma P1(x) = a0 + a1x, a1 ̸= 0, a0, a1, x ∈ R je
prava, a grafik polinoma P2(x) = a0 + a1x + a2x

2, a2 ̸= 0, a0, a1, a2, x ∈ R
je parabola.

Teorema 1. (Osnovni stav algebre) Svaki polinom stepena n ∈ N, ima
taqno n nula, me�u kojima mo�e biti i jednakih.

3) Racionalne funkcije:

Koliqnik polinoma Pn i Qm , R(x) = Pn(x)
Qm(x) se naziva racionalna

funkcija. Ako je n < m ka�emo da je R(x) prava racionalana funkcija.
Svaka racionalna funkcija se mo�e izraziti kao zbir jednog polinoma i
jedne prave racionalne funkcije.

4) Eksponencijalna funkcija:

Eksponencijalna funkcija je funkcija oblika f(x) = ax, x ∈ R, a > 0
i a ̸= 1. Funkcija y = ax (a > 0 i a ̸= 1) monotono opada za a < 1 i
monotono raste za a > 1. Funkcija y = ax je pozitivna za sve x ∈ R (vixe
primera u [6]).

5) Logaritamska funkcija:

Logaritamska funkcija je funkcija oblika f(x) = logax, x ∈ R+, a > 0
i a ̸= 1. Funkcija f(x) = logax, gde je x > 0, a > 0 i a ̸= 1 je inver-
zna funkcija za funkciju y = ax jer je alogax = x. Funkcija f(x) = logax
monotono opada za 0 < a < 1 i monotono raste za a > 1 (vixe primera u [6]).

6) Trigonometrijske funkcije:

f(x) = sinx, x ∈ R

f(x) = cosx, x ∈ R
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f(x) = tgx, x ∈ R \
{
(2k + 1)π

2
|k ∈ Z

}
f(x) = ctgx, x ∈ R \ {kπ|k ∈ Z}.

7) Inverzne trigonometrijske funkcije (cikolometrijske ili
arkus funkcije):

f(x) = arcsinx, x ∈ [−1, 1]

f(x) = arccosx, x ∈ [−1, 1]

f(x) = arctgx, x ∈ R

f(x) = arcctgx, x ∈ R.

Elementarne funkcije se dobijaju primenom konaqnog broja algebarskih
operacija: sabira�a, oduzima�a, mno�e�a i de	e�a, kao i konaqno mnogo
operacija kompozicije, na osnovne elementarne funkcije.

Primer 1. Interaktivna promena grafika funkcije

Slika 1.2. Grafik funkcije sinx

Slika 1.3. Transformacija grafika funkcije sinx sa vixe parametara

10



1.4 Funkcija data u parametarskom obliku

Funkcija y = f(x), x ∈ (a, b) je data u parametarskom obliku ako je

x = ϕ(t), y = ψ(t), t ∈ (α, β)

gde je ϕ, ψ : [α, β] → R, pri qemu je ϕ strogo monotona funkcija.
Va�i da je a = ϕ(α) i b = ϕ(β).
Primetimo da su x i y povezani preko parametra t.

Primer 2.

a) Parametarska jednaqina cikloide:

x = a(t− sint), y = a(1− cost), a > 0, t ∈ R,

b) Parametarska jednaqina astroide:

x = acos3t, y = asin3t, a > 0, t ∈ R.

1.5 Funkcija data u polarnim koordinatama

Neka je u Dekartovom pravouglom sistemu sa O oznaqen koordinatni
poqetak i neka je A(x, y) ̸= O(0, 0) taqka xy ravni.
Oznaqimo sa ρ rastoja�e taqke A od koordinatnog poqetka O, a sa ϕ ugao
izme�u OA i pozitivnog smera x-ose.
Tako odre�eni brojevi ρ i ϕ se nazivaju polarne koordinate taqke A.

Veza izme�u polarnih i Dekartovih koordinata je data relacijama:

x = ρcosϕ y = ρsinϕ.

Dakle, taqka A u Dekartovom koordinatnom sistemu je odre�ena kako
pravouglim koordinatama x i y tako i polarnim koordinatama ρ i ϕ.

Primer 3.

a) Polarne koordinate Bernulijeve lemniskate:

ρ2 = a2cos2ϕ,

b) Polarne koordinate kardioide:

ρ = a(1 + cosϕ).
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Primer 4. Animacija grafika kardioide

Slika 1.4 Animacija grafika kardioide

Slika 1.5 Kraj animacije grafika kardioide
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2 Nizovi

Qexki matematiqar i teolog Bolcano1 i poznati francuski matematiqar
Ogisten Koxi2 su skoro istovremeno, dvadesetih godina 19-og veka,
ponudili koncept graniqne vrednosti niza.
Iako su, ve� pomenuti koncepti, bili razliqiti vodili su ka istom ci	u.

Slika 2.1. Bolcano i Koxi

Bolcanova definicija:

,,Ako su a1, . . . , an, . . . takvi da za bilo koju datu malu vrednost
razlika izme�u an i an+r postaje i ostaje ma�a od date male
vrednosti kako n raste, postoji taqno jedna vrednost kojoj se
dati niz pribli�ava."

Koxijeva definicija:

,,Kada se uzastopne vrednosti promen	ive pribli�avaju neo-
graniqeno odre�enoj vrednosti, da bi se na kraju razlikovale od
�e proizvo	no malo, ta odre�ena vrednost se naziva graniqnom
vrednox�u ostalih."

Bolcanova definicija se nazivala unutrax�i kriterijum
konvergencije, a Koxijeva spo	ax�i kriterijum konvergencije (kao
xto se deta	no mo�e videti u [3]).

1 Bernard Placidus Johann Nepomuk Bolzano (1781-1848), qexki matematiqar
2 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiqar
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2.1 Definicija graniqne vrednosti niza

Definicija 3. Niz a je funkcija qiji je domen skup prirodnih brojeva,
a kodomen skup realnih brojeva, odnosno: a : N → R.
Zapisujemo: an := a(n), n ∈ N i a = (an),n∈N. Broj an se zove opxti qlan
niza a.

Primer 5. Ispitati nekoliko prvih qlanova niza datih opxtim
qlanovima:

a) an = 1
n

b) bn = (−1)n

v) cn = sinn

Rexe�e.

a) a1 = 1, a2 = 1
2 , a3 = 1

3 , . . .
b) b1 = −1, b2 = 2, b3 = −3, . . .
v) c1 = sin 1, c2 = sin 2, c3 = sin 3, . . .

Definicija 5. Realan broj L je graniqna vrednost niza (an)n∈N ako
va�i:

(∀ϵ > 0) (∃no ∈ N) (∀n ∈ N) n > n0 ⇒ |an − L| < ϵ.

Ako je L graniqna vrednost (granica) niza (an),n∈N tada ka�emo da niz
(an),n∈N konvergira ka broju L, odnosno:

lim
n→∞

an = L.

Za niz koji ne konvergira ka�emo da divergira.
Graniqna vrednost je jedinstvena.

Definicija 6. Niz (an),n∈N:

a) Divergira u plus beskonaqno, u oznaci:

lim
n→∞

an = +∞,

ako za svaki realan broj M > 0 postoji broj n0 = n0(M) ∈ N takav da za
svako n > n0 va�i an > M .

b) Divergira u minus beskonaqno, u oznaci:

lim
n→∞

an = −∞,

ako za svaki realan broj M > 0 postoji broj n0 = n0(M) ∈ N takav da za
svako n > n0 va�i an < −M .
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Primer 6.

a) an = n divergira u plus beskonaqno
b) an = qn, q > 1 divergira u plus beskonaqno
v) an = −n2 divergira u minus beskonaqno
g) an = (−1)n jeste divergentan (tj. nije konvergentan), ali ne
divergira ni u plus beskonaqno ni u minus beskonaqno.

Definicija 7. Niz je ograniqen ako postoji pozitivan realan broj M
takav da za svako n ∈ N va�i |an| ≤M , tj. va�i an ∈ [−M,M ].

Oqigledno je da niz koji divergira ne mo�e biti ograniqen.

Teorema 2. Svaki konvergentan niz je ograniqen.

Dokaz. Neka je niz a = (an),n∈N konvergentan i va�i liman = L, kada
n→ ∞. Tada za svako ϵ > 0 postoji n0(ϵ) ∈ N tako da je
an ∈ (L− ϵ, L+ ϵ), za n > n0(ϵ). Neka je ϵ utvr�en pozitivan broj i
M = max{|L| + ϵ, |a1|, |a2|, . . . , |an0(ϵ)|}. Tada va�i an ∈ [M,−M ] za sve
n ∈ N.

Primer 7.

a) Konvergentan niz sa opxtim qlanom an = 1
n jeste ograniqen tj. |an| ≤ 1

b) Niz sa opxtim qlanom bn = (−1)n , jeste ograniqen tj. |bn| ≤ 1 ali nije
konvergentan
v) Niz sa opxtim qlanom cn = n, nije ograniqen i nije konvergentan.

Primer 8. Konvergentan niz

Slika 2.2. Konvergentan niz an = 1
n
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2.2 Koxijevi nizovi

Definicija 8. Niz je Koxijev ako zadovo	ava slede�i uslov:

(∀ϵ > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m ∈ N)(∀n ∈ N)m,n > n0 ⇒ |am − an| < ϵ.

Uslov se mo�e zameniti ekvivalentnim uslovom:

(∀ϵ > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(∀p ∈ N)m,n > n0 ⇒ |an+p − an| < ϵ.

Teorema 3. Potreban i dovo	an uslov da niz realnih brojeva konvergira
je da je Koxijev.

Primer 9. Ispitati da li su slede�i nizovi Koxijevi:

a) an = 1 + 1
3 + 1

9 + . . .+ 1
3n ;

b) bn = sin 1
1·2 + sin 2

2·2 + . . .+ sinn
n·(n+1) ;

v) cn = cos 1!
1 + cos 2!

2·2 + . . .+ cosn!
n2 ;

g) dn = 1 + 1
2 + 1

9 + . . .+ 1
n .

Rexe�e.

a) |an+p − an| = |1 + 1
3 + . . .+ 1

3n+1 + . . .+ 1
3n+p − 1− 1

3 − 1
9 − . . .− 1

3n | =

| 1
3n + . . .+ 1

3n+p | = 1
3n+1 · 1− 1

3p

1− 1
3

< 1
3n+1 ·

1
1
2
3

= 1
2·3n

|an+p − an| < 1
3n < ϵ

Dakle, niz a = (an),n∈N je Koxijev, pa je i konvergentan.

b) Za proizvo	ne n, p ∈ N imamo:

|bn+p − bn| = | sin 1
1·2 + sin 2

2·2 + . . .+ sinn
n·(n+1) +

sin (n+1)
(n+1)·(n+2) +

sin (n+p)
(n+p)·(n+p+1)−

sin 1
1·2 − sin 2

2·2 − . . .− sinn
n·(n+1) | ≤

| sin (n+1)|
(n+1)·(n+2) +

| sin (n+2)|
(n+2)·(n+3) +

| sin (n+p)|
(n+p)·(n+p+1)

≤ 1
(n+1) −

1
(n+2) +

1
(n+3) + . . .+

1
(n+p) −

1
(n+p+1) =

1
(n+1) −

1
(n+p+1) <

1
(n+1) .

Dakle, niz b = (bn),n∈N je Koxijev, pa je i konvergentan.
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v) Niz c = (cn),n∈N je Koxijev, jer za dato ϵ va�i:

|cn+p−cn| ≤ | cos(n+1)!|
(n+1)2 + | cos(n+2)!|

(n+2)2 + | cos(n+p)!|
(n+p)2 ≤ 1

(n+1)2 +
1

(n+2)2 +. . .+
1

(n+p)2 <

1
n(n+1) +

1
(n+1)(n+2) + . . .+ 1

(n+p−1)(n+p) =
1
n − 1

(n+p) <
1
n < ϵ.

g) Niz nije Koxijev, pa treba pokazati da postoji ϵ > 0 takvo da za svako

n0 ∈ N postoje n > n0 i p ∈ N takvi da je |dn+p − dn| > 0.

Uzmimo ϵ = 1
4 .

Iz: |dn+p − dn| = 1
n+1 + 1

n+2 + . . .+ 1
n+p+ ≥ p

n+p

sledi da za n = p imamo |dn+p − dn| = |d2n − dn| ≥ 1
2 >

1
4 , za svako n ∈ N.

Prema tome, harmonijski niz (dn)n∈N niz nije Koxijev i zato ne

konvergira.
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2.3 Osobine graniqne vrednosti niza

Teorema 4. Ako su (an),n∈N i (bn),n∈N konvergentni nizovi i ako postoji
n0 ∈ N sa osobinom (∀n ∈ N)n > n0 ⇒ an ≤ bn tada va�i

lim
n→∞

an ≤ bn.

Teorema 5. Ako za nizove (an),n∈N, (bn),n∈N i (cn),n∈N postoji broj
n0 ∈ N sa osobinom n > n0 ⇒ an ≤ bn ≤ cn, tada va�i implikacija

( lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn = lim
n→∞

cn = L) ⇒ ( lim
n→∞

bn = L).

Teorema 6. Ako nizovi (an),n∈N i (bn),n∈N konvergiraju tada va�i:

lim
n→∞

(an + bn) = lim
n→∞

an + lim
n→∞

bn

lim
n→∞

(an − bn) = lim
n→∞

an − lim
n→∞

bn

lim
n→∞

(an · bn) = lim
n→∞

an · lim
n→∞

bn

lim
n→∞

an
bn

=
limn→∞ an
limn→∞ bn

.

Teorema 7. Ako je (an),n∈N konvergentan niz, tada va�e slede�e jedna-
kosti:

lim
n→∞

(A · an) = A · lim
n→∞

an, A = const

lim
n→∞

(an)
k = ( lim

n→∞
an)

k, k ∈ N

lim
n→∞

k
√
an = k

√
lim

n→∞
an, k ∈ N

pri qemu se ako je k paran broj mora dodatno pretpostaviti da su qlanovi
niza (an),n∈N nenegativni.

Primer 10. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
n→∞

n5 + 2n2 + 4

n5 + n+ 4
.

Rexe�e.

lim
n→∞

n5 + 2n2 + 4

n5 + n+ 4
= lim

n→∞

n5(1 + 2
n3 + 4

n5 )

n5(1 + 1
n4 + 4

n5 )
= 1.

Primer 11. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
n→∞

(−1)n(
1

3
)n = 0.

Rexe�e.

lim
n→∞

(−1)n(
1

3n
) = 0.
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Primer 12. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
n→∞

√
n+ 2

n+ 8
.

Rexe�e.

lim
n→∞

√
n+ 2

n+ 8
= lim

n→∞

√
n(1 + 2√

n
)

n(1 + 8
n )

= 0.

Primer 13. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
n→∞

n+ n
√
2− 1

n− 2
.

Rexe�e.

lim
n→∞

n+ n
√
2− 1

n− 2
= lim

n→∞

n(1 +
n√2
n − 1

n )

n(1− 2
n )

= 1.

Primer 14. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
n→∞

2n4 + 3n2 − 1

n3 − 2
.

Rexe�e.

lim
n→∞

2n4 + 3n2 − 1

n3 − 2
= lim

n→∞

n4(2 + 3
n2 − 1

n4 )

n3(1− 2
n3 )

= +∞.

19



2.4 Monotoni nizovi

Definicija 9. Niz (an),n∈N je:

a) monotono rastu�i (respektivno: monotono neopadaju�i)
ako za svako n ∈ N va�i an < an+1 (respektivno ako je an ≤ an+1)

b) monotono opadaju�i (respektivno: monotono nerastu�i)
ako za svako n ∈ N va�i an > an+1 (respektivno ako je an ≥ an+1).

Niz je monoton ako je monotono neopadaju�i ili monotono nerastu�i.

Teorema 8. Monotono neopadaju�i (respektivno nerastu�i) niz ograni-
qen sa gor�e (respektivno sa do�e) strane je konvergentan.

Primer 15. Pokazati da je niz sa opxtim qlanom an = (1 + 1
n )

n:

a) rastu�i
b) ograniqen sa gor�e strane.

Rexe�e.

a) Da bi se pokazalo da je niz (an),n∈N rastu�i upore�uju se an i an+1

an
an+1

=
1 + 1

n

(1 + 1
n+1 )

n
= (

n+1
n

n+2
n+1

)

n

· 1
n+2
n+1

=
1

(n(n+2)
(n+1)2 )

n
· n+ 1

n+ 2

Na osnovu Bernulijeve nejednakosti (1 + h)n ≥ 1 + nh, h > −1, n ∈ N da	e
va�i:

(
n(n+ 2)

(n+ 1)2
)n = (1− 1

(n+ 1)2
)n ≥ 1− n

(n+ 1)2

an
an+1

≤ 1

1− n
(n+1)2

· n+ 1

n+ 2
=
n3 + 3n2 + 3n+ 1

n3 + 3n2 + 3n+ 2
< 1

b) Na osnovu binomne formule

(a+ b)n =
n∑

i=1

(
n

k

)
akbn−k je :

(1+
1

n
)n = 1+1+

n(n− 1)

2!n2
+
n(n− 1)(n− 2)

3!n3
+. . .+

n(n− 1)(n− 2) . . . (n(n− 1))

n!nn
<

< 1 + 1 +
1

2
+

1

2!
+

1

3!
+ . . .+

1

n!
<

< 1 + 1 +
1

2
+

1

22
+ . . .+

1

2(n− 1)
= 1 +

1− ( 12 )
n

1− 1
2

< 1 + 2 = 3.

Na osnovu prethodne teoreme sledi da ovaj niz konvergira i �egova granica
je iracionalan broj e = 2, 71828 . . . poznat kao Ojlerov broj i Neperova
konstata.
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3 Graniqna vrednost funkcije

Ogisten Koxi, poznati francuski matematiqar, je nakon uvo�e�a
koncepta i definicije graniqne vrednosti niza brojeva jednostavno
prexao i na definisa�e graniqne vrednosti funkcije.
Graniqnu vrednost funkcije u nekoj taqki je posmatrao kao graniqnu
vrednost svih nizova (xn), gde je (xn) proizvo	an niz koji te�i x.

Da bismo odredili vrednost funkcije f kada je nazavisno promen	iva x
,,vrlo blizu"taqke a, a i pri tom uoqili odre�ene zakonitosti posmatramo
slede�i primer (funkcija f ne mora biti definisana u taqki a):

Neka je data funkcija f(x) = x2. Neka se x ,,pribli�ava" taqki 2 tako da
uzima vrednosti iz slede�ih intervala oko taqke 2:

(2− 0.1, 2 + 0.1), (2− 0.01, 2 + 0.01), (2− 0.001, 2 + 0.001),
(2− 0.0001, 2 + 0.0001), (2− 0.00001, 2 + 0.00001).

Tada va�e slede�e implikacije:

Ako je 1.9 < x < 2.1 tada je 3.61 < f(x) < 4.41.
Ako je 1.99 < x < 2.01 tada je 3.96 < f(x) < 4.04.
Ako je 1.999 < x < 2.001 tada je 3.996 < f(x) < 4.004.
Ako je 1.9999 < x < 2.0001 tada je 3.9996 < f(x) < 4.0004.
Ako je 1.99999 < x < 2.00001 tada je 3.99996 < f(x) < 4.00004.

Slika 3.1. Graniqna vrednost funkcije
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Slika 3.2. Animacija graniqne vrednosti funkcije

Ako uvedemo oznake δ i ϵ za ,,male" pozitivne brojeve, tada prethodna
tvr�e�a mo�emo zapisati u obliku:

Ako je 2− δ < x < 2 + δ, tada je 4− ϵ < f(x) < 4 + ϵ.

Na primer, za ϵ = 0.04 je δ = 0.01. Odnosno:
Ako je x ∈ (2− δ, 2 + δ), tada je f(x) ∈ (4− ϵ, 4 + ϵ).

Dakle, mo�emo re�i da kada se x ,,pribli�ava" broju 2, f(x) se
pribli�ava broju 4.
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3.1 Definicija graniqne vrednosti funkcije

Definicija 10. Neka skup A ⊂ R ima beskonaqno mnogo qlanova. Ta-
qka x0 je taqka nagomilava�a skupa A, ako za svako ϵ > 0 interval
(x0 − ϵ, x0 + ϵ) sadr�i bar jedan element iz skupa A razliqit od x0.

Primer 16.

a) Taqka nagomilava�a skupa A = 1, 12 ,
1
3 , ...,

1
n , ...je 0.

b) Svaka taqka zatvorenog intervala [a, b] je i �egova taqka nagomilava�a.
v) Svaka taqka otvorenog intervala (a, b) je i �egova taqka nagomilava�a,
ali i taqke a i b.

Definicija 11. Neka je x0 ∈ R taqka nagomilava�a domena A funkcije
f : A → R. Broj L je graniqna vrednost funkcije f u taqki x0, ako va�i:

(∀ϵ > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < |x− x0| < δ ⇒ |f(x) = L| < ϵ

Tada pixemo:
lim

x→x0,x∈A
f(x) = L

ili:
f(x) → L x→ x0 x ∈ A.

Napomena: Taqka x0 ne mora pripadati definicionom skupu A funkcije
f , ali mora biti taqka nagomilava�a skupa A.

Desna graniqna vrednost (respektivno leva graniqna vrednost) funkcije
f u taqki x0 se dobija tako xto u prethodnoj definiciji posmatramo samo
one vrednosti x ∈ A koje su ve�e (respektivno ma�e) od x0. Ako ona postoji
oznaqava se sa:

lim
x→x0,x∈A+

f(x) ( lim
x→x0,x∈A−

f(x))

Gde je A+ = A ∩ (x0,+∞) i A− = A ∩ (−∞, x0).

Teorema 9. Ako postoje leva i desna graniqna vrednost funkcije
f : A → R u taqki x0, potreban i dovo	an uslov da funkcija f ima
graniqnu vrednost u taqki x0 je da va�e jednakosti:

lim
x→x0,x∈A+

f(x) = lim
x→x0,x∈A−

f(x) = L

i tada je:
L = lim

x→x0

f(x).
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3.2 Osobine graniqne vrednosti funkcije

Teorema 10. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A ⊂ R
i neka je taqka x0 taqka nagomilava�a skupa A. Ako pretpostavimo da
postoje graniqne vrednosti:

lim
x→x0,x∈A

f(x) = L lim
x→x0,x∈A

g(x) = K

tada va�e slede�e jednakosti:

a) graniqna vrednost zbira (respektivno razlike) funkcija f i g jednaka
je zbiru (respektivno razlici) graniqnih vrednosti tih funkcija, tj.

lim
x→x0,x∈A

(f(x) + g(x)) = L+K

lim
x→x0,x∈A

(f(x)− g(x)) = L−K

b) graniqna vrednost proizvoda funkcija f i g jednaka je proizvodu grani-
qnih vrednosti tih funkcija, tj.

lim
x→x0,x∈A

(f(x) · g(x)) = L ·K

v) graniqna vrednost koliqnika funkcija f i g jednaka je koliqniku gra-
niqnih vrednosti tih funkcija, tj.

lim
x→x0,x∈A

f(x)

g(x)
=
L

K
K ̸= 0.

Teorema 11. Neka su realne funkcije f i g definisane na skupu A ⊂ R
i neka je taqka x0 taqka nagomilava�a skupa A. Ako postoje graniqne
vrednosti:

lim
x→x0,x∈A

f(x) = L lim
x→x0,x∈A

g(x) = K

i za sve x ∈ A \ {0} va�i nejednakost f(x) ≤ g(x), tada je L ≤ K.

Teorema 12. Teorema: Neka su realne funkcije f , g i h definisane na
skupu A ⊂ R i neka je taqka x0 taqka nagomilava�a skupa A. Ako postoje
graniqne vrednosti

lim
x→x0,x∈A

f(x) = lim
x→x0,x∈A

g(x) = L

i za sve x ∈ A \ {0} va�i f(x) ≤ g(x) ≤ h(x), tada je limh(x) = L kada
n→ ∞.

Definicija 12. Neka domen A funkcije f : A → R sadr�i interval
(a,+∞) za neki realan broj a. Broj L je graniqna vrednost funkcije f
u +∞ ako:

(∀ϵ > 0)(∃T > a) x > T ⇒ |f(x)− L| < ϵ

tada je:
lim

x→+∞
f(x) = L.
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Definicija 13. Neka domen A funkcije f : A → R sadr�i interval
(−∞, b) za neki realan broj b. Broj L je graniqna vrednost funkcije f
u −∞ ako:

(∀ϵ > 0)(∃T < b) x < T ⇒ |f(x)− L| < ϵ

tada je:
lim

x→−∞
f(x) = L.

Definicija 14. Neka domen A funkcije f : A → R sadr�i interval
(a,+∞) za neki realan broj a. Ako:

(∀M > 0)(∃T > a) x > T ⇒ f(x) > M

tada je:
lim

x→+∞
f(x) = +∞.

Definicija 15. Neka domen A funkcije f : A → R sadr�i interval
(x0, b) za neko b > x0. Ako:

(∀M > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) 0 < x− x0 < δ ⇒ f(x) > M

tada je
lim

x→x0+

f(x) = +∞.

Primer 17. Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→+∞

x2 +
√
x+ 2

2x2 + 5x
.

Rexe�e.

lim
x→+∞

x2 +
√
x+ 2

2x2 + 5x
= lim

x→+∞

x2(1 +
√
x

x2 + 2
x2 )

x2(2 + 5x
x2 )

=
1

2
.

Primer 18. Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→+∞

(
√
x4 + 2x2 − 1−

√
x4 − 2x2 − 1).

Rexe�e.

lim
x→+∞

(
√
x4 + 2x2 − 1−

√
x4 − 2x2 − 1) = lim

x→+∞

x4 + 2x2 − 1− x4 + 2x2 + 1√
x4 + 2x2 − 1 +

√
x4 − 2x2 − 1

=

lim
x→+∞

4x2

x2(
√
1 + 2x2

x4 + 1
x4 +

√
1− 2x2

x4 − 1
x4 )

= 2.
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Asimptote grafika funkcije:

Definicija 16. Asimptota grafika funkcije u +∞ (u −∞) je prava
y = kx+ n za koju va�i:

1) Ako je k = 0, tj. ako f ima graniqnu vrednost n u +∞ (u −∞), tada
grafik funkcije f ima horizontalnu asimptotu u +∞ (u −∞), qija je
jednaqina y = n.

2) Ako je k ̸= 0, tada se prava y = kx+ n zove kosa asimptota grafika
funkcije f u +∞ (u −∞).

Brojevi k i n se u tom sluqaju odre�uju:

k = lim
x→+∞

f(x)

x
n = lim

x→+∞
(f(x)− kx),

k = lim
x→−∞

f(x)

x
n = lim

x→−∞
(f(x)− kx).

Definicija 17. Vertikalna asimptota grafika funkcije f u taqki
x0 je prava x = x0, ako f divergira ka +∞ ili −∞, kada x → x0+ ili
x→ x0−.

Primer 19. Pokazati da je

lim
x→0

sinx

x
= 1.

Posmatramo taqku O(0, 0) i jediniqnu kru�nicu qiji je ona centar. Neka
je dat ugao 0 < x < π

2 , qiji kraci seku kru�nicu u taqkama A(1, 0) i
B(x, y). Tangenta kru�nice u taqki A neka seqe krak OB u taqki C i neka
je D podno�je normale iz taqke B na x - osu. Nakon xto smo konstruisali
navedene elemente, izvodimo dokaz za poqetnu pretpostavku (deta	no u [8]).

Slika 3.3. Poqetak konstrukcije dokaza
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Slika 3.4. Konstrukcija dokaza

Slika 3.5. Kraj konstrukcije dokaza
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Smena promen	ivih:

U sluqaju potrebe izraqunava�a graniqne vrednosti npr.

lim
x→0

sin 3x

Postupamo tako xto uvedemo smenu t = 3x i posmatramo:

x→ 0 ⇒ t→ 0

lim
t→0

sin t = 0

Odakle je:
lim
x→0

sin 3x = lim
t→0

sin t = 0.

Za rexava�e sliqnih primera graniqnih vrednosti uvodimo dve teoreme:

Teorema 13. (Pravilo smene promen	ivih za graniqne vrednosti
funkcije) Ako postoje graniqne vrednosti

lim
x→a

f(x) = L lim
y→b

g(y) = K x ̸= x0

u nekoj okolini (x0 − ϵ, x0 + ϵ) va�i da je f(x) ̸= L, tada postoji

lim
x→a

(g · f)(x) lim
x→a

(g · f)(x) = K.

Teorema 14. Neka je f : A→ R, a, b ∈ R. Potreban i dovo	an uslov za

lim
x→a

f(x) = b,

je da je
lim

n→∞
f(xn) = b lim

n→∞
xn = a

za svaki niz (xn)n ∈ N takav da je xn ∈ A \ {a} za svako n ∈ N.

Na osnovu prethodne teoreme va�i da za svaki niz (an)n ∈ N takav da je

lim
n→∞

an = 0 ⇒ lim
n→∞

(1 + an)
1

an = e.

Primer 20. Odrediti graniqnu vrednost

lim
x→0

tan 4x

x
.

Rexe�e.

lim
x→0

tan 4x

x
= lim

x→0

sin 4x

x cos 4x
= lim

x→0

4 sin 4x

4x
· lim
x→0

1

cos 4x
= 4.
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Primer 21. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→1

x4 − 2x3 + 2x− 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 1
.

Rexe�e.

lim
x→1

x4 − 2x3 + 2x− 1

x4 − 5x3 + 9x2 − 7x+ 1
= lim

x→1

(x− 1)3(x+ 1)

(x− 1)3(x− 2)
= −2.

Primer 22. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 − 3x+ 2
)x.

Rexe�e.

lim
x→∞

(
x2 − 1

x2 − 3x+ 2
)x = lim

x→∞
(
x2 − 3x+ 2 + 3x− 3

x2 − 3x+ 2
)x = lim

x→∞
((1 +

3x− 3

x2 − 3x+ 2
)

x2−3x+2
3x−3 )

(3x−3)x

x2−3x+2 = e3.

Primer 23. Odrediti graniqnu vrednost:

lim
x→1

sin (x− 1)

(x2 + 1) arctan (1− x)
.

Rexe�e.

lim
x→1

sin (x− 1)

(x2 + 1) arctan (1− x)
= lim

x→1

1

x2 + 1
lim
x→1

sin (x− 1)

arctan (1− x)
= −1

2
lim
x→1

sin (x−1)
x−1

arctan (1−x)
1−x

=

= −1

2
lim
x→1

1
arctan (1−x)

1−x

= −1

2
lim
u→0

u

tanu
= −1

2
lim
u→0

u
1

sinu
cosu

= −1

2
.
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4 Neprekidnost funkcije

Koxijeva definicija neprekidnosti: Funkcija f je neprekidna u
taqki x0 ako je

lim
x→0

f(x) = f(x0).

Primer 24. Animacija neprekidne i prekidne funkcije

Slika 4.1. Neprekidna funkcija

Slika 4.2. Prekidna funkcija
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4.1 Definicija neprekidne funkcije

Definicija 18. Funkcija f : A → R je neprekidna u taqki x0 ∈ A
ako:

(∀ϵ > 0)(∃δ > 0)(∀x ∈ A) |x− x0| < δ ⇒ |f(x)− f(x0)| < ϵ.

Definicija 19. Funkcija f : A → R je prekidna u taqki x0 ∈ A ako
nije neprekidna u toj taqki.

Definicija 20. Funkcija f : A → R je neprekidna na skupu B ⊂ A
ako je neprekidna u svakoj taqki skupa B.

Definicija 21. Funkcija f : A → R je uniformno neprekidna na
intervalu [a, b] ⊂ A ako va�i:

(∀ϵ > 0)(∃δ > 0)(∀x1, x2 ∈ [a, b]) |x1 − x2| < δ ⇒ |f(x1)− f(x2)| < ϵ.

Teorema 15. Ako su funkcije f i g neprekidne u taqki x0, tada su u toj
taqki neprekidne i funkcije:

a) zbir funkcija f + g
b) razlika funkcija f − g
v) proizvod funkcija f · g
g) koliqnik funkcija f/g (ako je g(x0) ̸= 0)
d) kompozicija funkcija f ◦ g .

Osnovne elementarne funkcije su neprekidne na svom definicionom skupu,
a na osnovu prethodne teoreme su na �emu neprekidne i elementarne f-je.

Teorema 16. (Vajerxtrasova3 teorema o ograniqenosti neprekidne
funkcije) Neprekidna funkcija na zatvorenom i ograniqenom intervalu
dosti�e svoj maksimum i minimum.

To znaqi da ako je f : [a, b] → R neprekidna funkcija postoji xmin ∈ [a, b]
tako da je f(xmin) ≤ f(x) za sve x ∈ [a, b] i postoji xmax ∈ [a, b] tako da je
f(xmax) ≥ f(x) za sve x ∈ [a, b].

Slika 4.3. Ilustracija Vajerxtrasove teoreme

3 Karl Theodor Wilhelm Weierstras, (1815 - 1897), nemaqki matematiqar
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Teorema 17. (Bolcano - Koxijeva teorema o me�uvrednosti)
Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a, b] i ako je
f(a) ̸= f(b), tada ona uzima sve vrednosti izme�u f(a) i f(b) u
intervalu [a, b].

To znaqi da ako je f(a) < c < f(b) ili f(a) > c > f(b) postoji x ∈ (a, b)
takvo da je f(x) = c . U sluqaju da su f(a) i f(b) razliqitog znaka, tada
postoji x ∈ (a, b) takvo da je f(x) = 0.

Slika 4.4. Ilustracija Bolcano - Koxijeve teoreme

Vrste prekida funkcije:

Ako funkcija f nije neprekidna u nekoj taqki x0 ∈ A, ka�e se da funkcija
ima prekid u toj taqki i to:

a) prividan prekid, ako postoji:

lim
x→x0

f(x) = L L ̸= f(x0)

b) prekid prve vrste, ako postoje:

lim
x→x0+

f(x) = L1 lim
x→x0−

f(x) = L2 L1 ̸= L2

v) prekid druge vrste, ako nije ni prividan prekid ni prekid prve
vrste.
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4.2 Metoda polov	e�a

Teorema 18. (Posledica Bolcano - Koxijeve teoreme o me�uvrednosti)
Ako je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu [a, b] i ako je
f(a) · f(b) < 0, onda jednaqina f(x) = 0 ima bar jedno rexe�e x ∈ (a, b).

Na osnovu navedene teoreme, jednostavno nalazimo rexe�e bilo koje
nelinearne jednaqine sa jednom nepoznatom oblika f(x) = 0.
Neka je f : [a, b] → R neprekidno preslikava�e takvo da su f(a) i f(b)
razliqitog znaka. Ako je:

f(
a+ b

2
) = 0 ⇒ c =

a+ b

2

Onda je broj c rexe�e jednaqine f(x) = 0. Ako je:

f(
a+ b

2
) ̸= 0 ⇒ f(a) · f(a+ b

2
) < 0 ∨ f(a+ b

2
) · f(b) < 0

Biramo onaj od intervala na qijim je krajevima funkcija f razliqitog
znaka. Oznaqimo ga sa [a1, b1]. U ovom intervalu postoji bar jedno rexe�e
jednaqine f(x) = 0 . Nastav	aju�i ovaj postupak dobijamo niz intervala
[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . takvih da je:

bn − an =
b− a

2n
⇒ lim

n→∞
(bn − an) = 0

Kako je niz an,n∈N ograniqen i monotono neopadaju�i, a niz bn,n∈N ogra-
niqen i monotono nerastu�i onda postoji c takvo da je:

lim
n→∞

= c = lim
n→∞

bn

(∀n ∈ N)f(an) · f(bn) < 0 ⇒ f(c)2 ≤ 0 ⇒ f(c) = 0.

Dakle, broj c je rexe�e jednaqine f(x) = 0.

Slika 4.5. Metoda polov	e�a
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Slika 4.6. Metoda polov	e�a

Slika 4.7. Metoda polov	e�a - rexe�e
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Ocena grexke metode:

Za ocenu grexke koja nastaje pri aproksimaciji rexe�a c brojem an ko-
risti se nejednakost

(∀n ∈ N) |c− an| <
b− a

2n

Na osnovu �e se za dato ϵ mo�e odrediti n0 ∈ N tako da je c− an0 < ϵ i na
taj naqin posti�i �e	ena taqnost aproksimacije rexe�a c brojem an0 .

Napomena:

Prikazana metoda je jednostavna, ali se sa pove�a�em taqnosti znatno
pove�ava obim raquna�a - zbog qega se uglavnom prime�uje kada se ne za-
hteva velika taqnost ili za dobija�e pribli�ne vrednosti rexe�a kod
primene drugih metoda (kao xto se vidi iz [4]).

Nedostatak metode je to xto je �eno uopxte�e na vixedimenzione slu-
qajeve (tj. na sisteme jednaqina) praktiqno nemogu�e.
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5 Izvodi

Pojam izvoda se pojavio u 17-om veku u vezi sa neravnomernim kreta�em.
Pomo�u izvoda je bilo mogu�e odrediti brzinu pravolinijskog kreta�a
kao i brzinu promena veliqina koje se neravnomerno me�aju (npr. brzinu
promene temperature tela, elektriqne struje,...).

Primer 25. Posmatramo telo (materijalnu taqku) koje se kre�e
pravolinijski. Neka je

s = f(t), t ≥ 0

funkcija koja opisuje zavisnost pre�enog puta od poqetne taqke P . U tre-
nutku t telo se nalazi u polo�aju A, a u trenutku t+∆t u polo�aju B.
Sred�a brzina tela Vsr na putu AB je jednaka:

Vsr =
∆s

∆t
=
s(t+∆t)− s(t)

∆t
=
f(t+∆t)− f(t)

∆t

Kada se vremenski interval su�ava tj. kada ∆t→ 0 uoqimo da je trenutna
brzina tela Vt u taqki A jednaka:

Vt = lim
∆t→0

∆s

∆t
= lim

∆t→0

s(t+∆t)− s(t)

∆t
= lim

∆t→0

f(t+∆t)− f(t)

∆t
= f ′(t)

ako ovaj limes postoji (deta	nije u [2]).

Slika 5.1. Poqetak pravolinijskog kreta�a materijalne taqke
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Slika 5.2. Kraj pravolinijskog kreta�a materijalne taqke

Znaqaj izvoda je srazmeran �egovoj primeni u raznim prirodnim naukama.
Navedeno je nekoliko takvih primera:

1) Brzina hla�e�a tela u trenutku t je:

lim
t→0

T (t+∆t)− T (t)

∆t
.

Gde zagrejano telo ima temperaturu T (t+∆t) i hladi se.

2) Brzina reagova�a materije pri hemijskoj reakciji u trenutku t je:

lim
t→0

Q(t+∆t)−Q(t)

∆t
.

Gde je Q(t) koliqina materije u hemijskoj reakciji u trenutku t.

3) Linearna gustina xipke u taqki x je:

lim
x→0

m(x+∆x)−m(x)

∆x
.

Gde je m = m(x) masa nehomogene xipke na delu [0, x].
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5.1 Definicija izvoda

Definicija 18. Neka je realna funkcija f definisana na intervalu
(a, b) i neka je x0 taqka iz intervala (a, b).
Graniqna vrednost

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

ako postoji, naziva se prvi izvod funkcije f u taqki x0.

Funkcija f : (a, b) → R je diferencijabilna u taqki x0 ∈ (a, b) ako ima
prvi izvod u toj taqki.
Funkcija f : (a, b) → R je diferencijabilna na intervalu (a, b) ako je
diferencijabilna u svakoj taqki tog intervala.
U tom se sluqaju funkcija f ′ : (a, b) → R koja broju x0 ∈ (a, b) dode	uje
broj f ′(x) zove prvi izvod funkcije f .

Levi izvod (respektivno desni izvod) funkcije f u taqki x0 se
definixe sa:

f ′−(x0) = lim
h→0−

f(x0 + h)− f(x0)

h

Funkcija f ima izvod u taqki x0 ako postoje levi i desni izvod u toj taqki
i jednaki su, tj:

f ′−(x0) = f ′+(x0)

Teorema 19. Ako je funkcija f : (a, b) → R diferencijabilna u taqki
x0 ∈ (a, b), tada je ona neprekidna u toj taqki. (Potreban uslov)

Dokaz.

lim
h→0

(f(x0+h)−f(x0)) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
·h = f ′(x)·0 = 0 ⇒ lim

h→0
f(x0+h) = f(x0)

Navedena teorema ne daje i dovo	an uslov, pa ne va�i da ako je funkcija
f neprekidna u taqki x0 da je i diferencijabilna u istoj.

Primer 26. Ispitati neprekidnost funkcije f(x) = |x| u taqki x = 0.

f ′−(0) = lim
h→0−

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0−

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0−

|h|
h

= lim
h→0−

−h
h

= −1

f ′+(0) = lim
h→0+

f(0 + h)− f(0)

h
= lim

h→0+

|0 + h| − |0|
h

= lim
h→0+

|h|
h

= lim
h→0+

h

h
= 1

f ′−(0) ̸= f ′+(0)

Dakle, ova funkcija nema prvi izvod u taqki 0 i pored toga xto je u �oj
neprekidna.
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Slika 5.3. Animacija diferencijabilne funkcije

Slika 5.4. Animacija diferencijabilne funkcije
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Tablica prvih izvoda:

1. (c)′ = 0, c = const

2. (xn)′ = nxn−1, n ∈ N, x ∈ R

3. (xα)′ = αxα−1, α ∈ R \ {0}, x > 0

4. (sinx)′ = cosx, x ∈ R

5. (cosx)′ = − sinx, x ∈ R

6. (tgx)′ = 1
cos2 x , x ∈ R \ {(2k + 1)π2 |k ∈ Z}

7. (ctgx)′ = − 1
sin2 x

, x ∈ R \ {k|k ∈ Z}

8. (ax)′ = ax · ln a, a > 0, x ∈ R

9. (ex)′ = ex, x ∈ R

10. (loga x)
′ = 1

x·lna , a > 0, a ̸= 1, x > 0

11. (lnx)′ = 1
x , x > 0

12. (arcsinx)′ = 1√
1−x2

, |x| < 1

13. (arccosx)′ = − 1√
1−x2

, |x| < 1

14. (arctgx)′ = 1
1+x2 , x ∈ R

15. (arcctgx)′ = − 1
1+x2 , x ∈ R
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5.2 Pravila diferencira�a

Teorema 20. Ako su funkcije f i g definisane na intervalu (a, b) i imaju
prve izvode u taqki x ∈ (a, b), tada va�i:

(Af(x) +Bg(x))′ = Af ′(x) +Bg′(x) ⇒ (f(x)± g(x))′ = f ′(x)± g′(x)

(f(x) · g(x))′ = f ′(x) · g′(x)

(
f(x)

g(x)
)′ =

f ′(x)g(x)− f(x)g′(x)

g2(x)
.

Primer 27. Odrediti izvode funkcija:

a) f(x) = 2x + 3tgx+ 8

b) f(x) = exlnx

v) f(x) = sin x
x2+1 .

Rexe�e.

a) f ′(x) = 2xln2 + 3
cos2 x

b) f ′(x) = exlnx+ ex

x

v) f ′(x) = cos x(x2+1)−2x sin x
(x2+1)2 .

Izvod slo�ene funkcije:

Teorema 21. Neka funkcija g : (a, b) → (c, d) ima izvod u taqki x0 ∈ (a, b)
i neka funkcija f : (c, d) → R ima izvod u taqki g(x0) ∈ (c, d). Tada
slo�ena funkcija h(x) = f(g(x)), x ∈ (a, b) ima izvod u taqki x0 i va�i:

h′(x0) = f ′g(g(x0)) · g′(x0).

Primer 28. Odrediti izvode funkcija:

a) f(x) = ln2x, x > 0

b) f(x) = sin3 x(x2 + ex)

v) f(x) = xα, α ∈ R, x > 0.
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Rexe�e.

a) f ′(x) = (ln2x)′ = 2lnx · 1
x

b) f ′(x) = (sin3 x(x2 + ex))′ = 3(sin (x2 + ex))2 · cos (x2 + ex) · (2x + ex)

v) f ′(x) = (xα)′ = ealnx · (αlnx)′ = ealnx · (α 1
x ) = αxαx−1 = αxα−1.

Izvod inverzne funkcije:

Izvod inverzne funkcije f−1 za datu funkciju f mo�e se odrediti ili
eksplicitnim nala�e�em inverzne funkcije, ili pomo�u relacije:

(f−1)′(x) =
1

f ′(f−1(x))
.

Primer 29. Za funkciju f(x) = sinx , x ∈ [−π
2 ,

π
2 ] odrediti izvod

inverzne funkcije arcsinx.

Rexe�e.

f(x) = sinx, x ∈ [−π
2
,
π

2
] ⇒ f−1(x) = arcsin(x), x ∈ [−1, 1]

f(x) = sinx, x ∈ [−π
2
,
π

2
] ⇒ f ′(x) = cosx

f ′(f−1(x)) = cos arcsinx =
√
1− sin2 arcsinx =

√
1− x2

(arcsinx)′ =
1√

1− x2
, |x| < 1.
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5.3 Diferencijal

Za diferencijabilnu funkciju f nad intervalom (a, b) veliqina

∆x := x0 + h− x0 = h x0, x0 + h ∈ (a, b)

se naziva priraxtaj argumenta x u taqki x0 , a veliqina

∆y := f(x0 + h)− f(x0)

se naziva priraxtaj funkcije f u taqki x0.
Relacija

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h

se mo�e zapisati u obliku

f(x+ h)− f(x) = f ′(x) · h+ λ(h) · h, lim
h→0

λ(h) = 0

odnosno:
∆y ≈ f ′(x)∆x.

Posled�a relacija znaqi da je priraxtaj zavisno promen	ive y u taqki x
pribli�no jednak f ′(x)∆x.

Definicija 19. Neka je f diferencijabilna funkcija i ∆x priraxtaj
argumenta. Tada je:

1) diferencijal nezavisno promen	ive dx = ∆x
2) diferencijal funkcije dy = f ′(x)∆x

i va�i da je

f ′(x) =
dy

dx
.

Slika 5.5. Geometrijska ilustracija diferencijala funkcije

43



Slika 5.6. Geometrijska ilustracija diferencijala funkcije

Slika 5.7. Geometrijska ilustracija diferencijala funkcije
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5.4 Geometrijsko tumaqe�e

Neka funkcija f u taqki x0 ima prvi izvod, tj. postoji:

f ′(x0) = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h

Tada je:

tgα =
f(x0 + h)− f(x0)

h
xto predstav	a koeficijent pravca seqice AB. Kada h→ 0 taqka B se
pribli�ava taqki A, pa u graniqnom sluqaju imamo tangentu u taqki A
na grafik funkcije f .
Prema tome, prvi izvod funkcije f u taqki x0 predstav	a koeficijent
pravca tangente na grafik funkcije u taqki A(x0, f(x0)), odre�en uglom
β:

tgβ = lim
h→0

f(x0 + h)− f(x0)

h
= f ′(x0).

Jednaqina tangente :

Jedanqina tangente na grafik funkcije f u taqki A(x0, f(x0)) je:

y − y0 = f ′(x0)(x− x0) y0 = f(x0).

Jednaqina normale :

Jednaqina normale na grafik funkcije f u taqki A(x0, f(x0)) (f
′(x0) ̸= 0)

je:

y − y0 =
1

f ′(x0)
(x− x0) y0 = f(x0).

Slika 5.8 Geometrijsko tumaqe�e prvog izvoda
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Slika 5.9. Geometrijsko tumaqe�e prvog izvoda

Slika 5.10. Geometrijsko tumaqe�e prvog izvoda
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5.5 Izvodi vixeg reda

Pretpostavimo da funkcija f ima prvi izvod f ′ na intervalu (a, b) i
neka je x0 ∈ (a, b).
Drugi izvod funkcije f u taqki x0 je izvod funkcije f

′ u taqki x0 (ako
postoji) i obele�ava se sa f ′′(x0) = (f ′(x0))

′ .
Analogno se definixu tre�i, qetvrti, ..., n-ti izvod funkcije f u
taqki x0 i obele�avaju se redom sa f ′′(x0), f

′′′(x0), . . . , f
(n)(x0).

Slika 5.11. Aplet koji skicira grafike funkcija f , f ′ i f” na osnovu
funkcije f koju je korisnik zadao

Primer 30. Odrediti izvode f ′, f ′′, f ′′′ i f (4) funkcije

f(x) = 2x3 − x2 + 1 + 3lnx, x > 0.

Rexe�e.

f ′(x) = 6x2 − 2x+ 3x−1, x > 0
f ′′(x) = 12x− 2− 3x−2, x > 0
f ′′′(x) = 12 + 6x−3, x > 0
f (4)(x) = −18x−4, x > 0.

Primer 31. Odrediti izvode f ′, f ′′, f ′′′ i f (4) funkcije f(x) = cos2 x .

Rexe�e.

f ′(x) = −2 cosx sinx = −sin2x
f ′′(x) = −2 cos 2x
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f ′′′(x) = 4 sin 2x
f (4)(x) = 8 cos 2x.

Primer 32. Odrediti f(0), f ′(0), f ′′(0) i f ′′′(0) funkcije:
f(x) = 24ex − 24x− 12x2 − 4x3 − x4 − 20.

Rexe�e.

f(x) = 24ex − 24x− 12x2 − 4x3 − x4 − 20 ⇒ f(0) = 4
f ′(x) = 24ex − 24− 24x− 12x2 − 4x3 ⇒ f ′(0) = 0
f ′′(x) = 24ex − 24− 24x− 12x2 ⇒ f ′′(0) = 0
f ′′′(x) = 24ex − 24− 24x⇒ f ′′′(0) = 0.

Primer 33. Odrediti f (n)(x), x ∈ N, n ∈ N funkcija:

a) f(x) = ex

b) f(x) = sinx.

Rexe�e:.

a) f ′(x) = ex, f ′′(x) = ex ⇒ f (n)(x) = ex, x ∈ R, n ∈ N
b) f (4j)(x) = sinx, f (4j+1)(x) = cosx, f (4j+2)(x) = − sinx,
f (4j+3)(x) = − cosx, sin(j)(x) = sin (x+ jπ

2 ), x ∈ R, j ∈ N.

Primer 34. Dokazati da funkcija y = exsinx zadovo	ava jednaqinu :
y′′ − 2y′ + 2y = 0.

Rexe�e.

y′ = ex sinx+ ex cosx
y′′ = ex sinx+ ex cosx+ ex cosx− ex sinx = 2ex cosx
y′′ − 2y′ + 2y = 2ex cosx− 2(ex sinx+ ex cosx) + 2ex sinx = 0.

Primer 35. Neka je p(x) polinom drugog stepena. Ako je p(0) = 1,
p′(0) = 2, p′′(0) = 6, izraqunati p′′(3).

Rexe�e.

p(x) = x2 + bx+ c⇒ p(0) = 1 = c
p′(x) = 2x+ b⇒ p′(0) = 2 = b
p′′(x) = 2 ⇒ p′′(0) = 6 = 2a
p(x) = 3x2 + 2x+ 1 ⇒ p′′(3) = 6.

Ve�ina primera se zasniva na [5].
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6 Primena izvoda

Primena matematiqkog modela u zem	otresnom in�e�erstvu

Matematiqki model (primene izvoda u zem	otresnom in�e�erstvu) pri-
sutan je u odre�iva�u ponaxa�a gra�evinskih konstrukcija pri dejstvu
zem	otresa pomo�u diferencijalnih jednaqina kreta�a. Usled dejstva
zem	otresa dolazi do pomera�a tla i konstrukcije koja se posmatra. Ja-
v	aju se inercijalne sile indukovane masom i ubrza�em pomera�a tla.
Konstrukcija prihvata pomera�e tla i usled inercijalnih sila se kre�e.

Razmatra se dejstvo spo	ax�e poreme�ajne sile F (t) na priguxene osci-
lacije sistema sa jednim stepenom slobode pomera�a. Pretpostav	a se da
je dejstvo date poreme�ajne sile nezavisno od kreta�a razmatranog meha-
niqkog sistema i da joj se intenzitet me�a prema harmonijskom zakonu
oblika:

F (t) = F0 sin pt.

Na osnovu Dalemberovog prinicipa (da se dinamiqka ravnote�a sila mo�e
posmatrati kao statiqka, ako se dodaju odgovaraju�e inercijalne sile) jed-
naqina dinamiqke ravnote�e sistema je:

my′′ + cy′ + ky = F0 sin pt

odnosno:

y′′ + 2ϵy′ + ω2y =
F0

m
sin pt.

Opxte rexe�e prethodne nehomogene diferencijalne jednaqine je u obliku
zbira opxteg rexe�a homogene jednaqine i partikularnog rexe�a nehomo-
gene je-
dnaqine:

y = yh + yp,

y = Ce−ϵt sin (ωdt+ α) +Np sin (pt− ω).

Deo kreta�a opisan datim rexe�em se brzo amortizuje posle nekoliko
ciklusa oscilacija, tako da preostaje samo usta	eno harmonijsko kreta�e
odre�eno jednaqinom:

y = Np sin (pt− ω).

Pri qemu su amplituda kreta�a i fazni ugao, respektivno, jednaki:

Np =
F0

m
√
(ω2 − p2)2 + 4ϵ2p2

tgϕ =
2ϵp

ω2 − p2
.

Poseban uticaj na kreta�e konstrukcije pri zem	otresu imaju povrxinski
seizmiqki talasi (kao xto je istaknuto u [9]), koji su prikazani u nastavku.
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Slika 6.1. Podruqje zahva�eno zem	otresom

Slika 6.2. Seizmiqki talasi

Slika 6.3. Priguxene oscilacije tela sa jednim stepenom slobode
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6.1 Teoreme o sred�oj vrednosti

Teorema 22. Teorema Fermaa4: (potreban uslov)

Neka za funkciju f va�e slede�i uslovi:
1) definisana je na intervalu [a, b]
2) dosti�e u nekoj unutrax�oj taqki c ∈ [a, b] ekstremnu vrednost
3) postoji f ′(c)
Tada je f ′(c) = 0.

Dokaz. Pretpostavimo da funkcija f dosti�e u taqki c najve�u vrednost.

Tada je f(x) ≤ f(c) za sve x ∈ [a, b], pa za x < c va�i:

f(x)− f(c)

x− c
≥ 0 x ∈ [a, c) ⇒ f ′−(c) ≥ 0

f(x)− f(c)

x− c
≤ 0 x ∈ (c, b] ⇒ f ′+(c) ≥ 0

Dakle: f ′(c) = 0.

Teorema 23. Teorema Rola5: (dovo	an uslov)

Neka za funkciju f va�e slede�i uslovi:
1) neprekidna je na intervalu [a, b]
2) diferencijabilna je na intervalu (a, b)
3) va�i f(a) = f(b)
Tada postoji c ∈ [a, b] za koju je f ′(c) = 0.

Dokaz. Kako je funkcija f neprekidna na intervalu [a, b], postoje taqke c1
i c2 iz intervala [a, b] takve da su f(c1) i f(c2) najma�a i najve�a vrednost
funkcije f .
1) Ako se taqke c1 i c2 poklapaju sa krajevima intervala [a, b], tada je
funkcija f konstantna i f ′(x) = 0 za sve x ∈ [a, b] .
2) Neka je c1 ∈ [a, b]. Kako postoji f ′(c1), prema teoremi Fermaa
je f ′(c1) = 0.

Mehaniqka interpretacija Rolove teoreme:

Neka se taqka kre�e po pravoj i neka se u trenutku t nalazi u taqki c sa
koordinatom x(t). Neka je funkcija x(t) neprekidna za t ∈ [a, b] i dife-
rencijabilna za t ∈ (a, b). Ako se polo�aji taqke u trenucima t = a i t = b
poklapaju ( tj. x(a) = x(b)), onda mora postojati trenutak c ∈ (a, b) u kojem
je brzina taqke jednaka nuli.

4 Pierre de Fermat (1601-1665), francuski matematiqar i pravnik
5 Michel Rolle (1652-1719), francuski matematiqar
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Slika 6.4. Ilustracija Rolove teoreme

Slika 6.5. Ilustracija Rolove teoreme
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Teorema 24. Lagran�a6 (Teorema o sred�oj vrednosti)

Neka za funkciju f va�e slede�i uslovi:
1) neprekidna je na intervalu [a, b]
2) diferencijabilna je na intervalu (a, b)
Tada postoji c ∈ [a, b] za koju va�i:

f(b)− f(a)

b− a
= f ′(c).

Dokaz. Funkcija

g(x) = f(x)− f(a)− f(b)− f(a)

b− a
· (x− a), x ∈ [a, b]

zadovo	ava uslove Rolove teoreme,

g′(x) = f ′(x)− f(b)− f(a)

b− a

Pa na osnovu Rolove teoreme postoji taqka c ∈ [a, b] za koju je g′(c) = 0.
Odakle sledi:

0 = f ′(c)− f(b)− f(a)

b− a
⇒ f ′(c) =

f(b)− f(a)

b− a
.

Mehaniqka interpretacija Lagran�ove teoreme:

Ako se taqka kre�e po pravoj po zakonu x = x(t) t ∈ [a, b], pri qemu je
funkcija x(t) neprekidna za t ∈ [a, b] i diferencijabilna za t ∈ (a, b), onda
je sred�a brzina za vremenski interval [a, b] jednaka:

x(b)− x(a)

b− a
.

Trenutna brzina taqke u trenutku t0 ∈ (a, b) jednaka je sred�oj brzini u
pomenutom intervalu, jer je:

x(b)− x(a)

b− a
= x′(t0).

Geometrijska interpretacija Lagran�ove teoreme:

Lagran�ova teorema govori da ako je kriva y = f(x) neprekidna za x ∈ [a, b]
i u svakoj taqki intervala (a, b) ima tangentu, onda postoji taqka c ∈ (a, b),
takva da je tangenta u taqki (c, f(c)) paralelna seqici kroz taqke (a, f(a))
i (b, f(b)).

6 Joseph-Louis de Lagrange (1736-1813), francusko-italijanski matematiqar i astro-
nom
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Slika 6.6. Ilustracija Lagran�ove teoreme

Slika 6.7. Ilustracija Lagran�ove teoreme
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6.2 Tejlorova i Maklorenova formula

Tejlorova7 formula sa koristi za aproksimaciju funkcije f , definisane
u nekoj okolini taqke a, polinomom stepena n.
Pretpostavimo da funkcija f(x) ima u taqki x = a sve izvode do stepena
n zak	uqno. Imaju�i u vidu da polinom mo�emo zapisati u obliku:

Pn(x) =
n∑

k=0

ak(x− a)k =
n∑

k=0

P
(k)
n (a)

k!
(x− a)k,

aproksimiramo funkciju f(x) polinomom stepena n:

Pn(x, a) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n.

Polinom Pn(x, a) se naziva Tejlorov polinom funkcije f(x) .

Teorema 25. Neka funkcija f(x), neprekidna sa svim svojim izvodima do
n-tog reda zak	uqno u nekoj okolini U taqke a, ima izvod (n+ 1)-og reda
u toj okolini. Ako je x ∈ U i p ∈ N, onda (za neko ξ koje je izme�uu a i x)
va�i formula:

f(x) = f(a) +
f ′(a)

1!
(x− a) +

f ′′(a)

2!
(x− a)2 + · · ·+ f (n)(a)

n!
(x− a)n +Rn(x)

Rn(x) = (
x− a

x− ξ
)p
(x− ξ)n+1

p · n!
f (n+1)(ξ).

Za a = 0 u prethodnoj formuli, dobijamo Maklorenov8 polinom:

f(x) = f(0) +
f ′(0)

1!
x+

f ′′(0)

2!
x2 + · · ·+ f (n)(0)

n!
xn +Rn(x).

Slika 6.8. Ilustracija Tejlorovog polinoma

7Brook Taylor (1685− 1731), ameriqki matematiqar
8Colin Maclaurin, (1698− 1746), xkocki matematiqar
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Slika 6.9. Ilustracija Tejlorovog polinoma

Pri aproksimaciji funkcije f(x) polinomom Pn(x, a) pravimo grexku koja
se naziva ostatak (deta	nije u [2]) i iznosi:

Rn(x) = f(x)− Pn(x, a).

Oblici ostatka Rn(x):

1) Xlemilh - Roxov oblik ostatka Rn(x):

Rn(x) = (
x− a

x− ξ
)p
(x− ξ)n+1

p · n!
f (n+1)(ξ)

2) Lagran�ov oblik ostatka Rn(x) (za p = n+ 1, ξ = a+ θ(x− a)):

Rn(x) =
(x− a)n+1

(n+ 1)!
f (n+1)(a+ θ(x− a))

3) Koxijev oblik ostatka Rn(x) (za p = 1, ξ = a+ θ(x− a)):

Rn(x) =
(x− a)n+1 · (1− θ)n

n!
f (n+1)(a+ θ(x− a))

4) Peanov oblik ostatka Rn(x):

Rn(x) = o((x− a)n), x→ a.
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6.3 Lopitalova pravila

Teorema 26. Lopitalovo9 pravilo

Neka su funkcije f i g diferencijabilne u svakoj taqki intervala (a, b)
i neka su ispu�eni uslovi:

g′(x) ̸= 0, x ̸= c,

funkcije f i g te�e 0 (respektivno te�e ka ∞) kada x te�i c,

∃ lim
x→c

f ′(x)

g′(x)

Tada postoji graniqna vrednost:

lim
x→c

f(x)

g(x)
, lim

x→c

f(x)

g(x)
= lim

x→c

f ′(x)

g′(x)
.

Teorema 27. Lopitalovo pravilo

Neka su funkcije f i g diferencijabilne u svakoj taqki intervala (a,∞)
i neka su ispu�eni uslovi:

g′(x) ̸= 0, x ∈ (α,∞) α > a

funkcije f i g te�e 0 (respektivno te�e ka ∞) kada x te�i ∞

∃ lim
x→∞

f ′(x)

g′(x)

Tada postoji graniqna vrednost:

lim
x→∞

f(x)

g(x)
, lim

x→∞

f(x)

g(x)
= lim

x→∞

f ′(x)

g′(x)
.

Primer 36. Primenom Lopitalove teoreme izraqunati:

lim
x→1

x3 − x2 + x+ 1

x4 − x3 − x+ 1
.

Rexe�e.

lim
x→1

x3 − x2 + x+ 1

x4 − x3 − x+ 1
= lim

x→1

3x2 − 2x+ 1

4x3 − 3x2 − 1
= lim

x→1

6x− 2

12x2 − 6x
=

4

6
=

2

3
.

Primer 37. Primenom Lopitalove teoreme izraqunati:

lim
x→0

1− cosx

x2
.

9Guillaume Fransois Antoine, Marquis de l′Hopital, ( 1661 - 1704 ), francuski mate-
matiqar
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Rexe�e.

lim
x→0

1− cosx

x2
= lim

x→0

sinx

2x
=

1

2
lim
x→0

sinx

x
=

1

2
.

Primer 38. Primenom Lopitalove teoreme izraqunati:

lim
x→∞

x(
π

2
− arctgx).

Rexe�e.

lim
x→∞

x(
π

2
− arctgx) = lim

x→∞

π
2 − arctgx

1
x

= lim
x→∞

− 1
1+x2

− 1
x2

= 1.

Primer 39. Primenom Lopitalove teoreme izraqunati:

lim
x→0

xlnx.

Rexe�e.

lim
x→0

xlnx = lim
x→0

lnx
1
x

= lim
x→0

(−x) = 0.

Primer 40. Primenom Lopitalove teoreme izraqunati:

lim
x→∞

x3

e3x
.

Rexe�e.

lim
x→∞

x3

e3x
= lim

x→∞

3x2

3e3x
= lim

x→∞

2x

3e3x
= lim

x→∞

2

9e3x
= 0.
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6.4 Monotonost

Teorema 28. Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu
[a, b] i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a, b).

1) Ako je f ′(x) > 0 za svako x ∈ (a, b), tada je funkcija f monotono
rastu�a na intervalu [a, b].
2) Ako je f ′(x) < 0 za svako x ∈ (a, b), tada je funkcija f monotono opa-
daju�a na intervalu [a, b].

Dokaz. Prime�uju�i Lagran�ovu teoremu dobijamo da je za sve:

x1, x2 ∈ [a, b], x1 < x2

f(x1)− f(x2) = f ′(c)(x1 − x2), c ∈ [x1, x2]

Ako je f ′(x) > 0 za svako x ∈ (a, b), tada va�i x1 < x2 ⇒ f(x1) < f(x2).
Xto znaqi da je funkcija f monotono rastu�a na intervalu [a, b].
Analogno se dokazuje za monotono opadaju�u funkciju f .

Teorema 29. Neka je funkcija f neprekidna na zatvorenom intervalu
[a, b] i diferencijabilna na otvorenom intervalu (a, b).

1) Ako je f monotono rastu�a na intervalu [a, b], tada je f ′(x) ≥ 0 za
svako x ∈ (a, b).
2) Ako je funkcija f monotono opadaju�a na intervalu [a, b], tada je
f ′(x) ≤ 0 za svako x ∈ (a, b).

Dokaz. Dokaz teoreme sledi neposredno iz definicije prvog izvoda. Ako
je funkcija f monotono rastu�a na intervalu [a, b], tada je za sve:

x, x+ h ∈ [a, b], h ̸= 0

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0

f ′(x) = lim
h→0

f(x+ h)− f(x)

h
≥ 0

Analogno se dokazuje za monotono opadaju�u funkciju f .

Taqke u kojima je izvod funkcije jednak nuli (ili ne postoji) se nazivaju
stacionarne (ili kritiqne) taqke.

Teorema 30. Ako je funkcija f neprekidna na intervalu (a, b) i ima
ekstremnu vrednost (tj. lokalni minimum ili lokalni maksimum) u
taqki c, c ∈ (a, b) , tada je taqka c kritiqna taqka funkcije f (tj. ili
je f ′(c) = 0 ili f ′(c) ne postoji).

Dokaz. Dokaz sledi iz Fermaove teoreme.

Geometrijska interpretacija navedene teoreme je da diferencijabilna
funkcija ima horizontalnu tangentu u taqki lokalnog ekstrema.
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Teorema 31. Neka je funkcija f : [a, b] → R neprekidna na zatvorenom
intervalu [a, b], diferencijabilna na otvorenom intervalu (a, b) i neka
je taqka c kritiqna taqka za funkciju f .

1) Ako je f ′(x) > 0 za x ∈ (a, c), a f ′(x) < 0 za x ∈ (c, b), tada
funkcija f ima lokalni maksimum u taqki c.
2) Ako je f ′(x) < 0 za x ∈ (a, c), a f ′(x) > 0 za x ∈ (c, b), tada funkcija f
ima lokalni minimum u taqki c.
3) Ako je f ′(x) > 0 ili f ′(x) < 0 za sve x ∈ (a, b), tada funkcija f nema
ekstremne vrednosti u taqki c.

Teorema 32. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na
otvorenom intervalu (a, b) koji sadr�i taqku c i neka je f ′(c) = 0.

1) Ako je f”(c) < 0 tada funkcija f ima lokalni maksimum u taqki c.
2) Ako je f”(c) > 0 tada funkcija f ima lokalni minimum u taqki c.

Primer 41. Odrediti intervale monotonosti i ekstremne vrednosti
za funkciju f(x) = x3 + x2 − 5x− 5.

Rexe�e.

f(x) = x3 + x2 − 5x− 5 ⇒ f ′(x) = 3x2 + 2x− 5 = (3x+ 5)(x− 1)

Funkcija f(x) je pozitivna za x ∈ (−∞,−5/3) i x ∈ (1,∞), pa raste na
tim intervalima, a opada na intervalu (−5/3, 1). Funkcija f dosti�e
maksimum u taqki x = −5/3, a minimum u taqki x = 1.

Slika 6.10. Grafik i monotonost funkcije f(x) = x3 + x2 − 5x− 5
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6.5 Konveksnost

Definicija: Neka je funkcija f diferencijabilna na intervalu (a, b).
Grafik funkcije f je konveksan (konkavan) na intervalu (a, b), ako za
svako c ∈ (a, b) i za svako x ∈ (a, b) \ {c} va�i:

f(x) > yt(x)

(f(x) < yt(x))

gde je yt(x) = f(c) + f ′(c)(x − c) jednaqina tangente na krivu y = f(x) u
taqki (c, f(c)).

Ako je grafik funkcije f konveksan (konkavan) na intervalu (a, b), ka�e
se da je i funkcija f konveksna (konkavna) na intervalu (a, b).

Teorema 33. Neka je funkcija f dva puta diferencijabilna na
intervalu (a, b).

1) Ako je f ′′ > 0 za ∀x ∈ (a, b), tada je funkcija f konveksna nad (a, b).
2) Ako je f ′′ < 0 za ∀x ∈ (a, b), tada je funkcija f konkavna nad (a, b).

Definicija 19. Neka je funkcija f neprekidna na intervalu (a, b) i
diferencijabilna u taqki c ∈ (a, b). Taqka P (c, f(c)) je prevojna taqka
grafika funkcije f ako postoji takvo δ > 0 da je funkcija f konveksna na
intervalu (c− δ, c), a konkavna na intervalu (c, c+ δ) (ili: da je funkcija
f konkavna na intervalu (c− δ, c), a konveksna na intervalu (c, c+ δ)).

Iz navedene definicije sledi da je uslov: f ′′(c) = 0 potreban da funkcija
ima prevojnu taqku (ne i dovo	an).

Teorema 34. Neka je funkcija diferencijabilna u taqki c ∈ (a, b) i ima
drugi izvod na intervalu (a, b). Taqka P (c, f(c)) je prevojna taqka grafika
funkcije f ako va�i jedan od slede�a dva uslova:

1) f ′′ > 0 za x ∈ (a, c) i f ′′ < 0 za x ∈ (c, b) ili
2) f ′′ < 0 za x ∈ (a, c) i f ′′ > 0 za x ∈ (c, b).

Primer 42. Data je funkcija f(x) = x3, odrediti �ene intervale
konveksnosti/konkavnosti i prevojne taqke.

Rexe�e.

Drugi izvod funkcije f(x) = x3 je f ′′(x) = 6x, a kako je f ′′(0) = 0 to
je ispu�en potreban uslov da taqka (0, f(0)) = (0, 0) bude prevojna taqka
grafika funkcije f . Funkcija f(x) = x3 je:

1) konkavna za x > 0 jer ima negativan drugi izvod (sve taqke grafika
funkcije su ispod tangente bilo koje taqke iz ovog intervala), a

2) konveksna za x < 0 jer ima pozitivan drugi izvod (sve taqke grafika
funkcije su iznad tangente bilo koje taqke iz ovog intervala).

Sledi da je taqka f(0) = (0, 0) prevojna taqka grafika funkcije f .
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Slika 6.11. Grafik funkcije f(x) = x3

Slika 6.12. Grafik funkcije f(x) = x3
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6.6 Grafici funkcija

U ci	u lakxeg i br�eg sagledava�a svojstava funkcije (date analitiqkim
izrazom) i skicira�a �enog grafika, obiqno se koristi slede�a shema (kao
xto se mo�e videti u [2]):

1) Odrediti oblast definisanosti funkcije.
2) Ispitati specijalna svojstva funkcije (parnost, periodiqnost, ...).
3) Odrediti nule i znak funkcije.
4) Na�i prvi i drugi izvod funkcije.
5) Odrediti intervale monotonosti i ekstremne vrednosti.
6) Ispitati konveksnost/konkavnost i odrediti prevojne taqke.
7) Ispitati ponaxa�e funkcije na rubu domena; pa odrediti asimptote.
8) Odrediti ostale specifiqnosti funkcije i skicirati �en grafik.

Slika 6.13. Aplet koji skicira funkciju f koju je zadao korisnik

U nastavku rada slede primeri deta	no ispitanih funkcija sa apletima
skiciranih grafika. Svaki od apleta omogu�ava vizuelni interaktivni
prikaz odre�enog svojstva funkcije, uz prethodno odobrava�e korisnika.
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Primer 43. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) = ln
(x− 1)

(x+ 1)
.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R \ (−1, 1)
2) Nule funkcije f : nema ih
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x < −1, inaqe negativan
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = 2

(x−1)(x+1)

pa funkcija f raste za svako x iz domena
5) Ekstremi funkcije f : nema ih
6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = 4x

(x−1)2(x+1)2

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (−∞,−1), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : nema ih
8) Asimptota funkcije f : je horizontalna y = 0

Grafik funkcije f :

Slika 6.14. Grafik funkcije f(x) = ln (x−1)
(x+1)
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Primer 44. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) = xex.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R
2) Nula funkcije f : je u taqki x = 0
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x > 0, inaqe negativan
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = ex · (x+ 1)

pa funkcija f opada za x ∈ (−∞,−1), inaqe raste
5) Ekstrem funkcije f : je u taqki x = −1, gde funkcija f minimum
6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = ex · (x+ 2)

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (−2,∞), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : je taqka (−2, f(−2))
8) Asimptota funkcije f : je horizontalna y = 0

Grafik funkcije f :

Slika 6.15. Grafik funkcije xex
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Primer 45. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) =
(x− 1)

(x2 − 3x+ 2)
.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R \ {2}
2) Nula funkcije f : nema ih
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x > 2, inaqe negativan
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = −1

(x−2)2

pa funkcija f opada za svako x iz domena
5) Ekstremi funkcije f : nema ih
6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = 2

(x−2)3

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (2,∞), inaqe konkavna
7) Prevojne taqke funkcije f : nema ih
8) Asimptote funkcije f : su vertikalna x = 2 i horizontalna y = 0

Grafik funkcije f :

Slika 6.16. Grafik funkcije f(x) = (x−1)
(x2−3x+2)
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Primer 46. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) = e
1
x .

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R \ {0}
2) Nula funkcije f : nema ih
3) Znak funkcije f : je pozitivan za svako x
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = −1

x2 · ex
pa funkcija f opada za svako x

5) Ekstremi funkcije f : nema ih
6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = 1

x4 · ex · (2x+ 1)
pa je funkcija f konveksna za x ∈ (−1

2 ,∞), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : je taqka (− 1

2 , f(−
1
2 ))

8) Asimptote funkcije f : su vertikalna x = 0 i horizontalna y = 1

Grafik funkcije f :

Slika 6.17. Grafik funkcije f(x) = e
1
x
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Primer 47. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) =
(x− 1)3

(x+ 1)2
.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R \ {−1}
2) Nula funkcije f : je u taqki x = 1
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x > 1, inaqe negativan

4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = (x−1)2(x+5)
(x+1)3

pa funkcija f opada za x ∈ (−5, 1), inaqe raste
5) Ekstremi funkcije f : su u taqkama x = −5 i x = 1, gde funkcija f

respektivno dosti�e maksimum i minimum

6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = 24(x−1)
(x+1)4

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (1,∞), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : je taqka (1, 0)
8) Asimptote funkcije f : su vertikalna x = −1 i kosa y = x− 5

Grafik funkcije f :

Slika 6.18. Grafik funkcije (x−1)3

(x+1)2
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Primer 48. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) = x
2
3 e−x.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R
2) Nula funkcije f : je u taqki x = 0
3) Znak funkcije f : je pozitivan za svako x

4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = e−x·(2−3x)

3x
1
3

pa funkcija f raste za x ∈ (0, 23 ), inaqe opada
5) Ekstremi funkcije f : su u taqkama x = 2

3 i x = 0, gde funkcija f
respektivno dosti�e maksimum i minimum

6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = e−x·(9x2−12x−2)

9x
4
3

pa je funkcija f konkavna za: x ∈ ( 2−
√
6

3 , 2+
√
6

3 ) inaqe konveksna

7)Prevojne taqke funkcije f : su taqke: ( 2−
√
6

3 , f( 2−
√
6

3 )), ( 2+
√
6

3 , f( 2+
√
6

3 ))
8) Asimptota funkcije f : je horizontalna y = 0

Grafik funkcije f :

Slika 6.19. Grafik funkcije f(x) = x
2
3 e−x
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Primer 49. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) = ln
1− x

x+ 5
.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je (−5, 1)
2) Nula funkcije f : je u taqki x = −2
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x < −2, inaqe negativan
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = −6

(1−x)·(x+5)

pa funkcija f opada za x ∈ (−5, 1)
5) Ekstremi funkcije f : nema ih

6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = 6(−2x−4)
(1−x)2·(x+5)2

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (−5,−2), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : je taqka (−2, 0)
8) Asimptote funkcije f : su vertikalne x = −5 i x = 1

Grafik funkcije f :

Slika 6.20. Grafik funkcije f(x) = ln 1−x
x+5
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Primer 50. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) =
3
√
x3 + 2x2.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R
2) Nule funkcije f : su u taqkama x = −2 i x = 0
3) Znak funkcije f : je pozitivan za x > −2, inaqe negativan
4) Monotonost funkcije f : f ′(x) = 3x+4

3 3
√

x·(x+2)2

pa funkcija f opada za x ∈ (−4
3 , 0)

5) Ekstremi funkcije f : su u taqkama x = − 4
3 i x = 0 na kojima

funkcija f dosti�e, respektivno, maksimum i minimum
6) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = −8

9x·(x+2)· 3
√

x·(x+2)2

pa je funkcija f konveksna za x ∈ (−∞,−2), inaqe konkavna
7) Prevojna taqka funkcije f : je taqka (−2, 0)
8) Asimptota funkcije f : je kosa asimptota y = x+ 2/3

Grafik funkcije f :

Slika 6.21. Grafik funkcije f(x) = 3
√
x3 + 2x2
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Primer 51. Ispitati osobine i skicirati grafik funkcije:

f(x) =
1− sinx

1 + sinx
.

Osobine funkcije f :

1) Domen funkcije f : je R \ {−π
2 + 2kπ, k ∈ Z}

2) Nule funkcije f : su u taqkama x = π
2 + 2kπ, k ∈ Z

3) Znak funkcije f : je pozitivan za svako x iz domena
4) Period funkcije f : je 2π
5) Monotonost funkcije f : f ′(x) = −2cosx

(1+sinx)2

pa funkcija f opada za x ∈ (−π
2 + 2kπ, π2 + 2kπ), k ∈ Z, a raste za

x ∈ (π2 + 2kπ, 3π2 + 2kπ), k ∈ Z
6) Ekstremi funkcije f : su u taqkama x = π

2 + 2kπ, k ∈ Z na kojima
funkcija f dosti�e minimum

7) Konveksnost/konkavnost funkcije f : f ′′(x) = −2sin2x+2sinx+4
(1+sinx)3

pa je funkcija f konveksna za svako x iz domena
8) Prevojna taqka funkcije f : nema ih
9) Asimptote funkcije f : su vertikalne asimptote x = −π

2 +2kπ, k ∈ Z

Grafik funkcije f :

Slika 6.22. Grafik funkcije f(x) = 1−sinx
1+sinx
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7 GeoGebra

GeoGebra je programski paket inicijalno name�en za uqe�e i
interaktivnu nastavu matematike (geometrije, algebre, analize, statistike,...)
za uzrast od osnovne xkole do univerzitetskog nivoa.

Slika 7.1 GeoGebra znak

Razvijen je od strane Markusa Hoenvartera10 i me�unarodnog tima
programera. Ovaj programski paket je jednostavan za upotrebu, a �egovo
korix�e�e olakxava i postoja�e: besplatne instalacije, uputstva za upo-
trebu i pomo�i pri radu, kao i mnoxtvo gotovih materijala, qiji se broj
proce�uje na vixe hi	ada.

Programski paket GeoGebra je program name�en za dinamiqku geometriju,
a sa druge strane je u program mogu�e algebarski unosti: koordinate ta-
qki, jednaqine pravih i dr. pri qemu su ova dva unosa me�usobno zavisna.

Komunikacija i zavisnost ova dva pristupa su osnovne karakteristike
GeoGebre (otuda joj i naziv: ,,Geo" - od geometrija i ,,Gebra" - od algebra)
koja korisnicima omogu�ava lakxe savladava�e, vizuelizaciju i povezi-
va�e raznih matematiqkih koncepata.

Krucijalne karakteristike ovog programa koje omogu�avaju produktivniji
proces matematiqke edukacije na svim nivoima su: vizuelizacija
apstraktnih koncepata, poveziva�e razliqitih oblasti matematike i
motivacija korisnicima u uqe�u. Geogebra omogu�ava da, kroz
interaktivnost u saznava�u raznih koncepta, uqe�e postane otkri�e. Time
se posti�e preduslov za motivisanost uqenika, a i popularizacija mate-
matike i nauke uopxte.

Danas su primene GeoGebre izvan granica upotrebe u nastavi; GeoGebra
se koristi i za modelova�e sadr�aja poput automatskog kreta�a i
trodimenzionih pojava i objekata.

10 Markus Hohenwarter
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Primer 52. Vizuelizacija apstraktnih koncepata

Slika 7.2. Animacija Tejlorovpg polinoma

Primer 53. Poveziva�e razliqitih oblasti matematike

Slika 7.3. Algebarski i geometrijski prikaz animacije Rolove teoreme
u GeoGebri
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8 Zak	uqak

Istra�iva�a o vizuelizaciji u matematiqkom obrazova�u razvila su
se na osnovu studija iz psihologije jox kasnih 1970 - ih godina.
Od tog perioda izvrxena su mnoga istra�iva�a ( Antonietti i Angelini;
Bakar i Tall; Bodner i Goldin; Hershkowitz, Friedlander i Dreyfus; Lopez-
Real; Mariotti; O’Brien; Presmeg; Shama i Dreyfus; Yerushalmy i Gafni;
Zimmerman i Kaningem; 1991), Bishop (1983), Kosslyn (1980), Krutetskii
(1976), Presmeg (1986), Gutierez (1996), Ierushalmi, Shternberg, i Galad
(1999)) koja se odnose na: vizuelizaciju u rexava�u problema i uqe�u;
vizuelnu reprezentaciju u uqe�u matematike; vizuelizaciju u uqe�u 3 -
dimenzionalne geometrije; vizuelizaciju u trigonometriji; vizuelizaciju
u statistici; vizualizaciju kao sredstvo za smisleno rexava�e problema
u algebri; vizuelni aspekt kompjuterske tehnologije u dinamiqkom uqe�u
matematike i dr. i koja svedoqe o korisnosti vizuelizacije u uqe�u i po-
duqava�u matematiqkih sadr�aja (kao xto se deta	no mo�e videti u [10]).

Master rad je koncipiran da olakxa uqe�e, razumeva�e i poduqava�e
oblasti matematiqke analize - diferencijalnog raquna, vizuelizacijom
ove teme. Osmix	en je kao pomo�no nastavno sredstvo koje �e poduqava�e
uqiniti produktivnijim i interaktivnijiim a, sa velikom nadom, i uqe�e
zanim	ivijim. U tom ci	u navedeni su konkretni predlozi za unapre�e-
�e nastavnog procesa. Akcenat u radu je stav	en i na popularizaciju
matematike, pa su skicirane veze izme�u teorije, zadataka i primene u
realnom kontekstu. Prednost ovakvog oblika rada (elektronske lekcije)
je dostupnost materijala u svakom trenutku za uqe�e, poduqava�e i pro-
veru zna�a kroz interaktivne sadr�aje. Prilago�ava�e teme, kojom se rad
bavi, razliqitim uzrastima uqenika u sred�oxkolskom i univerzitetskom
obrazova�u se realizovao uz pomo� programa za dinamiqku vizuealizaciju
matematiqkih pojmova ,,GeoGebra". Sa druge strane, kako se najve�i deo
materijala zasniva na [1], rad se prvenstveno bazirao na potrebama stude-
nata prirodnih nauka za ovom temom.

Kao prilog, u uvodu su navedena istra�iva�a koja dokazuju znaqaj i
potrebnost vizuelizacije matematiqkih koncepata, ali za da	a razmatra-
�a ipak ostaje otvoreno pita�e koliko vizualizacija prime�ena u ovom
radu poma�e matematiqku apstrakciju i generalizaciju obra�ene oblasti.
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