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Uvod

Geometrija je nauka koja je nastala jo§ u najstarijim ljudskim civilizacijama.
Napredovanjem civilizacija napredovao je i pogled na geometriju. Do dokaza
geometrijskih tvrdenja dolazilo se na razli¢ite nac¢ine. Ove metode su se razvi-
jale paralelno sa razvojem drustva. U najstarijim civilizacijama do geometri-
jskih zakonitosti se dolazilo indukcijom. Induktivni metod je bio prisutan u
geometriji sve dok vodeéu ulogu u kulturi i nauci nisu preuzeli stari Grei. Tada
razvoj geometrije kreée potpuno novim putem. Induktivni metod zamenio je
deduktivni metod. Deduktivnim metodom su se na potpuno novi na¢in dokazi-
vale geometrijske zakonitosti. Iz deduktivnog metoda, pojavom atinske skole
” Akademije”, starogrckog filozofa Platona, nastala je geometrija zasnovana na
aksiomama. Godinama kasnije jedan od istaknutih matematicara tog doba je
objedinio sva saznanja iz geometrije, do tada otkrivena, u jednu knjigu. Taj
matematicar je Euklid a njegova knjiga nosi poznato ime ”Elementi”. Kao
Platonov ucenik, Euklid je napisao knjigu ”Elementi” i time postavio temelje
geometrije zasnovane na aksiomama. Ovako zasnovana geometrija se izucavala
sve do pojave Feliksa Klajna koji je 1872. godine dao jos jedan pogled na ge-
ometriju. Prema Klajnovom programu neku geometriju mozemo posmatrati kao
skup objekata i njihovih svojstava invarijantnih pri (tranzitivnom) dejstvu neke
grupe transformacija. Jednu takvu grupu transformacija predstavljaju Galile-
jeve transformacije. Galileo Galilej je do ovih transformacija dosao baveéi se
svojim principom relativnosti: Nijednim mehanickim eksperimentom izvedenim
u datom fizickom sistemu ne moze se otkriti ravnomerno kretanje tog sistema.

Cilj ovog rada je da predstavimo model Galilejeve geometrije u euklidskoj ravni
i prikazemo sli¢nosti i razlike izmedu Galilejeve i euklidske dvodimenzione geo-
metrije. U prvom poglavlju vide¢emo da su Galilejeve transformacije jedna
podgrupa afinih transformacija. Zatim su prikazani koncepti tacaka i pravih sa
svojim osobinama. Videéemo specijalnu ulogu pravih paralelnih y—osi i speci-
jalni oblik krugova. Ono §to je specifiéno za ovu geometriju je pojava principa
dualnosti. U tretem poglavlju bavicemo se njegovom primenom kroz razlic¢ite
osobine ¢etvorouglova i trouglova, a zatim vide¢emo i konkretan dokaz da ovaj
princip stvarno vazi. U poslednjoj sekciji ovog rada obradeni su ciklovi, i njihove
osobine, koji su u osnovi euklidske parabole.

Na kraju, zelela bih da se zahvalim svom mentoru dr Miroslavi Antié¢ za odabir
teme i pomo¢ pri pisanju ovog rada, kao i ¢lanovima komisije, dr Zoranu Raki¢u
i dr Mirjani Porié¢, na odlicnim sugestijama koje su mi mnogo pomogle.



1 Afine transformacije

1.1 Afini prostor i potprostor. Afine transformacija
Definicija 1.1 Pod afinim prostorom nad poljem K podrazumevamo svaku
uredenu trojku (A, V,+), takvu da je:

e A - neprazan skup ¢ije elemente zovemo tackama,

e V - vektorski prostor nad poljem K,

e +: AXxV — A - preslikavanje (A,u) — A + u koje zadovoljava sledeée
aksiome:

Al VA€ A) A+0=A4,
A2 VAe A)(Vu,veV) (A4+u)+v=A+ (u+v),
A3 VA, Be A)(FueV) B=A+u.

Vektorski prostor V nazivamo direktrisom afinog prostora A = (A, V,+). Di-
menzija afinog prostora A je:

dimA=dimV.

Definicija 1.2 Neka je A = (A,V,+) bilo koji afini prostor nad poljem K.
Za neprazan skup II tacaka iz A kazemo da je jedan afini potprostor ili samo
potprostor u tom afinom prostoru, ako postoji i neki vektorski potprostor U od
V, takav da je (II, U, +) jedan afini prostor.

Neka je dim A = n, ako je
e dimII = 1, tada je afini potprostor II prava,
e dimII = 2, tada je afini potprostor II ravan,
e dimIl =n — 1, tada je afini podprostor II hiperravan.

Neka su A i B bilo koji afini prostori nad istim poljem K, sa direktrisama Vi W
redom. Ako je P fiksna tacka iz A, za svaki vektor u iz V postoji taéno jedna
tacka M iz A za koju je P +u = M. Neka je dato preslikavanje f : A — B.
Postoji jedinstveni vektor w € W takav da je f(P) +w = f(M). Tada je sa

Lp(u)=w

definisano i jedno preslikavanje direktrise V afinog prostora A u direktrisu W
afinog prostora B koje je pridruzeno tacki P, a mozemo pisati

f(P+u)=f(P)+Lp(u) (ueV).

Pretpostavimo da je za bar jednu tacku @ € A odgovarajuée pridruzeno pres-
likavanje direktrisa L¢ linearno. Neka je vg € V, takav da je Q@ +vo = P, i za



proizvoljnu tacku M € A neka je ups € V, takav da vazi P+ uy = M. Tada je
i1Q+ (vo+un)=P+uy = M. Dalje sledi
f(P)+ Lp(un) = f(M)
F(@+ (vo + uar))
(@) + Lq(vo + unr)
= (f(Q) + Lq(vo)) + Le(unm)
= f(P) + Lo(uar).
Dakle, ako je za bar jednu tacku @ € A preslikavanje L linearno tada je za
svaku tacku P € A, Lp = L, odgovarajuce preslikavanje direktrisa i ne zavisi

od izbora tacke. Uoc¢imo da je afino preslikavanje na jedinstven na¢in odredeno
svojim linearnim delom i slikom jedne tacke.

Definicija 1.3 Za preslikavanje f : A — B afinog prostora A u afini prostor B,
nad istim poljem K i sa direktrisama V i W, kazemo da je afino preslikavangje,
ako je, za bar jednu tacku P iz A, njoj pridruzeno preslikavanje Lp : V — W
linerano.

Definicija 1.4 Bijektivno preslikavanje f : A — A naziva se i afinom trans-
formacijom prostora A.

Stav 1.1 Kompozicija dve afine transformacije istog prostora je afina transfor-
macija
Dokaz: Neka su f i g dve afine transformacije afinog prostora A, Ly i L

njihovi linearni delovi, P € A, proizvoljna tacka i u proizvoljni vektor direktrise
prostora. Tada je

fog(P+u)= f(g(P)+ Lg(uw) = f(g(P)) + Ly o Ly(u),

kako je Ly o L, linearno preslikavanje sledi da je f o g afina transformacija. il

Dakle, linearni deo kompozicije afinih preslikavanja je kompozicija odgovaraju-
¢ih linearnih delova. Takode, preslikavanje f je bijektivno ako i samo ako je
bijektivan njegov linearni deo.

1.2 Afina preslikavanja euklidske ravni

Skup R? uredenih parova realnih brojeva je jedan model euklidske geometrije
ravni. Naime, elementi R?, odnosno tacke i podskupovi R? su oblika

{(z,9) € R*lax + by + c = 0}, gde su a,b,c € R,a® +b* #0,

odnosno prave, zadovoljavaju aksiome euklidske geometrije ravni. Naglasimo,
ako su M = (z1,y1) i N = (22,y2) tacke R?, tada jo§ kazemo i da su (z1,y1)
i (x2,y2), redom, koordinate tacaka M i N i definiSemo funkciju rastojanja
tacaka na sledeéi nacin d(M,N) = \/(z1 — 22)%2 + (y1 — y2)2. Takode kazemo
da su parovi tacaka (A, B) i (C, D) podudarni ako je d(A, B) = d(C, D).
Euklidska ravan R? je i dvodimenzioni afini prostor nad poljem R. Zapravo,
skup uredenih parova realnih brojeva R? sa operacijama:

+:R2xR? 5 R? .:RxR?-5R?



datih sa:

(x1,1) + (22,92) = (x1 + 22,91 +92) 1 A (2,9) = (Az, \y)

¢ini i jedan dvodimenzioni vektorski prostor. Dalje,(R?, R?, +), skup tacaka R?,
vektorski prostor R? i operacija koja njihov proizvod slika u skup taéaka R?, koju
¢emo isto oznaciti sa +, a datu sa (z,y) + (u,v) = (x + u,y +v),z,y,u,v € R,
¢ine dvodimenzioni afini prostor nad skupom realnih brojeva. Njegov jednodi-
menzioni potprostor koji sadrzi tacku (zg,yo) ima direktrisu razapetu vektorom
oblika (u,v),u? + v?> # 0, pa tatka (z,y) pripada tom potprostoru ako je
T = xo + tu,y = yo + tv, za neko t € R, odakle sledi da je jednodimenzioni
potprostor opisan jedna¢inom v(x — xg) = u(y — yo), odnosno euklidske prave
su jednodimenzioni afini potprostori R2.

Jedna linearna transformacija vektorskog prostora R? data je u koordinatama
sa

L: 2 = a7+ ay,

:L./
Y = agix + axny.

Oznacimo sa O tacku sa koordinatama (0,0) i neka je P(p1,p2) proizvoljna
tacka, (p1,p2) = 0+ (p1,p2). S obzirom da je afina transformacija ravni f :
R? — R? data sa f(P) = f(O) + L(p1,p2) sledi da je afina transformacija u
koordinatama data sa

[ =anz+any+q,
Y = anr+ any + ¢.

Ove relacije mozemo i matri¢no zapisati

(o) =Con a) () +(8): W
Yy a21 A22 Yy q2
uz uslov det(a;; # 0), a11, @12, @21, a22,¢1,¢2 € R, odnosno

X' =AX +q,

gde su X i X’ kolone koordinata tacaka M i M', q = (q1,q2)T. Matrica A =
(a;;) predstavlja linearni deo afinog preslikavanja, a vektor g naziva se vektor
translacije. Kolone matrice A su koordinate slika vektora (1,0) i (0, 1), redom.
Afinu transformaciju mozemo predstaviti i matricom

a1 a2 G

- A

A= an a2 ¢ (O 61]>,
0 0 1

koju nazivamo matricom afine transformacije. Pomoc¢u nje afina transformacija
se moze zapisati na slede¢i nacin

X ail a2 qi X
Yy’ = az1 Q22 Q2 Y
1 0 0 1 1



Ako su ﬁf i f/g, redom, matrice afinih transformacija f i ¢ afine ravni, a f/fog
matrica afine transformacije f o g, direktno sledi da vazi

f’fog = ﬁf ° ig'

Stav 1.2 Afine transformacije imaju sledeée osobine:

~

. preslikavaju prave na prave, a krive drugog reda na krive drugog reda,
. Cuvaju razmeru dve kolinearne duZi.

. ¢uvaju paralelnost (slika paralelograma je paralelogram,).

N L

. postoji afina transformacija koja slika jedan trougao u drugi proizvoljan
trougao.

5. ako je F' slika figure F' pri nekoj afinoj transformaciji f, tada ée za njihove
povrgine vaziti P(F) : P(F') = |detA|.

Dokaz:

1. Kako je u (1) det(a;;) # 0, koordinate i y mogu se na jedinstveni nacin,
i to linearno izraziti preko z’ i v/, te ée dobijene formule, koje u koordinatama,
izrazavaju inverzno preslikavanje biti formule afine transformacije.

Neka je
x b1 b2 x’ T1
= + 2
(Z/) <b21 b22)<y/ T2 2)
inverzna transformacija datoj. Jednacine:

ar +by+c=0, a®>+b>#0

c1122 4 2¢122y + Ca0y? + 2¢13% + 2¢a3y + ¢33 = 0, det(c;j) #0

su jednacine prave i nedegenerisane krive drugog reda, redom. Tada je slika
date prave data sa

(ab11 + bbgl)x/ + (ab12 + bbgz)y/ + ary + b’f‘g = 0

Kako je matrica (b;;) invertibilna a vektor (a,b) nije nula vektor, o¢igledno je i
da koeficijenti uz 2’ i ¥’ ne mogu oba biti nula.
Neka je
. bin bz ™
B=| ba b r
0 0 1

Tada afinu transformaciju mozemo zapisati i sa

X L X
y | =B v |,
1 1

dok je jednacina krive data sa



T T
y (cj)| v | =0
1
Dakle, slika krive je data sa
x/ T x/
Bl vy (c;)B| v | =0,
1 1
odnosno
‘,E/ T x/
—T —
y B (¢i;)B| v = 0.
1 1

Kako su B i (¢;;) nedegenerisane matrice reda 3, zaklju¢ujemo da je dobijeni
skup tacaka opisan jednac¢inom drugog reda i da pri tom predstavlja nedegener-
isanu krivu drugog reda.
2. Neka su A, B, C kolinearne tacke i A razmera duzi njima odredena, tj. ﬁ =
ACB. Neka su A’, B, C’ njihove slike pri afinoj transformaciji f i neka je L njen
linearni deo. Tada vazi:

AT = L(AC) = LOCE) = AL(CB) = \C'B'.

3. Paralelne prave odredene su kolinearnim vektorima v_>1 i @ = )\v_f. Njihove
slike su vektori L(v1) i L(v3) = AL(v1) koji su takode kolinearni. Dakle, slike
paralelnih pravih su paralelne prave.

4. Neka je A(0,0), B(1,0),C(0,1). Dokazimo da se trougao ABC moze pre-
slikati na proizvoljan trougao A'B'C’. Vektor AB = e{ je prvi bazni vektor, a
njegova% je vektor A’B’. Vektor ﬁ =5 je drugi bazni vektor, a njegova
slika je A’C’. Tacka A je koordinatni pocetak, a njena slika je tacka A’. Dakle,

prva i druga kolona matrice su koordinate vektora A’B’ i A’C’, a koordinate
vektora translacije su koordinate tacke A’. Dakle odredili smo preslikavanje f;
koje slika trougao ABC na A’B’C’. Slicno mozemo dobiti preslikavanje f2 koje
slika trougao ABC' na trougao A”B"C". Kompozicija fo o fi'! je preslikavanje
koje slika trougao A’B’C’" na A”B"C".

5. Translacija ne menja povrsinu figura. Dovoljno posmatrati kako linearni
deo menja povrsinu. Posmatrajmo kvadrat ivice jedan (i povrsine jedan) €iji su
vektori ivica upravo bazni vektori el ies. Onse preslikava u paralelogram ¢iji
su vektori ivica a3 = (a11,a91) 1 as = (a12, a22), a to su zapravo kolone matrice
A. Povrgina paralelograma razapetog tim vektorima je

|(a11,a21,0) X (alg,a22,0)| = |d6tA|

Dakle u tom sluc¢aju tvrdenje vazi. Ako ivicu kvadrata reskaliramo A > 0 puta,
reskaliraée se i povrsina kvadrata, ali i paralelograma A? puta, pa je odnos
povrsina opet jednak |det A|. Kako svaki lik mozemo aproksimirati kvadratima,
dobijemo da tvrdenje vazi u opstem slucaju. |



1.2.1 Translacija i transvekcija
1. Translacija 7.
Translacija 74 (z,y) = (2/,y') za vektor q = (¢1,92) je transformacija data

formulama:
d=x+q, yY=y+tq IR

Matri¢ni zapis ove transformacije glasi:

()= G)(5)

1 0 q1
Matrica ove transformacije 75 je: [ 0 1 g
0 0 1

Dakle translacija je afina transformacija, njen linearni deo je identitet i pri tom
je |det 4| = 1.

Ako je f proizvoljna afina transformacija ravni, sa linearnim delom Ly, koja
slika tacku P u Q = P+w i 7_, translacija, koja ocigledno slika ) u P, njihova
kompozicija g = 7_, o f je afina transformacija sa fiksnom tackom P. Kako je
linearni deo kompozicije I o Ly, vazi Ly = Ly. Tada f = 1,09, (Ty = b,
odnosno f je kompozicija jedne afine transformacije sa bar jednom fiksnom
tackom i translacije.

2. Transvekcija S).

Jedine transformacije afine ravni koje fiksiraju sve tacke jedne prave su dilat-
acije i transvekcije. Neka je p prava afine ravni i P tacka van nje. Slika tacke P
pri afinoj tansformaciji je tacka P’. Ako je M proizvoljna druga tacka koja ne
pripada p, M’ je slika tacke M pri isto] transformaciji, prave PM, P' M’ i p pri-
padaju istom pramenu. Ako se seku u tacki S, tada je SM : SP = SM' : SP,
pa sledi da je PP'||MM’. Ako prava PM ne sece p, mozemo odabrati tacku
N ravni takvu da PN i MN seku p, pa vazi PP'||NN'||MM’. Zato, ukoliko
prava PP’ sece pravu p, to ¢e vaziti i za bilo koju drugu pravu M M’, tada je
transformacija dilatacija. Ako je, medutim, PP’||p (samim tim i M M’'||p, za
svaku tacku M) onda je u pitanju transvekcija.

Definicija 1.5 Transvekcija ravni sa osnovom p je afina transformacija koja
sve tacke prave p ostavlja invarijantnim, a proizvoljnu tacku P van prave p slika
u tacku P’ takvu da je PP’||p.

Dakle, ove transformacije su jedinstveno odredene jos i slikom tacke P koja ne
pripada pravoj p, P’.

Jedna transvekcija ravni, koja za osnovu ima y—osu, slika tacke oblika (0,y) u
sebe, a tacku (1,0) u (1, A) za neko A € R, pa je data formulama:

!/
=z,

y =Mz +vy,



odnosno matriéno

(v)

Matrica ove transformacije Sy je:

> =

S >

o = O



2 Invarijante Galilejevih transformacija

2.1 Galilejeve transformacije
Neka je data transformacija euklidske ravni R? u koordinatama g : R? — R2:
9(x,y) = (z +a,bx +y +c), 3)

gde su a,b,c € R.

Stav 2.1 Transformacija g : R? — R? data formulom (3), je afina transforma-
cija.

Dokaz: Transformaciju (3) mozemo da napiSsemo u obliku

' =x+a,
Yy =y+br+ec, (4)
gde je a;1 = l,a12 = 0,a91 = b,a22 = 1,q1 = a,q2 = c. Linearni deo ove

transformacije je

(i 1),
(¢)

Dakle transformacija g jeste afina transformacija sa matricom transformacije:

a vektor translacije:

10
b 1
0 0

— 0

Definicija 2.1 Transformaciju g nazivamo Galilejevom transformacijom ravni.

S obzirom da je navedena transformacija odredena koeficijentima a,b,c € R,
nadalje pisa¢emo je u skra¢enom obliku

g =[a,b,c].
Matri¢éni zapis transformacije (3) glasi:
x! 10 x a
() -00v)-00)+(%)

Matrica transformacije je:

o = O
o



Stav 2.2 Galilejeve transformacije ¢ine grupu.
Dokaz: 1. Dokazimo prvo da ako su f = [a1,b1,¢1] 1 g = [ag, ba, co] Galile-

jeve transformacije, a;,b;,¢; € R,i = {1,2}, tada je f o g takode Galilejeva
transformacija. Neka je

f(@,y) = (x + a1,y + b + c1),
tada
glx+a,y+biz+c)=(x+a+az,y+bix+cy+ba(x+ar)+ o).
Dakle,
(fog)(z,y) = (x+a1+az2,y+ (b1 +b2)x + c1 + c2 + aiba),

jeste Galilejeva transformacija: f o g = [a1 + ag,b1 + b2, ¢1 + ¢o + a1bs].

2. Pronadimo neutral Galilejeve transformacije, tj. transformaciju I takvu da
je fol =Iof = f.Iztacke 1) vidimo da transformacija I = [0, 0, 0] zadovoljava
ovaj uslov za svaku transformaciju f = [a, b, c].

3. Ako je f = [a,b, ¢] Galilejeva transformacija, tada iz tacke 1) je oc¢igledno da
transformacija
=t =[~a,—b,ba — ]

ima osobinu:
fof™ =I=f"of.

Transformacija f ! je inverz transformacije f. |

Primetimo dalje da, ako su f i g Galilejeve transformacije sa matricama pre-
slikavanja Ay i Ay, tada je
Apody— Ay,

Dakle, Galilejeve transformacije ¢ine jednu grupu transformacija, tj. Galilejevu
grupu transformacija, u oznaci G. Takode, iz tacke 1) prethodnog dokaza za-
klju¢ujemo da ova grupa nije komutativna. Invarijante dejstva ove grupe na
R? ¢ine sadrzaj nove geometrije koju éemo zvati Galilejeva geometrija, a samu
ravan R?, u tom kontekstu zovemo Galilejeva ravan. Pri tom, za date tacke
(z,y) 1 (2',y") postoje a,b,c € R takve da je f = [a,b,c] 1 f(z,y) = (2',y’) pa
je dejstvo grupe G na ravan R? tranzitivno.

Definicija 2.2 Neke dve figure ®; i 5 Galilejeve ravni su podudarne ako pos-
toji Galilejeva transformacija g takva da je g(®1) = .

S obzirom da Galilejeve transformacije ¢ine grupu, ocigledno je relacija podu-
darnosti figura u Galilejevom smislu jedna relacija ekvivalencije.
Uoc¢imo dva podskupa grupe G:

G1={g1 =a,b,¢] :a,c=0,b R},

Go ={g92=1a,b,c] : a,c € R,b =0}, (5)

11



sa transformacijama:

g1(fc,y) = (!)37:[/ + bl‘)
92(z,y) = (x +a,y +c). (6)

Pokazimo da su G1 i G2 su podgrupe Galilejeve grupe transformacija.

Iz definicija vidimo da su G; i G2 podskupovi skupa G. Pokazimo jos da vaze
aksiome grupe. Neka su g; = [0,b1,0] i g} = [0, b],0] transformacije iz G; kao
iga =[a2,0,c2] 1 g = [a},0,ch] transformacije iz Ga, b1, b}, az, ab, ca,ch € R.
Tada ¢e vaziti:

1. g1 o g} je transformacija iz G;:

91(z,y) = (z,y + byz);
g1 (z,y + biz) = (x,y + bja + bix);
tj. g1(x,y + biz) = (x,y + (b} + b1)), a ovo jeste transformacije iz Gj.
g2 © gh je transformacija iz Ga:
9o(x,y) = (x + ah,y + &5);
92T+ ay, y +¢5) = (z 4+ ay + ag,y + ¢ + c2);
tj. ga(x+ah, y+ch) = (z+(ay+az), y+(ch+ca)), a ovo jeste transformacije iz Ga.
2. Na osnovu tacke 1) Stava 2.2 mozemo da zaklju¢imo da su neutrali grupa

G1 i GQ;
g1 = [O,anL g2 = [07030]7

redom.
3. Inverzne transformacije g1 =1 = [0, —b,0] i go~! = [~a, 0, —c] takode redom
pripadaju grupama G i Gs.

Dakle, mozemo da zaklju¢imo da su G; i G2 podgrupe grupe G.

Matri¢ni zapis transformacija koja pripadaju grupi G, glasi

x! 1 0 0 T
y |=10o 1 0| [y
1 0 0 1 1

Matrica transformacije je

A 1
A= b
0

o = O
= O O

Matri¢ni zapis transformacija koja pripadaju grupi G glasi:

z/ 1 0 a T
y =1 0 1 ¢ ||y
1 0 0 1 1

Matrica transformacije je

b)
¥
Il
o O =
O = O
0 Q



Posmatrajuéi matrice transformacija iz grupa G; i G2 mozemo da primetimo
da su transformacije grupe G; transvekcije sa y—osom kao osnovom, a trans-
formacije grupe Go translacije. Uoc¢imo takode da se proizvoljna Galilejeva
transformacija moze predstaviti:

1 0 a 1 0 a 1 0 0
b 1 ¢ |=101 ¢ |- b 1 0],
0 0 1 0 0 1 0 0 1
odnosno, elementi grupa G i G generi$u grupu Galilejevih transformacija.

Stav 2.3 Galilejeve transformacije ¢uvaju povrsinu.

Dokaz: Kako elementi G i G2 ¢uvaju povrsinu, tako i sve Galilejeve transfor-
macije ¢uvaju (euklidsku) povrsinu. |

2.2 Prave

Prave Galilejeve ravni imaju sledeéu jednacinu:
y=kx+n ii z=p. (7)

S obzirom da su Galilejeve transformacije afine transformacije, vazice da je slika
svake prave takode prava. Nadimo jednacinu slike prave pri dejstvu Galilejeve
transformacije.

Slika 1: f(l) = I/

Neka je A proizvoljna tacka sa prave [ : y = kx + n. Koordinate tacke A su
(z,kx +n). Neka je g = [a, b, c] Galilejeva transformacija, tada je

g(z, kx +n) = (x 4+ a,kx +n+bx + c).
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Kako je x1 = x + a, tada
g(z, kx +n) = (x1,(k +b)z1 + n+ ¢ — ak — ab).
Tacka (z1, (k + b)x1 + n+ ¢ — ak — ab) je tatka sa prave:
I':y1 = (k+b)x1 +n+c— ak — ab.

Stoga vazi g : | — I’ (slika 1). Ako je [ prava oblika z = p, tada ¢e njena slika
biti prava l’ : 2’ = p+ a.

U Galilejevoj geometriji razlikujemo dve vrste pravih, prave paralelne y — ost,
koje zovemo specijalnim pravama i one koje nisu paralelne y—osi koje nazivamo
obicnim pravama.

S obzirom da afine transformacije ¢uvaju osobinu paralelnosti, ovu osobinu ¢ée
imati i Galilejeve transformacije.

2.3 Rastojanje

Neka su Aj(x1,y1) 1 Aa(ze,y2) tacke Galilejeve ravni. Rastojanje izmedu ovih
tacaka u Galilejevoj geometriji je dato formulom:

dA1A2 = X2 — T1. (8)

Upravo definisano rastojanje predstavlja orijentisano rastojanje projekcija tacaka
Ai(z1,y1) 1 Aa(z2,y2) na x — osu (slika 2a). Karakteristi¢no za ovu geometriju
je da rastojanje mozZe da ima negativnu vrednost (slika 2b) ili da bude jednako
0 (slika 3).

, (w1 ¥4
¥ A lxi _l';] l-:fﬁi__lfﬁ]
1 i
I I
I I
I I
I I
e = ;
JES— O~ L) =
X X % |
|
(5. %)
Slika 2a: da,a, >0 Slika 2b: da, 4, <0

Ako je da,a, = 0, tada tacke A; i Ay pripadaju isto]j specijalnoj pravoj, tj.
projekcije na z-osi im se poklapaju. Za ovakve tacke definisemo specijalno ras-
tojanje:

5A1A2 =Y2 —Y1- (9)
Stav 2.4 Pri Galilejevim transformacija rastojanje i specijalno rastojanje os-

taju invarijantni.
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Dokaz: Neka je g = [a, b, ¢] Galilejeva transformacija takva da slika tacke Ay, Ay
u tacke A}, A}, redom:

9(A1) = A%t g(x1,91) = (21 +a,y1 + bay +¢)
9(A2) = Ay, ti. g(w2,y2) = (x2 + a,y2 + br2 + ¢).
Posmatrajmo rastojanje izmedu tacaka A} i A}
dA’lAé =Zo+a—T1—a=2x2— 21 =da, A,-
Ako je da, 4, =0, tada je i specijalno rastojanje:
5A/1A/2 =ys+bro+c—y —bxr; —c.
S obzirom da je x7 = x2, jer se tatke nalaze na istoj specijalnoj pravoj, vazi:

daray, =Y2 — Y1 =04,4,-

Slika 3: dAlAz =0

2.4 Krug i ugao

Krug S definiSemo kao skup svih tacaka u ravni jednako udaljenih od fiksne
tacke, Q(a,b). Tu tacku Q(a,b) nazivamo centrom kruga S. Rastojanje bilo
koje tacke kruga, M(z,y), od tacke @ nazivamo polupreénikom r kruga S.
Stoga krug u Galilejevoj geometriji je predstavljen kao specijalna prava (slika
4).

s ,lM(f,y)
rs
'ﬂ’(a,b)
N
[} I

Slika 4: Krug S(Q,1), r >0
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Neka je M (z,y) tacka kruga S(Q,r). Jednacina kruga glasi:
dyg =1,
tj.
xT—a=r. (10)

Rastojanje moze biti pozitivno i negativno, dakle, vrednost polupre¢nika moze
biti pozitivna i negativna.

S5
y A
Mz,y)
®Q(a,b)
0 z

Slika 5: Specijalan krug, r =10

Sve specijalne prave su medusobno paralelne i podudarne. Stoga vazie da su
svi krugovi medusobno podudarni, a posto su i paralelni oni se seku samo ako se
poklapaju. Takode, dokazali smo da je rastojanje invarijantno pri Galilejevim
transformacijama. Dakle pri dejstvu ovih transformacija polupreénik je invari-
jantan. Ako je r = 0 definisatemo specijalan krug, koji ¢e biti specijalna prava
kroz centar kruga (slika 5). Uoc¢imo i da jedan krug, polupreénika r, moze imati
beskona¢no mnogo centara. To su tacke specijalne prave koja sadrzi tacku Q.

>' (8, 8)

_:'ﬁ:.

Slika 6 Ugao o = <(l1l2)
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Definicija 2.3 Ugao izmedu dve prave, [; i [, koje se seku u tacki Q(a,b),
je duz na specijalnoj pravoj, koja predstavlja kruzni luk izmedu te dve prave,
tj. deo kruga, sa centrom u tacki @ i polupreénika r = 1 (slika 6). Mera ugla
izmedu pravih I : y = kyx +ny i ls 1 y = kox + na, je specijalno rastojanje
izmedu prese¢nih tacaka kruga S i pravih [y i l2, u oznaci:

01,1, = da-

Kao i kod rastojanja, tako i kod uglova, vazi da mera ugla moze imati negativnu
vrednost:

0111 = =011, -
Primetimo da je mera ugla bilo koji realan broj. Ukoliko su prave paralelne ili se
poklapaju, ugao izmedu njih je 0. Ako jedna od pravih tezi poloZaju specijalne
prave tada ugao izmedu njih tezi beskonacnosti, pa mozemo smatrati da je ugao
izmedu specijalne i obi¢ne prave co.

Stav 2.5 Neka su date prave l; : y = kyx +nq i ly 1 y = kox + no Galilejeve
ravni. Tada vazi:
(5[112 = kz — kl.

Dokaz: Neka su date prave l; : y = kyx +nq i ls : y = kax 4+ no, takve da se
seku u tacki Q(a,b) (slika 7). Neka je S(Q, 1) krug. Tacke preseka pravih I i
I3 1 kruga S su tacke N1 i Ny, redom. Koordinate ovih tacaka su

Ni(a+1,ki(a+1)+n1) i Nao(a+1,ka(a+1)+ n2).
Posto N7 i Ny pripadaju istom krugu S, tj. specijalnoj pravoj, posmatramo

specijalno rastojanje:

61112 = k2(a+ 1) + ng — kl(a+ 1) — N1
= kg — ki,

jer je kia +mny = kea + no. |

/
70
Slika 7: Mera ugla 81,1, = k2 — k1

Stav 2.6 Mera ugla § ima sledece osobine:
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a) Ako je o < B, tada je || < |95].

c) Ako su a, 8,7 uglovi takvi da je « — 8 = v, tada je 6o — 65 = 5.

d

)
b) Ako je a = f3, tada je || = |03].
)
) Ako je o ugao i k prirodan broj takav da je ka ugao, tada je: Opo = kog

Dokaz: Kako su u Galilejevoj geometriji uglovi duzi na specijalnim pravama, a
mere ugla su specijalna rastojanja, ovaj stav ¢e vaziti. |

Stav 2.7 Ako dve prave u preseku sa trecom obrazuju iste uglove sa iste svoje
strane, tada su te dve prave paralelne.

Dokaz: Neka su prave [ : y = kyxz +nq1 ils : y = keox + ny dve prave preseCene
tre¢om pravom I3 : y = ksx + ns.

7

Slika 8: Paralelne prave
Neka su @1 i Q2 presecne tacke prave [3 i pravih [ i . S obzirom da je:
<(lh,1l3) = <(l2,13),
tada je:

ks — k1 =ks — ko
k1 = ka.

Kako meru ugla definiSemo kao specijalno rastojanje, ona je invarijantna pri
Galilejevim transformacijama. Dakle prave I i [ su paralelne. |

Definicija 2.4 Neka je M (z,y) proizvoljna tac¢ka ravni i [ prava te ravni koja
ne sadrzi tacku M. Ako je m specijalna prava kroz tacku M i P tacka preseka
specijalne prave m i prave [, tada je rastojanje tatke M od prave [ specijalno
rastojanje izmedu tacaka M i P. Specijalnu pravu m kroz tacku M nazivamo
jos i normalom prave [ kroz tacku M (slika 9).
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< =

0
-~

_—g =
Y

Sllk& 93 d]\ﬂ = 5]\/[13

Rastojanje izmedu tacke M i prave [ racunamo tako §to trazimo infimum svih
rastojanja M@, gde je @Q € [. Medutim u ovoj geometriji to nije najpodesniji
nacin, jer uvek postoji tacka sa date prave tako da je taj infimum jednak O.
Zato je definicija 2.4 podesnija.

Definicija 2.5 Rastojanje izmedu dve paralelne prave [ i [l definiSemo kao

specijalno rastojanje izmedu presec¢nih tacaka, M; i Ms, specijalne prave m i
pravih 1 i I, redom (slika 10).

vd
T

-
-
0

Slika, 10: dl112 = (SM]]\/IQ

Primetimo da rastojanje izmedu paralelnih pravih ne zavisi od izbora specijalne
prave m.

2.5 Trougao

Definicija 2.6 DuZ AB u Galilejevoj geometriji je skup tacaka prave izmedu
datih tacaka A i B, u euklidskom smislu. Specijalna duz A;B; je skup tacaka
specijalne prave izmedu datih tacaka A; i By.

SrediSte obicne i specijalne duzi nalazimo na isti nac¢in kao i u euklidskoj ge-
ometriji.

Definicija 2.7 Neka su A, B, C tri nekolinearne tacke. Unija duzi BC,CA, AB
¢ine trougao ABC, pri ¢emu ni jedna od duZzi ne pripada specijalnim pravama.
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Duzi BC,CA, AB nazivamo stranicama trougla, a njihove apsolutne vrednosti
su duzine stranica, u oznaci:

|dag| =c¢, |dca|l=0b, |dpc|=ua.

Tacke A, B, C su temena trougla. Apsolutne vrednosti mere uglova ozna¢avamo

na sledeéi nacin
|5bc| :Au |5ca| :B7 |50«b| =C.

Neka je dat AABC, ineka su koordinate temena A = A(z4,9.), B = B(zs,yp), C =
C(xe,ye), pri cemu vazi: z, < x. < xp. Tada vazi:

a=1xp— X
b=x.— x4

C=2Tp— Tq.

Primetimo da vaZzi slededi stav:

YA

Slika 11: Trougao ABC

Stav 2.8 Neka su a,b,c (a,b < ¢) duZine stranica trougla, tada vazi:
a+b=c (11)

Dakle, umesto nejednakosti trougla koju imamo u euklidskog geometriji, u
Galilejevoj geometriji vazi jednakost trougla.

Neka su ki, ko, k3 koeficijenti pravaca pravih a, b, ¢, redom, tako da vazi k; >
k3 > ko. Iz definicije za meru uglova imamo sledece:

A=k —ko
B =k — ks
C:kl—kg.

Dakle vazice stav:
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Stav 2.9 Neka su A, B,C (A, B < C) mere uglova trougla, tada vazi:
A+B=C. (12)
Stav 2.10 Neka je dat AABC. Tada za stranice i uglove tog trougla vazi jed-
nakost
a_b_c
A B C°
Dokaz: Neka su P, Q, R tacke preseka specijalnih pravih kroz temena A, B,C

sa naspramnim stranicama (slika 12). AP = h,, BQ = hy, CR = h, su visine
ovog trougla. Na osnovu slicnosti euklidskih trouglova vazice sledeca relacija:

(13)

he=B-a=A-b.

a b
Iz prethodne relacije vidimo da vazi: 1=
c.c b
Na isti nacin vaziée i — = c i el sk Dakle, vazi trazena jednakost. |

Slika 12: Visine trougla ABC

Kao i u euklidskoj tako i u Galilejevoj geometriji bisektrisa je prava koja deli
ugao na dva jednaka dela. Za razliku od euklidske geometrije, ovde se bisektrise
uglova jednog trougla ne seku u jednoj tacki (slika 13a). S obzirom da su sredista
Galilejevih duzi ujedno i euklidska sredista, tezisne duzi jednog trougla seku se
u jednoj tacki T' koja ih deli u donosu 2 : 1 (slika 13b).
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g y ¢
B.
A
7 7 0 z
Slika 13a: Simetrale uglova se ne Slika 13b: Tezisne duzi se seku u
seku u jednoj tacki jednoj tacki

Stav 2.11 Naspram jednakih uglova leZe jednake stranice, i obrnuto.

Dokaz: Neka je dat trougao ABC takav da je a = b. Za svaki trougao vazi
sledeca relacija:

a b
A B’
odnosno
a A
b B’
Kako vazi da je a = b, vazi¢e i A = B. Iz iste relacije mozemo da zakljuc¢imo i

obrnuto tvrdenje. |

Definicija 2.8 Trougao ABC je jednakokrak ako je a = b.

Primetimo da u Galilejevoj geometriji ne postoje jednakostrani¢ni trouglovi,
ali zato postoje jednakokraki trouglovi. Za jednakokrake trouglove vazi da su
uglovi na osnovici jednaki i da naspram jednakih uglova leze jednake stranice.
Visina jednakokrakog trougla iz temena C' je incidentna sa specijalnom pravom
koja sadrzi teme C (slika 14), ta prava je takode i simetrala osnove i incidentna
sa tezisnom duzi iz temena C| ali nije bisektrisa ugla C.

Slika 14: Jednakokraki trougao
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Veé smo pokazali da Galilejeve transformacije ¢uvaju povrsinu. Stoga mozemo
da definiSemo sledece:

Definicija 2.9 Iako se definicije euklidske i Galilejeve mere duzi razlikuju,
povrsina ravne figure u Galilejevom smislu je, po definiciji, jednaka euklidskoj
povrsini.

Stav 2.12 Povursinu trougla rac¢unamo formulom:

1 1 1
S = gaha = §bhb = §Chc. (14)
Dokaz: Neka je dat AABC i Galilejeva transformacija g = [a, b, ¢] koja slika
dati trougao u AA’B’C’. Kako je povrsina invarijantna pri Galilejevim trans-
formacijama ova dva trougla imaju istu povrsinu. Neka ¢ takva transformacija
da je stranica B’C’ trougla A’B’'C’ paralelna x—osi.

y gh
Al

1

. , ,
.c B; |a

' | | |
L H 1 —
I =z

Slika 15: Povrsina trougla

Tada je duzina B'C’, ' = dp/¢, jednaka duzini te stranice u euklidskoj ge-
ometriji, a specijalna duzina h, je jednaka duzini h, u euklidskoj geometriji.
Stoga povrsinu tog trougla mozemo da racunamo isto kao i u euklidskoj ge-
ometriji:

1
Pl = §a/ha/.
S obzirom da je rastojanje invarijantno biée: hy = he 1 a' = a, tj. P = éaha.
Na isti nac¢in dokazujemo i ostatak jednakosti. |

2.5.1 sing i cosg

Neka je Oy koordinatni sistem Galilejeve ravni, takav da je ordinata Oy speci-
jalna prava i apcisa Ox = o obi¢na prava, euklidski normalna na Oy. Neka je
S(0,1), jedini¢éni krug sa centrom u koordinatnom pocetku O i tacka M (z,y)
tacka sa kruga S. Obelezimo pravu OM sa l i ugao d,; = « (slika 16). Mozemo
da definiSemo trigonometrijske funkcije Galilejeve ravni:
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Slika 16: Ugao o

Definicija 2.10 Za svaki ugao o Galilejeve ravni vazi:

singa = «
cosga = 1. (15)
y /z
c
a
A B
1
0 z

Slika 17: sing i cosg na trouglu ABC

Neka je dat trougao ABC, kome je ugao u tacki B u euklidskom smislu prav.
U Galilejevoj geometriji to je trougao kome je stranica BC' incidentna sa speci-
jalnom pravom (slika 17).

U datom trouglu ABC vazi sledeée:

dac = dapcosga, dpc = dacsinga.
Stav 2.13 Za funkcije sing i cosga vazi:
1. sing(a £ B) = singacosgS £ singBcosga
2. sing2a = 2singacosgo
Dokaz: Na osnovu definicije funkcije sing znamo da je

sing(la £ 8) = a £ 6.
= singa + singl

= singacosgfB + singBcosga,
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jer je cosga = cosgfl = 1.

Sli¢no:
sing2a = 2«
= 2singu
= 2singacosga,
jer je cosga = 1. |

Primetimo da jednakost (13) mozemo da piSemo i na sledeéi nacin:

a b c

singA - singB - singC’

Dakle, povrsina trougla bice:
1
SaaBe = EabsingC.

Uocimo da su formule (14), u Galilejevoj geometriji, ekvivalenti sinusne zakoni-
tosti u euklidskoj geometriji.

2.5.2 Podudarnost trouglova

Neka je dat trougao ABC u Galilejevoj ravni. Umesto pozitivnih vrednosti
velitina a, b, ¢, A, B, C posmatrajmo oznacene velitine a = dpc, b =

dac, ¢ = dap, A = (5,43,1407 B = 5BC,BA7 C = 5CA,037 tada jednakosti
(11), (12), (13) pisemo:

a+b=c¢c (16)
A+B=C (17)
a_b_¢ (18)
A B C

Trouglovi sa podudarnim stranicama i uglovima ne moraju biti podudarni. U
Galilejevoj geometriji dve krade stranice odreduju treéu i (kao i u euklidskoj ge-
ometriji) dva manja ugla odreduju treéi, ali dve stranice ili dva ugla ne odreduju
trougao (slika 18a i 18b). Sta vise, poznati kriterijumi podudarnosti euklidske
geometrije ne vaze u Galilejevoj geometriji.

Ci
g gA C
1
¢
B
IB B f
I
A } | A
I |
| ] |
| [ B
0 b a z 0 T
Slika 18a: Dve stranice ne odreduju Slika 18b: Dva ugla ne odreduju
trougao trougao

25



Neka su dati trouglovi ABC' i A;BC' (slika 19a) sa zajednickim uglom C' koji
je zahvaéen zajednickom stranicom BC, duzine a i podudarnim stranicama
CA, CA; duzine b. Vazi da je, AB = a+ b, A1B = a — b, stoga trouglovi
nisu podudarni. Sli¢no, trouglovi ABC i A1 BC na slici 19b imaju zajednicku
stranicu BC zahvac¢enu jednakim uglovima. Trouglovi nisu podudarni jer je
AB > A B. Ipak euklidski kriterijumi za podudarnost, SUS i USU, vaziée u
Galilejevoj geometriji ukoliko posmatramo oznacene veli¢ine.

yh
A
f y
C
A
L
Lob s
N
| | a;
) =T~ o
0 b b z 0
Slika 19a: SUS Slika 19b: USU

Stav 2.14 Dwva trougla ABC i A'B'C" su podudarna ako vaZi: a = dpc =
dB’C’ = a’, b= ch = dC/A/ = b/, 1C=C".

Stav 2.15 Dwva trougla ABC' i A'B'C" su podudarna ako vaZi: a = dpc =
dB’C’ :a’, B=BiC=C".

2.5.3 Sliénost trouglova

Uocimo da dva trougla ABC i A’B’C’ sa podudarnim uglovima imaju propor-

cionalne stranice. Dakle,
/

ad bV ¢

a b c
U ovom slucaju trougao A’ B’C” dobijamo od trougla ABC takozvanom sli¢noséu
prve vrste sa koeficijentom k, tj. preslikavanjem Galilejeve ravni na sebe koje
¢uva mere uglova i mnozi duzinu duzi fiksnim brojem k. Sli¢no, dva trougla

ABC i A'B’C’ sa podudarnim stranicama imaju proporcionalne uglove:
A B
—_— = — = — = k.

A B C

U ovom slucaju trougao A’ B’C’ dobijamo iz trougla ABC sli¢noséu druge vrste
sa koeficijentom k, tj. preslikavanje Galilejeve ravni na sebe koja ¢uva duzine
duzi, a mere uglova mnozi fiksnim brojem k.

26



3 Princip dualnosti

U prethodonom delu napomenuli smo da se tezisne duzi seku u jednoj tacki
koju nazivamo tezistem trougla. Teziste, kao i u euklidskoj geometriji, deli
tezisnu duz u poznatom odnosu 2 : 1. Za razliku od euklidske geometrije,
simetrale uglova nisu konkurentne. Ovo je posledica pojave koju nazivamo
princip dualnosti.

Posmatrajuéi euklidsku geometriju primeti¢emo da postoje osobine pravih i
tacaka u kojima moze da se uspostavi odredena analogija izmedu ova dva poj-
ma. Medutim to ne vazi za sve osobine. Posmatrajmo neke osobine pravih i
tacaka u euklidskoj geometriji.

Tacke:
e Postoji najvise jedna prava kroz dve razliCite tacke.

e Neka su M i N tacke date prave a, sve tacke izmedu tacaka M i N Cine
duz M N (slika 20a).

Prave:
e Dve razne prave se seku u najvise jednoj tacki.

e Ako su m i n prave koje se seku u tacki A, unija pravih pramena A
koje pripadaju jednom paru unakrsnih uglova odredenih pravama m i n
je upravo taj par unakrsnih uglova.

m
@ /
v ;
/ -
M. g
~ n
Slika 20a: Duz M N Slika 20b: Pramen A

Primetimo da je razlika izmedu ovih tvrdnji ta da tamo gde u jednoj stoji pojam
tacka u drugoj se nalazi pojam prave, sli¢cno mozemo zakljuciti i za duz i ugao,
kao i za rastojanje i mera ugla. Ako posmatramo euklidsku geometriju ova
analogija nije potpuna. Osobina koju imaju prave, a ne moze se primeniti na
tacke je paralelnost. U euklidskoj geometriji ne postoji pojam paralelnih tacaka.
Takode rastojanje moze biti proizvoljno veliko dok je mera ugla ogranicena.

U Galilejevoj geometriji postoji pojam paralelnih tacaka (slika 21).

Definicija 3.1 Kazemo da su tacke paralelne ako pripadaju istoj specijalnoj
pravoj.

Princip dualnosti zasnivamo na moguénosti zamene reci ”"tacka” i ”prava”, kao
i ”’rastojanje” i "mera ugla”, postojanjem paralelnih tacaka i neograni¢ene mere
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ugla upotpunjujemo uslove za postojanje ovog principa. Tj. analogija izmedu
tacaka i pravih, kao i rastojanja i mere ugla je kompletna.

>

™

B S

Slika 21: Paralelne tacke

Definicija 3.2 Dualno tvrdenje datom tvrdenju u Galilejevoj geometriji dobi-
jamo kada u pocetnom zamenimo re¢ tacka rec¢ju prava ili re¢ duz re¢ju ugao, i
obrnuto.

Teorema (Princip dualnosti) Ako je neko tvrdenje u Galilejevoj geometriji
ta¢no onda je tac¢no i njemu dualno tvrdenje.

Dokaz ovog principa bi¢e dat kasnije. Sada prvo, inspirisani ovim principom
pokazaéemo da vazi kroz primere. Dokazali smo da vazi jednakost trougla:
a+b=c,

gde su a, b, ¢ stranice trougla. Dualna jednakost ovoj je

A+B=C.
Ponekada izvedene, dualne, jednakosti su jednake originalu, posmatrajmo jed-
a b c , . . B . .
nakost: 1B dualna jednakost ovoj glasi Pl njih nazivamo

samodualne.

Neka je dat jednakokraki trougao ABC, takav da vazi AC' = CB. Specijalna
prava koja sadrzi teme C' je incidentna sa visinom iz tog temena, takode je i
simetrala stranice AB. Neka je tacka R srediste stranice AB, tada je specijalna
duz CR visina koja odgovara toj stranici. S obzirom da se tacke C'i R nalaze na
istoj specijalnoj pravoj, one su paralelne. Na osnovu principa dualnosti, dualni
elementi tackama C' i R su prava ¢ = AB i prava r koja je ujedno i simetrala
ugla kod temena C.

Stav 3.1 Neka je dat jednakokraki NABC, takav da je AC = CB. Simetrala

ugla kod temena C' je prava r za koju vazir||c, c = AB.
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Dokaz: Dokaza¢emo ovo tvrdenje direktno. Posmatrajmo trougao ABC' (slika
22). Neka je prava r simetrala ugla kod temena C' i neka su P, Q, R podnozija
visina iz temena A, B, C, redom. Prava r je, takode, simetrala visine AP, jer je
AC = PC. Posmatrajmo trougao ABP, prava r je srednja linija tog trougla,
dakle paralelna je sa osnovicom AB.

Slika 22: Prava r je simetrala ugla C i dualni element sredistu stranice c
3.1 Paralelogram i koparalelogram

Definicija 3.3 Cetvorougao ABCD, AB = a, BC =b, CD = ¢, AD = d,
takav da su parovi stranica a,c i b, d paralelni nazivamo paralelogramom (Slika
23a).

Neke od njihovih osobina su:

e U paralelogramu su naspramne stranice jednake.

e Dijagonale paralelograma se seku u jednoj tacki @, koja ih polovi.
Primenom principa dualnosti mozemo izvesti dualnu definiciju:

Definicija 3.4 Cetvorougao u kome su parovi tacaka A,C i B, D paralelni, tj.
nalaze se na istim specijalnim pravama, nazivamo koparalelogram (Slika 23b).
Neke od njegovih osobina su:

e U cetvorouglu ABC'D naspramni uglovi su jednaki.

e Neka je g prava koja sadrzi tacke F i F, preseke stranica a ic, bid. Prava
q polovi uglove F i F.
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Slika 23a: Paralelogram Slika 23b: Koparalelogram

3.2 Trapez i kotrapez

Definicija 3.5 Cetvorougao, ABCD, AB = a, BC =b,CD = ¢, AD = d, koji
ima jedan par paralelnih, naspramnih stranica, AB i C'D, nazivamo trapezom
(slika 24a).

Poznata osobina trapeza je da je srednja linija s = MN prava paralelna sa
osnovicama, tatke M i N su sredista stranica BC' i AD.
Primenom principa dualnosti izvodimo dualnu definiciju:

Definicija 3.6 Kotrapez je ¢etvorougao u kome je par tacaka B, D paralelan,
tj. nalazi se na istoj specijalnoj pravoj. (Slika 24b)

Kod kotrapeza vaziée da je tacka S, tacka preseka simetrala uglova C i A, tj.
pravih n = CS i m = AS, je paralelna sa temenima B i D. Primetimo da je
ova osobina kotrapeza dualna navedenoj osobini za trapez.

y J\
C )
N
D B
M
A 0
0 T
Slika 24a: Trapez Slika 24b: Kotrapez
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3.3 Tezisne duzi i simetrale uglova u trouglu

Rekli smo da se tezisne duzi trougla seku u jednoj tacki. Dualno tvrdenje ovom
je da tacke preseka simetrala uglova sa naspramnim stranicama leze na istoj
pravoj.

Stav 3.2 Neka je dat proizvoljan trougao ABC'. Tacke preseka simetrala uglova
tog trougla sa odgovarajuéim naspramnim stranicama leZe na pravoj m. Prava
m deli uglove izmedu simetrala uglova i naspramnih stranica u odnosu 2:1.

Dokaz: Dat je AABC. Obelezimo sa D, E, F sredista stranica BC, AC, BA,
redom. Dualni elementi ovim tackama su simetrale d, e, f uglova A, B, C'. Prave
AD, BE,CF suincidentne sa teziSnim duzima datog trougla, one se seku u tacki
M. Tackama {U} =and,{V} =bne,{W} =cnN f obelezié¢emo duale pravih
AD,BE,CF (slika 25a i 25b).

51

A

A
E
F C
D
B

0 z 0

Slika 25a: ADNBENCF = {M} Slika 25b: U, V,W € m

Znamo da u trouglu vazi da se tezisne duzi, AD, BE,CF, seku u tacki M.
Dualna tvrdnja ovoj je da tacke U,V,W leze na pravoj m. Takode, dualna
relacija relaciji:

AM :MD=BM :ME=CM: MF=2:1

je:
<aUm : <mUd = <bVm : <mVe =<cWm :<xmW f=2:1.

Tako je ocigledno da se osobine tezisnih duzi nasleduju iz euklidske geometrije
pokazac¢emo jos jedan dokaz ¢iji ¢e nam dual dati trazeno tvrdenje. Dokazimo
prvo da tacka M deli tezisne duzi u odnosu 2 : 1. Neka je {M} = ADN BE'i
N srediste segmenta CM (slika 26). DN je srednja linija trougla BMC, EN je
srednja linija trougla CM A. Stoga vazi: DN||BE i EN||AD, tj. ¢etvorougao
MDNE je paralelogram. Dakle bice:

DM:NE:%MA

EM:ND:%MB

9
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tj. AM : MD = BM : ME = 2 : 1. Analogno dobijemo da vazii CM : MF =
2 : 1, dakle tacka M pripada i duzi C'F.

Slika 26: AM : MD=BM : ME=CM : MF =2:1

Sada pokazimo da ovaj odnos vazi u dualnom tvrdenju.

Posmatajmo trougao ABC. Neka su tacke U,V tacke preseka simetrala uglova
A i B sa naspramnim stranicama i neka je prava m odedena njima. Neka se ¢
i m seku u tacki Wi i neka je n simetrala ugla <<cWWym. Tacke preseka prave n
sa pravama d i e, obelezi¢emo sa R i S. Tacka R se nalazi u preseku simetrala d
i n uglova trougla AVW, dakle ona se nalazi na visini V P. Tacka S se nalazi
u preseku simetrala e i n uglova trougla BUW7, dakle ona se nalazi na visini
UQ. Stoga cetvorougao RUV S je koparalelogram, pa ¢e vaziti <mUd = <eSn
i<xmVe = <dRs, tj.

1
<dUm = <nSe = §<ImUa

1
<eVm = <nRd = 5<{me,

Slika 27: <aUm : <mUd = <bVm : <mVe=<cWm :<xmW f=2:1
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tj. prava m deli uglove koje obrazuju prave d i e sa naspramnim stranicama a
i b, redom, u odnosu 2 : 1 (slika 27).

Neka je W tacka preseka simetrale ugla kod temena C, f, i naspramne stra-
nice ¢ = AB. Sli¢no kao i u prethodnom delu prava UW = m; ima osobinu:
<aUmy = <imUd = 2 : 1. Otud ée vaziti m = m; i W = W;. Dakle prava m
sadrzi tacke U, V, W i

<aUm : <mUd = <bVm : <mVe=<<cWm :<xmWf=2:1.

3.4 Menelajeva i Cevina teorema

Navedimo sada Cevinu i Menelajevu teoremu Galilejeve ravni:

Cevina teorema: Neka je ABC' trougao i neka su tacke Ay, By,C; tacke na
pravama BC, AC, AB, redom. Tada je potreban i dovoljan uslov da se prave
AAq, BBq,CC4 seku ili da su paralelne:

ACy BA, CBy

Podsetimo se da je AC, oznaka za orijentisanu meru duzi AC;. S obzirom da
su odnosi euklidske i Galilejeve mere dve kolinearne duzi iste, ovo tvrdenje vazi
u Galilejevoj geometriji, jer vazi i u euklidskoj.

Pomoé¢u Cevine teoreme mozemo ponovo videti da se tezisne duzi seku u jednoj
a

tacki: Neka je dat trougao ABC takav da je AB = ¢, BC' = a, AC = b, i tacke
C1, A1, By srediSta stranica redom. Tada ¢e vaziti:

ACy BA, CB;

1

Q
Sy
N
Q
o5
h N

1 1

(IR NG|
(IR
ARSI IRRS Y
Il
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Iz slicnih razloga vazi i Menelajeva teorema:

Menelajeva teorema: Neka je ABC trougao i neka su tacke Ay, By, C; tacke
na pravama BC, AC, AB, redom. Tada potreban i dovoljan uslov da su tacke
A1, By, Cy kolinearne:

ACl BA1 CBl
BCy, CA, AB,

=1

3.5 Dokaz principa dualnosti
3.5.1 Mebijusov dokaz

Pokazimo sada zaSto vazi princip dualnosti.
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Neka je data transformacija g(z,y) = (2/,9'), tj.

/
r =+ a,

y =br+y+ec.
Inverzna transformacija transformacije g, u oznaci g—', dato je formulama:

/
r=2a —a,

y=—bx' —a)+y —ec
Slika date prave I, tj. skupa tacaka (x,y) koji zadovoljava jednacinu
y=kx+n,
je takode prava, u oznaci I, tj. skup tacaka (2',y’) koji zadovoljava jednacinu
y = (k+0bx' +c+n—ak—ab.

Svaka prava je odredena koeficijentom pravca k i slobodnim ¢lanom n. Ureden
par (k,n) nazivaéemo "koordinatama” prave . Dakle, koordinate prave I’ bi¢e
ureden par (k',n’), takav da je:

K =k+b,

n' =c+4+n—ak — ab,
tj.
E=k+ A,
n'=Bk+n+C, (19)

gde je B = —a, A =0b, C = c— ab. Dakle, Galilejeve transformacije smo pred-
stavili u zavisnosti od novouvedenih koordinata pravih. Primetimo da jednakost
(19) ima isti oblik kao i jednakost (4).

Neka su date tacke A(z,y) i A1(z1,y1). Rastojanje izmedu tacaka smo definisali
na sledeéi nacin:
dAA1 =T —X.

Ako je daa, = 0, tada posmatramo specijano rastojanje:
daa, =y1 — Y-
Neka su date prave | = l(k,n) i l1 = l1(k1,n1). Meru ugla izmedu pravih
rac¢unamo na sledeéi nacin:
<l =6y, =k — k. (20)
Ako su prave paralelne, tj. d;, = 0, tada posmatramo specijalnu meru ugla

dlh =nNnyp—n. (21)
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Uredena dvojka (k,n), kao §to smo napomenuli, predstavlja koordinate prave .
Stoga, jednac¢ina prave moze biti zapisana i na sledeé¢i nacin:

n=(—z)k+y, (22)

gde su —z i y koeficijenti. Dakle, vidimo da postoji simetrija izmedu tacaka
(z,y) i (k,n), pravih y = kx+n in = (—z)k+y, kao i na¢ina na koji ra¢unamo
rastojanja izmedu tacaka, odnosno mere uglova koje zaklapaju prave. Jasno je
da postoji paralela izmedu jednakosti (4) i (19), tj. izmedu geometrije tacaka i
geometrije pravih, stoga zakljutujemo da vazi princip dualnosti.

3.5.2 Ponseleov dokaz

Posmatrajmo transformaciju 7, koje slika datu tacku M (X,Y") u pravu m(X,Y)
(m:y=Xz—Y),1iobrnuto:

m: M(X,Y) < m(X,Y). (23)
Transformacija 7 je takva da poseduje seledeée osobine:
1) Ako je 7(M) =m (vaziée i m(m) = M) i n(N) = n, tada je dpn = Spmn.

2) Ako su M i N paralelne tacke tada su 7(M) = m i m(N) = n paralelne
prave i vaziée dprn = dpn.-

3) Neka je 7(M) =m in(N) =n tada je darm = dym.-

4) Ako je M tacka prave n, tada prava m(M) = m sadrzi tacku 7(n) = N
(tj. ako je dpn = 0 tada je dy,, = 0).

Transformacija 7 razmenjuje dualne elemente. Na osnovu osobina ove transfor-
macije mozemo zakljuciti da ée vaziti princip dualnosti.
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4 Ciklovi

4.1 Sta su ciklovi?

U euklidskoj ravni krug definiSemo kao skup svih tacaka koje su na datom odsto-
janju r od zadate tacke Q. Ekvivalentna, ali manje uobi¢ajna definicija kruga je
skup svih tacaka iz kojih se data duz AB vidi pod konstantnim uglom o (odnosno
180° —av, u zavnisnosti od poluravni sa rubom AB kojoj tacka pripada). U Galile-
jevoj geometriji ove dve definicije daju razlicite skupove tacaka. U poglavlju 2.4
krug u Galilejevoj ravni definisali smo kao skup svih tacaka koje su na fiksira-
nom rastojanju 7 od date tacke (). Ovako definisan krug predstavlja specijalnu
pravu i zato nema neki veliki znacaj.

Definicija 4.1 Skup tacaka Z iz kojih se obitna duz AB (duZ obi¢ne prave)
vidi pod konstantnim, orijentisanim, uglom « nazivamo ciklom.

Neka su date dve tacke Galilejeve ravni A(ai,az) i B(b1,b2) 1 neka je M(z,y)
tacka takva da je <AM B = «. Koeficijenti pravaca, ky i ko, pravih MA i M B
dati su jednac¢inama:
— —b
ky = Yy— a2 fey = ) 2
T —ap Tz —b

Slika 28: Cikl Z

Ugao izmedu pravih M A i M B po definiciji jednak je:

Gk kg = YTz YA
r—b1 T—a1
Dakle, koordinate svih tacaka M (x,y), takvih da je <AM B = «, zadovoljavaju
jednakost:
_y—b y—as
T r—b r—a;

.
alz —b1)(x—a1) — (x —ar)(y —b2) + (x — by)(y — az) = 0.

Poslednju jednakost mozemo da pisemo kao:

(b —a1)y = ax® + [(ba —a2) — a(by + a1)]x + aarby — a1bsy + asby,
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tj.

y:px2+qx—|—r, (24)

by — —alb b — aib b

gde je p = - ?éoaq:(2 az) a(1+a1)77ﬂ:04@11 a1by + asby
b1 —aq b1 —a; b — ap

S obzirom da je AB obitna duz vazi¢e uslov by — a; # 0. Primetimo da je
jednacina (24) jednacina euklidske parabole.
Dakle, u Galilejevoj ravni cikl je euklidska parabola, ¢ija je osa specijalna prava.

Slika 29: <AMB = <PBA = <PAB

Stav 4.1 Ugao izmedu tetive AB cikla Z i tangenti tog cikla u tackama A i B
jednak je <AMB = «.

Dokaz: Da bismo dokazali ovaj stav posmatrajmo Sta se desava kada tacka M
tezi tacki A. Tada tetiva AM tezi tangenti AT u tacki A, a tetiva BM tezi
tetivi AB. Ugao izmedu pravih AM i M B je «, dakle to ¢e biti ugao izmedu
AT i AB (slika 29). |

Na osnovu ovog stava mozemo da zaklju¢imo da su tangente PA i PB iz tacke P
na cikl Z jednake, kao i da je trougao PAB jednakokrak, sa jednakim uglovima
na osnovici AB.

Slika 30: Poligonska linija upisana u cikl
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U euklidskoj geometriji duzinu luka definiSemo kao limes duzine AA; + A1 Ay +
o+ Ay _1A,+ A, B poligonske linije AA1As...A, B upisane u krivu kada najduzi
segment poligonske linije tezi 0. Sobzirom da je, u Galilejevoj geometriji, duzina
bilo koje poligonske linije AA;As...A,, B upisane u luk AB je jednaka duzini
tetive AB, duzinu luka AB, u oznaci s, definisa¢emo kao duzinu tetive AB, tj.
s = dAB-

Stav 4.2 Odnos duzine luka krive i periferijskog ugla o nad tim lukom, tj. i,
@

je konstantan.

Dokaz: Neka su A(ay,az2) i B(by1,b2) krajnje tacke tetive AB cikla Z, i neka je
« periferijski ugao nad tetivom AB. Tada je

S dAB b1 — a 1
-—=—= = — = const,
@ e @ D
gde je p koeficijent uz 2% u jednakosti (24). |

S
Dakle, kao i u euklidskoj geometriji odnos — je konstantan. Stoga poluprecnik
@

cikla mozemo da definiSemo na sledeci nacin:

Definicija 4.2 Polupre¢nik, r, cikla Z jednak je polovini odnosa duzine luka
AB i periferijskog ugla nad tim lukom, tj.
1s - 1 bl — ax - 1

T =

20 2 «a 2

Kao i krug, cikl moze da ima pozitivan i negativan polupreénik. U ovom slu¢aju
ta Cinjenica ukazuje na to da li je cikl konveksan (r > 0) ili konkavan (r < 0).
Neka je dat cikl

y=pa® +qx +,

i proizvoljna Galilejeva transformacija g = [a, b, c]:

¥=xz+a
y =br+y+ec.

Primetimo da je slika datog cikla pri Galilejevoj transformaciji g cikl istog
poluprecnika:

y = pa’? + (b—2ap+ q)2’ + (pa® — qa +r — ba + ¢).

Stoga kazemo da su ciklovi istog polupreénika podudarni jer postoji Galilejeva
transformacija, koja ¢ée slikati jedan u drugi. Vazi i obrnuto, ako su y = px? +
qr +riy =pz'? + g2’ +r1 jednacine dva cikla istih polupre¢nika. Jednacine

@ =b—2ap+q
r=pa® —qa+7r—ba+c

imaju beskona¢no mnogo resenja, pa postoji Galilejeva transformacija koja slika
jedan cikl u drugi, i ima ih beskona¢no mnogo.
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4.2 Ciklicka rotacija

Neka je dat proizvoljan cikl Galilejeve ravni, podudaran nekom ciklu 7 : y =
pr?. Napomenuli smo da je cikl euklidska parabola, dakle translacijom cikl
Z se slika u cikl Z;. Transvekcija, sa osnovom x = 0, je transformacija data
formulama:

xrpy =T

Y1 =bx + Y,
tj.

Tr =21

y =y — bx.

Dakle transvekcija preslikava cikl
Z :y=px? (25)

u cikl
Z1:y1 —bxy = pﬂflza

tj.
y1=px12+bw1=p<w1 +—+
P
ili
b b\’
o 2. 2
Z/1+4p p(x1+2p> (26)

Ciklovi dati jedna¢inama (25) i (26) su podudarni. Ako primenimo translaciju:

[
x 7x1+2p
/ b*
= — 27
Y y1+4p (27)

na cikl Z; dobiéemo cikl Z. Transformaciju

r_
x —a:+2p
b2
= — 28
yi=betyt o (28)

kompoziciju translacije i transvekcije, nazivamo ciklickom rotacijom sa koefici-
jentom b, b € R.

Primetimo da ciklicka rotacija svaku tacku A sa cikla Z slika u tacku A’ koja
se takode nalazi na ciklu Z i pri tom je

b
daar = —.
AA %

Dakle, vazi sledeéi stav:
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Stav 4.3 Postoji ciklicka rotacija kojom se cikl Z preslikava na sebe.

U euklidskoj ravni se susre¢emo sa pojmom koncentri¢nih krugova. Ako je S
krug euklidske ravni, krug sa njim koncentrican je skup slika jedne tacke pri
rotacijama koje S slikaju u sebe. Analogno, u Galilejevoj ravni definiSemo
paralelne ciklove.

Definicija 4.3 Cikl Z; je paralelan datom ciklu Z Galilejeve ravni ako je skup
svih slika jedne tacke pri ciklickoj rotaciji koje fiksiraju cikl Z.

Neka je dat cikl Z : y = px?. Posmatrajmo transformacije (28). Skup slika
tacke (zg,yo) dat je sa:

T =2x9+ %
2
Yy =bxo+yo+ —.
4p
Tada je:
b= 2p(x — xo)
1
y = 2p(x — z9)xo + Yo + @4p2(x —z0)?,
t].

y = pz® + (yo — pxj)- (29)

Dakle, skup slika tacke (xg,yo) €ini jedan cikl, za koji kazemo da je paralelan
pocetnom.

N0l z

Slika 31: Paralelni ciklovi
Stav 4.4 Tangente PA i PB, iz tacke P na cikl Z, su podudarne.

Dokaz: Neka je data ciklicka rotacija formulama (28), koja preslikava cikl Z u
sebe i tacku P u tacku P’, ¢ija je y koordinata 0. Ovom transformacijom se
tangente PA i PB slikaju u tangente P'A’ i P'B’. S obzirom da je parabola
simetri¢na u odnosu na y—osu, tangente P’A’ i P'B’ su podudarne. Posto je
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ciklicka rotacija Galilejeva transformacija, a one ostavljalju duzine invarijant-

nim, bice:
dAP = dA/P/ = dP/B/ = dPB'
¥
VA
A
4 '\_____B' ;
Y BA 4
\ \\ y _
"-._\)/0/ VA
N X/ -
PE NS
‘-‘,[,-'
P'

Slika 32: PA = PB

Stav 4.5 Sredista paralelnih tetiva cikla Z se nalaze na istoj specijalnoj pravoj

d.

Dokaz: Posmatrajmo cikl Z : y = paz? (slika 33a). Posmatrajmo paralelne tetive
ovog cikla sa nagibom ky. Znamo da transvekcija preslikava pravu y = kz + n,
sa nagibom k, u pravu y; — bxy = ka1 + n, tj.

Y1 = k11'+n,

sa nagibom k1 = k+b. Postoji ciklicka rotacija sa koeficijentom b = —k, takva
da date tetive slika u tetive paralelne x—osi (slika 33b). Sredista dobijenih tetiva
se nalaze na y—osi, koja predstavlja i osu simetrije parabole y = pz?. Dakle,
srediSta originalnih tetiva pripadaju jednoj pravoj d. Prava d je prava koja se
pri ciklickoj rotaciji slika u y—osu, koja je specijalna prava. Dakle prava d je

specijalna prava.

—

B
—7
_/

=

yhle
| -
L4 ‘L—
; \
B
A
A
|4 t
/U z

Slika 33a: Sredista tetiva pripadaju

specijalnoj pravoj

8

Slika 33b: Tetive paralelne z—osi

Definicija 4.4 Pravu d iz Stava 4.5 nazivamo dijametrom cikla Z.
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Stav 4.6 Svaka specijalna prava predstavlja dijametar cikla Z.

Dokaz: Neka je [ : © = m specijalna prava. Ciklickom rotacijom sa koeficijen-
tom b takav da je o5 = —m, tj. b = —2pm, prava [ se slika u y—osu. Dakle,

prava [ sadrzi srediSta svih tetiva cikla Z koje se ciklickom rotacijom slikaju u
tetive paralelne z—osi. |

U euklidskoj geometriji vazi da je precnik (dijametar) kruga normalan na tan-
gentu tog kruga. Analogno, u Galilejevoj geometriji kazemo da je dijametar
cikla normalan na tangentu tog cikla (slika 34).

yh

Slika 34: Dijametar je normalan na tangentu

4.3 Upisani i opisan cikl trougla
Stav 4.7 Postoji jedinstven cikl z koji je tangentan na date tri prave.
Dokaz: Neka su date tri obi¢ne nekonkurentne prave, takve da ni koje dve nisu
paralelne:
lh:y=kz+n
lo:y = kox + no
ls 1y = ksx + ns,
iky # ky # ks. Pokazimo da postoji jedinstven cikl z : y = px? 4 gz + r, takav
da je:
(q—k1)? —4p(r —m) =
(g — k2)® — 4p(r — ny)
(¢ = k3)? — 4p(r —n3) =

0
0
0,
Resavanjem sistema dobijemo sistem linearnih jednacina:

2q(k1 — k2) +4p(ni — n2) = k1? — kp?
2q(ky — k3) + 4p(n1 — n3) = k1 — ks”.
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Posmatrajmo determinantu ovog sistema:

b | 20— k) A(m1 = ny)
! \

2(]61 — kg) 4(711 — 77,3)

Kako prave nisu paralelne, k; # ko # k3, prva kolona nije nula. Ako bi deter-
minanta bila 0, tada je:

2(]61 — kg)

‘ 4(’01 — 7’L2)
4(”1 — ng)

| 20k k)
=22 |

Sledi, ny + Ak; = ng + Mka = ng + Aks, tj. tacka (A, Ak; + ny) je zajednicka za
sve tri prave. Medutim, na pocetku smo rekli da prave nisu konkurentne, pa
odbacijemo taj slucaj. Dakle, determinanta sistema je razli¢ita od nule, stoga
postojace jedinstveno resenje za trojku (p,q,r), samim tim i jedinstven cikl z.

Stav 4.8 Postoji jedinstven cikl Z koji sadrzi tri date tacke.

Dokaz: Neka su sada date tri tacke A(z1,y1), B(z2,y2), C(x3,y3), medu kojima
ni koje dve nisu paralelne. Pokazimo da postoji jedninstven cikl Z : y = px? +
qxr + r koji ih sadrzi. Posmatrajmo sistem:

pri® + g+ =1
pr2” + qra + 1 =y
prs® + qrs + 7 = ys.
Oduzimanjem druge i tre¢e jednacine od prve dobijemo sistem dve linearne
jednacine:
2 2 _
p(x1” —22%) + q(z1 — 22) = Y1 — Y2
p(a1® — 23%) + qlar — 23) = 41 — ys.

Determinanta ovog sistema glasi:

2 2
r1° —T T —x
D= x12 B 22 1 B 2
1 xs3 1 — 3
= ($12 - Jﬂ22)(ﬂﬂ1 - $3) - (9912 - ~T32)(931 - 992)

= (x1 — x2) (21 — 3) (w2 — 23) # 0,
jer tacke nisu paralelne, tj. z1 # x2 # x3. Determinanta sistema je razlicita

od nule, dakle, postojace jedinstveno rasenje za trojku (p,q,r), samim tim i
jedinstven cikl Z. |

Definicija 4.5 Neka je u Galilejevoj ravni dat trougao ABC'. Cikl Z koji sadrzi
tacke A, B, C je opisan cikl oko trougla ABC'. Cikl, z, kome su stranice trougla
a, b, c tangente nazivamo upisan cikl u trougao ABC.

43



Neka je dat trougao ABC i u njega upisan cikl z (slika 35). Stranica AB
je tangenta na taj cikl u tacki F', a produzeci stranica CA i C'B su tangente u
tackama F i D. Tada su trouglovi DCE, FAE i DBF jednakokraki. Primetimo
da ¢e vaziti sledece:

CD+CE = (CB+ BD)+ (CA+ AE)
=CB+BF+CA+ AF
=CB+ CA+ (BF + AF)
=CB+CA+ AB.

Dakle imamo:

at+b+c

CD=CE = c=a+b. (30)

Primetimo da je tada

AE=CE—-CA=a
BD=CD-CB=10.

S obzirom da je AF = AE i BF = BD imamo:
AF =a i BF =b,

tj.
EF =21, DF=2b, ED =2c.

Slika 35: Upisan i opisan cikl
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Primetimo da upisan cikl z u trougao ABC, sa tangentama u tackama D, E| F
je opisan cikl oko trougla FFDE. Neka su nam dati uglovi C'i A jednakokrakih
trouglova DCE i FAE. Tada je:

)

<DEC::%, <FEA::§

dakle bice:

<DEF = ¢
2
Sliéno vazice da i relacije:

A
<EDF = 3 i <DFE = g

Neka je cikl Z opisan cikl oko trougla ABC'. Na osnovu definicije polupreénika
cikla vazi:

= 2R, (31)

primenom sinusnog zakona imamo:

a b ¢ 9R.

singA - singB - singC -

Primetimo da vazi:
Ro O _ abc  abc
24 2(Abe)  2-28°
gde je S povrsina trougla ABC. Dakle formula za dobijanje poluprecnika
opisanog cikla je:

abc

R= h (32)
Uoc¢imo da je dobijena formula za izracunavanje poluprecnika opisanog cikla
ekvivalentna formuli za izracunavanje poluprecnika opisanog kruga oko trougla
u euklidskoj geometriji.
Neka je z upisan cikl u trougao ABC sa polupreénikom r. Tada je on opisan
cikl za trougao DEF sa stranicama EF = d, DF = e, DE = f i uglovima
<EDF =D, <DEF =FE i <DFFE = F. Znamo da je tada:

A B C
D_§’ E_E’ F_E’
kao i:
d=2a, e=2b, f=2c

Dakle:

d_e_1_,,

D E F 77
tj.

a_b_c_r

A B C 2
Tada vazi jednakost:

r =4R. (33)



Stav 4.9 Postoji cikl Z koji sadrzi sredista stranica datog trougla i podnoZja
visina istog trougla. Takav cikl nazivamo cikl ”Sest tacaka™.

Slika 36: Cikl Sest tacaka

Dokaz: Neka je dat trougao ABC (slika 36). Tacke Ap, By, C; su sredista
stranica a, b, ¢, a tacke P,Q, R su tacke podnozija visina AP, BQ,CR. Neka je
Z; cikl opisan oko trougla Ay B;Cy. Primetimo da je BC||B1Cy i AC||A;Ch,
sledi:

<IB101A1 = <IAchl.

Euklidski A; B; polovi C'R, pa su orijentisani uglovi jednaki

<IRBlA1 = <IA1.BlC
<RA1 By = <B1 A C.

Ako su ka,B,,kB,R,kRrA,, kB, C, kA, koeficijenti pravaca pravih A;Bi, Bi1R,
RA{, B1C, A C, sledi da je:

kp,r —ka,B, = ka,B, — kcB,
ka,B, —kra, =ka,c—ka, B, -

sabiranjem ove dve jednakosti:
kg r — kra, = ka,c — ke,
tj.
<A1RBy = <BC1A;.
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Dakle tacka R ¢e se nalaziti na ciklu Z.

Stav 4.10 Cikl Sest tacaka trougla ABC' je tangentan sa upisanim ciklom istog
trougla.

Dokaz: Neka je Z; cikl Sest tacaka i C1T tangenta na taj cikl u tacki C1, koja
predstavlja srediste stranice AB trougla ABC (slika 37). Uoc¢imo da je

<IA01T = QAClBl - <T01B1 - B — A,
jer je
<AC1B1 = <ABC =B, «TC{By=<C{A1B; =A.

Neka su F, D, E tatke dodira cikla z i stranica AB, BC, C' A trougla ABC'. Speci-
jalna prava CR, R € AB, je dijametar cikla z, koji sadrzi teme C. Neka je RK
tangenta na cikla z. Dakle vaziée:

FR = RK, tj. dpr = drx.

S obzirom da je: AR = AC =bi AF = CB = a, bice FR = RK = b — a, tj.
FK =FR+ RK =2(b— a). Sledi:

FK 2(b-a b—a 1/b a 1 B-A
o -t :4(R_R):4(23_2A):2'
Dakle,
<KFR=<RKF = B;A,
pa je
<KRB=<KFR+<RKF =B — A (= <ACT).
Sledi:

RK||CiT.

Neka je tacka L, druga tacka preseka prave Cy K i upisanog cikla z. Pokazimo
da tacka L pripada ciklu Z;.

AF —a, ACy =S =20 4p_y,
2 2
dakle,
a+b b—a . a+b b—-a
Fle 9 —a = B 1C’1bef B = B .
U sledecoj sekciji pokazacemo da vazi:
C,K -C,L =CR*=C,F. (34)

Neka je cikl Z opisan oko trougla K LR i neka je AB tangenta na taj cikl u tacki
R. Stoga, kako su periferijski ugao nad tetivom i ugao izmedu tetive i tangente
jednaki, vazi:

<KLR=<KRB=B-A.
Tada sledi

<RLC, = <ACT =B — A.

Dakle, tacka L se nalazi na ciklu 7.
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Slika 37: Cikla Sest tacaka i upisan cikl

Pokazimo sada da ciklovi z i Z; imaju zajednicku tangentu u tacki L. Neka
tangenta u tacki L na cikl z sece AB u tacki M. Tada je

MF = ML.
Primetimo da vazi: b
RK =b—a, FC, = ;“.
Dalje,
MF =ML i ML+ MF =FL,
kao i
FC,+C{L=FL.
Kako je
3 . b—a
Cleﬁ(b—a) i ChL = 6
sledi da je
2
Fng(b—G/),
tj.
ML 1(b )
==(b—a).
3
Uoc¢imo da je
1
MCl:FCl—MF:FCl—MLzé(b—a),
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kao i 5
MR=FR—-MF = g(b—a).

Primetimo da je
ML? = MC; - MR,

tj. prava ML je tangenta na cikl Z; u tacki L. |

4.4 Potencija u odnosu na cikl

Definicija 4.6 Neka je data tacka M i cikl Z u Galilejevoj ravni. Neka je [
prava kroz M koja sece cikl Z u tackama A i B. Proizvod M A - M B nazivamo
potencijom tacke M u odnosu na cikl Z.

Za tacku M kazemo da se nalazi unutar cikla Z, ako svaka prava kroz M sece
cikl Z. Ako se tacka ne nalazi u unutrasnjosti cikla ili na ciklu kazemo da se
nalazi van cikla. Tacka M se nalazi van cikla Z ako postoji tangenta iz tacke
M na cikl Z.

Stav 4.11 Potencija tacke u odnosu na cikl ne zavisi od izbora prave.

Dokaz: Neka su [ i I; prave kroz M, koje seku cikl Z u tackama A, B i
A1, By (slika 38a-c). Ako se tacka M nalazi na ciklu Z tada je proizvod
MA-MB = MA;-MB; =0 . Ako M nije na Z tada su uglovi <ABB; i
<{AA1 By, odnosno <A1 AB i <A, B1 B, periferijski uglovi nad istim lukovima.
Sledi da su trouglovi M AA; i M BB sliéni. S obzirom da su stranice trougla
proporcionalne naspramnim uglovima vazi relacija:

MA  MB;
= ii MA-MB=MA;-MB;.
MA, ~ MB L
Dakle, mozemo da zaklju¢ima da potencija tacke M u odnosu na cikl Z ne zavisi
od izbora prave [. |
y )

0 I 0 I

Slika 38a: MA-MB >0 Slika 38b: MA-MB =0
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L)
L |

Slika 38c: MA-MB <0

Potencija tacke M u odnosu na cikl Z je pozitivna ako se tacka M nalazi van
cikla Z, nula ako je tacka M na ciklu Z i negativna ako se tacka M nalazi
unutar cikla Z.

Stav 4.12 Neka je u Galilejevoj ravni dat cikl Z i tacka M wvan mjega. Neka
je prava p prava kroz M koja sece cikl Z u dvema tackama A i B i prava t
tangenta iz tacke M na cikl Z u tacki T. Tada vaZi

MT? = MA-MB. (35)

Dokaz: Da bismo pokazali jednakost (35) posmatrajmo sliku 39. Trouglovi
MTA i MTB su sli¢ni, slicnos¢u druge vrste, sa koeficijentom 1, pa je
MA MT
MT MB’
tj.
MT?=MA-MB.

{ I
Slika 39: MT? = MA-MB

Pokazimo da potenciju tacke M u odnosu na cikl Z mozemo dobiti zamenom
koordinata tacke M u jednacinu cikla.
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Neka je Z cikl dat jednac¢inom
2 _
t+qr+qytr=0 (36)
i neka je prava [ prava kroz tacku M (xg,yo) koja zadovoljava jednakost:
Y —yo = k(z — x9). (37)

Neka su A(x1,y1) i B(xa,y2) tacke preseka prave [ i cikla Z. Jednacinu prave [
mozemo da napisemo u obliku

y = kx + (yo — ko).
Kada zamenimo y u jednac¢inu (36) dobijemo:
2 + (q1 + kg2)z + [q2(yo — ko) + 7] =0,
tako da je
1+ 32 = —(q1 +kgz), 172 = q2(Yo — kxo) + 1.
Potenciju tacke M u odnosu na cikl Z racunamo:
MA-MB = (z1 — x) - (12 — 29) = x0° — (21 + 22)T0 + 2122,

.
20° + (¢1 + kg2)wo + g2(yo — ko) + 7 = 20” + 120 + @2yo + 7

Dakle, geometrijsko mesto tacaka ¢ija potencija u odnosu na cikl Z ima vrednost
k je:
g+ gyt+r==~k t. 2 +qzr+ey+(r—k) =0,

tj. cikl koji je paralelan datom ciklu Z.
Posmatrajmo dva paralelna, cikla y = pz? i y = pz?+r. Primetimo da jednacina

ool el
D D p

nema resenja po (z,y), stoga zaklju¢ujemo da ne postoji tacka koja ima istu

potenciju u odnosu na ova dva cikla. Medutim za neparalelne ciklove 2% — 1y =0

i 22 4+ g1z + gy + r = 0 dobijemo !

o 1 2
z *Ey:x + @z + gy + 7,

tj. u preseku ova dva cikla je:
1
Q1x+(q2+};)y+r:0.

Dakle tacke sa istom potencijom u odnosu na ova dva cikla pripadaju jednoj
pravoj.

Definicija 4.7 Skup tacaka koje imaju istu potenciju u odnosu na dva nepa-
ralelna cikla, Z; i Zs, je prava. Tu pravu nazivamo radikalnom osom ta dva
cikla.
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Ukoliko ciklovi Z; i Z» imaju isti polupreénik, radikalna osa je specijalna prava.
U svi ostalim sluc¢ajevima ona je obi¢na prava. Ako se ciklovi Z7 i Zs seku u
dvema tackama, radikalna osa biée prava kroz te dve tacke. Neka su Z1, Zs, Z3
tri neparalelna cikla. Ako se dve od tri radikalne ose seku u nekoj tacki R,
tada ¢e i tre¢a radikalna osa sadrzati tacku R. Tacku R nazivamo radikalnim
centrom tri cikla.

4.5 Refleksija u odnosu na cikl

Definicija 4.8 Refleksija u odnosu na cikl Z je transformacija koje ostavlja sve
tacke cikla Z fiksnim i svaku tacku A van cikla slika u tacku A’ koja se nalazi
na specijalnoj pravoj kroz A, tako da cikl Z sadrzi srediste specijalne duzi AA’.

Slika 40: Refleksija u odnosu na cikl

Na osnovu definicije vidimo da je refleksija u odnosu na cikl bijekcija i involucija

koja slika spoljasnjost cikla u unutrasnjost, i obrnuto, kao i specijalne prave u

sebe. Uoc¢imo da obi¢nu pravu mozemo smatrati specijalnim slucajem cikla
y=px’+qu+r,

ako je p = 0.

Stav 4.13 Refleksijom u odnosu na cikl Z slike ciklova su ciklovi.

Dokaz: Neka je dat cikl Z : y = ax?. Refleksija u odnosu na Z preslikava tacku
A(z,y) u tacku A'(2',y") = A’(x,y’) na specijalnoj pravoj kroz A, tako da je
srediste duzi AA’, tacka P(z, az?) (slika 41). Vazi:

Y —az? = ax? —y,

.
=z Yy =2az’—y

ili

r=1a, y=2az?—y.
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Slika 41: Pri refleksiji slika cikla je cikl

Dakle, ako je dat proizoljan cikl jednac¢inom
Yy = pxz +qr+7r
njegova slika bice cikl oblika
20z’ — y = p:c'2 +qz’ 47,

.
y=pz*+qz+1,
gde je

/ /

p=2a—-p, ¢=—q r'=-r

Stav 4.14 Pri refleksiji v odnosu na cikl uglovi su invarijantni.

Dokaz: Neka je u Galilejevoj ravni dat cikl Z. Pretpostavimo da refleksija u
odnosu na cikl Z slika tacke A, N, M u tacke A’, N', M’. Sa P,(Q, R obeleZimo
tacke preseka cikl Z i duzi AA’, NN', MM', asa X,Y, U obelezimo tacke preseka
duzi NN’ sa pravama AM,A’M’, PQ (slika 42). Prava PQ sadrzi sredista
osnovica trapeza AA’ M M’, dakle sadrzace i srediste duzi XY, koja je paralelna

osnovicama trapeza. Dakle imamo:

N'Y = N'U+UY = (N'R-UR) + UY

= RN —UR+ XU = (UN —UR) —UR + XU

= (XU +UN) —2UR
= XN - 2UR.
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Slika 42: <M'A’N’ = 2<QPR — <M AN

Dakle
N'Y = XN —2UR,

podelimo ovu jednakost sa A’N’ = AN = PR i iskoristimo ¢injenicu da je:

!
% =aN'A'M, % = a<MAN, g—g = <QPR,

dobijemo jednakosti:

<N'A'M' = <MAN — 2<QPR,
<M'A'N’ = 2<QPR — <MAN. (38)

Neka je v proizvoljan cikl i 7' njegova slika u odnosu na cikl Z. Tacke A i N
su tacke sa cikla +, njihove slike su tacke A’ i N’ na ciklu 7 (slika 43). Vazi
ralacija:
<t'A'N’ = 2«TPR — <tAN,

gde je At tangenta na cikl v u tacki A, A’t’ je tangenta na cikl 7/ u tacki A’ i
PT tangenta na Z u tacki P. Posmatrajmo dve krive v i 71 koje se seku u tacki
A, 1 njihove slike 7/ i 71, pri refleksiji u odnosu na cikl Z, koje se seku u tacki
A’. Prave su t i ¢; su tangente na krive v i vy, u tacki A, a ¢’ i ¢ tangente na
krive 4" 1 44 u tacki A’. Tada vazi:

<t'A't) = <t/ AN' — <t} A'N’
= (2<TPR — <tAN) — (2<TPR — <t1 AN)
= <t1 AN — <tAN
= <t At.
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Slika 43: Pri refleksiji u odnosu na cikl uglovi su invarijantni
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5 Sli¢nosti i razlike

U narednoj tabeli prikazane su neke od sli¢nosti i razlika izmedu euklidske i
Galilejeve geometrije.

H euklidska \ Galilejeva H
rastojanje nikad nije negativno moze biti negativno
mera uglova [0, 7] (-00,4+00)
medu pravama
saglasni uglovi podudarni podudarni
zbir dve manje strogo vedi od treée jednak trecoj
strane trougla
zbir dva manja manji je od w jednak je treéem uglu
ugla trougla
jednakostrani¢ni postoje ne postoje
trouglovi
sinusna teorema vazi vazi
povrsina trougla jednaka je ah/2 jednaka je ah/2
tezisne duzi trougla seku se u jednoj tacki | seku se u jednoj tacki
simetrale uglova trougla konkurentne seku naspramne ivice

u kolinearnim tackama

Menelajeva vazi vazi
Cevina teorema vazi vazi
krugovi postoje ne postoje
duz se vidi pod krug cikl
datim orij. uglom
krug i cikl odredeni sa tri tacke odredeni sa tri tacke
opisani i upisani postoji postoji
krug/cikl trougla
postoji krug 9 tacaka cikl 6 tacaka
definisana potencija u odnosu na krug u odnosu na cikl
postoji inverzija u odnosu refleksija u odnosu

na krug na cikl
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