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Uvodna rec¢

Problem najmanjih kvadrata je racunski problem, prvobitno proistekao iz
potrebe da se matemati¢ki model uklopi u dobijena zapazanja. Sto je vise
zapazanja dostupno, to je moguce tacnije odrediti parametre modela. MoZe se
dokazati, da je reSenje koje minimizira odredenu sumu kvadrata rezidula, na neki
nacin optimalno. Smatra se da je Gauss (Carl Friedrich Gauss) otkrio metodu
najmanjih kvadrata 1795. godine, u svojoj 18. godini. Razvoj modernih
numerickih metoda za reSavanje problema najmanjih kvadrata odigrao se u
drugoj polovini Sezdesetih godina proslog veka. Razvoj ove grupe problema je
pratio i razvoj QR dekompozicije iz Householerove transformacije (Alston Scott
Householder, 1965. godine). Implicitni QR algoritam za izraCunavanje
dekompozicije singularnih vrednosti (SVD) su razvili Kahan, Golub i Wilkinson
otprilike u isto vreme, a zavrSna verzija algoritma je objavljena 1970. (Gene
Golub, William Kahan, James Wilkinson) godine. Od tada su ove matri¢ne
dekompozicije razvijene i dovedene do visokog nivoa sofisticiranosti.
Osamdesetih i devedesetih godina proslog veka je doSlo do velikog napretka kod
metoda za opste i modifikovane probleme najmanjih kvadrata, kao i kod metoda
za reSavanje problema retkih matrica (matrice uglavnom ispunjene nulama, eng.
"large sparse problems“). Metode za reSavanje potpunih problema najmanjih
kvadrata su takode sistematski razvijane.

Primenu metoda najmanjih kvadrata, koja je od izuzetne vaZnosti,
nalazimo u oblastima statistike, geodezije, optike, obrade signala i druge (kako
prakti¢nu tako i israzivacku). Veliki problemi najmanjih kvadrata se danas
rutinski resavaju i to uglavnom zbog velikog povecanja mogucnosti za
automatsko prikupljanje podataka.

Rad pred Vama, obraduje najpoznatije, odnosno najvisSe koriS¢ene
iterativne nelinearne metode najmanjih kvadrata. Sastoji se iz pet poglavlja. U
prvom poglavlju je predstavljen problem koji se reSava metodama najmanjih
kvadrata. U drugom poglavlju su date definicije osnovnih pojmova optimizacije, a
u treCem linearan pristup metodama najmanjih kvadrata. U ¢etvrtom poglavlju
su predstavljene metode za reSavanje nelinearnih problema najmanjih kvadrata
iterativnim putem. Ovde su koriS¢ena dva pristupa. Jedan je pristup linijskog
pretraZivanja i to u Newtonovoj (Isaac Newton) i Gauss-Newtonovoj metodi. A
drugi je pristup oblasti poverenja i to u Levenberg-Marquardtovoj metodi
(Kenneth Levenberg, Donald Marquardt). Prilikom predstavljanja metoda,
tvrdenja koja direktno ucestvuju u dokazivanju konvergencije metoda su
dokazana. Pojedina tvrdenja su bez dokaza a razlog tome je to Sto su u pitanju ili
osnovna tvrdenja, Ciji se dokazi mogu pronaci u svakoj literaturi koja obraduje
optimizacione probleme ili $to bi se dokazivanjem tih tvrdenja mnogo udaljili od
glavne teme. Kod tih tvrdenja je data informacija gde se dokaz moZe pronaci. U
petom poglavlju je prikazana prakticna primena prikazanih metoda i to na
primeru razvoja veStackih neuronskih mreza.

Ovom prilikom se zahvaljujem mentoru profesoru dr Pordu Dugosiji na
smernicama i sugestijama koje su mi pomogle u izradi ovog rada, kao i kolegama
u Republickom zavodu za statisiku i svojoj porodici na podrsci i razumevanju.
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1.Prikaz problema

1.1. Primer

Hteli bismo na primer da proucavamo efekat lekova na pacijenta. Oznacimo
vreme uzimanja uzoraka krvi, nakon uzimanja odredene doze leka i merimo
njihovu koncentraciju u svakom uzorku. Oznac¢imo sa t, vremenske promenljive,

a Y, koncentraciju leka u svakom uzorku.

Hteli bismo da konstruiSemo model koji ukazuje na koncentraciju leka,
kao funkciju po vremenu, biraju¢i parametre modela, tako da se vrednosti
funkcije Sto vise poklapaju sa izmerenim vrednostima uzoraka krvi.

Izaberemo sledecu funkciju, kao model :

(1.1.1) P(X,t) = X, +1x, +&7
Ovde su X, X,, X, i t realni brojevi, ordinata t predstavlja vreme, dok su X;

parametri modela. Predvidena koncentracija u vremenu t je data modelom
#(x,1) . Razlika izmedu predvidajuceg modela i prakti¢no dobijenih vrednosti su

,povezani“ sledecom funkcijom najmanjih kvadrata:

(112) S0 L =2 3R
gde su
(1.1.3) r(x)=y, —g¢(x,t) , i=1..,m.

Graficki, svaki ¢lan u (1.1.2) predstavlja kvadrat vertikalnog razmaka izmedu
krive ¢(X,t), nactrana kao funkcija po t, itacke (t;,y;) .Prikazano na slici (1.1).

Biramo minimum X~ problema najmanjih kvadrata, kao najbolju procenu
parametara i koristimo ¢(x",t) za procenu koncentracije preostale u krvotoku
pacijenta u bilo kom trenutku.

Predpostavlja se da je vreme, koje je tu prikazano, dato sa visokom ta¢noscu,
dok koncentracije Yy,, mogu sadrzati manje-viSe nasumicne greSke, usled
ogranicenih moguénosti opreme (ili laboratorijskih tehnicara).

Generalno, u problemima aproksimacije, definisanih na ovakav nacin, ,
ordinata t, u modelu ¢(x,t), moze biti vektor, umesto skalara.(U gornjem
primeru bi t moglo sadrzati jednu dimenziju za svakog pacijenta.)

Funkcija suma kvadrata (1.1.2) nije jedini nac¢in merenja razlike izmedu
modela i izmerenih podataka. Umesto toga, mogli bi koristiti na primer Sesti

stepen sume Y [y; —¢(x,t,)]° ili suma apsolutnih vrednosti Y |y; —#(x,t;)| ili
i=1 i=1

neku komplikovaniju funkciju. U stvari, postoje konkretni statisticki razlozi

zbog Cega se bas bira odredeni kriterijum aproksimacje.
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Odstupanje modela (1.1.2) , glatke krive, od izmerenih vrednosti je
prikazano isprekidanim vertikalnim linijama.

2. Uvodni pojmovi
2.1 Bezuslovna optimizacija (neophodni i dovoljni uslovi)

Problem najmanjih kvadrata je deo Sire klase problema optimizacije a to
je problem bezuslovne optimizacije

(2.1.1) min f(x), xe R".
Zbog toga u ovom odeljku navodimo neophodne i dovoljne uslove postojanja
minimuma.

Definicija 2.1.1 Tatka X se naziva lokalnim minimumom ako postoji & >0
takvo da za svako X € R" koje ispunjava f(x) < f(x), vaZi da je Hx— X*H <0.

Tacka X  se naziva strogim lokalnim minimumom ako postoji & >0
takvo da za svako xeR" koje ispunjava f(x)< f(x), vazi da je x=Xx i
Hx —~ XH <5.

Definicija 2.1.2 Tatka X se naziva globalnim minimumom ako je
f(x)< f(x), za svako xeR". Tatka X se naziva strogim globalnim

minimumom ako je f(x')< f(x),zasvako xeR"i x#X .



Definicija 2.1.3 Neka je f:R" — R diferencijabilna za xeR" i neka je
(-,-) skalarni proizvod definisan na R" . Ako postoji vektor d € R" takav da
(2.1.2) (VI (x),d) <0,
tada d nazivamo opadaju¢im smerom f u X.
[z Tejlorovog razvoja
f(x, +td) = f(x.)+tVf(x, ) d+o(t),
primecujemo da postoji 6 >0 takvo da je f(x, +td) < f(x,), za svako t €(0,0)

ako i samo ako je d opadajuéi smer f u x,.

Teorema 2.1.4 (Neophodan uslov prvog reda)
Nekaje f:D < R" — R neprekidno diferencijabilna na otvorenom skupu

D.Akoje x € D lokalni minimum problema (2.1.1), tada je
(2.1.3) v (x") =0.

Dokaz se moze naci u knjizi [1].

Teorema 2.1.5 (Neophodan uslov drugog reda)

Neka je f:DcR"—>R dva puta neprekidno diferencijabilna na
otvorenom skupu D. Ako je X" e D lokalni minimum problema (2.1.1), tada je
Vi(x")=01 V?*f(x") je pozitivno semidefinitna.

Dokaz se moze naci u knjizi [1].

Teorema 2.1.6 (Dovoljan uslov drugog reda)
Neka je f:DcR" —>R dva puta neprekidno diferencijabilna na

otvorenom skupu D. Ako je Vf(x)=0 i V*f(x")pozitivno definitna, tada je

X~ e D strogi lokalni minimum.
Dokaz se moze naci u knjizi [1].

Definicija 2.1.7 Za tacku x € R" kazemo da je stacionarna (ili kriti¢na) tac¢ka za
diferencijabilnu funkciju f akoje Vf(x")=0.

Teorema (2.1.4) kaZe da ako je X  lokalni minimum, ona je stacionarna

tacka. Ali obrnuto ne vazi. Ako je X~ stacionarna tacka, onda je moguée da ona
bude lokalni minimum ili maksimum , a takode je moguce da i ne bude
ekstremna tacka. Ako stacionarna tacka, nije ni minimum ni maksimum, onda
kazemo da je sedlasta tacka. Znaci, stacionarna tacka ne mora da bude lokalni
minum. Ali ako je posmatrana funkcija, koja je diferencijabilna, konveksna, njene
stacionarne tacke jesu lokalni minimumi i globalni minimumi.



Definicija 2.1.8 (LipsSic neprekidna funkcija) F:DcR" —R™ je Helder
neprekidna funkcija na otvorenom skupu D ako postoji konstanta y >0 i
p € (0,1] takvi da za svaki x,y € D,

[F() - FO<y-x".
Ako je p=1, onda se F naziva LipSic neprekidnom na D, a y LipSicovom
konstantom.

Teorema 2.1.9 Neka je F:R" — R™ neprekidno diferencijabilna na otvorenom

konveksnom skupu D cR". Neka je F LipSic neprekidna u xe D. Tada za
svako x+d € D vazidaje

|F (x+d) = F ()~ F(d] < [

Dokaz se moze naci u knjizi [1].

Definicija 2.1.10 (Armijovo i Goldsteinovo pravilo) Neka je f:R" — R glatka
funkcija i g, =Vf(x,). Tada za date f(01),p € (0,%),1 > 0, postoji najmanje

nenegativan ceo m, , takav da je
f(Xk) —f (Xk +ﬁm7dk) 2 —pﬂngldk.

Ako uzmemo interval J ={a > 0| f(x, +ad,) < f(X)}. Da bi posmatrana funkcija

sigurno bila dovoljno opadajuéa, Zelimo da odaberemo takvo « koje je daleko od
krajnjih tacaka intervala J. Dva uslova za to su:

f(x +ad,) < f(x)+pag,d, ,

f(x +ad)> f(x)+[1-p)ag.d,
i njima se isljkucuju tacke u blizini desnog i levog kraja intervala. Ovi uslovi se
nazivaju Goldsteinovo pravilo.

2.2 Lagrangeova funkcija

Teorija nelinearnog programiranja, podrazumeva i funkcije sa
ogranicenjima. Ponekad dokazivanje trvdenja u oblasti bezuslovne optimizacije
zahteva i upotrebu tvrdenja i algoritama iz oblasti optimizacije funkcija sa
ogranicenjima. Takav slucaj je i sa Lagrangeovom funkcijom i tvrdenjima koji je
prate.

DefinisSimo problem:
(2.2.1) min f(x) , xe R"
pri ograni¢enjima ¢, (X)=0,i€E
c(x)>0,iel,
pri ¢emu su f i ¢, glatke na R" i ¢ije vrednosti pripadaju nekom podskupu na

R" ,a E i I sukonacni skupovi.



MoZemo definisati i dopustiv skup tacaka

(2.2.2) Q={xc(x)=0,i E;c(x)20,i T},
pa problem (2.2.1) moZemo elegantnije zapisati kao
(2.2.3) min f (x).

xeQ

Definicija 2.2.1
Za skup A(x) kaZemo da je aktivan za svaku dopustivu tacku X, ako se
sastoji od indeksa ograniCenja jednakosti iz skupa E, zajedno sa indeksima
ogranic¢enja nejenakosti i , za koje je ¢, (X) =0 tj.
A(x)=Euliel|c(x)=0}.
U dopustivoj tacki x, za ogranicenje nejednakosti i €1, se kaze da je aktivno ako
je ¢,(x) =0 ineaktivno ako je ispunjena stroga nejednakost c,(x) >0.

Definicija 2.2.2 (uslov linearno nezavisne ograni¢enosti)

Neka je x data tacka i A(X) aktivan skup. KaZzemo da vazi uslov linearno
nezavisne ogranicenosti, ako je skup izvoda aktivnih ograniCenja
{Vc.(x),i e A(X)} linearno nezavisan.

Za problem (2.2.1) definiSemo Lagrangeovu funkciju

(2.2.4) L(x,A) = f(x)— D Ac(X).

ieBUI
Neophodni uslovi definisani u sledecoj teoremi su takozvani uslovi prvog reda
(odnose se na osobine prvih izvoda funkcije cilja i funkcija ogranicenja). Ovi
uslovi su osnove mnogih algoritama.

Teorema 2.2.1 (Neophodni uslovi prvog reda)
Neka je x™ lokalno resenje problema (2.2.1) i f i ¢, u (2.2.1) neprekidno

diferencijabilne i neka vaZe uslovi iz definicije (2.2.2) za X . Tada postoji

e v

Lagrangeov mnozilac, vektor A5 Ciji su ¢lanovi ﬂ,,*, i e EUI, takav da su slededi

uslovi ispunjeni za (X", 1)

(2.2.5) ALKX,A)=0

(2.2.6) ¢(x)=0, VieE
(2.2.7) ¢ (x)=0, Viel
(2.2.8) A >0, Viel

(2.2.9) Ac(xX)=0, VieEUI.

Dokaz se moze naci u knjizi[3].



2.3 Osnovni principi optimizacionih metoda

Optimizacione metode koje se ovde razmatraju su iterativne i cilj im je
na¢i minimum optimizacionog problema. Osnovna ideja je, da je data poCetna
tacka X, € R" i generiSe se iterativni niz {Xk}, po nekim iterativnim pravilima,
takav da kada je {xk } konacan niz, poslednja tacka je optimalno resSenje; a kada je
{Xk} beskonacfan, onda on ima grani¢nu ta¢ku koja je optimalno reSenje.
Uglavnom se za prihvatljiv algoritam smatra onaj kod koga se iteracija X, krece

polako ka okolini minuma x°, a onda brzo kovergira ka tacki x . Kada je
ispunjeno pravilo konvergencije, iteracija se prekida. Generalno, najprirodnije
pravilo prekida je

(2.3.1) IVE(x )| <6,

gde je & propisana tolerancija. Ako je (2.3.1) ispunjeno, to ukazuje da gradijent

vektor Vf(x,) tezinuli, a iterativni niz {Xk} konvergira ka stacionarnoj tacki.
Neka je x, k-ta iteracija, d, k-ti smer kretanja i &, k-ta duZina koraka.

Tada je k-ta iteracija

(2.3.2) X = X + o, d, .

Odavde se vidi da razli¢ite «, i d, formiraju razlicite metode. NajceSce

optimizacione metode su tzv. opadajuce metode, u smislu da f u svakoj iteraciji

ispunjava

(2.3.3) f(Xe) = (X +¢d,) < (X)),

pri cemuje d, opadajuci smer odreden definicijom (2.1.3).

Osnovna Sema optimizacionih metoda:

Algoritam 2.3.1
Korak 0. (Poletni korak) Zadati pocetnu tacku x, € R" i toleranciju ¢ > 0.
Korak 1. (Kriterijum prekida) Ako je |Vf (x, )| < &, stati.

Korak 2. (Naci smer) Prema nekoj iterativnoj Semi, prona¢i opadajuci
smerd, .

Korak 3. (Linijsko pretraZivanje) Odrediti duzinu koraka ¢, , takvu da
vrednosti posmatrane funkcije opadaju, tj.
f(x, +o,d,) < F(x)
Korak 4.(Petlja) Staviti da je X, =X, +o,d,, k:==k+1 i vratiti se na
korak 1.

Brzina konvergencije je jedna od najvaZnijih karakteristika metoda optimizacije.



Definicija 2.3.2
Nekaje p e N inekaniz {x, } konvergiraka x*, kada k — oo.

(1) Ukoliko za dovoljno veliko k vazZi ka+p—X*HSqHXk—X*

, 0<g<1,
konvergencija se naziva p-linearnom. Za p =1, kovregencija se naziva linarnom.
(2) Ukoliko vazi

se naziva p-superlinearnom. Za p =1, kovregencija se naziva superlinarnom.

(3) Ukoliko vaZi [, , — x| < C|x, —x’

‘Xk+p —X H < quXk —X

,gde g, — 0, kada k — o, konvergencija

2 . .
, konvergencija se naziva kvadratnom.

Teorema 2.3.3
Neka je Vi (x) ravnomerno neprekidna na skupu

L={Xe R"|f(x)£f(x0)} i neka je ugao 6, izmedu -Vf(X) i smera d,

generisanog u algoritmu 2.3.1, ravnomerno ograni¢en daleko od 90° tj.
ispunjava

(2.3.7) o, S%—,u,za neko x4 >0.
Tadaje Vf(x,)=0,zaneko k ili f(x,)——oo ili Vf(x,)—0.

Dokaz se moze naci u knjizi [1].

3. Aproksimacija funkcija diskretnom metodom najmanjih
kvadrata

3.1. Opsti problem aproksimacije

Problem je slede¢i: Imamo poznate neke informacije o funkciji f,
definisanoj na nekom skupu X < R i na osnovu tih informacija Zelimo f
zameniti nekom drugom funkcijom ¢ na istom skupu, tako da su f i ¢ bliske u
nekom smislu. Skup X je najceSce interval oblika [a,b] (moZe i neogranicen) ili
diskretan skup tacaka.

Postoje dva oblika problema aproksimacije:
(@) Poznata je funkcija f (npr. analiticki), ali je njena forma

prekomplikovana za racunanje. U tom slucaju odaberemo neke informacije o f i
po nekom kriterijumu odredimo aproksimacijsku funkciju ¢. U tom slucaju
mozemo birati informacije o f koje ¢emo koristiti i tada moZemo i oceniti

greSku dobijene aproksimacije.
(b) Funkcija f nije poznata ali su poznate samo neke informacije o njoj, na

primer, vrednosti na nekom skupu tacaka. Aproksimiraju¢a funkcija ¢ se

odreduje iz raspolozivih informacija, koje osim samih podataka, ukljuCuju i
ocekivani oblik ponaSanja podataka tj. funkcije ¢. U ovom slucaju se ne moze
napraviti ocena greske bez dodatnih informacija o nepoznatoj funkciji f .
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Varijanta (b) je mnogo ceS¢a u praksi. Naj¢eSc¢e se javlja kod merenja raznih
veli¢ina, jer osim izmerenih podataka, pokuSavamo aproksimirati i podatke koji
se nalaze ,izmedu“ izmerenih tacaka. Prilikom merenja se javljaju i greske
merenja, pa postoje posebne tehnike za ublaZavanje tako nastalih greSaka.

Funkcija ¢ se bira prema prirodi modela, ali tako da bude relativno
jednostavna za racunanje. Ona obi¢no zavisi od parametara a,, k =0,...,m , koje
treba odrediti po nekom kriterijumu,

P(X) = p(X;85,...,8y,).

Kad smo zapisali funkciju u ovom obliku, onda kaZzemo da smo odabrali opsti
oblik aproksimacijske funkcije. Oblike aproksimacijskih funkcija moZemo
(grubo) podeliti u dve grupe: linearne i nelinearne aproksimacijske funkcije.

Opsti oblik linearne aproksimacijske funkcije je

P(X) = a,0y (X) + ¢ (X) +...+ 3,0, (X),
gde su @,,...,, poznate funkcije koje znamo racunati. Linearnost se ne odnosi
na oblik funkcije ¢, ve¢ na njenu zavisnost od parametara a,, koje treba
odrediti. Prednost ovog oblika aproksimacijske funkcije je u tome S$to se
parametri a, odreduju pomocu sistema linearnih jednacina. NaceSc¢e koriSceni

oblici linearnih  aproksimacijskih  funkcija su algebarski polinomi,
trigonometrijski polinomi i po delovima polinomi tj. splajn funkcije. Nacesc¢e
koriS¢eni oblici nelinearnih aproksimacijskih funkcija su eksponencijalne i
racionalne aproksimacije.

Aproksimacijske funkcije se biraju tako da ,najbolje“ zadovolje uslove koji
im se postavljaju. Najces¢i su zahtevi da grafik aproksimacijske funkcije prolazi
odredenim tackama tj. da interpolira funkciju u tim tackama ili da je odstupanje
aproksimacijske funkcije od polazne u nekom smislu minimalno.

3.2. Diskretna metoda najmanjih kvadrata

Neka je funkcija f zadata na diskretnom skupu tacaka X,,...,X, kojih je
mnogo vise nego nepoznatih parametara aproksimacijske funkcije
o(X,8y,...,a,,).
Funkcija ¢ se odreduje iz uslova da Euklidska norma vektora greSaka u
¢vorovima aproksimacije bude najmanja moguca tj. tako da minimizujemo S,

S =3 (F(x) - (%)) - min.

Ovu funkciju S (kvadrat euklidske norme vektora greske) interpretiramo
kao funkciju nepoznatih parametara S =S(a,,...,a,). Oc¢igledno je da je uvek
S >0, bez obzira kakvi su parametri. Dakle, zadatak je minimizovati funkciju S,
kao funkciju viSe promenljivih a,,...,a,. Ako je S dovoljno glatka, a ovako

definisana jeste, neophodan uslov ekstrema je

ﬁ=0 , k=0,..m.
oa,

To je tzv. sistem normalnih jednacina.
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3.2.1. Linearni problemi i linearizacija

[lustrujmo problem na najjednostavnijem primeru, kad je aproksimacijska
funkcija pravac.

Primer 3.2.1 Zadate su tacke (X,, f,),....(X,, f,) koje po diskretnoj metodi
najmanjih kvadrata aproksimiramo pravcem

o(x) =a, +aX.
Greska aproksimacije u ¢vorovima koju minimizujemo je

n

S =S(@y,a) = Y(f, —p(x))? = Y(f, —a, ~a,x)? > min.

k=0
Nadimo parcijalne izvode po parametrima a,1i a, :

0S .

O0=—=-2) (f, —a,—a,X,),
B a3 -a-ax)
0S s

0=——=-2>(f, —a, —a,x )X, .
aal k=0

Deljenjem sa -2 i sredivanjem po nepoznatim a,i a,, dobija se linearan sistem

a, (n+1) +4a, Zn:xk :Zn: f,
k=0 k=0
n n n
8y Y X +a Y xE=> fix .
k=0 k=0 k=0

Uvedemo li standardne skra¢ene oznake

3|=§an<' t,=> fix., 1>0,

linearni sistem moZemo zapisati kao
Spd, +5,8, =1,
(3.2.1) S8, +S,8 =1t,.

MoZe se pokazati da je matrica sistema regularna, jer je njena determinanta
razli¢ita od nule. Determinanta matrice sistema je s, s, —S’. Kosi-Svarcova

nejednakost primenjena na vektore
e=[1..2] i x=[xp, X, X, |,
daje s, s, >s’, pri ¢emu jednakost vazi samo ako su vektori e i X linearno

zavisni. Kako predpostavljamo da imamo barem dve razli¢ite apscise polaznih
taCaka X, (prirodan uslov za pravac koji nije paralelan sa ordinatom),

nejednakost mora biti stroga tj. vazi da je s, s, >S/. Dakle, postoji jedinstveno
reSenje sistema. Samo reSenje dobija se reSavanjem sistema (3.2.1).
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Ostaje joS pitanje da li smo dobili minimum, a to se moZe pokazati
koriS¢enjem drugih parcijalnih izvoda (dovoljan uslov minimuma je pozitivna
definitnost Hesijana). Medutim, moZe i na laksi nacin. Kako se radi o zbiru
kvadrata, S predstavlja paraboloid s otvorom prema gore u promenljivama a, i

a,, pa je jasno da takvi paraboloidi imaju minimum.

Za funkciju ¢ bismo mogli uzeti i polinom viSeg stepena,
o(x) =a, +a,X +...+a,x",
ali postoji opasnost da je za malo vece m (m=10) dobijeni sistem vrlo lose

uslovljen (matrica sistema vrlo blizu singularne matrice), pa dobijeni rezultati
mogu biti veoma pogresni. Zbog toga se za prikaz sa polinomima viSeg stepena ni
ne koristi prikaz polinoma u bazi potencija, ve¢ ako se koriste aproksimacije
polinomima viSeg stepena, koriste ortogonalni polinomi.

Linearni model diskretnih najmanjih kvadrata je potpuno primenljiv na opstu
linearnu funkciju

P(X) =8, 9y (X) +...+ 2,0, (X),
gde su ¢,,...,,, poznate (zadate) funkcije. Sledi ilustracija na opStoj linearnoj
funkciji sa 2 parametra.

Primer 3.2.2 Zadate su tacke (X, f,).....(X,, f,) koje po diskretnoj metodi
najmanjih kvadrata aproksimiramo funkcijom oblika ¢(x) = a, ¢,(X) +a,¢,(X).

Postupak je isti kao u prethodnom primeru. Minimizujemo kvadrat Euklidske
norme vektora greSaka aproksimacije u ¢vorovima

S =S(a0,8) = > (f ~ o))" = 3 (F, — 2005 (4) -0, (x.))” - min.

Sredivanjem parcijalnih izvoda

0S C
0= 8? - _22( f —a,0, (%) — 10, (X)) @0 (X ) »
k=0

0

oS :
0= 6? - _ZZ(fk — a9, (%) — e (X ey (X )
k=0

1
po promenljivama a,i a,, uz dogovor da je

Sp = Z¢§(Xk)' S, = Zwo(xk)(ﬁl(xk)' Sy = Z§012(Xk)r
k=0 k=0 k=0

ty= Z fepo(X), t = z feo (%),
k=0 k=0

dobija se isti oblik linearnog sistema
Spd +S,a, =1,
S8, +5,8, =1,.

A ovaj sistem ima ista svojstva kao i u prethodnom primeru.
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Ako ¢ nelinearno zavisi od parametara, dobija se nelinearan sistem

jednaCina, koji se relativno tesko reSava. To postaje ozbiljan problem
optimizacije , koji se moZe reSavati metodama pretraZivanja ili nekim drugim
metodama posebno prilagodenim upravo za reSavanje nelinearnog problema
najmanjih kvadrata (npr. Gauss-Newtonova metoda ili Levenberg-Marquartova
metoda).

Sledi ilustracija nelinearnog problema najmanjih kvadrata na jednostavnom
primeru.

Primer 3.2.3 Zadate su tacke (X,, f,),....(X,, f,) koje po diskretnoj metodi

ax

najmanjih kvadrata aproksimiramo funkcijom oblika ¢(x) =a,e™. GreSka

aproksimacije u ¢vorovima (funkcija koju minimizujemo) je

n n

S =S(a,.a) =) (f, —e(x))? =D (f, —a,e*™)* > min.

k=0 k=0
Parcijalni izvodi po promenljivama a,i a, su
0S .

0=—=-2 f —a ealxk ealxk’
FREEONUELYSS

0-5 —2) " (f, —a,e™™ )a,x ™,
oa, k=0

Sto je nelinearan sistem jednacina.

S druge strane, ako logaritmujemo relaciju
P(x) = a,e™,
dobija se
Inp(x) =In(a,) +a,x.
Logaritmujemo jo$ i vrednosti funkcije f utacakama X, , pa uz supsitiucije

h(x)=In f(x), h, =h(x,)=Inf,, k=0,..,n,

w(x) = Ing(x) =b, +b,x,
gde je

b,=In(a,), b, =4,
dobija se linearni problem najmanjih kvadrata

S =§(b0’b1) :Z(hk — (X))’ :Z(hk —by —b;x,)? — min .
k=0 k=0

Na kraju iz reSenja b, i b, ovog problema, lako ocitamo a,i &,
a,=e>, a, =bh,.

MoZe se uoCiti da ovako dobijeno reSenje uvek daje pozitivan a,, tj.
linearizacijom dobijena funkcija ¢(x) ¢e uvek biti veca od 0. Naravno, to nije
,pravo” reSenje za sve pocetne tacke (X,,f,) i ne mogu se na ovakav nacin
linearizovati svi pocetni podaci, jer mora biti f, >0, da bismo mogli
logaritmovati.
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Ipak i kad su neki f, <0, moZe se, koriS¢enjem translacije svih podataka

dobiti f, +translacija > 0, pa onda nastaviti postupak linearizacije.

Sledi nekoliko funkcija koje su Cesto u upotrebi i njihovih standardnih
linearizacija u problemu najmanjih kvadrata.
(a) Funkcija
P(x) =a,e™
se linearizuje logaritmovanjem
w(x) = logp(x) =log(a,) +a,logx , h, =log f,, k=0,..,n.
Dobija se linearan problem najmanjih kvadrata

S =S(by,b,) = > (h —b, b, log(x,))* — min,
k=0

gde je,
by =log(a,) , b, =a,.

Da bi se izvela linearizacija moraju bitii x, >01 f, >0.

(b) Funkcija

P(x) =
a, +a, X
se linearizuje na sledeci nacin
(//(X): L =ao l +a1 ’ hk :i ) k=0,...,n.
o(x) X f

Pripadajuci linearan problem najmanjih kvadrata je
S =S(ag.a,) =Y. (h —a, —a,x,)° - min.
k=0

(c) Funkcija

P(X) =
a, +a,x
se moze linearizovati na viSe nacina. Prvo, mozZe se staviti da su
1 1 1
y(X)=——=a,—+a,, h=—, k=0,...,n.
o(X) X f

Pripadajuci linearan problem najmanjih kvadrata je
S =S(ay,a,) =Y. (h _a, L _a)? - min.
k=0 Xy

A moZe se koristiti i sledeé¢i nacin

X
W(X):L:ao"_alx; hk:_k ) k:O,...,n,
@

(X) f

paje pripadajuci linearan problem najmanjih kvadrata

S =S(ag.a,) =Y. (h, —a, —a,x,)° - min.
k=0
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(d) Funkcija
1
p(X) = ——
a, +a,e
se linearizuje stavljanjem

1
X)=——=a,+ae*, h =— , k=0,..,n.
w(X) o(X) 0 1 k

Pripadajuci linearan problem najmanjih kvadrata je

S =S(ay,a,) =Y (h —a, —a,e™)? - min.
k=0

3.2.2. Matri¢na formulacija linearnog problema najmanjih kvadrata

Da bi se formirao matri¢ni zapis linearnog problema najmanjih kvadrata,
moraju se preimenovati nepoznate, kako bismo matricu, vektor desne strane i
nepoznate u linearnom sistemu pisali u uobicajenoj formi (standardno su
nepoznate X;,X,,..., ,ane a,,a,,..., ).

Predpostavimo da imamo skup mernih podataka (t,,y,), k=1...,n i Zelimo
taj model aproksimirati funkcijom oblika ¢(t). Ako je ¢(t) linearna tj. ako je

P(X) =% ¢ (t) +..+ X0, (1),
onda treba pronaci parametre X, tako da merni podaci (t,, y,) zadovoljavaju

Yk :ij(Dj (tk) ’ k =1...,n.
i1

Ako oznacimo
Ay :§0](Xk) » b=V,
onda prethodne jednacine moZemo zapisati u obliku Ax =Db.

Ako je mernih podataka viSe nego parametara, tj. ako je n>m , onda sistem
jednacina ima viSe jednacina nego nepoznatih, pa je predimenzionisan.

Kao Sto je vel receno, postoji mnogo nacina da se odredi ,najbolje” reSenje,

ali iz statistickih razloga to je ¢esto metoda najmanjih kvadrata, tj. odredujemo x
tako da minimizira greSku r = Ax—b (za r kazemo da je rezidual).

(3.2.2) min|r|, = min|Ax —b

2,beR”, xeR™.

Ako je rang(A) <m, onda reSenje X ovog problema nije jedinstveno, jer mu

moZemo dodati bilo koji vektor iz nul-prostora od A, a da se rezidual ne
promeni. Sa druge strane, medu svim reSenjima X problema najmanjih kvadrata

uvek postoji jedinstveno redenje X najmanje norme tj. koje jo$ minimizira i |||, .
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3.2.3 Karakterizacija resenja

Prvo, okarakteriSimo skup svih reSenja problema najmanjih kvadrata.

Teorema 3.2.4 Skup svih reSenja problema najmanjih kvadrata (3.2.2) oznac¢imo
sa

S ={xeR"|| Ax—b], = min}.
Tada je x € S ako i samo ako vaZi sledeca relacija ortogonalnosti
(3.2.3) A" (b— Ax) =0.

Dokaz: Predpostavimo da X zadovoljava relaciju ortogonalnosti A'f=0,
f =b— AX. Tada za bilo koji xe R™ imamo
r=b—-Ax=rf+AX-—Ax=F—-A(Xx—X).
Ako oznacCimo sa e = Xx—X, onda je
Irls = r"r=(F - Ae)" (F - Ae)
=78+ el =[F[; +]Ac.

Kako je |Ae|, > 0, vidimo da je minimalna vrednost za |r|, jednaka |f

, pa X= X
minimizira |r|,. Time je pokazano da je X€S.
Pokazimo obrnutu implikaciju kontradikcijom. Predpostavimo da je
A'f=z#0iuzmimo X=X+¢&z.
Tada je
r=f-cAz
i
2 AT o AT &
I, =rTr=F"¢—267"2+£%(Az)" (AZ) < FTF
za dovoljno mali ¢, pa X nije reSenje u smislu najmanjih kvadrata, Sto znaci da
nijeu S.
m

Relacija (3.2.3) Cesto se naziva sistem normalnih jednacina 1i piSe se u obliku
(3.2.4) AT Ax=A"b.

Matrica A'A je simetri¢na i pozitivno semidefinitna, a sistem normalnih
jednacina je uvek saglasan (tj. ima bar jedno reSenje), jer je
AbeR (A)=R (ATA).

Vazii sledece tvrdenje:

Tvrdenje 3.2.5 Matrica A"A je pozitivno definitna ako i samo ako su kolone
matrice A linearno nezavisne tj. rang(A)=m.
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Dokaz: Ako su kolone matrice Az[ai,...,am] linearno nezavisne, tada za svaki
X # 0 vazi (prema definiciji linearne nezavisnosti)
Ax=xa +---+x.a,#0,
pri ¢emu su X; komponente od X.Za takav X je
x" AT Ax =|| AX| >0,
tj. AT A je pozitivno definitna.

Sa druge strane, ako su kolone linearno zavisne , onda postoji X, # 0 takav da
je Ax, =0, paza takav x, vazi x] ATAx, =0. Ako je X takav daje Ax=0, onda je
x"ATAx>0, paje A" A pozitivno semidefinitna. Drugim re¢ima, A" A je uop$teno
pozitivno semidefinitna, a pozitivnu definitnost obezbeduje tek pun rang kolone

matrice A.
O

Iz prethodnog sledi da uslov rang(A) =m, osigurava postojanje jedinstvenog

reSenja problema najmanjih kvadrata. U tom slucaju reSenje i pripadni rezidual
zadovoljavaju

x=(ATA)AD, r=b—A(ATA)ATD.

Ako je S < R" potprostor, onda je P, e R™ ortogonalni projektor na S, ako
jeR (R)=S i
PE=P, P] =P
Dalje, vazi i
(I-R)*=1-PR, (I-R)R =0,
paje | —P, projektor na ortogonalni komplementod S.
Tvrdimo da postoji jedinstveni ortogonalni projektor na S. Predpostavimo
da postoje dva ortogonalna projektora P, i P,.Za sve z e R", tada vazi
||(P1 - Pz)Z”z =7 (Pl - Pz)T (Pl - P)Z =7’ (P:LT P1 - PzT Pl - P1T Pz + PzT Pz)z
=7 (R-PR-RP+PR)z
=2'R(1-R)z+2'P,(1-R)z=0.
Odatle sledi da je P, =P,, tj. ortogonalni projektor je jedinstven.

[z geomtrijske interpretacije problema najmanjih kvadrata se vidi da je Ax
ortogonalna projekcija vektora b na R (A).

R(A)

AX
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Takode je 1= (I —PF4)b iuslufaju punog ranga matrice A vazi
Pacay = A(ATA) AT,
Ako je rang(A)<m, onda A ima netrivijalni nul-potprostor i reSenje

problema najmanjih kvadrata nije jedinstveno. Neka je X jedno od resenja. Skup
svih resenja S onda moZemo opisati kao

S={x=R%+zlzeN (A)}.
Akoje X LV (A), ondaje

X

I, =[1%1; + 1l

pa je X jedinstveno reSenje problema najmanjih kvadrata koje ima minimalnu
euklidsku normu.

3.2.4 Numericko resavanje problema najmanjih kvadrata

Postoji nekoliko nacina reSavanja nelinearnih problema najmanjih kvadrata u
praksi. Obi¢no se koristi jedna od slede¢ih metoda:

1. Sistem normalnih jednacina

2. QR faktorizacija

3. Dekompozicija singularnih vrednosti
4. Transformacija u linearan sistem

Sistem normalnih jednacina

Ova metoda je u odnosu na ostale, najbrza ali najmanje ta¢na. Koristi se kad

je ATA pozitivno definitna i kad je njena uslovljenost mala. Matrica A" A se
rastavi faktorizacijom Coleskog, a zatim se resi linearan sistem

A" Ax=A"b.
Ukupan broj aritmeti¢kih operacija za racunanje A'A, A'b, a zatim i

faktorizaciju Coleskog je nm? +%m3+0(m2). Kako je n>m, onda je prvi ¢lan

dominantan u ovom izrazu, a poti¢e od formiranja A" A.

QR faktorizacija

Ponovo predpostavimo da je A" A pozitivno definitna. Polazimo od re$enja
problema najmanjih kvadrata dobijenog iz sistema normalnih jednacina

x=(ATA)"AD.
Zatim napiSemo QR faktorizaciju matrice A
A=QR=QR,,
gde je Q, ortogonalna matrica tipa (n,m), a R, trouglasta tipa (m,m) i uvrstimo
u reSenje. Dobija se
x=(A"A)TATD = (R;Qy QuRy) "Ry Qs
=(R)R)) "Ry Qb =R;’R,T R Qib =R, Qb ,
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tj. X se dobija primenom ,invertovane“ skracene QR faktorizacije matrice A na
b (po analogiji sa resavanjem linearnog sistema , samo $to Ane mora imati
inverz)

Preciznije, da bi se naSlo X, reSava se trouglasti linearan sistem

Rpx=Qqb .

Na ovakav nacin se najCeS¢e reSavaju problemi najmanjih kvadrata. Moze se

. y . 2 v .y .
pokazati da je cena ra¢unanja 2nm? —§m3, Sto je dvostruko viSe nego za sistem

normalnih jednacina kad je n>m, a pribliZzno jednako za n=m.

QR faktorizacija se moZe koristiti i za problem najmanjih kvadrata kad
matrica A nema pun rang kolone, ali tada se koristi QR faktorizacija sa
pivotiranjem kolone (na prvo mesto se dovodi kolona c¢iji ,radni deo“ ima
najvecu normu). Jer, ako matrica ima rang r<m, onda njena QR faktorizacija
ima oblik

Rll R12
A=QR=0Q| 0 0
0 0

gde je R, nesingularna reda r, a R, neka rx(m-r) matrica. Zbog gresSaka
zaokruZivanja, umesto pravog R, izracunamo

Ry Ry
R=|0 R,|
0 0

Naravno, Zeleli bismo da je ||R22||2 vrlo mala, reda velicine 8||A ,» ba da je
moZemo ,zaboraviti“ tj. staviti R,, =0 i tako odrediti rang matrice A. Ali to nije

uvek tako. Na primer, bidijagonalna matrica

1
2
A=
1
1
L 2
je skoro singularna (det(A) =27), njena QR faktorizacijaje Q=1, R=A i nema

nijednog R,, koji bi bio ponormi mali. = Zbog toga koristimo pivotiranje, koje

R,; pokuSava drZati $to bolje usloveljnim, a R,, po normi $to manjim.

Dekompozicija singularnih vrednosti
Smatra se da je jedna od najkorisnijih dekompozicija i sa teorijske strane (za

dokazivanje Cinjenica) i sa prakti¢ne strane dekompozicija singularnih vrednosti
ili skrac¢eno SVD (na engleskom ,singular value decomposition®).
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Teorema 3.2.6 Ako A ima pun rang, onda je reSenje problema najmanjih
kvadrata

min”AX - b”z
jednako
x=VX'Ub,
tj. dobija se primenom ,invertovanog” skra¢enog SVD-aod A na b.

Dokaz: Vazi
| Ax=b|} =u ZvTx-b[.

Kako je A punog ranga to je i 2. Zbog unitarne ekvivalencije euklidske

norme, vazi
2

vl o svn -

{Bﬂ(u YVTx-b)

2
2

=2V 7x-UT[; +u7b,.

YVTx-Ub
-Ugb

2
Prethodni izraz se minimizira ako je prvi ¢lan jednak 0 tj. akoje x=V X 'U"b.
Dobija se i da je vrednost minimuma min|Ax —b|, = HUJbH2 :

O

Primetimo da je u prethodnoj teoremi, reSenje dobijeno, kad je matrica A
punog ranga. Uobicajeno je da se SVD primenjuje u metodi najmanjih kvadrata i
kad matrica A nema pun rang kolone. ReSenja su istog oblika, samo $to moramo
znati ,izraCunati“ inverz matrice > kad ona nije regularna, tj. kad ima neke nule

na dijagonali. Takav inverz zove se generalizovani inverz i oznacava sesa >.". U
slucaju da je
2, 0
> =
0 O

pri ¢emu je X, regularna, onda je

s L
0 O
Jo§ preciznije, za problem najmanjih kvadrata vazi sledece tvrdenje:

Tvrdenje 3.2.7 Neka matrica A imarang r <m. ReSenje X koje minimizira
||AX — b||2 moZe se okarakterisati na sledeéi nac¢in. Nekaje A=U XYV ' SVD

matrice A inekaje

0
A=UXVT =[u1,u2]ﬁ1 0}[vl,vz]T U, >,V ,
gde je >, nesingularna, reda r, a matrice U, i V, imaju r kolona. Neka je
o= O-min (Zl)

najmanja ne-nula singularna vrednost od A. Tada se sva reSenja problema
najmanjih kvadrata mogu napisati u formi
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x=V,>'U/b+V,z,
gde je z proizvoljan vektor. ReSenje X koje ima minimalnu euklidsku normu je
ono za koje je z=0, t;j.

x=V, > 'U/b
i vazi ocena

||b||

I, <

Dokaz: Dopunimo matricu [U,,U,] kolonama matrice U, do ortogonalne

matrice reda n i oznaCimo je sa U. KoriS¢enjem unitarne invarijantnosti

euklidske norme, dobija se
2

U/
| Ax—bf} =0 (Ax-b)| =] U] U, =,V x-b)
U, i
>V, x-U/b 2 2 2
- _UZTb =H21V1TX—U1TbH2 +HU2TbH2 +HU;bH2

_Ulb

2
Izraz je minimiziran kad je prva od tri norme u poslednjem redu jednaka 0, tj.
ako je
>, V. 'x=U/b
ili
x=V,>'U/b.

Kolone matrica V, i V, su medusobno ortogonalne, pa je V,'V,z =0 za sve
vektore z. Odavde se vidi da X ostaje reSenje problema najmanjih kvadrata i
kad mu dodamo V,z, za bilo koji z, tj. ako je

x=V, > 'U/b+V,z.

To su ujedno i sva reSenja, jer kolone matrice V, razapinju nul-potprostor

N (A). Osim toga, zbog spomenute ortogonalnosti vazi i

Il = vs i 0Tb, +|v.2;

2’
a to je minimalno za z = 0. Na kraju, za to minimalno reSenje vaZi ocena
TbH

_ [l

O

[, =M XM o], =[x 0], P,

O

ReSenje problema najmanjih kvadrata koriS¢enjem SVD-a je najstabilnije, a
moZe se pokazati da je za n>m, njegovo trajanje priblizno jednako kao i
trajanje reSenja koriS¢enjem QR-a. Za manje n, trajanje je priblizno

4nm? +gm3 +0(m?).
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Transformisanje problema najmanjih kvadrata u linearan sistem

Ako matrica A ima pun rang po kolonama, onda problem najmanjih kvadrata
moZemo transformisati i u linearan sistem razlicit od sistema normalnih
jednacina.

Simetrican linearan sistem

0 ollallo)

ekvivalentan je sistemu normalnih jednacina. Ako napiSemo prvu i drugu blok
komponentu

r+Ax=b, A'r=0,
onda uvrsStavanjem r -a iz prve blok jednacine u drugu dobijamo sistem

A’ (b—- Ax) =0.

Prvi sistem ima bitno manji raspon elemenata od sistema normalnih

jednacina. Osim toga, ako je matrica loSe uslovljena, kod tog sistema moZemo
lakse koristiti iterativno profinjavanje reSenja.

4.  Iterativne metode za resSavanje nelinearnih problema
najmanjih kvadrata

4.1 Postavka problema

Potrebno je naéi globalni minimum sume kvadrata m nelinearnih
funkcija,

(4.1.1) min f(x) , f(X) =%Zri2(x) =%r(x)T r(x) , m>n, xeR".
i=1
Ovde je svaka r,(x), i =1,...,m nelinearna funkcija na R". Naravno, vazi da

ako bi svi r;(x) bili linearni po X , tada bi (4.1.1) bio linearan problem
najmanjih kvadrata. Problem se moZe predstaviti i kao resavanje sistema m
nelinearnih jednacina

(4.1.2) r(x)=0, i=1..,m,

gde su r;(X) rezidualne funkcije.

Osnovne metode za reSavanje nelinearnih problema najmanjih kvadrata
zahtevaju informacije o izvodima komponenti r,(x). U daljem tekstu
predpostavaljamo da su I, (x) dva puta neprekidno diferencijabilne.

Jakobijan rezidualnog vektora r(x) = (r,(X),...,r, . (X)) je

ari_(x)’ i=1..m, j=1..n,
OX.

]

(4.1.3) J(x) =
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a Hesijan po r;(x) je
0°r,(x)

(4.1.4) G (X)=V2r(x) eR™, G;(X) = ,i=1..,m.
OX;OX,

Prvi i drugi izvod funkcije f(x) su:

(4.1.5) Vi (x) = iri (X)Vr (x) = J(X)" r(x) = g(x)

(4.1.6) VZE(x) = i(Vri (X)Vr. (X)" +r,(X)V?r, (X))

=300 I()+S(x) =H(x),
pri cemu je

(4.1.7) S(x) = Zm:ri (X)V?r.(x).

4.2 Newtonova i modifikovana Newtonova metoda

Uzimamo da je kvadratni model, odnosno kvadratna aproksimacija q® (x),
koja se dobija pomocu Tejlorovog razvoja funkcije f(x) u okolini tacke X, .

(421)  qU0= F(4)+VERT X%+ (K- XIH5)(X %)
=%r(xkf F(%) + (3 (%)7 + 1) (X=X,

F X)X I06) + S5 )IX-X,).

Diferenciranjem % (x) i izjedna¢avanjem njenog prvog izvoda sa nulom,
pod predpostavkom da je H(X,) pozitivno definitna matrica, dobi¢emo tacku
X, koja minimizira funkciju q%“ (x):

0=vg™ (x) = VF (%) + H(x)(x—x,) -

A odavde imamo daje x,, =X, —H(x/)"Vf(x.),paje
(4.2.2) S, =Xy — X =—H ()" VF(x,).

Sada moZemo da definiSemo Newtonovu metodu za problem (4.1.1) tj. iterativni
proces:

Xy =X —HX)'Vi(x) ,k=01,..
.

(4.2.3) X = X — (B (%) I} )+ S N I(X ) r(X,)
Za smer S, (za koji kaZzemo da je Newtonov smer) vazi da je opadajudi, jer uz
uslov daje H(x,) pozitivno definitna matrica, imamo da je

(VE(X),8,) =S, VF(x,) ==VF(x. ) H(x,)"Vf(x,)<O0.

24



Algoritam 4.2.1 (Newtonova metoda)
Korak 0. Zadati x, e R", £>0, k=0

Korak 1. Ako je |[Vf (x,)| < & stati, inace pre¢i na korak 2.
Korak 2. Resiti H(x,)s, =—Vf(x,), pos,.
Korak 3. Staviti daje X,,, =X, +S,, K:=K+1 ivratiti se na korak 1.

Teorema 4.2.2 (Teorema o konvergenciji Newtonove metode)
Neka je f €C? inekaje x, dovoljno blizu reSenja minimizacijskog problema

X, pri ¢emu je Vf(x)=0 . Ako je Hesijan H(x,) pozitivno definitan, a H(x)

ispunjava Lipsicov uslov, ‘Hij (x)—H, (y)‘ <pBlx-y

, Zaneko g isve i, ], pri
cemu su H;(x) (i,])-ti element H(x), onda je Newtonova iteracija
Xy =X —H(X)™"Vf(x,) dobro definisana. Generisani niz {x } kvadratno

konvergiraka x .

Dokaz:
Neka je h, =x,—X . Iz Tejlorove formule imamo da je

* 2
0=VFf(x)=Vf(x)—-H(Xx)h, +O(||hk|| ).
Kako je f €C?, x, je dovoljno blizu x~, aH(x") je pozitivno definitan, logi¢no je
pretpostaviti da je X, u okolini x*, da je H(x) pozitivno definitan i H(x, )™
ograni¢en odozgo. Stoga k -ta Newtonova iteracija postoji. MnoZe¢i sa H(x,)™
imamo da je
-1 2
0=H(%)Vf (x) -, +O(In )

=5~ +O(Jh ")

= +O(In[).

Iz definicije O(-), imamo da postoji konstanta C, takva da je

(4.2.4) Ihe..| < C|h ||2 .
Ako x, e Q={x|[h|<y/C,h=x-X",y €(0,1)}, tadaje
(4.2.5) Ihe|<r|n]<r?ic<yic .

Stoga je X, €Q, pa indukcijom po k imamo da je Newtonova iteracija dobro
definisana, za sve k i [|h | —0, kad k — o, pa iterativni niz konvergira. Takode

(4.2.4) pokazuje da ovde imamo kvadratnu konvergenciju.
m

Primecuje se da je Newtonova metoda, lokalna metoda. Ako je pocetna tacka

suviSe daleko od reSenja, nije sigurno da je Hesijan pozitivno definitan, ni da je
Newtonov smer opadajuci, pa konvergencija nije zagarantovana.
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Kako bi obezbedili konvergenciju, iteracijski postupak (4.2.2) modifikujemo,
stavljajuci da je
(4.2.6) o by = X =X ==, H(x) VI (%),

gde je o, duzina koraka.

Odatle sledi algoritam modifikovane Newtonove metode.

Algoritam 4.2.3 (Modifikovana Newtonova metoda)
Neka je f dva puta neprekidno diferencijabilna, sa pozitivno definitnim

Hesijanom.
Korak 0.Zadati x, e R", £ >0, k:=0.

Korak 1.1zratunati Vf(x,) Akoje |Vf(x,)|<e& stati, inade i¢i na korak 2.
Korak 2. 1zracunati H(x,)d, =-Vf(x,),po d,.
Korak 3. Na¢i «, , takvo daje f(x, +¢,d,) = migl f(x, +ed,).

Korak 4. Staviti daje X, =X, +,d,, K=k +1 ivratiti se na korak 1.

Teorema 4.2.4 (Konvergencija modifikovane Newtonove metode)
Neka je je f e R" — R dva puta neprekidno diferencijabilna na otvrenom

konveksnom skupu D € R". Predpostavimo da za bilo koju tacku X, € D, postoji
konstanta m > 0, takva da f(X) ispunjava
(4.2.7) u'vZf(x)u > mlu
gde je L(x,) = {X| f(x)< f (XO)} nivo skup .
Tada za niz {X, | , generisan algoritmom 4.2.3 vazi:
(1) Ako je {Xk} konacan, za neko k ¢e biti Vf(x,)=0.

(2) Ako je {Xk} beskonacan , konvergirace ka jedinstvenom minimumu x".

2 .
, zasvako ue R" ixe L(X,),

Dokaz:
Prvo, iz (4.2.7) imamo da je f(x) strogo konveksna funkcija na R", pa je

stacionarna tacka jedinstveni globalni minimum. Takode, iz predpostavki imamo
da je skup L(x,) ogranicen, zatvoren, konveksan skup. Kako je niz {f(x)}

monotono opadajuci, imamo da je {Xk} c L(x,) i {Xk} je ogranicen. Stoga, postoji
grani¢na tacka XelL(x,), takva da x, >X i f(x)— f(X). Takode, kako je
f eC*(D), iz teoreme 2.3.3, imamo da Vf(x)—Vf(X)=0. Na kraju, uz
napomenu da je stacionarna tacka jedinstvena, imamo da ceo niz {Xk} konvergira

ka X, koja je jedinstveni minimum.
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Ali, bez obzira na modifikaciju, glavni nedostatak, gore navedene Newtonove
metode je da je ¢lan S(x), Hesijana H(x) tesko ili skupo izracunati. Zbog toga bi,
sa ciljem smanjivanja obima racuna, bilo razumno i efikasno, da ili zanemarimo
S(x) ili da koristimo prvi izvod za aproksimaciju S(x).

Primetimo iz (4.2.4) , da kada se r,(x) pribliZi nuli ili se pribliZi linearnoj
funkciji, tada se V°r;(x) priblizava nuli, aS(x) je malo i moZe se zanemariti. Time

je definisan mali rezidualni problem.U suprotnom imamo veliki rezidualni
problem.

4.3 Gauss-Newtonova metoda

Ova metoda se bazira na nizu linearnih aproksimacija reziduala r(x). Ako u
kvadratnom modelu (4.2.1), zanemarimo ¢lan S(x) u H(x), onda (4.2.1) postaje

(43.1) 6709 =2 r(x)" F5) + (X" +1 () (X=X

+%(x—xk)T (3 (x)TIKNX=X,),

a (4.2.2) postaje
(4.3.2) Xeg = X +S =X — (J (Xk )T J (Xk ))71‘] (Xk )T r(Xk) .

Algoritam (4.3.1) (Gauss-Newtonova metoda)
Korak 0: Datisu X,,e>0, k=0

Korak 1: Akoje [Vf(X)|< ¢ stati, inace pre¢i na korak2.
Korak 2: ResSiti

(4.3.3) J(*%)TI(X)s == (%) r(x) po s,.
Korak 3: Staviti
(4.3.4) Xy =X +S, ; K:=k+11iic¢inakorak 1.

Ocigledno, kad J(x,) ima pun rang i gradijent Vf (x) je nenula, smer kretanja
S, je opadajuciza f,zatoStoje
S:Vf (Xk) = SI J (Xk )T r(Xk) = _SI J (Xk )T J (Xk )Sk
= _(J (Xk )Sk)T J (Xk)sk = _”J (Xk )Sk ”2 <0.
Poslednja nejednakost je uvek stroga, sem kada je J(X.)s, =0, Sto je
ekvivalentno sa J(x, )" r(x,) =Vf(x,)=0.

Jednacina (4.3.2) se naziva Gauss-Newtonovom jednacinom. Poredeci
(4.2.3) i (4.3.2), vidimo da je razlika izmedu Gauss-Newtonove i Newtonove

metode, u koris¢enju J(x, )" J(X,) umesto Hesijana H(X,), odnosno Gauss-

Newtonova metoda zahteva samo raCunanje prvog izvoda, dok Newtonova
zahteva i drugi.

27



Primetimo da je drugi korak Algoritma 4.3.1 , samo analogan normalnoj
jednacini linearnog problema najmanjih kvadrata (3.2.4). Pored toga, model t;j.

aproksimacija a(k)(x) (4.3.1) je ekvivalentna, s obzirom na model r(x) u blizini

X, »

(4.3.5) M =r(X,)+J (% )(X—X,)

i reSava se linearan problem najmanjih kvadrata
T 2

(4.3.6) min EHM k (X)H :

Ova dva zapazanja daju da je Gauss-Newtonova metoda, ustvari
linearizuju¢a metoda za nelinearan problem najmanjih kvadrata. Kako je
Newtonova metoda, pod standardnim predpostavkama , lokalno i kvadratno
konvergentna , uspeh Gauss-Newtonove metode ¢e zavisiti od vaZnosti
zanemarenog ¢lana S(x)u H(x).

Sledec¢a teorema pokazuje da:

1. Ako je S(x')=0, onda je Gauss-Newtonova metoda kvadratno
konvergentna;

2. Ako je S(x") malo u odnosu na J(x")" J(x'), onda je Gauss-Newtonova
metoda Q-linearno konvergentna;

3. Ako je S(x) previse veliko , Gauss-Newtonova metoda nece biti
konvergentna.

Teorema 4.3.2
Neka je f:R" >R i feC? Predpostavimo da je X lokalni minimum

nelinearnog problema najmanjih kvadrata (4.1.1) i J(X)"J(x") pozitivno
definitna. Predpostavimo i da je niz {xk} generisan algoritmom (4.4.1) i
konvergira ka x . Tada ako je (J(x)"J(x))™" LipSic neprekidna u okolini X',
postoje K >0 1 & >0, takvi da za X, € B(9) vazi

(4.3.7) ka+1 -~ X*H <K (ka - X*HZ +Hr(x*)H ka —~ X*H).

Dokaz:
Uzmimo 6 dovoljno malo, takvo da za HX—X*H <5, J(X)"I(X) je regularna.

Neka je y LipSic konstanta za J . Iz (4.3.3) imamo da vazi:

S =—(I (%, )T J (X, ))_l J (X, )T r(x) .
paje

Xt — X' = Xy — X — ( (Xk)T J (X, ))71\] (Xk)T r(X)
(4.3.8) = ()T I I B =X ) =1 (%) -
Primetimo da je

J (Xk)(xk - X*) - r(Xk) =J (Xk )(Xk - X*) - r(X*) + I‘(X*) - r(xk)
=1 (X)) + (I (X)X =X ) +r(x)=r(x)) ,
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aiz Teoreme 2.1.9 imamo da je

|96 =X )+ 1) = r(x)] < yw.

Akakoje J(x)'r(x)=0,ondaje —J(x ) r(x)=J(x)-JI(x ) r(x)=0.
Sada, normirajuci dobijamo
[ =X < [ OTIGN T ) = I DT r(x7)
Q)T I 06 % — x|
2

[Hr(x*)H+HJ<xk>T\mxk }
: |

(4.3.9) + |

<[0T IO X =X

Stavljajuci da je
S
K =7 max| 3607 300) | —5—

dobijamo (4.3.7) .
O

Posledica ove teoreme je da je za nula rezidual probleme lokalna
konvergencija g-kvadratna jer ¢lan Hr(x*)Hka—x*H na desnoj strani (4.3.7)

nestaje. Za ostale probleme, ni g-linearna konvergencija nije zagarantovana. U

stvari, ako je X, € B (J) onda (4.3.8) implicira Hxk+l —~ X*H < erk —X|l,za0<r<1
ako je
(4.3.10) K (§+HJ o)) <.

Stoga ¢e g-faktor biti KHJ (X*)H. Pa imamo da za male rezidualne probleme i

precizne pocetne podatke, konvergencija Gauss-Newtonove metode ¢e biti brza,
ali mozda nece konvergirati za velike rezidualne probleme.
Iz izraza (4.3.9) dobijamo jo$ jedan problem, kada se (J(x")—J(x, )" r(x")

posmatra kao ceo, a ne kao aproksimacija sa 7/ka - X*HHr(X*)H. Koristeci Tejlorovu
teoremu i neophodne uslove minimuma (J(x")" J(x") = 0) dobija se:
T
J(x)'r(x") = [J ) +VIX) (%, —X) +O(ka - X*HZ)} r(x’)
=X —X)'VIX)r(x)+ O(ka - X*HZ )
Podsetimo se da je
VIX)Tr(x) =V (x)-JI(x)"r(x),
pa vazi
(4.3.11) [CICOENMCHWICY!

Odatle imamo, da cak i za velike rezidualne probleme, konvergencija moze
biti brza, ako problem nije jako nelinearan (maliVJ ).

<[V £ (- 3(<)T HHr(xT)H+O(ka _X*HZ).
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U specijalnom slucaju linearnih problema najmanjih kvadrata (gde je VJ =0 )
Gauss-Newton postaje reSenje normalnih jednacina i konvergira u jednoj
iteraciji.

Primer 4.3.3:
Neka su r,(X) = X+1, r,(X) = AX* + X —1. Razmotrimo

min £ (x) , f(x)=%22:ri2(x)=%(x+1)2+%(2x2+x—1)2

i=1
gdesun=1, m=2.

Imamo da je Vf(x)=24°x>+31x* —2(1-1)X, paje x=0 stacionarna tacka.
Imamo i da je V?f(X)=64°x*>+641x—2(1-1),5to pokazuje da ako je

A<1,ondaje V*f(0)>0,pa ée x=0 biti lokalni minimum (u ovom slu¢aju bice i

globalni). Jakobijan matrica je J(X) :[ ] i u tom slucaju, iz (4.4.2) imamo

2AX+1
da je Gauss-Newtonova iteracija
. - 2% + 3% —2(A-1)x,
. 24+4A% +4A%xE
Za A2 =0.1, Gauss-Newtonova iteracija ima sledeci rezultat :

1 2 3 4 20 21
X, | 1.000000 | 0.868852 | 0.758504 | 0.664814 | ... 0.103807 | 0.931008
k |22 99 100 101 106
X | 0.083529 | .. 0.000024 | 0.000022 | 0.000019 | ... 0.000017

Moze se videti da, kada je 4 =0.1 stepen nelinearnosti u r(x) je mali i Gauss-
Newtonova metoda radi dobro, a kada je 4 =0, pri ¢emu je r(x) linearna, tada
je x, =0=x". Ovo ukazuje da Gauss-Newtonova metoda dobija minimum u
jednoj iteraciji. Kada je 4 # 0, a X, u blizini nule imamo

X1 = % +(A=Dx +0(X} ) = Ax +0(%).
Kada je 4 dovoljno malo , konvergencija je linearna. Kada je |l| >1, Gauss-

Newtonova metoda je nekonvergentna. Ovaj primer pokazuje da je Gauss-
Newtonova metoda dobra samo kad vazi da je X, blizu X i kad je matrica

S(x") mala.
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4.4. Levenberg - Marquardtova metoda

4.4.1 Metode oblasti poverenja

Problemi koji se resavaju Newtonovom i Gauss-Newtonovom metodom
koriste princip linijskog pretrazivanja tj. aproksimira se posmatrana funkcija
kvadratnim modelom, kreira se iterativni korak i nade pogodna veli¢ina koraka
duZ pravca. Ove metode jesu efikasne, ali se ne mogu Kkoristiti ako Hesijan nije
pozitivno definitna matrica tj. ako je pocetna tacka daleko od tacke u kojoj se
dostiZe lokalni minimum. Razvijen je i drugaciji princip reSavanja ovakvih
problema. To je princip oblasti poverenja.

U metodama oblasti poverenja, prvo se definiSe skup
O ={xl|x-x]<A},
gde je A, precnik Q, za koji smatramo da je adekvatan posmatranoj funkciji

(funkciji cilja). Zatim se bira korak koji ¢e pribliZno minimizovati kvadratni
model u oblasti poverenja tj. takav da je X, +S, pribliZno najbolja tacka na sferi

f+slls] <A,
sa centrom X, i precnikom A, . Ukoliko je korak neprihvatljiv, smanji se veli¢ina

oblasti poverenja a zatim trazi novi minimum. Ove metode zadrzavaju brzu
lokalnu konvergenciju Newtonovih metoda ali imaju i dobru globalnu
konvergenciju.

Model potproblema metode oblasti poverenja je

(4.4.1) mingq® (s) = f(xk)+g[s+%sTBks

pri ogranicenju [s| <A, ,
gde je A, >0 precnik oblasti poverenja, g, =Vf(X,), B, simetricna matrica i
aproksimira Hesijan H,. Uglavnom se koristi Euklidska norma, tako da s,
minimizira q®(s) u lopti pre¢nika A, . I ostale norme mogu biti koris¢ene, s tim

Sto razli¢ite norme odreduju razli¢ite oblasti poverenja.
Ako u (4.1.1) stavimo da je B, =H,, dobija se Newtonova metoda kroz oblast

poverenja. Kljuc¢no pitanje je kako izabrati A, za svaku iteraciju. Generalno vazi

da, ako postoji dobra usaglasenost izmedu modela q®“’(s) i vrednosti funkcije
f (X, +5) , treba izabrati $to je moguce veci A, .

Neka je
(4.4.2) Ared, = f(x,)—f(X +5S.).
I neka je
(4.4.3) Pred, =q®(0)-q™(s,).

Za Ared, kazemo da je stvarno smanjenje, a za Pred, da je predvideno

smanjenje.
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Definisimo odnos

(4.4.4) _ Ared,

r, = )
Pred,

koji meri usagla$enost izmedu modela q® i funkcije f. Odnos r,_igra vaznu

ulogu u odabiru nove iteracije X,,,, kao i u azuriranju prec¢nika oblasti poverenja
A, . Ako je r, blizu 1, onda imamo dobru usaglasenost i mozZemo proSiriti oblast
poverenja u sledecoj iteraciji. Ako je r, blizu 0 ili negativan, suZzavamo oblast
poverenja.

Algoritam 4.4.1 (Algoritam oblasti poverenja)
Korak 0. Zadati pocetne tacke X, , A, A, €(0,A), €>0,0<n,<n, <1,
O<y, <1<y, ik=0
Korak 1. Ako je |[Vf (x,)| < & stati, inace preéi na korak 2.
Korak 2. Priblizno resiti potproblem (4.4.1), po s, .
Korak 3. 1zracunati f(x, +s,) i r,.Staviti daje
X, +S.,zarn >mn
k”:{ X, ,inace
Korak 4. Ako je 1, <n,,tada A, € (0,4, 1.
Ako je 1 €[n,1,), tada Ay, €[1A, A
Akoje t,2n, i [s|=A,, tada A, €[A,,min{y,A,, A}].

(k)

Korak 5. Generisati B, ,,, azurirati q*", staviti k:=k +1 i pre¢i na korak 1.

Ovde imamo da je A globalna granica za svako A,. Za iteraciju u kojoj je
r.>7n,1 prema tome u kojoj je A, ,=A,, kaZemo da je veoma uspeSna. Za
iteraciju u kojoj je r, =7, i stoga X, =X +S,, kaZzemo da je uspedna, a za

iteraciju u kojoj je r, <m, istogai X, =X, kaZzemo da je neuspesSna.
Sledi karakterizacija potproblema (4.4.1).

Teorema 4.4.2
Vektor s” je globalno resenje problema oblasti poverenja

min f + gTs+%sTBs,
(4.4.5) pri ogranicenju ||s| <A,

ako i samo ako je s* dopustivo (zadovoljava sva postavljena ogranic¢enja) i
postoji skalar 4 >0, takav da su slededi uslovi ispunjeni:

(4.4.6) (B+As =—g,
(4.4.7) A(A—|s"|) =0,
(4.4.8) (B+ A1) je pozitivno semidefinitna.

Da bi dokazali ovu teoremu, potrebno je izloZiti joS jedno tvrdenje.
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Tvrdenje 4.4.3
Neka je kvadratna funkcija

(4.4.9) m(s) = gTs+%sT Bs,

gde je B neka simetri¢na matrica. Tada su sledec¢a tvrdenja tacna.
(i) m dostize minimum ako i samo ako je B pozitivno semidefinitnai g je u

rangu B. Ako je B pozitivno semidefinitna, tada svaki s koji ispunjava Bs =—g

je globalni minimum m.
(if) m ima globalni minimum ako i samo ako je B pozitivno definitna.

Dokaz:
(i) (<=) Ako je g u rangu B, onda postoji s takvo da je Bs=-g. Za svako

we R", imamo da je

m(s+w) = gT(S-l-W)-i-%(S-f-W)T B(s+w)
= (gTs+%sT Bs) + gTw+(Bs)Tw+%wT Bw

=m(s) +%wT Bw

(4.4.10) >m(s),
jer je B pozitivno semidefinitna. Zbog toga je S minimum m.

(=>) Uzmimo da je sminimum m. Kako je Vm(p)=Bs+g =0, imamo da je

V?m(p) = B pozitivno semidefinitna, $to daje dokaz.

(ii) (<=) Isto kao kod (i) , uz dodatak da je w' Bw >0 kad god je w=0.

(<=) Kao i u delu (i), zakljucujemo da je B pozitivno semidefinitna. A ako B
nije pozitivno definitna, tada za vektor w=0Oimamo da je Bw=0. Stoga je, iz
(4.4.10) m(s+w)=m(s), pa minimum nije jedinstven, Sto daje kontradikciju.

Radi ilustracije slucaja (i) , predpostavimo da je
100

B=|0 0 0},
0 0 2
koja ima sopstvene vrednosti 0,1,2 i zbog toga je singularna. Ako je g bilo koji
vektor koji ima drugu komponentu 0, tada bi gbila u rangu B i kvadrat bi
dostigao minimum. Ali ako druga komponenta nije 0, mozemo sniziti m(:)

beskona¢no mnogo puta, pomeranjem duZ pravca (0,—g,,0)" .
Sada moZemo dokazati teoremu 4.4.2.
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Dokaz teoreme 4.4.2:
(<=) Predpostavimo da postoji A >0, takvo da su uslovi (4.4.6),(4.4.7) i

(4.4.8) ispunjeni. Tvrdenje (4.4.3)(i) ukazuje da je s~ globalni minimum
kvadratne funkcije

(4.4.11) rﬁ(s)zgTs+%sT(B+ﬂl)s=m(s)+%sTs.
Kako je M(s) > M(s"), imamo da je
(4.4.12) m(s) = m(s”) +§((S*)T s —s's).
Kako je A(A —HS*H) =0,imamo daje A(A° —(s")"s") =0, paje
m(s) > m(s") + g (A% —sTs).
Kako smo uzeli da je A >0, iz prethodne nejednakosti imamo da je m(s) >m(s"),

za svako [s] < A. Stogaje s” globalni minimum problema (4.4.5).

(=>) Predpostavimo da jes  globalni minimum problema (4.4.5) i pokazimo
da postoji 1>0, koje ispunjava (4.4.6)-(4.4.8). U slutaju da je HS*H<A, s je
neograni¢en minimum funkcije m ivazi:

vm(s’)=Bs +g=0, V’m(s’) = B,
gde je B je pozitivno semidefinitna,pa uslovi (4.4.6)-(4.4.8) vazeza 1 =0.
Predpostavimo da je HS*H:A. Tada je (4.4.7) odmah ispunjeno, a s takode

reSava problem sa ogranicenjima
min m(s), pri |s| = A.

Prihvatajuc¢i optimalne uslove za optimizaciju sa ogranicenjima, za ovaj problem
(videti odeljak 2.2), imamo da postoji A, takav da je Lagrangeova funkcija
definisana kao:

L(s,A) =m(s) +§(STS —A?),

ima stacionarnu tac¢ku u s Stavljajudi da je V_L(s", ) =0, dobija se
(4.4.13) Bs"+g+4s =0=>(B+Al)s" =—g,

pavazi (4.4.6).
Kako je m(s)>m(s’)  zabilo koje S, zakojeje s's=(s")"s" = A? imamo
takve vektore s da vazi

m(s) > m(s”) +§((s*) s —s's).
Ako zamenimo izraz za ¢ u (4.4.13), u ovaj izraz, posle sredivanja dobija se da je

(4.4.14) %(s—s*)(B+ll)(s—s*) >0.
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Kako je skup smerova:

*

wiw=+"""_ 73 nekos za koje je |3 A}

gust na jedinici sfere, (4.4.14) je dovoljan za dokaz (4.4.8).

Ostalo je da se pokaZe da je 1>0. Posto vaze (4.4.6) i (4.4.8) po s, iz
tvrdenja (4.4.3)(i) sledi da je s” minizuje M, pa (4.4.12) vazi.

Predpostavimo da samo negativne vrednosti A ispunjavaju (4.4.6) i (4.4.8).
Tada iz (4.4.12) imamo da je m(s)>m(s’) kad god je [g ZHS*H=A. Kako veé
znamo da s* minimizuje m, za [s|<A, iz toga sledi da je s’ neograniceni
minimum funkcije m. Iz tvrdenja (4.4.3)(7) sledi da je Bs=—g i B je pozitivno
semidefinitna. A zbog toga su uslovi (4.4.6) i (4.4.8) ispunjeni za 4 =0, Sto je
kontradikcija sa predpostavkom da samo negativne vrednosti A ispunjavaju

uslove. Zakljucujemo da je 4 >0, ¢ime je dokaz zavrsSen.
m

4.4.2 Analiza Levenberg-Marquardtove metode

U praksi se wuglavnom koristi Gauss-Newtonova metoda sa linijskim
pretrazivanjem. Medutim, ako J(X) nema pun rang, ili Gauss-Newtonova metoda

nece raditi kako treba ili ¢e algoritam konvergirati ka nestacionarnoj tacki
(neophodan uslov za minimum je da bude stacionarna tacka).

Da bi prevazisli ovaj problem, koristi se tehnika oblasti poverenja. Nova
ideja je da stavimo ograniCenje u vidu oblasti poverenja i razmatramo sledeci
model:

1

(4.4.15) min E||J (X )(x= %) +r(x)[
gde je
(4.4.16) I(x=x)[<A,,
gde je A, >0 precnik oblasti poverenja. Model (4.4.15)-(4.4.16) se moZe zapisati
i kao

i 1 1

min g, (X) = §||rk||2 + rkT‘](Xk)(X_ Xk) +§(X_ Xk)T ‘](Xk)T J (Xk)(x_ Xk)

(4.4.17) gdeje [(x—x)|, <A,.

Stavimo da je s=X—X,.

ReSenje potproblema (4.4.15)-(4.4.16) je okarakterisan reSenjem sistema

(4.4.18) (I(x%)"I6) + 2415 ==3 (%) r (%)
DakKle,
(4.4.19) Xia =% — (I (X, )" (%) + 24 1™J (X )! (%)
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Kada je H(J (% )TIX) I )T r(x, )H <A, ,tadaje g =0 ipotproblem je reSen
po S,. U ostalim slucajevima postoji g, >0 takvo da reSenje S, ispunjava
[sill= A i

(4.4.20) (I ()" I) + 115 ==I (%) r(X) -

Kako je (J(x,)" J(X.)+ 1) pozitivno definitna, smer s izveden iz (4.4.18) je

opadajuci. Ova metoda se naziva Levenberg-Marquardtova metoda.

Ovaj metoda moZe i drugacije da se posmatra. Na primer, kao zamena pravila
izmedu Gauss-Nutnove metode i Metode najbrzeg spusta (gradijentna metoda u
kojoj se veliCina koraka ¢, bira tako da se u svakoj iteraciji metode postize

maksimalno opadanje vrednosti funkcije cilja). Ovo podrazumeva da ova metoda
dozvoljava biranje bilo kog od ova smera, za smer kretanja.
Kadaje u, =0, to se svodi na Gauss-Newtonov smer.

Kadaje u, veoma velik, (4.4.18) se aproksimira sa
(4.4.21) wls=-J3(x)"r(x.).

Dobijeni smer je blizu smera najbrzeg spusta. Stavie ako umesto |, ubacimo
neku pozitivno definitnu i dijagonalnu matricu D, , tada (4.4.18) postaje

(4.4.22) (F(%)" (%) + D)8 ==I (%) r(x).

U ovom slucaju je dobijeni smer kombinacija Gauss-Newtonovog smera i smera
najbrzeg spusta uzimajuci u obzir matricu D, .

Razmotrimo sada neke osobine Levenberg-Marquardtove metode.

Neka je s=s(u) reSenje
(4.4.23) QT +u)s==3"r
gde je J=J(X),r=r(x)ig=g(x)=J"r.

Teorema 4.4.4
Neka su g, >0 i s, reSenje sistema (4.4.18). Tada je s, globalno resenje

problema

(4.4.24) ming® (s) =%||Jks+rk ||2
gde je

(4.4.25) Is] < [si]|-

Dokaz:

Kako je s, reSenje problema (4.4.18), tada je

q(k)(sk):%rkTrk +rkT‘]kSk +%S:‘]:‘]ksk
Ly s (3, J, + ul L BRI
=5 e T3 ik /u)sk+§Sk k JKSk
1 T _1 TqT
(4.4.26) _Erk f, — 4SS, Eska J, Sy -
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Sa druge strane, za bilo koje s , imamo

q(k’(s)zérkTrk+sTJkTrk+%sTJkTJks
1; T qT 1.1.7
:Er" r,—S (Jka+,uI)sk+Es JJis

(4.4.27) :%rkTrk—yksTsk—sTJkTJksk+%sTJkTJks.

Tada, za bilo koje s koje ispunjava uslov [ < s, |, zaklju¢ujemo da

1
q(k)(s)_q(k)(sk) ZE(Sk _S)T ‘]I;r‘]k(sk _S)+ﬂk (SISK _STSk)

1
= E(Sk =)' 3¢ 3, (5 —9) + 24, [}si || (Is | Is])

(4.4.28) >0,
Sto pokazuje da je s, globalno optimalno resSenje problema (4.4.24)-(4.4.25).
m

Teorema 4.4.5
Vektor s, je reSenje problema (4.4.15)-(4.4.16), to jest

(4.4.29) min %”Jks +r |

gde je

(4.4.30) Is| <A,

zaneko A, >0, ako i samo ako postoji x>0, takvo da vaZi
(4.4.31) 3.3, +u)s, =-J]r,
(4.4.32) (A, —|s ) =0,

(4.4.33) Isi ]| < A

Dokaz:

U teoremi 4.4.2, uslov (4.4.8) je odmah ispunjen, jer je J'J pozitivno
semidefinitnai A > 0. Uslovi (4.4.31) i (4.4.32) slede iz (4.4.6) i (4.4.7) redom.
m

NajceSce je Levenberg-Marquardtova metoda okarakterisana jednako$c¢u
(4.4.34) (I ()" I(6) + 44 D(x))s == (%) (%),
gde je D(X,) dijagonalana i pozitivno definitna matrica.

Ako uvedemo duzinu koraka ¢, pri ¢emu je ¢, minimum funkcije

m>lcr)1( f(x)—a(I(x) I(X)I(x)r(x))), tada iterativni niz

X =X — 0t (J(X) (%) + 1) I (%) r(x,) opada. Ako «,, ispunjava Armijovo
i Goldsteinovo pravilo (definicija 2.1.10):

(4.4.35) f(x, +s.)<f(x)+ox,09:s. ,0¢€ (0,%),
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tada o, obezbeduje zadovoljavajuc¢e opadanje posmatrane funkcije. Upotrebljava

se kada je strogo linijsko pretrazivanje neefikasno, na primer kada je tacka
dobijena iterativnim postupkom daleko od reSenja. Izbegavanjem strogo liniskog
pretraZivanja skracuje se vreme raCunanja.

Teorema 4.4.6
U (4.4.34), uslovni broj za J(x)" J(X) + #D(X) je nerastuéa funkcija po .

Dokaz:
Neka su f, i f, najveca i najmanja sopstvena vrednost matrice D(X),

respektivno. Neka su A4, i A, najveta i najmanja sopstvena vrednost

J(X)" J(X) + uD(x), respektivno. Neka su g > 1, >0. Kako je rang normalne
matrice u koveksnom omotacu njegovog spektra, imamo da je

A () < A (1) +(t — 15) By

Ao (tt) Ay () + (1 = 115) B,

< A () + (i — 1) (A + ﬂz)_lﬂﬁ(ﬂz)
Ao (1) + (= 1) A+ 1) 2 (1)
ﬂi(ﬂz)

Ao (142)

Odatle sledi zakljucak.
m

Konvergencija Levenberg-Marquardtove metode

Teorema 4.4.7
Neka je {x,} niz dobijen Levenberg-Marquardtovom metodom (4.4.34).

Predpostavimo da je duzina koraka ¢, odredena Armijovim pravilom (4.4.35).
Ako postoji podniz {x, } koji konvergira ka x i ako odgovarajué¢i podniz
{‘]l: J, +44, D, } konvergira ka nekoj pozitivno definitnoj matrici P, gde
Ji, =3(x,) 1 D, =D(x,) oznatavaju pozitivno definitnu matricu, tada je
g(x")=0.

Dokaz:
Izvodi se kontradikcijom. Predpostavimo da je g(x’) # 0. Neka su

Sk, :_(JkTi‘]ki + 4 Dki)il‘];—irki )

s"=lims, =-PJ(x")"r(x"),
gdeje r, =r(x,).Vazidaje g(x)'s <0. Nekasu Se(0)), o€ (O,%) i neka je
M~ najmanje celobrojno ne negativno m, takvo da je

fX+"s )< f(X)+aB8™g(x") s(x).
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Za veoma veliko k,imamo da je

f(x, +B" s )< F(x)+B" g(x)'s, -

Dakle vazi:
(4.4.36) F(%g) = T +A™5,) < F(X)+aB™ g(%,)Ts,.
Kako je metoda monotono opadaju¢a imamo da je
lim f(x,,,)=limf(x)="f (x).
Uzimajudi grani¢ne vrednosti na obe strane u (4.4.36), dobija se da je
f(xX)<f(X)+aB™g(x) s <0,
a to je nemoguce jerje gB™ g(x")"s" <O0.
m

Gornja teorema formuliSe konvergenciju podniza. U sledecoj dajemo
konvergenciju celog niza.

Teorema 4.4.8
Predpostavimo da sledeée predpostavke vaze:

(a) Nivo skup L()_() ={x|f(x)<f ()_()} je ogranicen i zatvoren za bilo koje xeR".
(b) Broj stacionarnih tacaka, u kojima je vrednost funkcije f(x) ista, je konacan.
(c) J(X)" J(x) je pozitivno definitna za svako X.
(d) 4 <M <o zasvako Kk, to jest M je gornje ograniCenje x, .

Tada za svaku pocetnu tacku X,, niz  {X,} generisan Levenberg-
Marquardtovom metodom konvergira ka stacionarnoj tacki funkcije f(x).

Dokaz:
Iz (a) i monotonosti iterativne funkcije znamo da je niz {X, } u kompaktnom

skupu L()_() . To pokazuje da {x, } mora imati tacke nagomilavanja. Da bi dokazali

teoremu, potrebno je dokazati da su tacke nagomilavanja jedinstvene. Iz (c) i (d)
i Teoreme 4.4.7 imamo da je svaka tacka nagomilavanja niza {x,} jedinstvena.

Kako je {f(x)} monotono opadajuéi niz, f(x) ima iste vrednosti kao i tacke
nagomilavanja niza {x,}. Takode iz (b) sledi da je broj stacionarnih tacaka
funkcije f na skupu L()_<) konacan. Odatle sledi da ima samo kona¢no mnogo
tacaka nagomilavanja. Primetimo da za neke podnizove {x, }imamo da x, — X,

i lm g(xki) =g(X)=0,kaoidaje S(/uki) =—(J (in )"J (in ) + 4y D(in ))719()(ki )-
Tada iz (c)i(d) sledida s(z ) — 0. Odatle za niz {s(z, )} imamo da s(z ) —0.

Predpostavimo, na trenutak da imamo viSe od jedne tacke nagomilavanja,
niza {x, }. Neka je ¢ najmanji razmak izmedu bilo koje dve tatke nagomilavanja.

Kako je {x,} kompaktan skup, onda postoji pozitivan celobrojan broj N, takav
da za svako k>N, X, je sadrzan u zatvorenoj lopti sa nekom tackom

nagomilavanja kao centromi ¢ /4 kao precnikom.
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Sa druge strane, postoji celobrojni N'> N takav da [s(z,)|| < %, za svako

k> N'. Odatle , kada je k> N’, svi X, su u zatvorenoj lopti , gore navedenoj, sa

ta¢kom nagomilavanja kao centrom i & /4 kao pre¢nikom. Tada imamo uslove
koji dokazuju teoremu. O

Prethodno navedena teorema , uspostavlja globalnu konvergenciju Levenberg-
Marquardtove metode. Razmotrimo jos i brzinu ove metode.

Teorema 4.4.9
Predpostavimo da niz X, generisan Levenberg-Marquardtovom metodom

konvergira ka stacionarnoj tacki x . Neka je | najmanja sopstvena vrednost
matrice J(X)" J(X), a M maksimum aposlutnih vrednosti iz skupa sopstvenih

vrednosti od S(x) =Y 1, (X )V?r,(X") . Ako stavimo da je

i=1

(4.4.37) r=M/1<1,0<p8<@1-7)/2, u -0,

tada za svako dovoljno veliko k , duzina korakaje ¢, =1,
xea x|

(4.4.38) limsup~—<r,

[ -]
i X" je strogo lokalni minum funkcije f(x).

Dokaz:
Prvo dokaZimo da je «, =1 za dovoljno veliko k. Primetimo da je

(4.4.39) f(x, +s)—f(x)=0,s, +%SIH (X +6s,.)s,,

gde je 8 (01). U skladu sa Armijovim pravilom (4.4.35) , da bi dokazali da je
a, =1, za dovoljno veliko k, treba dokazati da je

(4.4.40) £ars, —[f(x +s.)—f(x)]=0.
Koriste¢i g, =—(J, J, +2,D,)s, i (4.4.39), leva strana (4.4.40) se moZe zapisati
kao

1
(1_ﬁ)sl (‘]II‘]k +44D,)s, _ESIH (% +65s,)s,

= SI [(1_18)‘];% _% H(x)+ Q- 8)uD,)s, _%(H (% +0s,)-H (Xk))}sk

1 1
= SI[(E_ﬂ)JkTJk _ES(Xk)+Vk:|Sk:

gde je V, =(1-/)u D, —%(H (x,—0s,)—H(x.)), a S(x) je definisan u (4.1.6).
Kako V, — 0, da bi dokazali da (4.4.40) vazi za dovoljno veliko k, treba pokazati

da (1- )3, J, - % S(x,) konvergira ka pozitivno definitnoj matrici.
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Primetimo da je najmanja sopstvena vrednost od
1L-L)I(XH)TI(X) - % S(x") ograni¢ena odozdo ida je gonja granica

1 1 1 1

(E_ﬂ)l _EM = I{E—ﬂ—iz’} >0,
Sto je tacno jer se druga nejednakost u (4.4.37) odnosi na f. Tako dobijamo da je
a, =1 za dovoljno veliko k.
Dalje dokazujemo (4.4.38).1z (4.4.34) i (4.1.7) imamo da je

X1 X = Xy -X _(JkTJk +,Uka)_1gk
(4.4.41) =X~ X — (‘]:‘]k + Ay Dk)_l[Hk (Xk o X*) +0c+ Hk(X* B Xk)]

= _(J;Jk + 4 Dk)_l[s(xk)(xk -X) — 1D (X — X))+ g +H, (X — X))

Uzimanjem normi vazi

(4.4.42)
s =X < G830 S RONxe =X |+ 2ac [P =% [+ g + He (6 =%
Kako je
(4‘-4-43) Hgk + Hk (X* - Xk)” = Hgk -9 (X*) - Hk (Xk - X*)H <& ka -x ’
gde &, — 0, deleci obe strane (4.4.42) sa ka — X*H dobija se
o el st faseots io )

Primetimoda x#, —0 i ¢, — 0 iodatle imamo da

HXk+1 —X H M

<—=7
% —x

limsup I

*

Sto dokazuje (4.4.38).

Kona¢no kako g(x)=0 i H(X)=J(x)"J(X)+S(x) sa donjom granicom
| -M >0 najmanjih sopstvenih vrednosti, tada je H(X") pozitivno definitna.
Zbog toga je X strogo lokalni minimum funkcije f(X).

O

Kao Sto je gore pomenuto, Levenberg-Marquardtova metoda se moZe opisati i
analizirati koriste¢i princip metoda oblasti poverenja (4.4.15) i (4.4.16) ili
(4.4.17). Da bi predstavili Levenberg-Marquardtov algoritam kroz oblast
poverenja, potrebna su nam sledeca tvrdenja:

Trvdenje 4.4.10
Neka je s, reSenje potproblema (4.4.1) i nekaje | -| =] |, Tada vazi da je

(4.4.45) Pred, =g (0)-q®(s,)
Lyg Im IIGKII}
>=lg,[Imin A, ,— 5.
Dokaz se moZe naci u knjizi [1].
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Predpostavimo da je norma aproksimacije Hesijana B, ravnomerno
ogranicena i da je skup {x|f(x)<f(x,)} ogranicen. Neka je i funkcija
f:R" >R, na njemu neprekidno diferencijabilna. Zbog  generalizacije,
dopuStamo i da duzina aproksimativnog reSenja s, potproblema (4.4.1) prelazi

granicu oblasti poverenja, pod pretpostavkom da ostane u okviru fiksnog
mnoZioca granice tj. [s,[<7A,, pri ¢emu je 7 pozitivna konstanta. Ove

predpostvke nazivamo pretpostavke A,.

Teorema 4.4.11
Neka vaZe predpostavke A,. Ako algoritam 4.4.1 ima beskona¢no mnogo

uspesnih iteracija, onda niz algoritma 4.4.1 ispunjava
liminf |g, |=0.
k—o0

Dokaz se moze naci u knjizi [1].

Tako prateci razmatranja u odeljku 4.4.1, dobijamo slede¢i algoritam i teoremu,
koji su direktna posledica Algoritma 4.4.1 i Teoreme 4.4.11.

Algoritam 4.4.12 (Levenberg-Marquardtov algoritam kroz oblast poverenja)

Korak0. Data je pocetna tacka X, A, A, € (O,Z), 20, 0, <n,<1i
O<y, <1<y, k=0
Korak1. Ako je |g,]= “J[rku <& stati; inate pre¢i na korak 2.
Korak 2 . Aproksimativno resiti problem (4.4.15)-(4.4.16) po s, .
Korak 3. IzraCunati
Pred, =q%(x)-a¥(s,) ,
Ared, = f(x,)—f(x +5S,),
_ Ared,
" Pred,
Korak 4. Ako je 1, <n,, stavitida je A, =y, A, ii¢inakorak 2.

v

Korak 5. Staviti da je X, , =X, +S, i

_ min{;/zAk,Z},ako jer >n,ils] =A,,
A, inace

k+1

Koraké. Staviti k .=k +1 ii¢i na korak 1.
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Od koraka 2, u gore navedenom algoritmu s, je pribliZno reSenje problema
(4.4.15) - (4.4.16).

To sledi iz tvrdenja 4.4.10, gde je

.
(4.4.46) q®(©0)-q%“(s) > ¢, HJ[rk Hmin A, “J: i H

BEN
za neku konstantu ¢, > 0.

Sada moZemo =zakljuciti konvergenciju , koja je direktna posledica teoreme
4.4.11.

Teorema 4.5.10

Predpostavimo da je funkcija f(x)= %Z r’(x) dva puta neprekidno
i=1
diferencijabilna . Neka je skup L(X,) = {x| f(x) < f(xo)} ogranicen i neka postoje
konstante M, >0, M, >0, takve da je
[V £ (0] <M, vx e L(x,)
[900T 300 < M, wx e L(x,)

Tada vazi:
(4.4.47) lim Vf (%) = lim Jir =0.

5. Primena metoda najmanjih kvadrata

Primenu metoda najmanjih kvadrata moZemo na¢i u mnogim oblastima, a
ovde ce biti prikazana primena u metodama vesStacke inteligencije, konkretno u
veStackim neuronskim mreZama.

5.1 Osnove neuronskih mreza

VesStacka neuronska mreZa ili samo neuronska mreZa je jedan oblik
implementacije sistema vestacke inteligencije. Neuronske mreze koriste principe
ljudskog mozga i njegove strukture, kako bi razvile strategiju obrade podataka.

5.1.1 Bioloske osnove neuronskih mreza

Neuron kao osnovna jedinica nerevnog sistema se sastoji iz Cetiri osnovna
dela:
e ulazni deo ¢elije - Cine ga skup razgranatih niti nazvanih dendriti
e telo cCelije - obraduje signale koje dobija od dendrita , dobijaju¢i tako izlazni
impuls (soma)
e izlazni deo Celije - razgranata nit preko koje se izlazni impuls prosleduje
(aksonom)
e sinapsa - mesto gde se akson dodiruje sa dendritima neke druge celije i na taj
nacin se impulsi prenose od jedne do druge nervne Celije.

43



izlazi prema
5 , . : drugim neuronima
i signali od drugih
neurona

i alll’
\\ /‘ng !N

N

. \l llll .
=i | — sinapsa

\\ dendriti L

5.1 Sematski prikaz biolo$kog neurona

Posmatrajuci kroz obradu signala, rad neurona se upro$¢eno moZe opisati na
sledec¢i nacin: signali se od sinapsi prosleduju do tela neurona, gde se prikupljaju
i obraduju. Ti signali za telo neurona mogu biti pobudujuci ili smirujudi.
Matematicki gledano, oni imaju suprotan predznak. Ako je njihova kumulativna
vrednost tokom kratkog vremenskog intervala, veca od praga osetljivosti
neurona, telo neurona generise impulse, koji se Salju duz aksona prema drugim
neuronima, a ako je manja, neuron ostaje nepobuden i ne generiSe impulse.

Odavde imamo da se obrada signala u neouronu odvija kroz dve operacije:

e sinapticka operacija - daje odredeni znacaj (teZinu) svakom ulaznom signalu
u neuron

e somatska operacija - skuplja sve ,oteZane“ ulazne signale i ako je njihova
kumulativna vrednost veca od praga osetljivosti neurona, generise impulse koje
Salje prema drugim neuronima.

Po uzoru na bioloSki neuron, kreiran je veStacki neuron. Prvi modeli

veStackih neurona su takode obradivali signale kroz sinapticku i somatsku
operaciju. Ovakav model neurona zove se perceptron.
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sinapse

derldrltl nelinearna _ )
X [t] bset jivosti aktivaciona funkcija
ulazni X,(t) \ - v(t) ! i y(t) prema
signali g A drugim
neuronima
ik [t] izlaz
e neurona
prikupljanje (axon)
Slgna a
e =
_v_
sinapticke somatska operacija

operacije

5.2 Sematski prikaz perceptrona

Matematicki se perceptron moze prikazati slede¢im izrazima:

(5.1.1) v(t) = Zw(t) X (1) =W, (1),
(5.1.2) y(t) = l//(t)
gde su:

X, (t) =[x (t),...,x,(t)]" - vektor ulaznih signala neurona (pobudni vektor),
W, (t) =[w,(t),...,w, (t)]" - vektor sinaptickih tezinskih koeficijenata,
W, ., - prag osetljivosti neurona,
v(t) - izlaz operacije konfluencije (mera sli¢nosti ulaznih signala sa
sinaptickim tezinskim koeficijentima),
w(t) - nelinearna aktivaciona funkcija,
y(t) -izlaz neurona.

Ako se vektor ulaza prosiri ¢lanom X, =1,onda izraz (5.1.1) moZemo

napisati na sledeci nacin:
n+1

(5.1.3) v(t) = D wi(t)-x () =w(t)" x(t),
i=1
gde su
X(t) =[x (t),..., X, (t),x.,]" - prosireni vektor ulaznih signala neurona,
w(t) =[w,(t),....,w (t),w ,]" - vektor tezinskih koeficijenata (vektor

sinaptickih tezinskih koeficijenata proSiren pragom osetljivosti neurona).

Izraz (5.1.3) opisuje sinapticku operaciju i prve dve somatske operacije
(prikupljanje otezanih ulaznih signala i poredenje njihovog zbira sa pragom
osetljivosti). Ove tri operacije zajedno cine operaciju konfluencije, a izraz (5.1.2)
opisuje nelinearnu aktivacionu funkciju.
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Sa stanovista primene nelinearnih metoda najmanjih kvadrata u neuronskim
mrezama, najvazniji deo u teoriji neuronskih mreza su algoritmi ucenja. Da bi
bolje razumeli algoritme ucenja, osvrnu¢emo se ukratko na klasifikaciju
neuronskih mreza.

5.1.2 Klasifikacija neuronskih mreza

Neuronske mreZe istrazuje veliki broj naucnika u razli¢itim naucnim
disciplinama. Kao rezultat toga je veliki broj razli¢itih vrsta neuronskih mreZza
koje se medusobno razlikuju i/ili po modelima veStackih neurona od koji su
sastavljene i/ili po nacinu organizacije neurona u mreZi i/ili po primenjenom
algoritmu ucenja.

U odnosu na strukturu, neuronske mreze se dele na staticke i dinamicke,
zavisno od modela neurona od kojeg su sastavljene i od nacina prostiranja
signala kroz mreZu. Neuroni se u okviru mreZe najceS¢e organizuju u slojeve, pa
se razlikuju jednoslojne i viSeslojne mreZe. Moguce ih je podeliti i po nacinu
prostiranja sinaptickih veza, pa se razlikuje: samo unapredno (staticke
neuronske mreZe), samo laterarno (aditivne, Hopfieldove i shuntiraju¢e mreZe),
topoloski odredeno (LVQ mreZe), unapredno/povratno (BAM i ART mreze) ili
meSovito (celularne , time-delay i counterpropagation mreZe) prostiranje
sinaptickih veza.

Staticke neuronske mreZe su najceS¢e koriS¢ene. Njihov osnovni gradivni
element je staticki neuron, a nac¢in organizovanja neurona je unapredni, Sto znaci
da svaki neuron moZe biti povezan s ulazima u mrezu i/ili drugim neuronima, ali
tako da se pri povezivanju ne formiraju povratne veze tj. ne sadrZe dinamicke
Clanove, Sto ih Cini strukturno stabilnima. Naj¢eS¢e se koriste viSeslojne
perceptronske mreze (MLP mreZe) i mreZe bazirane na funkcijama sa kruznom
osnovicom (RBF mreZe).

Dinamicke neuronske mreZe u svojoj strukturi, osim unaprednog imaju i
povratno delovanje. To je korisno u slucajevima kada je potrebno da neuronska
mreZza sacuva neku informaciju neodredeni vremenski period. Nedostak
dinamickih neuronskih mreZa je da stabilnost nije zagarantovana, kao i da je
proces ucenja znatno sloZeniji, a samim tim i sporiji. NajceS¢e koriS¢ene su
Hopfieldove, ElImanove i NARX dinamicke neuronske mreze.

Vec¢ina neuronskih mreZa zahteva ucenje tj. primenu algoritama Kkoji
podesSavaju vrednosti sinaptickih tezinskih koeficijenata. Ciljevi ucenja mreze,
kao i izbor algoritma ucenja zavisi od njene primene. Algoritme ucenja
neuronske mreZe je po nacinu ucenja moguce podeliti na algoritme ucenja
bazirane na gresci (error-based learning algorithms), algoritme u¢enja baziranih
na izlazu mreZe (output-based learning algorithms) i algoritme ucenja sa
ojaCanjem (reinforcement learning algorithms)

Neka je f(x) neprekidna, nelinearna funkcija viSe promenljivih definisana na
skupu DcR"™, koju je potrebno aproksimirati funkcijom q,(6,x), gde je
6 cR"® vektor parametara aproksimacijske funkcije koji se podesavaju.
Zadatak je odrediti optimalne vrednosti parametara #=6, uz koje je (q,
najbolja aproksimacija funkcije f .
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Problem se moZe zapisati kao
(5.1.4) 0" =argmin p[q, (0, X), f (X)],

HeR"(9)
pri ¢emu je p funkcija mere kvaliteta aproksimacije (uzima u obzir uticaj svih
x e D na kvalitet aproksimacije). Za p se u najvecem broju slucajeva uzima

funkcija udaljenosti definisana L, normom (najcesce je p=2), paimamo da je:
(5.1.5) Plan (0%, T (01=] () -0, (8, %)] -

Kako se f aproksimira na osnovu kona¢nog skupa njenih ulazno-izlaznih
vrednosti, prethodni izraz se moZe zapisati kao:

(5-1.6) play (0,x), T (x)]= Z_:[f (X(1)) =0y (0. X,

pri ¢emu je v redni broj vektora mernih podataka, a N ukupan broj vektora
mernih podataka. Optimalne vrednosti parametara aproksimacijske funkcije 8"
se mogu definisati kao argument koji minimizuje izraz (5.1.6):

(5.1.7) 6" =argmin ZN:[f (x()) —qy (8, x(v)))* =argmin i r'(v,0)-r(v,0),

gde je r(v,0) vektor greske na v -tom mernom uzorku, dimenzije n(L).

Za vektor parametara € se kaZe da je najbolje reSenje problema
aproksimacije.

Nelinearno preslikavanje iz ulaznog u izlazni prostor statickom neuronskom
mreZom se moZe opisati nelinearnom funkcijom
(5.1.8) Y. =0y (x,0),
gde je @ vektor parametara koji se podesavaju.

Tako na primer, vektor parametara MLP neuronske mreZe sadrzi sinapticke
tezinske koeficijente mreze w,; ; se moze zapisati kao

T T
(5.1.9) 0= [01!""gn(0)] = [Wl,l,l'""Wl,n(l),n(0)+l’""WL,1,1’""WL,n(L),n(L—1)+1] ’

pri cemu je n(f) = ZIL:ln(I)-[n(I —1) +1] ukupan broj parametara MLP mreZe .

5.2 Algoritmi u¢enja neuronskih mreza

5.2.1 Osnovni pojmovi

Algoritmi u€enja podeSavaju parametre neuronske mreZe sa ciljem postizanja
Zeljenog ponaSanja. U identifikaciji i upravljanju nelinearnim dinamickim
procesima najceS¢e je poznato Zeljeno ponaSanje, pa se za njeno ucenje
primenjuju algoritmi bazirani na greSci. Za meru greSke uzima se neka
kriterijumska funkcija q(¢), koja moze biti bilo koja pozitivna skalarna funkcija

zavisna od parametara neuronske mreZze 6&. Algoritam ucenja podeSava
parametre mreZe sve dok kriterijumska funkcija ne dobije minimalnu vrednost,
odnosno vrednost manju od unapred zadate vrednosti. Drugim re¢ima, problem
podeSavanja parametara neuronske mreZe se svodi na problem nelinearne
optimizacije sa kriterijumskom funkcijom q(¢), kao funkcijom cilja.
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Minimum funkcije q(¢) se moZe definisati njenim razvojem u Tejlorov red u

okolini ta¢ke minimuma 6, do reda dva.
. 1
(5.2.1) q(0) = q(6 )+VTq(9)‘H*-A9+EAHT ‘H(0)|,_,-A0,

pri ¢emu je AG=6-6". Sa Vq(6) oznacavamo gradijentni vektor kriterijumske
funkcije,

:
(5.2.2) vq(e):|:6q(t9)m8q(t9):l ,
00, 00,4
asa H(0)=V?q(#) Hesijan matricu kriterijumske funkcije:
- 9q(0) *a(0) |
06> T 06,00,
(5.2.3) H(8) =V?q(0) = : K :
’a(0)  2°q(0)
| 06,506, 8495(3)
Za kriterijumsku funkciju naj¢es¢e se uzima
13 198 ® 1 . .
(5.2.4) 4O =521 (10)1(10) =23 D 151,60 =1 (0)-r'(9),
v=l v=l i=1

pri ¢emu je r (0) vektor gre$aka na celom skupu mernih podataka dimenzije
N, =N-n(L). Za ovako definisanu kriterijumsku funkciju, gradijentni vektor i
Hesijan matrica su oblika:

(5.2.5) va@) =J"(6)-r' (6),
NI’
(5.2.6) H(0)=Vq(0) =17 (0)3(0) + 3K (OVK(6),
i=1
pri cemu je J(0) Jakobijan matrica
EACECAGON
X 06, 06,0
or (0) i . )
5.2.7 J@)=——"—"= : . :
(5.2.7) (0) Y * *
ar-n(9) (0) . ar-n(é‘) (0)
06 00y |
U tacki @ =6 ¢e biti minimum funkcije, ako su slede¢i uslovi ispunjeni:
(5.2.8) va(@©)|,.,=0,
(5.2.9) AG" -H-A6>0.

Uslov (5.2.8) je uslov prvog reda i ukazuje da je u tacki 8" ekstrem funkcije q(6),
ali ne i da li je u pitanju minimum, maksimum ili sedlo. Ako je (¢") minimum

funkcije q(6), tada ¢e mala promena A# u okolini § izazvati pozitivan prirast
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funkcije q(#), bez obzira u kom smeru ide pomak, iz ¢ega proizilazi potreba za
uslovom (5.2.9). Ovaj uslov e biti uvek ispunjen ako je Hesijan matrica pozitivno

definitna. U suprotnom se dobija da je ¢ ili tatka maksimuma ili sedlo.
Postoje dva osnovna naina minimiziranja funkcije ¢(¢) na kojima se

baziraju algoritmi u¢enja neuronski mreza: nerekurzivni i rekurzivni.
Nerekurzivan nacin podrazumeva da se funkcija q(¢) minimizira tako da se

promene parametara mreze akumuliraju preko svih N vektora mernih podataka
(preko bloka podataka) i tek posle toga se stvarno menjaju parametri mreZe.
Algoritmi ucenja neuronskih mreZa bazirani na ovom principu nazivaju se
nerekurzivnim algoritmima ucenja.

Rekurzivan nacin podrazumeva da se funkcija q(¢) minimizira na osnovu

lokalne kriterijumske funkcije g, (6), to jest parametri mreZe se menjaju posle

svakog vektora mernih podataka. Algoritmi u¢enja neuronskih mreza bazirani na
ovom principu nazivaju se rekurzivnim algoritmima ucenja.

DeSavaju se i situacije kada se mogu primeniti i nerekurzivni i rekurzivni
algoritmi, a to je kada su svi merni podaci funkcije koja se minimizira poznati pre
pocetka postupka ucenja mreZze.

U cilju prikaza primene metoda navedenih u poglavlju 4, u daljem izlaganju
bi¢e detaljnije predstavljeni pojedini nerekurzivni algoritmi uc¢enja neuronskih
mreza.

5.2.2 Nerekurzivni algoritmi u¢enja neuronskih mreza

Vec¢ina ovih algoritama se bazira na klasicnim postupcima nelinearne
optimizacije. Funkcija cilja je kriterijumska funkcija q(#) i algoritmi ucenja
minimizuju funkciju q(#) podeSavanjem vrednosti parametara mreze 6.

Najcesce korisSceni algoritmi ucenja baziraju se na iterativnom postupku
(5.2.10) 6.,=6,+A6, =6, +o5S,,
pri ¢emu je S, smer traZzenja minimuma u K -toj iteraciji, a o, koeficijent u¢enja
u k -toj iteraciji. Zavisno od informacija na kojima se bazira odredivanje smera
traZzenja minimuma, razlikuju se i metode minimizacije. Tako imamo metode

neposrednog traZzenja minimuma (koriste samo informacije o vrednosti funkcije
q(#)) i gradijentne metode (osim informacija o vrednostima funkcije, Koriste i

informacije o vrednostima parcijalnih izvoda po parametrima mreZe koji se
podesavaju). Svaka od metoda ima svoje prednosti i mane. UopSteno gledajuci,
metode neposrednog traZenja minimuma sporije konvergiraju od gradijentnih,
ali je ponekad analiti¢ko izracunavanje izvoda i Hesijan matrice kriterijumske
funkcije ili nemoguce ili je raCunski veoma zahtevno, zbog velikog broja
parametara, pa je tada sasvim opravdano koristiti metode neposrednog trazenja
minimuma.

Sa druge strane postoji mogucnost da se izvodi i Hesijan ne izraCunavaju
analiticki, ve¢ numericki i da se na taj nacin dobiju odgovarajuce aproksimacije.
Medutim i tu treba biti oprezan, jer dobijene aproksimacije mogu biti loSe i na taj
nacin znacajno narusiti svojstva algoritma.
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Najcesce koriS¢ene metode nelinearne optimizacije su gradijentne metode.
Primenjuju se uz uslov da izvod tj. gradijentni vektor kriterijumske funkcije
postoji, kao i njen Hesijan, ali i da se mogu analiticki izracunati. Postoje Cetiri
osnovne grupe gradijentnih metoda (podela je prema nacinu odredivanja smera
traZzenja minimuma):

1. Metode najbrZeg spusta - s, :=-Vq(6,)
Konjugovane metode - s, :=-Vq(6,)+/p -S.,, pri cemu je p,  skalarni
prarmetar koji osigurava konjugovanost

3. Newtonove metode - s, :=-[V°q(6,)]"Vq(4,)

4. Kvazi-Newtonove metode - s, :=-S,Vq(6,), pri cemu je S, =[V*q(6)] "

5.2.3 Newtonove metode

Newtonove metode Kkoriste informacije, ne samo o prvim parcijalnim
izvodima po parametrima mreZe, ve¢ i o drugim parcijalnim izvodima. Baziraju
se na kvadratnoj aproksimaciji kriterijumske funkcije u okolini tacke 6,, koja se

dobija razvojem funkcije q(&) u Tejlorov red u okolini tatke 6, , do reda dva.
1
(5211) 4O =a(6)+V'AB)O-6)+(0-0) VAE)0-6).

Vrednost funkcije g u tacki minimuma je nula, pa tu tacku dobijamo trazeci
parcijalni izvod po vektoru parametra @ iizjednac¢avanjem sa nula.

(5.2.12) 2—2=Vq(6’k)+vzq(ﬁk)[9—9k]:0.

Ako se u jednakost stavi da je 8=46,,, i predpostavi da postoji inverz Hesijan

matrice, dobija se iterativni korak za izracunavanje vrednosti parametara mreZze:
(5.2.13) O =6 —[VZA(6)T'Va(6,).

1z (5.2.10) i (5.2.13) dobijamo da je smer traZenja minimuma
(5.2.14) Sk = _[qu(ek )]7lvq(9k) =-H 71(9k)vq(9k) )
a to je upravo ono $to je opisano u odeljku 4.

Ako je funkcija q(#) kvadratnog oblika , Newtonova metoda definisana
izrazom (5.2.13) , izraCunava njen minimum u jednoj iteraciji. Newtonova
metoda ima kvadratnu konvergenciju, kao i konjugovane metode, ali je
konvergencija znatno brza (umesto n(@), potrebna je jedna). UopSteno funkcija
q(0) je sloZenijeg oblika od kvadratnog, pa je potrebno viSe iteracija, ali ih je ipak
manje nego kod metode najbrzeg spusta i konjugovane gradijentne metode. Ali iz
uslova (5.2.10) imamo da ¢e smer traZzenja minimuma biti usmeren ka
minimumu funkcije q(¢), samo ako je Hesijan matrica pozitivno definitna, a ona
je pozitivno definitna samo za strogo konveksne funkcije. Pa ako kriterijumska
funkcija nije strogo konveksna, metoda moze divergirati. Zbog toga je prilikom
upotrebe ove metode, veoma vazno izabrati poCetne vrednosti parametara 6,,

dovoljno blizu tacke minimuma , kako bi se osigurala pozitivna definitnost
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Hesijan matrice. Za razliku od ove metode, metoda najbrzeg spusta konvergira
nezavisno od izbora pocetne tacke (uz uslov da je Jakobijan matrica svuda
nesingularna), ali sa linearnom konvergentnoscu.

Osim $to ne osigurava poizitvnu definitnost Hesijana, u podruciju daleko od
minimuma, izraz (5.2.6) je i racunski veoma zahtevan (potrebno je u svakoj
iteraciji izratunati sve ¢lanove matrice V°r’(6,)), pa bi ga iz tog razloga bilo
dobro modifikovati. Pri tome, naravno, treba voditi racuna da se ne naruse
osobine kvadratne konvergentnosti, odnosno treba pronaci matricu koja dobro
aproksimira Hesijan ali je i pozitivno definitna u oblasti vrednosti funkcije q(6).

U tom smislu se dobro pokazala Levenberg-Marquardtova metoda.

5.2.4 Levenberg-Marquardtova metoda

Zasniva se na predpostavci da se gre$ka r’ (@) u okolini tatke 6, moZe
zadovoljavajuce aproksimirati s prva dva ¢lana Tejlorovog reda:
(5.2.15) r'@)=r@)=r6)+vr@,) (0-6,),
a umesto minimizacije funkcije q(¢), minimizuje se njena aproksimacija

(5.2.16) G ;%r” 0)-7(6).

Iz neophodnog uslova prvog reda (V{(8) =0), dobija se
(5.2.17) J7(6)-36)-(6-6)+3"(6)-r(8,)=0.

UvrStavanjem (5.2.5) u (5.2.17) i dodavanjem koeficijenta ufenja ¢, i

stavljanjem da je € =6, ,, dobija se iterativni korak:

(5.2.18) Oon =0~ [37(6)-3(6)] 376 (8.

U literaturi se za ¢, =1, ova metoda naziva Gauss-Newtonova, a za ¢, <1
prigusena Gauss-Newtonova metoda. Uporedujudi (5.2.13) i (5.2.18) vidimo da je
Hesijan zamenjen matricom

(5.2.19) H(6,)=3"(6)J(@,).

Matrica H je pozitivno semidefinitna, ¢ime je obezbedeno da (5.2.18) ne
divergira. Medutim ako merni podaci nisu dovoljno informativni ili neuronska
mreZa ima prevelik broj neurona, matrica H moZe postati lo$e uslovljena
odnosno skoro singularna ili singularna, Sto daje kao posledicu numericku
nestabilnost metode. Kako bi se dobila pozitivno definitna matrica u citavoj
oblasti vrednosti kriterijumske funkcije, potrebno je matricu H, dodatno
promeniti.

Tu je i joS jedan problem koji je potrebno prevaziéi. Pri velikim promenama
apsolutnih vrednosti parametara Af, =6—-6,, aproksimacija greske Tejlorovim
redom prema izrazu (5.2.15), ne zadovoljava , pa smanjenje vrednosti funkcije
G(0) ne mora dovesti i do smanjenja vrednosti funkcije q(&). U cilju poboljSanja
uvedene Tejlorove aproksimacije greSke odnosno povecanja vrednosti smanjenja
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kriterijumske funkcije (¢) smanjenjem aproksimacijske funkcije §(6),
Levenberg je 1944. godine predloZio ograniCavanje apsolutnih vrednosti
promene parametara, te minimizaciju aproksimacijske funkcije uz uvedena
ogranicenja. Apsolutna vrednost promena parametara kao i vrednost greske,
ogranicavaju se primenom postupka najmanjih kvadrata za minimizaciju sledece
funkcije:

& 0 - 0
0 ¢ - 0

(5.2.20) q@)=<¢-G@)+A60"-| . 7L . |-A0,
o o0 - ;n(x)

pri cemu je ¢, (pozitivan skalar) tezinski koeficijent koji izraZava relativan
znacCaj ograniCenja promene i-tog parametra, a ¢ (takode pozitivan skalar)
izraZava relativan znacaj i greSke i promena parametara u postupku
minimizacije.

Iz uslova V(q(0) =0, dobija se izraz koji minimizira q(¢):

(5.2.21) H@) 0-6)+3"(6)r (6,)=0,
pri ¢emu je H (6,) Levenbergova aproksimacijska matrica Hesijana
S 0 - 0
_ 0 e 0
(5.2.22) H(@k):JT(Qk)J(Gk)+§ {2 L
0 0 - &y

Matrica H(6,) ima isti oblik kao i matrica I:I(Hk), a razlikuju se samo
Clanovi na glavnoj dijagonali, koji su uvecani proporcionalno vrednostima
tezinskih koeficijenata ;. Aproksimacijska matrica H(6,) je simetri¢na, kao i
Hesijan H(6,), a odgvaraju¢im izborom koeficijenata ¢, i £ se osigurava njena
dobra uslvoljenost, odnosno pozitivna definitnost. Ova svojstva matrice H(@k),

omogucuju primenu pojednostavljenih postupaka resavanja sistema jednacina
(5.2.21) bez neposrednog izracunavanja inverzne matrice. ReSavanjem sistema
(5.2.21), dobija se vektor parametara koji minimizuje funkciju q(8), a moze se

dokazati da odgovaraju¢im izborom koeficijenata ¢; i &, isti vektor minimizuje i
kriterijumsku funkciju q(6).
Ako koeficijent & — o, izraz (5.2.21) prelazi u Gauss-Newtonovu metodu

(5.2.18), koji se prema tome moZe smatrati specijalnim slu¢ajem Levenbergove
metode.
ReSavanjem sistema jednacina (5.2.21) za £ u okolini nule i traZenjem izvoda

dobijenog vektora parametara po koeficijentu &, uz & =0, dobija se
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R 0
-
do 0 el .. 0 .
(5.2.23) — =- ¢, JT (O (9).
dé: £=0 : : .. :
0 O 1
L é/n(é’) i

Iz (5.2.5) i (5.2.23) dobija se slededi izraz za izraCunavanje izvoda kriterijumske
funkcije q(¢) po parametru ¢:

10 0
&
d oq do 0 = 0
do| _oqdo_ oo 0 2 oo
(5.2.24) ENNTE [J7O)r©®] | C:Z o 3O (0).
0 0 L
L é/n(ﬁ)_

[z ovog izraza vidi se da je izvod funkcije g po koeficijentu & negativan (za
£=0), tj. da se njena vrednost smanjuje. Prema tome postoji vrednost
koeficijenta & € (0,%) uz koji ¢e se vrednost kriterijumske funkcije smanjivati.

Teorijski, se najbolja vrednost koeficijenta £ dobija reSavanjem jednacine:

(5.2.25) w=0
dg

Zbog sloZenosti reSavanja ove jednacine, u praksi se Cesto koriste jednostavniji
postupci za izraCunavanje vrednosti koeficijenta &. MoZe se zadati i kao
konstantna vrednost. Tada njegova vrednost mora biti dovoljno velika da se
osigura pozitivna definitnost Levenbergove matrice u svakoj tacki kriterijumske
funkcije. Medutim, u tom slucaju se narusava kvadratna konvergentnost metode,
Sto znacajno povecava broj potrebnih iteracija. Zbog toga je koeficijent &
najcesce skalarna funkcija, koja zavisi od lokalnih svojstava Kkriterijumske
funkcije u tekucoj iteraciji.

Levenberg je predloZio izracunavanje koeficijenta &, na osnovu sledeéeg

izraza
dq(é,,
(5.2.26) q(0k+1f§)5q(9k)+§'q(d—k§§)‘§_o
Ako predpostavimo da su pocetne vrednosti parametara 6, dobro
odabrane, tako da je funkcija q(¢#) priblizno kvadratnog oblika, tada ¢e q(6, ,,&)

biti male vrednosti. Njegovim izjednaCavanjem sa nulom iz izraza (5.2.26), dobija
se slededi izraz za izracunavanje koeficijenta &:
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6,

(5.2.27) &= _(?q(—k)

dz e
Pri izvodenju izraza za izraCunavanje koeficijenta & nisu uzimani u obzir
vrednosti koeficijenata ¢, osim Sto je predpostavljeno da su vec¢i od nule.
Levenberg je predloZio da bude &, =1. Ako se uvsti u izraz (5.2.22) , dobija se
sledeci izraz za Levenbergovu matricu:
(5.2.28) H@)=37(8)-J(0)+ul ,

pri cemu je ,u:%.

Prema tome, Levenbergova aproksimacijska matrica H(6) se dobija
jednostavnim dodavanjem koeficijenata x dijagonalnim c¢lanovima matrice

H(6). Zamenom Hesijan matrice i izrazu (5.2.13), Levenbergovom matricom

(5.2.28) dobija se izraz za izracunavanje parametara mreze:
(5.2.29) O =60, —H™(6)IT I (6,).

Iz izraza (5.2.24) i (5.2.27),uz &, =1i pu :é, dobija se izraz za izraCunavanje

koeficijenata:
= r’ 6,)-J (gk)'JT (8- r’ () .
a(4,)

Za kriterijumsku funkciju, koja je sloZenijeg oblika od kvadratnog |,
predpostavka da je q(6,.,,4#)=0 nije realna, pa su vrednosti koeficijenata

(5.2.30)

4 dobijeni pomocu izraza (5.2.30) preveliki, tako da se metoda previSe udaljava

od Gauss-Newtonove metode, a pribliZava metodi najbrzeg spusta, pri ¢emu
znacajno gubi na brzini konvergencije.
Vrlo uspesan i najceS¢e koriScen, postupak odredivanja koeficijenata u,

razradio je Marquardt i zbog toga se ovaj postupak u literaturi i naziva
Levenberg-Marquardtova metoda. U svakoj iteraciji se koeficijent g, odreduje

drugim iterativnim postupkom. PoCetna vrednost koeficijenta p, se odreduje
mnozenjem njegove optimalne vrednosti iz prethodne iteracije koeficijentom
smanjenja 4, (x4 <1) tj. 4 =4, 4, osim u prvoj iteraciji kada se Kkoristi
pocetna vrednost g, koju zadaje korisnik. Uz vrednost Kkoeficijenta g,

izraCunava se i kriterijumska funkcija i uporeduje se sa njenom vrednos$éu u
prethodnoj iteraciji. Ako se njena vrednost smanjila, vrednost koeficijenta z, se

smatra optimalnom i prelazi se na sledecu iteraciju algoritma ucenja mreze. Ako
se vrednost kriterijumske funkcije povecala , vrednost koeficijenta g, se

povecava iterativno, mnoZzeci s koeficijentom povecanja x (4 >1) u svakom

koraku, dok ne dode do smanjenja vrednosti kriterijumske funkcije. Ovim
postupkom podeSavanja vrednosti koeficijenta g, postize se dobro

priblizavanje metode, Gauss-Newtonovoj metodi uz istovremeno osiguranje
njene konvergentnosti i numericke stabilnosti. Marquardt je predloZio sledece
vrednosti koeficijenata g, =0.001, 2, =0.1 1 24 =10.
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Za male vrednosti g, Levenberg-Marquardtova metoda se priblizava Gauss-
Newtonovoj metodi, a za velike vrednosti metodi najbrZzeg spusta s koeficijentom

ucenja £ . Prema tome, povecanjem vrednosti koeficijenta g, osigurava se
Hy

konvergencija metode iz bilo koje pocetne tacke, koja moZe biti van oblasti

konvergencije Gauss-Newtonove metode , dok se smanjenjem vrednosti u oblasti

konvergencije Gauss-Newtonove metode osigurava kvadratna konvergencija. Na

taj nacin se koriste dobra svojstva obe navedene metode, osiguravajuci postupan

prelaz iz jedne u drugu.

Neke od navedenih metoda i njihovih varijacija su nastale pre viSe decenija, a
pojedine i pre viSe od jednog veka. Potvrdu njihovog kvaliteta daje i dugacak
spisak programskih jezika i softvera u koje su implementirane. Tako na primer C,
C++, C#, Delphi, Visual Basic, R programski jezici imaju ugradene prethodno
navedene algoritme za reSavanje nelinearnih problema najmanjih kvadrata. Tu
su jo$S i NMath softverski paket za Microsoft .NET Framework, Javanumerics,
LMA-package i Apache Commons Math za Java programski jezik kao i procedure
ugradene u SAS (Statistical Analysis System), a u koji su implementirani ovi
algoritmi.

5.2.5 Primena neuronskih mreZa u OCR tehnologiji

U Republickom zavodu za statistiku je za obradu podataka u Popisu
stanovniStva 2011., kao i Popisu poljoprivrede 2012. godine, koriS¢en softverski
paket eFlow, kompanije Top Image Systems. Sistem eFlow se sastoji iz viSe
manjih paketa, koji zajedno obraduju podatke sa upitnika, pocevsi od skeniranja
upitnika do upisa podataka u bazu. Jedan od tih delova je zaduZen i za
prepoznavanje rukom pisanog teksta. Prepoznavanje teksta (bilo da je maSinski
ili rukom pisan) se vrSi pomocu tehnologija za opticko i inteligentno
prepoznavanje teksta (eng. OCR, ICR i IWR).

OCR tehnologija podrazumeva prevod teksta, koji je u obliku slike, dobijene
skeniranjem odredenog dokumenta u editabilni tekst ili u kodnu Semu
predstavljenu u ASCII ili Unicode kodu. Implementacija OCR-a je patentirana jo$
1929. godine u Nemackoj (Gustav Tauschek) i 1933. u USA (Paul W. Handel).
Danas vecina skenera ima implementiran neki oblik OCR tehnologije, koji
omogucava korisniku izmenu skeniranih slika u digitalnom obliku. Prvobitno je
OCR tehnologija zahtevala standardne fontove za prepoznavanje znakova.
Moderne implementacije OCR tehnologije, za prepoznavanje znakova, ne
zahtevaju takav standardizovani font, ali oni ipak uticu na kvalitet i poboljSavaju
prepoznavanje. Savremeni OCR endzini (softverska paketi za ucenje neuronskih
mreZa) koriste neuronske mreze za kategorizaciju skupa mogucih znakova koji
su identifikovani na slicii. Neuronske mreZe omogucuju poboljSano
prepoznavanje proizvoljnih stilova fontova (nasuprot standardnim fontovima).

U cilju ucenja tj. treniranja i testiranja mreZe potrebno je postaviti poCetne
informacije (prvi skup podataka) na osnovu kojih mreza radi i ispunjava zadatke.
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Konkretkno u eFlow sistemu, postoji deo koji se zove OCR Visual Designer. U
njemu se definiSu OCR endZini (eng. OCR engines) koji se koriste za
prepoznavanje karaktera, kao i testiranje i fino podesavanje parametara. U ovom
slucaju bilo je potrebno zadati ulazne informacije o sprskim slovima (¢irili¢nim i
latinicnim), a zatim podeSavanjem parametara poboljSavati performase sistema.
Ulazne informacije podrazumevaju konkretne primere popunjenih upitnika (i
¢irilicom i latinicom). Preko odredene aplikacije i skenera, upitnici se skeniraju, a
zatim se dobijene slike (ovde je konkretno koriS¢en TIFF format) obraduju i
definiSu parametri za prepoznavanje znakova. U toku rada, ovaj samouceci
sistem poboljSava svoje performanse, a rezultat je visok procenat uspesnog
prepoznavanja rukom pisanog teksta.
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