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Predgovor

U ovom radu ¢emo se upoznati sa slozenijim nainom zadavanja funkcija, upozna¢emo
neke nove elementarne funkcije. Medu svim eclementarnim funkcijama najjednostavniji su
polinomi, ¢ija se vrednost moze izraCunati pomocu kona¢no mnogo elementarnih operacija
sabiranja i mnoZenja. Zbog toga su polinomi narocito vazni, jer ponaSanje mnogih drugih

funkcija istrazujemo dovode¢i ih u vezu sa polinomima.

Rad je organizaciono podeljen na pet delova.

Prvi deo sadrZi definiciju polinoma sa n neodredenih, definiciju monoma polinoma, kao i
objasnjenje Sta je stepen polinoma, odnosno Sta je stepen homogenosti polinoma. Takode je
ukazano i na vezu izmedu termina polinoma i polinomske funkcije.

U drugom delu su objasnjeni pojam simetri¢nih funkcija (polinoma) i podela simetri¢nih
funkcija.

Tre¢i deo definise i dokazuje vezu izmedu funkcija s, i 03, pomoc¢u Njutnove formule.

Cetvrti deo sadrzi definiciju i dokaz osnovne teoreme o simetri¢nim polinomima, kao i
primedbe o vrstama zavisnosti, stepenu, izobari¢nosti polinoma.

Peti deo definiSe i dokazuje osnovnu teoremu algebre.

Ovom prilikom zahvaljujem se svom mentoru prof. dr Gojku Kalajdzi¢u na podrsci,

poverenju, savetima i lepim recima.

Beograd, novembra 2012. Milica Maksimovi¢



Uvod

Polinom je toliko cesto koriSten pojam u matematici da se ¢ak i osnovci vrlo brzo
upoznaju sa njegovim najosnovnijim definicijama i tvrdenjima koje zadovoljava.

Polinomi su matematicki alat kojim se predstavljaju mnogobrojni problemi u
matematici i nauci uopste, od vrlo jednostavnih jednacina sa jednom nepoznatom do veoma
komplikovanih problema, kao §to su numeri¢ka aproksimacija razlicitih funkcija, konstrukcija
prstena polinoma i mnogih drugih koriStenih pojmova u algebri i algebarskoj geometriji.

Najprirodniji put da dokazemo da realni polinom f(x) € R[x] u polju C ima bar jednu
nulu, to jest da realna algebarska jednacina f(x) =0 ima bar jedan koren, je direktna
konstrukcija te nule, odnosno tog korena. Za linearni i kvadratni polinom ta konstrukcija je
jednostavna i dobro poznata. Taj put odabrao je Cardano za slucaj kubne jednacine, a na taj nacin
(Ferrari-evom metodom) je reSena i bikvadratna jednacina. PokuSaji da se na slican nacin
"pomocu radikala" reSe i1 algoritamske jednacine viSeg stepena, zapeli su ve¢ kod jednacina petog
stepena. To nije nimalo slucajno, jer je N.H.Abel 1826.godine dokazao da se na taj nacin ne
moze resiti opsta algoritamska jednacdina stepena > 5. Taj neocekivani rezultat Abel-a dobice
malo kasnije i E.Galois u okviru nove teorije koja se danas zove njegovim imenom.

Kada bi se svaka (realna) algebarska jedna¢ina mogla resiti "pomocu radikala", onda bi
se lako moglo zaklju€iti da njena reSenja leze u polju C kompleksnih brojeva, §to bi smo mi
danas rekli, u nekom prosirenju polja C, a ne kako se to verovalo sve do Gauss-a, negde u
teoreme od samog pocetka, pa sve do njenog danasnjeg shvatanja, kao necega prirodnog i samo

po sebi jasnog.



Polinom, pojam i osobine

DefiniSimo polinom po n neodredenih x4, x,, ..., x, nad poljem K.

Definicija (polinom sa n neodredenih):
Neka su k4, k5, ..., k,, nenegativni celi brojevi i

k= (ke ko, k), k| = ke + ky 4+ F ki X% = 0 xi2 - Lo xfm

Polinom po n neodredenih x4, x5, ..., x,, nad poljem K je izraz oblika
p(x) = p(x1, X2, e, Xn) = Bjjsn WX

gde su a; € K njegovi koeficijenti.
Skup takvih polinoma, u oznaci K[x,x,,...,x,] sa uvedenim odgovaraju¢im operacijama

sabiranja i mnoZenja polinoma, ¢ini komutativni prsten sa jedinicom.

Definicija (monom):
Proizvod
xk o= xlt e xh
se naziva primitivni monom stepena
k| =k, + ky + -+ ky.
Polinom
axic1 -xgz L XEm (@ €K)

Se naziva monom.

Stepen polinoma

Ako je p(x) polinom iz prstena K [x4, x, ..., x,,]| definisan sa



p(x) = p(xy, X3, ., Xn) = Zjjsn @eX i p(x) # 0,
tada se kao stepen polinoma p(x) uzima maksimum stepena monoma koji se pojavljuju u

polinomu (njihovi koeficijenti a;, # 0). Stepen polinoma p(x) je nula akko je
p(x) =ax?..x2=a (a #0).

Polinom p(xq, x5, ...,x,) PO n neodredenih moZze se razmatrati kao polinom po jednoj
neodredenoj, recimo x;, sa koeficijentima u K|[x,, x,, ..., x,]. Stepen d, takvog polinoma se
naziva stepen od p(x,, x5, ..., X,) PO X;.

Jasno je da je d, najveéi ceo broj koji se pojavljuje kao eksponent od x; U monomima a,x* sa
a, # 0. Slicno se definiSe stepen polinoma po bilo kojoj neodredenoj x;, (k = 1,2, ...,n). Ovi
stepeni d; su razli¢iti od stepena polinoma p(xq,x,, ..., Xx,), Koji se ponekad naziva totalni

stepen.

Primer 1. Polinom

p(x,v,z) = x3y%z + 2x*y

ima totalni stepen 6, dok x, y,z imaju stepene redom 4,2,1.

Definicija (homogeni polinom):

Za polinom p(x4, x5, ..., x,,) kazemo da je homogen polinom akko su njegovi nenula monomi

istog stepena. Stepen homogenog polinoma se naziva stepen homogenosti polinoma.

Ako je p(xq, x5, ..., x,) homogeni polinom stepena homogenosti d, tada je

p(txll txZ! ey txn) = tdp(xlr xZ! ey xn)-



Primer 2. Polinom
p(x,y,2) = 2xy? — 5xyz + z°3
je homogen stepena 3.

Primer 3. Ako je
p(x,y,2) = (x—y)* - (x —2)* - (y — 2)?,
tada je

p(tx, ty, tz) = tép(x,y,2) ,

pa je polinom homogen, stepena homogenosti 6.

Polinomska funkcija

Takode trebamo ukazati i na to da se polinom moze tretirati i kao funkcija. Naime, na osnovu

n

p(x) =ay+ax+ -+ ax" = z apx® (x €K,a, €K, k=0,,..n)
k=0

(algebarski polinom po x nad poljem K) mozemo definisati preslikavanje f: K — K, pomoc¢u
t->p(t)=ay+at+ -+ a,th

1 uoc¢iti homomorfizam

p(x) = p(t).

Preslikavanje p nazivamo polinomskom funkcijom.



Teorema (izomorfizam homomorfizma):

Homomorfizam p(x) — p(t) je izomorfizam akko je polje K beskonaéno.

Dakle, za beskona¢na polja jednostavno ne¢emo praviti razliku izmedu polinoma i polinomske
funkcije, a za neodredenu x koristicemo i termin promenljiva. Takva beskonacna polja su npr. R
i C. Medutim, u kona¢nim poljima iz jednakosti polinomskih funkcija ne sleduje jednakost
polinoma. Kako ne bi doSlo do zabune, umesto termina polinomska funkcija t — p(t)
koristi¢emo jednostavno termin polinom p. Skup svih polinomskih funkcija (polinoma) ne viseg

stepena od n oznacavamo sa P, . Proizvoljni polinom iz B, ima oblik:

Sli¢no se moZze definisati i polinomska funkcija sa vise promenljivih.



Pojam i primeri simetri¢nih funkcija

Posmatrajmo funkciju sa proizvoljno mnogo promenljivih x4, x5, ..., x,, gde je ne N -broj

razli¢itih promenljivih.

Definicija (simetri¢ni polinom):

Funkcija f(xq,%3,...,%,) 0d n promenljivih x;,x,, ..., x, Se naziva simetri¢ni polinom po
X1, X5, ..., X, aKO je invarijantna za svaku permutaciju izvrSenu nad x4, x5, ..., x,,, tj. ako je

f (X, Xy, X,) = f(xpl,xpz,...xpn)

za svaku permutaciju p skupa {L,2,...n},
Primer 4. Primer jednog takvog polinoma: p(x,) = X,

Da bi uopstili ovu definiciju, posmatracemo "punu grupu permutacija sa n elemenata". Kako se
svaka permutacija moze dobiti pomocu transpozicija, sledi da je funkcija simetricna ako pri
transpoziciji njenih varijabli x,, x,, ..., x,, funkcija ostaje ista. Naime, bijekcija nepraznog skupa

A na A zove se permutacija skupa A,

. 1 2 . ..n
_(fa) Q) . . f(n)]

Skup svih permutacija nepraznog skupa A je grupa u odnosu na kompoziciju funkcija kao
binarna operacija na tom skupu, u oznaci S(A). Za permutaciju r e S(A), kazemo da je
transpozicija ako postoje elementi p,q e A, p # g, takvi da je

r(p)=q,r(q) = p,r(x) =x,vxe A x=# p,X #q=> rje transpozicija elemenata pi q

i Cesto se oznacava sa ( pq) .Oc¢igledno je ror =e
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Definicija (simetri¢na grupa):

Grupu S(A) zovemo simetri¢na grupa ili grupa permutacija skupa A
S(A)=A,={keN:k<n}

simetri¢na grupa stepena n, U 0znaci Sp,

Svaka permutacija o € S, ,n >1 je produkt, proizvod transpozicija tj. svaka permutacija se moze

dobiti iz transpozicija. Grupa S, ima n! elemenata.

Neka je K polje i neka je f(xq, x5, ..., xp) € K[xq, X5, ..., Xp]-

(1 2 . .n J
S= €S,
pl p2 . ' pn

.X, ) je polinom f(x

Za bilo koju permutaciju

vrednost funkcije f na (x ...X, ) U prstenu polinoma sa n

P1’XP2" pl’sz’

neodredenih nad poljem K tj. u K[ X, X, ,...X,]=F.

Primer 5. f(x,y,z)=x*+y*-xz na Z[x,y,z], f(z,x,y) =z°+x*-zy

g(x,y)=x"-xy+y’ na R [x,y], g(y,x)=y*-xy+x’

Uopste, f(x X, ) se polinomski razlikuje od f (xy, x5, ..., xp).

U sz "
Definicija (simetri¢ne funkcije):

Neka je K polje i neka je zadat polinom f (xy, x5, ..., X,,) na K[ X, X,,...X,].

Ako je f(x X, )= f(xg, x5, ..., X )72 Sve permutacije

Ll 2 . .n ]
5: € Sn,
p. P, . . P

Py’ sz ’



onda f=f(xy, xy, ..., x,) zovemo simetri¢nim polinomom na K[ X;, X, ,...X, ].

Kazemo i da je f(xq, x5, ..., X,) Simetri¢an nad neodredenim x;, X5, ..., X,,.

Primer 6. Polinomi

x+7y, xy,x? +y?%,x3 +y3
su simetri¢ni polinomi na K[x,y], kao i

x2+y?+z%  xy+zy+zx
na K[x,y,z].

Primer 7. Polinomi

P,=P(abc)=a’+b®+c®—3abc

P, =P,(abc)=a”+b*+c’—ab-bc-ca
su simetri¢ni polinomi ili simetri¢ne funkcije neodredenih a,b,c.
Sabiranje, oduzimanje i proizvod simetri¢nih polinoma je simetrican polinom. AKO Su

f(xq, %2, o, X0) 19(x1, X2, .o, Xp)
dva simetri¢na polinoma i ako je
fxq, %2, o, %) + 9(xq, X2, .o, %) = N(xq, x5, o0, X3)

njihov zbir, onda za bilo koju permutaciju
(1 2 ..o ]
€ Sy
P P - - Py

h(Xp, o Xp, 00X )= F (X0 X0 X ) F QX X X, )=

imamo

=1y, X, o, )+ 91, Xg, oor, Xpy)=

= h(xq, X3, .. ) Xp),

paje i h(xq, x5, ..., x,) simetri¢an polinom.

Analogno se pokaze da su i h=f-g, h=f-g simetri¢ni polinomi.

11
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Primenom prethodnog, ako je K polje, simetri¢ni polinom u K[ X;, X,,...X,] obrazuje potprsten

nad K[ x;, X,,...X, ].

Osnovne simetricne funkcije

Uzimaju¢i sumu svih razli¢itih ¢lanova (monoma) dobijenih iz tipicnog ¢lana oblika

Km
m

X x5 ..x

gde su ki ,kz,..km (M< n) prirodni brojevi i zamenom indeksa 1,2,...m sa svim permutacijama
od m brojeva uzetih od 1,2,...n , dobija se simetricna funkcija promenljivih x4, x5, ..., X, KOju

oznacavamo sa

> oxxte L xk = Ky, Kz, Km .

U opstem slucaju, ako je t proizvod stepena od x4, X, ..., X, , Ciji su eksponenti pozitivni celi
brojevi, tada )t oznaCava sumu ovog ¢lana t i svih razli¢itih ¢lanova dobijenih iz t

permutacijom promenljivih. Takvi simetri¢ni polinomi nazivaju se ), polinomi.

Primer 8. Ya’h’c=[2,2,1]=a’b’c+ b*c%a+ c%a’h

Dva standardna slucaja Y polinoma od n promenljivih x4, x,, ..., x,, Su:

Centralne simetri¢ne funkcije (polinomi) Sy

Centralne simeti¢ne funkcije su oblika:

=X xf =[k] =xF +xk+-+xF (k=0)

Sk= Sk(xg, X, o )= XK + xK + o4 xE=Nxk = [k] (k=0).



Od vaznosti su sledece simetri¢ne funkcije:
S1 = X1 +x2 +"'+xn

Sy =xF+x2+ -+ x2

Sk = S (X1, X, o Xp) = XX +xF + -+ xK ,Vk € Z.

Posebno se stavlja da je s, = n.

Osnovne (elementarne) simetri¢ne funkcije o

Elementarne simetricne funkcije su oblika:

oy = lexz X =[11,..1] 1<k<n)

k puta

Za k = 0imamo s, = n,g, = 1. Takode za k > n uzimamo da je g;, = 0.

Uvodenjem nove neodredene t i posmatranjem polinoma

f@®) =t =x)(t—x5) .. (0 = %) Na Klxy, xp, .. xp ][],

uocavamo da su x4, x5, ... X, € K[xq, X5, ... X, ] koreni polinoma f(t) i da je

n
i=1
simetri¢an polinom veli¢ine x4, X5, ... X,,.

Ako ovaj polinom napiSemo kao polinom s obzirom na t

n 1

-~

| |(t —x;) = 0pt" + o t" L+ 0,t" 2 + -+ 0,1t + 0, O
i=1

koeficijenti oy, g, ... zavise od x4, x5, ... Xp,.

13
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Definicija (elementarne simetricne funkcije):

Funkcije gy, g5, ... g, definisane pomocu:

0o=1

o ==X+ 2+ 4x,) = =21 X

Oy = X1Xy +X1X3 + -+ XXy + XoX3 + -+ Xp_1Xy = Zi1<i2 Xi, Xi,
(i, i, prolaze svim podnizovima niza {1,2, ...n})

03 = — XX, X, Xy,

o = (DT xy xp, kg,

(i1,i,,...i;  prolaze svim podnizovima niza {1,2, ... n})

op = (D)"Y x1x5 .o xp

zovu se osnovne ili elementarne simetricne funkcije promenljivih x4, x5, ... X;,.

Svi izrazi g3, su simetri¢ne funkcije x-ova, pa kako se te funkcije pojavljuju kao koeficijenti

jednacina sa zadanim reSenjima X4, X, ... Xy, , sledi da funkcije o, imaju osnovnu ulogu.

Za sledece osnovne simetri¢ne funkcije vazi
Go(xl,XZ, xn) =1

0 (%1, %2, .. x) =0 Zak=n+1n+2,.. tik>n

Primer 9. Veli¢inama x,y,z pripadaju ove osnovne simetri¢ne funkcije
oo=—(x+y+2)
o, =xy+xz+yz

03 = —XyZ
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Primer 10. Neka su zadati polinomi kao u primeru 7. U Y notaciji ti polinomi se mogu izraziti

kao:

P, =P, (ab,c) =a3®+ b3+ c®—3abc = Za3 - BZabc =[3] —3[1,1,1] = s3 — 303

PzEPZ(a,b,c)=a2+b2+c2—ab—bc—cazZaz—Zabz[2]—[1,1]=52—02



Veza izmedu funkcija sy i oy

Ve¢ smo definisali centralne 1 osnovne funkcije sa

k= Sk(x1, X9y o X )= XX + XK + o+ XK= x = [K] i

O-k = E xlxz ...xk

Osnovne simetri¢ne funkcije sa dve promenljive su

o = —(x; + x3)

0y = X1X3
Dokazimo indukcijom da se svako
sk = xXF +xk  (vk > 0, k je ceo broj)

moze izraziti pomocu gy, g5.
Zak = 1,vaii s =xi+x}=x;+x,=—0y.

Pretpostavimo da je ta¢no za proizvoljno k
Sk = xF + xk.
Dokazimo da je formula ta¢na i za k+1
Serr = X1+ xf
Sers = 24 2k =
=x¥ - x +xFx, =

=xf-(x1+x2—x2)+x§-(x2+x1—x1)=

=i (X1 + %) — x5 x5 + x5 (0 +2x2) — x5+ %

=(xy +x2) - (xF + x%) = (xF - %y + x5 %)

16
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=(xf +xF) O +x0) —xg gy - (T xEY) =

= Sk ) S1 - oy - Sk—-1 =

-01

ﬁ -—
Sk+1 =Sk S1 — 02" Sg—1=—Sk " 01 — 0y " Sg_1-

Kako je svaki ¢lan u poslednjem binomu polinom s obzirom na gy,0, Sledi da je binom

celobrojni polinom u odnosu na gy, 05.
Primer 11. Na¢i sumu kuba korena kvadratne jednacine x? — 5x + 2 = 0.

Ako su koreni x;,x, moramo da nademo s3(x;,x,) = x5 + x5 bez samog odredivanja

korena x;, x,. KoriStenjem

0-0 == 1,
01 = _5,
0-2 == 2,

So=x0+x0=1+1=2

S =—-0,=5

i formule s = Sy S; — 0,5,_1, Sledi da je
S3 = S251 — $102=

= (5151 — S002)$1 — 510,=

= 57 — 50510, — $10,=

= —07 — 2+ (=01)0,— (—07)0,=

= —0} + 20,0, + 0,0,=

= —0{ + 30,0,=

=+125+3-(-5)-2=

=125-30=095
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Teorema (Njutnova formula)

Neka su g4, g, ... 0, osnovni simetri¢ni polinomi iz K[x4, x5, ... x,, | stepena k.

Ako za k > n stavimo da je o3, = 0, tada za svako k iz skupa N i

Se=xK +xk+ o+ xk =" xk
vazi

Sk — 01Skg—1 + 078K _2 + -+ (_1)k_10_k_151 + (_1)kk0_k =0.

Dokaz:
Osnovne simetri¢ne funkcije oy,0,,:+,0, 0d Xi,X,, -+, X, (0 =X Xx1X, - X3 ) Koristili smo
u cilju dobijanja Vietovih formula za korene algebarskih jednacina stepena n. Tada smo imali

polinom po promenljivoj t u obliku:

f@) = (€ = x)(t = xz) . (£ = xn) = [T{=1 (€ — x)=

=0y t" — oy t" L+ o t" % — o+ (=) g, t + (1) "0, t°=
T T T
1

:tn - Ultn_l + O-ztn_z + + (_1)n0-n:
:Z?zo(_l)i Uitn_i

PoSto su xq, x5, -+, x, Su koreni f(t) € K[ xy,x5,+,x,], f(x;) = 0, pasledi da je
0=x'—ox" '+ 0,x 2 — -+ (D" o,_1x} + (D0, Vi=123,..

Pomnozimo obe strane izrazom xl.j gde je j = 0,1,2,3 ... dobijamo sledece:

+ azxn+j_2 — 4 (—1)"‘1(7,1_1xij+1 +(-D"0,x! Vi=12,..n

n+j n+j-1
i i i

0=ux; 01 X;

Sumirajuéi ove izraze po i = 1,2, ...n, dobijamo:

n n n
n+j n+j-1 n+j-2 - j+1
0= E x =0y E x T+ 0y E x0T =k (D gy, E x]TT+
: i=1 i=1 i=1

n
i=1
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Po uslovu teoreme, zadali smo

S =xK +xk + o+ xk =31 xk,
pa je
n
n+j __
Xi 7 = Sn+j
i=1
n
n+j-1 _
xi - Sn+j—1
i=1
— n-—1 n
0 =Sp4j = 01Sptjo1 + 02Snyjp — =+ (1) 0y 18j41 + (= 1D)"0ys;.

Ovaj izraz zadovoljava sve jednakosti osim za prvih (n — 1) .

n
Jj=0 0=5,—01S31 + 035, — =+ (=1)" 10,45, + (=1)"0, &

(So(xy,..xp) =x{ +x0=1+--+1=n)

j=1 0=Sp41 =015y + 0351 — -+ (=1)"0p5;

Da bi dokazali formulu i za prvih (n — 1) izraza, koristicemo diferenciranje funkcije f(t).

Uoc¢imo
f(@®) = —x)(E—x3) ... (£ —xp)
@)=
=(t—x)(t—x3) =)+t —x)(t—x3) . (t—2) + -+t —2x)( —x5)..(t — x,_1)=
= & + & + .-+ ﬂ =
t—x1 t_xz t_xn
f(0),

Zai=1.2,..n, f(t)=X" © . Posmatrajmo -—=:

=1ty t—x;




t—2x1) e (E = 2-1) (= Xj41) . (E— 2x5) =

f() _
il

—617(11)1’571 14 q(l) th=2 4.4 q(L)tz + qg) + q(()l) k= OQI(cl)

pa ako prethodni izraz zamenimo u sumu

n n

' t

N f@-= Z%: z( (l) N 14 q(l) (-2 4. +q(l)t2 +q11)t+q(1)) _
i=1 t i=1

= (Zl 1 qr(ll)1 tn 1 + (Zl 1q7(11)2 tn z + -t (Zl 1 q1l)) tl + (Zl lqol))

Difrerencirajmo  f(t) = (t — x)(t — x3) ... (t — x,)=

= gpt" — o t"  + opt" % — o+ (1) o, tt + (1) "0, t°,
T T T
1

dobice se
f,(t) = no-otn_l — (n _ 1)0.1tn—2 + (n _ Z)O-Ztn_3 e eee + (_1)n—1o.n_1 . 1 + (_1)no_n i O
) f@®O=nt"1=(n—Doyt" 2+ (n—2)0,t" 3 — -+ (-1)" o,

Izjednacavajuéi strane (1) i (2) dobice se izrazi koje ¢emo oznaciti sa (*):

n = Z g®,
—(n—1oy = Z q(l)

(~1)"20,, —Zq(”
n

D"y = ) g
i=1

Sa druge strane,

f@) =t —=x)(t = xz) ... ( = x5)=



=(t = x) (€ = x) o (€ = x-) (& = x040) (E — X0))=
@ e 1 +q Lyt 2t qP 24P erq)

®

n—

(i

= Qo™+ G t" 4 000+ V0 + gt =,

- qél)tzxz - qg)txi - Q(()l)xi =

f@®) =t =x)(t = xz) ... (6 = x5)=

=0gt" — oy t"t + 0pt" T — o+ ()" oyt + (D)0, t°
T T T
1

Uporeduju¢i dve strane jednakosti u prethodnoj formuli, dobijamo:

Op = qr(zlz1

-0y = Qr(llzz - qr(zlz1xi

0, = 435 — 4%
® ®

—03 = (n_4 — 43X
()" o,y = q¥ — ¢V
(—D"o, = —qPx;,

Sto se moze napisati i na sledeé¢i nacin

qr(21 =1

qT(lizz =0+t q1(1121xi
q‘islz:% =toy + qr(zizzxi
q1(24 = —o03 + q,(fz3xi

g = (=" o,y + q¢Px;
0=(CD"0, + q((,i)xi .
Odnosno

a?, =1 (1)

qffzz =—0; tX;

@

) 4n-2
J— qn_ztn xl J—

)

21
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4L, = 40, + (=0, + x)x; = 0, — 1x; + X7 3
qr(ll)4 = —03 + (0, — 01X + x)x; = —03 + 02%; — oy x7 + X} 4
q(()t) _

= (D" op g + (D" 20p; + (1) 30,3%; + (—1)" 0, 4x7 + -+ (=D oyx] 3 4+ (= 1) 00x] D) x=
= (D" opy + (D" 20, 0x + (D" B0,3x7 + o+ (=) oy 4+ (=1)%0px (n-1)

Ako uporedimo izraze (*) i (1),(2),...,(n-1), uocavamo da je

n=> 1q1(11)1_27:l=11=1

—-(n—1Do, = qu Z( O+ %) =—0y+X,—01 + Xy — o —0y + X, =

= —no, + X, X,
&i=171

S1

_ @ _yn 2\ n n 2_

+(n—2)o, = Yy qp2z = Xiz1(0; — 01X + X)) = noy — oy Xl X+ i X[ =
e —— e
S1 S2

:nO'Z - 0'151 + Sz,

_ ® n 2 3y
—(n—=3)03 = X1, = Xie1(—03 + 02%; — 01x7 + X)) = —n03 + 0,5, — 035, + 53

D" 1o, =X 1Q(()L)_

(D" oy + (CDM 2o + (D" P opgxl + o+ (CD o + (1) 00x ),

n=1
—(n—1)o,=—no, + 54
+(n —2)o, = no, — 0;5; + 5

—(n —3)g; = —nos + 0,8, — 015, + S3

(_1)n_10'n—1 = (_1)n_1n0'n—1 + (_1)n_20n—251 + ot (_1)10'15n—2 + (_1)0005n—1|

Sn—-1

Sto je ekvivalentno sa
—Tl0'1+51+n0'1—0'1 = 0

no-z _0-151 +Sz —n0'2 +20-2 = 0



—Tl0'3 + 0-251 - O-lsz + S3 + n0-3 - 30-3 = O

(D" o1 + (D" P0p_38 + o+ (=D'oysp_p + (=1)%005,_1 — (=1)" o,y = 0.
Sn—1

Odnosno

ss—0y =0

S; — 0181+ 20, =0

S3 — 01S; + 0351 — 303 =0

Sp-1+ (=D'o15pp + o+ (D) Pop_35, + (1" 0,05 + (D" Mo, (n 1) =0

Sto je i trebalo dokazati.

Iz Njutnovih formula dobijamo trougaoni sistem linearnih jednacina

Sl = 10—1
0-151 - SZ S 20-2
0-251 - 0-152 + 53 S 30-3
k-1 —
Ok-1S1 —Ok—2S2  +0x_3S3— -+ (=1 sp = koy

Odakle nalazimo sledec¢u eksplicitnu formulu (po Kramerovom pravilu)

1 0 0 1oy

01 1 0 20-2

_ o o 1 30

se= (DY 5 SN .
Ok-2 Ok-3 Og—4 " (k —1)op—1

Ok-1 Ok-2 Og-3 " koy

Iz prethodnog sledi:
Sl = 0-1

1 o

— (_1)2—-1
SZ_( 1) 0, 20.2

= —(20, — 0f) = of — 20,



1 0 o
S3 = (—1)2 (5} 1 20-2 = 30-3 + 0-13 — 010, — 20-10-2 = 0-13 - 30-10-2 + 30-3
o, 0, 303

Njutnove formule izraZzavaju s, rekurzivno u zavisnosti od s;,S5,..Sx_1 | 07,05, ...

Mozemo, eliminisuci sy, Sy, ... Sx—1 , Sk hapisati preko ay, g5, ... g, na sledeci nacin:

S; =01

S, = 048 — 20, = 0,0, — 20, = 0% — 20,

S3 = 015, — 0,5 + 303 = 0 — 20,0, — 0,0, + 303 = 0 — 30,0, + 3035

Sy = 0,53 — 0,8, + 038, — 40, = 0,(067 — 30,0, + 303) — 0,(0? — 20,) + 030, — 40,

=0y — 4070, + 40,05 + 207 — 4a,.

Takode vazi i obrnuta formula, tj. da izrazimo a;, preko sy

1 0 0 S1
S1 2 0 S5
_ DR s, 51 3 S3
Tk = " : :
Sk-2  Sk-3  Sk-4 7 (k—=1)  sg
Sk-1 Sk-2  Sk-3 " S1 Sk

Odakle sledi:

01 =51
1

02 =§(51 —S3)

1

6

0-3 == (S::L3 - 35152 + 253)

24

Op.
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Osnovna teorema o simetri¢nim polinomima

Teorema:
Svaki simetrican polinom p(xy, x5, ..., X,) MOZze se izraziti na tacno jedan nacin kao polinom od
elementarnih simetri¢nih funkcija oy, 03, ... 0y, , 1.

p(xq, Xg, oo, Xy) = P(01,05, ...0,).

Dokaz teoreme (Waringova metoda)
Posmatrajmo simetri¢ni polinom p koji leksikografski treba da uredimo. Uocili smo dva razli¢ita

¢lana A i B polinoma p

an
n

A:axf‘lx;‘2 e X
B=bx; 1xfz xﬁ”
gde su

ai,ﬁi S Z’ai'ﬁi > 0.

Posto smo odabrali takve ¢lanove A i1 B, za koje je a; # B; (i=1,2,...n), tada postoji odreden broj
k, k <n zakojije ay # By, dokje a; = B;zaVi < k.
Clan A staviéemo ispred ¢lana B akko je aj > B . Na taj nadin svakom polinomu p pripada

odreden pocetni ¢lan koji oznacavamo sa Ryp.

Pretpostavimo da je A= R;p, tada je niz eksponenata «; = a, = --- opadajuéi (a; = a;,1) (U
obrnutom slu¢aju niz bi bio rastuci, to jest a; < @;41).

Kako je polinom p simetri¢an, pored ¢lana A postojao bi i ¢lan A', koji se dobija iz ¢lana A
permutacijom njegovih promenljivih x;, x;,,. Tada bi ¢lan A' bio ispred A u gornjem uredenju, a
to je suprotno sa pretpostavkom da je A pocetni ¢lan.

Dakle,
1 A=R,p = axFx%? ... xon
(1) oP 1 %2

n

je po€etni ¢lan u simetri¢nom polinomu, gde je @; > a; 1 . @, — ;1 >0 i=12,...,n— 1.
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Posmatrajmo simetri¢an polinom s obzirom na x;, X, ..., X,

a—a _Qzx—Az = _Opn—1—An _0dn
(2) ao, o, 0, o,

I neka mu je pocetni ¢lan jednak A ili —A.

Pocetni ¢lan proizvoda dva polinoma jednak je proizvodu pocetnih polinoma tih polinoma

(ap(..) - bq(..) = abp(..)q(..)),

pa iz polinoma

a—a ar—a Apn-1—Q& a
a0'11 2 _0.22 3... nfll n., nn'
pocetni ¢lanovi u faktorima su
©) a, (—x1)*17%, (X1 x2) %75, 0, ((C 1)y )1, (S D) e x) O,

Proizvod ovog izraza je (—1)* - A, gde je
4) a=(a; —ay)+ (azg —ay) + - +nay,.
(Npr. eksponent od x; u tom proizvodu je

(a1 —ax) + (ay —az) + (a3 —ay) + -+ (a1 —ap) + ap, = ay)

Drugim re¢ima, polinom

6  p-(D%rag 0 T oy

koji nastaje kao razlika dva simetri¢na polinoma, polinoma p i polinoma

a,—a a—a aAp—1—Q a
(_1)a ; a0.11 2, 0.22 3 "'O-nfll n O.nn

je 1 sam simetrian, a njegov pocetni ¢lan

Ro(p = (=1)% - aoy "™ - 6,27 v 0 17 - ™)

je mladi od Ryp.

a1—az

Ako posmatramo sada pocetni ¢lan polinoma p — (—1)% - ao;

%2703 On-1—Qn _On
0 n-1 On
analogno se dolazi do novog simetricnog polinoma sa jo§ mladim ¢lanom.

Proces ¢e se zavrsiti onda kada se dode do najmladeg ¢lana tj. do konstante. To znaci da je

zadani polinom prikazan pomoc¢u osnovnih funkcija gy, g5, ... g,,, $to je i trebalo dokazati.



27

Posledica teoreme:

Svaki simetri¢ni polinom p nule nekog algebarskog normiranog polinoma g, moze se izraziti i
kao polinom P koeficijenata toga polinoma g. Ako p ima celobrojne koeficijente, onda i P ima

celobrojne koeficijente.

Teorema i posledica su istinite i onda ako su koeficijenti polinoma p elementi bilo kojeg

komutativnog prstena sa jedini¢nim elementom.

Rekurzivni postupak u dokazivanju prethodne teoreme bi se sastojao iz nekoliko koraka:
Prvi korak:  nadéi i napisati vodeci ¢lan Ryp preko (1)
Drugi korak: naci (2) i (4)

Treéi korak: naci polinom (5).
Primer 12. Polinom p(x,y) = x? + y? + 3x%y + 3xy? prikazimo pomoéu a;, 7.

p(x,y) = x% + y? + 3x%y + 3xy? = 3x%y + x% + 3xy? + y?
op=—(x+y), oy =xy

®
AZ Rop = 3x%y = ax;'x,”

n = 2(jer su x4, x,1j. x,y)

X1 =X
X2 =Y
a=3
a, =2
a, =1

a=(a;—ay) +(az—ay) +-+na, (4)
a=2-1)+2-1=3

(D= (1*=-1
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Monom (2) glasi
(-D% A= (D% a5, P 0,"=(-1):30f 0,7 = (1) 30y 03 = —30y0;
pa (5) daje polinom

al_az cee O’an:

p—(—1)%ao, p — (=3010;) = p(x,y) + 30,0, =
=x? + y2 + 3x%y + 3xy? + 3(—(x + y) - xy)=
=x? + y% + 3x%y + 3xy? — 3x%y — 3xy? =
=x? + y?
x?+y? = p(x,y) + 30,0,=p(x,y) = x* + y? — 30,0, =
=x2 + 2xy + y? — 2xy — 30,0, =
=(x + y)? — 2xy — 30,0, =
=(-01)* — 20, — 300, =

=0? — 30,0, — 20,

Primedbe o vrstama zavisnosti

Za funkcije oy, g5, ... o, koje zavise od x4, x5, ..., X, Znamo da su racionalne, pa su i linearno
nezavisne. Dokaza¢emo da su funkcije oy, g5, ... 6, nezavisne u tom smislu da ne postoji nikakva
neprekidna funkcija sa derivacijama prvog reda za koji bi bilo f(ay,05,...0,) =0 Vxq, ..., x,.
Za ovaj dokaz, dovoljno je pokazati da funkcionalna determinanta o-ova po x-ovima nije = 0.

Ta funkcionalna determinanta je jednaka

] = (D" Li<ksn(x; — x5) # 0.

a(Ti

det[

6xk

Primedba o stepenu dobijenog polinoma, o izobari¢nosti polinoma kada je
Krajnji simetri¢ni polinom homogen.

Teorema (Cayley):
Stepen polinoma P(oy, 05, ...d,,) §to pripada simetriénom polinomu p (x4, x5, ..., x,,) jednak je

najvisem eksponentu u kojem se promenljiva x; pojavljuje u tom polinomu p.
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Dokaz:

Uoc¢imo jednu od promenljivih x; .

Posmatrajmo osnovne simetri¢ne funkcije o1, 03, -*+, a,_, preostalih promenljivih
CETACNER))

Ove funkcije su linearno vezane sa osnovnim simetricnim funkcijama oy, g5, ... g, promenljivih

X2, ) Xy, JET j€

0-1 = —x1 + 0-1’
0, = —X,0; + 0,
— ! !
On—1 = —X10n— + On—1
_ ’
On = —X10pn-1,

pa iz osnovne teoreme
p(xq, X3, o, Xp) = P(04, 05, ...0)
sledi

p(xy, X3, .o, X)) = P(—x1 + 01, —Xx10{ + 03, .., —X10y_1).

To znaéi da najvisi stepen od x; mora biti isti na obe strane jednakosti. Ali, najvisi stepen od x;
na desnoj strani je i najvisi stepen od x; u polinomu
P(—x1, —X101, .., —X10p_1) »

a taj stepen je jednak stepenu polinoma P.

Primedba o tezini monoma

Dodelimo promenljivim x4, x,,...,x, broj 1 kao teZinu, tada se elementarnim simetri¢nim
funkcijama o, g5, ...g,, kao teZine dodeljuju njihovi indeksi 1,2,...,n tj. kako je g, homogen
polinom stepena k, dodeli¢emo funkciji gy, kao tezinu promenljive oy, , njen stepen.

Prema tome, tezinu monoma ac; o, - ...- a,™ definidemo kao sumu a; + 2a, + -+ + nay,.
Tada se tezina polinoma definiSe kao najveca tezina njegovih ¢lanova.Ako svaki ¢lan polinoma

ima istu teZinu, tada kazemo da je polinom izobarican.
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Teorema (Brioschi):

Ako je polinom p(xy, x5, ..., X,,) homogen simetri¢an polinom stepena d , tada je polinom
P(O-l, 0y, ... O_n),

za koji je

(1) p(xlerJ ---,Xn) = P(O-l,o-z, ...O'n)

izobari¢an polinom stepena (tezine) d.

Dokaz:
Polinom p(x4, x5, ..., x,) je homogen simetri¢an polinom stepena d.

Homogenost stepena polinoma p izrazavamo identitetom, u odnosu na A, kao
(2) p(Axy, Axy, oo, AXy) = A2 (x4, X3, vy Xpy)

Akou p(xq,xy,...,x,) = P(0y,0,,...0,) Sa x; zamenimo Ax; tada dobijamo
(3) p(kxl,sz, ...,)\xn) == )\d p(xl, Xz, ...,xn) - P()\O-l, }\202, ...,)\n()'n),

jer je svaka elementarna simetri¢na funkcija g, homogen polinom stepena k.
Posto je i ao, 0, %+ ...- o, bilo koji ¢lan polinoma P(ay, 05, ... 0,) , onda odgovarajuéi ¢lan u
tom polinomu glasi:
a-(Ao)* - (A20,)% - .- (\Po,)%n = @ - A\ F2@tHnan . gHighz. . gin=
=ATL 2@ A . g G2 g M= P(Aoy, A20y, ..., AMOR)= A% PRy, Xy, e, Xp).

Pasledi da je a; + 2a, + -+ na,, = d.
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Osnovna teorema algebre

Da bi dokazali osnovnu teoremu klasi¢ne algebre, koristicemo prethodno navedenu teoremu o
simetri¢nim polinomima i sledece leme:

Lema 1. Polinom p je delitelj realnog polinoma P u prstenu C[x], ako i samo ako je to i njegov
konjugat p.

Ako je kompleksan broj z nula realnog polinoma P, onda je to i njegov konjugat Zz, i te nula su
iste viSestrukosti.

Lema 2. Ako za realan polinom p i neki par realnih brojeva a i S vazi p(a)p(B) < 0, a time i
p(u) = 0 za bar jedno u € R izmedu a i B. Posebno, realan polinom neparnog stepena ima bar
jednu nulu u R.

Lema 3. Svaki kompleksan polinom p = ax? + bx + ¢ stepena 2 ima bar jednu nulu u polju
C. Pri tom, ako je a, b,c € R, taj polinom ima 0 i u polju R, ako i samo ako je b? — 4ac > 0.

Teorema:

Polje kompleksih brojeva C je algebarski zatvoreno, to jest svaki pravi polinom p nad C ima bar
jednu nulu u C.

Dokaz:

Kao $to je ve¢ receno, sam dokaz se bazira na osnovnoj teoremi o simetricnim polinomima i
prethodno navedenim lemama prema kojima svaki realan polinom neparnog stepena ima i bar
jednu nulu u R, svaki kvadratni polinom nad poljem C ima nule u C, i kompleksan broj z je nula
realnog polinoma p ako i samo ako je to i njegov konjugat Z.

Kako je polinom pp realan, ako je z neka njegova nula u C, bi¢e to i z, pa je tada i p(z) = 0ili
p(z) = 0. Otuda je dovoljno dokazati da svaki realan polinom p stepenan > 1 ima nulu i u C.
Sam dokaz izvodimo indukcijom po najve¢em celom broju k = 8(p) = 0 za koji je n = d°p
deljivo sa 2% to jest n = 2*m za neki neparan ceo broj m.

Ako je k = 0, polinom p je neparnog stepena, pa ima bar jednu nulu u R, a time i u C. Neka je
sada k > 0i6(p) = k i pretpostavimo da je polinom p moni¢an.Tada postoji bar jedno natpolje
F polja C nad kojim on ima i linearnu faktorizaciju

p=(x+a)x+ay)(x+ay),
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to jest u kome p ima sve nule. Pri tome, ako je A bilo koji realan broj i S skup svih parova (r, S)

zakojejer,s € {1,2,..n}ir < s, to polje sadrzi i a,.c = a, + a5 + Aa,a, , pajetako i

q= n(x +a,g) = ﬂ(x +a,+a,+ la,ay)
Tr<S T<Ss

jedan polinom iz F. Stepen tog polinoma je upravo broj elemenata skupa S, to jest @ Kako
jen =2%m,k > 1imneparno,tu je d°q = 2¥"'m(n + 1), atimejei6(q) = k — 1.
Stavise, zajedno sa p i taj polinom q je realan. Zaista, ako je ), elementarni simetri¢ni polinom
stepenak iz R[x,, -*- x,,], na osnovu Vietovih formula, prvo iz

p=&+a)(x+ay)(x+ay)
sledi da je

Ak = ox(ay, .. ay)

upravo k-ti koeficijent samog polinoma p. Takode, ako je ¢ = Y. cxx¥, iz

q= n(x +a,) = ﬂ(x +a, + a; + Aa,ay)

rs<s T<Ss
sledi da je i ¢, oblika
Cx = Pk(all an);

gde je P;, neki polinom iz K=R[x4, ... x,] ¢iji koeficijenti ne zavise od a,, — ova . Uz to, kako
ﬂ(x +a, +a; + Aa,ay)
r<s

ne zavisi od redosleda tih a,- — ova , prema
¢, = Py(ay,...ay)
mora biti i Py(ay,...a,) = Py(ayq, ... dzy) , VT € S,,. 1 sli¢no, ako se tu a, —ovi zamene
X, — ovima, Uz napomenu da su tada p i g polinomi iz K[x]. Otuda su polinomi Py i simetri¢ni,
a samim tim i
P, = b(0y,..0,), 0<k<d°q,
za neke polinome P, iz K. Zajedno sa
Ay = oAy, ..ay) i ¢ = Py, ...ay)
to upravo znadi da je ¢, = Py(a,_1,...a,), pa kako su koeficijenti polinoma P, i a, — ovi u

polju R, bice to i koeficijenti ¢, samog polinoma g.
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Prema tome, kako je polinom g realan i 8(q) < k, prema induktivnoj pretpostavci, on ima bar
jednu nulu i u C. Pri tome su a,.; — ovi njegove jedine nule u natpolju F polja C, pa za bar jedan
od parova (r,s) mora biti i a,. € C.
Time postoji i bar jedno preslikavanje f: R — S, sa osobinom da

VAERif(A) = (r,s) vazi a, + a5 + Aa,as € C.
Uz to, kako je skup S konacan, to preslikavanje nije i injektivno, pa postoje bar dva razlicita
realna broja A, na kojima f ima istu vrednost, na primer (r,s), a time i kompleksni brojevi u i v
za koje je

a, +as + Aa,as = u, a, +ag + pa,ag = .
Odreduju¢i a,+a;,=>b i a,as =c, odatle sledi da je i b,ceC, pa su a,i ag nule i
kompleksnog polinoma x? — bx + ¢ stepena 2. Kako taj polinom ima nule i u samom polju
CcF, tu mora biti i «a,,a; € C. Odatle sledi i samo tvrdenje, jer su @, i a; nule i uocenog

polinoma p.
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Zakljucak

Svaki simetri¢ni polinom p (x4, X5, ..., X,) promenljivih x4, x,, ..., x,, MoZe se napisati na jedan i
samo jedan nacin kao polinom P(oy,0,,...0,) eclementarnih simetricnih funkcija tih
promenljivih.

Stepen dobijenog polinoma je jednak stepenu datog polinoma u odnosu na jednu promenljivu x;.

Neka je p(xq, x5, ..., X,) simetri¢an polinom. Totalni stepen polinoma P (ay, g5, ... 6,) za koji je

p(xl, xz, ...,xn) = P(O-l, 0y, ...O-n),

jednak je stepenu polinoma p(xq, x5, ..., Xp,).
Ako je polinomp(x,,x,,...,x,) homogen i stepena d , tada je polinom P(oy,0,,...0,)

izobari¢an i teZine d.

Primer 12. (koji pokazuje kako se za zadano p odreduje polinom P, pomoc¢u prethodne dve
teoreme):

Jednostavan simetric¢ni polinom

p=1[211] = lezxzx3

izrazi pomoc¢u elementarnih simetri¢nih funkcija a4, 0, ...

Cayley
Polinom p je stepena 2 = polinom je kvadratan

Brioschi

Polinom p je homogen = polinom P je izobari¢an tezine 4(2+1+1=4).

Pa ¢e odgovarajuci polinom P (0, 03, ... g,,) imati oblik

p(xy, X3, ..., Xp) = P(04, 05, ... 0,)=Ac, 03 +Ba2+Ca, A,B,C su konstante
Y x2x,x3 = Ao 053 +Ba2+Co,
Odredimo A,B,C.
Zan=3

0'4=0p3.23.x1 =0,x2 :x3 = 1 :0-1 :_2, 0-2 = 1,0-3 :0,



35
pa iz
Y x2x,x3 = Aoy0; +BaZ+Ca,

0 = 0 +B1+0 =B=0,

Zax, = —1,x, = x3 = 1dobijamo g, = -1, 6, =—1,03=1=4-(-1) -1,
a p=xixxs +x5x,x3 +x2x,%, = A-(—1)-1
1 =-A
A=1
Zan=4 x; = x, = x3 =x, = 1dobijamo oy = -4, 0, = 6,03 = —4,0, =1
Y xZxyX3=X2 X X5 + XZXpX, + X5X1 X5 + X5x1X4 + X3X1 %X,
12=16+C = C=-4.

Dakle , Zd SV&kO n foxZ.Xé = P(O-l, 0y, ... O-Tl) :()-10-3 - 40-4_.

Primer 13:Neka je n > 4, p(xq, X3, ..., Xp) =2 X2 x5 3.

Tada je p(xq, x5, ..., X)) = P(01, 0y, ...0,) = 0,03 — 30,0, + 50s.

Primerl4:Polinom  p(xq, x5, x3) = (%1 + x3)(x3 + x3) (x5 + x4 )izrazi pomoéu elementarnih

simetri¢nih funkcija g4, g5, ...

Ovo je simetricni homogeni polinom treceg Stepena.

Njegov stepen po promenljivoj x; je d; = 2.

Njegov stepen po promenljivoj x, je d, = 2

Njegov stepen po promenljivoj x5 je d; = 2

Polinom P (o3, 0,, 03) je izobari¢an polinom teZine 3 i totalnog stepena 2.

p(xq, x5, x3) = P(0y,0,,03) = Adg,0, + Bas pri ¢emu su A,B-konstante.

Zax; =0,x, = x3 = 1dobijamoo; =2, 0, =1,05=0,p =2
2=A-2-1+B-0=A=1

Zax; = X, = x3 = 1 nasli¢an nacin se dobije 0; = 3, 0, = 3,03 = 1, p = 8, pasledi da je
B=-1.

p(x1,x2,x3) = P(0y,0,,03) = 0,0, — 03
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