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YBOA

Y npaKcu cy Beoma YecTu NpoLLecH Ynje ce NoHaLlabe HE MOMKe TaYHO NpeaBuaeTH, aam ce moxe pehu
HewwTo o0 BepoBaTHohama HUXoBUX ncxoaa. KoHKpeTHO, moryhe je mocmaTtpaTh HEKY KapaKTePUCTUKY
du3nYKOr cuCTeMaA Koja je Mo CBOjoj NMpupoau cay4dajHa, y TOKY Hekor oapeheHor BpemeHCKor nepuoaa.
Kao mogen 3a TakBa NnocmaTpatba Ce KOPUCTE C/yvajHM NPoLEecH.

MocToje pasnnunte BpcTe NpoLeca y Npupoan, y CMMUCIY NPaBUIHOCTU KOje Ce MOTY YOUUTU Y HUXOBOM
TOKY. MHoOre nojase n npougecu noceayjy U3BecHy MHepumjy, 1 jefaH og, ageKBaTHUjUX Moaena 3a TaKee
npouece 61 6M0 OHAj YMjM 3aKOH pacnogesie 3aBUCK 04, BpeAHOCTU NpoLeca y CafallkbeM MOMEHTY, a
He 3aB1CMK Of, TOra Koje cy BpegHOCTM npoueca buae y npowaoctu. JeaHy Knacy TakBMxX npoLeca npsu je
M3yyaBao pycku matemaTtuuap A.A. Mapkos (1856-1922), 1 no rbemy cy OHU U 406UAN Ha3UB.

3aHMM/BUBOCT je Aa je A.A.MapKoB Aowao Ha naejy MapKkos/beBUX NpoLeca TaKo LWTO je Npoy4yaBao
CMeHMBaHe CaMOr1aCHMKA U CyracHuUKa y MNMywkrMHoBoj noemun OHeruH.

Mpouecn MapKoBa UMajy Be/IMKY NPUMEHY Y pasHUM HayKama. KopucTe ce HNp. 3a Mogenupame
npoueca y 6uonoruju, 3a npeasuharse pacta Heke nonynauuje, 3aTUM y reHeTUUM 3a Modenuparse
npeHoLlleHa reHa Kpo3s reHepaunje. Mmajy npumeHy U y MeanunHKU,HNP. 3a NpoyYaBatbe AejcTBa
Tepanuje Ha 6oJIeCHUKE, UCTO TaKo U 3a Npeasuhame Wuperba TelWKuxX 6oiectn paan epukacHuje
Tepanuje. Mopepn osora cpehy ce Uy eKOHOMUjU, TeNEKOMYHUKaLMjaMa, COLMONOTUjU UTA.

Tema oBoOr paja je jeaHa Bpcta MapKOBCKUX npoueca, T3B. NaHLUK MapKosa.

MpBu Aeo paga obyxsaTa OCHOBHE NMOjMOBE M ONMUCE KaPaKTEPUCTUYHUX TUNOBA CyYajHMX NpoLeca.
Cneam yonwTeHn aeo o MapKoOBCKMM NpoLecMma, rae cy onncaHe BpcTe OBMX NpoLLeca npema Tuny
napameTapCcKor CKyMa M CKyna cTakba. HaKoH Tora ce y HapegHWm Nornas/bMMa geTasbHuje onucyjy
CBOjCTBA TPY KapaKTepMCTUYHA TUNa NaHaua MapKosa: ancopbyjyher, perynapHor u eproauyHor.

Y cnyyajeBMma Kaga naHal, UMa BEIMKK CKyN CTakba Moryhe je nojeagHOCTaBUTM aHaIM3Yy TaKo LITO Ce 04
BE/IMKOT NaHua bopmmnpa marbu, ca Makbm Bpojem cTarba. YcioBu Koju Tpeba aa byay ncnyrweHun aa
61 T0 6Mno moryhe 1 cBOjCTBa TOF HOBOT NaHLLA CYy ONMcaHKM y geny KombrnHoBame cTakba. OnucaH je u
0bpHYTM NocTynak, popMmmnpatrse BEMKOT laHLa O/, Masior, U3BeAeHOr y Un/by Aobujarba A04aTHUX
UHbopMauuja.

Ha Kpajy je Aeo ca npumepurma 1 NnpumeHama, rae je uamehy octanor onncaH KnacMyaH npumep faHaua
MapkKosa-cnyyajHo nytame. lNopes Tora je oNnnMcaHoO moaennpare jeaHe peanHe cuTyaumje, T3B.
oTBOpeHu moaen JleoHTuda. Nocnearun Aeo y npumepruma obyxsaTta CMMynaLmMje HeKMX aHala.



YBOJHU IIOjMOBHU U TeOpeMe

Y oBOM Zeny cy onmMcaHu NojMmoBu n Teopeme Koju he 6utn Kopuwhenu y paay.

OjnepoBa cyma

Hu3 Y.o—o S, je cymabunaH y cmucny Ojnepose cyme YKOAMKO BaXku
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ropeje 0 < k < 1.

Liesapo-cymabunHu peaosum

3a Hu3 {5, } ce Kaxe aa je Llesapo-cymabunaH, ca cymom S € R aKo cpeftbe BPeAHOCTU Herosmx
napumjanHmMx cyma texe Ka S, Tj.
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bopenosu cKynosu

Heka je () ckyn ucxopaa cnyyajHor ekcnepumeHTa. Heka je A damunnja nogackynosa ckyna .3a
damunnnjy A hemo pehu aa je o-anrebpa gorahaja ako 3agoBosbaBa cnegeha cBojcTea:

1. QeA
2. A€eA AeEA
3. ApAyAs ... €A = U A, €EA

Bopenosa c-anrebpa B je muHMmanHa o-anrebpa koja cagpxu X, roe je X = {(a,b],a < b,a,b € R}.
EnemeHTn ckyna B ce Ha3uBajy bopenosu cKynosu.

Penauumje

Heka je R penauuja nsmehy asa enemeHTa Hekor ckyna U. Obenexkasahe ce ca aRb, aa je a y penaumju
Rcab.

Penauymja morke nmatu CBOjCTBO:

1. pednekcmBHocTM-ako xRx, Vx € U
2. cMmeTpuYHOCTU-yKOoAnKo u3 xRy cnean yRx,Vx,y € U
3. TpaH3uTMBHOCTU-aKo U3 xRy n yRz cnegn xRz, Vx,y,z € U.



Penauymja Koja 3a40B0/baBa CBa TP CBOjCTBA Ce HA3MBa penauuja ekeusaneHunje. Penauymja
eKBUBaseHunje bopmupa jegHy NapTULMjy CKyna 1 CBaKM eIeMeHT Te MapTuunje ce Hasmea Kiaca
eKBuBaneHuuje.

3a penaumjy Koja 3a40B0/baBa NpPBO 1 Tpehe CBOjCTBO KaxKemo Aa je penaunja cnabor ypehema.

Ako je T penaumja cnabor ypehema, oHaa je xTyAyTx penaunja ekBuaneHumje ogpeheHa ome.
YKOAUKO je penaumja eksusaneHumje kojy oapehyje T- penaumja naeHmmteta (x = y) oHAa ce 3a T Kaxe
Aa je penaumnja napuujanHor ypehema.

EnemeHT a € U ce Ha3nMBa MUHUMaNHU enemeHT ako u3 alx cnegn xTa. AKo je MUHUMaNHU eNemeHT
jeANHCTBEH Ha3MBa Ce MUHUMYM.

JegHa og NnpuMeHa penauuja NnopeTKa je y Mmperkama KoOMyHUKaumje. Heka cy r enemeHaTa nosesaHa
KOMMJIEKCHOM MpeXKom. CBaKM efleMeHT MOXKe Zla MpeHece NoPyKy HEKOM MoAcKyny enemeHata. OBo ce
Ha3MBa AMPEKTHU KOHTAKT. lNopyKa morke 6UTKM nocnaTa gasbe U Tafa je TO MHANPEKTHU KOHTAKT.
MpeTnocTas/ba ce Aa eeMeHT He MOXKe 4a KOMYHUUMPa AMPEKTHO cam ca cobom. Heka aTb nspakasa
CBOjCTBO Aa a4 MOXe Aa KOHTaKTupa ca b uau aa a = b. T he Taga 6uTn penauuja cnabor nopetka. OHa
he oapehusaTu penaumjy eksusaneHumje xTyAyTx, Koja ce unta ,,X U y MOy KOMYHULIMPATH jefaH ca
apyrvmm, nam x = y“. [iga enemeHta he 6UTH y UCTOj KNacK eKBMBaseHLMje ako MOry Aa
KOMYHUUMPAjY,Tj. aKO CBaKM Of, HoMX MOMKE KOHTAaKTUpaTM OBOT APYror.

MHayKkosaHa penaunja napumjanHor ypehera T* nma cnegehe sHaverse: penaumja uT *v BaxKn ako cBu
eNleMeHTU Kflace U MOry KOHTaKTUpaTK CBe efieMeHTe Kaace U, a NPy TOM He BaXKM 06pHYTO OCUM aKo

u = v. CneumjanHo U je MaKCMMaHN efleMeHT NapumjanHo ypeheHor cKyna ako herosu eleMeHTU He
MOry BUTU KOHTaKTUPaHU O CTPaHe efleMeHaTa U3 gpyrux Knaca. CIMYHO U je MUHUMAHU e/IEMEHT aKo
HEroBM YNaHOBW HE MOry KOHTaKTUpPaTM YnaHoBe U3 Apyrux Knaca. Y HacTasky he ce BuaeTu aa je
eproAnyHmM CKyn y cTBapy MMHUMaAHN efieMeHT napumjanHo ypeheHor ckyna.

Cnepgm pokas Teopeme Koja he 6UTK NoTpebHa 3a AoKa3MBarbe PyHAAMEHTAHE TEOPEME PEryTapPHUX
NaHaua.

Teopema 1. Heka je P maTpuua npenasa guMeHsnjar X 1, Koja He CagpiKu enemMeHTe jegHaKe Hyu.
Ob6enexnmo ca € Hajmaru enemeHT matpuue P. Heka je k npon3Bo/bHU KOIOHa BEKTOP €a I enemeHara,
UMjK je MaKCMMaNHU enemeHT My a MUHUMaNHN My, U HeKa cy My | my MakCUManHU U MUHUMAHW
enemeHT BekTopa Px. Taga Baxku ga je M; < My, mq = mg u

My —my < (1 — 28)(My - my).

[okas. 0benexxnmo ca X’ BEKTOP Koju Ao06Mjamo 13 x 3amerbyjyhu cBe HeroBe KOMMOHEHTE, CEM
Hajmarse Mg, ca M. Taga Baxu Aa je x < x’. CBaka KOMMNOHeHTa BeKTopa Px’ je 0b6/1vKa

a - mo + (1—a) " MO = Mo—a " (Mo—mo)



rae je a > €. [lakne, cBaka KOMMOHEHTA je Marba UAu jenHaka My —€ - (Mg - mg). MowTo Baxku Aa
x < x', cnegu

M; < My-¢€ - (Mg - myp). @
Kapa ce npumeHn oBaj pe3yaTaT Ha BeKTop — x, Aobuja ce
-m; < —my-€ - (—my + M,). 2
Cabupajyhum (1) n (2) pobuja ce
M; —my < Myg-mg — 2e(Mg- my) =
(1 = 2e)(My - my).
Teopema 2. Heka je fi, f; ... HU3 GyHKLMja TaKaB [a 32 HEKY KOHCTaHTY C
M[(fp —¢)*1 -0
Kafd n — 00, oHAA
Mfa] = ¢
n3sacsakoe >0
Pr|f, —cl>¢] =0
Kagn — oo .

Teopema 3. Ako A™ Texun Ka O Kagn — o, Taga (I — A) ma MHBep3 1 BaxK
U=A) ' =1+ A+ A4 = ZA"
k=0

O3Hake

Pr;[p]- BepoBaTHOha gorahaja p ako je npoLec KPeHyo 13 CTaka S;
E;[f]- cpenra BpepgHocT dpyHKUMje f

Var;[f]-Bmucnep3nja dyHKumje f

R = {rij}- MaTpu1La ca eNeMeHTUMa 1;;

1

2

3

4

5. p= {r]} PeAHMN BEKTOP Ca KOMMOHEHTaMa 1j

6. vy = {c;}- BekTOp KONIOHa Ca KOMMOHEHTaMa ¢;

7. &- KO/IOHa BEKTOpP Ca CBUM e/leMeHTMMA jegHakum 1
8. n- peaoHW BEKTOp Ca CBUM efleMeHTUMA jegHakum 1
9. J- MaTpuLa YKjM CYy CBM eIeMEHTH jegHaKu 1

10. /-jeanHMYHA maTpuua

11. O- maTpu1ua Ymjn cy cBn enemeHTH jegHakm O
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1, i=j
2y ={y iy
13. Asq— MaTpMLA YNjU CYy eIeMEHTU KBagpaTh enemeHaTta matpuue A
14. A44- maTpuua Koja ce fobuja U3 matpuue A Kaja ce CBM eNeMEHTU BaH AnjaroHane usjegHade

ca0



1. OcHOBe TeopHUje cay4YajHUX npoieca

CnyuajHu npouec unu cnydajHa dyHkumja {X(t),t € T } je dbamuamnja peanHux cnyyajHUx BeNnUMHa
feduHucaHmx Ha nctom npoctopy BeposaTHoha (£, 4, P). 3a cBako t € T npocTop BpeaHocTH je R, Te je
(R. B) da3Hu npocTop cBaKe cnyyajHe Bennunte X (t). OBo ce 3anucyje

X(@®): (A - (R,B)
T ce Ha3nBa NapamMeTapcKku UAN MHAEKCHU CKyn.

To 3HauM ga je cayyajHu npouec jeaHa pamunnja cayyajHUX BEAMUYMHA KOje 3aBuce og napamertpa t u
cBe cy AeduHMcaHe Ha UCTOM NpocTopy BeposaTHoha. 3a ceako pukcuparo t € T je X(t) jeaHa
oapeheHa ciyyajHa BEIMUKMHA, Tj. jeaHa A-mepsbMBa dyHKUM]a.

MapameTap t moxke BUTK peanaH, KOMMNJAEKCAH UK HEKOT OMWTUjer TMNa, HAP. N-AMMeH3MoHanaH. Ocnum
TOra, OH MOe BUTU ANCKpeTaH UK HenpekngaH. CKyn T cBMX BpegHOCTM NapameTpa ce Hasuea u
obnact gedpnHMCcaHOCTM npoLeca.

MapameTap T MOXKe MMaTU pas3INunNTe MHTeprpeTaunje anm ce Hajuewhe nocmaTtpa Kao Bpeme, Tj .
nocmaTtpa ce NnoHalake NpoL.eca TOKOM BpemeHa. Y ogHOCY Ha BPCTy NapameTapckor ckyna T,
Pa3NunKyjy ce ABe OCHOBHE Kaace C/yvyajHux npoueca:

1. Akoje T Hus, oHaa je {X(t),t € T } cayyajHN HU3 MAK CAYYAjHU NPOLLEC Ca AUCKPETHUM
napameTpom. CneumjanHo, ako je T KoHayaH Hu3, Taga je {X(t),t € T } cnyyajHn BeKTOp.
2. Ako je TunTepsan, oHaa je {X(t),t € T } cnyyajHu npoLec ca HENPeKUAHUM NapameTpoM.

Heka je GMKcMpaHo n BpeMeHCKUX TpeHyTaKa tq, ... t,. CBAKOM 04, TUX BPEMEHCKMX TPEHYTaKa oArosapa
no jefHa cnyyajHa BesiMumnHa. Tako fAobujamo n cayyajHux senmunua X (t,), ..., X(t,,), Koje moxkemo
MOCMaTpPaTh Kao KOoOpAMHATe N-AUMEH3MOHANHOT cayyajHor BekTopa (X (t), ..., X(t,)). To je jeaaH n-
AMMEH3UOHaNHK 3acek cy4vajHor npoueca X. Pacnogena n-aMmeH3MOHaNHOr 3aceka oapeheHa je n-
ANMEeH3NoHanHOM GyHKLMjoM pacnogene

Fo(ty, oo tns X1, o, %) = P{U(X(£1), o0, X(£2)) < (g, o, )} = PEX(81) < %, o, X () < 2}

MpoLecn unju je NpocTop BpeaHOCTM NOACKYN HEKOT KOHAYHOT CKyMa Ce Ha3MBajy KOHAYHW C/Ty4YajHU
npouecu.



1.1 Heke ks1ace ciyyajHux nporeca

Knaca 1. ChyyajHu npouecy ca He3aBUCHUM BPeAHOCTMMA CY, Y M3BECHOM CMUC/TY, YONLWTEHa
HEe3aBWCHUX C/Iy4YajHUX BENNYMHA.

Cnyuajum npouec {X(t),t € T } je npouec ca He3aBUCHUM BPEAHOCTMMA aKo Cy C/lydajHe BeMunHe
X(t1),...,X(t,) 3acBakon € N u (ty, ..., t,) € T™ He3aBucHe Taaa, 3Haun

Fn(tlv ...,tn;xl, ...,xn) = Fl(tl,xl) Fl(tnr xn)

To 3HauM Aa ce Kof, 0BUX MpoLieca CBe N-AMMEH3MOHA/IHE pacnofese n3ydasajy npexko
jeaHOAMMEH3NOHANHUX.

AKo ce napameTap t Merba HENPEKMAHO, OH/1A YECTO ca CTaHOBULLTA NPUMEHa, HUje NPUPOAHO
nocmaTpaTh npoLece ca He3aBUCHUM BpeaHOCTUMA. Ha npumep, Huje NnpMpoaHo cmaTpaTh Aa 3a 6uio
Koja ABa Beoma 6smcKka t; u t, cy X(t;) n X(t,) He3aBuCHe cnydajHe BesMumMHe. 3aTo ce nocmaTpajy
CaMO C/1ly4ajHU NPOLLECH Ca HE3ABUCHUM BPEAHOCTMMA NPU AUCKPETHOM NapameTtpy t = 1,2, ..., Tj.

Xo = X(0),X; = X(1), .. X, = X(n), ...

OBaKo AedUHMCaHMM Npouecuma cy 6MCKM MPOLLECH Ca HEKOPEIMCAHVMM M NPOLLECU Ca OPTOTOHANHUM
BpeaHoctuma. Mpouec {X(t),t € T } y onwTem cayyajy ca KOMNAEKCHUM BPeAHOCTMMA, je NpoLec ca
HeKope/IMCaHNM BPeAHOCTMMA aKo Cy 3a CBaKo t # S caydajHe BesmunHe X(t) n X(s) HekopenucaHe

Cov(X(1),X(s)) = E{[X(©) — EX(D][X(s) —EX(s)]} =0
OAHOCHO
E[X(t)X(s)] = EX(t)EX(s)

Mpouec {X(t),t € T } y onwTem cnyyajy Takohe KOMMNIEKCaH, je NpoLLec ca OpTOroHaHNM
BPeAHOCTMMa aKo Cy 3a CBaKO t # S c/ydyajHe BennumHe X (t) n X(s) optoroHanHe, wro ce 3agaje
yCNOBOM

E[X@®)X(s)]=0
Knaca2. Mpouecu ca He3aBUCHMM npupaluTajuma cy npouecu {X(t),t = t, }, rae cy cayyajHe BennymHe
X(t0), X(t1) — X (), X (t2) — X(£1), -, X (£) — X (En-1)
HesaBMUCHe 3a cBakM M3bop ty <ty <ty < -+ < ty,.

3a nosHaBsarbe npoueca {X(t),t € T } ca He3aBUCHMM NpMpPaLUTajMMa AOBO/bHO je 3HATU GyHKUMje
pacrniogene cnyyajHux sennumnHa X (t) n X(t) — X(s), Tj. LOBO/LHO je 3HaTK PpyHKUMje

Fi(t;x) = P[X(t) < x]



G(t;s;x) = P[X(t) — X(s) < x]

M3 oBora ce MoKe 3aK/by4ynTH 43 NPOLECU Ca HE3aBUCHUM NpMpPaLLTajuma cnagajy y npouece Kog Kojux
je no3HaBake 4BOAMMEH3MOHAHUX pacnoena A0BO/bHO 33 NO3HaBake C/1y4ajHor npoLeca.

Knaca3. Mpouecn ca KOHAYHMM MOMEHTUMA APYror pega uam Lz—npou,ecm CYy KOMMNJIEKCHM Npouecu
X)) =) +in(t),teT
KOZ, KOjUX CY KOOPAMHATHU NPOLECH & U N peasiHy NPOLLECH U APYTY MOMEHT
EIX(0)I = E[X(X(D)] = E§2(t) + En?(t)
je KoHavaH 3a cBako t € T.
Cpeata BpeaHocT L2-npoueca je komnaeKkcHa GyHKLUMja
EX(t) = mx(t) = EE(t) + iEn(t)
OHa je KOHayHa 3acBako t € T.
KopenaumoHa ¢pyHKUMja
Ky (t,s) = E[X(t) = my(D)][X(s) — my(s)] = EX()X(s) — my(t)my(s)
M aycnepsmja
Dx(t) = Kx(t,t) = EIX(t) —mx(t)|> = EIX(©)|? — Imx (6)|?

cy Takohe KoHauHe dyHKLMje.

Knaca4. NMpouecu ca OpTOroHaIHUM NpupaLuTajuma Cy KOMMIEKCHWU CyYajHU NMPOLLECK KO, KOjUX Ce,
ymecto ycnosa E|X (t)|? < oo Koju ce y3uma kog, L2-npoueca, y3uma mMano Apyrauuju ycios

E|X(t) — X(s5)]|? < oo, t,seT

M KOZ KOjUX Cy NpupaLuTaju Ha mehycobHO ANCjYHKTHUM MHTEpPBaIMMa OPTOrOHA/IHE C/lyYajHe
BennumHe. flakne,3acset; < t, <tz <t,je

E[X(ty) — X)X () — X ()] =0
Y cnyyajy peanHux npoteca yc/ioB ce cBoAM Ha 06MUYHY HEKOpEeNMCcaHOCT NpupallTaja.

Knaca 5. OBy Knacy uMHe CTaLuMOHapHK CyYajHM npouecK. Y Hoj pas3iMKyjemo ABe NogKnace npoueca:
CTpOro cTaumoHapHe 1 cnabo ctaumoHapHe npouece. Y oba cnydaja hemo cmatpati ga je T cKyn CBUX
peanHux bpojesa UaM CKyn CBUX LLeanx bpojesa, 3aBUCHO 04, TOora 4a /N Ce Pagy O HeMpeKUgHUM Uav
AVCKPETHUM Mpouecuma.
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Cnyuajum npouec {X(t),t € T } je cTporo cTauMoHapaH aKko Cy CBE HeroBe KOHa4YHOAMMEH3MOHaNHe
pacnojene HBapujaHTHE y OAHOCY Ha TPaHCAaLMjy BpeMeHa, Tj. ako 3a CBaKM npupoaaH 6poj n v 3a cee
usbope ty, ..., t, € T, pacnogena n cayyajHux npomensmsusnux X(t, + h), ..., X(t,, + h) He 3asucu og, h.
To ce Mmoxe n3pasnTh Ha cnegehu HaumH:

Fn(tl + h, ey tTL + h; X1, ...,xn) = Fn(tlr ) tn; X1, ...,xn)
AKo CTPOro CTaunoHapaH npouec nma cpeary BpeaHOCT , OHa je KOHCTaHTHa:
EX(t) =EX(t+h)=m

AKO CTpOro cTaLMoHapaH NpoLec MMa KOHa4YHe MOMeHTe apyror peaa, oHaa he kerosa KopesnaunoHa
dYHKUMja BUTU PYyHKUMja pa3nKe aprymeHaTa

K(t,s) = E[X(t) —m][X(s) —m]
= E[X(t —s) —m][X(s —s) — m]
= E[X(t —s) —m][X(0) —m] =B(t—s)

CnyuajHu npouec {X(t),t € T } je cnabo cTaumMoHapaH ako Cy CBU HEroBM MOMEHTU Apyror peaa
KOHa4YHW, cpeaHa BPeAHOCT je KOHCTaHTHa M KopenauuoHa GyHKuUMja je pyHKLMja pasanKke aprymeHaTa

E|X(t)|? < o0, EX(t) = m,K(t,s) = B(t — s).

Knaca 6. PeanaH ciyyajHu npouec {X(t),t € T } je raycoBCKM C/1yuajHN NPOLEC aKO CBAKO HEroBo N-
AMMeH3noHanHo cevere (X (ty), ..., X(t,) , ty, ..., t; € T je raycoBcKa caydyajHa BeMUYMHA.

Kopg, raycosckor cnyyajHor npoueca {X(t),t € T } cBaka cnyyajHa BeanumHa X (t) je raycoscKka cayyajHa
BENMUYMHA. AZIM TO HUje M LOBO/bAH YC/OB.

Heka je {X,,} H13 raycoBckux cnyyajHux BesiMumHa n Heka X, — X, n — ooy cpearbekBagpatHom. Taga
3a cpeatbe BPeaHOCTM U AMCNEeP3nje Barku

tn =EXp > EX =p
07 = E(Xp — pn)? > E(X — p)? = 0?
akako Fy (x) — Fx(x) cneau aa n ryctuna

_ 1 (x B .un)z
9500 = o o {‘ T}

TeXW Ka r'yCTUHMN HOpMaJIHE pacnoaene
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1 (x — p)?
R

To 3Ha4M ga rpaHMYHa BPEeAHOCT y CpeaHeKBaAPATHOM HM3Y rayCOBCKUX C/Ty4ajHUX BEIMYMNHA je
raycoBscKa c/yyajHa sesimumnHa. [lakne, ako je {X(t),t € T } raycoBCKu cnyyajHu NpoLec, OHAa He Camo
[la Cy KOHayHe IMHeapHe KombuHaumje Y = a; X (t1) + -+ a, X (t,) raycoBcke BennuuHe, seh cy Takee u

HbMXOBE CpeaHeKBaApaTHe rpaHnYHe BpeaHocTU. Npema Tome, iMHeapHe onepaumje Hag rayCoBCKUM
npouec1Mma Aajy raycoBcke npouece.

Knaca 7. Oy knacy npoueca YmHe MapKoBcKku npouecu. OHM he BUTU pasmaTpaHM Y HAaCTaBKy.
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2. IIpouecn Mapkosa

2.1 Knacudpukanumja nponeca MapkoBa

Heka je {X(t),t € T } peanaH cnyyajHu npouec, Tj. HEKa cBaKa ciyyajHa npomeHsbusa X (t) nma
BpeAHOCT U3 Hekor ckyna S 13 R. 3a efiemeHTe ckyna S pehun hemo aa cy ctama, a 3a S hemo pehu aa je
CKyN cTakba. PasnmKoBahe ce yeTMpm BpCTe NpoLeca:

T-AVCKpeTaH cKyn, S-AUCKpeTaH CKyn
T-ANCKpeTaH CKyn, S-HenpeKuaaH ckyn
T-HenpeKknaaH ckyn, S-ANCcKpeTaH CKyn

P whNhPR

T-HenpeKkngaH ckyn, S HenpeKkngaH ckyn

Cnyuajl. Heka je T € {0,1,2, ...} n S je KoHauaH nau npebpojus ckyn u3 R. Umamo gakne Hu3
Xo, X1, X5, ... CNyHajHUX NPOMEH/BUBUX, Fe CBAKa Of, HMX MOXKEe MMaTU BPeAHOCTU M3 cKyna S. be3
ry6/berba OnwToCTM MOXKeMo cmaTpaTh ga je S = {1,2,3, ...}

3a HUM3 cayyajHux BenununHa {X,, X1, X5, ... } Kaskemo aa je naHay, MapKoBa ca AUCKPETHUM CKYNom
CTakba aKo 3a Vn € N u cBa cTama Sy, Sq, Sz, ... M3 S BaXKM

P{Xns1 = sn+11Xo = 50, X1 = 51, e, X = 5} = P{Xpi1 = Spy1|Xn = 55}
Kaj rof cy Te yc/oBHe BepoBaTHohe geduHMcaHe Tj. Kag rog je
P{XO = SO’Xl = Sl’ ""XTL = Sn} > 0

AKO X, MHTEPNPETNPAMO Kao CTatbe GU3NYKOT CUCTEMA Y MOMEHTY t = n, oHZa NaHal, MapKoBa
onucyje esonyumjy GUsmnUKor cuctema TokomM BpemeHa. lNMpu Tome ce 3a Xg = Sg, X4 = Sq, -, Xpq =
Sp—1 W3 (1) Kaxe Aa je npownocT, 3a X;, = S, Ce Kaxe Aa je cafalhOocCT, a 33 X, 11 = Sp41 CE Kaxke Aa je
6yayhHocT pusmnukor cuctema. CnoboaHuje peyeHo, ycnos (1) 3Haum aa je noHalake cucTema y
6yayhHocTv noTnyHo (y cmucny BepoBaTHoha) ogpeheHo eroBom cagalltolwhy a He 3aBUCK Of,
NpoLWAoCTH.

OBaj cnyyaj he 6uTH Tema gasber paaa.

Cnyuaj2. Heka je T auckpetaH ckyn, Ha npumep T = {0,1,2, ...}, a S je uHTepBan ca R naun Hekn apyru
Henpebpojme ckyn. AKO BaXu jeiHAKOCT YC/IOBHUX BepoBaTHOha

P{Xy+1 € Bny11Xo € Bo, X1 € By, ..., X € B} = P{Xp4q € BpyalXn € By}
3a cBe bopenose ckynose By, By, ..., By, Bp+1 13 R 3a Koje je
P{X, € By,X, € By, ..., X, €EB,} >0

Taga Kaxkemo aa je Xg, X, X5, ... naHay, MapKoBa ca HeNnpeKkUAHUM CKYNOM CTakba.
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Cayuyaj3. Heka je T HenpekmnaaH nogxcyn ckyna R, Ha npumep T = [0, ) 1 HeKa cy cayyajHe
npomensbue X (t) AUCKPETHE, Ha MPUMep, ca CKynom cTara je S = {1,2,3, ... }. Nocmatpa ce Hu3
BPEMEHCKUX TpeHyTaKa tg, tq, ... ty, theq TAaKBUX Aa je ucnyrweHo 0 <ty <ty <ty < - < t, < tpyq-
Heka je pamwe

P{X(tn+1) = Sps1lX(E0) = 50, X (1) = 51 .., X () = sp} = P{X(tn41) = Sn1lX (&) = 55}
32[10BO/bEHO 33 CBAKO N 3a Koje je
P{X(ty) = s0, X(t1) =51 ..., X(tp) = s} >0
Taga ce Kaxe aa je {X(t),t = 0 } npouec MapKoBa ca AUCKPETHUM CKYMOM CTakba.

Cnyuaj4. Heka je T untepsan u3 R, Ha npumep T = [0, 00). 1 HeKa je CKyn CTatba HEKM HEMPeKnaaH
nogckyn ckynaR. Ako3a 0 <ty < t; <t, < - < t, < t,4+1 ¥ bopenose ckynose By, By, ..., By, Bp4+1 Ca
peanHe nNpase Baxu

P{X(tn+1) € Bpy1|X(to) € By, X(t1) € By, ..., X(t,) € By} = P{X(tp41) € Bpi1|X(ty) € By}

oHAa Kaxkemo aa je {X(t),t = 0 } npouec MapKoBa ca HENPeKNAHUM CKyNnom cTara. Hekaga ce Ha3mBa
n omMdysnoHu npouec.

2.2 YonuuTeHo o JaHMMa MapkoBa

Y npeTxoaHoOM geny je gata yonwTteHa aedmHuumja Mapkossbesor npoueca. Osae he 6utu gata joww
jeaHa peduHUuMja, 3a KOHaYHe NaHue Mapkosa.

MapKoB/beBM NaHLM Ca KOHAYHO MHOTO CTakba CY AMCKPETHM C/IyYajHU NPOLECH YMjU CKYMOBU CTakba
cagpKe KoHayaH 6poj enemeHaTa M KOju 3a40B0/baBajy CBOjCTBO Aa 3a OU/I0 KOju MCKas p Ynja BpegHOCT
3aBUCK CaMO Of, UCX0Aa NPE N -TOr eKCNePUMEHTa BaXKK

Pr[Xn = sj|(Xn_1 =5;)A p] = Pr[Xn = sj|Xn_1 = si]
OsBaj ycnos he ce HazMBaT MapKOB/LEBO CBOjCTBO.
BeposaTHoha npenasa y N-ToM KOpaKy, U3 CTaka i y CTakbe j, ce AedpuHuLLe Kao
pij(n) = Pr[X, = si|Xn-1 = si]

XomoreHu naHal, MapkoBa je 0Haj n1aHalL, Koju 3a40B0/baBa CBOJCTBO Aa BeposaTHohe npenasa p;j(n) He
3aBuCe 04 N. Y 0BOM C/ly4ajy ce obenexasajy ca p;;. Y fAasbem TeKCTy he ce roBOpUTM O XOMOTeHUM
NaHuyma MapkKosa.

MaTpuua umju cy enemeHTH BepoBaTHohe npenasa Ha3MBa ce maTpuua npenasa.
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MoyeTHM BeKTOp BepoBaTHohe M maTpuua npenasa noTnyHo oapehyjy Mapkos/bes naHal,. Jakne, 3a
[aT1 MOYETHWN BEKTOP Ty U AaTy MaTpuuy npenasa P, nocToju TayHo jegaH NaHay MapKoBa reHepucaH
OBMM NapameTpuma.

Y HacTaBKy npuye hemo yrnaBHoOM pasmaTpaTy c/lydajese rae je maTpuua npenasa P ¢pUKCHa, a NoYeTHU
BEKTOp Tt NpomeH/bunB. Cammm Tum he BepoBaTHOCHa Mepa moryhmnx ncxoaa 3aBUCUTM YNpaBso o/,
n3bopa BeKkTopa 1.

KoHKpeTHO, aKo je p 6110 Koju MCKa3s U3 CKyMa ncxoaa unm X npomsBosbHa GyHKLMja YMjM je JOMEH CKyn
ucxoaa, spegHoctt Prip], E[X] i Var[X] he 3asmucuTn og 1 un Ty 3aBucHOCT hemo obenexasatu ca
Pry[pl, Ex[X]iVar.[X].Y cneynjanHom cnyuajy, Kaga je i-Ta KOMNOHeHTa BEKTOpa Tt jeaHaka 1, osy
3aBucHocT hemo obenexasatu ca Pri[p], E;[X]iVar[X].

MapKoB/bEBO CBOjCTBO CE MOXKE MCKa3aTh MU Ha APYyravynjyu HaumH.

Heka je P UCKa3 LIMja BPEeAHOCT 3aBMCKU CaMO O UCXO0Aa NOoCne N-TOI eKCnepnmeHTa, a q NCKa3 leja
BpeAHOCT 3aBMCU CaMO OJ, UCX0Ja Npe N-TOor ekcriepmmeHTa. Taga

Pr[p AqlX, = sj] = Pr[pan = sj]Pr[qun = Sj]

CywTiHa OBOT YCNOBa je A3, Kaja HaM je No3HaTa CafallHOoCT, NpoLaocT U 6yayhHOCT cy He3aBKCHA
jeaHa og apyre. OBa fedvHMUM]a KOja YK/bydyje CUMETPUYHOCT Ham yKasyje Ha To fa 6u Mapkos
npouec nocmatpaH y obpHyTom peay noHoBo 6Mo MapKoB npouec.

Teopema 2.2.1 MocmaTpamo MapKoB/beB NPOLEC U HEKA je p BMN0 KOju UCKa3 YMja BPeaHOCT 3aBUCK
CaMo 0f, Ucxoda nocsie N-Tor ekcnepumeHTa. Taga

Pr[Xn = Sj|(Xn+1 =5;) Ap] = PT[Xn = Slen+1 = Si]

MowTo je 6o Koju MapKoBs/beB NpoLec nocmaTpaH y o6pHyTom peasy NnoHoBo MapKoB/beB NpoOLLEC,
MOXKe Ce MPEeTNnocTaBuTK Aa je To cayyaj U ca MapKoB/beB naHuMmMa. MehyTum, 0BO He BaXKK y onwtem
cnyyajy. Baxuno 6u kaga 61 06pHyTe BepoBaTHohe npenasa pfj (n) = Pr[fn = sj|fn+1 = si] 6une

He3aBUCHe of, N. X MOXKemMo 13pasnTu Kao

Pr{Xn = s;i AXny1 = 5]
Pr{Xns1 = si

P;j (n) =

_ PrlXni = silXn = 55]Pr(Xn = 5]
Pr[Xp4q = sil

_ pjiPT[Xn = S]]
Pr[Xp41 = 5i]

Ose BepoBaTHOhe npenasa 61 6une HesaBUCHe oA n, ako bu BeposaTHoha aorahaja Aa ce npouec Hahe
y oapeheHoMm cTamby y TpeHYTKY n 61Mna He3asMcHa og, n. OBO reHepanHo rnefaHo Huje caydaj. Ha
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npumep, ako je NpoLec CTapToBao Y CTaky S; ca BepoBaTHohom 1, oHAa je BepoBaTHoha Aa he octaTtv u
flaJbe y TOM CTaky jefHaka pp1. LUTo 3Haum aa yonwteHo

Pr(X, = s1] # Pr[X; = s1].

2.3 Knacudpukanuja cTamba U laHala

*enumo aa knacudmrKyjemo ctakba naHua MapKosa npema Tome Aa v je moryh npenas us gaTor cTatba
Y HEKO ApYro 3a4aTo CTakbe.

CKyn cTakba MOXKEMO NOAENUTU Ha Knace ekBMBaneHumje. [1Ba cTakba ce Hanase y UCTOoj Knacu
eKBMBasieHUMje aKo ,,KOMYHULMPaAjy”, Tj. aKo je moryh npenas u3 jeaHor y Apyro ctakbe 1 06pHyTO.

MUHMMaNHK eNeMeHT napumjanHo ypeheHor ckyna Knacu eKBMBaneHuUMje ce Ha3nea eprognyHm cKyn.
OcTanu enemeHTH ce Ha3mBajy NpenasHu CKynosu. EnemeHTN npenasHor ckyna ce HasuBajy npesasHa
CTakba, 0K Ce e/IeMeHTM eproAnYHOr CKyna HasunBeajy eproamyHa ctatba.

M3 unkbeHULE 43 CBaKM KOHAYHM NapumjanHo ypeheH cKyn caapiku Hajmarbyn efleMeHT ceam Aa CBaku
naHau, MapKoBa cagp»u 6ap jegaH eprognyHm ckyn.

3a npenasHe CKynoBe Ba*kW a aKo NpOoLEec HanycTu OBakas CKYN BULIE Ce HMKag He Bpaha y ucTu. 3a
eproamyHe CKyrnoBe BaXu Aa ako npouec yhe y oBakas ckyn suuie ra Hehe Hanyctutu. CneumjaaHo, ako
eproAmMyHmM CKyn CaAp»Ku camo jefaH enemeHT, oHAa ce gobuja ciyyaj y Kome npouec Kaga yhe y 1o
jeaHo cTarbe BULLE He M3/1a3M K3 tbera. TaKBo CTakbe ce HasuBa ancopbyjyhe.

Teopema 2.3.1 Crambe s; je ancopbyjyhe ako 1 camo aKo je pjj—q-

Mepuog ctama i, d(i), je Hajsehu 3ajeAHUYKM AeNUNAL, OHUX N 33 KOje BaXKu pl.(in) > 0. YKonuko je
d(i) > 1 crarbe je nepuoamyHo.

Teopema 2.3.2 3a nponBOJbHM laHay, MapKoBa, CBa CTaka M3 jefHe Kace eKBMBAIEHLMjE UMAjY UCTU
nepuoga.

Lo . , . . r
Jokas. Heka cy i u j aBa cTama U3 UCTe KNace ekBMBaseHuuje. Taga i <> ] N NOCTOJU I TAKBO Aa pL() >0

j
M S TAaKBO Aa p](-f) > 0 MowTo je noTpebHO  + S KOpaKa ga npouec gohe n3 iy jas3atum ga ce NOHOBO

BpaTMyi, ¥ + s mopa 6uth geswmeo ca d(i). Heka je t Hekn npupogaH 6poj Takas Aa p](-Jt-)

NoCTOjW HauYMH A4a NPOLEC BpaTK y CTakbe i nocne r + t + S Kopaka, cneav gajer +t + s Ae/buBo ca

d(i), wTo 3Haum aa je 't aeswmeo ca d(i). MowwTo je 0BO TayHO 3a CBaKo t 3a Koje je p}]t-)

je d(j) nemuso ca d(i). Ako obpHemo ynore i u j, fobuja ce ga d (i) je pemuso ca d(j), WTO 3HaUM

d(@) = d()).

> 0. MowTo

> 0, cnegun aa

Ty 3ajeaHnyky BpeaHocT hemo obenexasatu ca d.

16



CBaKa Knaca ekBMBaeHLMje ce MOXKe NOAENNTM Ha UMKANYHe Knace. AKo je nepuog Knace d = 1 oHaa
NocToju CaMo jeAHa LUMKAMYHA KNaca U 3a KNacy eKBMBaNeHLUMje ce Kaxke Aa je perynapHa, a YKoiuKo je
d > 1 oHAa NOCTOojW BULLIE LIMKANYHUX KNaca, a 3a KNacy eKBMBa/IEHUM|e KarkeMo A3 je UMKANYHA.

Y npBom cnyyajy, Kaga je Knaca eKBUBaNeHUMje peryanapHa, NpoLLec Ce MOXKe, HaKOH HEKOT BPEMEHa,
Hahu y 6110 KOM CTakby Te Knace, He3aBMCHO 0, Tora Koje je 6110 NoYeTHO cTakbe npoueca. Taga he csu
AO0BOJ/bHO BEJ/IUKU CTENEHUN MaTpuUuLe P 61TK no3nTnBHN.

Y cnyyajy Kafa je Knaca eKBMBasieHUNje UMKANYHA, CBaKM cTeneH maTtpuue P he cagprkatv enemeHTte
jegHaKe Hyau.

M3 knacuduKkaumje ctarba ce 3BoamM Knacudukaumja naHaua. OcHoBHa nogena NaHaua ce BPLUM Ha
OCHOBY TOra A4a /N NaHal, CaAp*KM NpenasHu ckyn.

MpBo hemo pa3maTtpaTh JlaHLE KOju He cagprKe npenasHu ckymn. TakBu JlaHLM ce cacToje o4, jeaHor Uaun
BULLE eproAnyYHMX CKYnoBa. YKONMKO Ce CacToje of BULIE eproanyHuX ckynosa, mefly TUM CKynoBUMa He
nocroju mehycobHa nHTEepakumMja 1 cammMm TMM CE MOry NoCMaTpaTh o4BojeHo. 36or Tora hemo gasve,
6e3 rybuTKa reHepasnsaumje, nocmaTpaTu cay4vajeBe rae ce iaHau, cacToju o4, jeAHOr eproguyHor ckyna.
TaKBM NaHLM Ce HAa3MBajy eprognyHu TaHLUMW.

OBe /laHLLe MOMKeMO KNacupuKoBaTH npema Npupoam eproanyHor ckyna.

e JlaHUM YmMjun je eproamyaH CKyM perysiapaH ce Hasueajy peryiapHu naHun Mapkosa. MnasHo
CBOjCTBO OBOT JIaHLA je la Ceé HAKOH HeKOor BpemeHa MoxKe Hahu y buno kom ctamy, 6e3
063Mpa Ha NoYEeTHO CTamE.

e JlaHUM 4YKjU je eprogmyaH CKyn LMKAMYAH CY UMKAUYHN NaHum MapKoea. OBakBM naHUM cy
nepuoanyHu ca nepmogom d > 1 1 bMxoBa CTakba cy nogesbeHa y d UMKANYHUX CKYNoBa.

[pyra rpyna naHaua Koje pasmatpamo Cy OHM NIaHLM KOju cagpike npenasHe ckynose. OBM NaHUM nopes,
npenasHuX CaaprKe U epromyHe CKynose U, 360r cBojcTBa Aa flaHay, ca BepoBaTtHohom 1 ynasuy
€proanyHmM CKyn, 0Be NaHue KnacuduKyjemo npema nuxosmm eprogamyHum CKynosmma.

e AKO ce CBM eproguyHun CKynoBM cacToje o4 no jefHor efleMeHTa MMamo ciyyaj ancopbyjyhmnx
NaHaua.

e [lpyra KaTeropuja obyxsaTa NaHLLE YNjW CY CBU €PrognyHM CKYNOBU pPerynapHu, U HUCY CBU
CaCTaB/beHM 04, CAMO jeHOT e/leMeHTa.

e Tpeha rpyna cy OHM NaHLM YNjU CY eProgUYHMN CKYNOBU UMKANYHM.

e [locnearba Kateropmja obyxBaTa NaHLLE KOjU CagpiKe U perynapHe U UMKANYHE eproguyHe
CKynose.

Y pasbem pagy he 6UTH pasmaTpaHa OCHOBHA CBOjCTBa TPy TUMa flaHLA: ancopbyjyher, perynapHor u
eproamyHor. PerynapHu v eproguyHun naHum ,,MoKpuBajy” noHalwarbe NpoLeca HaKoH WTo uctn yhey
€proAmMyYHM CKyn, fOoK ancopbyjyhu naHLmM onvcyjy NoHaware npoueca npe Hero Wwto yhe y HeKkun
eproamyHm ckyn.
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3. Anncop6yjyhu s1aniu MapkoBa

3.1 lebuHuMja 1 OCHOBHA CBOjCTBA

Ancopbyjyhu naHun MapKoBa cy flaHUM KOZ KOjUX Ce CBAaKM epProgMyHKn CKyn CacToju of, TauyHo jeaHor
cTakba. To cTarbe, obenexxknhemo ra ca s;, ce Hasmea ancopbyjyhe v 3a mwera Baxku p;; = 1.

Teopema 3.1.1 Y npon3Bo/bHOM KOHA4YHOM naHuUy MapKoBa, HE3aBUCHO 04, TOra Koje je MOYEeTHO CTakbe,
BepoBaTHoha Aa he ce npouec Hahn y eprogMYHOM CTakby TEXU jeAUHULN, Kag n — oo,

[okas. Kaga npouec yhe y HEKO eprogMyHo cTakbe HMKaAa He HanyLliTa HheroBy Kaacy eKBuBaneHumje,
WTO 3HauM Aa he ce 04 TOr MOMEHTA HAaNA3UTU YBEK Y HEKOM epProAnYHOM CTakby.

MpeTnocTaBMMo caga Aa npouec Kpehe M3 HeKor NpenasHor cTarba. Knaca Tor ctakba Huje MUHMMaHa
LWITO 3HAYM Aa NOoCToju Knaca “ucnog” we. OBo 3HauM ga je moryhe ga npouec yhe y HeEKM eprogmynHu
CKyn.

MpeTnocTtaBMmo aa je moryhe npehu U3 npenasHor y eproamMyHo cTakbe y He BMLe o4 1 Kopaka. Taga
NnocTojn No3uTnBaH bpoj p Takas Aa je BepoBaTHONA ynacka y eproguyHo cTake, Noc/ie Hajsuie n
KOpaKa, He marba o4, p. Taja je BepoBaTHoha gorahaja fa npouec nocne n Kopaka He yhe y eprognyHo
cTatbe marba o4 (1 — p). BeposatHoha aa npouec He yhe y eprogmuHo ctarbe nocsie kn Kopaka je

< (1 — p)¥, v oBa BeposaTHONha Texu Hyn Kaga k — oo,

MNocneanua ose TeopeMe je cBOjCTBO Koje he 61UTK NoTpebHo y Aasbem AoKasmBaky. OHO Kaxe Aa

noctoje 6pojesn b > 0,0 < ¢ < 1, Takeu ga pi(}q)

< bc™ 3a 6uno Koja NpenasHa CTara S;, S;.
3a gasbe npoyyasakbe ancopbyjyhux naHaua MapKoBa yBoAMMO KaHOHCKY Gopmy maTpuue npenasa P.
KaHoHCcKy dopmy aobujamo Kaga maTpuuy npenasa “npeypeammo” Tako ga ce pasgBoje npesiasHa u

eproanyHa Crtakba.

MpeTnocTtaBMMO @ UMaMo S NpeasHux ctarba u (r — s) eprognuHmnx cTara. KaHoHcka dpopma nma
06/1mK

rae

e noa-matpuua S aumensuja (r — s) X (r — s)je matpuua npenasa usmehy crarba Koja cy
eproamyHa

e noa-matpuua O, aumeHsunja(r — s) X S je Hyna-maTpuLa 3aTo LITO NoApa3ymesa npenas us3
€proAvyHuX y npesiasHa ctaka.

e noa-matpuua R aumensuja s X (r — s)je maTpuua npenasa us npenasHux y eproguyHa ctakba
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e nog-matpuua Q, AMmeHsnja s X s, je MaTpu1La Koja cafapKu BepoBaTHohe nNpesiasa UCK/by4yMBO
mehy npenasHum ctarbmma.

Kopa ancopbyjyhux naHaua saxkn ga S = I rae je I jeanHnyHa matpuua ogroeapajyhux gumeHsuja.
Jakne KaHoHCKa dopma maTpuLe npenasa Kog ancopbyjyhux naHaua je

P=(z o

CteneHun oBe maTpuue Takohe nmajy jeAMHUYHY MaTpuLy Ha MecTy cyb-maTtpuue S y KaHOHCKOj dopmu.
OBO oC/IMKaBa YMbEHMLY A3 Npouec jeaHomM Kaaa yhe y ancopbyjyhe ctarbe, HUKaaa He u3nasu us
Hera.

3.2 dyHaaMeHTa/IHa MaTpUla

Teopema 3.2.1 3a npoun3BosbHU ancopbyjyhu naHau Mapkosa, matpuua I — Q uMma UHBEpP3 1 BaXKu
U= =1+Q+Q*+~= ) ¢*
k=0

3a ancopbyjyhe naHue, dyHaameHTanHy matpuuy gedunmwemo ca N = (I — Q)7 L.
Y unsby nssohema Aasbux pesynrtaTta, ysoanumo Hose dyHKuuje.

e n;-6poj nyTay Kojuma ce NPOLEC HALWAO Y CTakby S;.
. uj’-‘-d)yHKu,Mja KOja MMa BpeAHOCT 1, yKO/IMKO ce npouec y cBoOM k-TOM KOpaKy Hallao y cTakby

Sj, n 0y cynpoTHom.
Obenexmmo ca T ckyn npenasHux cTaka.
Teopema3.2.2 {Ei [nj]} = N, roe Si,Sj € T.

. _ [o0) k
Loxas. [la 6ucmo nokasanu Tepherbe KOPUCTUMO CBOJCTBO 1 = X3 o Uj'.

(£} = {Ef [Z i B ) {Z b ]}
(S (=)o 1)

k=0
-3 )= Yot
k=0 k=0
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OBa Teopema nokKasyje 4a je ouyeknsaHu 6poj nyTa Aa ce npouec Hahe y 4aTOM NpenasHOM CTakby
KOHauaH.

3.3 [I[pumeHe pyHIaMeHTa/JIHE MaTPULLE

Ha noueTky hemo aepuHncatn matpuue Koje he Ham 6MTM NOTpebHe y Aasbem TEKCTY.

o N,=N(2Ngy—1)—Ngg - sXs

e B=NR -sX(r—s)
o T7=N¢ - KOJIOHA BEKTOP Ca S KOMMOHEHTH
e 17,=02N-Dt—14 - KOJIOHa BEKTOP Ca S KOMMOHEHTU

Teopema 3.3.1 {Vari[n;]} = N,, rae s;,s; € T.

Aokas. MosHaro je aa Vari[n;| = E;[n?]| — E; [nj]z. MowWTO M3 NPETXOAHOT Aena umamo wra je E; [nj]2

npeocraje Aa ce BUAN KaKo MOXKeMO u3padyHatn M;[n?].
Mpeo Tpe6a nokasat Aa je E;[n?| konauwo, a satum aa je {E;[nf] } = N(2Ngy — I).

1. Ei[njz] je KoHauHo.

Efnf] = £, (Z ) =& [Z Z] DIXTF

E; [u]kujl] je BeposatHoha aa ce npouec Hahe y cTarby s; Uy k-Tom 1y |-TOM Kopaky, NoYeBLWwm oA, CTakba
s; Ako ctasumo ga je m = min(k,1),d = |k — l| oHpa je oBo BepoBaTHOha ga ce npouec Hahe y cTarby

d
Sj Y M-TOM KopaKy, 4 Aa ce noc/e d KopaKka NOHOBO BPaTyh y kera. [lakne E; [u]ku]l] = pi(?)pj(.j),

[o¢]

E[n?] = Z Z piPpiP < 2 E(bcm)(bcd) = b? Z Z ¢ = b2 Z(Zn +1)cn
=01=0 =0 k=0 1=0 n=0

k k=0

roe jen = max(k, ). OBo je KOHauHoO.
2. {Ei[nf]}=N(2Ngy —1).

[a 61 nspayyHanm oyekMBarba pasmaTpamo rae npouec moxe npehu y jegHom Kopaky, ako my je
CTapTHo cTatbe S; Moxke npehu y cTarbe S; ca BepoBaTHOhOM Dy, ¥ YKOJIMKO je TO cTakbe ancopbyjyhe,
npouec HMKaga suwe Hehe yhin y cTarbe S v jearHM AONPUHOC je M3 NOYETHOT CTakba, d;j. AKO je HOBO
CTakbe NpenasHo,
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E21} =1 pud+ ) puckic|(n + dy)’]

skET SKET
= b (Blm] + 2B fm] ;) +
SkET
= Q{Ei[n}]} + 2(QN)gg +1
Jakne

{Ei[nf]} =0 -1 (2(@N)gg+1) = N(2(N —Dgg +1) = N(2Ngy — 1)

YBOAMMO OYHKUM]jY t KOje npeacTaB/ba KOMMKO je KopaKa (YK/bydyjyhn noyeTHO cTarbe) Npouec NpoBeo y
CBMM NpenasHMM CTakbMa NaHua. YKOMKO npouec Kpehe U3 HeKor eprognyHor cTarba, oHgajet = 0, a
YKONMKO Kpehe 13 npenasHor cTakba oHAA t npescTas/ba 6poj KopaKa Koje NpoLuec HaUYMHNU NPe Hero LITo
yhe y eprogmyaH ckyn. Kog ancopbyjyhux naHaua, oBo je Bpeme o ancopbuuje.

Teopema 3.3.2 {E;[t]} = v {Var;[t]} =1, raes; €T.
[okas. flako ce suam gat = Zs]-ET n;.
Dakne
Elely =] > Efn] = N¢
SjET
3a ancnepsunjy umamo

ElD =) puc- 1+ ) puBel(t+ D?)

SkE'T' SKET

=) PuBle?] + 2B e + 1
SKET
= Q{E[t*’]} + 207 +¢
Opasae cneaun
(Ei[t*]}=U—-0Q) (20t + &) =2NQr + Né =2(N—-Dt+1= (2N - D1

LWITO Ha Kpajy aaje
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{Var[t]} = {Ei[t?] - Ei[t]*} = 2N — Dt — 14

Mocneduya 3.3.1 Heka je m noyeTHn BekTOp BepoBaTHohe 3a ancopbyjyhu naHau, 1 Heka ce BekTop T’
CacToju 04, nocnebux S KOMNOHEHTU BEKTOPA Tt (TT' cafpKu NoYeTHe BepoBaTHOhe 3a NpefiasHa CTamba).
Taga

(Ealnl} ='W
{Var,[nj]} =n'N(2Ngy — 1) — (@' N)gq
{E;[t]} =n'T
{Var[t]} = 7' 2N — Dt — (1'1),

[lokas. OBO je AMpeKTHa noc/ieamua CBojCTBa Aa 3a NPoun3BosbHY GyHKUMjy X, Baxku E, [X] = mE;[X]
Moo cy ovekmBaHe BpeaHocTM 0, YKONMKO je MoYeTHO cTake ancopbyjyhe, ymecTo BeKTopa Tt ce
CTaB/ba BEKTOpP TT.

Teopema 3.3.3 AKo je b;j BeposaTHOha fa npouec Koju je KpeHyo 13 cTarba s; gocne y ancopbyjyhe
CTarbe Sj, OHAA

{bl]}:B:NR SiET,SjET

Aokas. Kaaa KpeHe 13 cTarba s; NPoLec MO3Ke JOCNeTU y CTakbe S; Y Je4HOM UM BULIE KOpaka.
BeposatHoha aa npehe y jeAHOM Kopaky je p;j. AKO 0BO Huje C/ly4aj, MPOLLEC MOKe AOCMETU Y HEKO
Apyro ancopbyjyhe ctarbe (HakoH yera je Hemoryhe aa cTurHe y sj) nan moxe goctuhm HeKo apyro
NpenasHo CTarbe Si. Y APYrom cayyajy noctoju seposatHoha by j Aa NpoLec 3aBpLWK Y TPAXKEHOM CTakby.
Dakne

bij = pij + Z Pik by
SKET
WITO Ce MO3KE HanMucaTh y MaTpUYHOj popmu
B=R+(QB

Ha kpajy

B=(U-Q)'R=NR
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4. PerysiapHu JyiaHU MapkoBa

4.1 lepuHUIIMja 1 OCHOBHA CBOjCTBa

3a naHay, MapKoBa Ce KaKe [4a je perynapaH ako He cagp’Ku npesasHe CKyrnoBe 1 ako Ce CacToju o,
jeaHor eproaMyYHOr CKyna ca TauHo jeHOM LMKAMYHOM KAacom.
MaTpuuy npenasa perynapHor naHua Mapkosa hemo Ha3uBaTK peryiapHa matpuua npenasa.

Teopema 4.1.1 MaTpuua npenasa je perynapHa ako M camo ako NocToju n Takeo Aa matpuua P™ Hema
e/leMeHTe jeHaKe HyU.

Teopema 4.1.2 PyHOameHmanHa meopema 3a pezynapHe aAaHye Mapkoea. AKo je P perynapHa
MaTpuMUA Npenasa OHAa BaXKK:

i.  Crenenun P™ texxe maTpuum BeposaTtHohe A.
ii.  Caku peg matpuue A je uctu Bektop BeposaTHohe a={ay, ay, ..., ay}, 1j. A = éa.
ili.  EnemeHTM BeKTOpa O CY NO3UTUBHMW.

[JokKas. MNpeBo hemo npetnocrtasuth aa matpuua P He cagpKu Hyne. Heka je € MUHUMaNHU efleMeHT
maTtpuue P. Heka je p; KONOHa BEKTOP Yuja je j-Ta KOMMNOHEHTa jeaHaka 1 a octane jeaHake Hyau. Heka

cy Mn nm, MmakCMmasiHa " MMHUMaJ/IHa KOMMNOHEHTa BEKTOPA Pnpj. MowTo Baxku

P"p; =P P"1p;

u3 npetxogHe Teopeme mamo ga My = M, = M3 =2--.,my < my < myg <--mu
My —m,<(1-2¢e)(Mp—1-m,, —1)

3an = 1. Ako obenexumo d, = M, — m,, cieau

dy, < (1 —2&)" - dy = (1 — 2e)™

. . n
Hakne, Kagan — © umamo aa d,, = 0, M, 1 m,, KOHBeprupajy UCToj BPeAHOCTH, M oaatne P™p; Texu
BEKTOPY YMje Cy CBE KOMMNOHEHTE UCTe.

O6enexxknmo ca a; BpeAHOCT KOjoj KoHBeprupajy M, n m,,. OunurnegHo je ga Vn saxxkn m,< a; < M,.
CneupjanHo, nowto je m;> 0 u My < 1 umamo aa je 0 < a;< 1. P"p; je j-Ta konoHa maTpuue P". fakne,
j-Ta KonoHa og, P™ Texu BEKTOPY Umje Cy CBE KOMMOHEHTe UCTe 1 jeAHaKe aj. To Aasbe 3HauM Aa maTpuua
P™ Texkvt maTpmum A ynju cy cBM pepoBu jeaHaku Bektopy a = {a,, ay, ... , a,}. NMowTo cy pegHe cyme
maTpuue P™ jegHake 1, UCTO MOpa 4a BaXkM U 3a rpaHnyHy maTpuuy. OBUM je 3aBpLUeH A0Ka3 3a CAyYaj
rae MaTpuLa UMa CBe eleMeHTe NO3UTUBHE.
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Capga hemo pasmoTpuTM Cayyaj rae ce 3a maTpuuy P npeTnocTas/ba caMo 4a je perynapHa. Heka je N
HeKa BpeAHoCT 3a Kojy PV Hema enemeHarta jeHakux Hyau. Heka je €' Hajmarbu enemenT matpuue PV,
NMpumetbyjyhu npeu geo fokasa Ha matpuuy PV nobujamo

dey < (1 — 280k (3)

[Jakne, Hu3 d,;, Koju je HepacTyhu, caapKu NOAHU3 KOjW TeXM HyAu. OaaTie cneam Aa d,TeXu Hyau u
OCTaTaK A0Kasa je UCTU Kao Y c/iyYajy Kaga P uma cBe NO3UTUBHE efleMeHTe.

Mocneduya 4.1.1 Heka je P perynapHa maTpuua npenasa. Heka je ;= limy,,, pi(;l). Tapa nocroje
KOHCTaHTe bir, 0<r<1, TakBe Aa

n) _ n)
p; ;= a; + oij
rae |ogl)| < br™

n . .
JoKas. 3Hamo fa BaXku |oi(j )| < d,. Heka je N BpegHoCT 3a Kojy maTpuLa PN ma cse nosutuBHe

KOMMOHeHTe. Heka je € MUHUMaNHK enemeHT maTtpuue P. Ogabepumo I i b Tako aa Baxu

— (1 _ 1/Nip__1 _ -N
r=(1-2¢g) Ib—l_ZS—r .

Akojen = kN, oHpawu3 (3) cneam pa d,, <r™. Akojen = kN + n4, rae je 0 <n; < N, oHaa u3 Tora

N

Aa je d,, Hepactyhu Hus, gobujamo d,, < v~ ™ < r™r~" = hr™, IpaHnLa KOjy CMO OBAE NOCTaBM/IM 3a

m

0;; Je BpNO NoroaHa 3a jokasnBarbe TEOPEMA, /M je BP/IO ,yCKa“ kao NpoLeHa 3a cTereH

KOHBEpreHumje BpegHoCcTu pl.(}q).

Teopema 4.1.3 Heka je P perynapHa maTpuua npenasa u gedbuHmwnmo A ia Kaoy ¢pyHAaMeHTaNHOj
Teopemu. Taga:

i 3a npou3BO/bHM BeKTOp BepoBaTHohe T, T - P — a Kag h — o,
ii. BekTop a je jeaMHCTBEHU BEKTOp BepoBaTHohe 3a Koju Baxu aP = a.
iii. PA=AP=A.

Jokas.

i MowTo je Tt BeKTOp BepoBaTHohe, Baxun & = 1. [aswe, s ceojcteam*P* »m-A,n > o
cneampan-P" > m-An - oo Mputomsaxku 1w+ A = wéa = a, WTO Ha Kpajy Aaje
- P™ - a. OBMMe je AOKa3 NpBOr Aena Teopeme 3aBpLieH.

ii. OuurnegHo je ga Baxkm aP = a. Tpeba jow nokasaTtu 4a je o jegmMHcTBeHo. Heka je B Heku
APYr1 BEKTOP Koju 3a40B0osbaBa jeaHakocT BP = . Taga u3 (1) cnegn ga fP™ — a. MowTo
Baxu BP = B u BP™ = B, cnean paje a = B.
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iii. 3HaMo fa cTeneHu maTpuLe P KoHBeprupajy Ka A, WTo 3Haum ga ce u Pt = pn. p
npubaunkasa matpuum A. Aam ce UcTo Tako npubamnskasa n matpuum AP, WTo 3Hauu 4a je
AP=A. CnimyHo ce nokasyje n ga PA=A. Tume je AOKa3aH nocneamru 4eo Teopeme.

Teopema 4.1.4 Heka je P perynapHa maTpuua npenasa v p = {r;} BeKTOp Ko/s0Ha TaKas Aa Baxu Pp =
p. Tapa Baxkn p = ¢ * £ 32 HEKY KOHCTaHTY C.

Dokas. MowTo Pp = p, oHaa Baxu n P2p = p a naswe n yonwteHo P"p = p. 0Bo aasmbe Aaje aaje u
Ap = p. Baxku pakne r; = ap. Opasae 3ak/byyyjeMo a CBe KOMMOHEHTEe BEKTOpa p MMajy UCTY
BPEAHOCT, Tj. p = C * £ 32 HEKY KOHCTaHTY C.

4.2 3aKoH BeJIMKUX 6pojeBa 3a peryJ/iapHe JiaHlie MapkoBa

Kao WTo cmMo BMAENM Ha NOYETKY OBOT MOrNaB/ba, Ko perynapHux naHaua Mapkosa nocToju T3B.
rpaHuuyHa BeposaTHoha, d;, Aa Npouec byAae y CTakby S; HE3aBMCHO O/ TOra Koje je B110 NoYeTHO cTakbe
npoueca.

. n
Y um/by naKkwer gokasmBakba McKasa ysewhemo Hose nomohHe ¢yHKumje. Ca uj( ) hemo o6enexuTy
dYHKUMjy Koja MMa BPeAHOCT 1 YKOAMKO ce NpoLec y CBOM N-TOM Kopaky Hafe y cTaty S;, 1 BpeaHoct 0

WHaue. YBoANMO U GYHKUMjY y.(n) = V=1 uj(k), yuja BPeAHOCT NoKasyje KOJIMKO ce nyTa npouec

J
HaLlao y CTakby Sj Y MPBMX N KOpaKa (He pauyyHajyhu noyeTHy nosuuujy). dyHKuMja vj(n) = yj(n)/n Ham

Aaje yaeo 6poja nyTa y Kojuma ce MpoLec Halao y CTakby S; , Y MPBUX N KOPaKa.

Teopema 4.2.1 (3akoH BennKnx bpojesa). MocmaTpamo perynapHu naHal, MapKoBa ca rpaHUYHMUM
BekTopom a = (a4, as, ..., ;). 3a NPOM3BO/bHU BEKTOP TT,

Ee o] - o
1 3a cBaKo £>0 Ba
Pre[[vf — | > ¢ - 0
Kagn — o.

[okas. Npema Teopemun 2 4,OBOJLHO je AOKA3aTH Aa
E.|(v™ -0
p (vj - aj) - 0,n—> o0

. . () 2
Aa 61 aokasanu 0Bo, LOBOLHO je AOKA3aTH Aa 3a cBako i Baxmn E; (v, —a;) |- 0.
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e

(-] =, (Z (—) - ) - [ (0 -a)) |

Obenexumo ey ; = E; [(u}k) - a]-) (u]@ - aj)]. Tume ce UM/b A0Ka3a CBOAM Ha TO [1a NOKAXXeMo Aa

1
ﬁz?:l Yk=1€k1 ~ 0,n—> o €))
MHoxehu 3arpage y uspasy 3a e ; Aobujamo

e = B[ "] - o ] - o] + o

Hekajem = min(k,1)id = |k — l|. Tapa

d k l
el = Pi(;n)Pjgj) - ajpi(j) - ajpi(j) + ajz

U3 Nocnegunue 4.1.1 cheagun

(m)

d Kk ! a
ek,l=aj(oij +oj(j)—o()— ())+oi(m) ()

ij % i 9

roe |oi(}1)| < br™ca 0 < r < 1. Jakne 3a oarosapajyhy KOHCTaHTY C,
|ek,l| <c(rm+rt+rk+ rl)

CsaKa BpeaHoct 3am, k, | ce nojassyje < 2n nytay cymu (1). akne, kopuctehu (2) aobuja ce

12”2” | |<4c 2n _ 8c
n2 L= k=1ek'l_n2 1-r n(1-r)

[ecHa cTpaHa oBe jeAHAKOCTU TEXKM HY/U ,Kag N TeKM BECKOHAYHOCTH, LTO OHAA BaXKM 1 33 fieBy

CTpaHy. Tume je [OKa3 3aBpLUEH.

4.3 dyHaaMeHTa/IHa MaTpUlia 3a peryJiapHe JiaHlle MapkoBa

Teopema 4.3.1 Heka je P maTpuua npenasa 3a peryaapHu naHay Mapkosa 1 A rpaHMyHa matpuua. Taga

matpuua Z = (I — (P - A))_1 MOCTOjW M BaXn

Z=1+ Z;(Pn —A) 3)

[Hokas. Jokaszahemo aa Baxu (P — A)™ = P™ — A. NowTo P* — A — 0, oBa Teopema he cneantu us
Teopeme 3 u3 yBogHor gena. Umamo ga A% = éaéa = Ea = Aaopatne A = A n
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noon o . n-1 .
(P—A)" = Z (") (~n-ipian-i = pn 4 Z (—D™iPiA=Pr— 4
i=0 M i=0
MaTpuua Z = (I —(P- A))_1 ce HasuBa pyHAaMeHTaiHa maTpuua 3a MapKkoB/beB naHau, ogpeheH
perynapHom matpuuom P.

Teopema 4.3.2 Heka je Z dyHAameHTanHa maTpuLa 3a perynapHu naHau, MapKkoBa ca MaTpuuom
npenasa P, rpaHVYHNUM BEKTOPOM O U FPaHUYHOM maTpuuom A. Taga Baxu

i. PZ =7ZP
ii. zZ&E=¢
iii. aZ =«

iv. I—Z=A-PZ.
[okas. Cee cTaBKe 0Be TeopeMe criege 13 obsumKa (3) maTtpuue Z.

i MpBu aeo Teopeme cieam U3 CBOjCTBa Aa P KOMyTUPA ca CBUM Y1aHOBMMA BECKOHAYHOT HM3a.
ii. OBaj aeo Teopeme TBpAM Aa Cy pegHe cyme Kog matpuue Z jegHake 1. U To ce Buan us
penpeseHTaumje (3), jep cy peaHe cyme matpuue | jeaHake 1, AOK cy peaHe cyme maTpuLa
P™ — A jegHake 0.
ii. Nowtojeal =awuna(P*—A) =0 cneau Tepherbe.
iv.  [a 6u nokasanu osaj Aeo Teopeme, 06/uK (3) matpuue Z hemo nomHoxutv ca (I — P). Ha Taj
Ha4uH ce Aobuja

I-P)Z=1U-P)+(P-A)=I-A

Heka je 37].(n) 6poj Kopaka Koje je NpoLec NPOBEO Y CTakby S y NPBUX N KOpaKa, padyHajyhu nouetHy

nosuuumjy.

Teopema 4.3.3 3a 6110 KOju perynapHu naHay, MapKoBa U NPON3BO/bHU NOYETHU BEKTOP TT BaXKM
{E,T [37]-(")]} —na->n(Z—-A) =nZ—-a.
JoKas. 3a Nnpon3BO/bHO i
£ [7™] = 2:151 [u)] = Z:: p0
Opasae cneaun
{E:[7"] - naj} = 2pcd(Pk - 4) > Z - 4.
Ha Kpajy gobujamo

n{Ei [37]-(71)] — naj} ->n(Z—-A) =nZ—A.
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Mocneduua 4.3.1 3a 610 Koje ABe NOYeTHe pacrnogene M U It BaxKu
Eel55") - B [51°] - - ooz
YKkonunko ogabepemo Heko nocebHoO cTake, HNP. [ OHAA NPeTXoAHa Teopema TBpPAM Aa
E; [37].(”)] —na; - z;; — q;

Buam ce Aa 3a BE/IMKO N O4EKMBAHO BPEME KOje NPpoLec NPOBOAK Y CTakby Sj, aKO je NOYETHO CTakbe S;,
ce pasnuKyje o4 na; 3a NPUBANMKHO z;; — a;. 3aKOH BeMKUX Bpojesa 3a perynapHe NaHue Kaxe 4a 08O
O4YeKMBaHO BPeMe TeXKM a; He3aBMCHO 0f MOYEeTHOT CTarba. EnemeHTn matpuue (Z — A) cy y cywTnhum
BE/IMYMHE KOje anpoKCMMaTUBHO 3aBKCE 04, MOYETHE nosuumje.

Momohy oBe A06MjeHe NoceaMLEe Ce MOTY NOPeAUTM OYeKMBakba 3a Ba Pa3/MUMTa NOYETHA CTakba, Tj.
=(n) =(n)
E; [}’j ]_Ek [yj ]"Zij—ij

Mocneduuya 4.3.2 Heka je ¢ = Y, zjj. Tapa

=) =(n)
E(Ef[yf | =Ea[5f”]) -1, noo
HEe3aBMCHO 0/, Tt.
[okas. U3 Nocneaunue 4.3.1 nmamo aa Baxu
E; [37,-(71)] —En [}7,-(n)] = zj; — (nZ)
aopasge Y. zj; —mZ§ =c— 1.

OBa nocnegumua nma cnegehe 3Hayere. 3a 6UN0 Koje T BaXKu Ej [}7]-(’1)] =>E; [37]-(’1)]. Jdakne Ej [yj(”)]
Aaje Hajsehy moryhy ouekmBaHy BpeZHOCT 6poja nyTa Aa ce Npouec Hawao y ctawy  s;. Nocneamnua
yKasyje Ha To Aa ce cyma Mo CBMM CTarbMMa, O4CTYNakba 04, OBOT MaKCMMyMa, Nprubankasa rpaHnum
KOja je He3aBUCHa of M3bopa Tt.

4.4 [IpBO npoJia3HO BpeMe

Y oBom geny hemo ce 6aBUTH AyXKMHOM BpemMeHa Koje je noTpebHOo Aa npouec npeu nyT gohe us ctrarba
S; y CTatbe s;.

3a perynapHu naHau, MapkoBa npBso nponasHo Bpeme je dyHKLUMja f; Yuja je BpegHOCT jeaHaKa 6pojy
Kopaka noTpebHmx Aa npouec Aohe y cTarbe Si, NPBU NYT HAKOH NOYETHe nosunumje.

Teopema 4.4.1 3a npou3sosbHO i, E;[f;] je koHauHa BpeaHocCT.
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[okas. MpeTtnocTtaBumo Npeo Aa je i # k. O noYeTHOr fIaHLLA MOXKEMO HamnpaBUTU HOBM NaHaly,
MapkoBa, rae hemo cTaBUTU aa cTatbe S, byae ancopbyjyhe. Pesyntyjyhu nanau je ancopbyjyhu naHal,
MapKoBa ca jeaHnm ancopbyjyhum ctarem, si. Cpearbe Bpeme npesacka 13 CTaka S; Y Si Y NoOYEeTHOM
NlaHUY je jegHaKo cpeatbem BpemeHy Ao ancopbuuje y HoBom naHuy. Cpearse Bpeme Ao ancopbumje je
KOHAYHO, LITO CMO BMAEAN Y NpeTxoaHOM nornassby. Ogasge cneam Tepherse.

YKkonuko je i = k oHpa

Eilfi] = pu + z Pk Ex [fi]

k+i

WTO, Npema NPBOM Aeny AOoKa3a MMa KOHa4yHy BpeaHOCT.

MaTpuua cpefikbMX BpemeHa NpBor nponasa, kojy hemo obenexasatu ca E, je maTpuua unje cy
BpeaHoCTH e;; = El[fj]

Y HacTaBKy hemo pasmoTpuTK HeKa cBojcTBa maTtpuue E.
Teopema 4.4.2 Matpuua E 3ag08B0/baBa jeAHAKOCT
E=P(E—Eg)+]. €))

[Jokas. E; [f]] ce fobuja padyHajyhu cpearbe BpeAHOCTU YCI0BHMX OYEKMBAHA, Kafa Ham je AaT UCXog,
npBor ekcnepumeHTa. [akne

Elfi] = Z pix (Ex[fi] +1) + 1y

kK#j

= Zpik E[f;] +1

k#j

Z pi Ex[fi] — v Ei[fi] + 1
k
Tj.
eyj = EPikekj —pijej +1
k

ynume je AOKa3aHa Teopema.

Teopema 4.4.3 Heka je o= {ay, ay, ... , r} rpaHNYHM BeKTOp BeposaTHohe 3a P. Taga e;; = 1/ai.

[okas. Muosxkehu jeaHaunny (1) ca o gobujamo

aE = aP(E —Egg) +a] =a(E —Egy) +of
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Opaspae cnepn pa aEqy = af = n, wro 3Haum Aa je aje; = 1,Viname; = 1/a;.
Teopema 4.4.4 JeaHaunHa (1) nma jeIMHCTBEHO pellekse.

[Ookas. NpetnocraBumo Aa jeAHaunHa uMa Aga pewetsa, E i E'. Taga u3 npetxoaHe Teopeme cream
aEqy = aE'qy = 1, wro 3Haum aa je Eqy = E' 4. Opasae nobujamo

E—E =P(E-E.

0BO 3HauM Aa je cBaka KonoHa matpuue E — E' ¢puKcHM BeKTOp KonoHa 3a P. U3 Teopeme 4.1.4 cneam
[la je cBaKa KOJI0Ha KOHCTaHTHM BeKTop. MowTo E — E' uma Hyne Ha aujaroHanu, CBu BEKTOPM Mopajy
6uTK 0-BeKTOPM, WTO 3Haun aaje E = E'.

Teopema 4.4.5. Matpuua E cpearmx BpemeHa NpBor nposasa je gataca
E=(1-Z+]Zy,)D 2
roe je D avjaroHanHa maTpuua Ymnju cy eneMeHTU Ha AujaroHanu jegHakm d;; = 1/a;.

[okas. Mpema Teopemama 4.4.1 n 4.4.4 noBOJbHO je ga nokaxkemo aa E gedpuHucaHo jegHakowhy (2)
33/0B0/baBa jegHakocT (1).

Akoje E = (I -7 +]ng)D oHAa

E—D=(-Z+]Zs,)D

P(E—D) = (—PZ+]Z45)D =E + (-1 +Z —PZ)D
M3 Teopeme 4.3.2, 0BO je jegHaKo
P(E-D)=E—-AD =E —]

Npema (2), D = Egq wTo 3Haum ga E = P(E - Edg) +J.

Teopema 4.4.6. 3a perynapHu naHau, MapKoBa BaXku
aE = {Eq[fi]} = nZagD = {z;/ 2}
[okas. MHoxehu obe cTpaHe jegHakocTh (2) ca a gobujamo
aE =a(l—=Z+]Zy5)D = (a —a+nZyy)D =nZy,D

Teopema 4.4.7. Heka je ¢ = ¥; z;;. Tana je Ea” = c.
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Nokas. Ea” = (1 —Z+]Zy)Da” = (1 —Z +]Zy4)¢ = E(nZ448) = cE.
Teopema 4.4.8. 3a 6Un0 Koja 4Ba NOYETHa BeKTopa BepoBaTHOhe Tt M T Baxm
{Exlfi] = Emlfi]} = (m ==Y = 2)D
Aoxas. {Eq|[f;] = Ew|fi]} = nE— n'E=(w—n")(1—-Z+]Z4,)D = (m — "Y1 — Z)D.

Moke ce noKasaTtu Aa je naHau, MapkoBa y noTnyHocTu oapeheH BpeaHoCTUMa m;j,3al # j. OBe
BpeaHoCTM he 6UTK He-Hyna enemeHTn matpuue E = E — D. Matpuua E he umatn n(n — 1) He-Hyna
efleMeHarta, WTO je 0BOJbHO 3a ogpeherse naHua. MowTto matpuua P 3axtesa n? speaHocty, E
npeacTas/ba MUHUMYM MHPOPMaALLMja NOTPebHUX 3a AedUHMCarbe NaHLa.

Teopema 4.4.9. 3a Npon3BO/bHU perynapHun naHau MapKoBa BaXku

i MaTpuua E vma MHBeps.
i. a=(-1)(EOT
i. P=I1+(D-J)E!

[okKas. U3 jegHakoctu (1) umamo
E+D=PE+]
Tj.
(P-DE=D-] (3)

MpeTnoctaBuMo Aa MmaTpuua E Hema MHBep3. Taga 61 NOCTOjao He-Hy/la BEKTOP ¥ TaKaB A3 BaxM
Ey =0.

Naxne, n3 (3) cnepm
(D-)y=(FP-DEy=0
Dy =]y
y=D"Yy =Dy = (my)a’

roe jel = ny 6poj. Nowtojey # 0,1 # 0

_ 1_
EaT=7Ey=O

LITO je KOHTPaAMKLUMja ca unmennuom ga Ea’ > 0. Cnegm aa E uma nxseps.

Y fokasy apyror fena Teopeme ce Kopuctm Teopema 4.4.6 1 ceojcteo fa Da’ = ¢.
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(E+D)a” =c¢
Ea® = (c — 1)¢
al =(c—1)E
a=(c-1DEH"
Tpehu geo Teopeme je gMpeKTHa nocneamua 13 (3).

4.5 Jlucniep3uja BpeMeHa NpBOT NpeJias3a

Y 0BOj cekumjn pyHKUMja f] he nmatu ucty geduHULMjy Kao y npetTxoaHoj. NMpema onwTtoj popmynu 3a
2
ancnepsujy Baxn aa je Vari[f;] = Ei[f] — Ei[f;]”- Y npetxoaHoj cekumju cmo ce 6asnam cpearbom

speaHowhy, E;[f;], a y 08oj hemo Buaety kako ce padyHa E;[f;?]. O6enewasahemo W = {E;[f7]}.
Teopema 4.5.1. MaTtpuua W 3a408B0/baBa jegHaKoCT
W =P[W —Wyy| — 2P[Z — JZaq4|D +] D

Jokas. KOpMCTEhM YCNOBHa O4eKnBarba UMaMo

Eilf?]= D pucBie (5 + 07|+ 5 = D puc Bl P14 2 ) pac Bl ] + 1

k=j k#j k#j

WAn gpyradmje
W = P[W — Wy,] + 2P[E — Egg] +] (2)

N3 Teopeme 4.4.5 BMAMMO A3 BaXKu
E—Eqg=(-Z+]Z44)D

3amemyjyhu oBo y jegHaKkocT (2) pobujamo TBpherse.
Teopema 4.5.2. BpeaHoctu 3a E;[f] cy nate ca
Wag = D(2Z44D — 1) (3)
[Jokas. MHoxehu obe cTpaHe jegHakocTu ca a 1 Kopuctehu cBojcTBo Aa Baxku oP = a gobujamo
aW = a[W —Wy,| - 2a[Z = JZ44]D + 1
MowrTo Baxkn aZ = aiaD = of = n cnegu aa
ade =-n+ ZnngD

LITO Ham Aasbe aaje
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aiwi; = -1+ 2Zil'/al'

nnn
1 2Zil'
Wy =——+—

Kaga npesegemo oBo y matpuyHy dopmy gobujamo (3).
Teopema 4.5.3. JeANHCTBEHO peluere jegHauunHe (1) je
W =E(2ZggD — 1) + 2(ZE — J(ZE)ag)

4.6 'paHUYHa KOBapHjaHca

Heka cy f u g ase dyHKuMje aedmHMcaHe nomohy ckyna cTarba perynapHor naHua. Hekaje f(s;) = f; i
g(s;) = gi. Heka cy f™ i g™ BpeaHocTnt 0Bux dyHKLMja y N-TOM KOpaKYy.

LUunsb Ham je aa Hahemo

1 n n
lim —Cov, [2 f(k),z g(k)]
n—-oon

k=1 k=1

Buaehemo aa oBa rpaHuULa NOCTOjM U Aa je HE3aBUCHa OA, TT.

Teopema 4.6.1.

T
= Z fiCijgj

ij=1

1 n n
lim — Cov,, [z o, Z g®
n-oon
k=1 k=1

rae je Cij = aizl-j + aiji - a’l-dij — a’l-aj.

[okas. Mpetnoctasuhemo Aa je MMec He3aBUCaH 04, Tt U A0Ka3aTh TeopemMy 3a C/yvaj m=a.

E, Lzl [0

r

= nz a;f;

i=1
"
n T
E, Z g®| = nz a;g;
k=1 j=1
Dakne,
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1 n n 1 n n r
Lo 1.5 00] L. (zz> $s0-15

k=1 =1 k=1 i=1 =1 =1
n n
1
k=11=1 ij=1
n T
1 k l l
=5 2 2 (Praful® = 1nu® =gy P [ = 1] feygy = prauf® = 1]yt
Ki=11ij=1
+ aiajfigj)
n r
1
— (k) _ O _
n Z Z (Pra [”i =1Ay~ = 1] figj — aiajfigj) €Y
Kl=1i,j=1
Hdame
lpl(]l 2 ako jek <1
k l
Pra[uf)zl/\u]()zl]z a]p]({( )] akOjek>l (2)

a;d;j akojek =1

Oakne, n3 (1) n (2) nobujamo
n n
1
Z Cov [Z f”‘)’zgm
n o
k=1
T
z a;fig; ZPU © aj +— Z a;fig; zp(k b a; + Z (aidij - aiaj)figj

i,j=1 k<l i,j=1 k>l i,j=1

Cymupajyhu cee uspase cauctum d = |l — k| gobujamo,

n

n
1
Zc E (k)'E 0
- ova[ f g

k=1 =1

(3)

r —

,
(pfjd ')+ Z ajfzg (b =ai) + D, (euds = asa)fig

i,j=1 d=1 i,j=1

||M:

S ain,

Nowto Z = Y5 (P — A)% koHBeprupa, oHaa je u Liesapo-cymabunaH, Tj.
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n-1

n—d
Z = lim T(P—A)d

n—-oo
a=0

Lakne

n-1

Z—1=lim —4)
n—-oo
d=1
(@)
Taga u3 (3)
n n T
lim Cov, [Z f(k),zg(l) = Z laifigj(zij — dij) — aifig;(zi — dij) + (aidy;
k=1 1=1 i,j=1

Z fl (alzl] + a]Z]l - d ala])gJ

i,j=1
OBuMme je oOKa3 3aBpLUEH.
Cnegm nocneguua oBe Teopeme, 3a Cyyaj Kaga cy f u g ucte pyHkumje.

Mocneduuya 4.6.1

lim — Var
n-oon

Zf(k)] — i ficijfj

ij=1
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5. Eproavuynu sjaHuu MapkoBa

5.1 /lepuHuMja 1 OCHOBHA CBOjCTBA

Y oBoM nornas/by hemo yonwTnti pesyataTe A0 KOjUX CMO AOLWAN Y NPEeTXoAHOM. EproanyHm naHaly,
MapKosa je naHau, MapKoBa KOju ce cacToju o4 Ta4yHO jeAHOT eproAnyHOr ckyna. EprogmnyHun naHay,
MoxKe bUTK perynapaH Uam LMKANYHU. LMKAMYHM naHal, ce cactoju o4 d UMKAMYHMX Knaca, na
perynapHu naHau MapKoBa MOXeMO NOCMATPATU Kao CneunjanaH cayvaj eprogmMyHor naHua rae je

d = 1. PesynTati go Kojux hemo oege aohu he 6uUTH yonwTere pesyntata U3 NpeTxo4Hor Nornas/ba y
CMUCAY A3 KaZa Yy tbMMa 3ameHumo d = 1, gobujamo pesyataTte n3 NnpeTxo4HOr Nornass/ba.

CBOjCTBO eproAnYHOr aHLa Aa ce cacToju U3 jeHOr eproAMYHOr CKyna y CyLUTUHM 3HayM Aa je moryh
npenas U3 jegHor ctakba y 6110 Koje Apyro ctarbe faHua. Mehytum, Kaga je d > 1 npenas je moryh
camo 3a nocebHe n-spegHOCTU. To 3HaYM Aa HMjeaaH cteneH matpuue P Huje no3mnTuBaH, Beh
PasNNYUTU CTENEHN MaTPULLE UMajy HY/Ie Ha pa3inunMTum mectuma. Ogasae 3ak/bydyjemo aa P™ He
KoHBeprupa. OBo je HajouTHKUja pa3nuKa nsmehy LMKANYHKX U perynapHux naHaua.

Mako Huje moryha KoHsepreHuuja P™, noctoju cnabuju ycnos Koju 3a4,0B0/baBajy CTENeHU MaTpuLie
npenasa eprogMyHor naHua.

Teopema 5.1.1 3a Npoun3BO/bHN EProANYHM NaHal, HU3 Koju dopmupajy cteneHmn matpuue P, P", je
Ojnep-cymabunaH Ka rpaHMYHOj MaTpuum A, Nnpu Yemy je oBa maTpuua obamka A = €a, rae je o
NO3NTUBHM BEKTOp BepoBaTHohe.

[Hokas. Pasmotpumo matpuuy (kI + (1 — k)P), 3a Heko 0 < k < 1. Osa maTtpmua je Takohe maTpuua
npenasa. MowTo nma NO3UTUBHE e/IeMeHTe Ha UCTUM MeCTMMa Ha Kojuma Ux Mma matpuua P, n osa
MaTpuLa NpeacTaB/ba eprognyHm naHal. M nowTo cy cBe BPeAHOCTU Ha AMjaroHanun nosuTmeHe, moryhu
je noBpaTaK y jeagHOM KopaKy y 6uno Koje ctarbe. OBO 3Hauu ga je d = 1, Tj HOBM NlaHal, je perynapaH.

Y npeTxogHom nornasesby nokasao je aa (kI + (1 — k)P)™ texu matpuum A = &a, rae je a NO3UTUBHU
BeKTOp BeposaTHohe. [akne

A= lim (kI + (1 - k)P)"
n—-oo
A = limy, e X1 (DK™ (1 = k)'P (1D
Opasae BuaMmo aa je H13 P™ Ojnep-cymabunaH Ka A.

Teopema 5.1.2 Heka je P eprognyHa matpumua npenasa. A u a cy aedmHUCaHN Kao y NPETXO4HO]
Teopemu. Taga

1. 3a npoun3BosbHK BeKTOp BeposaTHohe T, HM3 TTP™ je Ojnep-cymabunan go a.
2. BekTtop a je jegMHCTBEHU PUKCMpPaAHM BEKTOP BepoBaTHOhe 3a P.
3. PA=AP =A.
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[okKas.

AKO NOMHOKMMO jegHakocT (1) ca it gobujamo aa je Ojneposa cyma Hu3a TP™ jegHaka

A = t€a = a, YMMe je 0Baj Ae0 Teopeme A0Ka3aH.

MowTo cmo o fo6man us rpaHudHe matpuue Husa (kI + (1 — k)P)™, 3a matpuuy

(kI + (1 — k)P), o je jeamHcTBEHN DUKCMpPaHU BEKTOP BepoBaTHOohe. M3 unkbeHuLIe fa Baxku
w(kl + (1 —k)P) = m, cnean na n(1 — k)P = n(1 — k) nus tora ga je k # 1 Ha Kpajy »mamo
Aaje mP = 1. Oso 3Hauu ga matpuua (kI + (1 — k)P) v matpuua P umajy ncre pukcHe
BEKTOpeE.

Mocneatu aeo Teopeme cnegm Us unkbennue ga P& = € za bilo koju matricu prelaza i da je

aP = a.

OHO WITO Ce MOXKEe NPUMETUTU U3 MPETXOAHE TEOPEME je Aa O 1 A MMajy UCTa CBOjCTBA Kao Y perynapHnum

NaHUMMa, C TUM LITO je YC/I0B KOHBepreHumje oBae 3amereH cymabunHolwhy.

Teopema 5.1.3 AKo je P eprogmyHa maTpuua npenasa, oH4a matpuua Z = (I —(P-— A))_1 nocToju n

BaXXu

=W N e

PZ =7P
Z§=¢
a =«

(I-P)Z=1-A.

[okas. U3 npee Teopeme cneam aa je H13 P™ Ojnep-cymabunax 4o A, AOK M3 Apyre ce BUAM A3 BaXKu

(P —A)™ = P™ — A. KombuHaumjom oBa ABa cBojcTBa Aobuja ce aa je Hu3 (P — A)™ Ojnep-cymabunaH

00 0. OBO 3Ha4u ga MHBEP3 Z NOCTOjM U LITABMULLE, HU3

I+ ) (PP-4) (2
2

je Ojnep-cymabunaH go Z.

[pyr n Tpehu aeo Teopeme cnepe us unmenunue aa I = & n mHoxehn PY — A ca € ca gecHe cTpaHe

nnm ca a ca nese, gobuja ce 0. YeTBpPTU Ae0 Teopeme ce Nokasyje Kaga ce nomHoku (2) ca (I — P).

Teopema 5.1.4 Heka je P eprognyHa matpuua npenasa. Taga

1.
2.

Hus P" je Llesapo-cymabunaH Ka A.
Hus I + Z?il(Pi - A) je Uesapo-cymabunaH Ka Z.

[Jokas. Ako 61 6uno n = kd oHAa 6M ce Nocie n Kopaka Of CTakba S; HALW/IM Y HEKOM CTakby Koje

npunaga UCToj LMK/ANYHO] Kacu Kao S;. U 3a L0BO/BLHO BeAUKO k, morin 61 ce Hahu y 6110 KoM cTakby

Te UMKINYHe Knace. Ha ocHoBy oBora, Pd ce MOXe NocmaTpaTh Kao maTpuua npenasa 3a Mapkos laHal,
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Koju cagpu d OUCYHKTHUX eproguuHMX CKYNOoBa, O, Yera HujeAaH Huje uukandaH. Cneam aa P*® texu
Ka rpaHWYHOj MaTpuum Ay Ynjy je enemeHT ij jeiHaK Hyau y CyYajy Kajaa S; U Sj HUCY Y UCTOj LIMKANYHO]
KNacu a ocTane ij BpeAHOCTU Cy jeAHaKe CKaAMPaHUM BPegHOCTMMA OHUX KOMMOHEHTW BEKTOpa O Koje
npuvnaaajy LMKAMYHOj Knacu.

Akoje 0 <[ < d oHga P¥4*! texu ka P A, Kapa k — 0. To 3Haum ga HU3 P™ uma d KOHBEPreHTHMX
noaHun3o0Ba na je Llesapo-cymabunaH 4o cpeare BpeaHOCTU IMMeca 0BUX NoAHM308a. MolwTo Asa
HauMHa cymmparba He Mory AaTh Pa3INunTK PesyaTar, caeam

d-1
1 l
A= Ez Pl4,
=0

na je P Llesapo-cymabunaH Ka A. JupeKTHa nocneamnua oBora je ga, CaMMm TUM LITO je (Pi - A)
Lesapo-cymabunaH ao 0, Baxku 1 gpyrn Aeo teopeme.

Mocneduuya 5.1.1

n .
. n—i. .
I+1lim ) —(P'—A)=1Z
n—oo n
i=1

Buaenn cmo ga ce HeKka o, OCHOBHMX CBOjCTBA MaTpuLe Z MOry reHepasM30oBaT Ha HUBO epProAMYHmX
NaHaua, n nowTo ce d He NojaBJbyje eKCNAMLMTHO MoXemo pehn Aa 3a eproanyHe naHue BaxKe MHOTM
pes3ynTaTi 40 KOjux CMO AOLWJIN Y NPEeTX0AHOM nornassby. CneumjanHo, 0BO BaXKu 3a pe3yaTaTte Koju ce
TUUYY MATpULE Cpearer BpeMeHa NpBor Nposasa, E. VIcTo Tako BaXke 1 pe3yiTaTh KOoju Ce TUYY rpaHuyHe
Ancnepsmje n KoBapujaHce, jep je y AOKasy Teopeme L0BO/baH yca0B 6una cymabuaHoct 6eckoHayHor

Hu3a 3a Z.

5.2 O6pHyTH JlaHIIU MapKoBa

Y yonwTeHoMm yBOAY Cy CNOMeHyTV naHumM MapKoBa nocmaTpaHu y 06pHYTOM peay, U peyeHo je Aa je
MapKOBCKM npouec nocmaTpaH y obpHyTom peay Takofhe MapKoBCKM npouec, ca BepoBaTHohama
npenasa

PT,T[Xn_1 = sj]Prn[Xn =s5i|Xp_1 = sj]
Prrr[Xn = Si]

pij(n) =

rae je X, n-Tv ucxog, dyHkumje. OBO He BaXKM yonwTeHo 3a faHue MapkoBa. Baxu y cnyyajy kaaa
Pr,,[Xn = Sj] He 3aBWCK OA4 N, Tj. Kaga NPOLEC KpeHe 13 pasHoTexe. Taga je Pr,[X, = s;] = a;,Vnu

p;j(n) noctaje

bij = pij(n) = M

i
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OedunHunumja. Heka je P maTpuua BepoBaTHoha npesasa 3a eprogmyHm naHauy MapKosa. Heka je a
¢dUMKcHM BeKkTOp BepoBaTHohe 3a P. Taaa, pesep3Hu naHal, 3a P je naHau, MapkoBa ca maTpuuom
BepoBaTHoha npenasa gatmm ca

P ={py}= {ajzﬁ} =DPTD!

[a 6u onpasganu ropry aedmnHULMjy NOTPeOHO je NoKkasaTn Aa je P matpuua npenasa. Mo Teopemu
5.1.2 cBe BpeAHOCTU a; CY NO3UTUBHE, Na je ﬁi]- AedbrHUCAHA U He-HeraTMBHa.

Pt =DPTD 't =DPTa” = D(aP)T = Da” =¢
OBO 3Hauu aa je P maTpuua npenasa.
Nedunnumja. JlaHaw, MapkoBsa je peBepanbunaH ako P = P.
Teopema 5.2.1 NlaHau, MapKoBa je peBep3nbuiaH ako 1 camo ako je D™1P cumeTpuuHa maTpuua.
Ookas. P = DPTD~! . fakne P = P ako v camo aKo je
D~lp=pPT'p~t = (D71p)T
Tj. ako je D™1P cumeTpuuHa maTpuLa.

PeBep3nbunaH naHay, Mapkosa he nsrnegat UCTo y paBHOTEXKHOM MO0MKaAjy, IeaaHo yHanpeg, v
yHasag,.

Lpyrv HauMH 3a onucuBakse pesep3nbunHoctu je cnepehu. Mpouec je pesep3nbunaH ako, rnegaHo y
PaBHOTEKHOM MO/I0Xajy, 32 NPOM3BOJ/bHA CTakba S; W S, BepoBaTHOha npenasa u3 s; y s; je jeaHaka
BeposaTHohwu npenasa us s; y s;.Tj. 3a cBako N, s;, S;

Pra[Xn =SiNXny1 = Sj] = Pra[Xn =5j NXny1 = Si]
Mocnentba jeaHakoct he BUTK TauHa ako a;p;; = a;pP;j; WM aKo p;j = % .Tj., ako je p;; = Dyj, Vi, .
1

OunrneaHo je aa 6110 Koju NepUoanYHN NaHal, ca nepnogom sehum og, 2 Huje pesep3nbunaH. Pasnor
TOME je LUTO CTakbe Koje je AOCTUNKHO Yy cnegehem KopaKy 13 TPEHYTHOT CTakba He MosKe BuTu pesyntar
NpPeTxoAHor Kopaka.

Teopema 5.2.2 ®ukcHM BekTOopM BepoBaTHohe maTpuua P n P Cy jeaHaku.
[okas. HeKa je aP = a.Taga
aP = aDPTD™* =PTD™t = (PE)'D ' =nD ' =«

Teopema 5.2.3 7 =DZTD™!
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[Jokas. Z = (I -P+ A)_l
N3 popme maTpuLe A je jacHo ga je A = DATD ™. U3 npetxoaHe Teopeme ce Buam ga A = A. Jakne
Z=U-DP'TD'+DATD )1 =D -PT+A")"'D"t=pzTD™!

Teopema 5.2.4 bnno Koja BeANYMHA Ynja BPeHOCT 3aBUCM CaMO 04, ngm A je Kog 0bpHyTOr Npoueca
MCTa Kao KOA, OPUTMHANHOT.

MpumeHe NpeTxoHe TEOPEME Ce Or/Ieajy Y Hanaxery cpefrbe BPeAHOCTU U O4EKMBaHba NPBOr
BpemMeHa npesasa.

Teopema 5.2.5 Basku jegHakoct C = C.

[okas.

Qa;Zj; aiZij
il a: J

Cij = aizij + aiji - al-dl-j —Qa;a; = a;

j al-dl-j —Qq;a

] j
l
= aiji + aizij - aidij — al-aj = Cij

M3 oBora ce 3ak/byuyje Aa CBU pe3yaTaTh KOju 3aBMCE CaMO O, MaTpuLLe KOBapujaumje cy NCTU 3a
peBep3He npouece.

Teopema 5.2.6 E — E = (ZD) — (ZD)T

Nokas.E—E=(1—-2+4]Z3,))D—(1-Z+]Zy,)D = (Z—Z)D

Teopema Taga cneamn 13 5.2.3.

Teopema 5.2.7 W —W = ((ZD) — (ZD)")(2Z44D — 31) + 2(Z*D — (Z*D)T)

Doxas. Bawn W —W = (E — E)(2ZqgD — 1) + 2(2E — ZE) - 2J (ZE — ZE),, . (1)
wE—E=ZD)—(ZD)T (2)

Nowto ZE = (Z =22+ JZay)D v ZE = (Z — Z* 4+ ] Z44)D cnepn pa
ZE—ZE=(Z-2)D+(z?-2%*)D = (ZD)" — (ZD) + (Z*D) — (Z*D)T (3)

MowwTo je 0BO pa3/IMKa MaTPULLE N HEeHOT TPaHCNOHOBAHOT 06/1MKa, UMa Hy/le Ha AujaroHanu, Tj.

(ZE-ZE) =0 (4)

dg_

KombuHauujom nspasa (1),(2),(3) v (4) gonasm ce go Tephemsa.
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6. KoOMOMHOBaK€ CTakha

6.1 CriojuBOCT J1aHaLa

HekKa je gaT naHay MapKoBa ca r CTarba, Ynja je matpuua npenasa P u noyeTHM BeKTOp Tt. HeKa
je A ={Ay,A,, .. A} napTuumja ckyna cBux ctartba. PopMmmpamo HOBM npouec Ha cnegehu HaumH.

Ncxopa, j-Tor ekcnepvmeHTa y HOBOM laHLy je cKyn Ay Koju cagpku ucxopq, j-Tor Kopaka y npBobutHom
naHuy. ledunHuwemo BeposatHohe Ha cnegehn HaumH:

1. HaHyntom HuBoy Pr;[X, € A;]
2. Ha npsom HuBOY Pr,t[Xl € Aj|X, € Ai]
3. YonuwTeHo Ha N-TOM HUBOY AoAesbyjemo Prﬂ[Xn € Ae|Xp_1 EAs .. NX; EAj AKX, E AL-]

Ha oBaj HauuMH, NpoLec ca BeANMKUM Bpojem CTakba ce MOKe pefyKoBaTh Ha NpoLLec ca makbum bpojem
cTarba. OBaKBe Npouece HasnBamMo CjeantbeHU NPOLECH.

YnoTtpeb/baBajy ce y cnyyajeBuma Kaga cy 40BO/bHU ,rpybsbn” pesynTtaTtu.

MoTtpebHo je oapeaAnTn Aa v 3a OBAj HOBU TUM NPOLLECA MOXKEMO KOPUCTUTU pesynTaTe Be3aHe 3a
NnaHue Mapkosa.

3a naHau Mapkosa hemo pehu aa je cnojus y ogHocy Ha naptuumjy A = {44, 4,, ... A} aKo 3a cBaku
NoYeTHM BEKTOP T, CjeaMHbeHn npouec aeduHucaH ca 1. 1 3. je naHau, MapKoBa, 1 ako BepoBaTHohe
npenasa He 3aBuce og M3bopa T

Obenexnmo ca Dia; = ZkeAj Pik - Tafa pia; NpeAcTas/ba BepoBaTHOhy Npenasay jegHOM KOpaKy Kog,

NpBoObUTHOT NaHua MapKoBa, M3 CTarba S; Yy CKyn A; .

Teopema 6.1.1 HeonxopaH u A0BO/baH YCN0B A3 NaHal, Mapkosa byae crnojus y 04HOCY Ha
naptvumjy A = {A4, A,, ... A, } je fa 3a cBakm nap ckynosa A; u A;, Pia; Ma UCTY BPEAIHOCT 3@ CBAKO S

u3 A;. OBe 3ajegHUYKe BpeAHOCTH {ﬁij} dopmmpajy maTpuLy npenasa 3a cjeAnHeHM NaHall.

[JokKas. [la 61 naHau, 61o cnojue HeoNxo4Ho je Aa Pr,r[Xl € AjlX, € Ai] 6yne 1UCcTa 3a CBaKo T 3a Koje je
aeduHuncana. U cneumjanHo, mopa 6MTK 1CTa M 3a Tt Koje MMa 1 Kao cBojy k-Ty KomnoHeHTy. O6enexnmo
Ty 3ajeAHNYKY BPeAHOCT ca p;;.

[akne, 3 npeTxogHoOr Baxu Pra; = Pry, [X1 € Aj] = pP;j 3a cBaKo Sy 13 A;. Ha oBaj HaumH je nokasaHo

[a je ycnoB Heonxo4aH.

3a AoKa3uBarbe A0BO/LHOCTU YC/I0Ba, HEONXOAHO je NoKas3aTu 43, KaAa je YCI0B 3a40BO0J/bEH,
BepoBaTHoha 3. 3aBucy camo og, A u A;. BeposaTHoha 3. moxe 61T HanucaHa y dopmm Pr/[X, € A]
rae je ' BEKTOP KOjU MMa He-Hy/1la KOMMOHEHTe CaMo 3a CTaka M3 ckyna A,. OBa BepoBaTHoha 3aBucu
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Of T ¥ 04, NPBUX N ucxoaa. MehyTtum, ako je Pri[X; € A;] = Ps; 3a cBaKo s), € Ag, OHAa je jacHo aa
BaXXun PTT[I [Xl (S At] = ﬁst.

[Jakne, BeposatHoha 3. 3aBucu camo o, A n A,.

MpeTnocTaBMMO cafa Aa MMamo naHau, MapKoBa KOju je CNojuB y 04HOCY Ha NapTuumjy A =

{A;,A,, ... As}. Heka NnpBoBMTHM NaHaL, MMa I a CjeaubeHu s CTarba. Heka je U- s X r maTpuua umju je i-
TW pef BeKTOp BepoBaTHoha Koju umMa jegHake BpeAHOCTU 3a CBa CTakba M3 cKyna A; v Hyne 3a
npeocTana cTaka.

[asbe, HeKa je V-1 X s MaTpuLa Ynja je j-Ta KOJIOHA BEKTOP YMje Cy KOMMNOHEHTE Koje o4rosapajy
cTatbmma u3 A; jeaHake 1, a unade 0.

Tapa je maTpuua npenasa cjegmMmeHor NaHua gaTa ca
P=UPV

MpumeTuMo Aa cy peaosu matpuue PV Koju ogrosapajy enemeHTMMma UCTOr NapTUTUBHOT CKyNa,
mehycobHo jeaHakn. OBo he yonLwTEHO BaXKMTK 33 NaHLLE KOjU UCNYHaBajy yCa0B cnojusocTn. MaTtpuua
U jegHoCTaBHO enMMUHULLIE AYNMKaTe PeaoBa, U HeH U3bop je jeANHCTBEH. Y CYLWITUHM CBe WTO je
noTtpebHo je Aa i-Tm pen byae BeKTop BepoBaTHONE KOjuM MMa He-Hy/1la KOMMOHEHTE CaMo 3a CTaka U3
ckyna A;. bupa ce, 360r jeAHOCTaBHOCTW, BEKTOP Ca jefHAKMM KOMMOHEHTamMa 3a OBa CTakba. Takohe he
ce cmMaTpaTH [a Ccy CTakba pacnopeheHa Tako 4a oHa 13 ckyna A, uay npsa, us ckyna A, apyra v Tako
hase.

Teopema 6.1.2 Heka je P maTpuua npenasa naHua Koju je cnojus y ogHocy Ha naptmumjy A. Heka cy U n
V maTtpuue gedmHncaHe Kao y npeTxogHOM aeny. Taga je

VUPV = PV (1)
[okas. Matpuua VU nma dpopmy

w, 0 0
VU=<O W, 0)

0 0 W

roe cy Wy, W,, W5 matpuue BeposaTHoha. Ycnos (3) Kaxke aa cy KosioHe matpuue PV duKcHU BekTOpU
oaVU.

MowrTo je naHay, cnojus, BepoBaTHoha Npesacka U3 cTakba Koje Npunaga ckyny A;, y ckyn A; je ucra 3a
cBa cTarba 13 A;. OBO 3Ha4M Aa cy cBe KoNOHe maTpuue PV Koje oarosapajy A; ucte. LLTo 3Haum Aa

dopmupajy pukcHu BekTop 3a W .

Teopema 6.1.3 Hekacy P, A, U vV peduHuncaHun kKao y npetxoaHoj Teopemu. Taga je ycnos (1)
€KBWBAJIEHTAH YC/I0BY CMOjUBOCTMU.
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[okas. MoKasaHo je y npeTxoaHom geny aa (1) noapasymesa cnojuBoOCT, Tj. 4a M3 YC/I0Ba CMNOjUBOCTU
cneam TBpherbe. O6pHYTO, NpeTnocTaBMmo Aa Baxu (1). Taga cy KonoHe matpuue PV dUKCcHM BeKTOpU
3a VU. Nowro je cBaka matpuua W; y cylwtmHm matpmua npenasa eprognyHor 1aHua, HheHn GUKCHH
BEKTOPU UMajy 06uK c&. [lakne, cBe KOMMNOHEHTe KoJIoHe maTpuue PV Koja ogrosapa jegHom cKyny Aj
mopajy 6utu ucte. LLTo aasbe 3Ha4M Aa je naHau, cnojus.

M3 (1) ce mosKe younTuK fa BaXKu
P2 = UPVUPV = UP?V
W yonwTeHo
p" = ypmy

MpeTnocTtaBumo caga ga je P matpuua npenasa anocpbyjyher nanua. Jasbe pasmatparse he 6UTtH
orpaHMYeHO Ha c/ly4yaj Kajda ce cnajajy camo CTakba MCTOr TUNA, Tj. cBaku cKyn he cagpyaTn camo
ancopbyjyha nnan camo He-ancopbyjyha ctama.

CrangapaHa dopma maTtpuue ancopbyjyher naHua je

I
P=(g

QS O
~—~

MaTtpuua U ce moxke Hanucatn y ob6anky
v=(o v,)
roe ce enemeHntn Uy ogHoce Ha ancopbyjyha a enemenTu U, Ha He-ancopbyjyha cTama.
CnnyHo, matpuua V' ce moxke npukasatu y dopmu
=5 )
Tapa ycnos cnojusoctu VUPV = PV ce apyraumnje mosKe 3anmcatv nomohy HOBMX MaTpuLa Kao CKyn
ycnoBa
V.o vy =1, (4a)
V,U,RV; = RV, (4b)
VoUQV, = QV, (40)
MowrTo je U;V; = I npBu ycnos je ayTOMaTCKM 3340BOJbEH.
CraHaapaHa dopma maTpuue npenasa p je pobujeHa ns

p=uprv
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P=(0 0)r o) v)
P=(urr, vr00,)

Opasae ce BMAM Aa

M3 ycnoea (4c) ce pobuja
02 = U,QV,U,QV; = Uzszz
YonwTeHo
Qn = U,Q"V,
N3 penpeseHTaunje dyHaameHTanHe matpuue N npeko 6eckoHauyHUX HU30Ba

N = U,NV,
M3 oBora gasbe cnegm
T =U,NV,¢
T =U,N¢
T=U,T

B = U,NRV,
B - UzBV:L

Buaum ce ga ce cee Tpu BeanumnHe N, T v B 3a cnojus naHau, n1ako M3BoAae U3 oarosapajyhunx senmumHa
OPUrMHANHOT NaHLa.

BuTHa nocnepmua pesyntata T = U,T je cnegeha. Heka je A; npon3Bo/bHM CKyn He-ancopbyjyhux ctama,
N S} CTakbe U3 TOT CKyna. 3a i—Tu pes ce moxKe 04abpaTh BeKTOp BepoBaTHOhe Umju je enemeHT Koju
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oArosapa cTamy Sy jegHak 1. OBo oHAa 3HauM Aa je t; = t 3a cBe S M3 A; WITO 4OBOAM [0 3aK/byyKa
[la, Kaga je nNaHal, cnojus, cpearbe Bpeme 0 ancopbumje Mopa 6BUTU UCTO 3a CBa NOYETHA CTaka U3 A;.

6.2 Csaba crnojuBoOCT

Koz KnacnyHor ycnoBa CnojuBocTy y 04HOCY Ha NapTuumjy A, nocmaTtpanm cMmo 4a v je pesyntyjyhu
NaHay, MapKoB/beB NlaHaLl, HE33aBUCHO OZ, TOra KOoju je noveTHU BeKkTop. Mopes osora moryhe je
nocmaTpaTh cnyyajese Kaga 6ap jesaH NoYeTHU BEKTOP A0BOAM A0 dopmMUpatba NaHua Mapkosa. Y
OBaKBMM C/ly4ajeBMMA Ce Karke Aa je naHay, cnabo cnojus y ogHocy Ha napTuumjy A.

Y HacTaBKy he ce pasmaTtpaTi camo perynapHu naHuum.

3a AaTv NOYETHM BEKTOP T, Aa b1 ogpeannu ga nu je npouec MapKoB/beB laHal, NOTpe6bHo je
nocmartpaTu BepoBaTHohe gaTte y 06nKy

Pro[Xni1 € AclXy € A .. AXy € Aj\X, € A (1)
3a 3a4aTo 1T, npouec he 6utn NaHaly, MapKOBa aKO oBe BepOBaTHOﬁe He 3aBuCe o4 ncxoda npe n-tor.

MoTpebHo je npoHahu ycnoBe nNpu Kojuma nosHaBakbe NPOLWOCTM He yTuue Ha BeposaTHohy (1). Mpso
hemo BUAETHN Ha KOje HaunHe yTuye.

N3 nnpopmaumje (1) ce moxke BnaetTu Aa je NpBoBUTHU NaHaL, MOC/Ae N KOpaKa y CTakby Koje npunaga
cKkyny Ag, Npy Yemy Huje NO3HATO Koje je To cTakbe. 063Mpom Aa HUje NO3HATO Koje je cTakbe
OOCTUIHYTO, OHO LUTO CE MOKe U3payyHaTu cy BepoBaTHohe ga npouec byae y CBaKOM CTakby M3 CKyna
As. 3a npon3Bos/bHU BeKTOp BepoBaTHohe B, ca ) ce obenexasa BeKTOp Koju ce AobUja Kaja ce cBe
KOMMOHEHTE Koje He 0AroBapajy CTakbMma U3 ckyna A; usjefiHaue ca Hy/sI0Mm, a ocTane cTase

NPONOPLMOHaNHO oHUMa u3 B. Pehu hemo aa je 5 pectpukumja B Ha Aj.

PasmoTpumo caga nHoopmaumjy aaty ca (1). Yureruua aa Xy € A; moxke BUTU MHTepNpeTMpaHa Kao
npomeHa noyeTHor BekTopa y . [lame, X; € Aj ce MoXe MHTepMNpeT1pPaTh Kao NPOMeHa OBOr BEKTOPa

Y (niP)j.

Mpoueaypa ce HacTaB/ba 40K Ce He y3amy y 063up cee nHdopmaumje 13 (1) Ha Kpajy ce aobuja jeaaH cet
BepoBaTHoha Koje oaroBapajy cTatbMma ckyna As.

Momohy osux BeposaTHOha ce MoXe Nako U3payyHaTv BeposBaTHOha npenasa y cnegehem Kopaky y
ckyn A;.

MehyTtum, BepoBaTHohe Koje NPoHasasMmo Ha OBaj HAUYMH Ce MOTY NMPWUIMYHO PA3/IMKOBaTH, 3aBUCHO Of,
MHpopMaLmja Koje mamo. Ha npumep, MHPopmMaumja KOjom pacnosiarkemo MoKe Aa AoBede A0 Tora
Aa BepoBaTHoha gorahaja fa npouec byae y CTakby U3 Kojer je curypaH npenasy ckyn A; byae senvka.
Ca gpyre cTpaHe, Apyrayumja NpoLLIOCT NpoLEeca MOXKe Aa AoBee A0 mane BepoBaTHohe osor gorahaja.
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360r Tora je noTpebHO Pa3sMOTPUTK C/yUajeBe Y Kojuma ce NPOLIOCT MOXKe 3aHeMapuTu. Ha npumep, To
je moryhe Kaga je BepoBaTHOha npenasa us ctakba ckyna Ag y ckyn A; ucTa 3a cBa cTarba U3 A. Taga
BepoBaTHohe Aa npouec byae y cTarby U3 A He yTuuy Ha npeaBuhatrba o ciegehem Kopaky
cjeaumeHor npoteca.

Lpyrn cnyyaj Kaga ce NpoLwIoCT MOXKe 3aHEMAPUTH je KaZa Ce Ha Kpajy, He3aBUCHO oA NPeTXoaHe
uHbopmaumje, nobuja nctm ckyn BeposaTHoha 3a CBaKo cTarbe U3 As.

Kao wTo je npeTxo4HO onucaHo, nHpopmaumja gata ca (1) ce moxke npeacrtaButn nomohy pectpukumje
BeKTOpa BepoBaTHohe Ha Ag. OBaj BeKTOp je A06MjeH M3 NOYETHOr BEKTOPA TT HU30M TpaHchopmaumja,
Ha cnegehu HaumH

T[1 =T
m, = (m,P)
3 = (m,P)* (2)

— S
T = (Tm-1P)
Obenexuhemo ca Y; cee BekTope fobujeHe 13 KOHauYHWX HU30Ba A, A, ..., A5 Koju ce 3aBpluasajy ca A;.

Teopema 6.2.1 CjepmrbeHn naHay, je naHay, MapKoBa 3a NOYETHM BEKTOP TT aKO M CaMO aKo je 3a CBAKO S
v t BeposaTHoha Prp [X, € A;] ncta VB € Y, .OBa 3ajeaHnYKa BpeaHOCT je BeposaTHoha npenasay

cjeAMbEeHOM NaHLy, U3 ckyna Agy ckyn A; .

Hokas. BeposatHoha (1) ce moxe npeacrasutn y popmu Pryg [X, € A;] 3aogrosapajyhe B € Y. [da 6u
HanpaBuN KOHCTPYKLUM]Y (2) KopMcTMMO NpBKX N Ucxoda. MNpema xunoTesun oBa BepoBaTHoha 3aBucK
camo og s u t. Jakne, cjeanmeHun naHau je MapKos/beB slaHal,

O6pHYTO, NPETNOCTAaBUMO A3 je cjeanrbeHM naHal, MapKoB/beB naHal, 32 MHULUMjaHM BEKTOP T. HeKa je
B Hekun BekTOp M3 Y;. Tapa je B AobujeH U3 HeKor HU3a, HNP. AykuHe n, A, A, ..., A.
Mpetnoctasuhemo aa cy 4aaHOBM OBOF HM3a UCXOAM KopulwheHM 3a M3padvyHaBarbe BeposaTHohe (1).
Tapa je osa BeposaTHoha Prg [X; € A;] v npema MapKoB/beBOM CBOjCTBY HE CMe 3aBUCUTU OZ, UCXOAa
npe A; . Lto gasbe 3Haum ga uma ucty BpegHocT VS € Ys.

OHO WITO Ce MOXKe 3aK/by4nTM N3 MPETXOAHOr je Aa HEKM NOYETHU BEKTOPU A0BOAE A0 NaHua MapKosa,
[OK Ca OCTannMa TO Huje ciy4yaj. BeKTop Koju 3acurypHo AoBoam 4o naHua MapKoBa je GUKCHU BEKTOP
a.

Teopema 6.2.2 Heka je perynapHu naHay, MapKoBa cn1abo cnojus y ogHOCY Ha napTuumjy A =
{A1, A, ..., Ag} Tapga no4YeTHM BEKTOP oL 4OBOAM [0 CjeamkbeHor npoueca Koju he 6uTn naHauy, Mapkosa.
BepoBaTHohe npenasa he 6utn
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pAij = PTai[Xl € A]]
M cBaKu APYyrv BEKTOp KOjVI AoBoAau A0 NaHua MapKOBa he AO0oBeCTU A0 UCTUX BepOBaTHOha npenasa.

[okas. MowTo je naHaw cnabo cnojus, NOCTOjU HEKM MOYETHWN BEKTOP TT KOjM A0BOAM A0 faHua MapkoBa.

HekKa je wberosa maTpuua npenasa {ﬁij}, roe je
Pry|X, € Aj|Xp—1 € AiNXp—; € A = 1
3a CBe CKynoBe 3a Koje je oBa BepoBaTHoha gedurHucaHa. OBaj M3pa3 ce MOXKe 3anucatu u gpyradmje
P.pn-2[X; € Aj|X1 € Ai\Xy € Ag]
Kaga n — oo gobuja ce
Pra[X, € Aj|X, € AN X, € Ay] = 15

OBume je NoKasaHo aa BepoBaTHoha y 06auky (1), rae je o NOYeTHM BEKTOP, HE 3aBUCK O NPOLLIOCTH
npe nocnegHer UCxoaa 3a cayyaj Kaga jen = 1. Y yonwTeHom c/y4ajy je CAMYHA cMTyaumja. 3aKk/byyak
je ma, Kaga je a no4yeTHU BeKTop, pesynTyjyhu cjeamrbeHmn naHay, je MapKoB/beB naHall. Y TOKy l0Kasa je
NOKa3aHo Aa 3a NOYETHU BEKTOP TL, P;; j& UCTa Kao M Kaja je NOYETHM BEKTOP @, LUTO 3Ha4M Aa je UCTa 3a

6110 KOjM MOYETHWN BEKTOP KOjU pe3ynTmpa faHuom Mapkosa.

Mpema NpeTxo4HOoj TeEOpeMM, ako TECTUPAMO CAaby CNOjUBOCT MOXKEMO NPETNOCTaBUTU Aa je npouec
KPEeHYO MOYETHUM BEKTOPOM a.. Y 0BOM CAyyajy MaTpuLia npenasa P moske 61T HanvcaHa y dopmu

pP=UprPv

rae je matpuua V ucta Kao paHuje, ook matpuua U nma BeKkTop a' Ha mecTy i-tor pega. Kapa ce pagm o
cnojusoct noctoju Beha cnoboga y oaabupy U, oK Kog cnabe cnojuBocTu TO HUje cayyaj.

Y HacTaBky he 6UTV Pa3MOTPEHU YCIOBM NOJ KOjUMa Ce MOXKe O4YeKnBaTH cnaba cnojuBocT.

AKO je cjeanrbeHn naHal, MapKoB/bes naHal, P? ce Moxe U3pauyHaTV Ha ABa HaumMHa. PauyHajyhu
AVPEKTHO U3 NPBOBUTHOT NaHLa Ao6uja ce P2 = UP?V. Ksagpuparem P pobuja ce P2 = UPVUPV.
Jakne, notpebHo je fa Baxku

UPVUPV = UP?*V
nnm
VUPV = PV (3)
OBO je ycnoB CNojuBOCTU MU3paXKeH npeko Hose maTpuue U.

Ycn0B je HeONXo4aH U LO0BO/baH 3a CMNOjMBOCT M CAaMMM TUM [LOBOJbaH 3a cnaby cnojusocT. [pyru ycnos
Koju 61 61O [OBOJbAH je
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UPVU = UP (4)
OBaj ycnoB yKasyje Ha To Aa cy pegosu matpuue UP ¢uKkcHu Bektopm 3a V'U.
MaTtpuua VU nma o61unK
w;, 0 0
VU = ( 0 w, 0 )
0 0 Ws
rae je W; matpuua npenasa umju cy CBu pefoBu jefHakm al.

CeojcTBo aa je i-Tv pea matpuue UP ¢ukcHu BekTop maTpuue VU 3Haum aa je pectpuKkumja osor
BEKTOpa Ha A; y ctBapu duKcHM BekTop 3a W;. A 0BO Aasbe 3HaUM A3 KOMMNOHEHTE OBOT BEKTOPa MOpajy

6MTN NponopuUMOHaHe ca al. [dakne,
ipy = i
(a P) =a (5)

LUTO 3HAYM [,a@ aKO KpeHemo U3 a, ckyn Y; nobujeH nomohy KOHCTpyKumje (2) caapxu Vi jeaaH enemeHT
a'. OBPHYTO, aKO TaKaB CKYM MMa CamMo jefjaH eNeMeHT, oHAa je (5) 3a40BO/bEHO, @ CaMUM TUM U (4).

CsojctBO fa Y; Mma camo jesaH enemeHT 3a CBaKO i 3Ha4M Aa, Y TPEHYTKY Kaja je nocneamu ucxos A;,
no3HaBake NPEeTX0AHUX UCXOAa He yTuYe Ha pacnogeny BepoBaTHoha cBaKkor cTara M3 A;. OBO 3Hauu
Aa je (4) HeonxodaH M AOBOJ/bAH YC/I0B Aa NPOLWJIOCT NPe NocaeaHer eKcnepMmeHTa He Aaje HoBe
nHpopmauuje, u Npu TOM je A0BO/bAH YC/10B 3a c1aby cnojuBoCT.

6.3 [Ipominpemnse JiaHaa MapkoBa

Y npeTxoAHOM ofesbKy TeMa je 6Mna CnojuBOCT laHaLa Koja je omoryhasana aa ,,BennKku” naHal,
CBEAEMO Ha MakbM NaHaL, paZym Saklle aHaause.

Y oBom geny he 6MTK NokasaHo Aa je moryhe nhu y cynpoTHom npasuy, Tj. Aa ce o4, ,manor” naHua
dopmmpa T3B. NPOLLMPEHM NaHaL, Koju Aaje AeTa/bHuje MHPopMaLmje O NpoLLeCy Koju ce pasmaTpa.

Mocmatpa ce naHal, MapKoBa ca CTakbuma Sy, Sy, ..., Sy [1pOLLIMpPEHn NaHaL, ce popmupa Ha cnepehm
HauuH. CTatbe y HOBOM NaHLy je nap cTaba (si,sj) W3 OPWUIMHANHOT NaHLa, 3a Koje Baxu p;; > 0. Osa
HOBa cTarba he 6UTK obenexena ca s ;).

Mpetnocrasuhemo Aa ce y OpUrMHANIHOM NaHLy Npenasu, U3 CTarba S; Y CTarbe Sj, U U3 S; Y Sy Aellasajy
Yy ABa y3acTonHa Kopaka. Y npolmpeHom naHuy he oBo 6UTH jeaaH Kopak, 3 cTarba S¢;j) Y Sjk)- Ca
OBAKBOM NPETNOCTaBKOM, NPENas u3 S(;jy Y S(ky) je moryh jeanHo ako je j = k.

BepoBaTHohe npenasa cy gaTe ca
Papyn = Pji
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Papny =0,j #k

nnun

Pk = Pjidjk

1

Moske ce younTu aa je p((?j))(kl) = p](.Z_ )pkl > ( ako u camo ako p](.Z_l) > 0. dakne, aKo je OpUrMHaNHU

NaHal, eproguyaH, Takas he 6ut 1 npolnpeHun. Takohe ako OpUTMHANHM laHaL, MMa nepuog, d uctu
cnyyaj he 6UTK ca NPOLIMPEHNM.

Crarbe s(;;) Y npompeHom naHuy je ancopbyjyhe ako je i = j v ako je ctare s; ancopbyjyhe y

OPUTUHANHOM NaHLy.

MpeTnocraBMmo caza Aa je opurMHanHu naHau ancopbyjyhu. Heka je s(; ;) He-ancopbyjyhe crarbe y
npowmupeHom npotecy. MowTo je opuriHanHu naHau, ancopbyjyhun, mopa nocrojati ancopbyjyhe crare
Sk TaKBo Aa je moryh npenas u3 s; y sy y npolwmpeHom npouecy. Ofasae ceam Aa je NpolwmpeHn naHau,
Takohe ancopbyjyhu.

M3 npowupeHor fnaHua je moryhe BpaTUTU Ce y OPUTMHAIHM NaHaL, cnajatbeM CTaka. Y Ln/by 0BOra ce
dopmupa naptuumja ctarba u3 npowmpeHor navua A = {41, A4,, ..., A}, rae je A; ckyn cBux cTarba
061uKa S(k;). YCII0B CNOjUBOCTM je OHAA A3 D(kiya; He 3aBUCK 0Of k, a oBO je ucnyreHo 36or

MapKoB/bEBOT CBOjCTBA OPUTMHANHOT aHUa. JobunjeHn cjeanbeHn NpoLLec je Taga UCTU ca
OPUTMHANHUM NaHUEM.

MoTpebHo je ynopeanT OCHOBHE Be/IMYMHE NPOLWMpPEHOr NaHLa ca ogrosapajyhum senmunmHama
opurMHanHor naHua. buhe pasmatpaH cayyaj perynapHux naHaua.

Teopema 6.3.1 Heka je @ = {a;} UKCHM BeKTOP 3a perynapHu naHau, ca MaTpmMuom npenasa P. Heka je
a= {a(ij)} ®UKCHM BEKTOP 3a NpoWwMpeHn naHal,. Taga je
Agij) = AiPij
flokas. OunrnepHo je Aa je a;p;j NO3UTUBHO. Takohe
@n ij j

[akne, jeanHo wro Tpeba nokasatv je gaje d = {al-pij} bUKCHM BEKTOP 3a maTpuLy npenasa

npoLmMpeHor npoleca.

Z agj) Paj) k) = Z a;pijpjidjk =Z apjidjk = AQrPri = Agrry

()] i,j J

Teopema 6.3.2 PyHAaMeHTaIHA MAaTPULA 33 NPOLLUMPEHM laHaL, je
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2 = {zapw} = {dapon + (Zx — G )P}

[okKas.

_ (n) _ (n)
Zajy = dapon + z (P& ey — 20) = Ay + z (PS5 — i)

n=1 n=1
= dgjyen + P Z (P,(-Z) - ak) = dgjyary + P (2 — ax)
n=0

Teopema 6.3.3 Cpeatbe Bpeme NpBOr Npenasa Kog NpoLnpeHor npoLeca je

1 (zjk — zix)
Ak Pki ag

ey =

[okas.

1
eapay = (dajan = Zapan + Zoa) a0

= [dujyaeny — Pri(zZie — ar) — dgjyaen + Pz — ax) + 1] T

1 1 (ij — Zlk)
=[1- - = _
[ P (Z]k Zlk)] AxPr1  AkPki ag

Kao wro ce o4eknBano, e(;jykr) He 3aBUCK O i.
Teopema 6.3.4 TpaHMYHA KOBapujaHCa KOA, NPOLUMPEHUX NaHALLA je AaTa ca

Clj k) = QiPijPriZik + QePralijZi + APridjykry — 3AiPij APkt

50



7. llpumepu u npuMeHe MapKOBCKHUX JIaHaLa

[Ipumepl. TpaH3uUja MOJIEKyJIa TEYHOCTHU

Y cBaKoj o4, 3 nocyae ce Hafasm anTap Te4HoCTU. TeyHocT 13 npee nocyae he ce obenexkasaTy ca 3,
apyre ca b u Tpehe ca c. Bpwu ce cnegeha onepaumja. Te4HOCT M3 NpBe NocyAe ce npecne y Apyry
nocyay, 3aTUMm ce jeiaH IMTap XOMOreHor pacTBopa 13 apyre nocyae npecne y tpehy u Ha Kpajy autap
pacTtBopa u3 Tpehe ce npecne y apyry nocyay. BeposatHoha Aa je HEKM MONEKYN TEYHOCTU U3 Apyre

nocyae HeKOH onepauumje npewao y Tpehy jeaHaka je %, jep ce y Tpehoj nocyau Hanasu %nmpa

TeyHoctu b.

AKo onepaumjy npecunarba NOHOBMMO jOLL jeAHOM, HOBO CTakbe y nocyaama je cnegehe:

5a+5b+6c 6a+6b+4c 5a+5b+6c
16 16 16’ 16 16 16’ 16 16 16

Uunsb je oapeamTn BepoBaTHOhy Aa noc/ie N 0BaKBMX onepaumja HEKM MOIEKY TEYHOCTHM M3 i-Te nocyae
npehey j-Ty.

MaTpuua BeposaTHoha npenacka je

1/4 1/2 1/4
p= 1/4 1/2 1/4
I, o 1
Axkoje B =[ab c] oHpaje
BP—[a+b+C a+b a+b+c
47422 2 4 4 2

_Sa 5 6c 6a 6b 4c 5a 5b 6¢

BPP=|—4+—t+— —t—+— —+—+—|
6716716 16 16 16 16 16 16

MoTpebHo je Hahu matpuuy P™. Paau nakwer uspadyHaBarba MaTpuLa ce npuKasyje y o6amky P = iC,

1 2 1
roejeC = <1 2 1>.Ba>+<m jeaHakoct P™ = fnC". MowrTo je
2 0 2
1-21 2 1
1 2-12 1 [=-2+52%-42
2 0 2—21

Ha ocHoBy KpoHekep-Kanenunjese Teopeme Baxu jegHakoct C3 = 5C? — 4C , na je
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C*=CC3®=C(5C?—-4C) =5C3—-4C? =5(5C% — 4C) — 4C? = 21C?* - 20C
nyonwte C™ = y,C% + 5,C , rae Tpeba oapeantn ¥, u &,,.
U3 jeaHakoctn C*1 = C™C cnepm
Yn41C? + 841C = (1nC? + 8,0)C = 1, (5C* — 4C) + 6,C?
Yne1 = S¥n +6p
Op+1=—4Y, (nEN)
Yne1 = S¥n — 4¥n—1

JeanaumHa A2 = 51 — 4 uma pewerwa A; = 1,1, = 4, najey, = C;1" + C,4",Vn € N aKo BaxMu 3a
n=1un=21j.

1+14n
=737,
_4 4n
"3 12
171 2 -1 nfl 1 1
C"==-1 2 —1|{+—=1 1 1
2 -4 2 1 1 1
SN
T a.gan| - 9
3-4 2 -4 2 31 1 1
Ha npumep,
m_ 1 1_ .
12 37'2'*‘5—192721'
1 1
n _
p3721 34n(_4)+§!
. m) _ = _
lim pp” == =p;
M yonwTteHo

1
lim pl.(}l) =p; = 3

n—oo

MosKe ce younTy Aa rpaHMYHa BPeAHOCT He 3aBUCHK 04, i. 3aK/byYaK je Aa je naHal, eprognyaH, ca

)

CTaUuMOHapPHUM BepOBaTHOhaMa

W] =

1
131

W] =

@Lﬁm9=(
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[Ipumep2. Ciiy4ajHO SyTamke

JegHOAMMEH3MOHANHO CNYYAjHO NyTame je naHaly MapKoBa YmMjn je CKyn CTakba KOHavyaH nnum
6ecKoHauyaH noAcKyn uenaunx bpojesa. Y jeAHOM KOpaKy, NpoLec 13 ctakba i moxke npehu ,yHanpea”y
cTarbe i + 1, moxe ce BpaTUTK ,yHa3aa" y ctarbe i — 1 MM MOXKe OCTaTU Y CTakby Y KoM jecTe.

Y onwTem caydyajy matpuua npenasa uma obank

T Po O
p= q1 7”.1 p1

0 0 0
raejep; >0,q;> 0,1 =20up;+qi+r=1,i=12,...,p0=20,179=20,pg + 15 =1
[Apyrauuje 3anucaHo, oBe BepoBaTHohe ce mory npeacTasuTu

PT{Xn+1 =i+ 1|Xn = i} =Di

PriXns1 =1— 11X,

i} =q;
PriXpy =ilX, =i} =n

Y HacTaBky hemo pasmoTpuTu cayyaj kaga jer; = 0, p; = p, n q; = q, Vi Tj. cnyyaj Kaga je nytare
XOMoOreHu naHauy, Mapkosa.

BeposaTHohe npesiasa cy Taga fakne

p j=i+1
0 jefi+1,i—1)

(0)

MoyeTHa pacnoaena BeposaTHoha no cTakbiMa je gaTa ca pgo) =1,p; " = 0,i # 0. BeposaTHoha

npenasa pij(") M3 TauKe [ y TauKy j y n Kopaka ce oapehyje Ha cnegehu HauunH. Heka je yectmua npu
KpeTamy M3 [ 40 j HanpaBuW/ia X KOpaKa y MO3UTUBHOM CMepy M Y y HeraTuBHom. Tagajex +y =nwu
X —y =j—1i,opaKkne ce nobuja paje

n+j—i n—j+i

x 2 7 2

[Oakne, 6pojn + j — i mopa 6ut napaH. 3a pl-j(”) ce pobuja pij(”) = 0 ako jen + j — i HenapaH 6poj n

n

() = (m+j=i)/2 ,(n—j+i)/2
Pij ((n +j—10) /z) P 1

aKo je n napaH 6po;j.
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CneuujanHo 3a BepoBaTHohy noBpaTKa y Tayky i nocae 2n Kopaka gobuja ce

2n

pii(zn) = ( n

)p"q"

Kopuctehu CtupanHrosy dopmyny n! ~n"e~"/2mn npun — oo, gobuja ce ga Npu n — co BaXKK

@t (2n)*"e”*"amn n_ (4p)™

(2n) —
Akojep = %, OHAa BaXKK pii(zn)~\/% na je X%, p;;®™ = oo, a cTame i je nospatHo. [lakne, cBa CTarba

Cy nospaTHa. AKo jep # %OH,LI,a jedpqg < 1najeje Y1 pii(zn) < 00, 3 CBa CTama Cy NpoJsia3Ha.

Oapenunmo jow sBeposaTHohy v;; forahaja Aa he yectuua nonasehu us Tauke i cTuhu y Tauky j, rae je

[ < j.OunrnegHo je aa Baxku v;j = vél_l. 3a BepoBaTHOhy V1 Ha OCHOBY NOTNYHe BepoBaTHohe ce
nobuja

Vo1 =P+ qub;
LITO ce MOXKe 3anuncatu u cnegehm HaumH
Vo1 =P + qp? + 2¢°*p3 + -
vo1(p) = p + a1qp* + a,q*p® + -
= p+a;(1-p)p*+a,(1 —p)°p* + -

roe cy a4, @,... KOHCTaHTE.

m+1

Taga ce oBaj U3pa3 moxe npeacrasutn nomohy pyHkumje hy, (p) = (1 —p)"p™*,3am =1,2,...

®yHkumja hy, (x) = (1 — x)™x™*1 je cTporo pactyha 3a x € [0, %] jep
R () = —m(1 — )™ 1™ + (m+ DA —x)™x™ = (1 — )™ %™ (—mx + (m+1)(1 —x)) =
1
(1—x)"x™(-2mx+m+1) >0,x € [O'E]

Opaspe cneam pa je u vy (p) cTporo pactyha Ha [0, %], najevgi(p) <13ap<1/2.

3ap = 1/2 mopa 6utn vy, (p) = 1 jep cy oba pewera KBagpaTHe jegHaunHe jegHaka 1.
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Opasae cneam paje vy = 1 uan vy = p/q. OuurnepHoje pavyg; = 03ap =0wnvy; =13ap =1.
Moske ce NnokasaTtu fa je vy, HenpeknaHa dyHKUMja apryMmeHTa p, Na 3aTo BaXKU Vg = p/q 3a0<p<
1 .. .

> Mpema Tome, 3a i < j ce gobuja

o = {[p/q]f'i 0<p=<1/2
H 1 1/2<p<1

AHanorHo 3a i > j ce nobuja

_{ 1 0<p<1/2
YU p/ql 1/2<p<1

[Ipumep3. OTBOpeHu Mozen JleoHTH DA

Y oBOM MoZeny ce pa3maTtpa TRHKULLTE Y KOM NocToju r dabpuka un y umnsby ynpowhera npeTnocras/ba
ce Aa cBaka ¢pabpuKa npoussoam jeaHy BpcTy pobe. Takohe, npeTtnoctas/ba ce Aa cy npatehun enemeHTn
npousBoAHe, TUMa 3eM/bULLTE, APBO, MUHEPANN UTA,., BecnaaTHW Tj. Aa He y/ase y LeHy 3aBpLIHOor
npounssoaa.

dabpuke cy mehycobHO noBesaHe y CMUCAY Aa CBaKa 04 HbMX Mopa Aa Kynu ogpeheHy KoanumHy
npou13BoAa HeKke Apyre, Aa 6U peannsoBasa CONCTBEHY NPOU3BOALY.

AeduHncahemo TexHonowWwKe KoeduLmjeHTe Ha cneaehu HaumH: q;; je KonnMumHa npoussosa pabpuke j
Kojy Mopa Kynutun dpabpuka i ga 61 nponssena poby y BpeaHocTv og, 1S. Heka je Q maTtpuua ca
eieMeHTUMa ql]

Mpema gedpnHMLMjN, OBM KoedULMjeHTHN Cy HeHeraTuBHU. Mpumehyje ce aa je 3a dpuKcupaHo i, cyma
KoeduumjeHaTa q;; y CTBapu yKynHa BpeaHoCT pobe noTpebHe Gabpuum i aa npomsseae csojy poby y

BpeaHocTM og 15.

[Oa 6u i-Ta pabpuka 6muna npodutabunHa nnm 6apem Ha HyAn, cyma KoeduumnjeHaTa mopa 6UTM Marba
WA jeaHaKa og 1. YKOIMKO Baxu cTpora HejegHakocT pehn hemo ga je dabpuka npodutabunHa, a
YKONMKO Baku jeaHaKkocT pehu hemo aa je 6e3 npoputa. CmaTpa ce ga cBaka pabpuka cnaga y jeaHy oa
oBe ABe rpyne, Tj. Aa Hema HenpoduTabunHux dabpuka.

Ose YyC/10BE MOXKEMO 3aNncaTu

Q=0 (1)



Q=< (2)

HakoH wto cmo aeduHmncanu poby notpebHy 3a npoussoamy (CMpoBUHE) caga AepUHMLLEMO
npoussoge i-Te pabpuke. Heka je x; HoBYAHa BPeAHOCT Npou3BoAa i-Te pabpuke U HeKa je T =
{x1, %5, ..., X,-} peaHn BekTOp 0BUX BpeaHocTM. MowrTo je i-Toj pabpuum noTpebHo Xiq;j Npon3Boja j-Te

¢$abpuKe, BEKTOP BPEAHOCTM CMPOBUHA Koje cy noTpebHe dpabpukama je Q.

j-Ta KomnoHeHTa BeKkTOpa TQ Aaje YKyNHY BpeAHOCT pobe Kojy j-Ta pabpuka Tpeba ga npoussese aa 6u
33,0B0/bWA NOTPaAXKY APYyrMx GabpuKa 3a eHUM NpomssoamMma. MpPeTnocTaBUMO Aa TPXKULWTE
CKNagMWTM 3a NOTPOLWY ¢; Npounssoaa i-Te dabpuke. Heka je y = {cq, ¢y, ..., C,-} BEKTOpP NOTpOLWHbE.
Ouekyje ce aa

y=0 (3)

3axTeB 4a NPOM3BOAHbA LeNIor TPXMULWTA byae TakBa Aa 3340B0/bM U MHAYCTPUjCKE M NOTPOLLAYKe
notpebe ce 3anucyje

T=nQ+y €))
nnn

nIl-Q) =y (5)
MNoTpebHo je Hahu HeHeraTMBHA pellera OBe jegHauYnHe.

MoWTO BEKTOP Y MOKe BUTM NPON3BO/baH MOKe ce NPUMETUTH Aa cy jeaHaunHe (5) HexomoreHe u aa he
MMaTU peLlerbe ako U camo ako matpuua (I — Q) uma nHeeps. LLTtaBuie, pelwerba jegHaumHe (5) he
6UTW HeHeraTUBHa Yy ako 1 camo ako (I — Q)1 uma cBe KOMNOHeHTe HeHeraTUBHe.

Uusb je pakne Hahu HeonxogHe u foBosbHe yenose ga (I — Q)1 6yae HeHeraTuBHa.

OBaj npobnem he 6uTK pelleH Tako WTo he ce moaeny NPUAPYHUTK naHau, Mapkosa. /laHau, MapkoBa
he umatu cnegeha ceojctea:

1. Ckyn cTakba YUMHe r npoLeca mogena nayc foaato jeaHo ancopbyjyhe ctarbe s, Koje he ce
Ha3nBaTV BaHKAPCKO CTakbe.
2. Martpuua npenasa je gepuHucaHa Ha cnegehn HaumH

Poo =1

pOj:01_1>0

pij = q;,4,j >0
T
Pio = 1—qu'j»i>0
j=1
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NHTYUTMBHa MHTepnpeTaumja oBora je cnegeha. Kaga pabpuka gobuje nonap oHa ra notpown kynyjyhu
Pij oA ¢dabpuke j. OcTtaTak o4 gonapa (cyma pjg) je npoduT Koju ce cTassba y 6aHKy. CBOjCTBO Aa je
6aHKapcKo cTake ancopbyjyhe 3Haun ga 6aHKa Aob6Knja HOBaL, anun ra He TPOLLMW.

AKo maTpuua Q 3agoBosbasa (1) u (2), oHaa he nocTtojaTu HeHeraTMBHa pellera jeaHadnHe (5), Vr = 0,
aKO M CaMo aKo je npuapyKeHun naHau, Mapkosa ancopbyjyhu, ca jeaHum ancopbyjyhum ctarbem sg.

Kaga je s, jeanHo ancopbyjyhe cTare 3a ancopbyjyhu namau, oHaa (I — Q)1 = N noctoju u
HeHeraTuBHa je, ofakne cneam aa je T = yN TpaxeHo pelierse. Y cynpotHom 6u (I — Q)™ umana cse
enemeHTe 6ecKOHauHe, Tj. He 61 NocTojana.

Cneam eKOHOMCKa MHTepnpeTauumja pesyaTata. Buam ce aa je moryhe us ceakor crarba goctuhu
H6aHKapcKo cTame. Mpu Tom jeanHo npoduTabunHa pabprKka AMPEKTHO AOCTUNKE OBO CTarbe, Gabpuka
6e3 npoduTa ra 4ocTUKe Npeko npoduTabunHe. LLTo 3Haum Aa je cBaka pabpuKka unm npoduTabunHa,
WAY 3aBMCK o4, NpoduTabunHe.

PasmoTpumo caga ciyyaj Kaga Hema npodpuTtabunHe pabpuke. OBoO 3HauM Aa cBe WTO 3apagum
Npoun3BoAHOM OHa MOTPOLIN 33 HabaBKy CUPOBUHA, Tj. HE MOMKe Aa 3apaau BuLe 04, OHOra LWTO joj je
HeonxoAHo 3a pad. To ce MoKe NoKasaTu Ha cnegehu HauuH. Kaga He 61 6uno npodputabunHe
¢dabpuke, oHaa 6u cBe peagHe cyme matpuue Q 6une jegHake 1, Tj. Q¢ = &. AKO NOMHOXKMMO Ca gecHe
CTpaHe jeaHakocT (4) ca , nobuja ce

n§ = mQ¢ +y¢
WO 3Haum aa je y¢ = 0.0Bo yKasyje Aa je cnosballkba NOTPOLWHA NpoM3Boaa jegHaKa 0.

Capa hemo BMAETM LITA Ce AellaBa y yONWTEHOM C/y4ajy KaZa Hall YC/10B HUje 3340BOJbEH, Tj. Kaaa
npuAapy*eHn naHaw, MapKkoBa Huje ancopbyjyhu naHay, ca jegHnm ancopbyjyhum ctakem. Taga noctoju
eproamyaH ckyn (pasnnuuT of sy) dabpuka Koje Hucy npoduTabunHe 1 Koje He 3aBuce og, babpwrKa BaH
Tor ckyna. Moamatpuua Q oBux Ppabpuka Taga 3a4080/baBa cBojcTBO Q& = &, WTO 3HaUM Aa Leno
TPKULITE HE MOMKe Aa 3a40B0/bM NoTpebe 3a NnpomsBognma oBux GpabpuKa. Mcto Tako pabpuke Koje
KOpuWCTe Kao cnuposmHe npounssoge ¢abpuKa oor ckyna Hehe mohu ga cnposeay CONCTBEHY
npounsBoahy. YKOMKO 61U envmmHUCcann ns ckyna cee ¢pabpuke 6e3 npodurTta U OHe Koje 3aBuCe 0f, X
£06mnm 61 ckyn pabprka Koju MoKe ga ncnyHn 6o Kojy cnosbHy NOTpaxKby.

Y TEpMUHMMa CTakba 0BO 3HA4YM Aa NPOU3BO/bHO EPrOAMYHO CTakbe (PasnMumnTo o4 Sy) U 6uno Koje
CTakbe U3 KOT je 0BO eprognyHo CTakbe AOCTUKHO, HE MOTY Aa UCMYHE CNoJballikbe 3axTeBe.

dabpuKke Koje HUCY Y CTakby Aa UCMYHE CMoJ/balltbe 3axXxTeBe Cy 6ECKOPUCHU CErMEHT EKOHOMMUjE N CaMUM
TMM Mory 6uTn nsbpucane, wro he soauTtn Tome aa (I — Q)™ *nocroju.

MuTare Koje ce Aasbe NocTas/ba je: AKo NoTpoLuay Kynu og, dabpuke i poby y BpeaHocTu o 1S Koju
[.e0 Tor HoBUa #o6ujy octane pabpuke? MpBo ce Mopa M3padyHaTU KOMKM CY YKYMHU 3aXTeBM CBAKe 04,
¢dabpuka. MowTo je y BEKTOP Ynja je i-Ta KOMMNOHEHTa jeaHaKa 1, a octane 0, T = yN je y cTBapH i-Tu
pes maTtpuue N.
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n;j je KonnumnHa cMposuHa Kojy dabpuka j mopa npoussectv fa 6u pabpwka i npounssena csojy poby y
BpeaHocTv og, 1S. NowrTo je npoduT pabpuke j -Pjo, Kasa ¢pabpuka i nobuje 1S, npoduTt pabpuke j
buhe n;;pjo.

Cyma cBux npoduTa je Zj nijpjo = b;, = 1(nowTo je s, jeanHo ancopbyjyhe crarbe). OBO Nokasyje Aa
[0N1ap Koju Aajy noTpowaum 3a poby Ha Kpajy 3aBpLuaBa Kao 3apasa npoduTabuaHnx nHaycTpumja.

MoBe3aHo nuTakbe je cnegehe: ako pabpurKa i NPUMK NOPYLIBUHY Yy BPeAHOCTM 04, 1S, KONMKa je YKynHa
notpebHa akTMBHOCT Aa by ce Ta nopyybuHa ncnyHuna. UHaycrtpuja j he mopatv aa npoussese n;;
jeanHuua ceoje pobe. Cyma cBUX KoIMYMHA NOTpebHe pobe je t;, i-Ta KOMNOHEHTa 04, T. 32 HapyOUHyY vy
YKYMHa NpousBogtba usHoe yNE = y1.

PasmoTpuhemo jesaH KOHKpeTaH npumep. Heka cy TeXHONOWKN KoeduumnjeHTn 6 dabpuKka gatu
MaTpULLOM

o 1, o 0o o0

1/4 1/4 1/4 0 0 0

0= Iy 0o 14 0o 0o o0

o o o 1,3/, o

0o 0 0 1 0 0

0 1/4 0 1/4 0 1/4

oHfAa

1 0 0 0 0 0 O©
e 1 0o 1, 0 0 0\
S
Ye Yy Yy Yy 0o 0 0 s;
p=[o 1, o 145 0 0 o0 S
o o o o 17,3, o S‘;
o 0 0 0 1 0 0 s

1/4 0 1/4 0 1/4 0 1/4

M3 npBe KoNoOHE ce BUAM A3 CY Sq, SoU Sg NpodutabunHe pabpuke. Ckyn {s,, s} je eprogmuan ckyn
¢dabpuka Koje Hemajy NpodUT 1 Koje He 3aBuce of NpoduTabunHux dpabpuka. Pabpuka s je
npoduTabuaHa anun 3aBUCK O, eNeMeHaTa eprognyHor ckyna. Jakne, s,, Ss U Sg cy 6eckopucHe u
CaMMM TUM MoTy BUTK nckbydeHe. DabpuKa s; je 6e3 npoduTa anm Huje beckopucHa. Kaga ce UcKk/byye
nomeHyTe ¢pabpuKke maTpuua nsrneaa
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10 0 0
/1101\
4 2 4
P=|1 1 1 1|
\ZZZZ/
1 1
0 3 03
MNaje

4 0 2 6

8 4
N=[(: 3 2 T—(6>
0 0 4 8

Ha npumep, jeaHa HapyubuHa ¢abpuum s, he nosectn 0 NnpomnsBoambe y BpeaHoOCTM og, 6 fonapa, g on
4 .. . . . 2 .1
51,3 OA S2, 2 04, s3. Ha oBOj jegHoj HapywbuHu BpeaHoj 1S, npodur s; je 7 npodwur s, je 3 AOK S3 Hema

npoowur.

AKo cTaBMMO Aa cnosballtba noTpaxma byge y = (1,3,2), oHga he 6ut notpebHo Aa pasanuuTe
dabpuke npousseay YN = (20,4,16) jeanHunua. YkynHa npoussogrba he taga spegetm yt = 408.

Op, noueTHOT NaHua MapKoBa ce MOoXe HanpasuTH cieantbern, ca naptiumjom {{so}, {s1, 52}, {s3}}. Tana
3a CjeaMHbeHN NPOLLEC BaXKM
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3a7 = (4,2), 7N = (24,16) 7t = 40.
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[Ipumep 4. Cumysianyja ogpeheHux BpcTa JJaHana

Y oBom geny hemo eMnmnpmjckn NpoBepuTh Heka TBpherba Koja cy AaTa y npeTxoaHom aeny. KoHKpeTHo,

CUMYNaLMjOM Yy NPOrpaMcKoM je3nKy R hemo BUAETU TpajeKTopuje KapaKTEPUCTUUHUX BPCTa NaHaua.

Takohe he ce BUAETV KaKo U3rnegajy cTeneHu peryiapHe matpuue npenasa ca noseharbem n, wro he

6MTK eKkcnepMmMeHTasiHa NoTBpaa PyHAaMeEHTaIHE Teopeme 3a perynapHe naHue. Ha canyaHd HauvmH he

ce NPOBEPUTU M 3aKOH Be/IMKMX BpojeBa 3a peryiapHe NaHuUe, Kao M OYEKMBAHO BPEME 40 ancopnuuje

Kog ancopbyjyhux naHaua.

MaTtpuue he yrnaBHom 6utn npukasnsaHe TabenapHo, pagm 6osbe npernegHocTu.

Haka je garta je perynapHa maTtpuua npenasa:

s S5 S3 S4 S5
Sy 0 0.25 0 0.75 0
S, 0.33 0 0.67 0 0
S3 0.29 0.14 0.14 0.14 0.29
Sy 0 0.30 0.20 0 0.50
St 1.00 0 0 0 0

Mo3suBamo dyHKUMjy ¥ R-y 3a ogpeheHn noyeTHN BEKTOP:

tmat = matrix(c(0,1/4,0,3/4,0,
1/3,0,2/3,0,0,
2/7,1/7,1/7,1/7,2/17,
0,3/10,1/5,0,1/2,
1,0,0,0,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;
io = matrix(c(1/4,1/3,5/12,0,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;
DTMC (tmat, io, 100, trace=TRUE)
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State
3

0OBO je TpajeKTopWja jeaHOr perynapHor naHua. Moxe ce NpMMeTUTH Aa Hema Hekor ogpeheHor

T
40

T
60

Number of iterations

obpacua y KpeTaky U [a NpoLLec TOKOM BpeMeHa nposiasu Kpo3 CBa CTakba.

100

Opf Tora KakBa je perynapHa matpuua npenasa he 3aBucutu Koanko he Koje ctakbe 6uTth ,noceheHo”.

Cneam nposepa dyHAameHTaHe TeopeMe 3a peryiapHe naHue. llocmaTtpamo pasnuuyuTe CTeneHe gate

perynapHe maTpuue npenasa.

3. cTeneH
S1 S) S3 Sy S5
Sq 0.54 0.07 0.20 0.11 0.09
S5 0.28 0.16 0.20 0.16 0.20
S3 0.20 0.18 0.16 0.30 0.16
Sy 0.13 0.21 0.06 0.53 0.08
S5 0.08 0.23 0.32 0.00 0.38
8. cTeneH
S1 Sy S3 Sy S5
Sq 0.24 0.17 0.20 0.19 0.19
S5 0.26 0.17 0.17 0.24 0.17
S3 0.28 0.16 0.18 0.23 0.16
Sy 0.32 0.14 0.18 0.20 0.15
S5 0.23 0.17 0.15 0.30 0.14
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20. cteneH

S1 Sy S3 Sy S5
S1 0.27 0.16 0.18 0.23 0.17
S, 0.27 0.16 0.18 0.23 0.16
S3 0.27 0.16 0.18 0.23 0.16
Sy 0.27 0.16 0.18 0.23 0.16
Ss 0.27 0.16 0.18 0.23 0.16

MozKe ce NpUMeTUTU 4a ce cTeneHu maTtpuue ca noseharbem n NpubAMKaBajy rpaHMYHOj MaTPULUM U 43

Beh 3a 20. cTeneH BMAMMO NpMbANKHE BpeaHOCTM BEKTOpa O. Buam ce ga BaXku CBOjCTBO 4a CYy CBU
e/leMeHTU BEKTOpa o MO3UTUBHM, Kao U [a je Cyma CBMX e/leMeHaTa OBOr BEKTOpPA jegHaKa 1.

Kopuctehu aytnyT npetxogHe GyHKLUMje MOXKEMO BUAETM KONMKO je KopaKa NpoLec NpoBeo Y CBAKOM

CTakby M Ha Taj HauMH NOTBPAUTUN 3aKOH BEANKUX BpojeBa 3a perynapHe faHue.

Osaj nyT ce naHay, nocmatpa Ha 200 Kopaka.

N=200 N=200 N=200 OuekunBaHu 6poj
Sq 54 53 56 54
So 34 31 30 32
S3 38 35 32 36
Sy 40 46 50 46
S5 34 35 32 32

Mpumehyje ce Aa cy eKcnepMMeHTaNHM pe3ynTati 6ANCKM Teopujckum. Mma ogpeheHnx oactynarba,

a1 0BO je O4yeKnBaHO O63MpOM Aa ce TeopMjCKe BpeaAHOCTM O4HOCE Ha MHOro Behe BpPegHOCTH 3a N.

MoTpebHo je NpoBepUTU A4a 1N CE MEHbajy OBM PE3YNTaTU YKONMKO NPOMEHMMO NOYETHU BEKTOP.

tmat = matrix(c(0,1/4,0,3/4,0,
1/3,0,2/3,0,0,
2/7,1/7,1/7,1/7,2/7,
0,3/10,1/5,0,1/2,
1,0,0,0,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;
io = matrix(c(1/8,2/3,1/24,1/12,1/12), ncol=5, byrow=TRUE)

DTMC (tmat, io, 200, trace=TRUE)

’

N=200 N=200 N=200 OuekunBaHu 6pOj
S1 55 57 52 54
So 29 34 39 32
S3 37 29 40 36
Sy 44 45 39 46
S5 35 35 30 32
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Mpumehyje ce fa NpomeHa NoYeTHOT BEKTOPA BepoBaTHoha He yTuye Ha pesynTaTe.

Cneau npuKas jegHor UMKAMYHON NaHua, rae he ce BUAETU Kako n3rneaa Tpajektopuja jeaHor Takeor
NaHua. Bugehemo 1 Kako ce noHallajy cTeneHn maTpuue, ca noseharem n.

tmat = matrix(c(0,1,0,0,0,
1/2,0,1/2,0,0,
0,1/2,0,1/2,0,
0,0,1/2,0,1/2,
0,0,0,1,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;
io = matrix(c(1/4,1/3,5/12,0,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;

DTMC (tmat, io, 100, trace=TRUE)

o —
<+ —
[<5)
<L
s o —
(9p)
o~ —
— —

T T T T T T
o 20 40 60 80 100

Number of lterations

Y KpeTakby OBOT IaHLLA Ce 3a Pa3/INKy 04, PeryapHor AaHua Mory youuTu U3BecHe NpaBuaHoCTU. Buam
ce Aa Huje moryh npenas y 6Mno Kom TPeHyTKY y 6110 Koje cTakbe, WTo Herae notephyje TBphere aa
CBaKM CTeneH MaTpuLLe Npenasa UMKAMYHOT NaHLa CagprKu Hy/le U 4a CaMUM TUM HU3 Koju o6pasyjy
CTEMNeHN MaTpuLLe He KOHBeprunpa.

[a 6uv yTBpAMAK TO, CTENEeHYjeMo MATpULLy Npesasa LUMKJANYHOT aHLa.
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3. cTeneH

S1 Sy S3 Sy S5
Sq 0 0.75 0 0.25 0
S5 0.38 0 0.50 0 0.13
S3 0 0.50 0 0.50 0
Sy 0.13 0 0.50 0 0.38
S5 0 0.25 0 0.75 0
8.cteneH
S1 S2 S3 Sy S5
Sy 0.28 0 0.50 0 0.22
S5 0 0.53 0 0.47 0
S3 0.25 0 0.50 0 0.25
Sy 0 0.47 0 0.53 0
S5 0.22 0 0.50 0 0.28
12.cTteneH
S1 Sy S3 Sy S5
S 0.26 0 0.5 0 0.24
S5 0 0.51 0 0.49 0
S3 0.25 0 0.5 0 0.25
Sy 0 0.49 0 0.51 0
S5 0.24 0 0.5 0 0.26
15.cteneH
S1 S2 S3 S4 Ss
Sq 0 0.50 0 0.50 0
S5 0.25 0 0.50 0 0.25
S3 0 0.50 0 0.50 0
Sy 0.25 0 0.50 0 0.25
S5 0 0.50 0 0.50 0

Buawn ce ga ceaku crteneH maTpuue CagpXu Hyne, N To 3a NapHe U 3a HeENapHe CTeENEHE Ha Pa3/IMdYnTUm

mecTuma. To 3HauM Aa cy Heku npenasu moryhu camo y ,,napHUm® Kopauuma, AoK cy apyrv moryhu

Camo y ,HenapHUM“ Kopaumma.

3aK/byyyje ce Aa HM3 CcTeneHa MaTpULEe He KOHBeprupa.
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Ha Kpajy hemo BMAETN KaKBU Cy eKCnepumeHTaHW pe3ynTaTi 3a NpoCeYyHo Bpeme A0 ancopnuuje Koa

ancopbyjyhux nanaua.

MocmaTtpamo naHay, ca cnegehom maTtpuuom npenasa:

S1 S2 S3 S4 S5
S1 1 0 0 0 0
So 0.11 0 0.33 0 0.56
S3 0 0.17 0.5 0.2 0.13
Sy 0 0 0.5 0 0.5
S5 0 0 0 1 0
Kao wro ce moxe BuaeTn ancopbyjyhe crare je ctarbe S;.
JeaHa og moryhux Tpajektopuja oBoOr JlaHuUa u3rneaa
[Xe]
<t
@
< ™
w
N
~—
T T T T T
20 40 60 80 100

Number of lterations

Y 0BOj cMmynaumju npouec je gocturao ancopbyjyhe crtarbe y 63. Kopaky.

Y unsby NpoHanaxkera cpeaHer BpemeHa Ao ancopnuumje Tpeba Hahu pyHAaMeHTaHY MaTpuLy 3a OBaj

naHall. Ha ocHosy jeanakoct N = (I — Q)™ nobuja ce aa je
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9.1 47.6 41.6 32.1
9.1 53,5 455 3438
9.1 535 455 358
9.1 535 475 368

Cpearbe Bpeme Ao ancopnumje je Taga BeKTop

130.4
142.8
145.8
146.8

NE =

rae ce BPeAHOCTU y BEKTOPY O4HOCE Ha CNydyajeBe Kaga flaHau, KpeHe u3s apyror, Tpeher, yeTsBpTor 1
neTor cTakba, PefoM.

Y R-y ce Kopuctu dyHKUMja Koja Bpaha npBo Bpeme npenasa, rae he ummbaHo ctakbe 6MTM ancopbyjyhe
cTare, na he npBo Bpeme npenasa 6UTK ynpaBo Bpeme 40 ancopnuuje.

tmat = matrix(c(1,0,0,0,0,
1/9,0,3/9,0,5/9,
0,1/6,1/2,1/5,2/15,
0,0,1/2,0,1/2,
0,0,0,1,0), ncol=5, byrow=TRUE) ;
io = matrix(c(0,0,0,0,1), ncol=5, byrow=TRUE) ;
FPTime (1, 100, tmat, io, 1000)

MpBY aprymMeHT y GyHKUMjM NpeacTaB/ba LM/baHO CTakbe, APYrv apryMeHT je 6poj cumynaumja, ook je
nocnearn aprymeHT 6poj Kopaka cBaKor naHua. NoyeTHu BekTop he ce memaTu, aa 6u gobunm cpege
BpeAHOCTM 3a cBako moryhe noyeTHo cTame (cem ancopbyjyher).

[obujajy ce cnegehu pesyntatu:

Mo4yeTHO cTame Cpeamba BpegHoCT Cpeamba BpegHocT OueknBaHa BpeaHOCT
S5 122.59 117.08 130.4
S3 134.45 140.2 142.8
Sy 147.48 164.07 145.8
S5 122.96 150.34 146.8

[OobujeHun pesynTtaTtu jecy y oapeheHoj mepu BAMCKM TEOPUjCKUM oYeKnBarMMa. Buam ce aa je Hajsehe

O/ CTyNakb€e y NPBOj cMMynaumnju 6uno y cnyyajy Kaa je NoveTHO cTakbe BUo Ss, AOK je y ApYroj

cumynaumju Hajsehe oactynakbe 610 Kaga je NPOLLEC KPEHYO U3 CTakba Sy.

MowTo cy mane pasnuke namehy TeopujckMx oueknBara, NoTpebHo 61 6UN0 MHOro BULWE cuMmyaaumja

Aa 6u ce ekcnepumeHTanHo aobune ogrosapajyhe spegHoct 1 omoryhuna getasbHuja ynopeamsocT

pesynTaTa.
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