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Увод 
 

Ф пракси су вепма шести прпцеси шије се ппнащаое не мпже ташнп предвидети, али се мпже рећи 

нещтп п верпватнпћама оихпвих исхпда. Кпнкретнп, мпгуће је ппсматрати неку карактеристику 

физишкпг система кпја је пп свпјпј прирпди слушајна, у тпку некпг пдређенпг временскпг перипда. 

Кап мпдел за таква ппсматраоа се кпристе слушајни прпцеси. 

Ппстпје разлишите врсте прпцеса у прирпди, у смислу правилнпсти кпје се мпгу упшити у оихпвпм 

тпку. Мнпге ппјаве и прпцеси ппседују извесну инерцију, и један пд адекватнијих мпдела за такве 

прпцесе би бип пнај шији закпн расппделе зависи пд вреднпсти прпцеса у садащоем мпменту, а 

не зависи пд тпга кпје су вреднпсти прпцеса биле у прпщлпсти. Једну класу таквих прпцеса први је 

изушавап руски математишар А.А. Маркпв (1856-1922), и пп оему су пни и дпбили назив.  

Занимљивпст је да је А.А.Маркпв дпщап на идеју Маркпвљевих прпцеса такп щтп је прпушавап 

смеоиваое сампгласника и сугласника у Пущкинпвпј ппеми Поегин. 

Прпцеси Маркпва имају велику примену у разним наукама.  Кпристе се нпр. за мпделираое 

прпцеса у биплпгији, за предвиђаое раста неке пппулације, затим у генетици за мпделираое 

пренпщеоа гена крпз генерације.  Имају примену и у медицини,нпр. за прпушаваое дејства 

терапије на бплеснике, истп такп и за предвиђаое щиреоа тещких бплести ради ефикасније 

терапије. Ппред пвпга срећу се и у екпнпмији, телекпмуникацијама, спциплпгији итд. 

Уема пвпг рада је једна врста Маркпвских прпцеса, тзв. ланци Маркпва.  

Први деп рада пбухвата пснпвне ппјмпве и пписе карактеристишних типпва слушајних прпцеса. 

Следи уппщтени деп п Маркпвским прпцесима, где су пписане врсте пвих прпцеса према типу 

параметарскпг скупа и скупа стаоа.  Накпн тпга се у наредним ппглављима детаљније пписују 

свпјства три карактеристишна типа ланаца Маркпва: апспрбујућег, регуларнпг и ергпдишнпг.  

Ф слушајевима када ланац има велики скуп стаоа мпгуће је ппједнпставити анализу такп щтп се пд 

великпг ланца фпрмира маои, са маоим брпјем стаоа.  Фслпви кпји треба да буду испуоени да 

би тп билп мпгуће и свпјства тпг нпвпг ланца су пписани у делу Кпмбинпваое стаоа. Пписан је и 

пбрнути ппступак, фпрмираое великпг ланца пд малпг, изведенпг у циљу дпбијаоа дпдатних 

инфпрмација. 

На крају је деп са примерима и применама, где је између псталпг пписан класишан пример ланаца 

Маркпва-слушајнп лутаое. Ппред тпга је пписанп мпделираое једне реалне ситуације, тзв. 

птвпрени мпдел Лепнтифа. Ппследои деп у примерима пбухвата симулације неких ланаца. 
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Уводни појмови и теореме 
 

Ф пвпм делу су пписани ппјмпви и тепреме кпји ће бити кприщћени у раду. 

Ојлерова сума 

Низ  ∑   
 
    је сумабилан у смислу Пјлерпве суме укпликп важи 

   
   

∑(
 

 
)              

 

   

 

где је      . 

Цезаро-сумабилни редови 

За низ {  } се каже да је Цезарп-сумабилан, са сумпм     акп средое вреднпсти оегпвих 

парцијалних сума теже ка S, тј. 

   
   

 

 
∑   

 

   

   

Борелови скупови 

Нека је   скуп исхпда слушајнпг експеримента. Нека је   фамилија ппдскуппва скупа  .За 

фамилију   ћемп рећи да је σ-алгебра дпгађаја акп задпвпљава следећа свпјства: 

1.     

2.       ̅    

3.                   ⋃      
    

Бпрелпва σ-алгебра   је минимална σ-алгебра кпја садржи  , где је   {    ]          }. 

Елементи скупа   се називају Бпрелпви скуппви. 

Релације 

Нека је R релација између два елемента некпг скупа U. Пбележаваће се са    , да је   у релацији 

R са  . 

Релација мпже имати свпјствп: 

1. рефлексивнпсти-акп    ,      

2. симетришнпсти-укпликп из      следи            

3. транзитивнпсти-акп из     и     следи    ,         . 
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Релација кпја задпвпљава сва три свпјства се назива релација еквиваленције. Релација 

еквиваленције фпрмира једну партицију скупа и сваки елемент те партиције се назива класа 

еквиваленције. 

За релацију кпја задпвпљава првп и треће свпјствп кажемп да је релација слабпг уређеоа. 

Акп је У релација слабпг уређеоа, пнда је         релација еквиваленције пдређена опме. 

Фкпликп је релација еквиваленције кпју пдређује У- релација идентитета       пнда се за У каже 

да је релација парцијалнпг уређеоа.  

Елемент     се назива минимални елемент акп из     следи    . Акп је минимални елемент 

јединствен назива се минимум. 

Једна пд примена релација ппретка је у мрежама кпмуникације. Нека су   елемената ппвезана 

кпмплекснпм мрежпм. Сваки елемент мпже да пренесе ппруку некпм ппдскупу елемената. Пвп се 

назива директни кпнтакт. Ппрука мпже бити ппслата даље и тада је тп индиректни кпнтакт. 

Претппставља се да елемент не мпже да кпмуницира директнп сам са спбпм. Нека     изражава 

свпјствп да   мпже да кпнтактира са   или да    . У ће тада бити релација слабпг ппретка. Пна 

ће пдређивати релацију еквиваленције        , кпја се шита „x и y мпгу кпмуницирати један са 

другим, или    “. Два елемента ће бити у истпј класи еквиваленције акп мпгу да 

кпмуницирају,тј. акп сваки пд оих мпже кпнтактирати пвпг другпг. 

Индукпвана релација парцијалнпг уређеоа T* има следеће знашеое: релација      важи акп сви 

елементи класе    мпгу кпнтактирати све елементе класе  , а при тпм не важи пбрнутп псим акп 

     Специјалнп u је максимални елемент парцијалнп уређенпг скупа акп оегпви елементи не 

мпгу бити кпнтактирани пд стране елемената из других класа. Слишнп   је минимални елемент акп 

оегпви шланпви не мпгу кпнтактирати шланпве из других класа. Ф наставку ће се видети да је 

ергпдишни скуп у ствари минимални елемент парцијалнп уређенпг скупа. 

Следи дпказ тепреме кпја ће бити пптребна за дпказиваое фундаменталне тепреме регуларних 

ланаца. 

Теорема 1. Нека је P матрица прелаза димензија        кпја не садржи елементе једнаке нули. 

Пбележимп са ԑ најмаои елемент матрице P. Нека је k прпизвпљни кплпна вектпр са r елемената, 

шији је максимални елемент    a минимални   , и нека су    i    максимални и минимални 

елемент вектпра   . Уада важи да је             и  

                      –    . 

Дпказ. Пбележимп са    вектпр кпји дпбијамп из   замеоујући све оегпве кпмппненте, сем 

најмаое   , са   . Уада важи да је      .  Свака кпмппнента вектпра     је пблика  

            –               –         –     
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где је   ≥  . Дакле, свака кпмппнента је маоа или једнака    –         –      Ппщтп важи да  

      , следи  

                                                                         –         –    .                                                  (1) 

Када се примени пвај резултат на вектпр –  , дпбија се  

                                                                         –                                                                (2) 

Сабирајући (1) и (2) дпбија се 

             –            –      

             –      

Теорема 2.  Нека је        низ функција такав да за неку кпнстанту c  

         ]    

кад      , пнда  

    ]    

и за свакп     

    |    |   ]    

кад     . 

Теорема 3. Акп    тежи ка O кад    , тада       има инверз и важи 

                 ∑  
 

   

 

Ознаке 

1.      ]- верпватнпћа дпгађаја p акп је прпцес кренуп из стаоа    

2.     ]- средоа вреднпст функције f 

3.        ]-дисперзија функције f 

4.   {   }- матрица са елементима     

5.   {  }- редни вектпр са кпмппнентама    

6.   {  }- вектпр кплпна са кпмппнентама    

7.  - кплпна вектпр са свим елементима једнаким 1 

8. η- редни вектпр са свим елементима једнаким 1 

9. J- матрица шији су сви елементи једнаки 1 

10. I-јединишна матрица 

11. O- матрица шији су сви елементи једнаки 0 
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12.     {
             
             

 

13.    - матрица шији су елементи квадрати елемената матрице А 

14.    - матрица кпја се дпбија из матрице А када се сви елементи ван дијагпнале изједнаше 

са 0 
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1. Основе теорије случајних процеса 
 

Слушајни прпцес или слушајна функција {         } је фамилија реалних слушајних велишина 

дефинисаних на истпм прпстпру верпватнпћа        . За свакп     прпстпр вреднпсти је R, те је 

      фазни прпстпр сваке слушајне велишине     . Пвп се записује 

                 

У се назива параметарски или индексни скуп. 

Уп знаши да је слушајни прпцес једна фамилија слушајних велишина кпје зависе пд параметра t и 

све су дефинисане на истпм прпстпру верпватнпћа. За свакп фиксиранп     је      једна 

пдређена слушајна велишина, тј. једна А-мерљива функција. 

Параметар t мпже бити реалан, кпмплексан или некпг ппщтијег типа, нпр. n-димензипналан. Псим 

тпга, пн мпже бити дискретан или непрекидан. Скуп У свих вреднпсти параметра се назива и 

пбласт дефинисанпсти прпцеса. 

Параметар У мпже имати разлишите интерпретације али се најшещће ппсматра кап време, тј . 

ппсматра се ппнащаое прпцеса тпкпм времена. Ф пднпсу на врсту параметарскпг скупа У, 

разликују се две пснпвне класе слушајних прпцеса: 

1. Акп је У низ, пнда је {         } слушајни низ или слушајни прпцес са дискретним 

параметрпм. Специјалнп, акп је У кпнашан низ, тада је {         } слушајни вектпр. 

2. Акп је У интервал, пнда је {         } слушајни прпцес са непрекидним параметрпм. 

Нека је фиксиранп n временских тренутака       . Свакпм пд тих временских тренутака пдгпвара 

пп једна слушајна велишина. Уакп дпбијамп n слушајних велишина              , кпје мпжемп 

ппсматрати кап кппрдинате n-димензипналнпг слушајнпг вектпра                  Уп је један n-

димензипнални засек слушајнпг прпцеса  X. Расппдела n-димензипналнпг засека пдређена је n-

димензипналнпм функцијпм расппделе  

                     {(             )           }   {                   } 

Прпцеси шији је прпстпр вреднпсти ппдскуп некпг кпнашнпг скупа се називају кпнашни слушајни 

прпцеси. 
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1.1 Неке класе случајних процеса 
 

Класа 1. Слушајни прпцеси са независним вреднпстима су, у извеснпм смислу, уппщтеоа 

независних слушајних велишина. 

Слушајни прпцес {         } је прпцес са независним вреднпстима акп су слушајне велишине 

               за свакп     и              независне Уада, знаши 

                                        

Уп знаши да се кпд пвих прпцеса све n-димензипналне расппделе изушавају прекп 

једнпдимензипналних. 

Акп се параметар t меоа непрекиднп, пнда шестп са станпвищта примена, није прирпднп 

ппсматрати прпцесе са независним вреднпстима. На пример, није прирпднп сматрати да за билп 

кпја два вепма блиска    и    су       и       независне слушајне велишине. Затп се ппсматрају 

самп слушајни прпцеси са независним вреднпстима при дискретнпм параметру        , тј. 

                           

Пвакп дефинисаним прпцесима су блиски прпцеси са некпрелисаним и прпцеси са пртпгпналним 

вреднпстима. Прпцес {         } у ппщтем слушају са кпмплексним вреднпстима, је прпцес са 

некпрелисаним вреднпстима акп су за свакп     слушајне велишине      и      некпрелисане 

   (         )   {           ][          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]}    

пднпснп 

 [        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

Прпцес {         } у ппщтем слушају такпђе кпмплексан, је прпцес са пртпгпналним 

вреднпстима акп су за свакп     слушајне велишине      и      пртпгпналне, щтп се задаје 

услпвпм 

 [        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]    

Класа2. Прпцеси са независним приращтајима су прпцеси {          }, где су слушајне велишине 

                                               

независне за сваки избпр              . 

За ппзнаваое прпцеса {         } са независним приращтајима дпвпљнп је знати функције 

расппделе слушајних велишина      и          , тј. дпвпљнп је знати функције  

                ] 
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                      ] 

Из пвпга се мпже закљушити да прпцеси са независним приращтајима спадају у прпцесе кпд кпјих 

је ппзнаваое двпдимензипналних расппдела дпвпљнп за ппзнаваое слушајнпг прпцеса. 

Класа3. Прпцеси са кпнашним мпментима другпг реда или   -прпцеси су кпмплексни прпцеси 

                    

кпд кпјих су кппрдинатни прпцеси ξ и η реални прпцеси и други мпмент 

 |    |   [        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]                

је кпнашан за свакп    . 

Средоа вреднпст   -прпцеса је кпмплексна функција 

                         

Пна је кпнашна за свакп    .  

Кпрелаципна функција 

                    ][          ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]           ̅̅ ̅̅ ̅̅            ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

и дисперзија 

               |          |
   |    |  |     |

  

 су такпђе кпнашне функције. 

 

Класа4. Прпцеси са пртпгпналним приращтајима су кпмплексни слушајни прпцеси кпд кпјих се, 

уместп услпва  |    |     кпји се узима кпд   -прпцеса, узима малп другашији услпв 

 |         |          

и кпд кпјих су приращтаји на међуспбнп дисјунктним интервалима пртпгпналне слушајне 

велишине.  Дакле, за све             је 

             ][           ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ]    

Ф слушају реалних прпцеса услпв се свпди на пбишну некпрелисанпст приращтаја. 

Класа 5. Пву класу шине стаципнарни слушајни прпцеси. Ф опј разликујемп две ппдкласе прпцеса: 

стрпгп стаципнарне и слабп стаципнарне прпцесе. Ф пба слушаја ћемп сматрати да је У скуп свих 

реалних брпјева или скуп свих целих брпјева, зависнп пд тпга да ли се ради п непрекидним или 

дискретним прпцесима. 
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Слушајни прпцес {         } је стрпгп стаципнаран акп су све оегпве кпнашнпдимензипналне 

расппделе инваријантне у пднпсу на транслацију времена, тј. акп за сваки прирпдан брпј n и за све 

избпре          , расппдела n слушајних прпменљивих                   не зависи пд h. 

Уп се мпже изразити на следећи нашин: 

                                            

Акп стрпгп стаципнаран прпцес има средоу вреднпст , пна је кпнстантна: 

                

Акп стрпгп стаципнаран прпцес има кпнашне мпменте другпг реда, пнда ће оегпва кпрелаципна 

функција бити функција разлике аргумената 

               ][      ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ] 

           ][        ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅] 

           ]       ]         

Слушајни прпцес {         } је слабп стаципнаран акп су сви оегпви мпменти другпг реда 

кпнашни, средоа вреднпст је кпнстантна и кпрелаципна функција је функција разлике аргумената 

 |    |                           

 

Класа 6. Реалан слушајни прпцес {         } је гауспвски слушајни прпцес акп свакп оегпвп n-

димензипналнп сешеое                ,           је гауспвска слушајна велишина. 

Кпд гауспвскпг слушајнпг прпцеса {         } свака слушајна велишина      је гауспвска слушајна 

велишина. Али тп није и дпвпљан услпв. 

Нека је {  } низ гауспвских слушајних велишина и нека          у средоеквадратнпм. Уада 

за средое вреднпсти и дисперзије важи 

            

  
          

             

а какп              следи да и густина 

       
 

  √  
   { 

      
 

   
 } 

тежи ка густини нпрмалне расппделе 
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 √  
   { 

      

   
} 

Уп знаши да гранишна вреднпст у средоеквадратнпм низу гауспвских слушајних велишина је 

гауспвска слушајна велишина. Дакле, акп је {         } гауспвски слушајни прпцес, пнда не самп 

да су кпнашне линеарне кпмбинације                    гауспвске велишине, већ су такве и 

оихпве средоеквадратне гранишне вреднпсти. Према тпме, линеарне пперације над гауспвским 

прпцесима дају гауспвске прпцесе. 

Класа 7. Пву класу прпцеса шине Маркпвски прпцеси. Пни ће бити разматрани у наставку. 
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2. Процеси Маркова 

2.1 Класификација процеса Маркова 
 

Нека је {         } реалан слушајни прпцес, тј. нека свака слушајна прпменљива      има 

вреднпст из некпг скупа S из R. За елементе скупа S рећи ћемп да су стаоа, а за S ћемп рећи да је 

скуп стаоа. Разликпваће се шетири врсте прпцеса: 

1. У-дискретан скуп, S-дискретан скуп 

2. У-дискретан скуп, S-непрекидан скуп 

3. У-непрекидан скуп, S-дискретан скуп 

4. У-непрекидан скуп,  S непрекидан скуп 

Случај1. Нека је   {       } и S је кпнашан или пребрпјив скуп из R. Имамп дакле низ 

           слушајних прпменљивих, где свака пд оих мпже имати вреднпсти из скупа S. Без 

губљеоа ппщтпсти мпжемп сматрати да је   {       } 

За низ слушајних велишина {           } кажемп да је ланац Маркпва са дискретним скуппм 

стаоа акп за      и сва стаоа             из S важи 

 {         |                   }   {         |     } 

кад гпд су те услпвне верпватнпће дефинисане тј. кад гпд је  

 {                   }    

Акп    интерпретирамп кап стаое физишкпг система у мпменту    , пнда ланац Маркпва 

пписује евплуцију физишкпг система тпкпм времена. При тпме се за                    

     из (1) каже да је прпщлпст, за       се каже да је садащопст, а за           се каже да је 

будућнпст физишкпг система. Слпбпдније решенп, услпв (1) знаши да је ппнащаое система у 

будућнпсти пптпунп (у смислу верпватнпћа) пдређенп оегпвпм садащопщћу а не зависи пд 

прпщлпсти. 

Пвај слушај ће бити тема даљег рада. 

Случај2. Нека је У дискретан скуп, на пример   {       }, а S је интервал са R или неки други 

непребрпјив скуп. Акп важи једнакпст услпвних верпватнпћа 

 {         |                   }   {         |     } 

за све Бпрелпве скуппве                 из R за кпје је 

 {                   }    

тада кажемп да је             ланац Маркпва са непрекидним скуппм стаоа. 
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Случај3. Нека је У непрекидан ппдксуп скупа R, на пример         и нека су слушајне 

прпменљиве      дискретне, на пример, са скуппм стаоа је   {       }. Ппсматра се низ 

временских тренутака                 таквих да је испуоенп                      . 

Нека је даље  

 {            |                           }   {            |        } 

задпвпљенп за свакп n за кпје је 

 {                           }    

Уада се каже да је {         } прпцес Маркпва са дискретним скуппм стаоа. 

Случај4. Нека је У интервал из R, на пример          и нека је скуп стаоа неки непрекидан 

ппдскуп скупа R. Акп за                      и Бпрелпве скуппве                 са 

реалне праве важи  

 {            |                            }   {            |        } 

пнда кажемп да је {         } прпцес Маркпва са непрекидним скуппм стаоа. Некада се назива 

и дифузипни прпцес.  

 

2.2 Уопштено о ланцима Маркова 
 

Ф претхпднпм делу је дата уппщтена дефиниција Маркпвљевпг прпцеса.  Пвде ће бити дата јпщ 

једна дефиниција, за кпнашне ланце Маркпва. 

Маркпвљеви ланци са кпнашнп мнпгп стаоа су дискретни слушајни прпцеси шији скуппви стаоа 

садрже кпнашан брпј елемената и кпји задпвпљавају свпјствп да за билп кпји исказ p шија вреднпст 

зависи самп пд исхпда пре n -тпг експеримента важи 

  [     |           ]    [     |       ] 

Пвај услпв ће се називати Маркпвљевп свпјствп.  

Верпватнпћа прелаза у n-тпм кпраку, из стаоа i у стаое ј, се дефинище кап 

         [     |       ] 

Хпмпгени ланац Маркпва је пнај ланац кпји задпвпљава свпјствп да верпватнпће прелаза        не 

зависе пд n. Ф пвпм слушају се пбележавају са     . Ф даљем тексту ће се гпвприти п хпмпгеним 

ланцима Маркпва.  

Матрица шији су елементи верпватнпће прелаза назива се матрица прелаза. 
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Ппшетни вектпр верпватнпће и матрица прелаза пптпунп пдређују Маркпвљев ланац. Дакле, за 

дати ппшетни вектпр    и дату матрицу прелаза P, ппстпји ташнп један ланац Маркпва генерисан 

пвим параметрима. 

Ф наставку прише ћемп углавнпм разматрати слушајеве где је матрица прелаза P фиксна, а ппшетни 

вектпр π прпменљив. Самим тим ће верпватнпсна мера мпгућих исхпда зависити управп пд 

избпра вектпра π.  

Кпнкретнп, акп је p билп кпји исказ из скупа исхпда или X прпизвпљна функција шији је дпмен скуп 

исхпда, вреднпсти     ]    ] i      ] ће зависити пд  π и ту зависнпст ћемп пбележавати са  

     ]      ] i       ]. Ф специјалнпм слушају, када је i-та кпмппнента вектпра π једнака 1, пву 

зависнпст ћемп пбележавати са       ]      ] i       ]. 

Маркпвљевo свпјствп се мпже исказати и на другашији нашин. 

Нека је p исказ шија вреднпст зависи самп пд исхпда ппсле n-тпг експеримента, а q исказ шија 

вреднпст зависи самп пд исхпда пре n-тпг експеримента. Tада 

  [   |     ]    [ |     ]  [ |     ] 

Сущтина пвпг услпва је да, када нам је ппзната садащопст, прпщлпст и будућнпст су независна 

једна пд друге. Пва дефиниција кпја укљушује симетришнпст нам указује на тп да би Маркпв 

прпцес ппсматран у пбрнутпм реду ппнпвп бип Маркпв прпцес. 

Теорема 2.2.1  Ппсматрамп Маркпвљев прпцес и нека је p билп кпји исказ шија вреднпст зависи 

самп пд исхпда ппсле n-тпг експеримента. Tада 

  [     |           ]    [     |       ] 

Ппщтп је билп кпји Маркпвљев прпцес ппсматран у пбрнутпм реду ппнпвп Маркпвљев прпцес, 

мпже се претппставити да је тп слушај и са Маркпвљев ланцима. Међутим, пвп не важи у ппщтем 

слушају. Важилп би када би пбрнуте верпватнпће прелаза    
        [     |       ] биле 

независне пд n. Оих мпжемп изразити кап 

    
     

                ]

          ]
 

 
  [       |     ]  [     ]

          ]
 

 
     [     ]

          ]
 

Пве верпватнпће прелаза би биле независне пд n, акп би верпватнпћа дпгађаја да се прпцес нађе 

у пдређенпм стаоу у тренутку n била независна пд n. Пвп генералнп гледанп није слушај. На 
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пример, акп је прпцес стартпвап у стаоу    са верпватнпћпм 1, пнда је верпватнпћа да ће пстати и 

даље у тпм стаоу једнака    . Штп знаши да уппщтенп 

        ]          ]. 

2.3 Класификација стања и ланаца 
 

Желимп да класификујемп стаоа ланца Маркпва према тпме да ли је мпгућ прелаз из датпг стаоа 

у некп другп задатп стаое. 

Скуп стаоа мпжемп ппделити на класе еквиваленције. Два стаоа се налазе у истпј класи 

еквиваленције акп „кпмуницирају”, тј. акп је мпгућ прелаз из једнпг у другп стаое и пбрнутп. 

Минимални елемент парцијалнп уређенпг скупа класи еквиваленције се назива ергпдишни скуп. 

Пстали елементи се називају прелазни скуппви. Елементи прелазнпг скупа се називају прелазна 

стаоа, дпк се елементи ергпдишнпг скупа називају ергпдишна стаоа. 

Из шиоенице да сваки кпнашни парцијалнп уређен скуп садржи најмаои елемент следи да сваки 

ланац Маркпва садржи бар један ергпдишни скуп. 

За прелазне скуппве важи да акп прпцес напусти пвакав скуп вище се никад не враћа у исти. За 

ергпдишне скуппве важи да акп прпцес уђе у пвакав скуп вище га неће напустити. Специјалнп, акп 

ергпдишни скуп садржи самп један елемент, пнда се дпбија слушај у кпме прпцес када уђе у тп 

једнп стаое вище не излази из оега. Уаквп стаое се назива апспрбујуће. 

Теорема 2.3.1  Стаое    је апспрбујуће акп и самп акп је      . 

Перипд стаоа  ,     , је највећи заједнишки делилац пних n за кпје важи    
   

  . Фкпликп је 

       стаое је перипдишнп. 

Теорема 2.3.2  За прпивпљни ланац Маркпва, сва стаоа из једне класе еквиваленције имају исти 

перипд. 

Дпказ. Нека су i и j два стаоа из исте класе еквиваленције. Уада     и ппстпји r таквп да    
      

и s таквп да    
       Ппщтп је пптребнп     кпрака да прпцес дпђе из i у j а затим да се ппнпвп 

врати у i,       мпра бити дељивп са     . Нека је t неки прирпдан брпј такав да    
     .  Ппщтп 

ппстпји нашин да прпцес врати у стаое i ппсле       кпрака, следи да је       дељивп са 

    , щтп знаши да је и t  дељивп са     . Ппщтп је пвп ташнп за свакп t за кпје је    
     , следи да 

је      дељивп са     . Акп пбрнемп улпге i и j, дпбија се да      је дељивп са     , щтп знаши 

         . 

Уу заједнишку вреднпст ћемп пбележавати са  . 
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Свака класа еквиваленције се мпже ппделити на циклишне класе.  Акп је перипд класе     пнда 

ппстпји самп једна циклишна класа и за класу еквиваленције се каже да је регуларна, а укпликп је 

     пнда ппстпји вище циклишних класа, а за класу еквиваленције кажемп да је циклишна. 

Ф првпм слушају, када је класа еквиваленције регуларна, прпцес се мпже, накпн некпг времена,  

наћи у билп кпм стаоу те класе, независнп пд тпга кпје је билп ппшетнп стаое прпцеса. Уада ће сви 

дпвпљнп велики степени матрице Р бити ппзитивни. 

Ф слушају када је класа еквиваленције циклишна, сваки степен матрице Р ће садржати елементе 

једнаке нули. 

Из класификације стаоа се извпди класификација ланаца. Пснпвна ппдела ланаца се врщи на 

пснпву тпга да ли ланац садржи прелазни скуп. 

Првп ћемп разматрати ланце кпји не садрже прелазни скуп. Уакви ланци се састпје пд једнпг или 

вище ергпдишних скуппва. Фкпликп се састпје пд вище ергпдишних скуппва, међу тим скуппвима не 

ппстпји међуспбна интеракција и самим тим се мпгу ппсматрати пдвпјенп. Збпг тпга ћемп даље, 

без губитка генерализације, ппсматрати слушајеве где се ланац састпји пд једнпг ергпдишнпг скупа. 

Уакви ланци се називају ергпдишни ланци. 

Пве ланце мпжемп класификпвати према прирпди ергпдишнпг скупа. 

 Ланци шији је ергпдишан скуп регуларан се називају регуларни ланци Маркпва. Главнп 

свпјствп пвпг ланца је да се накпн некпг времена мпже наћи у билп кпм стаоу, без 

пбзира на ппшетнп стаое. 

 Ланци шији је ергпдишан скуп циклишан су циклишни ланци Маркпва. Пвакви ланци су 

перипдишни са перипдпм     и оихпва стаоа су ппдељена у   циклишних скуппва. 

Друга група ланаца кпје разматрамп су пни ланци кпји садрже прелазне скуппве. Пви ланци ппред 

прелазних садрже и ергпдишне скуппве и, збпг свпјства да ланац са верпватнпћпм 1 улази у 

ергпдишни скуп, пве ланце класификујемп према оихпвим ергпдишним скуппвима. 

 Акп се сви ергпдишни скуппви састпје пд пп једнпг елемента имамп слушај апспрбујућих 

ланаца. 

 Друга категприја пбухвата ланце шији су сви ергпдишни скуппви регуларни, и нису сви 

састављени пд самп једнпг елемента. 

 Урећа група су пни ланци шији су ергпдишни скуппви циклишни. 

 Ппследоа категприја пбухвата ланце кпји садрже и регуларне и циклишне ергпдишне 

скуппве. 

Ф даљeм раду ће бити разматрана пснпвна свпјства три типа ланца: апспрбујућег, регуларнпг и 

ергпдишнпг.  Регуларни и ергпдишни ланци „ппкривају“ ппнащаое прпцеса  накпн щтп исти уђе у 

ергпдишни скуп, дпк апспрбујући ланци пписују ппнащаое прпцеса пре негп щтп уђе у неки 

ергпдишни скуп. 
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3. Апсорбујући ланци Маркова 
 

3.1 Дефиниција и основна својства 
 

Апспрбујући ланци Маркпва су ланци кпд кпјих се сваки ергпдишни скуп састпји пд ташнп једнпг 

стаоа. Уп стаое, пбележићемп га са   , се назива апспрбујуће и за оега важи      . 

Теорема 3.1.1  Ф прпизвпљнпм кпнашнпм ланцу Маркпва, независнп пд тпга кпје је ппшетнп стаое, 

верпватнпћа да ће се прпцес наћи у ергпдишнпм стаоу тежи јединици, кад    . 

Дпказ. Када прпцес уђе у некп ергпдишнп стаое никада не напущта оегпву класу еквиваленције, 

щтп знаши да ће се пд тпг мпмента налазити увек у некпм ергпдишнпм стаоу. 

Претппставимп сада да прпцес креће из некпг прелазнпг стаоа. Класа тпг стаоа није минимална 

щтп знаши да ппстпји класа “исппд” ое. Пвп знаши да је мпгуће да прпцес уђе у неки ергпдишни 

скуп. 

Претппставимп да је мпгуће прећи из прелазнпг у ергпдишнп стаое у не вище пд   кпрака. Уада 

ппстпји ппзитиван брпј p такав да је верпватнпћа уласка у ергпдишнп стаое, ппсле највище n 

кпрака, не маоа пд  . Уада је верпватнпћа дпгађаја да прпцес ппсле   кпрака не уђе у ергпдишнп 

стаое маоа пд      . Верпватнпћа да прпцес не уђе у ергпдишнп стаое ппсле    кпрака је 

       , и пва верпватнпћа тежи нули када    . 

Ппследица пве тепреме је свпјствп кпје ће бити пптребнп у даљем дпказиваоу. Пнп каже да 

ппстпје брпјеви          , такви да    
   

     за билп кпја прелазна стаоа      . 

За даље прпушаваое апспрбујућих ланаца Маркпва увпдимп канпнску фпрму матрице прелаза P. 

Канпнску фпрму дпбијамп када матрицу прелаза “преуредимп” такп да се раздвпје прелазна и 

ергпдишна стаоа. 

Претппставимп да имамп   прелазних стаоа и       ергпдишних стаоа. Канпнска фпрма има 

пблик 

  (
  
  

* 

где 

 ппд-матрица S димензија            је матрица прелаза између стаоа кпја су 

ергпдишна 

 ппд-матрица П, димензија        је нула-матрица затп щтп ппдразумева прелаз из 

ергпдишних у прелазна стаоа. 

 ппд-матрица R димензија        је матрица прелаза из прелазних у ергпдишна стаоа 
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 ппд-матрица Q, димензија    , је матрица кпја садржи верпватнпће прелаза искљушивп 

међу прелазним стаоима. 

Кпд апспрбујућих ланаца важи да     где је   јединишна матрица пдгпварајућих димензија. 

Дакле канпнска фпрма матрице прелаза кпд апспрбујућих ланаца је  

  (
  
  

* 

Степени пве матрице такпђе имају јединишну матрицу на месту суб-матрице Т у канпнскпј фпрми. 

Пвп псликава шиоеницу да прпцес једнпм када уђе у апспрбујуће стаое, никада не излази из 

оега. 

3.2 Фундаментална матрица 
 

Теорема 3.2.1  За прпизвпљни апспрбујући ланац Маркпва, матрица     има инверз и важи 

                 ∑  

 

   

 

За апспрбујуће ланце, фундаменталну матрицу дефинищемп са          . 

Ф циљу извпђеоа даљих резултата, увпдимп нпве функције. 

   -брпј пута у кпјима се прпцес нащап у стаоу   . 

   
 -функција кпја има вреднпст 1, укпликп се прпцес у свпм k-тпм кпраку нащап у стаоу 

  , и 0 у супрптнпм. 

Пбележимп са У скуп прелазних стаоа. 

Теорема3.2.2  {  [  ]}   , где        . 

Дпказ. Да бисмп ппказали тврђеое кпристимп свпјствп    ∑   
  

   . 

{  [  ]}  {  [∑   
 

 

   

]}  {∑  [  
 ]

 

   

} 

 {∑ ((     
   )       

     *

 

   

} 

 ∑,   
   

-

 

   

 ∑  
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Пва тепрема ппказује да је пшекивани брпј пута да се прпцес нађе у датпм прелазнпм стаоу 

кпнашан. 

3.3 Примене фундаменталне матрице 
 

На ппшетку ћемп дефинисати матрице кпје ће нам бити пптребне у даљем тексту. 

     (      )       -       

                                       -          

                                         - кплпна вектпр са s кпмппненти 

                         - кплпна вектпр са s кпмппненти 

Теорема 3.3.1  {    [  ]}    , где        . 

Дпказ. Ппзнатп је да     [  ]    [  
 ]    [  ]

 
. Ппщтп из претхпднпг дела имамп щта је    [  ]

 
 

препстаје да се види какп мпжемп израшунати   [  
 ].  

Првп треба ппказати да је   [  
 ] кпнашнп, а затим да је {  [  

 ] }   (      ). 

1.   [  
 ] је кпнашнп.  

  [  
 ]    *(∑  

 

 

   

+

 

+    [∑∑  
   

 

 

   

 

   

]  ∑∑  [  
   

 ]

 

   

 

   

 

 

  [  
   

 ] је верпватнпћа да се прпцес нађе у стаоу    и у k-тпм и у l-тпм кпраку, ппшевщи пд стаоа 

    Акп ставимп да је              |   | пнда је пвп верпватнпћа да се прпцес нађе у стаоу 

   у m-тпм кпраку, и да се ппсле d кпрака ппнпвп врати у оега. Дакле   [  
   

 ]     
   

   
   

, 

  [  
 ]  ∑∑   

   
   
    

 

   

 

   

∑∑     (   )

 

   

 

   

   ∑∑  
 

   

 

   

   ∑      

 

   

   

где је           . Пвп је кпнашнп. 

2. {  [  
 ] }   (      ). 

Да би израшунали пшекиваоа разматрамп где прпцес мпже прећи у једнпм кпраку, акп му је 

стартнп стаое      Мпже прећи у стаое    са верпватнпћпм    , и укпликп је тп стаое апспрбујуће, 

прпцес никада вище неће ући у стаое    и једини дппринпс је из ппшетнпг стаоа,    . Акп је нпвп 

стаое прелазнп,  
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{  [  
 ] }  ,∑       

 

    ̃

 ∑      *(      )
 
+

    

- 

 ,∑    
    ̃

(  [  
 ]     [  ]    )     - 

  {  [  
 ]}            

Дакле 

{  [  
 ] }         (         )   (          )   (      ) 

 

Фвпдимп функцију t кпје представља кпликп је кпрака (укљушујући ппшетнп стаое) прпцес прпвеп у 

свим прелазним стаоима ланца. Фкпликп прпцес креће из некпг ергпдишнпг стаоа, пнда је    , а 

укпликп креће из прелазнпг стаоа пнда t представља брпј кпрака кпје прпцес нашини пре негп щтп 

уђе у ергпдишан скуп. Кпд апспрбујућих ланаца, пвп је време дп апспрбције. 

Теорема 3.3.2  {    ]}    и  {      ]}     где     . 

Дпказ. Лакп се види да   ∑       . 

Дакле 

{    ]}  ,∑   [  ]

    

-     

За дисперзију имамп 

{    
 ]}  ,∑    

    ̃

   ∑             ]

    

- 

 ,∑         
 ]       ] 

    

  - 

  {    
 ]}        

Пдавде следи 

{    
 ]}                                           

щтп на крају даје  
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{      ]}  {    
 ]      ]

 }              

 

Последица 3.3.1 Нека је π ппшетни вектпр верпватнпће за апспрбујући ланац, и нека се вектпр π' 

састпји пд ппследоих s кпмппненти вектпра π (π' садржи ппшетне верпватнпће за прелазна стаоа). 

Уада 

{  [  ]}      

{    [  ]}     (      )          

{    ]}      

{      ]}                    

Дпказ. Пвп је директна ппследица свпјства да за прпизвпљну функцију X, важи     ]       ] 

Ппщтп су пшекиване вреднпсти 0, укпликп је ппшетнп стаое апспрбујуће, уместп вектпра π се 

ставља вектпр π'. 

Теорема 3.3.3 Акп је     верпватнпћа да прпцес кпји је кренуп из стаоа    дпспе у апспрбујуће 

стаое   , пнда  

{   }                    ̃ 

Дпказ. Када крене из стаоа    прпцес мпже дпспети у стаое    у једнпм или вище кпрака. 

Верпватнпћа да пређе у једнпм кпраку је    . Акп пвп није слушај, прпцес мпже дпспети у некп 

другп апспрбујуће стаое (накпн шега је немпгуће да стигне у   ) или мпже дпстићи некп другп 

прелазнп стаое     Ф другпм слушају ппстпји верпватнпћа     да прпцес заврщи у траженпм стаоу. 

Дакле 

        ∑       
    

 

щтп се мпже написати у матришнпј фпрми 

       

На крају 
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4. Регуларни ланци Маркова 
 

4.1 Дефиниција и основна својства 
 

За ланац Маркпва се каже да је регуларан акп не садржи прелазне скуппве и акп се састпји пд 

једнпг ергпдишнпг скупа са ташнп једнпм циклишнпм класпм. 

Матрицу прелаза регуларнпг ланца Маркпва ћемп називати регуларна матрица прелаза. 

Теорема 4.1.1 Матрица прелаза је регуларна акп и самп акп ппстпји n таквп да матрица    нема 

елементе једнаке нули. 

Теорема 4.1.2 Фундаментална теорема за регуларне ланце Маркова. Акп је P регуларна 

матрица прелаза пнда важи: 

i. Степени    теже матрици верпватнпће A. 

ii. Сваки ред матрице А је исти вектпр верпватнпће α = { 1,  2, … ,  n}, тј.       . 

iii. Елементи вектпра α су ппзитивни. 

Дпказ. Првп ћемп претппставити да матрица P не садржи нуле. Нека је ԑ минимални елемент 

матрице P. Нека је    кплпна вектпр шија је ј-та кпмппнента једнака 1 а пстале једнаке нули. Нека 

су    и    максимална и минимална кпмппнента вектпра     . Ппщтп важи 

              

из претхпдне тепреме имамп да                                   и  

                       –       

зa      . Ако обележимо              , следи  

                                 

Дакле, када      имамп да      0,    и    кпнвергирају истпј вреднпсти, и пдатле       тежи 

вектпру шије су све кпмппненте исте. 

Пбележимп са  j вреднпст кпјпј кпнвергирају    и   . Пшигледнп је да    важи   ≤  j ≤   . 

Специјалнп, ппщтп је   > 0 и    < 1 имамп да је 0 <  j < 1.      је ј-та кплпна матрице   . Дакле, 

ј-та кплпна пд    тежи вектпру шије су све кпмппненте исте и једнаке  j. Уп даље знаши да матрица 

   тежи матрици А шији су сви редпви једнаки вектпру α = { 1,  2, … ,  r}. Ппщтп су редне суме 

матрице    једнаке 1, истп мпра да важи и за гранишну матрицу. Пвим је заврщен дпказ за слушај 

где матрица има све елементе ппзитивне. 
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Сада ћемп размптрити слушај где се за матрицу   претппставља самп да је регуларна. Нека је N 

нека вреднпст за кпју    нема елемената једнаких нули. Нека је ԑ' најмаои елемент матрице   . 

Примеоујући први деп дпказа на матрицу    дпбијамп 

                                                                                                                       (3) 

Дакле, низ   , кпји је нерастући, садржи ппдниз кпји тежи нули. Пдатле следи да   тежи нули и 

пстатак дпказа је исти кап у слушају када   има све ппзитивне елементе. 

Последица 4.1.1 Нека је  P регуларна матрица прелаза. Нека je  j=          
   

. Уада ппстпје 

кпнстанте b i r, 0< r <1, такве да   

   
   

       
   

 

где |   
   

|     . 

Дпказ. Знамп да важи |   
   

|    . Нека је N вреднпст за кпју матрица P
N
 има све ппзитивне 

кпмппненте. Нека је   минимални елемент матрице P. Пдаберимп r i b такп да важи                  

          ⁄  i   
 

    
    . 

Ako je     , пнда из (3) следи да      . Ako je        , где je       , пнда из тпга 

да је    нерастући низ, дпбијамп                   . Граница кпју смп пвде ппставили за 

   
   

 је врлп ппгпдна за дпказиваое тепрема, али је врлп „уска“ кап прпцена за степен 

кпнвергенције вреднпсти    
   

. 

Теорема 4.1.3  Нека је P регуларна матрица прелаза и дефинищимп  A i α кап у фундаменталнпј 

тепреми. Уада: 

i. За прпизвпљни вектпр верпватнпће π,        кад    . 

ii. Вектпр α је јединствени вектпр верпватнпће за кпји важи     . 

iii. PA=AP=A. 

Дпказ.  

i. Ппщтп je π вектпр верпватнпће, важи     . Даље, из свпјства               

следи да             . При тпм важи            , щтп на крају даје 

      . Пвиме је дпказ првпг дела тепреме заврщен. 

ii. Пшигледнп је да важи       Уреба јпщ ппказати да је α јединственп. Нека је β неки 

други вектпр кпји задпвпљава једнакпст     . Уада из (1) следи да      . Ппщтп 

важи      и      , следи да је    . 
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iii. Знамп да степени матрице P кпнвергирају ка A, щтп знаши да се и           

приближава матрици A. Али се истп такп приближава и матрици AP, щтп знаши да је 

AP=A. Слишнп се ппказује и да PA=A. Уиме је дпказан ппследои деп тепреме. 

Теорема 4.1.4  Нека je P регуларна матрица прелаза и   {  } вектпр кплпна такав да важи    

 . Уада важи       за неку кпнстанту c. 

Дпказ. Ппщтп     , пнда важи и       а даље и уппщтенп      . пвп даље даје да je и 

    . Важи дакле      . Пдавде закљушујемп да све кпмппненте вектпра ρ имају исту 

вреднпст, тj.       за неку кпнстанту c. 

 

4.2 Закон великих бројева за регуларне ланце Маркова 
 

Кап щтп смп видели на ппшетку пвпг ппглавља, кпд регуларних ланаца Маркпва ппстпји тзв. 

гранишна верпватнпћа,   , да прпцес буде у стаоу    независнп пд тпга кпје је билп ппшетнп стаое 

прпцеса. 

Ф циљу лакщег дпказиваоа исказа увещћемп нпве ппмпћне функције. Са   
   

 ћемп пбележити 

функцију кпја има вреднпст 1 укпликп се прпцес у свпм n-тпм кпраку нађе у стаоу   , и вреднпст 0 

инаше. Фвпдимп и функцију   
   

 ∑   
    

   , шија вреднпст ппказује кпликп се пута прпцес 

нащап у стаоу    у првих n кпрака (не рашунајући ппшетну ппзицију). Функција   
      

    ⁄  нам 

даје удеп брпја пута у кпјима се прпцес нащап у стаоу    , у првих n кпрака. 

Теорема 4.2.1 (Закпн великих брпјева). Ппсматрамп регуларни ланац Маркпва са гранишним 

вектпрпм               . За прпизвпљни вектпр π, 

  *  
   

+     

и за свакп ε>0 важи 

   *|  
      |   +    

кад    . 

Дпказ. Према Уепреми 2 дпвпљнп је дпказати да 

  [(  
      )

 
]        

Да би дпказали пвп, дпвпљнп је дпказати да за свакп i важи   [(  
      )

 
]   . 
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  [(  
   

   )
 
]    *(∑ (

  
   

 
+    

 

   
+

 

+  
 

  
  [(∑ (  

   
   )

 

   
*
 

] 

Пбележимп        *(  
   

   ) (  
   

   )+. Уиме се циљ дпказа свпди на тп да ппкажемп да 

                                                                
 

  
∑ ∑     

 
   

 
                                                                                                

Мнпжећи заграде у изразу за       дпбијамп 

       *  
   

  
   
+      *  

   
+      *  

   
+    

  

Нека je            i   |   |. Уада 

        
   

   
   

      
   

      
   

   
  

Из Ппследице 4.1.1 следи 

       (   
   

    
       

       
   )     

   
   
    

где |   
   

|      сa      . Дакле за пдгпварајућу кпнстанту c, 

|    |   (           ) 

Свака вреднпст за        се ппјављује      пута у суми    . Дакле, кпристећи      дпбија се 

 

  
∑ ∑ |    |

 

   

 

  
 
  

  
 
  

   
 

  

      
 

Десна страна пве једнакпсти тежи нули ,кад n тежи бескпнашнпсти, щтп пнда важи и за леву 

страну. Уиме је дпказ заврщен. 

 

4.3 Фундаментална матрица за регуларне ланце Маркова 
 

Теорема 4.3.1  Нека je P матрица прелаза за регуларни ланац Маркпва и А гранишна матрица. Уада 

матрица   (       )
  

 ппстпји и важи 

    ∑       
 

   
                         

Дпказ. Дпказаћемп да важи            . Ппщтп       , пва тепрема ће следити из 

Уепреме 3 из увпднпг дела. Имамп дa              а пдатле      и  
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       ∑ (
 

 
)

 

   
                 ∑              

   

   
   

Матрица   (       )
  

 се назива фундаментална матрица за Маркпвљев ланац пдређен 

регуларнпм матрицпм P. 

Теорема 4.3.2  Нека је Z  фундаментална матрица за регуларни ланац Маркпва са матрицпм 

прелаза P, гранишним вектпрпм α и гранишнпм матрицпм А. Уада важи 

i.       

ii.      

iii.      

iv.         . 

Дпказ. Све ставке пве тепреме следе из пблика (3) матрице Z. 

i. Први деп тепреме следи из свпјства да P кпмутира са свим шланпвима бескпнашнпг низа. 

ii. Пвај деп тепреме тврди да су редне суме кпд матрице Z једнаке 1. И тп се види из 

репрезентације (3), јер су редне суме матрице I једнаке 1, дпк су редне суме матрица 

     једнаке 0. 

iii. Ппщтп је      и            следи тврђеое. 

iv. Да би дпказали пвај деп тепреме, пблик (3) матрице Z  ћемп ппмнпжити са      . На тај 

нашин се дпбија 

                       

Нека је  ̅ 
    брпј кпрака кпје је прпцес прпвеп у стаоу    у првих n кпрака, рашунајући ппшетну 

ппзицију. 

Теорема 4.3.3  За билп кпји регуларни ланац Маркпва и прпизвпљни ппшетни вектпр π важи 

,  * ̅ 
   

+-                . 

Дпказ. За прпизвпљнп i 

  * ̅ 
   

+  ∑   
   

   
*  

   
+  ∑    

   
   

   
 

Пдавде следи 

,  * ̅ 
   

+     -  ∑ (    )        
   . 

 На крају дпбијамп  

 ,  * ̅ 
   

+     -             . 



 

28 
 

Последица 4.3.1 За билп кпје две ппшетне расппделе π и π' важи 

  * ̅ 
   

+     * ̅ 
   

+          . 

Фкпликп пдаберемп некп ппсебнп стаое, нпр.   пнда претхпдна тепрема тврди да  

  * ̅ 
   

+             

Види се да за великп n  пшекиванп време кпје прпцес прпвпди у стаоу   , акп је ппшетнп стаое   , 

се разликује пд     за приближнп       . Закпн великих брпјева за регуларне ланце каже да пвп 

пшекиванп време тежи    независнп пд ппшетнпг стаоа. Елементи матрице       су у сущтини 

велишине кпје апрпксимативнп зависе пд ппшетне ппзиције. 

Ппмпћу пве дпбијене ппследице се мпгу ппредити пшекиваоа за два разлишита ппшетна стаоа, тј. 

  * ̅ 
   

+    * ̅ 
   

+          

Последица 4.3.2 Нека je   ∑   . Уада 

∑(  * ̅ 
   

+    * ̅ 
   

+)              

независнп пд π. 

Дпказ. Из Ппследице 4.3.1 имамп да важи 

  * ̅ 
   

+    * ̅ 
   

+            

а пдавде  ∑             

Пва ппследица има следеће знашеое. За билп кпје π важи   * ̅ 
   

+    * ̅ 
   

+   Дакле   * ̅ 
   

+ 

даје највећу мпгућу пшекивану вреднпст брпја пута да се прпцес нащап у стаоу     . Ппследица 

указује на тп да се сума пп свим стаоима, пдступаоа пд пвпг максимума, приближава граници 

кпја је независна пд избпра π. 

4.4 Прво пролазно време 
 

Ф пвпм делу ћемп се бавити дужинпм времена кпје је пптребнп да прпцес први пут дпђе из стаоа 

   у стаое   . 

За регуларни ланац Маркпва првп прплазнп време је функција    шија је вреднпст једнака брпју 

кпрака пптребних да прпцес дпђе у стаое    , први пут накпн ппшетне ппзиције. 

Теорема 4.4.1  За прпизвпљнп i,      ] je кпнашна вреднпст. 
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Дпказ. Претппставимп првп да je    . Пд ппшетнпг ланца мпжемп направити нпви ланац 

Маркпва, где ћемп ставити да стаое    буде апспрбујуће. Резултујући ланац је апспрбујући ланац 

Маркпва са једним апспрбујућим стаоем,   . Средое време преласка из стаоа    у    у ппшетнпм 

ланцу је једнакп средоем времену  дп апспрбције у нпвпм ланцу. Средое време дп апспрбције је 

кпнашнп, щтп смп видели  у претхпднпм ппглављу. Пдавде следи тврђеое. 

Фкпликп је     пнда 

     ]      ∑     
   

   ] 

щтп, према првпм делу дпказа има кпнашну вреднпст. 

Матрица средоих  времена првпг  прплаза, кпју ћемп пбележавати са E, je матрица шије су 

вреднпсти       [  ]. 

Ф наставку ћемп размптрити нека свпјства матрице E. 

Теорема 4.4.2  Матрица E задпвпљава једнакпст  

                                                                              (     )   .                                         

Дпказ.   [  ] се дпбија рашунајући средое вреднпсти услпвних пшекиваоа, када нам је дат исхпд 

првпг експеримента.  Дакле 

  [  ]  ∑   
   

(  [  ]   )      

 ∑   
   

  [  ]    

 ∑   
 

  [  ]       [  ]    

Tj.  

    ∑      
 

          

шиме је дпказана тепрема. 

Теорема 4.4.3  Нека je α = { 1,  2, … ,  r} гранишни вектпр верпватнпће за P. Уада        ⁄ . 

Дпказ. Мнпжећи једнашину     са α дпбијамп 

     (     )      (     )     



 

30 
 

Пдавде следи да          , щтп знаши да је            или        ⁄ . 

Теорема 4.4.4 Једнашина (1) има јединственп рещеое. 

Дпказ. Претппставимп да једнашина има два рещеоа,   i   . Уада из претхпдне тепреме следи 

             , щтп знаши да је         . Пдавде дпбијамп  

            . 

Пвп знаши да је свака кплпна матрице      фиксни вектпр кплпна за P. Из  Уепреме 4.1.4 следи 

да је свака кплпна кпнстантни вектпр. Ппщтп      има нуле на дијагпнали, сви вектпри мпрају 

бити 0-вектпри, щтп знаши да је     . 

Теорема 4.4.5.  Матрица E средоих  времена првпг  прплаза је дата са 

                                                                           (        )                                                    

где је   дијагпнална матрица шији су елементи на дијагпнали једнаки        ⁄ . 

Дпказ. Према Уепремама 4.4.1 и 4.4.4 дпвпљнп је да ппкажемп да E дефинисанп једнакпщћу (2) 

задпвпљава једнакпст (1). 

Акп је   (        )  пнда  

    (       )  

и  

       (        )               

Из Уепреме 4.3.2, пвп је једнакп 

                

Према    ,       щтп знаши да    (     )   . 

 

Теорема 4.4.6. За регуларни ланац Маркпва важи  

   {  [  ]}        {     ⁄ } 

Дпказ. Мнпжећи пбе стране једнакпсти (2)  са α дпбијамп 

    (        )   (        )          

Теорема 4.4.7. Нека је   ∑     . Уада је      . 
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Дпказ.      (        )  
  (        )    (     )    . 

Теорема 4.4.8. За билп кпја два ппшетна вектпра верпватнпће π и π’ важи 

{  [  ]     [  ]}               

Дпказ.  {  [  ]     [  ]}                 (        )                

Мпже се ппказати да је ланац Маркпва у пптпунпсти пдређен вреднпстима    , за    . Пве 

вреднпсти ће бити не-нула елементи матрице  ̅     . Матрица  ̅ ће имати        не-нула 

елемената, щтп је дпвпљнп за пдређеое ланца. Ппщтп матрица P захтева    вреднпсти,  ̅ 

представља минимум инфпрмација пптребних за дефинисаое ланца. 

Теорема 4.4.9. За прпизвпљни регуларни ланац Маркпва важи 

i. Матрица  ̅ има инверз. 

ii.          ̅      

iii.           ̅   

Дпказ. Из једнакпсти (1) имамп 

 ̅      ̅    

тј. 

                                                                  ̅                                                            (3) 

Претппставимп да матрица  ̅ нема инверз. Уада би ппстпјап не-нула вектпр   такав да важи 

 ̅   . 

Дакле, из (3) следи 

             ̅    

      

                      

где је      брпј. Ппщтп је         

   
 

 
  

 ̅   
 

 
 ̅    

щтп је кпнтрадикција са шиоеницпм да  ̅      Следи да  ̅ има инверз. 

Ф дпказу другпг дела тепреме се кпристи Уепрема 4.4.6 и свпјствп да      . 
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  ̅          

 ̅          

         ̅    

         ̅      

Урећи деп тепреме је директна ппследица из (3). 

4.5 Дисперзија времена првог прелаза 
 

Ф пвпј секцији функција     ће имати исту дефиницију кап у претхпднпј. Према ппщтпј фпрмули за 

дисперзију важи да је     [  ]    [  
 ]    [  ]

 
. Ф претхпднпј секцији смп се бавили средопм 

вреднпщћу,   [  ], а у пвпј ћемп видети какп се рашуна   [  
 ]. Пбележаваћемп   {  [  

 ]}. 

Теорема 4.5.1. Матрица W задпвпљава једнакпст  

                                                        [     ]    [      ]                                              

Дпказ. Кпристећи услпвна пшекиваоа имамп 

  [  
 ]  ∑   

   

  *(    )
 
+      ∑   

   

  [  
 ]   ∑   

   

  [  ]    

или другашије  

                                                           [     ]    [     ]                                               

Из Уепреме 4.4.5 видимп да важи  

      (       )  

Замеоујући пвп у једнакпст (2) дпбијамп тврђеое. 

Теорема 4.5.2. Вреднпсти за      
 ] су дате сa  

                                                                                (       )                                                          

Дпказ. Мнпжећи пбе стране једнакпсти са α и кпристећи свпјствп да важи      дпбијамп 

    [     ]    [      ]    

Ппщтп важи      i         следи да 

               

щтп нам даље даје 
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               ⁄  

или  

     
 

  
 
    

  
  

Када преведемп пвп у матришну фпрму дпбијамп (3). 

Теорема 4.5.3. Јединственп рещеое једнашине (1) је 

   (       )   (          ) 

4.6 Гранична коваријанса 
 

Нека су f и g две функције дефинисане ппмпћу скупа стаоа регуларнпг ланца. Нека је          i 

        . Нека су      i      вреднпсти пвих функција у n-тпм кпраку. 

Циљ нам је да нађемп  

   
   

 

 
    [∑     

 

   

 ∑     
 

   

] 

Видећемп да пва граница ппстпји и да је независна пд  . 

Теорема 4.6.1. 

   
   

 

 
    [∑    

 

   

 ∑    
 

   

]  ∑        

 

     

  

где је                           . 

Дпказ. Претппставићемп да је лимес независан пд π и дпказати тепрему за слушај π=α. 

  [∑    
 

   

]   ∑    

 

   

 

и 

  [∑    
 

   

]   ∑    

 

   

 

Дакле, 
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    [∑    

 

   

 ∑    
 

   

]  
 

 
  *(∑    

 

   

  ∑    

 

   

+(∑     

 

   

 ∑    

 

   

)+ 

 
 

 
  *∑∑          ∑    ∑    

 

   

 

   

 

   

 

   

  ∑    ∑       ∑         

 

     

 

   

 

   

+ 

 
 

 
∑ ∑ (   *  

   
     

   
  +        *  

   
  +           *  

   
  +      

 

     

 

     

         ) 

 
 

 
∑ ∑ (   *  

   
     

   
  +              )                                   

 

     

 

     

 

 

Даље  

                                    *  
        

     +  {

     
                 

     
     

            

                        

                                                           

 

Дакле, из     и     дпбијамп 

 

 
    [∑     

 

   

 ∑    
 

   

]

 
 

 
∑       ∑   

     

   

   

 

     

 

 
∑       ∑   

     

   

   

 

     

∑(          )

 

     

     

Сумирајући све изразе са истим   |   | дпбијамп, 

 

 
    [∑    

 

   

 ∑    
 

   

]                                                  

 ∑       ∑
   

 

   

   

(   
      )

 

     

 ∑       ∑
   

 

   

   

(   
      )

 

     

 ∑(          )    

 

     

 

Ппщтп   ∑        
    кпнвергира, пнда је и Цезарп-сумабилан, тj. 
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∑
   

 

   

   

       

Дакле  

       
   

∑
   

 

   

   

(    ) 

           
   

∑
   

 

   

   

(   
      ) 

Уада из     

   
   

    [∑    
 

   

 ∑    
 

   

]  ∑ [      (       )        (       )  (          )    ]

 

     

 

 ∑   

 

     

(                      )   

Пвиме је дпказ заврщен. 

Следи ппследица пве тепреме, за слушај када су f и g исте функције. 

Последица 4.6.1 

   
   

 

 
    [∑    

 

   

]  ∑        
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5. Ергодични ланци Маркова 

5.1 Дефиниција и основна својства 
 

Ф пвпм ппглављу ћемп уппщтити резултате дп кпјих смп дпщли у претхпднпм. Ергпдишни ланац 

Маркпва је ланац Маркпва кпји се састпји пд ташнп једнпг ергпдишнпг скупа. Ергпдишни ланац 

мпже бити регуларан или циклишни. Циклишни ланац се састпји пд d циклишних класа, па 

регуларни ланац Маркпва мпжемп ппсматрати кап специјалан слушај ергпдишнпг ланца где јe  

   . Резултати дп кпјих ћемп пвде дпћи ће бити уппщтеое резултата из претхпднпг ппглавља у 

смислу да када у оима заменимп    , дпбијамп резултате из претхпднпг ппглавља. 

Свпјствп ергпдишнпг ланца да се састпји из једнпг ергпдишнпг скупа у сущтини знаши да је мпгућ 

прелаз из једнпг стаоа у билп кпје другп стаое ланца. Међутим, када је     прелаз је мпгућ 

самп за ппсебне n-вреднпсти. Уп знаши да ниједан степен матрице P није ппзитиван, већ 

разлишити степени матрице имају нуле на разлишитим местима. Пдавде закљушујемп да     не 

кпнвергира. Пвп је најбитнија разлика између циклишних и регуларних ланаца. 

Иакп није мпгућа кпнвергенција   , ппстпји слабији услпв кпји задпвпљавају степени матрице 

прелаза ергпдишнпг ланца. 

Теорема 5.1.1 За прпизвпљни ергпдишни ланац, низ кпји фпрмирају степени матрице P,   , је 

Пјлер-сумабилан ка гранишнпј матрици А, при шему је пва матрица пблика А = ξα, где је α 

ппзитивни вектпр верпватнпће. 

Дпказ. Размптримп матрицу            , за некп      . Пва матрица је такпђе матрица 

прелаза. Ппщтп има ппзитивне елементе на истим местима на кпјима их има матрица P, и пва 

матрица представља ергпдишни ланац. И ппщтп су све вреднпсти на дијагпнали ппзитивне, мпгући 

је ппвратак у једнпм кпраку у билп кпје стаое. Пвп знаши да је    , тј нпви ланац је регуларан. 

Ф претхпднпм ппглављу ппказанп је да              тежи матрици     , где је   ппзитивни 

вектпр верпватнпће. Дакле 

     
   

             

                                                                             ∑ ( 
 
)                                               

    

Пдавде видимп да је низ    Пјлер-сумабилан ка A.  

Теорема 5.1.2  Нека је P ергпдишна матрица прелаза. А и α су дефинисани кап у претхпднoј 

тепреми. Уада 

1. За прпизвпљни вектпр верпватнпће π, низ     је Пјлер-сумабилан дп α. 

2. Вектпр α је јединствени фиксирани вектпр верпватнпће за P. 

3.        . 
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Дпказ.  

1. Акп ппмнпжимп једнакпст (1) са π дпбијамп да је Пјлерпва сума низа     једнака  

πА = πξα = α, шиме је пвај деп тепреме дпказан. 

2. Ппщтп смп α дпбили из гранишне матрице низа             , за матрицу                      

           ,  α је јединствени фиксирани вектпр верпватнпће. Из шиоенице да важи  

              , следи да                 и из тпга да је     на крају имамп 

да је     . Пвп знаши да матрица             и матрица P имају исте фиксне 

вектпре. 

3. Ппследои деп тепреме следи из шиоенице да       za bilo koju matricu prelaza i da je 

    . 

Пнп щтп се мпже приметити из претхпдне тепреме је да α и А имају иста свпјства кап у регуларним 

ланцима, с тим щтп је услпв кпнвергенције пвде замеоен сумабилнпщћу. 

Теорема 5.1.3 Акп је P ергпдишна матрица прелаза, пнда матрица   (       )
  

 ппстпји и 

важи 

1.       

2.      

3.      

4.           . 

Дпказ. Из прве тепреме следи да је низ    Пјлер-сумабилан дп А, дпк из друге се види да важи 

             Кпмбинацијпм пва два свпјства дпбија се да је низ        Пјлер-сумабилан 

дп 0. Пвп знаши да инверз Z ппстпји и щтавище, низ  

  ∑(    )            

 

   

 

је Пјлер-сумабилан дп Z. 

Други и трећи деп тепреме следе из шиоенице да      и мнпжећи      са ξ са десне стране 

или са α са леве, дпбија се 0. Четврти деп тепреме се ппказује када се ппмнпжи (2) са      . 

Теорема 5.1.4  Нека је P ергпдишна матрица прелаза. Уада 

1. Низ     је Цезарп-сумабилан кa A. 

2. Низ   ∑ (    ) 
    je Цезарп-сумабилан кa Z. 

Дпказ. Акп би билп   =    пнда би се ппсле n кпрака пд стаоа    нащли у некпм стаоу кпје 

припада истпј циклишнпј класи кап   . И за дпвпљнп великп k, мпгли би се наћи у билп кпм стаоу 

те циклишне класе. На пснпву пвпга,    се мпже ппсматрати кап матрица прелаза за Маркпв ланац 
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кпји садржи   дисјунктних ергпдишних скуппва, пд шега ниједан није циклишан. Следи да     тежи 

ка гранишнпј матрици    шији је елемент    једнак нули у слушају када    и    нису у истпј циклишнпј 

класи а пстале    вреднпсти су једнаке скалираним вреднпстима пних кпмппненти вектпра α кпје 

припадају циклишнпј класи. 

Акп је        пнда       тежи ка      када    . Уп знаши да низ    има   кпнвергентних 

ппднизпва па је Цезарп-сумабилан дп средое вреднпсти лимеса пвих ппднизпва. Ппщтп два 

нашина сумираоа не мпгу дати разлишити резултат, следи 

  
 

 
∑    

   

   

 

па је P Цезарп-сумабилан ка А. Директна ппследица пвпга је да, самим тим щтп је (     )  

Цезарп-сумабилан дп 0, важи и други деп тепреме. 

Последица 5.1.1 

     
   

∑
   

 
(    )

 

   

   

Видели смп да се нека пд пснпвних свпјства матрице Z мпгу генерализпвати на нивп ергпдишних 

ланаца, и ппщтп се d не ппјављује експлицитнп мпжемп рећи да за ергпдишне ланце важе мнпги 

резултати дп кпјих смп дпщли у претхпднпм ппглављу. Специјалнп, пвп важи за резултате кпји се 

тишу матрице средоег времена првпг прплаза, E. Истп такп важе и резултати кпји се тишу гранишне 

дисперзије и кпваријансе, јер је у дпказу тепреме дпвпљан услпв била сумабилнпст бескпнашнпг 

низа за Z. 

5.2 Обрнути ланци Маркова 
 

Ф уппщтенпм увпду су сппменути ланци Маркпва ппсматрани у пбрнутпм реду, и решенп је да је 

Маркпвски прпцес ппсматран у пбрнутпм реду такпђе Маркпвски прпцес, са верпватнпћама 

прелаза  

       
   [       ]   [     |       ]

         ]
 

где је    n-ти исхпд функције. Пвп не важи уппщтенп за ланце Маркпва. Важи у слушају када 

   [     ] не зависи пд n, тј. када прпцес крене из равнптеже. Уада је          ]        и 

       ппстаје 

 ̂          
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Дефиниција. Нека је P матрица верпватнпћа прелаза за ергпдишни ланац Маркпва. Нека је α 

фиксни вектпр верпватнпће за P. Уада, реверзни ланац за P је ланац Маркпва са матрицпм 

верпватнпћа прелаза датим са  

 ̂  { ̂  }  {
     

  
}         

Да би пправдали гпроу дефиницију пптребнп је ппказати да је P матрица прелаза. Пп Уепреми 

5.1.2 све вреднпсти    су ппзитивне, па је  ̂   дефинисана и не-негативна. 

 ̂                             

Пвп знаши да је  ̂ матрица прелаза. 

Дефиниција. Ланац Маркпва је реверзибилан акп    ̂. 

Теорема 5.2.1 Ланац Маркпва је реверзибилан акп и самп акп је       симетришна матрица. 

Дпказ.  ̂         . Дакле    ̂ акп и самп акп је  

                   

тј. акп је        симетришна матрица. 

Реверзибилан ланац Маркпва ће изгледати истп у равнптежнпм пплпжају, гледанп унапред и 

уназад.  

Други нашин за пписиваое реверзибилнпсти је следећи. Прпцес је реверзибилан акп, гледанп у 

равнптежнпм пплпжају, за прпизвпљна стаоа    и   , верпватнпћа прелаза из    у    је једнака 

верпватнпћи прелаза из    у   .Уј. за свакп n,   ,    

   [               ]     [              ] 

Ппследоа једнакпст ће бити ташна акп             или акп     
     

  
 .Уј., акп је      ̂        . 

Пшигледнп је да билп кпји перипдишни ланац са перипдпм већим пд 2 није реверзибилан. Разлпг 

тпме је щтп стаое кпје је дпстижнп у следећем кпраку из тренутнпг стаоа не мпже бити резултат 

претхпднпг кпрака. 

Теорема 5.2.2  Фиксни вектпри верпватнпће матрица P и  ̂ су једнаки. 

Дпказ. Нека је       Уада 

  ̂                                 

Теорема 5.2.3    ̂         
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Дпказ.  ̂  (   ̂   ̂)
  

 

Из фпрме матрице А је јаснп да је           Из претхпдне тепреме се види да  ̂     Дакле 

 ̂                                             

Теорема 5.2.4  Билп кпја велишина шија вреднпст зависи самп пд    и A је кпд пбрнутпг прпцеса 

иста кап кпд пригиналнпг. 

Примене претхпдне тепреме се пгледају у налажеоу средое вреднпсти и пшекиваоа првпг 

времена прелаза. 

Теорема 5.2.5  Важи једнакпст    ̂. 

Дпказ. 

 ̂      ̂      ̂                
     

  
   

     

  
                        

                            

Из пвпга се закљушује да сви резултати кпји зависе самп пд матрице кпваријације су исти за 

реверзне прпцесе. 

Теорема 5.2.6   ̂               

Дпказ.  ̂    (   ̂      )  (        )      ̂   

Уепрема тада следи из 5.2.3. 

Теорема 5.2.7     ̂    (          )(        )                

Дпказ. Важи     ̂    ( ̂   )(       )   ( ̂ ̂    )    ( ̂ ̂    )
  

    (1) 

и  ̂                   (2) 

Ппщтп  ̂ ̂  ( ̂   ̂      )  и     (         )  следи да 

 ̂ ̂     ( ̂   )  (    ̂ )                              (3) 

Ппщтп је пвп разлика матрице и оенпг трансппнпванпг пблика, има нуле на дијагпнали, тј. 

                                                                          ( ̂ ̂    )
  

                                       (4) 

Кпмбинацијпм израза (1),(2),(3) и (4) дплази се дп тврђеоа. 
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6. Комбиновање стања 

6.1 Спојивост ланаца 
 

Нека је дат ланац Маркпва са r стаоа, шија је матрица прелаза P и ппшетни вектпр π. Нека 

је   {         } партиција скупа свих стаоа. Фпрмирамп нпви прпцес на следећи нашин. 

Исхпд  j-тпг експеримента у нпвпм ланцу је скуп    кпји садржи исхпд  ј-тпг кпрака у првпбитнпм  

ланцу. Дефинищемп верпватнпће на следећи нашин: 

1. На нултпм нивпу           ] 

2. На првпм нивпу     [     |     ] 

3. Фппщтенп на n-тпм нивпу дпдељујемп     [     |                      ] 

На пвај нашин, прпцес са великим брпјем стаоа се мпже редукпвати на прпцес са маоим брпјем 

стаоа. Пвакве прпцесе називамп сједиоени прпцеси. 

Фпптребљавају се у слушајевима када су дпвпљни „грубљи” резултати. 

Пптребнп је пдредити да ли за пвај нпви тип прпцеса мпжемп кпристити резултате везане за 

ланце Маркпва. 

За ланац Маркпва ћемп рећи да је сппјив у пднпсу на партицију   {         }  акп за сваки 

ппшетни вектпр π, сједиоени прпцес дефинисан са 1. и 3. је ланац Маркпва, и акп верпватнпће 

прелаза не зависе пд избпра π. 

Пбележимп са      ∑         . Уада       редставља верпватнпћу прелаза у једнпм кпраку  кпд 

првпбитнпг ланца Маркпва, из стаоа    у скуп    . 

Теорема 6.1.1 Неппхпдан и дпвпљан услпв да ланац Маркпва буде сппјив у пднпсу на 

партицију   {         } је да за сваки пар скуппва    и   ,      има исту вреднпст за свакп    

из   . Пве заједнишке вреднпсти  { ̂  } фпрмирају матрицу прелаза за сједиоени ланац. 

Дпказ. Да би ланац бип сппјив неппхпднп је да    [     |     ] буде иста за свакп π  за кпје је 

дефинисана. И специјалнп, мпра бити иста и за π кпје има 1 кап свпју k-ту кпмппненту. Пбележимп 

ту заједнишку вреднпст са  ̂    

Дакле, из претхпднпг важи          [     ]   ̂   за свакп    из    . На пвај нашин је ппказанп 

да је услпв неппхпдан. 

За дпказиваое дпвпљнпсти услпва, неппхпднп је ппказати да, када је услпв задпвпљен, 

верпватнпћа 3. зависи самп пд    и     Верпватнпћа 3. мпже бити написана у фпрми           ] 

где је π’ вектпр кпји има не-нула кпмппненте самп за стаоа из скупа     Пва верпватнпћа зависи 
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пд π и пд првих n исхпда. Међутим, акп је          ]   ̂   за свакп         пнда је јаснп да 

важи           ]   ̂    

Дакле, верпватнпћа 3. зависи самп пд     и     

Претппставимп сада да имамп ланац Маркпва кпји је сппјив у пднпсу на партицију   

{         }. Нека првпбитни ланац има r а сједиоени s стаоа. Нека је U-     матрица шији је i-

ти ред вектпр верпватнпћа кпји има једнаке вреднпсти за сва стаоа из скупа    и нуле за 

препстала стаоа. 

Даље, нека је V-     матрица шија је j-та кплпна вектпр шије су кпмппненте кпје пдгпварају 

стаоима из    једнаке 1, а инаше 0. 

Уада је матрица прелаза сједиоенпг ланца дата са 

 ̂      

Приметимп да су редпви матрицe PV кпји пдгпварају елементима истпг партитивнпг скупа, 

међуспбнп једнаки. Пвп ће уппщтенп важити за ланце кпји испуоавају услпв сппјивпсти. Матрица 

U једнпставнп елиминище дупликате редпва, и оен избпр је јединствен.  Ф сущтини све щтп је 

пптребнп је  да i-ти ред буде вектпр верпватнпће кпји има не-нула кпмппненте самп за стаоа из 

скупа     Бира се, збпг једнпставнпсти, вектпр са једнаким кпмппнентама за пва стаоа. Уакпђе ће 

се сматрати да су стаоа расппређена такп да пна из скупа    иду прва, из скупа    друга и такп 

даље. 

Теорема 6.1.2  Нека је P матрица прелаза ланца кпји је сппјив у пднпсу на партицију А. Нека су U и 

V матрице дефинисане кап у претхпднпм делу. Уада је 

                                                                                                                        (1) 

Дпказ. Матрица VU има фпрму 

   (

    
    
    

+ 

 

где су          матрице верпватнпћа. Фслпв (3) каже да су кплпне матрицe    фиксни вектпри 

пд   . 

Ппщтп је ланац сппјив, верпватнпћа преласка из стаоа кпје припада скупу   , у скуп    је иста за 

сва стаоа из     Пвп знаши да су све кплпне матрице PV кпје пдгпварају    исте. Штп знаши да 

фпрмирају фиксни вектпр за      

Теорема 6.1.3 Нека су  ,  ,   и   дефинисани кап у претхпднпј тепреми. Уада је услпв (1) 

еквивалентан услпву сппјивпсти. 
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Дпказ. Ппказанп је у претхпднпм делу да (1) ппдразумева сппјивпст, тј. да из услпва сппјивпсти 

следи тврђеое. Пбрнутп, претппставимп да важи (1). Уада су кплпне матрице    фиксни вектпри 

за   . Ппщтп је свака матрица    у сущтини матрица прелаза ергпдишнпг ланца, оени фиксни 

вектпри имају пблик   . Дакле, све кпмппненте кплпне матрице PV кпја пдгпвара једнпм скупу    

мпрају бити исте.  Штп даље знаши да је ланац сппјив. 

Из (1) се мпже упшити да важи  

 ̂              

и уппщтенп 

 ̂        

Претппставимп сада да је   матрица прелаза аппсрбујућег ланца. Даље разматраое ће бити 

пгранишенп на слушај када се спајају самп стаоа истпг типа, тј. сваки скуп ће садржати самп 

апспрбујућа или самп не-апспрбујућа стаоа. 

Стандардна фпрма матрице апспрбујућег ланца је 

  (
  
  

* 

Матрица    се мпже написати у пблику 

  (
   
   

* 

где се елементи    пднпсе на апспрбујућа а елементи    на не-апспрбујућа стаоа.  

Слишнп, матрица   се мпже приказати у фпрми 

  (
   
   

* 

Уада услпв сппјивпсти          се другашије мпже записати ппмпћу нпвих матрица кап скуп 

услпва 

                       

                    

                   

Ппщтп је         први услпв је аутпматски задпвпљен. 

Стандардна фпрма матрице прелаза  ̂ је дпбијена из 

 ̂      
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 ̂  (
   
   

* (
  
  

*(
   
   

* 

 ̂  (
  

          
* 

Пдавде се види да  

 ̂        

 ̂        

 

Из услпва (4c) се дпбија 

 ̂                
    

Фппщтенп 

 ̂     
    

Из репрезентације фундаменталне матрице N прекп бескпнашних низпва 

 ̂                                        

 ̂        

Из пвпга даље следи 

 ̂         

 ̂       

 ̂      

и 

 ̂   ̂ ̂             

 ̂         

 ̂        

Види се да се све три велишине  , τ и   за сппјив ланац лакп извпде из пдгпварајућих велишина 

пригиналнпг ланца. 

Битна ппследица резултата  ̂      је следећа. Нека је    прпизвпљни скуп не-апспрбујућих стаоа, 

и    стаое из тпг скупа. За  –ти ред се мпже пдабрати вектпр верпватнпће шији је елемент кпји 
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пдгпвара стаоу    једнак 1. Пвп пнда знаши да је       за све    из    щтп дпвпди дп закљушка 

да, када је ланац сппјив, средое време дп апспрбције мпра бити истп за сва ппшетна стаоа из   . 

6.2 Слаба спојивост 
 

Кпд класишнпг услпва сппјивпсти у пднпсу на партицију  , ппсматрали смп да ли је резултујући 

ланац Маркпвљев ланац, независнп пд тпга кпји је ппшетни вектпр. Ппред пвпга мпгуће је 

ппсматрати слушајеве када бар један ппшетни вектпр дпвпди дп фпрмираоа ланца Маркпва. Ф 

пваквим слушајевима се каже да је ланац слабп сппјив у пднпсу на партицију  . 

Ф наставку ће се разматрати самп регуларни ланци. 

За дати ппшетни вектпр π, да би пдредили да ли је прпцес Маркпвљев ланац пптребнп је 

ппсматрати верпватнпће дате у пблику 

                                                   [       |                   ]                                     (1) 

За задатп π, прпцес ће бити ланац Маркпва акп пве верпватнпће не зависе пд исхпда пре n-тпг. 

Пптребнп је прпнаћи услпве при кпјима ппзнаваое прпщлпсти не утише на верпватнпћу (1).  Првп 

ћемп видети на кпје нашине утише.  

Из инфпрмације (1) се мпже видети да је првпбитни ланац ппсле n кпрака у стаоу кпје припада 

скупу   , при шему није ппзнатп кпје је тп стаое.  Пбзирпм да није ппзнатп кпје је стаое 

дпстигнутп, пнп щтп се мпже израшунати су верпватнпће да прпцес буде у свакпм стаоу из скупа 

  . За прпизвпљни вектпр верпватнпће β, са    се пбележава вектпр кпји се дпбија када се све 

кпмппненте кпје не пдгпварају стаоима из скупа     изједнаше са нулпм, а пстале ставе 

прпппрципналнп пнима из β. Рећи ћемп да је    рестрикција β на   . 

Размптримп сада инфпрмацију дату са (1). Чиоеница да       мпже бити интерпретирана кап 

прпмена ппшетнпг вектпра у   . Даље,       се мпже интерпретирати кап прпмена пвпг вектпра 

у (   )
 
. 

Прпцедура се наставља дпк се не узму у пбзир све инфпрмације из (1) На крају се дпбија један сет 

верпватнпћа кпје пдгпварају стаоима скупа   . 

Ппмпћу пвих верпватнпћа се мпже лакп израшунати верпватнпћа прелаза у следећем кпраку у 

скуп   . 

Међутим, верпватнпће кпје прпналазимп на пвај нашин се мпгу прилишнп разликпвати, зависнп пд 

инфпрмација кпје имамп. На пример, инфпрмација кпјпм распплажемп мпже да дпведе дп тпга 

да верпватнпћа дпгађаја да прпцес буде у стаоу из кпјег је сигуран прелаз у скуп     буде велика. 

Са друге стране, другашија прпщлпст прпцеса мпже да дпведе дп мале верпватнпће пвпг дпгађаја. 
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Збпг тпга је пптребнп размптрити слушајеве у кпјима се прпщлпст мпже занемарити. На пример, тп 

је мпгуће када је верпватнпћа прелаза из стаоа скупа     у скуп    иста за сва стаоа из      Уада 

верпватнпће да прпцес буде у стаоу из      не утишу на предвиђаоа п следећем кпраку 

сједиоенпг прпцеса. 

Други слушај када се прпщлпст мпже занемарити је када се на крају, независнп пд претхпдне 

инфпрмације, дпбија исти скуп верпватнпћа за свакп стаое из      

Кап щтп је претхпднп пписанп, инфпрмација дата са (1) се мпже представити ппмпћу рестрикције 

вектпра верпватнпће на      Пвај вектпр је дпбијен из ппшетнпг вектпра π низпм трансфпрмација, 

на следећи нашин 

      

        
  

                                                                                          
                                      (2) 

………. 

          
  

Пбележићемп са    све вектпре дпбијене из кпнашних низпвa            кпји се заврщавају са   . 

Теорема 6.2.1 Сједиоени ланац је ланац Маркпва за ппшетни вектпр π акп и самп акп je за свакп s 

и t верпватнпћа          ] иста        .Пва заједнишка вреднпст је верпватнпћа прелаза у 

сједиоенпм ланцу, из скупа    у скуп    . 

Дпказ. Верпватнпћа (1) се мпже представити у фпрми          ]  за пдгпварајуће        Да би 

направили кпнструкцију (2) кпристимп првих n исхпда. Према хипптези пва верпватнпћа зависи 

самп пд s и t. Дакле, сједиоени ланац је Маркпвљев ланац. 

Пбрнутп, претппставимп да је сједиоени ланац Маркпвљев ланац за иницијални вектпр π. Нека је 

  неки вектпр из      Уада је    дпбијен из некпг низа, нпр. дужине n,           . 

Претппставићемп да су шланпви пвпг низа исхпди кприщћени за израшунаваое верпватнпће (1). 

Уада је пва верпватнпћа          ] и према Маркпвљевпм свпјству не сме зависити пд исхпда 

пре      Штп даље знаши да има исту вреднпст       . 

Пнп щтп се мпже закљушити из претхпднпг је да неки ппшетни вектпри дпвпде дп ланца Маркпва, 

дпк са псталима тп није слушај. Вектпр кпји засигурнп дпвпди дп ланца Маркпва је фиксни вектпр 

α. 

Теорема 6.2.2  Нека је регуларни ланац Маркпва слабп сппјив у пднпсу на партицију   

{          } Уада ппшетни вектпр α дпвпди дп сједиоенпг прпцеса кпји ће бити ланац Маркпва. 

Верпватнпће прелаза ће бити 
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 ̂       [     ] 

И сваки други вектпр кпји дпвпди дп ланца Маркпва ће дпвести дп истих верпватнпћа прелаза. 

Дпказ. Ппщтп је ланац слабп сппјив, ппстпји неки ппшетни вектпр π кпји дпвпди дп ланца Маркпва. 

Нека је оегпва матрица прелаза { ̂  }, где је 

   [     |               ]   ̂   

за све скуппве за кпје је пва верпватнпћа дефинисана. Пвај израз се мпже записати и другашије 

      [     |           ] 

Када     дпбија се  

   [     |             ]   ̂   

Пвиме је ппказанп да верпватнпћа у пблику (1), где је α ппшетни вектпр, не зависи пд прпщлпсти 

пре ппследоег исхпда за слушај када је    . Ф уппщтенпм слушају је слишна ситуација. Закљушак 

је да, када је α ппшетни вектпр, резултујући сједиоени ланац је Маркпвљев ланац. Ф тпку дпказа је 

ппказанп да за ппшетни вектпр π,  ̂   је иста кап и када је ппшетни вектпр α, щтп знаши да је иста за 

билп кпји ппшетни вектпр кпји резултира ланцпм Маркпва. 

Према претхпднпј тепреми, акп тестирамп слабу сппјивпст мпжемп претппставити  да је прпцес 

кренуп ппшетним вектпрпм α. Ф пвпм слушају матрица прелаза  ̂ мпже бити написана у фпрми  

 ̂      

где је матрица V иста кап раније, дпк матрица U има вектпр    на месту i-тпг реда. Када се ради п 

сппјивпсти ппстпји већа слпбпда у пдабиру U, дпк кпд слабе сппјивпсти тп није слушај. 

Ф наставку ће бити размптрени услпви ппд кпјима се мпже пшекивати слаба сппјивпст. 

Акп је сједиоени ланац Маркпвљев ланац,  ̂  се мпже израшунати на два нашина. Рашунајући 

директнп из првпбитнпг ланца дпбија се  ̂      . Квадрираоем  ̂ дпбија се  ̂          

Дакле, пптребнп је да важи 

             

или 

                                                                                                                         (3) 

Пвп је услпв сппјивпсти изражен прекп нпве матрице  . 

Фслпв је неппхпдан и дпвпљан за сппјивпст и самим тим дпвпљан за слабу сппјивпст. Други услпв 

кпји би бип дпвпљан је 
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                                                                                                                                                 (4) 

Пвај услпв указује на тп да су редпви матрице    фиксни вектпри за   . 

Матрица    има пблик 

   (

    
    
    

+ 

где је    матрица прелаза шији су сви редпви једнаки   .  

Свпјствп да је  -ти ред матрице    фиксни вектпр матрице    знаши да је рестрикција пвпг 

вектпра на    у ствари фиксни вектпр за   . А пвп даље знаши да кпмппненте пвпг вектпра мпрају 

бити прпппрципналне са   . Дакле, 

                                                                  (   )
 
                                                        (5) 

щтп знаши да акп кренемп из α, скуп      дпбијен ппмпћу кпнструкције (2) садржи    један елемент 

  . Пбрнутп, акп такав скуп има самп један елемент, пнда је (5) задпвпљенп, а самим тим и (4). 

Свпјствп да     има самп један елемент за свакп i знаши да, у тренутку када је ппследои исхпд    , 

ппзнаваое претхпдних исхпда не утише на расппделу верпватнпћа свакпг стаоа из    . Пвп знаши 

да је (4) неппхпдан и дпвпљан услпв да прпщлпст пре ппследоег експеримента не даје нпве 

инфпрмације, и при тпм је дпвпљан услпв за слабу сппјивпст. 

6.3 Проширење ланаца Маркова 
 

Ф претхпднпм пдељку тема је била сппјивпст ланаца кпја је пмпгућавала да „велики” ланац 

сведемп на маои ланац, ради лакще анализе. 

Ф пвпм делу ће бити ппказанп да је мпгуће ићи у супрптнпм правцу, тј. да се пд „малпг“ ланца 

фпрмира тзв. прпщирени ланац, кпји даје детаљније инфпрмације п прпцесу кпји се разматра. 

Ппсматра се ланац Маркпва са стаоима           . Прпщирени ланац се фпрмира на следећи 

нашин. Стаое у нпвпм ланцу је пар стаоа (     ) из пригиналнпг ланца, за кпје важи      . Пва 

нпва стаоа ће бити пбележена са      . 

Претппставићемп да се у пригиналнпм ланцу прелази, из стаоа    у стаое   , и из    у    дещавају 

у два узастппна кпрака. Ф прпщиренпм ланцу ће пвп бити један кпрак, из стаоа       у      . Са 

пваквпм претппставкпм, прелаз из       у       је мпгућ јединп акп је    . 

Верпватнпће прелаза су дате са  
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или 

                 

Мпже се упшити да је          
   

    
     

      акп и самп акп    
     

  . Дакле, акп је пригинални 

ланац ергпдишан, такав ће бити и прпщирени. Уакпђе акп пригинални ланац има перипд d исти 

слушај ће бити са прпщиреним. 

Стаое       у прпщиренпм ланцу је апспрбујуће акп је     и акп је стаое    апспрбујуће у 

пригиналнпм ланцу. 

Претппставимп сада да је пригинални ланац апспрбујући. Нека је       не-апспрбујуће стаое у 

прпщиренпм прпцесу. Ппщтп је пригинални ланац апспрбујући, мпра ппстпјати апспрбујуће стаое 

   таквп да је мпгућ прелаз из    у    у прпщиренпм прпцесу. Пдавде следи да је прпщирени ланац 

такпђе апспрбујући. 

Из прпщиренпг ланца је мпгуће вратити се у пригинални ланац спајаоем стаоа. Ф циљу пвпга се 

фпрмира партиција стаоа из прпщиренпг ланца   {          }, где је    скуп свих стаоа 

пблика      . Фслпв сппјивпсти је пнда да         не зависи пд k, а пвп је испуоенп збпг 

Маркпвљeвпг свпјства пригиналнпг ланца. Дпбијени сједиоени прпцес је тада исти са 

пригиналним ланцем. 

Пптребнп је уппредити пснпвне велишине прпщиренпг ланца са пдгпварајућим велишинама 

пригиналнпг ланца. Биће разматран слушај регуларних ланаца. 

Теорема 6.3.1 Нека је   {  } фиксни вектпр за регуларни ланац са матрицпм прелаза P. Нека је  

 ̂  {     } фиксни вектпр за прпщирени ланац. Уада је 

            

Дпказ. Пшигледнп је да је       ппзитивнп. Уакпђе 

∑     
     

 ∑     
   

 ∑    

 

 

Дакле, јединп щтп треба ппказати је да је  ̂  {     } фиксни вектпр за матрицу прелаза 

прпщиренпг прпцеса.  

∑     
     

          ∑            

   

∑               

 

      

Теорема 6.3.2  Фундаментална матрица за прпщирени ланац је  
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 ̂  {         }  {          (      )   } 

Дпказ. 

                    ∑(         
   

      )

 

   

           ∑(         
   

      )

 

   

              ∑(   
   

   )

 

   

              (      ) 

Теорема 6.3.3 Средое време првпг прелаза кпд прпщиренпг прпцеса је  

          
 

     
 
(       )

  
 

Дпказ. 

          (                             )
 

     

 [             (      )                         ]
 

     

 [     (       )]
 

     
 

 

     
 
(       )

  
 

Кап щтп се пшекивалп,           не зависи пд i. 

Теорема 6.3.4  Гранишна кпваријанса кпд прпщирених ланаца је дата са 
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7. Примери и примене Марковских ланаца 
 

Пример1. Транзиција молекула течности 
 

Ф свакпј пд 3 ппсуде се налази литар тешнпсти. Уешнпст из прве ппсуде ће се пбележавати са a, 

друге са b и треће са c. Врщи се следећа пперација. Уешнпст из прве ппсуде се преспе у другу 

ппсуду, затим се један литар хпмпгенпг раствпра из друге ппсуде преспе у трећу и на крају литар 

раствпра из треће се преспе у другу ппсуду. Верпватнпћа да је неки мплекул тешнпсти из друге 

ппсуде некпн пперације прещап у трећу једнака је  
 

 
, јер се у трећпј ппсуди налази  

 

 
 литра 

тешнпсти b. 

Акп пперацију пресипаоа ппнпвимп јпщ једнпм, нпвп стаое у ппсудама је следеће: 

  

  
 
  

  
 
  

  
         

  

  
 
  

  
 
  

  
 

  

  
 
  

  
 
  

  
  

Циљ је пдредити верпватнпћу да ппсле n пваквих пперација неки мплекул тешнпсти из i-те ппсуде 

пређе у j-ту. 

Матрица верпватнпћа преласка је 

  

(

 

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄   

 ⁄ )

 .  

Акп је         ] пнда је 

   [
 

 
 
 

 
 
 

 
   
 

 
 
 

 
   
 

 
 
 

 
 
 

 
] 

    [
  

  
 
  

  
 
  

  
    
  

  
 
  

  
 
  

  
   
  

  
 
  

  
 
  

  
 ]  

Пптребнп је наћи матрицу     Ради лакщег израшунаваоа матрица се приказује у пблику   
 

 
 , 

где је   (
   
   
   

+.Важи једнакпст    
 

  
    Ппщтп је 

|
     
     
     

|             

 на пснпву Крпнекер-Капелијеве тепреме важи једнакпст           , па је  
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и уппщте       
      , где треба пдредити    и     

Из једнакпсти          следи  

     
            

             
         

   

             

                       

               

Једнашина         има рещеоа            па је       
     

       акп важи за 

    и    , тј. 

    
 

 
 

 

  
   

   
 

 
 
  

  
 

   
 

 
[
     
     
    

]  
  

 
[
   
   
   

] 

   
 

    
[
     
     
    

]  
 

 
[
   
   
   

] 

На пример, 

   
    

 

    
   

 

 
    

   , 

   
    

 

    
      

 

 
  

    
   

   
    

 

 
   

  

И уппщтенп  

   
   

   
      

  
 

 
 

Мпже се упшити да гранишна вреднпст не зависи пд i. Закљушак је да је ланац ергпдишан, са 

стаципнарним верпватнпћама 

   
    

    
   (

 

 
 
 

 
 
 

 
* 
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Пример2. Случајно лутање 
 

Једнпдимензипналнп слушајнп лутаое је ланац Маркпва шији је скуп стаоа кпнашан или 

бескпнашан ппдскуп целих брпјева. Ф једнпм кпраку, прпцес из стаоа   мпже прећи „унапред“ у 

стаое    , мпже се вратити „уназад“ у стаое     или мпже пстати у стаоу у кпм јесте. 

Ф ппщтем слушају матрица прелаза има пблик 

  (

     
      

  

   
    

, 

где је                и           ,         ,                   

Другашије записанп, пве верпватнпће се мпгу представити  

  {        |    }     

  {        |    }     

  {      |    }     

Ф наставку ћемп размптрити слушај када је     ,     , и         тј. слушај када је лутаое 

хпмпгени ланац Маркпва. 

Верпватнпће прелаза су тада дакле 

    ,

      
      

                 {       }
 

Ппшетна расппдела верпватнпћа пп стаоима је дата са   
   

     
   

      . Верпватнпћа 

прелаза    
    из ташке   у ташку   у n кпрака се пдређује на следећи нашин. Нека је шестица при 

кретаоу из   дп   направила   кпрака у ппзитивнпм смеру и   у негативнпм. Уада је       и 

        , пдакле се дпбија да је  

  
     

 
       

     

 
 

 Дакле, брпј       мпра бити паран. За    
    се дпбија    

      акп је       непаран брпј и  

   
    (

 

        ⁄
*         ⁄          ⁄  

акп је n паран брпј. 
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Специјалнп за верпватнпћу ппвратка у ташку i ппсле 2n кпрака дпбија се 

   
     (

  

 
*     

Кпристећи Стирлингпву фпрмулу         √    при    , дпбија се да при     важи 

   
     

     

    
     

          √   

(     √   )
      

      

√  
 

Акп је   
 

 
, пнда важи    

     
 

√  
 па је ∑    

     
     , а стаое i je ппвратнп. Дакле, сва стаоа 

су ппвратна. Акп је   
 

 
 пнда је       па је је ∑    

     
     ,  а сва стаоа су прплазна. 

Пдредимп јпщ верпватнпћу     дпгађаја да ће шестица пплазећи из ташке i стићи у ташку j, где је 

   . Пшигледнп је да важи        
   

. За верпватнпћу     на пснпву пптпуне верпватнпће се 

дпбија 

           
  

щтп се мпже записати и следећи нашин 

                  

             
     

      

                           

где су   ,   ... кпнстанте. 

Уада се пвај израз мпже представити ппмпћу функције                 , за         

Функција                  је стрпгп растућа за      
 

 
] јер 

                                              (              )   

                            
 

 
] 

Пдавде следи да је и        стрпгп растућа на    
 

 
], па је                  ⁄ . 

За       мпра бити          јер су пба рещеоа квадратне једнашине једнака 1. 
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Пдавде следи да је       или     
 
 ⁄ . Пшигледнп је да       за     и       за    .  

Мпже се ппказати да је     непрекидна функција аргумента p, па затп важи     
 
 ⁄  за     

 

 
. Према тпме, за     се дпбија 

    {
    ]         ⁄

   ⁄     
 

Аналпгнп за     се дпбија 

 

    {
       ⁄

    ]     ⁄     
 

 

 

Пример3. Отворени модел Леонтифа 
 

Ф пвпм мпделу се разматра тржищте у кпм ппстпји r фабрика и у циљу упрпщћеоа претппставља 

се да свака фабрика прпизвпди једну врсту рпбе. Уакпђе, претппставља се да су пратећи елементи 

прпизвпдое, типа земљищте, дрвп, минерали итд., бесплатни тј.  да не улазе у цену заврщнпг 

прпизвпда. 

Фабрике су међуспбнп ппвезане у смислу да свака пд оих мпра да купи пдређену кплишину 

прпизвпда неке друге, да би реализпвала сппствену прпизвпдоу. 

Дефинисаћемп технплпщке кпефицијенте на следећи нашин:     је кплишина прпизвпда фабрике ј 

кпју мпра купити фабрика i да би прпизвела рпбу у вреднпсти пд 1$. Нека је Q матрица са 

елементима      

Према дефиницији, пви кпефицијенти су ненегативни. Примећује се да је за фиксиранп i, сума 

кпефицијената       у ствари укупна вреднпст рпбе пптребне фабрици i да прпизведе свпју рпбу у 

вреднпсти пд 1$. 

Да би i-та фабрика била прпфитабилна или барем на нули, сума кпефицијената мпра бити маоа 

или једнака пд 1. Фкпликп важи стрпга неједнакпст рећи ћемп да је фабрика прпфитабилна, а 

укпликп важи једнакпст рећи ћемп да је без прпфита. Сматра се да свака фабрика спада у једну пд 

пве две групе, тј. да нема непрпфитабилних фабрика. 

Пве услпве мпжемп записати  

                                                                                                                                       (1) 
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                                                                                                                                                          (2) 

Накпн щтп смп дефинисали рпбу пптребну за прпизвпдоу (сирпвине) сада дефинищемп 

прпизвпде i-те фабрике. Нека је    нпвшана вреднпст прпизвпда i-те фабрике и нека је   

{          } редни вектпр пвих вреднпсти.  Ппщтп је i-тпј фабрици пптребнп       прпизвпда ј-те 

фабрике, вектпр вреднпсти сирпвина кпје су пптребне фабрикама је     

j-та кпмппнента вектпра    даје укупну вреднпст рпбе кпју ј-та фабрика треба да прпизведе да би 

задпвпљила пптражоу других фабрика за оеним прпизвпдима. Претппставимп да тржищте 

складищти за пптрпщоу    прпизвпда i-те фабрике. Нека је   {          } вектпр пптрпщое.  

Пшекује се да 

                                                                                                                                                             (3) 

Захтев да прпизвпдоа целпг тржищта буде таква да задпвпљи и индустријске и пптрпщашке 

пптребе се записује 

                                                                                                                                                         

или 

                                                                                                                                                     (5) 

Пптребнп је наћи ненегативна рещеоа пве једнашине. 

Ппщтп вектпр   мпже бити прпизвпљан мпже се приметити да су једнашине (5) нехпмпгене и да ће 

имати рещеое акп и самп акп матрица       има инверз. Штавище, рещеоа једнашине (5) ће 

бити ненегативна    акп и самп акп         има све кпмппненте ненегативне. 

Циљ је дакле наћи неппхпдне и дпвпљне услпве да         буде ненегативна. 

Пвај прпблем ће бити рещен такп щтп ће се мпделу придружити ланац Маркпва. Ланац Маркпва 

ће имати следећа свпјства: 

1. Скуп стаоа шине r прпцеса мпдела плус дпдатп једнп апспрбујуће стаое    кпје ће се 

називати банкарскп стаое. 

2. Матрица прелаза је дефинисана на следећи нашин 

      

          

              

      ∑   
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Интуитивна интерпретација пвпга је следећа. Када фабрика дпбије дплар пна га пптрпщи купујући 

    пд фабрике ј. Пстатак пд дплара (сума    ) је прпфит кпји се ставља у банку. Свпјствп да је 

банкарскп стаое апспрбујуће знаши да банка дпбија нпвац али га не трпщи. 

Акп матрица Q задпвпљава (1) и (2), пнда ће ппстпјати ненегативна рещеоа једнашине (5),      , 

акп и самп акп  је придружени ланац Маркпва апспрбујући, са једним апспрбујућим стаоем     

Када је    јединп апспрбујуће стаое за апспрбујући ланац, пнда           ппстпји и 

ненегативна је, пдакле следи да је      траженп рещеое. Ф супрптнпм би         имала све 

елементе бескпнашне, тј. не би ппстпјала. 

Следи екпнпмска интерпретација резултата. Види се да је мпгуће из свакпг стаоа дпстићи 

банкарскп стаое. При тпм јединп прпфитабилна фабрика директнп дпстиже пвп стаое, фабрика 

без прпфита га дпстиже прекп прпфитабилне. Штп знаши да је свака фабрика или прпфитабилна, 

или зависи пд прпфитабилне. 

Размптримп сада слушај када нема прпфитабилне фабрике. Пвп знаши да све щтп заради 

прпизвпдопм пна пптрпщи за набавку сирпвина, тј. не мпже да заради вище пд пнпга щтп јпј је 

неппхпднп за рад. Уп се мпже ппказати на следећи нашин. Када не би билп прпфитабилне 

фабрике, пнда би све редне суме матрице Q биле једнаке 1, тј.       Акп ппмнпжимп са десне 

стране једнакпст (4) са ξ, дпбија се 

          

щтп знаши да је     .Пвп указује да је сппљащоа пптрпщоа прпизвпда једнака 0. 

Сада ћемп видети щта се дещава у уппщтенпм слушају када нащ услпв није задпвпљен, тј. када 

придружени ланац Маркпва није апспрбујући ланац са једним апспрбујућим стаоем. Уада ппстпји 

ергпдишан скуп (разлишит пд   ) фабрика кпје нису прпфитабилне и кпје не зависе пд фабрика ван 

тпг скупа. Ппдматрица  ̅ пвих фабрика тада задпвпљава свпјствп  ̅   , щтп знаши да целп 

тржищте не мпже да задпвпљи пптребе за прпизвпдима пвих фабрика. Истп такп фабрике кпје 

кпристе кап сирпвине прпизвпде фабрика пвпг скупа неће мпћи да спрпведу сппствену 

прпизвпдоу. Фкпликп би елиминисали из скупа све фабрике без прпфита и пне кпје зависе пд оих 

дпбили би скуп фабрика кпји мпже да испуни билп кпју сппљну пптражоу. 

Ф терминима стаоа пвп знаши да прпизвпљнп ергпдишнп стаое (разлишитп пд   ) и билп кпје 

стаое из кпг је пвп ергпдишнп стаое дпстижнп, не мпгу да испуне сппљащое захтеве. 

Фабрике кпје нису у стаоу да испуне сппљащое захтеве су бескприсни сегмент екпнпмије и самим 

тим мпгу бити избрисане, щтп ће впдити тпме да        ппстпји. 

Питаое кпје се даље ппставља је: Акп пптрпщаш купи пд фабрике   рпбу у вреднпсти пд 1$ кпји 

деп тпг нпвца дпбију пстале фабрике? Првп се мпра израшунати кплики су укупни захтеви сваке пд 

фабрика. Ппщтп је   вектпр шија је  -та кпмппнента једнака 1, а пстале 0,      је у ствари i-ти 

ред матрице N. 
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    је кплишина сирпвина кпју фабрика ј мпра прпизвести да би фабрика i прпизвела свпју рпбу у 

вреднпсти пд 1$. Ппщтп је прпфит фабрике   -   , када фабрика i дпбије 1$, прпфит фабрике ј 

биће       . 

Сума свих прпфита је ∑              (ппщтп је    јединп апспрбујуће стаое). Пвп ппказује да 

дплар кпји дају пптрпщаши за рпбу на крају заврщава кап зарада прпфитабилних индустрија. 

Ппвезанп питаое је следеће: акп фабрика i прими ппручбину у вреднпсти пд 1$, кплика је укупна 

пптребна активнпст да би се та ппручбина испунила. Индустрија j ће мпрати да прпизведе     

јединица свпје рпбе. Сума свих кплишина пптребне рпбе је   , i-та кпмппнента пд τ. За наручбину γ 

укупна прпизвпдоа изнпси        . 

Размптрићемп један кпнкретан пример. Нека су технплпщки кпефицијенти 6 фабрика дати 

матрицпм  

  

(

 
 
 
 
 

 
 ⁄   

 ⁄    

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄    

 
 ⁄   

 ⁄    

    
 ⁄

 
 ⁄  

      

  
 ⁄   

 ⁄   
 ⁄ )

 
 
 
 
 

 

пнда 

  

(

 
 
 
 
 
 

       
 
 ⁄

 
 ⁄   

 ⁄    

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄

 
 ⁄    

  
 ⁄   

 ⁄    

     
 ⁄

 
 ⁄  

       
 
 ⁄   

 ⁄   
 ⁄   

 ⁄ )

 
 
 
 
 
 
  
  
  
  
  
  
  

 

 

Из прве кплпне се види да су   ,   и    прпфитабилне фабрике. Скуп {     } је ергпдишан скуп 

фабрика кпје немају прпфит и кпје не зависе пд прпфитабилних фабрика. Фабрика    је 

прпфитабилна али зависи пд елемената ергпдишнпг скупа. Дакле,   ,    и    су бескприсне и 

самим тим мпгу бити искљушене. Фабрика    је без прпфита али није бескприсна. Када се искљуше 

ппменуте фабрике матрица изгледа 
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(

  
 

    
 

 

 

 
 

 

 
 

 

 

 

 

 

 

 

 
 

 
 

 

 )

  
 

 

Па је 

  (

   
 

 

 

 
 

   

)       (
 
 
 
+ 

На пример, једна наручбина фабрици    ће дпвести дп прпизвпдое у вреднпсти пд 6 дплара, 
 

 
 пд 

  , 
 

 
 пд      2 пд   . На пвпј једнпј наручбини вреднпј 1$, прпфит    је 

 

 
, прпфит    је 

 

 
, дпк    нема 

прпфит. 

Акп ставимп да сппљащоа пптражоа буде          , пнда ће бити пптребнп да разлишите 

фабрике прпизведу              јединица. Фкупна прпизвпдоа ће тада вредети       . 

Пд ппшетнпг ланца Маркпва се мпже направити сједиоени, са партицијпм {{  } {     } {  }}. Уада 

за сједиоени прпцес важи  

 ̂  (

   
 

 

 

 

 

 

 
 

 

 

 

,      ̂  (
  
  

)    ̂  (
 

 
*  

За  ̂         ̂ ̂             ̂ ̂    . 
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Пример 4. Симулација одређених врста ланаца 
 

Ф пвпм делу ћемп емпиријски прпверити нека тврђеоа кпја су дата у претхпднпм делу. Кпнкретнп, 

симулацијпм у прпграмскпм језику R ћемп видети трајектприје карактеристишних  врста ланаца. 

Уакпђе ће се видети какп изгледају степени регуларне матрице прелаза са ппвећаоем n, щтп ће 

бити експериментална пптврда фундаменталне тепреме за регуларне ланце. На слишан нашин ће 

се прпверити и закпн великих брпјева за регуларне ланце, кап и пшекиванп време дп апспрпције 

кпд апспрбујућих ланаца. 

Матрице ће углавнпм бити приказиване табеларнп, ради бпље прегледнпсти. 

Нака је дата је регуларна матрица прелаза: 

                

   0 0.25 0 0.75 0 

   0.33 0 0.67 0 0 

   0.29 0.14 0.14 0.14 0.29 

   0 0.30 0.20 0 0.50 

   1.00 0 0 0 0 

 

 

Ппзивамп функцију у R-у за пдређени ппшетни вектпр: 

tmat = matrix(c(0,1/4,0,3/4,0, 

                1/3,0,2/3,0,0, 

                2/7,1/7,1/7,1/7,2/7, 

                0,3/10,1/5,0,1/2, 

                1,0,0,0,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

io = matrix(c(1/4,1/3,5/12,0,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

DTMC(tmat, io, 100, trace=TRUE) 
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Пвп је трајектприја једнпг регуларнпг ланца. Мпже се приметити да нема некпг пдређенпг 

пбрасца у кретаоу и да прпцес тпкпм времена прплази крпз сва стаоа. 

Пд тпга каква је регуларна матрица прелаза ће зависити кпликп ће кпје стаое бити „ппсећенп“. 

Следи прпвера фундаменталне тепреме за регуларне ланце. Ппсматрамп разлишите степене дате 

регуларне матрице прелаза. 

3. степен 

                

   0.54 0.07 0.20 0.11 0.09 

   0.28 0.16 0.20 0.16 0.20 

   0.20 0.18 0.16 0.30 0.16 

   0.13 0.21 0.06 0.53 0.08 

   0.08 0.23 0.32 0.00 0.38 

 

8. степен 

                

   0.24 0.17 0.20 0.19 0.19 

   0.26 0.17 0.17 0.24 0.17 

   0.28 0.16 0.18 0.23 0.16 

   0.32 0.14 0.18 0.20 0.15 

   0.23 0.17 0.15 0.30 0.14 
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20. степен 

                

   0.27 0.16 0.18 0.23 0.17 

   0.27 0.16 0.18 0.23 0.16 

   0.27 0.16 0.18 0.23 0.16 

   0.27 0.16 0.18 0.23 0.16 

   0.27 0.16 0.18 0.23 0.16 

 

Мпже се приметити да се степени матрице са ппвећаоем n приближавају гранишнпј матрици и да 

већ за 20. степен видимп приближне вреднпсти вектпра α. Види се да важи свпјствп да су сви 

елементи вектпра α ппзитивни, кап и да је сума свих елемената пвпг вектпра једнака 1. 

Кпристећи аутпут претхпдне функције мпжемп видети кпликп је кпрака прпцес прпвеп у свакпм 

стаоу и на тај нашин пптврдити закпн великих брпјева за регуларне ланце.  

Пвај пут се ланац ппсматра на 200 кпрака. 

 N=200 N=200 N=200 Пшекивани брпј 

   54 53 56 54 

   34 31 30 32 

   38 35 32 36 

   40 46 50 46 

   34 35 32 32 

 

Примећује се да су експериментални резултати блиски тепријским. Има пдређених пдступаоа, 

али пвп је пшекиванп пбзирпм да се тепријске вреднпсти пднпсе на мнпгп веће вреднпсти за n. 

Пптребнп је прпверити да ли се меоају пви резултати укпликп прпменимп ппшетни вектпр. 

tmat = matrix(c(0,1/4,0,3/4,0, 

                1/3,0,2/3,0,0, 

                2/7,1/7,1/7,1/7,2/7, 

                0,3/10,1/5,0,1/2, 

                1,0,0,0,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

io = matrix(c(1/8,2/3,1/24,1/12,1/12), ncol=5, byrow=TRUE); 

 

DTMC(tmat, io, 200, trace=TRUE) 

 

 N=200 N=200 N=200 Пшекивани брпј 

   55 57 52 54 

   29 34 39 32 

   37 29 40 36 

   44 45 39 46 

   35 35 30 32 
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Примећује се да прпмена ппшетнпг вектпра верпватнпћа не утише на резултате. 

Следи приказ једнпг циклишнпг ланца, где ће се видети какп изгледа трајектприја једнпг таквпг 

ланца. Видећемп и какп се ппнащају степени матрице, са ппвећаоем n. 

tmat = matrix(c(0,1,0,0,0, 

                1/2,0,1/2,0,0, 

                0,1/2,0,1/2,0, 

                0,0,1/2,0,1/2, 

                0,0,0,1,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

io = matrix(c(1/4,1/3,5/12,0,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

 

DTMC(tmat, io, 100, trace=TRUE) 

 

 
 

Ф кретаоу пвпг ланца се за разлику пд регуларнпг ланца мпгу упшити извесне правилнпсти. Види 

се да није мпгућ прелаз у билп кпм тренутку у билп кпје стаое, щтп негде пптврђује тврђеое да 

сваки степен матрице прелаза циклишнпг ланца садржи нуле и да самим тим низ кпји пбразују 

степени матрице не кпнвергира. 

Да би утврдили тп, степенујемп матрицу прелаза циклишнпг ланца. 
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3. степен 

                

   0 0.75 0 0.25 0 

   0.38 0 0.50 0 0.13 

   0 0.50 0 0.50 0 

   0.13 0 0.50 0 0.38 

   0 0.25 0 0.75 0 

 

8.степен 

                

   0.28 0 0.50 0 0.22 

   0 0.53 0 0.47 0 

   0.25 0 0.50 0 0.25 

   0 0.47 0 0.53 0 

   0.22 0 0.50 0 0.28 

 

12.степен 

                

   0.26 0 0.5 0 0.24 

   0 0.51 0 0.49 0 

   0.25 0 0.5 0 0.25 

   0 0.49 0 0.51 0 

   0.24 0 0.5 0 0.26 

 

15.степен 

                

   0 0.50 0 0.50 0 

   0.25 0 0.50 0 0.25 

   0 0.50 0 0.50 0 

   0.25 0 0.50 0 0.25 

   0 0.50 0 0.50 0 

 

Види се да сваки степен матрице садржи нуле, и тп за парне и за непарне степене на разлишитим 

местима. Уп знаши да су неки прелази мпгући самп у „парним“ кпрацима, дпк су други мпгући 

самп у „непарним“ кпрацима. 

Закљушује се да низ степена матрице не кпнвергира. 
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На крају ћемп видети какви су експериментални резултати за прпсешнп време дп апспрпције кпд 

апспрбујућих ланаца. 

Ппсматрамп ланац са следећпм матрицпм прелаза: 

                

   1 0 0 0 0 

   0.11 0 0.33 0 0.56 

   0 0.17 0.5 0.2 0.13 

   0 0 0.5 0 0.5 

   0 0 0 1 0 

 

Кап щтп се мпже видети апспрбујуће стаое је стаое   . 

Једна пд мпгућих трајектприја пвпг ланца изгледа 

 

Ф пвпј симулацији прпцес је дпстигап апспрбујуће стаое у 63. кпраку. 

Ф циљу прпналажеоа средоег времена дп апспрпције треба наћи фундаменталну матрицу за пвај 

ланац. На пснпву једнакпсти           дпбија се да је 
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  (

               
               
               
               

, 

Средое време дп апспрпције је тада вектпр 

   (

     
     
     
     

, 

где се вреднпсти у вектпру пднпсе на слушајеве када ланац крене из другпг, трећег, шетвртпг и 

петпг стаоа, редпм.  

Ф R-у се кпристи функција кпја враћа првп време прелаза, где ће циљанп стаое бити апспрбујуће 

стаое, па ће првп време прелаза бити управп време дп апспрпције. 

tmat = matrix(c(1,0,0,0,0, 

                1/9,0,3/9,0,5/9, 

                0,1/6,1/2,1/5,2/15, 

                0,0,1/2,0,1/2, 

                0,0,0,1,0), ncol=5, byrow=TRUE); 

io = matrix(c(0,0,0,0,1), ncol=5, byrow=TRUE); 

FPTime(1, 100, tmat, io, 1000) 
 

Први аргумент у функцији представља циљанп стаое, други аргумент је брпј симулација, дпк је 

ппследои аргумент брпј кпрака свакпг ланца. Ппшетни вектпр ће се меоати, да би дпбили средое 

вреднпсти за свакп мпгуће ппшетнп стаое (сем  апспрбујућег). 

Дпбијају се следећи резултати: 

Ппшетнп стаое Средоа вреднпст Средоа вреднпст Пшекивана вреднпст 

   122.59 117.08 130.4 

   134.45 140.2 142.8 

   147.48 164.07 145.8 

   122.96 150.34 146.8 

 

Дпбијени резултати јесу у пдређенпј мери блиски тепријским пшекиваоима. Види се да је највеће 

пдступаое у првпј симулацији билп у слушају када је ппшетнп стаое билп   , дпк је у другпј 

симулацији највеће пдступаое билп када је прпцес кренуп из стаоа   .  

Ппщтп су мале разлике између тепријских пшекиваоа, пптребнп би билп мнпгп вище симулација 

да би се експерименталнп дпбиле пдгпварајуће вреднпсти и  пмпгућила детаљнија уппредивпст 

резултата. 
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