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1 YBoxg

Xurepbondka reoMeTpuja je rpaHa MaTeMaThKe KOja ceé MHTEH3WBHO pa3BUja MOC/Ie/I-
BuX Aecta roguna. CaMu modernu oBe objacTu cy, MehyTum, gaaeko crapuju. Moxke ce
pehu n1a ce xunepboaIndKa reoMeTpuja ,,pojiuaa’ OHOI MOMEHTa Ka/Jl Cy MaTeMaTHIapH J10-
IILTH HA UJejy Ja Jokaxky metu Eykanaos mocrynar. /lanac cy, riegano ca MaTeMaTHIKe
Tadke IJIeUINTa, eyK/An/JICKa 1 Xulepoboandka reomerpuja pasuonpasie. Huje yBek 6miio
tako. Eykimjcka reomerpuja je BekoBuma ousa y ,,nupeguoctu’ . , IIpeanoct” eykiumjicke
reomeTpuje OmJIa je Ta MTO JbY/U ITPOCTOP UHTYUTHBHO CXBATAjy Kao €YyKJIMICKU.

Kpajem 19. Beka ¢dppanmycku Maremarudap Anpu [Toenkape! je y eyKimackoj reome-
TPUjU KOHCTPYHUCAO MOJes Xumepobonndke reomerpuje. O TOr MOMEHTa ce CBH MOjMOBH,
peJsianije u TBphema xunepooJimike reoMeTpuje MOry BU3yeJIn30BaTH.

PaszBojem nndopMannoHo-KOMyHUKAIIMOHUX TEXHOJIOTH]a TOCTAJI0 je Moryhe pejlaTuBHO
jeJIHOCTABHO M 3a KPATKO BpeMe KBAJUTETHO BU3YEJIN30BATH NeOMETPHjcKe 0OjeKTe.

[ub oBOT paja jecTe Ja MpUKazKe KOpHUIIheme HHMOOPMATNOHO-KOMYHUKAIMOHUX Te-
xHoJoruja (KoHKperHo nporpamckor nakera GeoGebra u HTML-a) 3a norpe6e yuema u
HacTaBe XUIepooJImIKe reoMeTpuje.

Y norsia/by YKpaTtko o nporpaMckom nakety GeoGebra ykparko je npejcra-
B/beH nporpamcku naker GeoGebra momohy kojer je pabena pusyenmsamnuja [Toenkapeo-
Bor jiuck Mmojesa. OBo morsasibe mocseheno je 3madajy mporpamvckor makera GeoGebra
3a MHTepaKTHBHY HacTaBy maremaruke. Ilaker GeoGebra je cpeacTBo Kojum ce Jiako
IPEJICTAB/bA])y MHTEPAKTUBHYU U JUHAMHUYKH CaJIp:Kaju (y OBOM CJIydajy XUIepOOTHdIKa
reoMeTpHja paBHH) HAa HAYMH KOjU ydeHHImMa (cTygeHTHMa) oMoryhaBa jiakiine pasyme-
Bame u npaheme garor caapxkaja. I[Ipumeny makera GeoGebra y oBom paay moxkere
BujieTn Ha ajpecu http://alas.matf.bg.ac.rs/~ml08150/master.

VY norsiapby KpaTtak mcropmujcku mperJie; pa3Boja reoOMeTpHje yKpPaTKo je, Kpo3
HUCTOPHU]Y, TPEJICTaB/heH pa3Boj reoMeTpuje. HapemeHne cy caMo HeKe reoMeTpuje, Kako
Ccy OHe HacTaJjie U KO cy muxoBu TBOpuM. lIpukazaHo je Kako je Ha reoMeTpujy IJjej1ao
Eykima, kako jy je cucremarunzoBao XujbepT M KaKO Ce reoMeTpuja jJajbe pasBujasia
CBe JI0 WJIeJHUX TBOpAIa W OCHUBadYa Xuiepboandke reomerpuje. ) mMCTOpHju HACTaHKA
XuepboIuIKe TeOMETPHje W MeOMeTpHje YOIIITe jeTabHuje Moxere Bugeru y (2], [7] u
[4].

VY noryiaB/by AKCMOMATCKO 3aCHUBAIKE€ T€OMETPHje PABHU yKPATKO j€ IPUKAZAHO
XuibepToBO aKCMOMATCKO 3acHUBam-e reomerpuje pasuu. [locebna naxkma mocsehena
je akcmoMama mapaJseTHOCTH. Y 3aBHUCHOCTH KOJy aKCHOMY m3a0epeMo 3a aKCHOMY Ta-
paJeTHOCTH J00MjaMO e€yKJIUJICKY WM XUIepOoIndKy reoMeTpujy paBuu. /lerasbHEje o
XunbepToBoM aKCHOMATCKOM 3aCHUBAIGY T€OMETpHje MOoxKeTe morieaaTu y [7].

[Tornapbe IloeHKapeoB ANCK MoAes XUIEPOOJUYKe reOMeTpPHje PaBHU 1IPE/I-
CTaB/ba CPEJIUINBY 1e0 paja. llpukazanu cy momohHu pesyiraru u3 eyKJIHJICKE reoMe-
TpHuje Koju cy noTpebHu 3a yBoheme n pazymMmename [loerkapeoBor auck mojesnaa. Y OKBUDY
OBUX NOMONHUX pe3yaTaTa OOjalllleH! Cy MOJMOBHU MOTEHIUja TadKe y OMHOCY Ha KPYT,

17Kun Anpu Toenkape (Jules Henri Poincare, 1854 — 1912), dpaHiyckun MaTemMaTudap U T€OPHjCKI
duzmIap.



Kao U MHBEp3Hja y OJHOCY Ha Kpyr (3a Buiie Jderasba Bujgeru [6]). dake cy npukazaHu
noMohHu pesy/araru u3 KoMIiieKcHe aHasm3e. OBu pesy/raru cy norpedHu Kako 6u ce y
MHTEPAKTUBHUM MaTe€pPHja/MMa MeOMETPUjCKU TIOjMOBH MOTJIN MIPEJICTABATH MOMONY KO-
opaunara (3a Buire getasba morsegaru [5] u [1]). Hakon momohuux pesysnrara naBoanmo
KOHCTPYKIHjy Mozesa. CBaKW reOMETPUjCKH O0jeKaT W pesanyja y MoJeny nedUHICaHT
cy u npahenn oaroBapajyhum Bu3yeJHUM JUHAMAYKAM TPUKA30M, KOJU je MeTasbHO OIIH-
caH. 3a Tako AedUHHCAH MOJEJ HEOIXOIHO je MOKA3aTH JIa je Taj MOJIE] 3aucTa MO
xunepbosimdke reomerpuje paBau. To ce pajum MPoOBEPOM aKCHOMA XHUIEPOOJIUUKE Te0-
MeTpHuje paBHU Ha KOHCTpymcaHoMm mozenay. Cpaka akcmoma mpahena je oarosapajyhum
BU3YeJTHUM WHTEPAKTHBHUM MPUKA30M, KA0 W JETAJHHUM OMUCOM.

Y nornaspy Heku nmojmoBu m TBphema ancosiyTHe u xunepboimdkKe reome-
Tpuje paBHu npuka3ann y [loenkapeoBoM JUCK MOJEJIY MPe/ICTAB/bEHU CY TOjMOBI
napaJie/THoCTH u xutepiapasiesnoctu y [loenkapeoBoM JUCK MOJEy, KOjU je KOHCTPYH-
CaH y TPEeTXOTHOM IOT/IaB/by OBOT paja, Kao W IpaMeHOBH mHpasux u enurnukan. CBu
yBeJIeHW TIOjMOBH U pejianuje npahenu cy oarosapajyhum Bu3yeJHUM WHTEPAKTHUBHUM U
JUHAMAYKIM TPUKA3UMa, KOJU Cy JIeTajbHO O0jalllmheH .

Y mocnenmeM noriasby IIpuMepu TpecTaB/beHn ¢y HeKH MpuMepn (3ajamm) Ha
KOHCTpyucanoMm mojieny. llpukazane cy KOHCTpyKIUje: HOpMaJie U3 Jare Tadke Ha JIaTy
paBy, cuMeTpaJie JIyzKu, CAMeTpaJie yrja, Kpyra u MpaBuiHOT TPOyTJia.

Kao raBam u3Bop medunnmja, reopemMa u JJ0Ka3a y OBOM paJly KopuimheHe cy Kbure

[3] u [6].



2 VYKparko o nporpamckom nakery Geo(Gebra

GeoGebra? je mporpaMcKi TaKeT KOjU CJIyKH 33 KPeHparbe  IPHKA3HBAhe PA3HIX Ma-
TeMaTHIKHX CaJIpzKaja, Ipe cBera u3 odbjactu reomerpuje. HaMemen je 3a HacTaBy u yue-
Ibe MaTeMaTHKe, OJJHOCHO HACTaBHHUIIMIMA MaTeMaTHKe U IbUXOBUM ydueHHUIuMa. Mehyrum,

GeoGebra

Cmuxka 1: Jloro mporpamckor makera GeoGebra

GeoGebra Huje HaMemeHA MCK/BYUNBO 32 MPAB/HEIbe PA3HUX CapzKaja u3 00JacTh Teo-
Metpuje. Ilopen mupoke nmpumMene y reoMeTpuju, Moryhe je nmpaBuUTH pa3He TUHAMUYKE
caJipzKaje Be3aHe U 3a aJredpy, aHa/u3y, CTaTUCTUKY U JPyl'e IpaHe MaTeMaThKe. ¥ IpaBo
360r mupokor crekTpa npumvene GeoGebra je morosHa 3a HHTEPAKTUBHO YU€HE MaTeMa-
TukKe. 300r jeIHOCTABHOT KOPHUITNEma, MPeraeIHOCTH W MOryhHOCTH paja Ha CPICKOM
jesuky, GeoGebra ce cBe Bullle IpUMerbyje y HACTABU MareMaTHKe (KAKO OCHOBHOIIKOJI-
CKOj, TAKO U y CPeIhOoInKoIcKoj) y Pemy6aunu Cpbuju. Jormn Heku oj paszsiora cse denther
kopuithema GeoGebra-e y HacTaBu cy TH IITO Cy MHCTAJAlM]ja W yrnorpeda mporpama
jeJITHOCTaBHM, Ka0 M TO IIITO je nmporpam OeciiaraH U CBUMa JOCTYIIaH.

GeoGebra ce xopuctn m Ha MHOTEM (HAKYJTETUMA Y OKBUDPY HACTaBe MaTeMaTHKe
u cpojgHuX Hayka. Hajduemhe ciykm Kao moMohHO cpejicTBO y JIOKasuBamby ojipehennx
TBphema u3 06JacTH reoMerpuje, Tae je CTyJeHTHMa ([MOJa3HUIMMA KypCa) TElrKo Mpe-
[U3HO JIa CKUIUPAjy U pa3MoTpe cBe Moryhuocrn.

[Topes, moryhHnocTu npumMene y WMHTEPAKTUBHOj HACTABH BeOMa 3HAYAjHA KapaKTepH-
cruka GeoGebra-e jecte u unthenuIa 1a ce ojpehere KOHCTPYKIIKMje MOTY HAIIPABUTH TaKO
na O6yny nuaamuuke. Tako ce omoryhasa npoMena (moMepare) moJa3HuX objekaTa quMe
ce, OHOMe KO TIpe3eHTyje, MpyzKa MOTyNHOCT MCTpazkKuBamba PA3HOBPCHUX MOTYNHOCTH U
cydajena.

Ono mrro je Beoma OUTHO 3a MHTEPAKTUBHY HACTABY jeCTe M IMOBE3AHOCT aJrebapcKor
u rpadudkor npukasa. Ha Taj HaumH KOpHCHUIM, KaJla HAaIpaBe ojpeheHu JTUHAMHYIKA
caaprkaj, MOTY BHIETH KaKO ce roMepare oapehennx oOjekata y rpadudkoM MPUKa3y
manudecryje Ha anrebapcku npuka3s (Ciuka 2).

Y oBOM MacTep pajy OCHOBHHU IOjMOBHU U peJalyje Ha JTaTOM MOJIETy XUIepOoJInIKe
reoMeTpuje paBHU yBeJIeHU Cy KPO3 MHTEPAKTUBHYU U JIMHAMUYKH Ca/IpzKaj KOJU je Halpa-
BJ/beH y nporpamckom nakery GeoGebra (Comka 3).

2 Ayrop nporpamckor nakera GeoGebra je Mapkyc Xoensaprep (Markus Hohenwarter), koju je 2001.
rOJMHE TIPOrPAMCKH TIAKET KPEUPao ¥ OKBUPY CBOT MACTEDP Pajia.
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Couka 2: Usriien GeoGebra npo3sopa - ajrebapcku u rpadudkn mpukas

GeoGebra Centar Beograd

Moustha  MTeparypa  KOpHCHM MaMKoBM  Macteppan  KoWTakt

T »Bmsyeamsanuja IloerkapeoBor AuCK Molel1a
epmacrs reowerpie » xopumhemem nporpamckor nakera GeoGebra*

TomoRun peaynrami ua
KomnneKcHe aHaniae »
Axcrome xunepBomiike
[ ¥ omom paay je auayeno npukasan MoeHkapeos avck Moaen passin. flar je BHayeNHM MpHKE3 OCHOBHHX NojI0BA W PenaLyja, kao i

CBUX KCHOMa XHNEPGONIHKE TeOMETpHje pasi. Takolle, MPHKGIEHE CY W HEKE TEORPEME 1 PElLEtba HeKHX BAATaka. 3a

Kowcrpykiya auayenuaaLuy je opiufien nporpamicin naieT GeoGebra.

Moewkapeosor Anck
vogena » Kreyuwe peun: MogHKapEOB AWCK MOZen, reoMeTpHje pasi,

reometpuje paatin, GeoGebra
Mposepa akcuoua y
Moerkapeosom auck

Mogeny »

Kaparrepncrie
xunepGonuke paski y
Moerkapeosom auck

Mogeny »

Mpumepu »

Chauka 3: M3srien noderne crpane BeO Ipe3eHTaIje MacTep paja ,,Busyesusayugjae [lo-
enkapeosoz duck modesa kopuwherwem npoepamckoe naxema GeoGebra”

Kako 6u ce Buzyesino nokasaJio jia je [loeHKapeoB AucK MOJIes1 3aucTa, MOJIeJI Xuepoo-
JIMYKE TeOMeTpHUje PaBHU, HAIIPAB/bEHU CYy OJIroBapajyhu amnjaeTu Koju cy NMpe/iCTaB/beHu Y
BeO mpe3eHTaIuju pa/ia, IoMohy KOjuX KOPUCHUK MOYKe BU3YEJTHO ¥ HHTEPAKTHBHO BUJIETH
HCKa3e aKCHOMA.



3 Kparak mcropmjcku mperJie pa3dBoja reoMeTpuje

[IpBu cucTemMaTH4an mpersesn reoMerpuje 1ao0 je Eykama® oko 300. romune mpe HoBe
epe y cBoM jeay ,,Enementu”. Tekcr y oBoM aesy opranu3oBaH je y 13 Kibura, y Kojuma
Cy MOCTYIHO W3JI0YKeHa CBa T'eOMETPHjCKA 3Hama TOT BpeMena. lIpBux mect kmura ce
OJTHOCH Ha TLTAHUMETPH]jy, ciegehe 4eTUpU KIbUTE ce OHOCEe HA TeOMETPHUjCKY TeOpHUjy
Opojesa, a 10C/Ie/[ibe TPU KIbUI'e HA CTEePEeOMETPUJy.

Objammeba OCHOBHAX M€OMETPHjCKUX MOjMOBA W Be3a Mel)y mrMa OpraHn3oBaHa Cy
y dedpunuyugje, axcuome n nocmysame. ledunumumjom ce ysomm oapehenn mojam m ona
IpeJ/icTaB/ha MCKA3 KOJUM ce 3Ha4YeHhe HOBOT TOjMa ONMHUCYje JPYTUM IIOjMOBHMA 3a KOje
ce MpeTIoCcTaBsba ja cy noduatu. OcHOBHe Be3e MeDy aedUHHCAHUM TOjMOBUMA CY /1aTe
akcuomama u nocrysaruma. [Ipu Tome, akcuomama ce Koucraryjy oiiire Bazkehe ucrume,
JIOK Ce MOCTYJIaTUMa KOHCTATYjy Be3e m3Mmelhy reomerpujckux objexkara. Akcmome u 1mo-
CTyJIATH Ce CMaTpajy UCTHHUTHM U He TOJJIeXKy moka3uBamy. (CBe octaje Bese m3mely
reoMeTpHujcKuX objekara ce UCKa3yjy TeopeMaMma, HBUXOBHM IIOC/eJIrIlaMa U CTaBOBHUMA,
9Ujy je HCTHHUTOCT HEOIIXO/IHO JIOKA3aTH MoJIa3ehn 0/ aKCuoMa M MOCTYJIaTa.

[IpBy kmury Eykiunji 3amodumbe HU30M JjiepUHUIM]ja KOjJUMa je YBEO OCHOBHE IeOMe-
Tpujcke o0jekTe. YKynHo uma 23 jnedununmje u mehy muma cy jedununuje rauke, npase,
paBHH, yIJjIa U CJI.

Eyknuz y ,,Enementuma’ HaBoau caenehnx mer akcuoma (JerasbHuje MOKeTe BUIETH

y [2]):
Al Cmesapu (npedmemu, o6jexmu) koje cy jednare mpehoj jednaxe cy mehycobmo.

A2 Axo ce jednaxre (seaunune) dodajy jednarum (eesuuunama), peaysmamu cy jednaru.

A3 Axo ce jednaxe (seaunune) odysmy 00 jednarux (esununa), pesyamamu cy jeod-
HaKU.

A4 Cmeapu (npedmemu, objexmu) xoje ce nodydapajy mehycobro, jednare cy.
A5 Ieaumna je seha 00 (ceoe) deaa.

Ono mTO je BeOMa BayKHO W OKO Uera ce BEKOBHMa MoJjeMucano jecy Eykaumosu mo-
cryiard (3a Bulle Jerasba moriaesard [4]):

[T1 Mootce ce nosyhu (koncmpyucamu) npasa 0d jedne do dpyze mawxe.
[12 Mootce ce konempyucamu nenpexudna ozpanuvena npasa (0ysic) na npasos.

[13 Mooice ce Koncmpyucamu kpye ca ueHmpom y damoj maywku u 0amum NosYNpedHU-
KOM.

[14 Ceu npasu yenrosu cy mehycobrno jednar.

SEyxmun (rpa. EvkAeions, He 3Ha ce MOy3JaHO KaJia je JKUBEO, NPETIOCTaB/ba Ce /A je KUBEO OKO
300. roauHe npe HOBe epe Kaja cy u Hanucanu Ejemenru), jesas je oi HAJ3HAMEHUTUJUX MATEMATUYAPA
aaTruke ['puke.



I15 Axo mpasa ceue dee npase, u YHYMPAWHY Y2A06U Ca jedHe CMPAHE NPABE KOJG CEYE
cy marou 00 3bupa dsa npasa yzia, onda ce me dee npage ceKY ca me CMmpare npase
K0ja UT NpPeceyaq.

Csu moctynatu, koje je Eykiaua maBeo jormr mpe BUIIe O IBe XU/baJle TOINHA, MCKA-
3yjy Heke reomerpujcke ucrtuse. [IpBa Tpu nocryjara cy KOHCTPYKTUBHOI' KapakTepa U
BEKOBHMA IIPEJICTaB/bajy OCHOBY CBUX I'€OMETPHUjCKUX KOHCTPYKIHja. 1eTBPTH IMOCTYJIAT
TOBOPH O TOJIY/IAPHOCTH MpaBux yriosa. MehyTum, jeaunu moctyiar Koju je criopaH, Ta-
YHHje CJO0XKeH, jecTe MeTH mocTyaaT. lletm moctymar je HeeeMeHTapaH W ca MPaBOM ce
BEKOBUMA CYMIHAJIO Ja Ce MOXKe M3BECTH W3 MPBA YeTHPH.

[IpobGsiem meror mocrysara JIOBEO je JIO MHOI'MX MaTeMaTUYKUX HMCTPaKUBalba KOja
Cy TeK TIocje JBajeceTjeJHOT BeKa JIOBeJa JI0 Pelllema, a Pellleme je Ouia dnTaBa HOBA
reoMeTpuja.

Jlanac 3HaAMO Ja ce TMeTH MOCTYJAT He MOKe JIOKa3aTH IMoja3ehu o mpBa YeTUpHU
nocrynata. MehyTum, MEOTE MaTeMaTHYapu Cy BEKOBUMA MOKYIIABAJIN Ja JOKAXKY TeTH
Eyknanmos moctynar.

[IpBu Koje je rosopmo o joKa3y meror nocryiara o6mo je Ilpokmo!. On je y cBojum
KOMeHTapuMa ,,Ejremenara’ naseo kako je IlTonemaj® m3Beo morpeman J0Ka3 W H3HEO
CBOj, KOju je Takohe norpeman. MelhyTum, OHO IITO je 3HAYAJHO Y HEI'OBUM KOMEHTapuMa
jecTe YHMIbEHHUIA Jla Ce Y IbUMa HPBHU YT IOjaB/byje eKBHBaJeHTHa (bopMyJialiuja meTor
MOCTyJIaTa;

Kpos mauky ean npase nocmoju camo jedna npasa QUCJyHkmua ¢ mom npacom.’
OHO TITO je 3aHUM/BUBO jecTe YM-EHUIA 72 ce U caM Layc’ 3aHMMAao 3a J0Ka3 MeTor
Eykmunosor nocrynara. [lokymasao je ga jgohe o omrosapajyher jokasa cse g0 1813.
roqune. Kacumje ce m3 [aycoBux mmcama MOTJIO MPOYUTATH [l je YBUJEO Jla He MOpa
Jla BayKW OIIITe MUTILBEIHE JTa TMMOCTOJU jeIMHCTBEHA TpaBa Y 3a71aT0] paBHU KOja CaIpPKH
JlaTy TavyKy W HnapaJesina je jiaroj upapoj. Ha Taj naunn ayc je passuo ,,HeeyK/IuJICKYy’
reometpujy. Mehyrum, nako ['ayc y cBojuM MaTeMaTwdKuM jeuMa HUje OCTaBUO Tpara
pe3yararuMa 10 KOjHUX je JIOImIao y 0BOj 00JIacTH, IeroB paJi je 3HadajaH jep je O6uo jeman
0J1 peTKux, Mel)y MaTemaTundapuma cBOTa BpeMeHa, KOjU Cy MOIJIN /Ia CXBaTe W MPUXBATE

4[Ipoxkmo Jlukej, mosnar u Kao [Ipokno Hacremnuk min dujamox (rpua. pokdoso Avadoxos, xuseo
uzmeljy 400. u 500. roxune HoBe epe), 6uo je jeman OJ MOCHEABUX BeJauKuX rpukux dunozoda. Mzmehy
OCTAJIOT, TIO3HAT j€ 10 TOME IITO ce 0aBuo neruM EyKIuA0BUM MOCTYJIATOM.

SKnaymuje Itonemaj (rpa. K avdios Lrodepacos, nar. Claudius Ptolomaeus, skuBeo y meproy oko
100. roguHe HOBe epe), IPUKO - PUMCKH acTpOHOM, MaTeMarudap u reorpad. Ilosmar je mo ,,Bemukom
MaTeMaTHIKOM 300pPHUKY acTpoHOMEje”, KOjU je KacHuje n00uo Ha3us ,,AjMarect”.

50sa popmynanuja ce ganac nasusa [l1ejdbeposa akcnoma, a me Ilpoknosa. Hassana je Ilnejdbeposom
3aT0 mTO je enrnecku maremarndap Ilon Ilnejdep (John Playfair, 1748 — 1819), 1795. roquae Hammcao
koMmeHTape ,,Enementuma” y KOjUMa je IPEJIOKUO J1a Ce IeTH MOCTYJIAT 3aMEHH OBUM HCKa30oM. Ajm
Ilnejdep je moka3a0 €eKBUBAJIEHTHOCT Ca METUM TIOCTYJIATOM, mTo [IpOKIO HEje yInHuo.

"Joxan Kapn ®puapux layc (Johann Carl Friedrich Gauf3, 1777—1855) 610 je Hemaukyu MaTeMaTudap u
Haygank. OCTaBuo je Tpar y MHOTHM MOJbUMA MaTeMaTHKe U HAyKe M CMaTPa Ce jeTHUM O Hajy TUIIAjHUjUX
MaTeMaTn4apa y UCTOPHUjH.



njejy 0 HejeIMHCTBEHOCTH IpaBe Y JaToj PaBHU KOja CAJpzKU JIATy TAaUKy W IMapasieHa je
JIATO] 1PaBoj.

Tek y 19. Beky jsiokazaHno je jia neru EyK/IuJI0oB 1MOCTY/IaT HE 3aBUCH OJI OCTAJIUX MO-
crynara reomerpuje. OBaj 10Ka3 OMO je MPBU MOCJAE MHOTO IOJWHA KOjU je OMO 3HaYajaH
3a pa3Boj reomerpuje. lIpBu Koju cy momuim 10 oBor pedyararta bmim cy Hukosaj Jloba-
gesckn® n Janom Bosbaj? (Cinka 4). Fbux apojuna cy IpBE MOKa3aIu Ja MeTH EyKinmaos
MOCTYJIAT He 3aBUCH O] OCTAJIUX MOCTYIaTa TeOMeTpHje, OJHOCHO JIa ce He MOZKe M3BeCTH
U3 OCTAJIUX HOCTYJIaTA.

Cauka 4: Janom Bosbaj (11eBo) u Hukouaj JIobadescku (aecHo)

Pezynraru oBa jiBa 3HavajHa MaTeMaTHdapa TOCTaIU Cy jacHU TeK KpajeM 19. Beka
kaga je Jdasun Xunbepr!® y csom meny ,,OcHoBe reomerpuje” reoMeTpmjy 3acHOBAO Ha
HEMPOTUBPEYHOM, HE3ABUCHOM U TIOTIIYHOM CHCTEMY aKCHOMA.

3a pazsuky ox Eykiumosux ,,Enemenara”, y Xuiabeprosum ,,OcuoBama reomerpuje’
uzziatum 1899. rojune nema jedunrcama OCHOBHIX N€OMETPU]CKUX II0JMOBA MOILY T TAYKe,
npase, pasan nta. Ha nmouerky csor nesa Xuabepr usnocu cienehe (mpeysero u3 [7)):

L, Mu 3amuwmamo mpu passuvuma cucmema cmeapu:

Cmeapu npeoez cucmema Ha3u6amMo Mavkama u odnavasamo uxr ca A, B,C, .. .;
Cmeapu dpyzo2 cucmema Ha3u8aM0 NPABAMA U 03HAYAEAMO UT CG G, b, c, .. .;
Cmeapu mpehee cucmema Ha3UBAGMO PABHUMG U 03HAYABAMO UL CQ O, 3,7, . . .;

Tauxe ce nazusajy eaemenmuma suneapre 2eomempuje. Tauxe u npase esemenmuma
PABAHCKE 2e0MEMPUE, G MAYKE, NPABE U PABHU CE HA3UBAJY EAEMEHMUMA NPOCMOPHE
2e0MEMPUTE UAYU ENEMEHMUMA NPOCTOPG.

Mu samuwmwamo mavke, npage u pasHu Yy udsechum mehycobrnum odHoCuMa U 03Ha-
Yasamo 06e 00HoCE pevuma ,,aexncamu’, usmehy”, , ,nodydapro”, , naparesno”, , me-

8 Hukonaj Nsanoswa Jlobadescku (1793 — 1856), pycku maremaTudap.

9Janom Bosmaj (Janos Bolyai, 1802 — 1860), mahapcku MaTemMaTadap.

10 Mapun Xunbepr (David Hilbert, 1862 — 1943), memauku maremaruydap. Buo je jegam on Haj3Hauaj-
Hujux mareMmarudapa 19. u panor 20. peka. Capahupao je ¢ Anbeprom AjHmTajHOM y pasBojy Teopuje
PEeJIATUBHOCTH.



npekudno”; mauar U 3a MGMEMAMUYKE CEPTE MOMNYH ONUC 06UL 00HOCA NOCMUNCE CE
nomohy axcuoma 2eomempuje.

AKcuome 2eomempuje MOACEMO NOJEAUMU Y Nem 2PYna; c6aka nojeduna Ho 00 06UL
2PYNa U3PadAcasa u3BeCHe NOBE3AHE 0CHOBHE YUbeHUUE Hawez onaxcaja. Mu hemo oee
2PYNE AKCUOMA HA36aMU Ha caedehu Hawum:

1. axcuome unyudenyuge,
axcuome pacnopeda,

axcuome nodydaprocmu,

»

2
3
4. axcuoma Henpexudnocmu u
5

axcuome napaseisHocmu.

[IpBe weTupu rpymne akcumomMa 4nHe aKCHOMATCKU CHCTEM AlCOTYyTHE reoOMeTpHje.

Bpatumo ce na orkpuhe Jlobauesckor u Bospaja. 'eomeTrpuja Kojy cy mUX ABOjUIIA
OoTKpuMJI JIoOu/Ia je HAa3UB HeeyKJ/uJcKa reomerpuja Jlobadesckor-bosbaja uin xunepobo-
gudaka reomerpuja. OHa je 3acHOBaHA HA AKCHOMaMa allCOJIyTHE TeOMeTpHUje W aKCHOMHU
Jlobauesckor (0 woj fie kacHuje OGuTH pedn).

Jlobauescku u Bosbaj (HE3aBHCHO jeJlaH O APYTOr) Cy TY TeOMETPH]y 3aCHOBAIH IO-
Jazehin 071 OCHOBHUX reOMeTPHjCKUX MOjMOBA M OJIrOBapajyhux akCHoMa U TOKA3UBAJH CY
TeopeMe reOMeTPUjCKUM MeTojlaMa, HelITO CJAMYHO eyKJUJICKO] reomerpuju. Kao ocHoBa
3a JIOKa3WBambe CJIYZKUIa UM je Teopuja napaJjeHuX IpaBuX, KOja je HallpaBUIa PA3IUKYy
u3Mel)y mUXOBe U €yKJIHJICKE TeOMeTpuje.

[eomerpuja JlobayeBckor-bBospaja 0TKpuBa HEKW HOBHU CBET T'e€OMETPHUjCKHX OOjeKara.
Y 10j ce mapaseTHe TpaBe CBe BUIE NPUOJINKABAJY jeHA IPYTroj ca jeHe cTpaHe, a yaa-
JhaBajy 0 OECKOHAYHOCTH Ca CyIpoTHe cTpaHe. Jlashe, ABe mpaBe Koje UMajy 3ajeTHuIKY
HOpMaJIy y/a/baBajy ce OECKOHAYHO OJ1 Te 3ajeHuYKe HopMaJse Ha o0e crpane. OHO mITO
je Takohe OMJIO 3aHMMJ/BWBO, jecTe YWILEHUIA Ja je y reomerpuju .Jlobauerckor-bBospaja
306Up yrJoBa y TPOYIVIY Mamu OJ 30Mpa JBa IpaBa yIja, Ka0 U TO Ja Ce y IOMEeHYTOj
TeOMeTPHjU MOYKe KOHCTPYUCATH YeTBOPOYTao KOjU MMa HAjBUINE TPH MpaBa yIJjaa u Ja
YeTBPTH MOPa OUTH OIITap.

Oj Hacranka reomerpuje JlobaueBckor-bBosbaja akcHOMaTCKO 3aCHUBAHE MATEMATHKE
MTOCTAJIO je joIr 3HadajHuje. AKCHOMATCKY OCHOBY Cy JIOOMJIE HE CaMO eYKJIMIACKA W TeOMe-
tpuja Jlobauerckor-Bosbaja, Beh u mpojekTuBHA, adrHA, BUIITEINMEH3UOHATHA €Y KIHICKA
u MHOTe npyre. Il mopen yBohema akcmoMma 3ajpzkaja ce MOTYNHOCT /1a Cy aKCHOME XH-
nepboTMIKe TeoMeTpHuje JIOTUHIKN HeKOH3ucTeHTHe. Jla O ce mokaszaio Ja JaTH CUCTEM
aKCHOMa MMa CMHUCJIA, HEOIXO/HO je KOHCTpyucaTu mojiesi. Kao 1mro je 3a eyKJuJICcKy 1reo-
MeTpHujy paBHU yoOudajeH Mojie/1 OMo paBHA IMOBPIIL, TAKO je OCTAJIO MUTAE JIa JI YOIIIIITe
MOCTOjU MOJIeJT OYUTJIETHOT MPeJ/ICTaB/baha XUIEePOOJTNIKe TeOMeTPHje.

Ono 1mTo je BeoMa OUTHO jecTe na je XUMepOOJNIKa TeOMETpH]ja, YIPKOC TPOTHBIbEIbY
BEJIMKOT Opoja MaTeMaTnyapa, 3aKuBeJia 3axBasbyjyhu BesimkoM MaTtemaTtudapy benarpa-
mujy'! koju je 1868. romune nokasao ja reomerpuja Jlobauesckor-Bosbaja mma cmucia Ha

HEyrennjo Benrpamu (Eugenio Beltrami, 1835 — 1899), ntannjanckn MaTeMaTHyap.



moceOHOj MOBpINK Ha3BaHOj mceyaocdepa. Tume je Benrpamu KOHCTpyncao mNpBU MOJET
xunepoosimake reomerpuje. Ilceyaocdepa je mnocrasia nupejmer UCHUTUBAbA BEJIMKUX Ma-
temarnyapa kao mro cy Kaaju'? u Puman'®. Onn cy gonpunesnn abupmanuju reomerpuje
Jlobauesckor-Bosbaja, Kao u mweHnM npuMenaMa. Xunepboandka reomMerpuja (HIm reove-
tpuja JIobaueBckor-Bosbaja) je HAlLIa MIMPOKY HPUMEHY Y PA3HUM IDaHAMA MAaTeMATHKe
Kao U Yy MOJEPHUM TOKOBHMaA TE€OPHjCcKe (pusmke.

Jeman Mozesr XumepOoImIKe reoMeTprje KOHCTPYHcao je dpaHiyckn Maremarudap Ilo-
enkape (Cumka 5). OH je npBO pa3Buo MO/IeJ1 XUIepOOJHYIKe IJIAHUMETPH]e KOjH je MO3HAT
Kao JINCK MOJiesI, Koju 1o mwemy Hocu Haszus [loenkapeos juck mozen. Kacuuje, [loen-
Kape JIoJIa3d 0 OTKpuha jorr jeHor Mojesia Xuteb/ouKe MJIaHUMeTpHje U y MHTAmY je
MOJTy PABAHCKH MOJIE.

Ciuka 5: Aupu [loenkape

2@emuke Kpuctujan Knaju (Felix Christian Klein, 1849 — 1925), nHemauku MaTeMaruyap MO3HAT IO
CBOME paJy Ha TEOPUjU TPYIIa, TEOPUjU (DYHKIIN]ja, HEEYKINACKO] Te€OMETPUJ! U HA MIOBE3UBAILY T€OMETPIU]je
ca TEOPHUjOM T'pyIIa.

BTeopr ®punpux Puman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 — 1866), HeMauku MaTeMaTHIap
KOJU je a0 3HAYajaH JOMPUHOC PAa3BOjy MaTeMaTHYKe aHAJIN3e U Au(QEepeHInjaaHe TreOMeTpuje.
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4 AKcmoMAaTCKO 3aCHUBAaIb€ IreOMeTpHuje paBHU

4.1 Axcmome aricoJiyTHe TeOMeTpHje PaBHU

Kao mro je Beh maBemeno y norsassby 3, lasua Xuabepr je y cBom aeny ,,OcHOBe
reomerpuje”, Koje je m3zmaro 1899. rommme, reomerpujy Jiorudaku yremesbuo. OH je reo-
MeTpHjy 3aCHOBAO HAa HEIPOTHUBPEYHOM, HE3aBUCHOM M MOTIIYHOM CHCTEMY aKcHOMa. 1aj
CUCTEM aKCHOMa Ce CACTOjU W3 MeT I'PYIa aKCHOMA.

[FeoMeTpujy 3acHOBaHY HA MpBe YETHPH TPyHe aKCHOMA HA3WBAMO AIMCOJYTHOM Teo-
MeTpHjoM. ¥ 3aBHCHOCTH OJ aKCHOMeE Koja ce m3abepe jia Oyje jeimHa akCuoma u3 Iere
rpyie umamo jBe reomerpuje. M36opom IliejdbepoBe akcnome 3a akcuomy 3 1ere rpyiie
3aCHUBAMO eyKJIuJIcKy reomerpujy. Mehyrum, yromnko uzabepemo akcuomy JlobaueBckor
3aCHUBAMO XUMEPOOTUIKY TeOMeTpHjy.

Cnenehu Xunbepra ancoaymmuy 2eomempujy pasHu nedUHUIIEMO Kao ypeheny
neropky (P, L,Z,B,C), rue cy:

e P npousBosban HempasaH CKYI KOjU HA3UBAMO PAGAH.
Esilemenre ckyua P nazuBamo mawke u o3nauasamo ux ca A, B,C, ...,

L ckyn onpehenux nmoackymnosa ckyna P duje eslemMenTe Ha3uBaMoO npase u O3HAYA-
BaMo ca a, b, c, .. .,

e 7 C P x L penanuja Kojy Ha3MBaMO UHUUOIEHMHO, IIPH Y€MY YBEK Y3UMaMO Ja je
(A,p) € T ako u camo ako A € p,

B C P? penammja xojy nasmpamo usmehy u

C C P? x P? penaunja kojy nazusamMo nodydapHo, 1IPH HeMy yMECTO O3HAKe
((A, B), (C, D)) € C kopuctnmo o3naky (A, B) = (C, D),

pH 4eMy BazKe aKCHOMe MHIMJEHIIMje, Pacuope/ia, HOAYIaPHOCTH U HEIPEKUIHOCTH.

[Ipe Hero mro HaBeIEMO aKCHOME TIPBE TpyIe, AePUHUTITUMO jeJaH MojaM.
3a Tpu Tauke A,B u C KaxkeMo Jia Cy KOAUHEAPHE aKO MOCTOju Oap jeHa IpaBa p
uunugeaTaa ca A, B u C, y cyIpOTHOM KazKeMO [1a Cy HEKOAUHEAPHE.

1 Axcuome unyudenuyugje
1. 3a cBaky mpaBy p mocToje HajMambe jBe pasHe Ttauke A u B wHIUIEeHTHE ca
IPaBOM .

2. 3a cBake aBe Tauke A u B mocroju HajMambe jeqHa IpaBa p Koja je HHIUIeHTHA

caAu B.

3. 3a cBake jBe pasHe rauke A um B 1ocroju HajBuile jejHa 1paBa P Koja je
unnujeHTHa ca A u B.
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4. Iloctoje Tpu mekosmueapue tauke A, B u C.

Il Axcuome pacnopeda

Axo je B(A, B,C), ouga cy A, B u C 1pu pa3He KoJUHEAPHE TAUKe.
Axo je B(A, B,C), ouna je B(C, B, A).

Axo je B(A, B,C), onga uuje B(A, C, B).

Axko cy A u B ase pasne tauke, onga nocroju rauka C' raksa na je B(A, B, C).

Lok W=

Axo cy A, B u C tpu pasne kojiuneapHe tauke, onja je uwau B(A, B,C) uiu
B(B,C,A) unu B(C, A, B).

6. (ITawosa axcuoma)
Axo cy A, B u C Tpu HeKOIMHeApHe TavKe U P NpaBa Koja HUje WHIMICHTHA, Ca
A, a ca nmpaBoM ojapehenom taukama B u C' uma TadyHO jeJHY 3ajeTHUUKY Ta-
uky P raksy jga je B(B, P,C), onja 3a npaBy p BaxKu: WK MpaBa P ca IPABOM
oxapehenom Taukama C' u A uma TadyHO jejiHY 3aje/IHUUYKY TadyKy () TakBy Ja
je B(C,Q, A) wiu upasa p ca upaBom ojpehenom taukama A u B umMa TavuHO
jenny 3ajequuuky tauky R rakBy ja je B(A, R, B).

[Ipe mero mrTo HaBegeMo akcumoMe Tpehe m 4eTBpTe TpyIme, MedWHUITAMO jOII HEKe
II0JMOBE.

Heka cy A u B ase pasue tauke. Ckyn cBux tauaka X raksux ja je B(A, X, B)
Ha3UBaMO omeopena dyotc AB. Yuujy orBopene nyxu AB u tadaka A u B HazuBamo
3ameopena dyostc AB. Ilpu Tome Tauke A u B HazuBamo kpajree mawke ny:xum AB.

Heka cy A, B, C' tpu pa3ue Tauke Heke mpase p. Ako Baxku ja je B(A,C, B) ouga
KazkeMo jia cy tauke A u B ca padnux cmpana maywke C. Vnade Kaxkemo j1a cy Tauke
A u B ca ucme cmpare mauxe C.

Heka cy A u B e pasue tauke. CKyI cBux Tadaka X TakpuX ja cy Tauke B u X ca
ucre crpane Tauke A (yripyuayjyhu tauky A) nazuBamo noaynpasa AB ca nowemuom
mauxom A. Tauky A mHazuBamMo meme moaymnpase.

Heka cy A u B aBe pa3He Tauke W p HpaBa KOja HHje WHIIMJEHTHA HU Ca TadkoM A
Hu ca raukom B. Kazkemo ja cy tauke A u B ca pa3nux cmpana npage p ako jiyK
AB wwma 3ajeHUUYKY Tadky ca npasoM p. Haue xaxkemo jga cy tauke A u B ca ucme
cmpane npase p.

Heka je p mpon3BosbHaA mpaBa 1 HeKa je A Tauka Koja HUje MHIMIEHTHA Ca IPABOM P.
Ckyu cBux radaka X TakBux Ja cy tadke A u X ca ucre crpane upase p (yripyayjyhu n
CBe TavKe MpaBe P) HA3UBAMO NOAYPABAH CA TLOHETNHOM Npasom p. IIpaBy p HazuBaMo
Ppyb 1oypaBHU.
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11l Axcuome nodydaprocmu

1.

Axo ¢y A, B,C u D rmauke takse ja je (A,B) = (C,D) u A = B, ouna je
C=D.

Ako cy A u B 6wio koje aBe rauke, ouja je (A, B) = (B, A).

Ako ¢y A,B,C,D,E u F rtauke takBe na je (A,B)=(C,D) u, y3 1o
(A,B) = (E,F), ouna je (C,D) = (E, F).

Ako cy C u C' rmauke nasejy orBopenux nay:xku AB u A'B’, takse 1a je
(A, C)= (A, C"Yun (B,C)=(B',C"),ouna jeu (A, B) = (A, B).

Axko cy A u B aBe pa3ne Tauke n C' TeMme HeKe IMOJIyIpaBe, OHIA HA TOj MOJIY-
upasoj nocroju rauka D raksa jna je (A, B) = (C, D).

Axo cy A, B u C tpu nekosuneapne tauke u A, B’ rauke py6a Heke mosypaBHu,
rakee ga je (A, B) = (A, B’), onga y T0j nmoJypaBHE NOCTOjM jeMHCTBEHA
rauka C’ Taksa ja je (A,C) = (A, C")u (B,C) = (B, C").

Axocy A, B,Cu A', B',C" ae Tpojke nekosmneapunx radaka u D n D’ tauke
nosynpasux BC u B'C’, takee na je (A,B) = (A", B'), (B,C) = (B, ("),
(C,A) = (C"A)u (B,D) = (B',D'), onna jeu (A, D) = (A, D").

1V Axcuome nenpexudnocmu

1.

(Apzumed-Eydoxcosa axcuoma)

Axo cy AB u C'D nBe mpon3Bo/bHE 3aTBOPEHE KU, OHJIA Ha ToJaynpasoj AB
nocroju Konadad Hu3 radaka Aq, Ag, ..., A, rakBux ga je B(A, Ay, As, ..., Ay),
opu 4eMy je cBaka oj 3arBopenux mayxm AA;, A1As, ..., A, 1A, nogymapua
sarBopenoj ayxu C'D un Baxu B(A, B, A,).

(Kanmoposa axcuoma)

Axo je A1By,A3Bs, ..., AyB,, ... HU3 3aTBOPEHUX JIyKH HEKE IPaBe, TAKBUX
Jla je cBaKa OJ THX 3aTBOPEHUX JIYZKH HAJCKYT cjaejgehe, OHIA MOCTOJH TadKa
X Koja mpumajia cBakoj 3aTBOPEHO] /IYZKH TOT HU3A.

4.2 Axkcmome mapaJjieJTHOCTHU

AKko akcmoMama arcoJIyTHE reoOMeTpPHje PaBHHU J0JAMO jOII jeJTHYy OJ aKCHOMa mapa-
JIGJTHOCTH, JIOOMjaMO €yKJIUJICKY WJIH XUIEePOOJIHIKY reOMeTpPHjy PaBHHU.

Vi Axcuoma napasearocmu 1

Heka cy mare mpaBa p m tauka A Koja HUje WHIMJEHTHA ca npaBom p. Taja
IOCTOjH TAYHO je/IHA MpaBa ¢ HHIUIEHTHA ca TAYKOM A U JIUCjYHKTHA ca IIpa-
BOM D.
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Vo Axcuoma napasearocmu 2

Heka cy mare mpaBa p m tauka A Koja HUje WHIMJIEHTHA ca npaBom p. Taza
noctoje 6ap JiBe mpaBe ¢y U (o UHIMJACHTHE ca TadkoM A ¥ JucjyHKTHE ca
IpPaBOM P.

Ako akcmomama arcoJIyTHe reOMeTpuje PaBHU J0JaM0 akcuomy Vi gobujamo eyraud-
cKky 2eomempujy pasru. C apyre CTpaHe akO aKCHOMaMa, AllCOJIyTHE TeOMeTPHje paBHA
nogamo akcuomy Vo nmobujamo xunepboauury 2eomempujy pasHu. KoH3MCTEHTHOCT
obe reoMeTpuje JI0Ka3yjeMo KOHCTPYKIHjoM Mojesna. lcmocrasiba ce ja cy eyKJIHICKa
reoMeTprja paBHH U XHUIEpPOOIUYKA FeOMeTpHja paBHH €KBHKOH3MCTEHTHE, OJHOCHO IIO-
sgazehu o1 eykimjicke reomerpuje paBuu Moryhe je KoHCTpyucaTu Mojiesi Xuiepbo/imdke
reomMeTpuje paBHu U 0OPATHO.

YV HacTtaBKy paja JajeMo KOHCTPYKIU]Y jeJHOT Mojiesia XUIepOoJmdKe TreoMeTpuje
paBHHE nos1azehu o1 eyKJIMICKe reoMeTpuje paBHHU.
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5 IloeHkapeoB JNCK MOJEJI XUIIEePOOJNIKE reOMeTpPHje
paBHU

Y 0BOM MOIVIABJBY OIKCYjeMO jeJlaH MO (peaan3alujy) XumepOboJndke TeOMeTpHje
paBuu. Y nuramy je Iloenxapeos duck moden. lloeHKapeoB TUCK MOJEJ I'PaIAMO
noJiazehu 01 eyK/njiCKe reoMeTpuje paBHH.

Jedunucahemo ocHoBHe 1MojMOBe U peJjialuje u joka3ahemo jja Ha 0BaKO KOHCTPyHUcCa-
HOM MOJIeJIy Barke CBe akcuome xuiepbosmyuke reomerpuje pasuu. llopes Tora, ocHoBHE
II0jMOBE U peJiallyje, Kao U IPpOBepy aKCHoMa IpuKa3ahemMo u BU3yeaHo, KopulihemeM mpo-
rpavckor nakera GeoGebra. Ilpm Tome majeMo MMHAMHYKHM U HWHTEPAKTHBHU BU3YEJTHU
MIpHUKa3.

5.1 Ilomohnu pe3ynTaTu m3 eyKJIUACKE T€eOMEeTpHje paBHU

Eykanacky pasan obesexkasahemo ca E2.

[ToernkapeoB nUCK MOJeJI ce KOHCTpyHUIne 1moasehn o1 eyKanjacKe reoMerpuje paBHHU.
IIpenmsnanje, momasehm ox kpyra vy pasmu E2. 3a xoHcTpykimjy lloemkapeoBor TucK
MOJieJla W pa3MaTparmbe XUIepOoJndKe TeOMeTpHje PaBHU HA TOM MOJIEJy HEOMXOTHO je
J100pO TO3HABATH CBOjCTBA EYKJIUJACKOI Kpyra. Ta cBojcTBa ce OjJHOCE, Mpe CBera, Ha
1ojaM TMOTEHIHje Ta9Ke U WHBeP3Huje y OJTHOCY Ha KPYT.

5.1.1 Ilorennuja Tadyke y OaHOCY HA KPYT

Teopema 5.1.1.1. Hexa cy y pasnu E? damu wpye k u npoussonna mauka P maxea da
ne npunada xpyey k. Hexa cy npase p u q maxee da cadpotce mauky P u cexy kpye k.

o Axo npasa p ceue kpye k y mauxama A u B, a npasa q y maukama C u D, onda
saorcu PA- PB = PC - PD™.

e Axo je mauxa P usean kpyea k u mauxa T dodupra mauka manzenme t u3 mauke
P na xpye k, onda sasicu PA- PB = PT?.

Jlokxas. 1lpBu meo Teopeme jokazaheMo pa3MarpameM JBa Caydaja. ¥y MNPBOM CIydajy
npernocraBuhemMo Ja je tadka Py yHyTpammocT Kpyra k, a y ApyroM Ja je y CIoJba-
IEHOCTH KpyTa k.

[IpBu cayuaj (Cauka 6): Kako cy yriosu ZAPD u ZCPB yuakpcHu, cieau jga cy
noaymapau. Takobhe, kako cy yrimosu ZPDA u ZPBC yrnosu man uctum jgykom AC,
crenu ga cy mnoaymapau. OTyaa MoKeMO 3aK/BydIuTH jga cy tpoyriosu PAD u PCB
cananu. VI3 oBe cAMYIHOCTH CJIe/ U J1a BaXKU jeHAKOCT

PA PD
PC  PB’
MTIpousson PA - PB jecre npoussox ayxuHa ayxu PA nu PB. Wcro BaKu 33 CBe IPOU3BOIE Ay ZKH
KOJU ce jaBJhajy Yy HACTABKY TEKCTA.
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OJTHOCHO

PA-PB=PC-PD.

Cnuka 6: Ciyuaj kazga je tauka Py yHyTpammocTu Kpyra k

Hpyru ciyuaj (Cnuka 7): Kako cy yrmosu ZAPD w ZCPB jeanaku, cieau na cy
noaynapau. Takobe, kako cy yrimosu ZPDA u ZPBC yrnosu nan uctum jgykom AC,
ciaeau ga cy nogyaapau. Oryga MoxKeMO 3ak/pyduru ja cy rpoyriosu PAD n PCB
cananu. VI3 oBe caM9IHOCTH CJIeu J1a BaXKW je THAKOCT

PA_PD
PC  PB’
onnocuo PA-PB = PC - PD.

Cnuka 7: Cnydaj Kajga je Tauka Py crnosbanrmocTu Kpyra k
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Hokazknmo caga u apyru jaeo Teopeme (Couka 8).

[Tocmarpajmo tpoyriose PAT w PTB. Kaxko je ZTPA = ZBPT (3ajeiHudku yrao
oBa nBa tpoyria) u LPTA = /ZPBT (£LPTA je yrao onpehen terusom T'A n TaHreHTOM
t, a ZPBT je yrao nag rerusom T'A), ciequ na je APAT ~ APTB. Oryna nobujamo
JjeTHAKOCT

PA PT
PT ~ PB’
OJTHOCHO CJIeJTH JIa je
PA-PB = PT?

Cmuka 8: Ciyuaj xkaja u3 tauke P KOHCTpyHCaHa TaHTeHTa HA KPYT k

Hedbunumuja 5.1.1.1. Hexa cy y pasnu E? damu xpyz k u mauka P. ITomenuuja
mayuxe P y odnocy na xpyz k jecme npoussod PA-PB, npu wemy cy A u B npeceune
maure kpyea k u npoussomre npase | koja cadprcu maury P. Iomenuyujy mauke P y
odnocy wa kpye k obeaescasamo ca p (P, k).

N3 Teopeme 5.1.1.1 coeam ga nmorennmja Tadke Py oaHOCy Ha Kpyr k He 3aBHCH O
u3bopa mpase [. [lpumernmo ga je morenmuja tadke Py omHOCY HAa Kpyr k y caydajy
KaJla Tauka P npunajga kpyry k jegaaka opojy 0.

Jlema 5.1.1.1. Axo cy O u Oy mauwe u ¢ dyoic y pasnu B2, onda je cxyn ceus mauaka
X pasnu E? maxeuz da je O1 X% — 0,X? = ¢? npasa nopmarna na npasy O10s.

Jloxas. Heka je C' tauka raksa jga je COy L 0105 u COy = ¢. O3naunmo ca D npecedany
tauky npase 010, u cumerpase ayxu O1C. Kako Tauka D npumaga cuMeTpan Iy K0
O,C, cremn ma je O1D = DC. Ilocmarpajmo tpoyrao O, DC'. Ha ocuoBy Ilutaropume
Teopeme Baxu Ja je DC? = Oy, D?*+0,C? = 0, D?*+¢?, omnocuo Bazxkn O D? = O, D? +¢2.
Hakne, Baxxu Oy D? — 0,D? = ¢* (Cnuxa 9).
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Cimka 9: Ckyn cBux Tavaka X raksux jaa je 01 X% — 0, X2 = 2

Koncrpyummumo nopmasty n y tadkn D Ha npaBy O10,. Hexka je X mpon3BospbHaA TauKa
Koja npunajia upasoj n. Iocmarpajmo royriaose O1 DX u O, DX . Ha ocuoBy [Turaropune
teopeme ciean ga je DX? = 01X? — 0,D? u DX? = 0,X? — 0,D?, onHOCHO BazKu
01 X?%2 — 0,D* = 0,X? — 0,D2.

Jakie, pazkn jegnakocT O1X? — 0,X? = O1D* — 0,D? = 2.

OBHUM cMO JIOKa3aJIM /1a 3a cBaKy Taduky X mpase n Baxkn jeqanakocT O X2 —0,X2% = 2.
Mozke ce ToKa3aTH 1a cBaka Tauka X 3a Kojy Baxkn jegaakocT Oy X2 —0,X? = ¢ mpunana
paBoj n. 0

Teopema 5.1.1.2. Heka cy y pasnu E? dama dsa wpyea ky (O1,11) u ko (Og,19), npu
uemy je O1 # Oq. Cryn | ceux mavara X maxsux da je p (X, k1) = p (X, k2) jecme npasa
koja je nopmaara Ha npasy O10;.

Jlokas. Tauka P npunana ckymy [ ako u camo ako Baxku p (P, k1) = p (P, ky) (Canka 10),

OJTHOCHO aKO U CaMO aKo je
PT12 - PTQZ,

npu demy cy 1) u T, nomupue tauke tanrentu u3 P wa k; m ko, Kako je, Ha ocHOBY
[Iutaropune Teopeme,

PT12 = P012 —01T12 :P012 —7”12 u ijg2 = P022 —02T22 = P022 —7’22,
cjaeaun ga TadKa P npuia/jia CKYyIly [ ako u camMo aKo je
P012—T12 :P022—T22,

OJHOCHO
P012 — P022 = 7“12 — 7"22.
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ky

Comka 10: p (P k1) = p (P, ks)

Kaxo je paszmuka 112 — 752 = const, Ha OCHOBY IpeTXO/He JeMe MOKEeMO 3aKJbyInTH
nma Tadka P mpunana mpaBoj Koja je HopMasna Ha mpaBy O10s. OIHOCHO, 1a je TparKeHn
cKyl [ yupaBo npasa Koja je nopmasna va O10s. U

Ha ocnoBy nperxojine TeopeMe MOKeMO JeUHUCATU I0jaM pauKaIHe Oce.

Hedbunaunmuja 5.1.1.2. Ckyn ceéur mauaka pasnu wuje cy nomenyuje y o0Hocy mna 06a
HeKoHueHmpuuHa kpyea ki u ko mehycobro jednare na3usamo NOMEHUUIAAHA OCA UAU
padurasra oca mux Kpy206a.

Heka cy gara jaBa HekoHIeHTpHYHA Kpyra ki u k. OapeaumMo pajuKag ny ocy THUX
KpyroBa. PasiaumkyjeMo Tpu ciaydaja:

1) Kpyroeu ki u ko ce cexy y raukama A w B. Kako cBaka oj tasaka A u B uma
HOTEHIU]y Koja je jeHaka Hyau y omHocy Ha oba kpyra (p (A, k1) =p (A, k) =0mu
p(B, k1) =p(B,ks) =0), 10 je pajukanna oca Kpyrosa k; u kg npasa AB (Ciuka
11).
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Cnmka 11: Pagmkamana oca KpyroBa KOju ce CeKy y JIBeMa TadKaMa

2) Kpyrosu k; u ko ce goaupyjy y tauku 1. Ananorto ciaydajy 1 pajgukasina oca 6uhe
npaBa Koja je 3ajeJHHYKa TaHTeHTa y Tadku Joaupa oux kpyrosa (Comka 12).

Canka 12: Pagukanna oca Kpyrona KOju ce T0IUDPY]Y

3) Kpyrosu k; u ko Hemajy 3ajelHNUKHX Tadaka. Y OBOM CJydajy DaJMKaJIHy OCY
MOZKEMO OJIPEINTH KOHCTPYKIHjoM momohuor kpyra. Hexka je [ kpyr Ttakas ga je
kinl={A B} ukynNl={C,D}. Pagukanna oca je mpaBa KOja CaJIp:Ki MPECeK
npasux AB u C'D u HopMasHa je Ha mpaBy oapeheny menrpuma kpyrosa ki u ko
(Cimka 13).

Jlame, MoxKeMo JedUHHCATH jOII HEKe MOjMOBE KOjU Cy Be3aHH 3a I0jaM IOTEHIIHje
TayKe y OJHOCY Ha KpYT.

Hedbunumuja 5.1.1.3. Ckyn ceux xpyzosa pashu E? 00 xojur ceaxa dea kpyea umajy
ucmy padukrasny ocy T HA3UBAMO NPAMEH KPY208a Uil CUCTEM KOAGKCUJAAHUT KPY-
2oea, a npasy r paduKaaHa 0Ca MO2 NPAMeHa KPY2086a.
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___________‘._...'._._________

Cimmka 13: Pajukasna oca KpyroBa KOju HeMajy 3ajeIHUYKAX TadaKa

Teopema 5.1.1.3. Hexa cy kpyeosu ky, ke u ks maxeu da ne npunadajy ucmom npameny u
da nukoja dea nucy xonuenmpuuna. Tada odzosapajyhe padurasne oce npunadajy jedHom
NPAMEHY.

Jloxas. Heka cy si2 pajJuKaaHa oca Kpyrosa ki u ks, Sz paJHKasaHa oca Kpyrosa ks u ks,
1 S13 paJauKaIHa oca Kpyroa ks um ki. Y 3aBucHOCTH 01 Mel)yCOOHOT MOJI0ZKAaja TpaBUX
S12 U So3 PA3JIMKYjeMO JIBa CJIy4daja.

[IpBu coryuaj (paBe s1a M Sg3 C€ CEKY):

[TpernocraBumMo ja je Si2 M So3 = {S}.

Kako S € sy cnemu na je p(S, k1) = p(S,ke). Takole, kako S € so3 crenn ja je
p(S, ko) = p(S,ks). Oryna je p(S, k1) = p (S, ks), onnocuo S € s13. 3ak/bydyjemo ja je
512 N S93 N S13 = {S} (C.HI/IKa 14)

813

Cnuxka 14: Ciyuaj Kaja paJuKaHe oce HeKOHIIEHTPUIHUX KPyroBa ki, ko U ks mpunaaajy
IIpaMeHy KOHKYPEeHTHUX IIPaBUX
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Hpyru ciaydaj (mpaBe Sig U Sg3 Cy HapaJiesiHe):

[TorpebHo je jgokasaru ja je u Si3 HapajiesHa ca Sip ¥ Sgz. C THM IU/bEM IIPETIIOCTA-
BHIMO JIa, HIIP. Si3 HHUje MapaJjesHa ca Se3. laja mocroju tadka S TakBa ga S € S13 M So3.
Kako S € s13 ciean na je p(S, k1) = p(S,ks). Takole, kako S € s93 cienu jga je
p(S,ka) = p(S,k3). Oryna je p(S, k1) = p (S, ks), onrocuo S € $12. lame, Kako S € s93
caenn nga S € Sip N Sg3, WTO je HeMoryhe jep cy MO HPeTHOCTABIM IIPaBe Sio U So3 Ila-
panenne. Jlakie, mpeTmocTaBKa jJa S13 HUje MapajelHa ca Sz HUje OpzKuBa. KoHadHO
MOKEMO 3aK/byYUTH J1a aKO Cy IPaBe Sz U Sp3 NapaJe/iHe, OHJIA je U IPaBa S13 HaPAJICJIHA
ca muma (Conka 15). O

1813 -

Cnmka 15: Cuyyaj KaJa paJuKaJjHe oce HEKOHIIEHTPUIHUX KpyroBa ki, ky U ks mpunamajy
mpaMeHy MapajieHaX MPABUX

Ha ocuoBy mperxojine TeopemMe MOXKEMO YBECTH jOII je/laH IMojaM, 1mojaM paJuKaaHOT
CpeauITa.

Hedbunnnuja 5.1.1.4. Tauxa y xojoj ce mpu padukasne oce mpu HEKOHUEHMPUYHA KPY2a
ceKy Hasusamo paduraaro (nomenuyujaaro) cpeduuwme.

Caenehy Teopemy HaBOAUMO 0€3 HOKa3a.
Teopema 5.1.1.4. Baowce caedeha mepherva:

a) Axo ce dsa kpyea jednoz npamena cexy y dsema mavwkama A u B, mada ce u ceaka
dsa kpyza moe npamena cexy y mavwkama A u B.

6) Axo ce dea kpyea jednoz npamena dodupyjy y mauwku T, mada ce u ceara déa kpyza
moe npamena dodupyjy y mavku 1.

8) Axo dea kpyea jednoz npamena nemajy 3ajedHunkuT masaka, mada Hukoja 064 Kpy2aa
Moz NPAMEHA HeMAfy 30jeORUMNKUL MAYAKA.
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Ha ocHOBY mpeTxo/IHO HaBeJleHe TeopeMe Y eYKJHNICKO] PABHU MOYKEeMO Pa3IuKOBATH
TPU BPCTE lpaAMeHa KPyl'oBa: eJUITUYKH, 1apaOOIUIKU U XULEePOOJIUYKHY.

Hedbunumuja 5.1.1.5. Hexa cy damu nekonuenmpuunu Kpyzo8u Y eykiudcko] pasHu
KOJu wuHe jedar npamer Kpy2086q.

o Axo ce xpy2o6u moz npamena cexy y 06eMa MAUKAMA Maj NPAMEH HAUCLMO eAUN-
muwky npamen kpyeosa (Cauka 16).

Chnuka 16: EnunTudkn nmpamMeH Kpyrosa

o Axo ce kpyeosu moz npamera 000upyjy maj npamer Ha3ueamo NapabosuNKy npa-
men kpyzosa (Cauxa 17).

Crnunka 17: [lapabomnyuku nmpaMeH Kpyrosa
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o AK0 Kpy206u Moz NPamMena Hemajy 3ajedHUNKUT Maaka maj npamen Ha3U6amo Tu-
nepbosuuku npamen kpyzosa (Cruka 18).

Q) (©

Commka 18: Xunepbondku mpaMen Kpyrosa

Harmomennmo jia meHTpu cBUX KPyroBa jeHOT IIpaMeHa IIPUIia/iajy 1paBoj HOPMAJIHO]
Ha OCy TOT' IpaMeHa.

Jlema 5.1.1.2. Hexa je y pasnu E? dam wpye k. Axo je xpye | nopmanan na xpye k, onda
uenmap xpyaa | npunada cnosawrvocmu kpyea k.

Joxas. Heka je O uenrap kpyra . Ako cy A u B upecedne rauke kpyrosa k u [, onja
nosiynpeunuiin OA u OB kpyra [ npunajajy taHrenrama Ha Kpyr k y oarosapajyhum
raukama (Cimka 19). Mehyruwm, nocientse je Hemoryhie ako Tadka O He TpHUaIa CroJba-
IIEBOCTH KpyTra k. OJ

tp

ta

Cnunka 19: ['paduuknu npukas jgeme 5.1.1.2
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Jlema 5.1.1.3. Hexa cy y pasnu E? dama dea wpyea ki u ke u nexa je P mauwa woja
npunada cnopauLbocmu kKpy206a ki u ks u padurainoj ocu kpyzosa ki u k. Tada nocmoju
jedurcmeen kpye | wuju je yenmap mavwka P u Koju je nopmanan na kpyzose ki u ko.

Jokas. Obenexkumo ca t; u ty TaurenTy u3 tadke P Ha Kpyr ki, ogHocHo ko. Heka je
{Tl} = tl N ]i’l n {TQ} = t2 N ]i]g (CJII/IKH, 20)

Canka 20: ['pacduuku npukas jgeme 5.1.1.3

Kako rmauka P npumaga pagwkaanoj ocu KpyroBa ki u ko, ciaemm ma je
p(P, k1) = p (P, ko), onsocHo yna je PTy = PT5. Taza je nosyupednux kpyra [ gy PT)
(omuocuo PT). O

Jlema 5.1.1.4. Axo je xpye | nopmanrar na kpyeose ky u ko, onda uenmap xpyea l npunada
padukanroj ocu kpyeo6a ki u ks.

Jlokas. Osnaunmo ca O uentap kpyra [. Heka je {A1, B1} = 1Nky u {Ag, Bo} = 1N ks.
Csaka ox pyxu OAy, OBy, OAy u OBy je nosnyupeunux kpyra [, na cy jegnake (Cinka
21). Hakue, oryua je p(O, k1) = p(O, k2), onnocno O upunajia pagukaitoj ocu Kpyrosa
k?l n kg. U

Teopema 5.1.1.5. Axo je kpye | Hopmaran na Kkpyzoee ki u ko, onda je xpye | nopmanan
U HG C8E KpY206€ npamena kojez odpehyjy kpyeoeu ki u ko.

/loxas. Heka je k mpom3BosbaH Kpyr IpaMeHa Kpyrosa ojpeheHor kpyroBuma ki u kso.
Ob6enexumo ca O mentap kpyra [. Ha ocuoBy seme 5.1.1.4 tauka O npumaia paIuKa/Hoj
ocu mpamena ojpehenor kpyropuma ki u ko. Oryma tauka O uma jegHake MOTEHIHjE y
OJ/IHOCY Ha CBe KPYToBe mpamMeHa KpyroBa ojapeheHor kpyroBuma ki u ko, ma u Ha KPyT
k. Cnemu na je myx onpehena taukom O u gogumpHOM TadukoMm TaHreHTe u3 O Ha Kpyr k
jeIHaKa MOJIYIIPeYHUKY Kpyra [, ma 3ak/bydyjeMo jia je Kpyr [ HopmaJaH Ha Kpyr k. [
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Cauka 21: I'padpuuku npukas jgeme 5.1.1.4

Teopema 5.1.1.6. Hexka je K nexu npamen kpyzosa u wexa cy ly u ls dsa kpyza nopmara
Ha kpyzose npamena K. Tada je cearu xpye npamena L odpehenoz ca ly u ly nopmanan
Ha ceaku kpye npamena K. Padukasna oca npamena kpyeosa K cadpotcu uenmpe Kpyzo06a
npamena L u odzosapajyhe oce cy HoOpmasHe.

Zlokas. [loka3 HemocpegHO CIeIu U3 MPeTXOTHUX JieMa. O
[IpeTxomHO HaBEIEHOM TEOPEMOM YBEJIN CMO HOBH TOjaM:

Hedbuaunnuja 5.1.1.6. Ipamerose kpyz06a koju 36006050605y NPEMIOOHY MEOPEMY HaO-
3UBAMO HOPMAAHU TIPAMEHOBU KPY2084.

Teopema 5.1.1.7. Hexa cy ki u ky dea ducjynkmma nexoHueHmpuura Kpyaa u Heka je
kpye | mopmanan na oba. Tada nocmoju jeduncmeen kpye (usu npasa) n HOPMAAGH HA
c6a MPu Kpyea.

Jokasz. Obesie:kuMo ca r1 paJuKajHy ocy Kpyrosa ki u [, a ca 7o paJIiKajHy OCy KPyroBa
]{32 nl.

Ako ce mpaBe 1 u 3 ceky, obesexkumo npecek ca R (Cruka 22). Ha ocuoBy nedunu-
nuje Tauke R oycedny TaHTeHTH U3 Tauke R Ha cBaku oj Kpyrosa ki, ko u [ cy mehycobHO
TOy/TapHe JIY2KU W CBaKa O] IbUX je jeTHaKa MOJMYIPedYHuKy Kpyra n. Llentap kpyra n je
Tauka I.
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Cauka 22: Ciayuaj Kaja ce paJuKajHe 0Ce I'| U T'y CeKy

Ako ce mpaBe 71 u ry HE CeKy, OHJA je n npasa oxpehena menrpuma kKpyrosa ki u ko
(Cauka 23).

Cauka 23: Ciaydaj Kaja cy pajdKajHe oce Ty U To JUC]YHKTHE

Bamncra, ako ca O obemezkumMo menrap kpyra ki, ca Oy menrap Kpyra ks u ca O mearap
Kpyra [, kako je r; HopmasiHo Ha 010, ry HopMasiHo Ha OO u 1| HApAJIEHO Ca T, CJIe/n
na cy O, O; u Oy KouHeapHe. O
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5.1.2 MHMusep3uja y oaHOCY HA KPYT

Hedunumnuja 5.1.2.1. Hexa je k(O,r) xpye eyraudcke pasnu E2. IIpecaruxasaroe
Yy B2\ {0} — E?\ {O} depunucano ca:

Up(X) = X' ako u camo axo X' npunada noaynpasoj OX u OX - OX' = r?,

HA3UBAMO UHBEP3Uja Y 00Hocy Ha Kpye k. Kpyz k nasusamo kpye, mauky O uenmap
u noaynpewnuk r nosynpeuwnuk uneepsuje (Cauxa 24).

Cuuka 24: X' je ciuka tauke X y MHBEP3UjH Y OZHOCY Ha Kpyr k

3arTo je J0MeH U KojoMeH oBor npecinkasamba ckyn B2\ {O}?
Axo 6u nearap O umao ¢Bojy ciuky O, Taga 6u Ha ocHOBY aedununmje 5.1.2.1 BazKuIO:

Yp(0) = O" ako n camo axo O’ npunaza nosynpasoj OO u OO0 - 00" = 2.

Mebhytuwm, kako je myxuna ayxu OO jeanaka 0, Hemoryhe je mga tauka O uma CIuKY.
Canuno, Tauka O HHUje CJAMKA HUjeIHE TadKe.

Kako koHcTpymcaTn caumKy HpoOW3BOJbHE Tauke Py WHBEP3WjU 1), y OJHOCY HA KPYT

k(O,r)?

IMpumep 5.1.2.1. Hexa mauka P npunada cnomawrvocmu xpyea k. Koncmpyucamu
cauky mayre Py uneepsuju y odnocy ma kpye k.

Pewerve. Heka je T moaumpHa Tayka TaHreHTe KOHCTpyHCaHe u3 Tauke P Ha kpyr k u P’
noaHOXKje HopMase u3 Tauke T ua npaoj OP (Cnuka 25). Tauka P’ je ciuka rauke P
y unsepsuju y oauocy na kpyr k. Kako je ZTOP = ZP'OT uw ZPTO = Z/TP'O = 7,
cienn ga je AOTP ~ AOP'T. Jaxkne, ciean na je

or _or
opr  OT’

oxuocHO, Baxku OP - OP' = OT? = r2. A
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Ciuka 25: Tauka P’ je cuka Tauke Py WHBep3Wju y OJHOCY HA KpyT k

Teopema 5.1.2.1. Hneepsuja je bujexmueHo npeciurasarve.

Jokas. Heka je Y € E? \ {O} npousso/bna tauka. Ha nmomynpasoj OY mocroju jejun-
2

creena Tauka X, X € E?\ {O} rakpa na je OX = OT_Y’ tj. OX -0Y = r%. Kaxo

HoCIe/1tba jeJIHAKOCT 3Haun aa je Y = ¢y (X), ciequ na je ¢y ,,HA” upeciukapame. C
apyre crpane, ako je Uy (X1) = ¢y (X)) =Y onma je OX, - OY = OX, - OY = r?, oano-
2

r
cao, OX; = 0X, = ov Kaxko wa ocuoBy nedununuje uasepsuje u X; u Xo Ipunajaajy

npasoj OY cnemn ma je X1 = Xy, Omnocno, v je ,,1 — 1”7 mpecimkaBame. O

Y npumepy 5.1.2.1 ¢cM0 BUIe/IM KAKO MOYXKEMO KOHCTPYHUCATHU CJIUKY Tauke Py unsep-
suju y oauocy Ha kpyr k(O,r), ako Tauka P npunaja cro/baltHocTu Kpyra k.

Creneha Teopema HaM Ka3yje KaKO MOXKEMO KOHCTPYHUCATH CJIUKY Tadke I’ y mHBep-
suju y oxnocy Ha kpyr k(O,r), ako tauka P npunaja yHyTpammocTu Kpyra k.

Teopema 5.1.2.2. Hnsepsuja je un80AYUU]G.

Jlokas. Heka je ¢¥,(X) = X'. Taga je X’ tauka nonynpase OX taksa na Baxu ciejelia

jennaxocr: OX - OX' = r?2. Mehyrum, onga je u X rtauka noaynpase OX’' taxsa Ja
paxu jeanaxoct: OX' - OX = r? na je ¥ (X') = X, 0HOCHO MOYXKEMO 3aK/bYIUTH 14
je 1%, (X) = X, 1j. unBepsuja 1, je HHBOIYLIH]A. O

Cana, na ocHoBy Teopeme 5.1.2.2, MozKeMO 3aK/bYYUTH JIa je KOHCTPYKIINja CJIUKE TaTKe
P, Tauke Koja npuiaa yHy TpainmbocTu Kpyra k, y unsepsuju 1y y ognocy ua kpyr k(O, )
OOpHYT MPOIEC 0J1 KOHCTPYKIHje CANKe Tadke P, Koja mpunaja Croo/ballHOCTH Kpyra k,
IPU MCTOM [PECTUKABaIbYy, Tj. Y HHBEP3Uju ¥y y oanocy Ha Kpyr k(O,r).

Teopema 5.1.2.3. Unsepsuja y odnocy na kpyz k(O,r) npecaurasa yrnympawroy obaacm
moe kpyaa 6e3 yenmpa O y cnovauwtby obaacm; u 06pamHo, cnoLAUILA 00AGCM CE MOM
UHBEPUJOM MPECAUKABA Y YHYyMPawy obaacm 6es uenmpa O.
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/loxas. Heka je X mpon3BosbHA TauKa y YHYTPAIIHOCTH KPYra HHBEP3HUje, PA3JTHIATA O]
nenrpa unsepsuje O. Heka je X' wena ciuka y 10j unsepsuju, 1j. p(X) = X'. Tana
paxku OX - OX’ = r?. Kako tauka X npumajia yHyTPaIIIOCTH Kpyra k caeim aa je
OX < r. Oryzna nobujamo ga je OX' > r, oqnocHo 3ak/bydyjemo ja tadka X' npumana
crospamrmocta Kpyra k (Ciaunka 26).

EN

Cnuka 26: Ako je X y yuyTpamimoj oosactu X' je y cnosbalimbocT Kpyra k

AHnaJjiorao gokasyjemo apyru jeo TBphema.

Hexka je X nmpom3sBo/bHA Tauka y CIO/BAINIOCTH KPyra MHBEp3uje u Heka je X' mena
cauKa y Toj uusepsuju, Tj. U (X) = X', Taga paxu OX - OX' = r?,

MebhyTum, kako je X y cnospammmoctn Kpyra k, caean ga je OX > r. Oryma mobujamo
na je OX' < r, ognocuo tauka X' je y yHyTpammocTu kKpyra unsepsuje. (Cauka 27) O

Cumka 27: Ako je X y cnomammoj obsactu X' je y yHyTpauimoj odbsactu Kpyra k

[IIta MokeMO 3aK/by9UTH HA OCHOBY HaBejene Teopeme 5.1.2.37

HOB JIaIN] . = r* MOKeM KJbY YATH IITO je TadyK JTHZK.
Ha ocuo enamuje OX - OX' = r? MoxkeMo 3a a mTo je Tauka X 0 a
nentpy unsepsuje O, To je mena cauka X' cBe gasmpa. Jdakie, moxkemo pelin ako ce Tauka
X ,upubmmzkasa” menrpy O, mena cauka X' he ce ,,yramasarn kKa Oeckonadnoctn”.
Taxobe, ako je Tauka X ,,06u3y” kpyra k m meHa cianka he 6urtn ,,0;u3y” Kpyra, camo
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ca Ierope JIpyre cTpaHe.
Kako To Mmozkemo jorr 3anucaru?

Axo ce Tauke A nu B uHBep3ujoM y 0JHOCY Ha KpyT k IpecankaBajy peaom y Tauke A’
u B’ u ako Baxu pacnopen B(O, A, B), ouna Baxu pacnopen B(O, B’ A').

Hapejna Teopema Ham roBopu miTa je CJIuKa HEKe TadKe Koja IPHUIala KPyry k y uH-
BE3UjH Y OJTHOCY HA Taj KPYT.

Teopema 5.1.2.4. Cse unsapujanmme mavke uneep3uje cy Ha KpY2y me UHeep3uje.

Jloxas. Tauka X je maBapmjanTHa ako n caMo ako Baxn OX - OX = r2.
13 ose jeanakocru jpobujamo ga je gayzxuba jayxku OX jegHaka JyzKHHU IOJIYIIPEYHUKA

Kpyra WHBep3Hje, [a MOXKEeMO 3aKJbyIuTH Ja Tadka X npunajaa kpyry uasepsuje (Cinka
28). U

=X’

Cnuka 28: Tauka X je mHBapujaHTHA Yy MHBEP3HjU y OJHOCY HA KPyr k aKO U caMO aKo
IpUIaIa Kpyry k

Teopema 5.1.2.5. Heka je X' = 1y (X). IIpasa X X' je nopmanana na xpye k.

Jlokas. Kaxo npasa X X' caap:ku nenrap musepsuje, ciaeam ga npasa X X' cede Kpyr
nngepsuje. Obenexumo ca A npeceuny tauky npase X X' u xpyra k. Ilo medununmjn
npasa X X' je HOpMaJiHA Ha Kpyr k ako je HOpMaJiHa Ha TAaHTEeHTy Kpyra k y Tadukm A
(oGestexkumo TanrenTy Kpyra k y Tauku A ca t,). Kako npaBa X X' caapKu moaynpevanuK
OA kpyra k u kaxo je nonyupeanuk OA nopmasian ua t4 ciaejau tBpheme reopeme (Coinka
29).

OJ

Jlema 5.1.2.1. Hexa cy O, A u B mpu nexosuneapre mauke u Uy unsepsuja y o0Hocy
na kpye k(O,r). Axo cy A" u B’ cauxe mavarxa A u B y moj uneepsuju, mada je

ANOAB ~ NOB'A" (Cauka 30).

31



ta

Cuomka 29: IIpasa X X' je nopmasna Ha kpyr k

Jlokxas. Kako Bakm
1/Jk : A,B — A,,B/,
TO je

OA-OA'=0B-0B =r°.

Cuauka 30: Cramunoct tpoyrinosa ANOAB ~ ANOB'A’

Ha ocnoBy Tora je
OA OB

OB ~ OA"

Mozkemo 3ak/byunTn ja 36or jeanakoctn ZAOB = ZB'OA’ Baxu na je

AOAB ~ ANOB'A’.
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O

Teopema 5.1.2.6. Hexa je dama uneepsuja ¥y y odnocy wa xpye k(O,r) u nexa je p
npasa koja cadpocu yenmap unsepauje O. Cauka npase p 6e3 mauke O buhe npasa p be3
mauke O.

Jlokas. Heka je X € p\{O} npoussosbra rauka. Taga X' = 1y (X) npunaga moaynpasoj
OX. Kako je momynpasa OX mogckyn npase p ciaequ jga je X' € p\ {O} (Cnuka 31).
Takobe, ako je Y € p\{O} npoussospna onga nocroju X € p\{O} raksa naje Y = ¢, (X).

0

®Q

p\ {0}

Crnnka 31: Cnuka mpaBe p Koja caJpKu IeHTap WHBEpP3Uje Y UHBEP3Uju Vg

Teopema 5.1.2.7. Heka je dama uneepsuja vy y odnocy na xpye k(O,r) u nexa je p
npasa koja we cadpacu yenmap uneepsuje O. Cauka npase p buhe xkpye m, koju cadporcu
mauky O, aru 6e3 mauke O.

Jlokas. Heka je P nognoxkje nopmase u3 trauke O ua npasoj p (Cauka 32). Kako O ¢ p,
To je P # O, ma tauka P uma cBOjy cauky y unBep3uju 1. O3naunmo ca P’ = ¢ (P).
Heka je X upousBosbHa Tauka 1pase p pasauunta oj tauke P u neka je X' = ¢, (X). Ha

ocrnoBy Jeme 5.1.2.1 3namo jga je AOPX ~ AOX'P', na je ZOX'P' = ZOPX = g 13

OBOTa MOKEMO 3aKJbyUUTH Ja Tauka X' mpumaga Kpyry Ham npedaukom OP’. O3maummo
taj kpyr ca m. Kaxko je X' # O, cnequ na je X' € m \ {O}.
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0 /P P

Cnuka 32: Cnuka mpaBe p KOja He CaJpzKu IeHTap WHBEP3HUje Y HHBEP3Uju Yy

OG6pHYTHM MOCTYIIKOM JIOKa3yjeMo Ja je cBaka Tadka ckyna m\ {O} cinka Heke Taduke
mpaBse p, Tako Ja 3aucra Baxku Ja je Yi(p) = m\ {O}. O

Teopema 5.1.2.8. Hexka je dama uneepauja 1y y odnocy na kpye k(O,r) u nexa je | kpye
koju cadpocu yenmap unsepsuje O. Caura wpyea | 6es mauke O b6uhe npasa q xoja He
cadpotcu, mauky O.

/lokas. Kako je uuBep3uja v; UHBOJIYIIHjA, CJIEJIN Ja je 0Baj CIy4daj JUPEKTHA HOCIe U
teopeme 5.1.2.7 (Cnuka 33). O

Cmuka 33: Cauka xpyra | koju canp:ku menrtap naBepsuje O y nHBep3uju 1y

Teopema 5.1.2.9. Heka je dama unsepsuja ¢y y odnocy na kpye k(O,r) u nexa je l
Kpye Koju we cadpocu yenmap unsepsuje O. Cauka xpyea | 6uhe kpye I xoju ne cadpoicu
maury O.
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Jlokxas. Heka cy A u B Tauke Koje j00HjaMO y IpeceKky mpaBe Koja caap:xku Tadky O u
nenrap kpyra [ ca kpyrom [ (Cnuka 34). TIpernocraBumo ga sazxu pacnopen B(O, A, B).
Heka je A" = Yp(A), B' = ¥x(B) u X npoussosbna tauka kpyra [ (X # A,B). Ha

Cnuka 34: Cnuka Kpyra [ Koju He caJp:Ku nenrap napep3uje O y HHBEP3UjU Yy

ocuoBy Jeme 5.1.2.1 Baxu ga je AOAX ~ NOX'A" u AOBX ~ ANOX'B'. Tana je
Z0X'A'=/0AX uw ZOX'B' = ZOBX. Kako je

/AX'B'=/0X'A' - Z0X'B' = Z/OAX — /OBX = /AXB = g,

caean aa rauka X' npunaga kpyry nau upeunukom A'B

OOpHYTHM HOCTYNKOM JOKAa3yjeMO M JIa je CBaKa TadKa, TOT KPyra CJAUKa HeKe TadKe
Kpyra [.

Amnasiorro tBpheme jo0Kasyjemo y ciaydajy kaua je B(A, O, B). O

IMpumep 5.1.2.2. Hexa cy y pasnu E* damu xpye k u mauxa A maxsa da je A & k. Axo
je A" caura mauxe A npu uneepsuju y odnocy na kpye k u l kpye xoju cadporcu mavke A
u A, onda je | nopmanran na xpye k.

Pewewe. Heka cy O n r nenrap, oAHOCHO nosynpednnk kpyra k. Kako je A’ cimka Tauke
A npu mnBepsnju y onnocy Ha Kpyr k, crenn na je OA - OA' = r?. Heka je T noampna
Tauka Tanrente us tauke O Ha Kpyr [. Baxu ga je p(O,l) = OA-OA" = OT?. Cnean
ga je r = OT, ognocHo Tauka T’ upunajga Kpyry k u moJiynpedHuis Kpyrosa k u l, Koju
cajpxke Tadky 1', cy mehycobHO HOpMaJIHMU. A

IIpumep 5.1.2.3. Hexa cy y pasnu E? damu kpye k u dse pasne maure A u B. Odpedumu
kpye (uau npasy) | xoju cadpostcu mauke A u B u nopmasran je na xpye k.

Pewerve. Obesiexkumo ca O nenrap kpyra k.
[IpBu coryuaj (tauke A, B u O cy kojauHeapHe):
Hexka je [ mpaBa oapehena taukama A, B u O. TlpaBa [ je HopmasiHa Ha KpyT k.
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Hpyru ciay4uaj (tauke A, B u O cy HeKoJnHeapHe):

[TpBu noxcayuaj (rauke A u B upunagajy kpyry k): Heka cy t4 u tp tanredare Ha kpyr
k 'y tauku A, ogHOCHO B u Heka je S npecedHa Tadka TaHreHTH ta u tg. Kpyr [ uuju je
nenrap rauka S, a nojaynpednuk SA(= SB) je HopmajaH Ha Kpyr k.

Hpyru noxcaydaj (6ap jeana on tauka A u B He npumaza kpyry k): Be3 ymamema
OIIITOCTH MPETIOCTABUMO Ja Tauka A me mpunana kpyry k. Heka je A’ cimka tauke A
npu WHBep3uju y oxuocy Ha Kpyr k. Kpyr [ koju cagpxu tauke A, A" u B je HopMmaaan
Ha Kpyr k. A

IIpumep 5.1.2.4. Hexa cy y pasnu E? damu kpyzosu ki u ke, xoju nemajy 3ajedrnuvkus
mauara u mavwka A koja we npunada numu jednom 0d wux. Odpedumu kpyz (uiu npasy)
I xoju cadporcu mauxy A u Hopmanar je na dame Kpy2o6e.

Pewere. Heka je O; nienrap kpyra k; u O miearap kpyra ko. Pasiaukyjemo gBa ciydaja.
[TpBu caayuaj (tauke A, O1 u O cy KonHEApHE):
Hexka je mpasa [ onpehena Taukama A, O1 u Os. llpaBa [ cagpxu tauky A u HOpMasHa
je Ha Kpyrose ki u ks.
Hpyru cayuaj (tauke A, O u Oz cy HeKoTMHEApHe):
Heka je Ay cimka Tauke A npu uHBEp3Uju y OJHOCY Ha Kpyr ki u Heka je Ao cimka Tauke
A npu uaBep3uju y ogHOCY Ha Kpyr ko. Kpyr [ Koju caapxu tauke A, Ay u Ay HOpMaiaH
je Ha Kpyrose ki u ko. A

Teopema 5.1.2.10. Hexka cy y ynympawrwocmu kpyea k dame mpu pasne mauke A, B
u C. Kpos ceake dse 00 damur mavarxa MOHCEMO KOHCMPYUCAMU MPU KPY2a KOJu CY
HOPMAAHY Ha damu kpye k. Onaj ayk wemepmoz kpyaa xoju je nopmanrar wa k, npunada
ynympawrwocmu kpyea k, u xoju ceue jedan 0d ynympawnur sykosa AB, BC uau C'A,
ceue jedar u camo jedar 00 MuUL AYKOBA, GKO “eMEPMuU Kpye He cadpacu Hu jedny 0o
damuz mauaxa A, B u C' (Cauka 35).

Cnuka 35: I'paduuku npukas3 Teopeme 5.1.2.10
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5.2 Ilomohnu pe3ynaTaTtu m3 KOMILJIEKCHE aHAJIN3€

[To3uaro je jga eykjamjucKy pasan K2 MoxKeMO mieHTH(MDUKOBATH Ca CKYIIOM KOMILIEK-
cunx opojesa C. Tlpm Tome, cBakoj Tauku eyKJIUJICKE PABHU OAroBapa TAYHO jeJaH KOM-
mJieKcan O0poj u obpaTtno. EyK/IWACKY paBaH y KOjoj CMO TadyKaMa IMPUIPYKUJIA KOMILIEe-
KCHe OpojeBe Ha3MBAMO KOMNAEKCHA pasaH. CBaKy reoMeTpujcKy (UTrypy eyKIHICKe
paBHU, TaJa, BUAUMO Ka0 MOJCKYT CKyla KOMILTEKCHUX OpojeBa.

Paju kouncrpyknuje [loenkapeoBor juck mojiejia HOTpeOHU Cy HaM, IIpe CBera, lpaBe
u kpyrosu. CrTora pa3MOTPUMO KaKO U3TJIEajy je/IHAYWHE TPaBe U KPyra y KOMILIEKCHO]
paBHH.

CBaky mpaBy MOKEMO BHJIETH KaO CKYIl CBUX KOMILJIEKCHUX OpojeBa

z=z+i-y (z,y€R)

TaKBUX JIa je
ar + by +c=0,

npu demy cy a,b,c € R u 6ap jeman ox OpojeBa a u b pazauunr ox HyJae. Jlakie, Kako je
x =Re(z) u y =Im(z) jennaunny npase Mmoxkemo0 3anucaru Ha caeaehu Haunu:

aRe(z)+blm(z) +c=0.

. . z+z zZ—Z . -
Hasbe, yaumajyhu y 063up na je Re(z) = 5 o Im (2) = 5 nobujaMo 1a je jemHa-
YHHA IpaBe

]

z2+7Zz Z—7Z
b =0
a 5 + % +c ,

OJIHOCHO, HAaKOH cpehuBama 1001jaMo

a—bi +a—|—bz’_
z Z
2 2

a+ bi a—bi

Heka je A =

npasy nocroje A € C u ¢ € R Taksu ja je npasa ckynu csux tadaka z € C 3a Koje BaxKu

(cammM ToM je A = ). OTyna 3aK/bydyjeMo Jia 3a CBaKky

Az+AZ+c=0. (1)

[Tpumerunmo ja je A # 0, jep je 6ap jegan oj 6pojeBa a u b pazimaur o HyJIe.
Mozke ce nokasaru ja Baxu u obparto, 1j. ako cy A € C\ {0} u ¢ € R onpga je ckyn
ceux Tadaka 2 € C 3a xoje Bawu Az + AZ + ¢ = 0 npasa.
Kpyr ca nearpom 2y € C nmoynpednnka r > 0 MOzKeMO BHIETH KaO CKYI CBUX Tadaka
z € C rakBux ja je
|z — 20| =1 (2)

KsaapupameM jeqnaqune (2) mo6ujamo

|Z - ZU|2 = T27
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OJIHOCHO, HaKOH cpehuBama 1001jaMo
27— 2% — 202 + 205 — 2 = 0.
MHuoxemem nocieme jeanakoctu ca B, B € R\ {0} mo6ujamo
Bzz — Bzyz — Bzyz + B[zOIQ — Br? =0.

Heka je C = —Bzyu D = B|ZO\2 — Br? (camum tum je C = —BZ%).
Kaxo je D = Blz|> — Br?, 10 je

C2
2_Blal'’-D 5 -D |0 -BD

B B B?

MebyTum, kaxo je 72 > 0 caean aa je |C]> — BD > 0. Oxnocro, 3a cBakn Kpyr m0CTOje
BeR\{0},CeCuDEeR,|C|”—BD >0 raksu 1a je Taj Kpyr CKyI CBUX Tauaka
z € C 3a koje BaxKn

Bzz+Cz+Cz+ D =0. (3)

Mozxke ce mokazaTu ja Baxku u obpatHo, Tj. ako je B € R\ {0}, C € Cu D € R,
|C]> = BD > 0 oupa je ckyn csux tadaxa z € C 3a koje Baxu B2z +Cz+Cz+ D =0
KPYyT.

Ha ocnoBy nmpeTxo/iHOT 3aK/by4yjeMO Ja U TPaBy ¥ KPYT Y KOMILIEKCHO] PABHU MOYKEMO
3a/IaTH jeJHAYMHOM HCTOT O0JINKA, OJHOCHO jeTHATHHOM

Ez+Fz+ Fz+G =0, (4)

upu yemy cy E,G € R, ' € C u Baxu |F|2—EG > (. Ilpu Tome, ako je I = 0 jegnaunna
(4) mpeacrabiba jeHauMHY TpaBe, a ako je £ # 0 jeanadnna (4) mpeacrapiba jefHadMHY
Kpyra.

Kaxko ce Kpyr u paBa MpeJICTaB/bajy jeTHAYNHOM UCTOT 00JIMKa (4) MOrOIHO je Ha3BATH
UX UCTHM UMEHOM — yonwmeHu Kpye (nerasbHuje Bujeru y [5]).

[Tpe HEro MTO OJPEUMO YCJI0B HOPMAJIHOCTH POU3BOJHHOI YOIIIITEHOT KPYTa

{€C:E2Z+Fz+Fz+G=0,E,GeR,FeC,|F| - EG >0}
u kpyra {z € C: 2Z = 1}, naBeaumo jBa nmomohua TBphema:

JIema 5.2.0.2. Axo cy dsa xpyea ki (O1,71) u ko (O2,12) mehycobro nopmannu, onda je
0102 >Tr U 0102 > 1.

Jlokas. Heka cy A u B npecedne tauke kpyrosa ki u ko (Cinka 36).

Kako cy k; u ko mehycobno mopmamam kpyrosu ciemu ga je O1A 1L O.A, xao u
OB 1 O3B. Oryzna cy npaBe Oy A u Oy B Tanrenre Ha Kpyr ky y Tauku A, omaocHo B.
Kako npecek jiBe pazjiudure TaHI€HTE HA KPYT HPUIAJA CHOJBALNIBOCTH Kpyra ki cjiejan
na je Oy y crnospanimoctu Kpyra k. Omaocno, 0102 > r1. AHaJorHo ce goka3yje maa je
0102 > To. ]
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Cimika 36: Mehycobuo nopmastau Kpyrosu ki u ko

JIema 5.2.0.3. Kpye ca yenmpom pe’ (p > 1) u noaynpeuwnukom r u Kpyz ca G4eHMPom
0 u noaynpeunurom 1 cy nopmasru axo u camo axo je r =/ p> — 1.

/loxasz. Heka je
ki={z€C:|z| =1}

ky={2z€C:|z—pe? =r}.

[enTap kpyra k; obenexkumo ca O, a mearap kpyra ko ca C.

[IpermocTaBuMoO TmpBO 1a cy KpyroBu ki u ke HOpManuu. Kako cy kpyroBu ki u ks
HopMaJinu onu ce ceky. Obesexxumo ca A u B unpeceune tauke. Takolje, u3 yciosa
HOpMaJIHOCTH KpyroBa ki u ko, ciean na je yrao ZC AO npas, na Ha ocHoBy [luraropune
TeopeMe MOKeMO 3aK/byunTu ja je p? = r>+12. Oryna, ciremu ga je r = /p? — 1 (Cnuka
37).

|z — pe’| =1

Cmmxa 37: Mehyco6no nopmaman Kpyrosu |z| = 1 u |z — pe®| =7
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[IperniocrasuMo caza ga je r = v/p? — 1, (p > 1). a Gucmo nokazau ga ¢y KpyroBu
k1 u ko HOpMaJIHU JOKAXKUMO IIPBO Ja ce Kpyrosu ky u ky cexy.

Heka je x pacrojame tauke O ox kpyra ky. Kpyrosu ki u ky ce ceky ako u camo axo
je x < 1. Ilpumernmo ga je v = p — /p? — 1 (Conka 38). /lakje, KpyroBu ce ceky ako u

o
Cmuka 38: Vcmurnsame 1a am ce Kpyrosu |z| = 1 u |z — pe®| = r cexy

caMo ako je
p—vVpP—1<L (5)

Ncnurajmo 3a Koje p Bakm Hejemnakoct (5). Y ToMm mmsby permmmo uejeanadnny (5).
O6nact gedunncanocru fgare Hejegnadmue je ckyn D = (—oo,—1] U [1,+00). [ara
HejeIHaYNHA je eKBUBaJEHTHA JIUCjYHKIUJU CUCTeMa HejeTHAUInHA

(P=1>p"=2p+1up—1>0) wm (p>’-1>0up—-1<0). (6)
Hakon cpeljuBama cucrem (6) je eKBUBAJIEHTAH CHCTEMY
(p>lup>1)nwm (p<—1lmwmp>1)np<l). (7)

Ckymn pemema cucrema (7) je (—oo, —1] U (1, +00). Kako je p Moy KOMILTIEKCHOT Gpoja,
caean ga je p—+/p?> —1 < 1 ako u camo ako je p > 1.

Konauno, Baxku ;a je x < 1 3a cBe J0mycTBE BPEIHOCTH P, OJJHOCHO KPYTroBu ki u ko
ce CeKxy.

Ob6enexkumo ca A u B npecedne Tauke Kpyrosa ki u ke u mocmarpajmo Tpoyrao OAC.
[To3nare cy HaMm ayzKuHe CBHX cTpaHmna maror tpoyria m 1o je OA = 1, AC =rn
CO = p. Meljyrum, kaxo je r = /p? — 1, ognocuo 2 + 12 = p?, ma ocuoBy obGpara
[Turaropune Teopeme ciaenu ja je rpoyrao OAC npasoyrim, 1j. aa je yrao ZOAC upas.
OBuM cMO J0Ka3aIm Ja cy Kpyrobu ki u ko meljyco6uo vopmasnn (Cinka 39). 0J
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Cruka 39: Kpyrosu |z| = 1 u |z — pe| = r ce cexy y Taukama A u B

Jlema 5.2.0.4. Hexa cy E € R\ {0}, G € R u F € C maxsu da je |F|> — EG > 0.
Henmap 2o u noaynpewnur v kpyea {2z € C : B2z + Fz + Fz + G = 0} cy damu ca
F , |FP-EG
20 = —E ur = —E2 .
Zloxas. Baxn
Ezz+Fz4+Fz4+G=0

aKO U CaMO aKO

F_F G
E<ZZ+EQ+EZ+E> :O
aKO U CaMO aKO _
—+F—+F +G—o
4 EZ EZ E =
aKO U CaMO aKO o
+F —+F +G |F|2—0
FTE)CGCTE)TET B T
aKO U CaMO aKO 9
L F _|F?-GE
TE T B

Teopema 5.2.0.11. Yonwmenu kpye
ky={2€C:EzZ+Fz+F2+G=0,E,GeR,FeC,|F|—EG >0}

je Hopmasar Ha Kpye
ko ={2€C:2z2—-1=0}

axo u camo axo je E = G.
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/lokxas. PaznukoBahemo ciaydajeBe, kaga je £/ = 0 u kaga je E # 0.

Y npsom cayuajy (F = 0) yonmrenu kpyr k; je npasa. Ilpasa je HOpMaIHA HA KPyT
aKO M CaMO aKO CaJPzKW IEHTap Kpyra. ¥y OBOM CJyd4ajy mnpasa ki je HOpMajiHa HA KPyT
ks ako n caMo ako caapxku Tadky 0, Tj. ako u camo ako je F -0+ F -0+ G = 0. Aumn
kaxo je 0 =0, ciequ ga je -0+ F -0+ G = 0 axo u camo axo je G = 0.

Y apyrom ciayuajy (E # 0) yonmrrenu kpyr k; je kpyr. Haljumo npso nenrap u mosy-
npedHuk Kpyra k. AKo ca zy 06e1eKuMO MeHTap TOT Kpyra, a ¢ca 7 MOJYNPeIHIK KPyTa
k1 Ha ocHoBy Jieme 5.2.0.4 mobujamo 1a je

F
20 — ——

E
|F|” — EG

2
CaMO aKO BazKH

nrl = . Jlamwe, Ha ocHOBY Jeme 5.2.0.3 KpyroBu ki u ky Cy HOpMAJHH aKO U

=4/ |Zo|2 -1,

r? = ]zo|2 -1,

OJHOCHO, aKO U CaMO aKO BazKH

Tj.
[FI'~EG _|F’
Pz R R
Tj.
PP - EG = |F[ - EZ,
Tj.
-G =-F,
Tj.
E=G
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5.3 KoHCcTpyKnmja Moaesaa

Kako Oucmo pasimkoBajiu reomerpujcke objekre u pejialuje XuinepooJmdke reomMe-
TpUje PaBHU U EYKJUJICKE T'eOMeTpHuje PaBHH, T€OMETPUjCKUM O0jeKTHUMa W peJiallijamMa
XumepboInIKe TeOMeTpurje paBHH doajeMo npedukc ,,h—". Tako hemo y xumepboIndIKoj
reoMeTpHju PaBHU TavKe U IIpaBe Ha3uBaTH h—Tadke U h—IIpaBe, a peJaluje HHIHIEHTHO,
u3Mely u nmoaymapuo HazuBahemo h—uHIugaeHTHO, h—u3Mehy u h—mnoayaapHo.

Xunepboauura pasan (ckyn P) Guhe yHyTpamsocT HPOU3BOJBHOI €yKJIHJICKOD
kpyra k nosynpeanuka 1. [Ipu Tome kpyr k nazuBamo ancoayma (Ciuxka 40).

arcoJryra

\ Xuiepoosimaka

Cnuxka 40: Anconyra u xunepOonIKa paBaH

Jlakne, mog h—mawkom 1oapa3yMeBaMoO ITPOU3BOHHY TAUKY KOja IPHUIALa YHYTpa-
mmwoctu Kpyra k (Comka 41). CBaku npecek Kpyra Wi paBe y eyKJHUJICKOM CMUCILY,
KOja je HOpMaJiHa Ha AlCOJYTy, ca XUIepOoJnYKoM paBHu Haszusamo h—npaea (Ciuka
41). Tauke mpeceka Kpyra WJIH IIpaBe y eyKJIHJCKOM CMHUCIY, KOja je HOpMAaJHA Ha all-
COJIYTY W allCOJIyTe Ha3uBaMO Kpajesu ojarosapajyhe h—mnpase. Tume cmo jnedunucain

eneMenTe ckyma L.

Cuuka 41: h—rauke A, B,C' u h—upase p,q,r
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Nmajyhm y Buay unmeHHIy ja €yKIUJICKY pPaBaH WIEHTUMUKYjeMO ca CKYIOM KOM-
wiekcuux Opojesa C, Ha OCHOBY HPETXOAHOI XHIIEPOOJMYKY paBaH HAeHTHMUKYjEeMO ca
ckynom D, D={zeC:|z|] <1}. Auconyry wuaenrudukyjemo ca ckymom T,
T={z€C:|z|=1}={2€C:2z—1=0}.

Jlaxe, h—tauke maeHTUUKYjeMO ca ejleMeHTHMAa CKyma [, Tj. ca KOMILIEKCHIM
OpojeBEMa MOJyJIa CTPOTO Mamer ofx 1. Y jdeay 5.2 MOKa3aaW CMO Ja je YOIIITeHH KPYT
wopMmasnan Ha kpyr {z € C : 2Z — 1 = 0} ako u camMo ako je WeHa jeJHAYMHA ODJIUKA
Ezz+Fz+Fz+E =0, npu uemy je E € R, F € C u saxu |F|* > E2. Oryza je caka
h—mupaBa npecek ckymoBa

{€C:Ezz+Fz+F2z+E=0,EcR,FeC}

{ze€C:|z| < 1}.

[IpencraBbame h—rTadaka n h—mpaBux Ha OBaKaB HAYUH MOTOIHO je PaJIu JIAKIIe pe-
ajmm3aluje BusyesHor nupukasa [loenkapeoBor jauck Mojelia.

Ba h—rauky A kaxkemo ja je h—unyudenmma ca h—upasom p ako A € p.

[Ipe Hero mro medunumemo penamnuje h—u3mely m h—moayapHO HEONXOIHO je 1a
yBEJIEMO HEKe MOjMOBE U JOKAXKEeMO HeKe TeopeMe.

CBaku JIyK Kpyra KOju je HOPMaJIaH Ha alCoJyTy kK W KOju mpunajga XumnepooIndIKoj
pPaBHU WM CBaKy /YK KOja MPUIAJIA jeTHOM O] TPEIHUKA AlCoJIyTe HA3uBaMoO h— dyotc
(Cinka 42).

Cuamka 42: h—nyxu ABu CD

h—noaynpasa je cBaku Takas JyK (OJHOCHO Jy2K) UHja je/HA Kpajibha TauKa MpUIaia
arncoJyTH, a Apyra xunepbosmukoj pasuu. OHy Tadky h—Io/iynpase Koja [MPUIaIa alnco-

JIyTU HA3UBAMO KPGJ, & TAYKy KOja MpHUIaJa XHIEPOOJHIKO] pABHU meme h—ruosynpase
(Couka 43).
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Kpaj h — nosynipase u

_— Kpaj
h — noanynpase q

h — nonyupase p

B C
Kpaj h — nosynipase s

Ciuka 43: h—mnosynpase p, ¢, w u S

Csaka h—mpaBa pasJiazke XuIepOoInIKy paBaH Ha JiBe 001aCTH KOje Ha3uBaMo h—mno-
aypasru. Ony h—npaBy, Koja pa3zjazke XuIepOOJHYKY PaBaH Ha JABe h—I0/ypaBHH
HaszuBamo py6 te h—mnoaypasun (Cimka 44).

HApyra h — mosnypaBan

y06 oBe aBe h — mosypaBHU

JemHua
h — nosiypaBau

Cnuka 44: JIBe h—nosypaBHU U HUXOB pyO

JIBe h—moJiynipaBe Koje uMajy 3aje JHHIKO TeMe pa3/iazKy XurnepOoJndKy paBaH Ha JIBe
obacTu Koje HazuBaMo h—ya.a06u, a re jBe nonynpase kpayyu tor h—yria (Canka 45).

WNuBep3ujoMm y ogHOCY Ha Kpyr [ KOjU je HOpMaJaH Ha AlCOIYyTy WJIH ped ieKCHjoM
Yy OJHOCY Ha MpaBy p HOPMAJHY Ha aIlCOJYTy, XUIepOOJMYKa paBaH ce MpecInKapa Ha
cebe. Pecrpukiujy Te uHBep3uje 0{HOCHO pedyiekcuje Ha XulepOboIniKy paBaH Ha3UBaMO
h—pegpaercuja. Tlox ocom h—pedaekcuje moapazymeBaMo npecek Kpyra [, OJHOCHO
npase p ca xunepbosmakoMm paBau. AKo je x oca h—peduekcuje ¢, Taga h—pediekcujy
© obenexaBamo u ca S,. CBaka h—rmosypaBan Kojoj je pyo oca Heke h—pediiekcuje Tom
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Kpamu h — yria
$1

Ciomka 45: h—yriioBu ¢1 1 Q9

h—pedekcujom ce mpecankKaBa Ha 0] KOMILIEMEHTHY h—II0/TypaBaH.

Teopema 5.3.0.12. 3a dse pasre h—mauke A u B nocmoju jednucmeena h—pedaercuja
KOJoM ce me dee mauke Npecaurasajy jedna ma dpyey.

Hokas. Y omgaocy Ha mMelycoOHM 10/10Ka] 1yKu AB ¥ IpedHuKa alco/IyTe Pa3/aIuKyjeMo
JIBa Caydvaja.
[TpBu ciiyuaj (nyx AB He Hpumaja NPeYHUKY ANCOJYTe):

O6enexumo ca A’ u B’ ciuke ravaka A u By naBep3uju y 0JHOCY Ha alcoJIyTy.

1° TIpermocrasumo ja cy npase AB u A’'B’ napanenune (Ciuka 46).

A’ B’

Cnuka 46: Cayuaj kazna cy npase AB u A’'B’ napanenne

Ha ocnosy sieme 5.1.2.1 Baxku ja je NAOAB ~ AOA'B'. Orynaje L OAB = ZOB'A’
n /ABO =/B'A0. Kako cy AB wu A'B’ mnapanenne, cinemum u ja je
/OAB = ZOA'B', xao n ZABO = ZA'B’O. Cnemn ga cy tpoyriaosn ABO u
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A'B'O jennakokpaxku (ca remenom O, oxnocuo ca ocuopurniama AB u A’B’). Heka
je S monnoxkje ucune AABO u3 rauke O ua ocuoBuny AB. Ilpeynux amncosyre
Koju mpunaga npapoj OS upeacrasipa ocy TpaxkeHe h—pedJiekcuje.

2° TIpernocrasumo ga ce AB u A'B’ cexy y rauku S (Ciuxka 47).

Cunuka 47: Cayuaj kazga ce npase AB u A'B’ ceky

Heka je T mommpHa Tadka TaHrenTe m3 Tadke S Ha amcoayTy. Heka je | Kpyr ca
meaTpom S, moaynpeunnka ST. Kpyr [ je Hopmanan ma amcomnyrty. Kpyr k je
onpehen taukama A, B, A u B’. Ha ocnoBy norennuje tauke S y OJHOCY Ha Kpyr

k cremnm na je
SB-SA=SB"-SA. (8)

Oznaanmo ca M u N rmauke npeceka kpyra k ca ancoayrom. Ha ocHoBy mnorenmmje
tauke Sy ofHOCY Ha Kpyr k ciean ja je

SM-SN =SA"-SB'. 9)
MebhyTum, Ha OCHOBY IOTeHIHje Taduke S y OJHOCY HA AICOJYTY CJEIH Ja je
SM - SN = ST>. (10)
Haspe, Ha ocuoBy jemmaxkoctu (9) u (10) caeau 1a je
SA"-SB' = ST (11)
Ha kpajy, na ocuoy jeanakocru (8) u (11) ciean ja je
SB-SA= ST

HakJe, jeo kpyra | Koju mpuiaia yHYTPAIIHbOCTH allCoIyTe MpecTaB/ba 0CYy Tpa-
xeHe h—peduekcuje.
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Hpyru ciayuaj (ayx AB npumnajia IpevaHuKy ArcoJIyTe):
Hexka je | kpyr koju cajpxu radke A u B u cede ancosnyry y taukama C' u D.

10

20

[Ipernocrasumo na cy npase AB u C'D napanenne (Cinka 48).

Cumka 48: Cuiyuaj kaga cy npase AB u C'D napaJiesne

Heka je S menrtap kpyra [. ITocmarpajmo Tpoyrao C'SD. Kako je C'S = DS, crenn
naje ACSD jennakokpaku. Heka je X moaHoxKje BUCHHE u3 TeMeHa S HA OCHOBHILY
CD. Baxu jna je SX L CD u X je cpeaumire ngyxu CD.

[Tocmarpajmo tpoyrao COD. Kaxko je CO = DO, caenn na je ACOD jeanako-
kpaku. Jlaswe, kako je X cpemumre ayxxu CD u O reme jennakokpaxor ACOD,
cnequ na je OX L CD. dakne, kako cy AB u C'D napanenne, tauke S, X u O cy
KOJIHHeapHe.

[Tocmarpajmo Tpoyrao ASB. Kako je AS = BS, caean jga je AASB jejHaKOKpPaKH.
Hexka je Y nognoxje Bucune u3 remena S Ha ocHopuily AB. Baxu na je SY L AB.
Haxkue, kako je AB napanesano ca CD, SX L. CD u SY 1 AB, cieaun jna cy Tadke
S, X n Y ronuneapue.

Hakme, Tauke S, X, Y u O cy konuneapue. Kako je Y € ABu O € AB, cnean na
je Y =0, 1j. O je cpepunire jnyxu AB.

Jleo npase SO Koju npunajia yHYTPAITBOCTH AlCOJyTe MPEJACTaB/ba OCY TPayKeHe
h—pedekcuje.

[Iperniocrasumo ja ce npase AB u CD cexy y rtaukn S (Cimka 49). Hexka je
T nmomwpHa Tadka TaHreHTe w3 S Ha amcoayTy. Heka je k kpyr ca mentpom S,
nosnynpeunnka ST. Kpyr k je nopmasian Ha amcosryry. Ha ocHOBY moTeHIuje Tadke
S y ogHOCY Ha amCoOJIyTy BaxKu Ja je

SC-SD = ST>. (12)
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Ciuka 49: Cayuaj kazga ce npase AB u C'D ceky y tauku S

Jlasbe, Ha OCHOBY IOTEHIIHje Tadke S y OJHOCY Ha Kpyr | BaxKu Ja je
SA-SB=SC-SD. (13)
Ha ocuoBy jenmaxkoctn (12) u (13) ciaeau ga je
SA-SB=ST?

oaHOCHO, Tadka A je ciauka Tauke B npu pediekcuju y oaHocy Ha Kpyr k.
Hakse, meo kpyra k Koju OpUIaIa YHYTPAIIHOCTH ACOJYTe MPEICTaB/ha OCY Tpa-
xeHe h—peduiekcuje.

JenHcTBeHOCT TpakeHe oce pedeKcuje, y CBAKOM OJT OBa YeTUPHU CJIyUaja, JTOKa3yje
Ce HEeLOCPEJIHO. O]

Cnenehe Teopeme HaBoaumo 06e3 g0Ka3a.

Teopema 5.3.0.13. Axo ce dee h—npase cexy, mada nocmoje dee h—pedaekcuje xojuma
Ce OHe Npecaurasajy jedna na dpyey, a axo cy Jucjynkmme, mada nocmoju jedurHcmeena
h—pegpaercuja xojom ce me dee h—npase npeciurasajy jedna na dpyey.

Teopema 5.3.0.14. Ilocmoju jedurncmeena h—pedaexcuja kojom ce dée h—noaynpase ca
3GJeOHUNKUM MEMEHOM NPECAUKABATY JeOHa Ha dpyey.

Jedunumumo cana u penanuje h—u3melhy n h—momymapHo.

Heka cy A, B u C tpu pasue h—rauke. 3a h—rtadky B kaxkemo ja je h—u3mehy
h—rauaka A u C' u numemo By, (A, B,C') ako h—rauka B npunaga h—muyxu AC.

Caeau objammere pesanuje h—u3mely (Comka 50).
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Axko je h—mpaBa kojoj h—rauke A, B u C npumajajy npedHuk amcoayre k, Taga pe-
sanuja h—u3mely npeacrabiba pesranujy usmehy y eykiamiackom emuciay. Mehyruwm, mrra
aKo je h—mpaBa jieo Kpyra | Koju npunajia XumnepOooIndKoj paBHu?

Oznaunmo ca O mentap amcoiyre k. Heka cy M u N mpecedne Taduke amcosyre k u
kpyra [. Obenexkxumo ca A, B’ u C' tauke y kojuma npase OA, OB u OC cexy TeTuny

MN. h—rauka B je h—u3melhy h—rauaka A u C' ako je tauka B’ uamehy tauaka A" u C’
(Cumka 50).

Cauka 50: 'paduuko objammene peamnuje h—u3melhy

3a map h—radaka (A, B) kaxemo Ja je h—nodydapan napy h—ravaka (C,D) u
numemo (A, B) =, (C, D) ako nocroju uu3 h—pedJekcnja duju mpou3BoJ MpecIuKaBa
nap (A, B) na nap (C,D). Tlpousox tux h—pediekcuja nazusamo h—nodydaprocm
(nm h—usomempugja).

Hedunnmuja 5.3.0.2. Hexa cy A, B u C mpu h—nexoruneaprne h—mauxe. Cryn xoju
ce cacmoju 00 h—oyorcu AB, BC' u C' A nasusamo h—mpoyzao (Cauka 51).

Ciuka 51: h—1poyrao ABC
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YBenumo jorr mojMoBe h—HOJIUTOHCKe JTUHUje U h—IOJUTOHA.

Heka je gara n + 1 h—rauka Aj, Az, Az, ..., App1. CKyl Koju ce cacroju oj JaTux
n + 1 h—ravaka u h—radaka orBopenux h—uyxu A;Ay, Ao, As, ..., A, A, 1 Ha3uBaMO
h—noauzoncka aurnuja n obenexkasamo je ca Ay AsAs. .. Apiy.

Axko ce h—rauke A; u A, mokjamajy, Ttaja IMOMUrOHCKY JauHHjY AiAsAsz... A, 11
KOJI KOje OMJI0 KOja TpU HheHA Y3aCTOIHA TeMeHa HUCY h—KoJuHeapHe Tadyke, Ha3WBaMO
3ameopena h—noauzonckra auruja, h—noauzon nm h—mmozoyzao (Ciuka 52).

Coauka 52: h—,H,BaHaeCTOyFaO AlAgA3A4A5A6A7A8A9A10A11A12

Hagemumo Ha kpajy jgedbununujy pacrojama y [loeHKapeoBoM JHCK MOJIETy.

Hedbununuja 5.3.0.3. Heka cy z1, 2o € D. Pacmojarwe usmehy mavarxa zy u zo y Ioew-
Kapeosom duck modeay je 3a0amo GHopmysom

Z1—22
1—Z122

1+
A(z1,29) = In
1 _

21—22
1—-Z1292

Moske ce mokazaTu ga A jecte jeana merpuka Ha D, To jecT
(1) 3a cBe 21,20 € D Bazku A(21, 22) > 0,
(2) 3a cBe 21,29 € D Baxku A(z1, 22) = 0 ako U caMo aKo je z; = 2o,
(3) 3a cBe 21,29 € D Baxku \(z1, 22) = A(22,21),
(4) 3a cBe z1, 29, 23 € D Bazku A(z1, 23) < A(21, 22) + A(22, 23).

Mozxe ce jomr nokazaru u ja je (A, B)>,(C, D) ako u camo axo je A(A, B) = A\(C, D).
Taxobhe, MoxKe ce moka3aTu Ja je ¢ jejiHa h—u30MeTpHja aKo U caMO aKO 3a CBaKe JBe
h—rtauke A u B Baxu

AA, B) = A(p(A),¢(B)).
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5.3.1 Busyeauzanmuja KOHCTpPYKIHje MOIeJa

Kako 6ucmo npukasajm kako wusrieja [loeHkapeoB jMCK MoOjies KOpHIINEHmeM I1Po-
rpamckor nmakera GeoGebra HanpaB/beHN Cy HHTepAKTHBHA aiieTu yrpahenn y Beb crpa-
HHUIIe TIOMONY KOjUX Cce KOPHUCHUK MOXKE BH3YEJHO YIIO3HATH Ca OCHOBHHM IIOJMOBHUMA U
penamnujaMa XurnepooIndKe paBHHU.

Hajupe ce MHTEpaKTUBHO 3a/iaje eyKJIUJICKH KPYT KOju TpeacTaBba anconyry (Coanka

53).

Hexa je k kpyr nonympeysnka 1. | MocTaBMMo | Taj KPYT Tako Ja MY je LIeHTap KOOPAMHATHY MTOYeTak KOMILIEKCHE
pasHK. YHyTpamssocT Kpyra k HasuBaMmo xunepboruura pasan. | panyity kpyra k Hasusamo anceayma. Tadxe xoje
TpUNanajy YHYTPamEsOCTH KpyTa k Hasueamo | h-tauke |. [Ipecex kpysaimie (MM mpake ¥ eKyIMACKOM CMHCIY), Koja je

HOPMAIHA Ha arcouyTy, ca xurepbonnrom paeHM Hasueamo | h-npasa |

=
5=

Hanomena:

Knukom na nyrme
JlocTaeumMo® MOEeMO EMISTH
ancomyTy k.

Knukom na nyrme i —rauke”
Mokemo BugetH » —tadxe 4, B
uC.

Kuukowm na nyrme
f: —mpaea” mokemo BupeTH
l —mpage p,qur.

Cnuka 53: Busyennun npukas amcoayTe

BaTuMm ce KJIUKOM Ha ojaroBapajyhe myrme mobuja BU3yeTHU NPUKaA3 ofpeheHor reome-
TPHjCKOD TojMa. Tako KOPUCHUK MOZKe BUJETH Bu3yeaHH Hpuka3 h—rauke (Ciuka 54),
h—upage (Cruka 55), h—nyxu (Cauka 56), h—noaynpase (Ciuka 57), h—yrra (Ciuka
58) u h—nonypasuu (Cruka 59).
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Hexa je k kpyr nomynpe4nmka 1. Taj KpYT TaKo 02 MY je UeHTap KOOPAMHATHH MOYeTak KOMIUICKCHE
paeEH. VHYTp xpyra k 2p B pasan. ['panmry Kpyra k HasnEamo ancoyma. Tauke Koje
TpUnatajy YHYT i kpyTa k h-tauke |. TIpecex KpY:HUIIE (WIH MpaBe Y EKYIMICKOM CMHUCITY), KOja je

FopMana ra arcoTyTy, ca xuTrepbomrKoN paskm sawmano | hnpasa |.

@)

Hanomena:

Kmxont a ayraee
Tocrasimo" Mosemo sumeTs

ot arconyTy k.
Kmxom ma myrve b —Tauke™
moskeMo BuaeT h —Tauke A, B
u .
02 o4 os o Komixom 1a myrue

_.h —npaea” moxemo BuneTH
h —npage p.gur.

Cmuka 54: Busyennn npukas h—radaka

Hexa je k ipyr nonynpennia 1 | Moctasnmo | Taj kpyr Tako ma by je HesTap KOOpMHHATHH MOYETAK KOMILTEKCHE

pasem. Veryr wpyra k 6

pasan. Tparty kpyra k Hasueamo ancoayma. Tauke xoje
TIPUITANA]Y YHYTPEIIES0CTH Kpyra k HAZMEaMo

Tlpece kpyscmIe (WK NIpaBe ¥ eKYTHCKOM CMHCTY), Koja je
HOPMATHA Ha aricoMyTy. €2 XHITep! paBHn paea

Hanoyena:

Kmuxom Ha myrue
_ToctaBumo™ moxemo BrneTH
arconyTy k.

Kmxom ma myrve b —Tauxe™
moxeMo eugeti b —Tauxe A, B
u .

Kmitxont Ha ayraee
.} —npasa” moxcemo BuneTn
b —npase p,q ur.

Cruka 55: Busyennu npuka3 h—upase
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Crarat nyK EpYHKHHIIE KOja j¢ HODMATHA Ha arconyTy A MM VG jeTHOT Off MPEeTHHEKA arcoNyTe HAIMBAMO

=

Hanomena:

Kimkom Ha qyrme Ji —mys"
MOMXEMO BEMACTH OEe i —IyEH
ABu CD.

b —novx AB je neo jennor
MIPEYHHKA arcoIyTe.

b —myx C'D je vk xpysxHULIe
KOja je HOPMAITHA Ha alcomyTy.

Cauka 56: Busyennun npuka3 h—mayxu

Crasat myx (sLmmt 7y) 9vja jefiEa KpajFa Ta¥KA TPHTIANA ATICOMYTH, A FIPYTa KHTEpGOTHTIO] PABHH HATMBAMO
h-nonynpasa | Ony Tauxy k —nonynpase Koja npinana anconym Hassano | kpaj |. a . —Tauxy koja nprmaza

xXUMepOONIHEKo] PaEHM

Te k —nomympaee.

|

Kpaj h-mo. Hanomena:
Kmixom Ha myrme h-nonympaza
T MOKEMO BHIETH . —ITONYIIPaBe U. P, 5. ¢

— Kpaj hrmomympage g "

\ q | Kpaj h-momympage p

Kmuxom Ha iyrme Kpaj” MOKEMO ERIETH
KpajeBe b —TIONYTIPABHMX U, P, §, CH ¢

Kmixom Ha myTMe ,TeMe” MOXKEMO

BUIeTH Temena b —NOMyTIpABIX 1. P 5
cug

~Kpaj h-monynpaze s

Cnuka 57: Busyennn nmpukas h—mosynpase
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Jee i —monympage Koje HMajy 2ajeNHIHYKO TeMe Paslaky XUmepOoIHHKy paEaH Ha TBe 0DIacTH Koje HasMEaMo

hyrnosw |. aTe mse b —nomynpase npencTasmajy

h—yrma.

arm h-yroa

2

Kparpz h-yrma

w2

Hanomena:

Kmixom va ayrme _h-yrrosu’ moxemo
BHIETH /: —YTJI0BE @)  @y.

Kmrom Ha nyTMe Kpake™ MOXKEMO
BueTH Kpake k —yIIoBa @) M 2y

Couka 58: Busyennn npukas h—yria

Caia J —npasa pasnaie xirepBONIHKY paBaH Ha ABe OBIACTH Koje HA3MBAMO I —npasy Koja

pasnase xunepBomrky panas Ha ame fi

Jegna h-noxypagan

Jpyra h-noaypapan

Py6 oee aBe h-momypaBHH

g

Hanomena:

Kikom 1a myrme _h-monypasre™
gy g —

Kvom sa myrme _py6™ Mowemo
suners b —npay xoja npencTansa py6
Te me J» —momypasHm.

Cnuka 59: Busyernu npukas h—moJrypaBHI
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5.4 IIpoBepa akcuoma Ha IloeHKapeoBOM JAUCK MOJIEYy

Kako 6ucmo nokazaqu jia je [loenkapeoB aucK mojies1 3amcra MoJiesl XUIepOoIndKe
reoMeTpHrje paBHU MOTPEOHO je Ha TaKko JAedUHICAHOM MOJIEIY JT0KAa3aTH /I Bayke aKCHOME
XuepOoInIKe reoMeTprje paBHH.

5.4.1 AxkcuomMme UHIIUIECHIIN]E

Axkcuoma 5.4.1.1. 3a ceaxy h—npasy p nocmoje najmaroe dee pasne h—mauke A u B
h—unyudenmmne ca h—npasom p.

/loxas. Heka je p nmpousBosbHa h—mpaBa. Kako je cBaka h—mpaBa Win jeo Kpyra HOp-
MaJIHOT Ha allCOMYTY WK MPEeUYHHUK aIllCoJIyTe, CJAeIn Ja CBaka h—IIpaBa caJpzKu Oap IBe
pasHe h—rauke. O

Axkcuoma 5.4.1.2. 3a ceaxe dse h—mauxe A u B nocmoju najmare jedna h—npasa p
koja je h—unyudenmmna ca A u B.

Jlokas. IlpermocraBumo ma je A = B. Ako je u A = O oHJa je CBaKHU IPEYHHUK AIICOTYTE
h—upasa uumugenTaa ca h—radkom A (Cruka 60).
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Cnuxka 60: [locTojame h—upase h—unnuaeaTae ca h—raukama A u B y cay4dajy Kaja je
O=A=8B

Axko je A # O, ma 6ucMo T0Ka3aIn Ja IIOCTOjU HajMambe jeqHa h—npaBa h—UHIIIeHTHA
ca h—raukom A, JOBOJBHO je Ja JIOKazKeMO Jia [OCTOjU KPyT WHIMJEHTAH ca TadykoMm A
n nopmasian Ha kpyr k. Heka je A’ cimka tauke A npu muBep3uju y OQHOCY Ha KPyT
k. Ha ocHOBY cBOjcTaBa WHBep3Hje CJIeAH Ja je cBaKu Kpyr (a mma uX OeCKOHAYHO)
Koju je mHImgeHTan ca taukama A m A’ mopmasan ma xpyr k. Heka je [ jeman ox Tux
kpyrosa. JIyk kpyra [ Koju mpumaja xunepOOJMYKOj paBHU je jeqHa h—mpaBa Koja je
h—ununuaentaa ca h—raukom A (Ciuka 61).



Cnuxka 61: IlocTojame h—upape h—unnuaentae ca h—raukama A u B y cay4dajy Kaja je
A=BuA#0

[Iperunocrasumo ga je A # B. Axko ayxK AB upuunaja HpedyHuKy alco/yTe OHJA je Taj
upedHuk h—npasa h—unnuaenTHa ca h—radkom A n h—raakom B (Cinka 62).

Cauxka 62: TTocrojame h—upase h—unnuaentae ca h—raukama A u B y ciaydajy Kaja je
A # B u xajga ayxk AB npunaja npeqHuKy arncosyTe

Axo iy AB He nipunajia NpeYHUKY arco/ayTe J1a 6ucMo JoKa3a/Iu Jia MOCTOji HajMarbhe
jenna h—mnpasa h—uHnumenTHa ca h—radkom A u h—radkoMm B 10BOJBHO je J1a JOKAZKeMO
Jla MOCTOjU KPYT UHIMIeHTaH ca TaukaMa A u B u nopmasan Ha Kpyr k. Heka je A’ cuka
Tauke A mpu MHBep3HUju y omHOCYy Ha Kpyr k. Hexka je [ kpyr ompehen taukama A, B u
A’. Ha ocnoBy cBojcraBa musep3uje kpyr [ je nopmasan na xkpyr k. JIyk xpyra [ koju
npunaaa XurnepOoJMdKOj PABHU je jeqHa h—mpaBa Koja je h—uHnumenTHa ca h—radkom
A u h—raukom B (Cauka 63). O
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Cauxka 63: ITocrojame h—upase h—unnuaentae ca h—raukama A u B y ciaydajy Kaja je
A # B u xajga nyxx AB He npunaja MpevyHnuKy arncoJayTe

Axkcuoma 5.4.1.3. 3a ceaxe dse pasrne h—mauke A u B nocmoju najeuwe jedrna h—npasa
P koja je h—unyudenmua ca A u B.

Jlokas. Axcuoma 5.4.1.2 yrBphyje mocrojame h—ipase p Koja je h—uHIueHTHA ca h—Ta-
gykama A m B. Jla 6ucMo HoKa3a M jeJMHCTBEHOCT h—IpaBe p pasMOTPHMO JIBa, CJIy-
qaja. [IpernocraBumo, npso, ja jayx AB npunaja HpedHuKy ancosyre. Y TOM CJIydajy
h—npaBa p je Taj npednuk u jequHCTBEHO je ojapeljena. [TpernocraBumo cana ja ayx AB
He MPUIaJia MpedHuKy amncoayre. Tama je h—mpaBa p ayk kKpyra | Koju je WHITHMIEHTAH Ca
raukama A m B um HOpMasaH Ha Kpyr k. Ha ocHOBY cBojcraBa mHBep3mje Kpyr | WHIH-
JIeHTaH je U ca CJIUKOM Tadke A Impu mHBep3uju y omHocy Ha Kpyr k. OmnocHo, Kpyr [ je
UHIUJICHTAH CA TPHU PA3JIMYUTE TAYKe, 114 je CAMUM THUM U jeMHCTBEH. 0

Axkcuoma 5.4.1.4. Ilocmoje mpu h—nexoaruneapre h—mauxe A, B u C.

Jlokxas. Heka cy A u B nse paznuunre h—radke. Tajga HA OCHOBY HPETXOIHUX aKCHOMA
IIOCTOjH jeINHCTBeHa h—IpaBa Koja je h—unnugentHa ca A u B. Ta npaBa je wim npedHunk
arcoJlyTe WM JIYK Kpyra HOpMAaJTHOT Ha amcosyTy. CBaka Tavyka XHUIEePOOIUYKEe DABHU

KOja He HPUIaJia TOM MPEYHUKY (OJHOCHO JIyKYy) Huje h—KoJuHeapHa ca h— rtaukama A
n B. ]

5.4.2 Akcuome pacmopena

Axcuoma 5.4.2.1. Axo je Bn(A,B,C), onda cy A, B u C mpu pasne h—rosuneapre
h—mauxe.

Jlokas. Heka ¢y A, B u C tpu h—rauke 3a koje Baxku Bj(A, B,C). Ha ocHoBy 1e-
dununuje penanuje h—usmehy A, B u C cy tpu pasue h—rauke. Takobhe, Ha 0CHOBY
nedununuje penanuje h—usmelhy, h—rauka B je h—unnuuenraa ca h—ayxu AC, na cy
h—rauke A, B u C' h—xosuHeapHe. OJ
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Axcuoma 5.4.2.2. Axo je B,(A, B,C), onda je By (C, B, A).

Jlokas. Heka cy A, B u C tpu h—rauke 3a koje Baxu B,(A, B, C). Kako je B,(A, B,C),
cnequ A, B u C cy tpu pa3ne h—radke nu h—radka B je h—uanugentrna ca h—uxyxun AC.
Kaxko je h—ny:xx C'A jennaka h—ayxu AC, cneqn na je h—rauka B h—wuHNHmIeHTHA ca
h—nyxu C'A. Taxne, saxxu B,(C, B, A). UJ

Axcuoma 5.4.2.3. Axo je By(A, B,C), onda nuje By(A, C, B).

Jlokas. Heka cy A, B u C' tpu h—rauke 3a koje Baxu Bj,(A, B,C). Kako je B,(A, B,C),
h—tauka B je h—unmunentHa ca h—ayxu AC, na h—rauka C' Huje h—HUHIHIEHTHA ca
h—nyxu AB. Jlakne, ne Baxu By (A, C, B). O

Akcuoma 5.4.2.4. Axo cy A u B dse pasne h—mauke, onda nocmoju h—mauka C makea

da je Br(A, B,C).

Joxas. Hekacy Au B nBe pasue h—rauke. Heka je p h—nosynpasa oapehena h—raukama
A u B, npu gemy je A teme h—mnosnynpase p. Obenexxumo ca Z Kpaj Te h—mosymnpase.
Heka je C' cpemumre nyka BZ (oguocHo ayxu BZ). 3a h—rauky C Baxu By (A, B, C).

OJ

Akcuoma 5.4.2.5. Axo cy A, B u C' mpu pasre h—xoruneapne h—mauke, onda je uau

Bn(A, B,C) uau Bp(B,C, A) uau B,(C, A, B).

Jloxas. Heka cy A, B u C tpu pasne h—konuneapue h—rauke. Ilocroje nBe moryhuocru:
1) h—rauka C je h—uunumentHa ca h—ayxu BA win
2) h—rauka C uuje h—unnujgenraa ca h—uyxu BA.

Axo Baxu 1), ouya Baxu By, (B,C, A). Ako Baxu 2), OHZ]a OCTOje JiBe MOryhHOCTH:

2.a) h—rauka B je h—unumaentaa ca h—uyxu AC win

2.6) h—rauka B uuje h—unnuaentua ca h—uyxu AC.

Axo Baxku 2.a), ouja Baxu By, (A, B,C). Axo Baxku 2.6), ouna Baxu By, (C, A, B). O

Axcuoma 5.4.2.6. ( Ilawosa axcuoma )

Hexa cy A, B u C mpu h—nexoruneapre h—mauke u nexa je h—mauxa P maxsa da sastcu
B, (B, P,C). Hexa je p npoussomna h—npasa koja je h—unyudenmma ca h—maurom P
u Huje h—unyudenmmna ca h—maukom A. Tada 3a h—npasy p sasrcu:

1. uau cewe h—npasy CA y h—mauwku Q maxeoj da eascu By(C,Q, A),
2. uau cewe h—npasy AB y h—mauku R makeoj da eascu By(A, R, B).

Zoxas. loxka3 ciaeam u3 Teopeme H.1.2.10. O
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5.4.3 Akcuome moayIapHOCTU

Y mocMaTpaHOM MOJIEJIy HajCI0KeHuja TIpyla akCchuoMa Kojy Tpeda ITPOBEPHUTH jecy
aKCHOMe TIO/IYIaPHOCTH.

Axcuoma 5.4.3.1. Axo cy A, B, C u D h—mauxe maxse da je (A, B)=,(C, D) u A = B,
onda je C = D.

Jlokas. Heka cy A, B, C u D h—rtauke takse na je (A, B)=,(C,D) u A = B. Kako
je (A, B)=,(C, D), to nocroju h—usomerpuja ¢ taksa ga je p(A) = C un p(B) = D.
Mebhyrum, kako je A = B, cieau u ja je (A) = ¢(B), ogaocuo C' = D. OJ

Axcuoma 5.4.3.2. Axo cy A u B 6uao koje dée h—mauke, onda je (A, B)=, (B, A).

/lokas. Heka cy A u B nBe npousBosbHe h—radke. Ha ocHoBy Teopeme 5.3.0.12 ciaenu 1a
nocroju h—u3omerpuja ¢ taksa jaa je ¢ (A) = Bu ¢ (B) = A, na Baxu (A, B)=,(B, A).
([l

Axkcuoma 5.4.3.3. Axo cy A,B,C,D,E u F' h—mauke makse da je (A, B)=,(C, D) u,
y3 mo (A, B)=,(E, F), onda je (C,D)=,(E, F).

Jloxas. Hekacy A, B,C, D, Eu F h—rauke takse na je (A, B)=,(C, D) u (A, B)=,(E, F).
Opatie MOKeMO 3aK/bYINTH Ja MOCTOje JABe h—M30MeTpHje 1 U Py TAKBE Ja BAyKU:

1(A) = Cnpu(B) =D

Kaxo je csaka h—usoMmeTpuja 6ujekmuja, ciaean ga nocroju 1 1. Hexka je ¢ = @y 0 ;L.

Kako je kommosnnuja h—n3omerpuja, Takohe h—n3omerpuja, Caean 1a je U MPecInKaBambe
¢ h—uzomerpuja. IIpu tome je o(C) = E u (D) = F. Hakue, (C, D)=, (E, F). O

360r Jiakine mpoBepe akCHOMa JlaJbl PEI0C/Ie]] aKCHOMa HOJYIaPHOCTH €€ PAa3JIHKYje
oJ1, OHOT HaBejieHOT v menty 4.1.

Axkcuoma 5.4.3.4. Axo cy A u B dse pasne h—maure u C' meme nexe h—noaynpase,
onda wa moj h—noaynpasoj nocmoju h—mauka D maxsa da je (A, B)=,(C, D).

Jloxas. Heka cy Au B use pasue h—rauke. Heka je p h—uosyupasa ogpehena h—raukama
A n B, ca remenom A. Heka je C' teme h—nosynpase q. Ha ocHoBy Teopeme 5.3.0.12
nocroju h—uzomerpuja p; taksa ja je ¢ (A) = C. h—U30omerpujom ¢ ce h—nosynpasa
p npecaukaBa Ha h—uonynpaBy p', a h—rauka B y h—rauky B’. Oparie Baxkn 1a
je (A, B)=,(C,B'). Ha ocuoBy Teopeme 5.3.0.14 mocroju h—u3oMerpuja @s KOjoOM ce
h—nonynpasa p’ npeciankasa Ha h—IOIYIpaBy ¢. h—U30MeTPHjoM o ce h—rauka C' mpe-
cimkasa y h—rauky C, a h—rauka B’y nexy h—rauky D. laxue, saxu (C, B') =, (C, D).
Heka je ¢ = 9 0 1. Baxu ga je ¢ (A) = C u ¢ (B) = D, ognocuo (A, B)=,(C,D). O
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Tauka D umjy ersucteHIujy yrsphyje nperxoiHa aKCHoOMa je jeTMHCTBEHA.

Akcnoma 5.4.3.5. Axo cy A, B u C mpu h—mnexoaruneaprne h—mauxe u A u B" h—mauxe
pyba nexe h—noaypasru, maxse da je (A, B)=,(A, B'), onda y moj h—noaypashu no-
cmoju jeduncmeena h—mauxa C' maxea da je (A, C)=,(A',C") u (B,C)=,(B', C").

Jlokas. Heka cy A, B u C tpu h—uexkomuneapae h—rauke u A’ u1 B’ h—rauke pyba Heke
h—mnonypasuu «, takse jaa je (A, B)=,(A’, B'). Tana, Ha ocHOBY jeduHuUNAje pearuje
h—mnonynapuo, ciaemgn ga mocroju  h—wuszomerpuja ¢ TakBa ga je @ (A)=A mu
¢ (B) = B'. Ako je ¢ (C) h—unnuaentHa ca h—1oJypaBHU (v, OHJIA je TpaskeHa h—Tadka
C" jennaka ¢ (C). Axko ¢ (C) uuje h—unumaenTHa ca h—iojiypasau «, oHja je h—rauka
C" jennaxa 1 (¢ (C)), upu uemy je ¥ h—peduekcuja ca ocaopom AB. Jlakie, Baxku ja je
(A, C)=p (A, C") u (B,C) =, (B, C"). Jemunucteenoct h—rauke C ciegn U3 4umbeHUIE
na h—wu3oMmeTpuja dyBa yrioBe. 0

Ha ocnHoBy mnperxoine akcmome cjeanm 1a 3a cBake aBe ypehene Tpojke melycobno
pasmuuntux h—ravaka (A, B,C) u (A, B’,C") nocroju jemuncreena h—mu3zomerpuja
rakBa ja je p(A) = A, ¢(B) = B ' u ¢(C) = C".

Akcuoma 5.4.3.6. Axocy A, B,C u A’', B',C' dse mpojke h—nexoruneaprnuz h—mavaka
u D u D' h—maurke h—noaynpasur BC u B'C’, makxee da je (A, B)=,(A, B,
(B,OY=R(B,C"), (C,A)=L(C"A") u (B, D)=, (B, D), onda je u (A, D)=, (A, D).

Jlokas. Heka je ¢ h—muszomerpuja taksa ja je p(A) = A, ¢(B) = B’ u ¢(C) = C".
Baxu (B, D)=, (B',¢(D)). Kako ma ocHoBy mpernocraske (B, D)2, (B, D’) n kako
je (B,D)=, (B, ¢ (D)), na ocuoBy akcuome 5.4.3.4 cnenn na je ¢ (D) = D'. Oryza je
(A, D)=, (A", D). O

Axkcuoma 5.4.3.7. Axo cy C u C' h—mauke deejy omsopernur h—dyocu AB u A'B’,
makee da je (A, C)=, (A", C") u (B, C)=,(B',C"), onda je u (A, B)=, (A", B').

Joxas. Heka cy C u C' h—rauke orsopenux h—uayxxu AB u A'B’ takse nma je
(A, C)=h(A',C) u (B, C)=4 (B, C"). Heka je ¢ h—u3omerpuja taksa aa je ¢ (A) = A
np(C)=C". Tana je (C',¢(B))=,(C,B). Kako je Ha OCHOBy NpPETHOCTABKE
(C',B") =4, (C, B) n kaxko je (C', ¢ (B))=,(C, B), na ocaoBy akcuome 5.4.3.4 ciean na je
¢ (B) = B'. Oryzna je (A, B)=, (A, B). O

5.4.4 Axcuome HENpPEKUITHOCTHU

Axcuoma 5.4.4.1. ( Aprumed-Eydokcosa arcuoma )

Axo cy AB u C'D dse npouseonmne 3amesopene h—aoyocu, onda na h—noaynpasoj AB no-
cmoju Konauar wus h—mavara Ay, As, ..., A, maxeux da je Br(A, A1, As, ..., A,), npu
wemy je ceaxa 00 sameopenuxr h—oyocu AA1, A1As, ..., A,_1 A, h—nodydapra zameope-
noj h—adyorcu CD u sasrcu By(A, B, A,).
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Axcuoma 5.4.4.2. ( Kanmoposa axcuoma )

Axo je A1B1,AsBs, ..., AyB,, ... nus samseopenux h—dyscu nexe h—npase, maxeux da
ceakxa 00 mux 3ameopenux h—dyocu cadpotcu caedehy, onda nocmoju h—mauka X Koja
npunada ceaxoj sameopenoj h—dyscu moe Hu3a.

Kaxko je cBaka h—mayxK eyKIUJACKA YK WK JYK €yKJIUJICKOT Kpyra, U3 aKCHOMa Hellpe-
KHUJIHOCTH eYKJIMJCKe reoMeTpuje Mozxe ce uzBectu cieneha teopema (3a jerasbe BuIeTH

[3]):

Teopema 5.4.4.1. ( Jedexundosa meopema )
Axo cy cee h—mauke nexe h—oyoicu AB nodewene y dea ckyna M u N, maxea da:

1) ceaxa h—mauxa h—dyocu AB npunada camo jednom 0d cxynosa M u N,
2) ckynosu M u N cy nenpasmu,

3) usmely buno koje dse h—mauxke jednoz 00 muzx ckynosa nema h—mauaka xoje npu-
nadajy dpyezom cryny,

mada nocmoju jedurncmeena h—mawka X na h—dyocu AB maxea da cy cee ocmane
h—mauxe cxkyna M ca jedne cmpane me h—mauxe, a cee ocmane h—maure ckyna N
ca dpyze cmpare.

Kako ¢y Apxumen - EynokcoBa n KanTopoBa akcumoma nociemuie JlegekuamaoBe Teo-
peme, cjaen Jia Cy 3a/I0BOJbeHe W 00e aKCMOoMe HelpPeKUIHOCTH.

OBuMm je mokazano jia je [loeHKapeoB JIHCK MOEN jeJaH MOJIes allCOJIyTHE reOMeTpHje
paBHu. Kako 6mcMmo j1oka3amin jia je u Mojes1 XuinepboIndke reoMeTpuje paBHI IOTPEOHO je
jorr mokazaTu ofrosapajyhy akcumomy mapaseTHOCTH, peru3nuje akcuomy JlobadeBckor.

5.4.5 Axkcumoma napaJjeJTHOCTH

Axcuoma 5.4.5.1. ( Axcuoma Jlobauescroe )

Hexa je dama h—npasa a u h—mauka A xoja wuje h—unyudenmmua ca h—mnpasom a.
Tada nocmoje bap dee h—npase p u q h—unyudenmue ca h—maukom A u ducjynxmme
ca h—npasom a.

Jlokas. Heka cy P u () npeceune tauke h—mpaBe a u amcoiyTe. Ha ocHOBY mpumepa
5.1.2.3 mocToju jeauncrBenu Kpyr (uim npasa) ki Koju cagpxku tTauke A u P u Hopmaian
je Ha amcosyry. Amwasorno, nocroju Kpyr (mim npasa) ks Koja caapzku tadke A u Q) u
HOpMaJiaH je Ha amcostyTy. Taja je h—upaBa p npecek Kpyra (uiau npase) ki ca xumepbo-
JIMYKOM DaBHU, a h—mpaBa ¢ je npecek Kpyra (uim mpase) ky ca XunepOOJIHIKOM DABHU

(Couka 64). O

3a h—mpaBe p u ¢, yBeJeHe y TPETXOTHOM JI0OKa3y, KayKeMO Ja Cy NapasesHe ca
h—upaBom a.

3a cBe ocrajie h—npase Koje cy h—uHnuaenTHe ca h—radkoMm A BaxKu Jja TPUIIAIA]Y
jemHoM oj aBa mapa yHakpcHuX h—yrioBa koje oapeljyjy h—upase p u q. Ilpm tome
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Cnuka 64: ['paduuku npuka3 akcuome JlobageBckor

h—mpaBe Koje mpumaaajy jeIHoM Tmapy yHakpcHux h—yriosa ceky h—unpasy a (Couka
65), a h—mpaBe Koje mpumaaajy JApyroM mapy YHAKpCHUX h—yriaoBa Cy IUCjyHKTHE ca
h—upaBom a. 3a Te JUCjyHKTHE IIPaBe KaxkeMo Ja Cy TunepnapasesHe ca h—ipaBom
a (Cnuka 66).

/

Cnuka 65: h—upae koje cy h—unnuaentae ca A u ceky h—upaBy a
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[Ipumernmo na 3a nary h—npaBy a u h—Tadky A Koja Huje h—HHIHIeHTHA ca h—IpaBoM
@ 110CTOju ODECKOHAYHO MHOI'O h—upaBuX h—uHIMJIEHTHUX ca h—TadykoM A v JIUCjyHKTHUX
ca h—mpaBom a.

Ciuka 66: h—upase Koje cy h—uHinujaeHTHe ca A u JIMCjyHKTHE ca h—IupaBoMm a, Tj.
h—npage Koje cy h—uHmugaeHTHe ca A u Xunepnapasejine ca h—IpaBoM a
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5.4.6 BwuzyemHm nmpuka3 mpoBepe akcmoMa Ha IloeHkapeoBoM JIuCK Moaery

Ba cBaky akcuomy cy nmomohy nporpamckor nmakera GeoGebra HanpaB/beHH HHTEPAK-
TUBHM aiieTu yrpahenu y BeO cTpanuiie, nomohy Kojux ce jaje BU3YEJTHO O0jalllmherhe
nckasa akcuoma. CJie/i OIUC Kao U YIYTCTBO 3a KOpHUIIheme TUX alliera.

Axcuome mHIUIEHIIAjE

AKcrnome MHIUIEHIM]E TTPATH TET AILIETA.

Ha npBom amiery je qat Busyesnn npukas pejamuje h—uniuaentHo (Cianka 67). Kou-
KOM Ha JyrMme ,,h—unHiuaenTae” KOpUCHUK 100uja npuka3 h—rauke A Koja je h—uHIMIEHTHA
ca h—mpaBom p, Kao nu h—radky B Koja je h—unnuenTHa ca h—upasoM ¢q. /lare h—ratuke
A wu B, kxao u h—npase p u q cy dpuKcHpage.

I pemattufy i — HO Ha creneln HaTHH:

Axo ) —1auxa npuniana k —rpagoj y eyKIHACKOM CMUCITY OHAA KEKeMO fa ¢y Ta kb —Tauxa i 1a k —npaga

h-uHumoeHTHe |

@)l

Cauka 67: Busyennu npukas pesamnuje h—uHINIEHTHO

Ha apyrom amjery je gaT BU3yeJqHH MpHKa3 Npse akcuome nunugennuje (Ciauka 68).
Kopucuuk tpebda ja yHece Tpu peasHa Opoja E, a u b. YKOJIUKO Cy yHETH HapamMeTpH
TaKBH /13 33/10B0JbaBajy ycios a? + b% > E?, kiukom na ayrme ,,Ilpuxazkn h—iupasy p”
KOPHWCHUK 00Mja BU3YeJHU TMPUKa3 h—IpaBe p dnja je jeTHadInHa

Ex* + Ey* + 2azx + 2by + E = 0.

Haswe, kiukom Ha ayrve , [Ipukaskn h—rauke A u B” KOpUCHUK 100Mja BU3YEJTHU TPUKA3
h—tagaka A u B koje cy h—uHrnuaenTHe ca m3abpanom h—mpasom p. Tako moOujeme
h—tauke A u B u h—upaBa p cy durcupane. AKO KOpUCHUK yHece mapamerpe F, a u
b rakBe ja He Baxku HejejHakocr a® 4+ b? > E? ma amiery ce 1ojasibyje ojirosapajyhe
obagemreme (Camnka 69). Kako 61 Morao ja Bu/u BU3yeJHH IPUKA3 AKCHOME, KOPHCHHUK
MOpa Jia YHeCe HOBe TapaMeTpe.

65



Awcuoma L1:
3a csaxy h —rnpasy p nocmafe ajaree dee paswe b —mawxe A u B h —unyudenmue ca damox h —rpasox p.

=]

YHecHTe peanaH 6paj £ 1

YhecuTe peanan Gpoj a1

YHecute peanaH Gpojb: 1

Mpykaxu frmpasy p Mpukoxu h-auke AnB

Cnuka 68: BusyenHu mpukas IpBe akKCHOMe HHIUJICHIMjEe, IIPU YeMy je KOPHUCHHUK YHeO
ojnrosapajyhe mapamerpe 3a Koje mocToju h—iupasa p

Axcuoma L1
3a ceaxy b —npasy p nocmoje najuase dse pasie h —mawwe A u B h —wiyuderme ca damos b —npaso p.

g

Yhecute peanan Opoj E:

Yecute peanan poj a1
Ha 6u h — npasa nocrojaJa
MOpa Ja BaXu : Yhecure peanan Gpoj b |1

a’+b® > E?

[ TR

Caunka 69: Busyennn npukas npBe akCHOMe WHIIMICHIINje, ITPU 9eMy KOPUCHUK HHje YHEO
ojiroBapajyhe mapamerpe

Ha tpehem aiuiery je jar BusyesHu HpuKas Jpyre akcuome wHiujeHnuje. Kopucuuk
Tpeba Ja yHece koopaumHare h—rauke A um koopaumHare h—radke B. YKOJIUKO Cy KOOp-
nuHare h—ravaka A u B rtakse ga cy Tauke A u B y yHYTPaIIhoCTH alco/IyTe, KINKOM
Ha jgyrMme , [Ipukazku h—npaBy p” KOpUCHHUK JI00HMja BU3YEJHH IIpUKa3 h—IpaBe p Koja je
h—unnunenTHa ca gatTuM h—tadkaMa. Kako KOPpHCHUK YHOCH KOOpJAHHATE TavaKa MOKe
ce JIeCUTH JIa KODUCHUK YHECe KoopjuHare Tako Jja cy h—rauke A u B pazjmunre (Ciuka
70). A, MOXKe Ce JIECCHTH U Jia KOPUCHHUK YHece J[Be UCTe TadKe, Tj. Ja YHece KOODJIH-
HaTe Tako Ja cy h—rauke A n B jemmake (Comka 71). Tama ce ma amsery mpukasyjy
Tpu h—upaBe Koje cy h—unnujgenaTe ca h—raukom A. Tako mobujene h—rauke A u B
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Axcuoma L.2:
3a ceaxe dse h—maue A u B nocmoju uajucree jedua b —npacaxojaje h —uyudenna ca me dae b —mavke,

El

Koopmare rarme A

02 02

[ Mocraem h-rauky A

A Koopmmare rare B

02 03

Mocrasnh-rassy B

2 o4 o5 os

(Momexnhnpasy )|

Cnuka 70: Busyennu mpuka3 apyre akcuoMme WHIUJIEHIUje, TPU YeMy je KOPUCHUK YHEeO
KOOpMHaTe Tako Ja cy A u B jaBe pazjimunre h—radke

Awcuoma L2:
3a ceare dee h —maxe A u B nocmoju najuare jedna . —npasa xoja je b —unyudenmua came dae h—mae.

Koopasiate Tatke A

02 02

Mocrasw h-rauky A |

y Koopausare Tatxe B

> \ 02 02

Mocrasu h-rauxy B

Tpukaxn hnpasy p!

Couka 71: Busyennu npuka3 japyre akCuoMe WHIUJIEHIUjE, IPU Y€MYy je KOPUCHUK yHEO
Koop/uHaTe Tako ja cy h—rauke A u B jegnake

Hucy ¢gpukcupane, 3a pasauky ox h—mpase p. Kopucuuky moxke momeparu A u B u Ha
Taj HAYUH BUJIETU KOJU CBE CJIy4YajeBH I[OCTOje. YKOJIMKO, HOMEPAEM jeJIHe OJ Tadaka
(amp. Tauke A), KopucHHK n3alje U3 yHyTpalmocTH ancoiyTe jpobuja obasernrreme jga A
HUje BuIllle h—Tavyka u jJa NOHOBO Tpeba YHeTH KoopnHaTe Tauke A min Ja momMohy Muiia
BpaTU TAYKy Y YHYTPAIIHOCT alCOTyTe.

AKO KOPHCHHK yHece KOOpJWHATe Tako da A u B HHUCY y YHYTPAIIHBOCTH alcoyTe HA
aiiery ce npukasyje ojarosapajyhe obaserireme (Cinka 72).
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Axcuomna L2:
3a ceare dze b —maxe A u B nocmoju rajuarse jedua b ~npasa xoja je b —wiyudewmia ca me dee h —maike,

g
Koopausare taxe A

02 02

MocTasm h-rauky A
08

A Koopausate ranxe B

0.9 0.6

o [Mocraewh-rauky B!
ds 48 64 42

Henterpanas yroc! 02

Tauxa Bje pamxpyra k.

Mpuaxu h-npasy p

o4
Tlosono yuecure coopmmay h-rauxe Bl

Crnuka 72: Busyennu mpukas3 apyre akcuoMe WHIUIEHIAje, TPU YeMy je KOPDUCHUK YHEeO
Koop/uHaTe Tako ja A u B Hucy h—rauke

Ha gerBproMm amiery je jat Budyesinu npuka3 Tpehe akcuome nnnugeniuje. Kopucuuk
Tpeba 1a yHece KoopauHaTe aBe pasanante h—radke A u B. Ako cy KoopaunnaTe Tagaka A
un B Takpe na cy A u B aBe pasnuunte h—Trauke, KIuKoMm Ha ayrMe ,,Ilpukazku h—upasy”
KOPUCHUK J001ja Bu3ye/iHu npuka3 h—mpase Koja je h—unnujgenTHa ca jaTuM h—Tadkama

(Couka 73).

Awcuoma L3:

3a caaie dse paznisiume h~mavxe A u B nocmoju uajeuue jedua lr ~npasa xojaje h—usyudesmua ca me dee
h —mavxe.

=
=
Koopmare tave A

08 02 02

Mocragn rrauy A

Koopmare tare B

04 03

Mocrasn h-rauky B

Mpukaxw h-npasy:
xoja je b —mmenia ca
h—rtasxama A u B.

Cuuka 73: Busyesnu npukas rpehe akcnome uHnumaeHuje, npu yemy cy h—rauke A u B
pasnanTe
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AKO KOPHCHHK yHece KOOpJHHATe Tako jga A u B HHCY pa3iuvuTe MOjaBibyje My ce
obasemreme ga A u B mopajy 6uru pazimanre (Couka 74).

Axcuoma I3:
3a ceaxe dae paznuume h—mavie A u B nocmoju najewe jedna h —npaga xojaje h—wiyudenmua ca me dee
b —marixe.

B Koopmmare tasmie A

02 02

MocTasn h-rauxy A

s

A u B Mopajy 6uTn passanTe h-tauxke!

0z .

Koopmsare Tate B

B 02 02

Mocraenhrauky B

{Tpukaxu hnpasy!
xoja je b —mmmenTHa C2
h —Tauxama Au B.

Ciuka 74: Busyennu npukas rpehe akcuome uninugienuuje, upu demy h—rauke A u B
HUCY Pa3/ImduTe

Kao u y mperxomaHoM amjiery, KOPHCHHKY je J03BOJhEHO IoMepame Tadaka A um B.
AKo moMepameM WIH YHOIIEHeM IOIPeIIHIX KOOpANHATa HeKa Tauka n3alhe y crosballrmby
obJlacT alcojiyTe, puKazke ce ojirosapajyhe obaselreme.

Ha merom amtery je jat Bu3yejqHu NpukKas deTBpTe akcuoMme uHiyaennuje. Kopucauk
Tpeba Ja yHece KoopJuHaTe JiBe pazianaute h—rauke A u B. YKOJUKO je YHOC UCTIPaBaH
KJauKoM Ha jayrme . Ilpukazkn h—rauky C” KopucHuk m100nja BU3YeTHH IPHKa3 h—Tadke
C rakse na cy A, B u C tpu h—uekonuneapue h—rauke (Ciuka 75).

Axcuoma 1.4:
ITocmoje mpu b —nexonuseapue b —mavixe

@

Koopammare rame A

03 04

. Mocraen hraury A

- Koopmmare rame B

05 03

oz os os 0B MocTaen h-rauky B

{Tipukaxuh-Tauky Ci | xoja
stje | —xomHeapra ca
h—Tamcaa Au B.

Cauka 75: Busyenu npukas 4erBpre akCHOMe HHIMICHIU]je
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Kopucuuky je omoryheno momepame tauaka A u B, 10K je Tauka C' ¢purcupana. YKo-
JIMKO je YHOC TakaB Ja A u B Hucy paszjiudure, Ha aljiery ce lojaBjbyje ojaropapajyhe
obaBerirerme jja A u B mopajy Ouru pasiumunre h—radke. AKO je KOPUCHHK yHEO He-
ojiroBapajyhe koopjunare 0apem je/iHe TadyKe WM je MMOMeparheM HAIYCTHO YHYTPAIIhY
00J1acT amcosyTe, IMojaB/byje ce obaBeIITebe da AaTa TavuKa BHUIIe HUje h—Tadka.

Axcmome pacmopenaa

Axcumome pacropeia IpaTu ceaM aIlera.

Ha npsom amnery je gar Busyesnun npuka3 pesnanuje h—u3mely. Kiumkom na jayrme
,,h—u3mel)y” kopucuuk j06uja npukas tpu tauke A, B u C 3a koje Baxu By(A, B, C)
(Ciuka 76). Cee Tpu Tauke cy dukcupane.

Hexa cy A, B u C mpu I —xonueapwe h —mauxe. 3a b —mawy B, koja ce paztwaye 0d h —masaca A u C,

xaxceo da je 1 —mavara A u C u maueno By(A, B, €) avo h —mawa B npunada h —dyscu AC.

g

Cauka 76: Busyennu npukas penamnuje h—u3mely

Ha apyrom ammery maT je BU3yeJTHM NMpHKa3 MpBe aKCHOMe pacropena. KiamkoMm Ha
ayrme |, [Ipukaxun” kopucuuk jgobuja oxrosapajyhn npukas (Cuuka 77). Csu esemenTn
Ha amjiery cy (pukcupanu.
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Axcuona IL1:
Aro je By (A, B, C), ondacy A, B, C mpu pasue hh —xonuneapne b —mavixe.

]

Cnuka 77: Buzyennu npukas mpBe aKCHOMe paciope/ia

Ha tpehewm amiery je Busyesinu nmpukas Apyre akCcuoMe pacrnopea. Kianmkom Ha ayrve
,,IIpukazku” KopucHuK j06uja oxrosapajyhn npukas ma amrery (Cnuka 78). Csu ese-
MEHTH Ha aljieTy ¢y (DUKCHpaHH.

Awcuona I1.2:

Axo je By (4,8, C), onda je By (C, B, A)

Cauka 78: Busyeyinu npukas apyre akCHOMe paciopeja
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Ha gerBprom amnery je Busyennu npukas Tpehe akcmome pacmopena. Kimkom Ha
ayrme [ Ipukazxu” kopucHuk j06uja ogrosapajyhu npukas na amwiery (Couka 79). Cbu
€JIEMEHTHU Ha aIjieTy cy (PUKCUpaHH.

Axcuoma I13:
Axo je By (4,B,C), onda xyje By(A, C, B). | MNpukaxu

Crauka 79: Buzyennu npuka3 tpehe akcmome pacmopeia

Ha nerom amiery je BusyejHu npukas derBpre akcuome pacnope/a. Kako kopucHuk
qUTa MCKa3 aKCHOMe, TaKO HaWJIa3W Ha O3HAKe reOMeTPHjCKHX oOjekara Ha Koje MOXKe ja
KJINKHE U JIa MY Ce TH TeOMeTPHUjeKCH 00jeKTH IojaBe Ha amnjery. Tako, KIUKOM Ha JyTrMe
., A7 Ha amrery ce mojassbyje Tauka A. Amasorso je 3a tauke B u C'. Ha kpajy npuruckom
Ha myrMme ,,IIpukaxu”, ce npukasyje ogarosapajyha h—mpasa Koja crmaja gate tauke. CBu
ejqeMentu cy dbukcupanu u e mory ce nomeparu (Comka 80).

Axcuoma IL4:

Arocy [ A | u[ B ] dee pasne I —masre, onda nocmaju h —mawwa [ C | mavsa daje Bu(A, B, C).

=]

Cauka 80: Busyesnu nmpukas 4erBpre aKCHOME PacIiopeia
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Ha mectom amrery maT je Bu3yeqaHH NMPHUKa3 MeTe aKCHOMe pacropega. KiamkoMm Ha
JIyrMe ,, TpH pa3He h—kojimHeapHe h—radke” Ha allIeTy ce I0jaB/byjy, KA0 IITO Ha CAMOM
JlyrMeTy nuiie, Tpu pasue h—kosmueapue h—rauke. Kopucuuky je 103B0/b€HO mOMEpPambe
CBaKe OJ] TPW TavdKe W y 3aBUCHOCTH OJ] PACIOpe/ia TadaKa Ha allJIeTy ce MojaBibyje obaBe-
mreme Koju pacmopes Tadaka Baxu (Coamka 81). AKO ce, IPUJIKKOM IIOMepPamha Tadaka,
HEeKe JIBe TavukKe IOKJIOIE I0jaB/byje ce oDaBeIITemhe /la TauKe MOpajy OMPH pas/HIuTe.

Arcuona ILS:
Axo cv A, Bu C [ 1pnpasne honuneapre hrraue |, onda je wiu Ba(4, B, C) wi By (B.C, A) wi B4 (C, A, B).

=]

Hanovena:

Kmom Ha myrmte _1put pastte h-vomimeapwe h-rauxe”
moeno symern  —tawe A, B it C it koju pacriopen
TpeHyTHO BwiGL

TMowmepassen ganx b —Tauaxa A, B u € moaeno sugetn
Kojut pacriopen Bt

Cnuka 81: Busyennu nmpukas mere akCuoMe pacropejia

Ha cejmom atuiery jiar je Busyesinu npukas imecre akcuome u3 ose rpyue (Ilamose ak-
cuome). Kako KOpHCHHK YnTa MCKa3 akCHOMe, KJIMKOM Ha ojrosapajyhe myrme nojasibyje
ce ofarosapajyhu o6jexar nian objerkn Ha amtery (Cimka 82).

Axcuoma IL6:
( Hawosa axcuoua )

Hexa cy 4, Bu C | tpuirnexonnreapre | h —masxe u nexaje | P | maxea da savcu By (B, P, C). Hexaje p
rpoussooua |_hnpasa | koja je h —wiyudenmua ca b —masxon P u suje b —unyudesmua ca h —masxov A, Tada sa

b —rpasy p eaocu:
1. wru [ ceue hnpasy CA | y b —maviu [_Q | mareo da eazeu Br(C',Q, A),
2. wiu |_ceuehnpasy AB |y b —mawu | R | maxsof da saocu By (A, R.B).

Cauka 82: Uckas Ilamose akcuome

Ha kpajy nomrro npolje Kpo3 1eo ucKa3 akcuoMe nojassbyjy My ce csu nojmosu (Comka
83). CBu 00jeKkTH KOjU Ce M0jaBJbyjy Y OBOM BH3YEJHOM NpHKa3y cy (pUKCHpaHu.

Axkcuome momyaapHOCTU

Akcuome nogynapaoctn mpahese cy ca ocam ariera.

[IpBu amier npejcras/ba BU3yeHU IPUKA3 pearyje h—moaynapuo. Kinkom na gyrme
,,h—monynapan” Ha amnery ce mojaBswyjy Tauke A, B, C'u D Koje ucnymaBajy yCc/Io0B 1a je
nap h—rauaka (A, B) h—noxynapan napy h—raudaka (C, D) (Cnuka 84). Kopucuuky je
jour omoryheno u ja nomepa tauke A u B u jja BbUXOBUM [IOMEPAHEM BUJIU KAKO M3IJIE/IA
oaroapajyhu h—noaynapan map h—radaka C' u D. Hapasao, ako momepamem 01O Koja
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Couka 83: Busyennn npuka3s [lamose akcuome

0/ TayaKa BUIIE He IIPHUIaJa YHYTPAIIhoj 00JJaCTU allcoayTe MojaB/byje ce ojropapajyhe
obaBernTerne.

3anap h—mavaxa (A, B) xaocevo daje napy b —masaca (C, D) u nuweso (4,B)z4(C, D) axo
nocmoju nus h —pedrexcuja wuju npouseod npecruxasa nap (A, B) wanap (C,D). Ipouseod mux h —pedaexcuia
nasusavio h —nodydapnocm (i h — usomempuja).

E]
Hanowena:

Moryhe je romepari
e A B.

(A,B) =,(C, D). jenie
(8, 08,)(4,8)=(C,D)
2Pt

Comka 84: Busyennn npukas pesnamnuje h—momymapHo

JIpyru amjier npejcraB/ba BU3YEJHH NMPUKA3 MPBE akcuoMe mnojayaapuoctu. Kimkowm
Ha ayrme , llpukaxn” xkopucHuk mobuja oaroBapajyhu Busyennn mpuka3. OBaj amier je
CKOPO UCTH KA0 U MPETXOIHH, C TUM IITO Y OBOM aILIeTy MoMepameM Tadaka A u B Tako
J1a ce MOKJIOMe KOPUCHUK MOYKe IPUMETHTH 1a he ce oHga m oxrosapajyhe tauke C' u D
noksonutu (Cinka 85).
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Awcuoma IIL1:
Ao cy A, B, Cu D h—maxe maxse da je (A, B)=; (C. D) u A = B, ondaje C = D. Mipuaxn

Hanowena:

Tomepassen b —rase A, Taxo 22
ce noxnon ca h —raxon B,
Robitja ce Biyem MpKay
axcuoue.

Cnuka 85: Busyennu mpukas mpBe akCHOMe MOLYIAPHOCTH

Tpehu amrer mpencTaB/pa BU3YeTHU MPUKA3 APyre aKCHOMe TMOAYJAPHOCTUA. Y OBOM
aIJieTy KOpPCHHK Tpeba jga yHece KoopamHare Tadaka A m B. Knukom Ha omrosapajyhe
ayrme A7 (opnocHo ,,B”) j106uja Busyesnu upukas h—rauke A (opnocuo B). Jlasbe, Kiu-
koM Ha gyrMme ,llpukaxku h—mupaBy” Ha amiery ce mpukasyje h—ipaBa Koja IIpejcTaB/ba
ocy h—peduaekcnje ¢ 3a kojy Baxku p(A) = B u p(B) = A (Cauka 86). Ykomnko cy A
n B jenna mcra tadka, nmpuka3yje ce Buire of jeane h—mpase. /lasbe, YKOJINKO KOPUCHUK
IOTPEIITHO yHece KoopauHnaTe tauke A man B mojaBibyje My ce oaroBapajyhe obasernremne.

Axcuoma II1.2:
Axo cy A u B 6uo xoje dee b —mavxe, onda je (A, B)za(B, A)

@)

Koopmare Tasce A

02, 02 [a]

Koopamate rae B

03 |, 06 (53]

Tipukaxi hnpasy] | xoja
npeactanma ocy Tpakene
I —pedmexcuc  3a xojy Baxs
¢(4)=Bup(B)= A,
omrocHo (4, B)=4(B, A)

Cimmka 86: Busyesinu npukas japyre akCuome oLy [apHOCTH

YerspTu amier mnpeacTaB/ba BU3yesHH npuka3 Tpehe akcmome momymaprocTu. 3a
CcBaKM 00jeKaT WU peslallijy y HCKa3y aKCHOMe IIOCTOjU JyT'Me KOje ce OJIHOCH Ha, Taj IojaM.
Knukom Ha oarosapajyhe myrme, KOpucHUK J00Mja BH3YEJTHH MPHUKA3 JATOT 00jeKTa MJIH
penanuje (Ciuka 87). CBu ejieMeHTH KOjU ce 10jaBibyjy Y OBOM aluierTy cy (bUuKCHPAHH.

[lern ammer mpejcTaB/ba BU3YEJHH HPUKA3 YeTBpPTe akcuome momyaapHoctu. (OBaj
arieT (PyHKIMOHUIIE CIMTHO Kao M alljIeT KOju oJroBapa Tpehoj akCHOMY MOJLYapHOCTH.
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Axcuoma IIT.3:
axvocy[A)[B], (] [D] [E]u[F]#—mawe maxse [ maje | (A.B)=4(C, D) (A, By=y(E.F),
(C. D)4 (E. F).

g

D

,c,/(c;» 2(ED (

Cnuka 87: Busyennu nmpukas tpehe akcumome moay1apHOCTH

Kopucnuk kjmkom Ha jiyrMe jiodouja ojrosapajyhu BusyejiHu npukas jaror o0jeKkTa ujiu
penanuje (Comka 88). Kao m Koa mpeTxomHor, W KOJ OBOT aljiera Cy CBU eJIeMeHTH
dbuxcupaHum.

Axcuona IIL4:

Aro cy (A | u[ B ] dce pasne h—maxe u [ G | mene nexe h —nonynpase, ovda na maj b —nosyrpasej nocmaji
I —mawxa [ [B| maxsa da je (4,B)=, (C. D),

g

Cnuka 88: BusyesiHu npuka3 4eTBpTe aKCHOMeE MOLYIapPHOCTH

76



[Mlectn amrer mpejacraB/ba BU3yean3anujy nere akcuome nojaygapuoctu (Ciauka 89),
ceamu Buzyesimzanujy mecre akcuome (Comka 90), a ocMu aiuier npejicTaB/ba BU3Ye/Id-
sanujy ceame akcuome nogynapuoctu (Ciomka 91). Osu amsiern GyHKIMOHHILY Kao U
MPETXO/THU AILJIETU KOjH MPeJICTaB/bajy BUlyeausaiujy Tpehe m 4eTBpre akcuome.

Axcuoma HI5:

{wa- (8« [[6] mpu h — nevonuneapre b ~maske u (A}, [(BL] h —masxe py6a weve [ rnonypasnn ),
(A, B)= (4, B'), ouda y moj I —nonypaenu nocmoju jeduncmeena b —mara [ €' | mmm
") (] B.C)=(B . C)

E]

Cimmka 89: Busyennu npukas mere akCuoMe o1y IapHOCTH

Axcuoma IIL6:

Axocy " 200 mpaie b —nexomeapn b —mesavas (D) u [BL] b —masee
BCuBC, (A B)zu(4 B, (B.C)=u(B.C"), (C,A)=4(C", A) « (B.D)=4 (B . D'}, «
(4. D)=,(4'.T)

A 7z
\ S B.O=(B.C)

Conuka 90: Busyennn npukas mecte akCuoMe TOLYIaPHOCTH

7



Axcuoma IL7:
Axocy [ € | u[ €] h—maxe deejy omsoperos h—dyorcu [ AB | u [ AB ), [ tarsesaje | (A, €)= (4, C") «
(B, )=, (B, C"), u (4,B)=, (4, B).

(4.B)=,,(4'B)

Cauka 91: Busyesnu npukas cejayme aKCHOMe IOLYIapHOCTH

Akcunome HenpeKnIHCOTH

Axcnome HenmpexuaHocTu npahene cy ca apa amiera.

[IpBu amier npejicraB/ba BU3YeJIHU IPUKA3 IIPBE aKCUOMe HelpeKuiHocTr. Kiimkom Ha
oxrosapajyhe myrme na amery (play) KOpucHUK MozKe BHIeTH oArosapajyhu Hu3 Tadaka
Koje ncnymanajy ycaose akcnome (Comka 92). IMopes tora, kako Baxku (X7, Y1)=,(Xs, Y2)
ako u camo ako je A(X1,Y)) = A(Xay,Ys), amner uspauynaBa XumnepOoJndKa PacTOjaba
n3Mely y3acTonHux h—radaka TOr HH3A.

Axcuoma IV.1:

( Apxumed-Eydoxcoea axcuona)

Axo cy AB u CD dee npouseosome sameopene h —Oyowcu, ouda na b —nomynpasej AB nocmoju xonaran wuz
h—mauaa Ay, Ay, . .., Ay maxeux 0 je Bu(A, Ay, As, . .., An), npu sexy je ceara 00 sameopeniox b —dyorcu
AAL AL Ay, At Ay b —nodydapua sameopency b —dyseu CD u easeu Bi(A, B,A)

E]

A(C,D) =0.383
A(A,A;) =0.383

A(Aq Ay) = 0.383

A(Ag, A7) = 0.383
A(Ar, Ag) = 0.383
A(Ag, Ag) =0.383

Tauxe A1, A, Az, As, As, As, Az, Asn Ap cy Taxse za je Bu(A, A1, Az, As, Au,
1 cnaxa o aarsopemix h — Ay AAr, AiAs, AsAs, AsAs, Aids, As
je h — nosyaapna sarsopenoj h — sy CD u nancu Bu(A, B, Ay)

As, Ag, A7, Ag, Ag)
Az, ArAs, AsAy

Cimika 92: Busyesnu npukas npBe aKCHOMe HEMPEKUTHOCTH

Jlpyru amteT npe/icTaB/ba BU3YeJIU3aIU]y APYyre aKCHOMe HellpeKuHOoCTH. KiimkoMm Ha
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onrosapajyhe nyrme Ha amery (play) KOpHCHHK MOzKe BHIeTH ojroBapajyhu HU3 Tadaka
Koje uciymwanajy yciaose akcuome (Couka 93).

Arcuana IV.2:
( Kanmoposa axcuova )

Ax0je ALBy, 4181, AnBy . .. iz sameopentax b —Oyacu wexe h —npase, maxswx 0a CEaKa 00 MUK JAMEOPEHIET
h —dvoicu cadpaeu credehy, onda nocmaju b —mawka X roja npunada cearoj sameopency b —dvacu moz wtsa.

=

Conka 93: Busyenun npukas jpyre akCuome HEHPEKUTHOCTH

Axcmoma mapaJieTHOCTH

Axkcnoma mapasieTHOCTH MpUKAa3aHa je ca JBa aIlIeTa.

[IpBu amier upejcraB/ba BU3YEJHH IIPUKA3 caMe aKCcuoMe apaJjiesiHoctu. KopucHuk
yHocu ojroBapajyhe napamerpe 3a h—npaBy p u Koopjaunare 3a h—radky A u KJIUKOM Ha
nyrme ,,Ilpukaku h—npaBe” pobuja nmpukas aBe h—upaBe ¢ U @2 KOje Cy mapajesHe ca
h—mnpasom p u h—unuaentre ca h—radkom A (Coamka 94). YV 0BOM amiery KOpUCHUKY
je I03BOJhEeHO MoMepaibe Tadke A m Ha Taj HaumH My je omoryheHo ma Bumu Koje he ce
h—upaBe MOjaBUTH y 3aBUCHOCTHU O] TOJIOXKaja AaTe h—Tauke.

Axcuoma V.1:
( Axcuona Tobascscxoz)

Hexaje dama h —npasa p u b —masxa A xoja nuje b~ unyudenmua ca b —npasox p. Tada nocmaje 6ap dse b —npase
g 2 g, b —wiyudewmue ca b —mauxox A u dugiywome ca b —npasost p.

=
Yrecute peanaH 6poj E |1

Mpykaxy h-ipagy p

YHecuTe peanak Bpoja |1

X T h- A
P YHecuTe peanaH 6pojb 11 %‘E“W‘
YHecuTe koopgnHaTe h-auke A : | [Nosiaanhpave
R q 1 g, ojecy

I —uEnmmenHe ca
I —taukom A aca
1 —npasow p Hevaly
ajemrnan

I —tauaxa.

Hanowena:

Moryhe je
romepati b —Tamy

Cruka 94: Busyeynu npuka3 akcuome ImapasieHOCTH
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Jlpyru ammeT ce OJHOCH Ha BU3YyeJIU3aIN]y 3aK/bydKa y Be3W IOjMa TMapaeTHOCTH
y xunepbosnukoj reomerpuju pasuu (Couka 95). Kimkom Ha oarosapajyhe jayrme na
aIieTy ce mojassbyjy oaropapajyhu mojmosu. CBu 00jeKTH Ha OBOM aILieTy cy (PUKCUPAHH.

Axo [_noctoje ase h-npase | xoje cp ducjyminne ca h —npasox p u unyudenme
ca lh —maixox A, onda [ noctoju Geckonasro mroro | b —npastox koje ¢y

h cak M A u duejyurmue ca h —npasom p.

Cnuka 95: Busyenanun npukas3 mocrojama O€CKOHAYHO MHOIO h—IIpaBUX KOje Cy HHITH-
JIleHTHe ca JaToM h—rTadkom A U JIUCjyHKTHE ca JaToOM h—IpaBoM p
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6 Heku nojmoBu u TBphema arcoyTHe 1 XurepooJin-
9yKe reoMeTpuje paBHu npuka3anu y IloeakapeoBom
JANCK MOJIEJTy

Y 0BOM TOTJIaB/BY yBenheMo joTT HeKe TOJMOBe AllCOTYTHE U XUTIePOOJIUIKe reOMeTpHje
paBHEH U HaBemnrhemo Heka TBphema Be3aHa 3a yBejeHne mojMoBe. CBe IOjMOBE YBOINMO
y IToenkapeosom muck mogeny. Takobe, cBa TBphema nHapogumo y IloenkapeoBom anck
MOJIETy .

6.1 Ilapasensoct u xunepnapajeaHocT y IloenkapeoBomMm guck
MOJIeJTy

Y eyKJ/uJICKO] reOMETPHjU PABHU 34 JIBE JUCjyHKTHE IpaBe KaxKeMo Jia Cy HapaJielHe.
Y xunepboJIMYKOj TeOMETPHjU PABHHU JIBE JIUCjYHKTHE IIPaBe MOTY OMTHU NapaJiesiHe U Xu-
nepnapaJsente. [lojMoBe mapaJieJJHOCTH U XUIlepHAPAIETHOCTH MPABUX Y XUIEPOOTHIKO]
reoMeTpuju paBHE yBemnrhemo Ha [loemkapeoBoM mucK Momey.

Hedbunnnuja 6.1.0.1. /lee h—npase cy mehycobro napaseare ako umajy jedar 3ajed-
nuuku xpaj (Cauka 96).

Couka 96: [Ipumep e mapasenne h—mpase

Hedbunnunmuja 6.1.0.2. Jlee h—npase cy mehycobno xunepnapaseane axo cy ouc-
Jynkmue u nemajy sajednuuru kpaj (Caura 97).

[Ipumerumo Jj1a pesianuje napaJjieTHOCTU ¥ XUIEePIapaae T HOCTH TPABUX Y XUIEePOOJIH-
9YKOj TeOMeTpHju paBHW HUCY TpausuTubHe. Ha camiu 98 (JeBo) MokeMoO BHIETH ja je
h—upaBa a mapaJjenna ca h—unpaBoM b u ja je h—upaBa b nmapaJjenna ca h—upaBom c,
anu h—IpaBa a HHuje mapajenHa ca h—mopaBoM ¢ (HeMajy 3ajelHUYKH Kpaj). AHATOTHO,
Ha couiy 98 (1ecHO) MOZKEMO BUAETH J1a je h—IpaBa p XuleprapaJena ca h—IpaBoM ¢ u
Ja je h—upaBa ¢ xuneprnapaJsenana ca h—mpaBom 7, aan h—mpaBa p HEje XuneprnapaJesHa
ca h—mpaBom 7.
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Cmuka 97: [lpumep aBe xuneprnapasesnine h—ipase

Cauka 98: [Ipumep ga mapajeHOCT W XUIIEPIAPATIETHOCT MPABUX Y XUIEPOOJINIKO] Teo-
MeTpHji paBHU HHUCY TPAaH3UTUBHE peJialinje

Teopema 6.1.0.1. 3a dse mehycobro zunepnapasesre npase nocmoju jedurncmeena npaca
HOPMAAHG HG 0be.

Jloxas. Heka cy p u g nse xunepnapaienne h—npase. Obenexxkumo ca p’ u ¢’ ogrosapajyhe
eyKJIHJICKe Kpyrose (OJHOCHO mpase) Koje cajpzke h—iupase p u q. Ha ocHoBy Teopeme
5.1.1.7 mocToju jeMHCTBEH eyKINJACKE KPYT (Min npasa) n HopMaJas Ha ', ¢ 1 ancoyry.
[Ipecek kpyra n u XunepOOJMYKe PABHH jeCTe TparKeHa HOPMAaJIa. U

6.2 IIpamenoBu npaBux u enuiukJjn y IloeHkapeoBom JaucK MO-
AeJry

Y 0BOM JieJ1y YBOJUMO 1I0JMOBE LIDAMEH IIPABUX U MUK

Hedbunnnuja 6.2.0.3. Eaunmuuku npamern h—npasux je ckyn ceur h—npasur xoje
cadporce nexy h—maury (Cauka 99).

Kaxko kpyrosu koju cajpzke HeKYy h—TadKy cajpzKe U H0j HHBEP3HY TA4Ky Y OJHOCY HA
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Cnuka 99: [Ipumep enunTuyuKor npaMena h—IipaBux

arcosyTy (jep ¢y HOpMAJIHU HA AICOIYTY), CBe h—IpaBe eJIMITHIKOr MpaMeHa MPUIIAIajy
KPYTOBUMa €JIUNITUYKOr IIpaMeHa KPYTroBa.

Hedbunumnuja 6.2.0.4. Xunepboasuuru npamen h—npasux je ckyn céux h—npasux
Koje nemajy nu 3ajednunky h—mauky wu sajednuvky kpaj (Cauka 100).

Cnuka 100: Ilpumep xunep6oIndKor npaMena h—IipaBux

Cse h—mpaBe XunepOOJUYKOr IIpaMeHa h—IpaBUX MPHUIIAIAJy XHIEPOOTUIKOM IIpa-
MeHy KpPyroBa.

Hedbununnuja 6.2.0.5. Ilapaboruuru npamen h—npasux je ckyn ceuxr h—npasux
Koje umagy jedan sajednuuru xkpaj (Caura 101).

HenTpu Kpyrosa Koju cajip:ke h—mpaBe mapadoJIUIKOr TpaMeHa h—IMpaBux MpUIaIajy
TaHTeHTH HA AIlCOJIYTYy Y 3ajeIHMYKOM Kpajy Aatux h—mpaBux. Otyaa cBe h—mnpase
1apaboJIMYKOL IIPAMEHa HPUIIa/Iajy KPyroBuMa 1apabo/imuKkor npaMeHa Kpyrosa.

Heka je X npamen h—npasux (equnTudku, mapaboaudKy Wil XunepOoJndKi) U HeKa
je X mpom3Bo/bHA h—TadKa Koja He MPUIa1a CBUM ejleMeHTnMa ipamena X. h— Enuuyuka
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Cnuka 101: TTpumep mapabosmakor npamena h—mpaBux

onpehen npamenom X u taukom X je cxkyn {S.(X):z € X}'°, koju obenexkasamo ca
E(X,X).

Teopema 6.2.0.2. Csaku h—enuyuka y Hoenkapeosom duck modeay je eyraudcku kpye
uAu deo eykaudckoe Kpyeaa.

/loxas. Heka je X mpamen h—mnpaBux y IloenkapeoBoMm guck mojeny. Ilpamen X je
ojpeljen npamenom eykianjckux kpyrosa. Heka je X npousBo/bHa h—radka Koja He 1pu-
naja CBUM ejeMeHTHMa h—enunukia X u HeKa cy a u b aBe h—mpase npamena X, Koje
He caapxke h—rauky X. O6emexkumo ca a’, onHocHO b’ eyKINACKA KPYT KOJU CaIprKu
h—upaBy a, ogaocHo b. Ciuky Tauke X HHBEP3UjOM y OJHOCY Ha Kpyr @ O3HAYUMO Ca
X, a ciuky Tauke X HHBep3ujoM y oaHocy Ha Kpyr b’ osmaummo ca Xp,. Kpyr [ onpehen
raukama X, X, u X, je HopMasian Ha kpyrose a' u b'. [Jaxme, Kpyr [ je HopMaJjaH Ha CBe
h—upase npamena X. Jlaspe, Heka je ¢ npou3Bo/bHa h—mpaBa npamena X. Obejeknmo
ca ¢ eykamacku Kpyr Koju caap:kum h—npasy c¢. Baxku ga je kpyr [ nopMajan Ha Kpyr
. Cnuky Tauke X muBep3ujoM y oaHocy Ha Kpyr ¢ osmaummo ca X.. Kako X npumana
Kpyry [ 1 Kako je Kpyr [ HopMaJaH Ha Kpyr ¢, caeau Aa Kpyr [ caapxku u Tauky X.. [

Y 3aBHCHOCTHU O] BpCTe MpaMeHa h—IpaBUX Pa3/JIMKYjeMO TPU BPCTe h—eluIuKaa.

Heka je X esunruuku npamen h—upaBux u Heka je S 3ajejiHuuka h—radka h—npaBux
koje mpunazgajy mpameny X. IIpamen X rmama obenexxkaBamo u ca Xg. h—Enumuki
E(Xs, X) nazuBamo h—xpye, h—rauky S h—uyenwmap, a h—ayx SX h—noaynpeuwnur
Tor h—Kpyra.

Mozke ce mokasaru Ja je h—Kpyr cKyI cBux h—radaka Y 3a Koje Baxku SX=,SY.

VY oenkapeoBom juck mogesy h—kpyr je eykiuacku kpyr (Cuuka 102). Hanomenumo
jomr m ga je h—mentap h—kpyra jeaHak eyK/JInJICKOM IMEHTPY ojaroBapajyher eykanjackor
KpyTa jeJIMHO y Caydajy KaJa je TO MeHTap amcoIyTe.

Heka je X xumnep6oinuku npamen h—paBux 1 HEKa je s 3ajeJHIYKa HopMaJia h—IpaBuX
Koje npunaajy npameny X. IIpamen X taja obenexxasamo u ca X;. h—Enumukin £(X,, X)

15Ca S, obenexasamo h—pediekcujy xunepboauvke papHu 4uja je oca h—ipasa x (BUAeTH U CTD.

45).
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Cimka 102: h—kpyrosu

HasuBaMo h—exsuducmanma, a h—upaBy s ocHosuua h—ekpuaucragre. (O3HAIIMO
ca X' nogHo:xkje HopmaJie u3 h—rauke X Ha h—upasoj s h—Jlyx X X' masusamo eu-
cura h—eKkBHUIUCTAHTE.

Moxke ce mokazaru ja je h—ekBujucranTa CKyn cBux h—radaka Y 3a KOje BaxKu
XX'2,YY’, npn wemy je Y nognoxje nopmase us h—rauke Y na h—unpasoj s.

VY TMoenkapeoBoMm auCK MoOJeTy h—eKBHAMCTaHTa je JyK eykanackor kpyra (Cimka
103). Hamomenumo jorur u j1a je OCHOBHIA h—eKBUJAUCTAHTE HOPMAJIHA HA AlCOIYTY.

Cuuka 103: h—ekBujgucranre

Heka je X mapabonuuku mpamveH h—mpaBux u Heka je P 3ajeIHHYKN Kpaj h—IIpaBuX
koje mpunagajy npameny X. IIpamen X tama obesnexkaBamo u ca Xp. h—Enumuki
E(Xp, X) nazusamo h—opuyur.a.

6K oncTpykmmja Hopmare ns gaTe h—Tadke Ha AaTy h—TpaBy TipuKaszana je y sagarky 7.0.0.2
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6.3 Bwusyeamusaluja 3ajeHUYKe HOpMAaJie XUMNepIIapajie;ITHuX IIpa-
Bux y IloenkapeoBoM JUCK MOOeJTy

Buzyenuzanuja 3ajequunyuke HOpMaJie ABe XuUIlepliapaJiejine h—mnpaBe

Busyenuszamuja 3ajeiHudake HopMaJe IBe XulepapaJseane mpase npahena je oarosapajyhum
amieruma. Tadnuje, jgoKa3 ojropapajyhe teopeme je mnpahen ca jiBa aijera 3aTo HITO €€
JIOKa3 pazJjiaxke Ha JjiBa ciaydaja. [Ipurtuckom na jyrme ,,IlpBu ciydaj” KOpUCHHK MOKe
BUJIETH KOHCTPYKIN]Y 3ajeJHUYKe HOpMaJie JiBe XuIeprapaJsesine mpase Kaja je Ta 3aje/i-
HUYKa HOpMasta jeo eykiauackor kpyra (Coauka 105). /ambe, npuruckom Ha xyrme ,, /Ipyru

[Npew cnyuaj

Oaznavmno ca Ay 1 By Taske Apeceka ancolyTe W Kpyra ky i
i 81 PAAHKATHY OCY ancoayTe H Kpyra ki,

aca Ay u By Tauke npeceka anconyTe W Kpyra ko u
ca 82 PAAHKAIHY 0CY ancoiyTe H Kpyra ka.
Ozuamumo ca S Tadky opecexa

NPABHX 8] H 82,

Konerpyummuo tanrenty ¢ 13 Tadke 5 HA alcoJyTy.

Ozapasuyo JoIHPHY TAMKY AlconyTe H tanrente ca 1.

Koncerpymummmo xpyr 1S, 8T).

()eaKo KOHCTpYHCeaH Kpyr [ je HopuMaJaH Ha
ANCOIYTY U HA Kpyroee kp U ko,

Oznarngo ca n vk kpyra [

KOJH NPHITAIA YHYTPAIILOCTH AIICOJIYTE.
(JBaKo KOHCTPYHCAH JYK 1 je jegHa h — npasa.

Kaxo je kpyr { Hopmanan u Ha Kpyr k) H Ha KpyT ks,

cJaeqH na _il' h— npaea 1 HOPpMAJTHA HA h — npase a f.

) ) g )
Heka je ky xpyr koju cagpxu h — npaey a i v 2 34
N
k2 KpyT KOju cagpxu h — npay b. L
& : ; kY
Ozmanumo ca O uenrtap xpyra ky 1 ca Oz ueHrap Kpyra k. LR

®

Cauka 105: Busyenusamuja KOHCTPYKIHUje 3ajelHUYKE HOPMAaJe XHUIeplIapaieHuX

h—upaBux, npBu ciy4aj

caydaj” KOPUCHUK MOYKe BH/IETH KOHCTPYKIIH]Y 3aje JHUIKe HOpMaJie JIBe XHUIleprapaJiene

mpaBe KaJa je 3ajeJiHnuKa HopMmaJa jeo eykiujicke npase (Ciuka 106).
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Opyru cnyuaj

Hexa je k) kpyr koju caapxu h — npasy a

@

i k2 KPYT KOjH CAADAKM h — npasy b

Ozpasuo ea () uentap kpyra ky

i ca O uenTap kpyra ko

Oanatumo ca Ay 1 By tauke npeceka ancoayre u kpyra &y
H Ca 5] PAJHKAJIHY OCY ancoiyTe H Kpyra ki,

aca Ao 0 By TAMKe NPeceKa AlCOIIyYTe H KpyTa ko

H Ca 83 PAJMKAJIHY OCY ANcOIyTe U Kpyra ko,

Y opOM QIYHAjY NPABE 8] W S2 CY NADAIETHE.

Kaxo je pajukaasa oca JApa KPyra HOPMATHA Ha
npagy oapeljeny neHrpaMa Ta ABa Kpyra,

e 1A je npaga §) HopMajHa Ha npasy 040,
A npaea se Ha npaey (Js0.
Aaxae, MOKEMO 38KBYYHTH

Aa cy Tadke (O, Oy 1 O KomHeapHe,

Tpaxena h — npaea n Tpeda Ja je HOPMAJIHA

H HA AncoayTy # Ha Kpyroee by ow ks,

Jaxime, MOMKeEMO 3AKIEY YUTH
Aa je Tpazkena h — npasa n
Jeo eyKJmacKe npase [

Koja canpsu taqke 01, O u Oa.

Cauka 106: Busyenusamuja KOHCTPYKIHUje 3ajelHUYKEe HOPMaJie XHUIeplapaieHux
h—upaBux, apyru ciy4aj

6.4 Bwusyeamsanmja enmunukKasa y IloeHKapeoBoM ANCK MOJeJTy

Buzyenuzamnuja h—kpyra

Busyenusamnuja h—kpyra, Taunuje ;erora KOHCTPYKIHja, npahena je oarosapajyhum arie-
TOM.

Ha amnery je 3ajar mpukas3 eUNTHUKOT mpaMena h—mpaBux. [Ipamen je ¢dpukcupamn.
Kako 6u ce koncrpyucao ojaroBapajyhu h—kpyr, KOpUCHUK YHOCH KOOpJuHATE Tadke X .
Axo cy koopuHaTe TakBe jia X Huje h—Tadka, KOPUCHUKY Ce Ha aIJIeTy MPUKa3yje 0/Iro-
Bapajyhe obapernrere. Hakon 1mTo yHece ucipaBHe KOOpAWHATE, TIOKPETAHeM aHNMaIlnje
nomohy 3Haka play Ha amiery ce mojaBjbyje HH3 h—Tadaka Koje IpEeJICTaB/bajy CJUKE
h—rauke X npu h—pediiekcuju y ogHOCY Ha cBaKy h—IpaBy JaTOT €JTUINTHYKOL Ipa-
mena. Ha kpajy ce koHcrpywuine Kpyr (y €yKJIMJICKOM CMUCJIY) KOjU CaJpxKu h—TadKy
X u cBe mene cauke jobujene nmomenyrum h—pediekcujama (Comka 107). Tako koH-
CTPYHUCAH KPYT TpejicTaB/ba Tpazkenn h—kpyr. KopucHuk mMoxke momeparmem Tadke X j1a
BH/IM KAKBU Ce CBe h—KpyroBu MOry j06uTu. AKO IIpu moMepamy Tadke X WId IPUIAKOM
yHOCA KOODAMHATA TauKa X He MPUNaJa YHYTPAIIHOCTH allCOJIyTe, Ha aIllJIeTy Ce HCIHCYje
onrosapajyha mopyka.
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Koopounare Taure X:

04 . 06

Cnuka 107: Buzyenuzamnuja KOHCTpYKIje h—Kpyra

Busyenuzamnuja h—ekBuaucranrte

Busyenuzamnuja h—exkBuaucTanTe, TauHuje leHa KOHCTPYKIHja, nmpahena je ogrosapajyhum
AILJIeTOM.

Ha ansery je 3ajar npuka3 xumepOosimakor npamena h—mpasux. [Ipamen je ¢dpuk-
cupan. Kako 6u ce koncTpyucasa ogarosapajyha h—exkBuancranrta, KOPUCHUK YHOCH KO-
opamuaate Tadke X. AKo cy KoopamHate TakBe ja X HUje h—Tadka, KOPUCHUKY Ce Ha
aIieTy mpukasyje ojarosapajyhe obapemreme. Hakon 1mro yHece ucrpaBHe KOOpPIHHATE,
MOKpeTameM aHuMaIlije MoMohy 3HaKa play Ha amiery ce mojaBibyje HU3 h—Tadaka Koje
npejcraB/bajy ciauke h—rauke X npu h—pediiekcuju y ogHocy Ha ¢BakKy h—upaBy JaTor
xunepbondkor npamena. Ha kpajy ce KoHcTpywHIne geo Kpyra (y eyKJIHJICKOM CMHUCIY)
KOj¥ TIPHUTA/Ia YHYTPAITHOCTH aIlCoIyTe, CaapKu h—radky X U CBe meHe CJIuKe J00ujeHe
nomenyTuM h—pediekcrjama (Cauka 108). Tako KOHCTPYHCAH JIYK €yKJIHJICKOT Kpyra
MpeJICTaB/ba TpaykeHy h—eKBUIUCTAHTY. KOpHCHUK MOXKe moMepameM Taduke X /1a BUIA
KaKBe ce ¢Be h—ekBuucranTe MOry jgo0utu. AKO npu nomMepamwy Tadke X WM [MIPUITKOM
yHOCA KOOD/IMHATA TadKa X He IIPUIAJIa YHYTPAIIHOCTH AllCO/IyTe, Ha allJIeTy Ce HCIUCYje
ojarorapajyha mopyxka.
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Koopnunare taure X:

Comka 108: Buzyenuzamnuja KOHCTPYKIHje h—eKBUINCTAHTE

Busyenaunzamnuja h—opunukia

Busyenmsamnuja h—opunukia, Taddnje mEroBa KOHCTPYKIMja, npahena je oaropapajy-
hum ammerom.

Ha amrery je 3ajgaT npukas napaboaundkor npamena h—mpasux. IIpamen je pukcupan.
Kako 6u ce KoHCTpyHCao oAroBapajyhu h—opHIUuK/I, KOPUCHUK YHOCH KOOPJAMHATE TaduKe
X. Ako cy koopauaare TakBe jga X Huje h—Tadka, KOPpUCHUKY Ce Ha alljIeTy PUKa3yje O/l-
rosapajyhe obapermreme. HakoH 11ITO KOPUCHUK yHECe UCIpaBHE KOOpJAWHATE, Ha allIeTy
ce mojaBsbyje 3HaK play 3a mokperame annMmarnuje. llokperamem aHuMaruje Ha aILIeTy
ce TojaBsbyje HU3 h—TadaKa Koje mpejcTaB/bajy ciauke h—rauke X npu h—pedaekcuju y
OJIHOCY Ha CBaKy h—impaBy JgaTor mapaboandkor mpamena. Ha Kpajy ce KOHCTpywuie Kpyr
(y eyKJIMICKOM CMUCILY) KOju caapku h—raduky X u cBe meHe ciuke 100ujeHe HOMEHY THM
h—peduekcnjama (Cauka 109). Taj kpyr, 6e3 jeane Tadke (3ajeHHYKOr Kpaja 3aJaTor
IpaMeHa IIPABUX) MpeJICTaB/ba TpazkeHu h—opuruki. KopucHUK MOXkKe OMepameM TauKe
X 1a BUIM KaKBH Cce CBe h—OpPHIMK/IN MOry g00uTH. AKO IpH moMepamby Tadke X WIn
MPUINKOM YHOCA KOOpJAMHATA Tadka X He IPHUIaIa YHYTPAIIHOCTH allCOIyTe, Ha AILIeTy
ce ucnucyje ojaronsapajyha mopyka.

Jahewmo neraspan onuc npassbersa osor amiera (Comka 110).
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Cauka 109: Busyenusamuja KOHCTPYKIHje h—OpHIUK.Ia

[IpBO KOHCTpyHIIEMO amcoyTy. AICoayTa je mpeacTaB/beHa KpPyroM 4mja je jeTHa-
ynaa 22 + y?> = 1. Kako 6HCMO MOITIH Ja KOHCTPYHIIEMO h—OpPUIHK/, TOTpeOaH HaM
je mpamMen napaJejHux h—upaBux, Tj. mapabojudku npames h—mpaBux. 3HAMO Ja 0Baj
MpaMeH KapaKTepwulile MOCTOjambe 3aje JHHIKOr Kpaja h—npaBux. 3aTo CMO 33J1a/1d MPO-
n3BOJbHY Taduky A Ha amcoiytu. Tauka A mpeicraB/ba 3ajeHHYKH Kpaj MapajieTHhX
h—upaBux. 3aTuM cMO KoHcTpyucaan 14 h—upasux. Fbux cMo KoHCTpyHcaan Tako IITo
cMo y3enn 14 mpou3BO/FHUX TadaKa Koje ce HaJTa3e y YHYTPAITHhOCTH KPyTa KOjU TTPeIcTa-
BJba AICOJIyTY U MOTOM KOHCTPYUCAJM KPYTOBE KOJU CYy HOPMAJIHU HA ALCOJIYTY U CaPIKE
Tauky A, jejHy OJ THX IPOU3BOJbHUX TavyaKa W CJUKY Te TadyKe HPU MHBEP3UjU Y OJHOCY
Ha amcoayTy. Kako 6ucmo gobuam h—mpase, HEOMXOAHO je OWIO [a KOHCTPYHIIEMO JIy-
KOBe THX KPYToBa KOJU ce Haja3e Yy YHyTPAIImhoCTh ancoayTe. JIykoBe cMo KOHCTpyucaan
nomohy asata KojuMm je oMoryheHa KOHCTPYKIMja JyKa ojpeheHor Tpuma Tadkama. Ta-
4yKe Koje cy ojapehuBajie jejan Jyk Ouse cy tauka A, 1pousBo/bHA TavyKa KPO3 KOjy CMO
KOHCTPYHUCAJHA KPYT KOJjU je HOPMaJIaH HA aCHOJIyTY, Ka0 U TAYKa MPECeKa allCoIyTe U TOT
kpyra. Kajga cmo manpaBuin 14 TakBUX JIyKOBa, KOHCTPYHUCAJIU CMO MPEYHUK ATICOJIYTE
Koju cajip:ku Tadky A. 3atum cMo ped ieKCHjoM y OJHOCY HAa KOHCTPYHCAHH MPETHHUK
HpecauKa I cBuX 14 JyKoBa W Ha Taj HAYWMH cMO J00mtu 29 h—IpaBuxX Koje IpHUIaIajy
napabomakoM mpaMmeny. Tauky A m cBe JyKOoBe UM IyK KOje HpeICcTaBhajy h—mpase
CMO O3HauYWIn Kao HemoMmudHe oOjekre. Cienehe mrro je ypabheHo, jecre KOHCTpyKInja
npousBosbHe Tauke X. Taukum X cmo mogesman wHaAUKATOD 7. [loueTHa BpeaHOCT WHIM-
karopa je 0, a Ka/la KOPUCHUK YHece TauKy X U MPHUTHUCHE oJroBapajylie ayrmMe BpeJIHOCT
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Cmuka 110: Ilpmkaz mpaBshema amiaeTa KOJU Jaje BU3YEJTHU TPHUKA3 KOHCTPYKITHje
h—opunukia

uHauKaTopa ¢ nocraje 1. Tauka X Huje pukcupana m KOPUCHUK MOXKe J1a je ImoMepa.

Hakon koncTpykimje Tauke X yHEJIH CMO TEKCT KOJUM CMO ce 00e30e M/ Ja KOpH-
CHHUKY JIaMO HOTPEOHO ODaBelITehe aKO je YHOC HEeHUCIIPaBaH WM aKO IIOMEPAHeM TadKa
X HalycTu yHYTPAIIHOCT allCoIyTe. YCJI0B 3a 10jaB/bUBalbe OBOI' ODABENITEHA jecTe Jia
je maauKarop ¢ jegaHak 1 m ja je Tauka X y CIIOJBAI-OCTH AIlCOJIyTe WJIU Ha allCOJIyTH,
1j. na Baxu 22(X) + y*(X) > 1, oxHOCHO J1a je KOPUCHUK YHEO KoOp/uHaTe Tauke X H
J1a Tauka X HUje Y YHYTPAIIHOCTH aTllCOTyTe.

Cnenehn Kopak y mpaB/bemby alljieTa jecTe KOHCTPYKIMja Tadaka KOje MpPeCTaBIhajy
cauke h—rauke X npu h—peduiekcujama y omuocy ua gare h—npase. h—Peduiekcuje
Cy peaJM30BaHe Ka0 WHBEP3Wje y OJHOCY HA KPYyroBe YHjU Cy JieJIoBU jare h—rmpase.
OsuMm npeciukaBamuma go6uja ce 29 tagaka X', X7, ... X, Komuko uMa u h—IpaBux.
Cse Tauyke cy mocTaBjbeHe Ja Oydy HEMOMWYHHU OOjeKTH, Tj. J/a KOPUCHUK He MOXKe 11a
X MOMepa. 3ajeIHHYKH yCJIOB MPUKA3UBAaIba 3a OBE TAUKe jecTe Jia je KOPUCHHUK yHEO
Koop/JiuHare Tadyke X u Jia je tadyka X y yHyTpaiimoctu ancojyre. Mehyrum, kako ou
ce Ha AIUIeTY MOjaB/bUBAJIA je/lHA TI0 je[Ha TadKa yBe/eH je jenan kim3ad j (Coauka 111).
Kauzau je mocrapiben ja Oyie Henomudan objekar n ja ce kpehe ox 0 10 42 ogpehennm
KopakoMm u O6p3mHOM. HakoHn Tora je cBakoj TauKu JI0JIe/beH JOII jeJIaH yCJIOB KOju Tpeda
na Oyjie UCIYH-eH Kako Ou ce mpukasasia. PemoM cy momebuBanu ycaoBu. Tauka X' mva
JIOJIATHH YCJIOB, & TO je Ja je j > 1, rauka X ja je j > 2 U Tako pejoM cBe JI0 Tadke Xig
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Cnmka 111: 3agaBame KapaKTepHCTUKA KJIH3ady ]

Koja mMa yciaoB j > 29 (Cuuka 112).

Uslov za prikazivanje objekta

[P+ 0P <) (=00 ni2 1

Dinamicke boje

Crvena: |

Zelena:

Plava:

[Res ~|

. / !/ /
Canka 112: 3agaBame ycioBa Tadkama X', X, ... Xog

Kaya cy obesbehenu ycioBu npukasusama tadaka X', X1, ... X, nocroju moryhnocr
KOHCTPYHCabha eyKJIUJICKOD Kpyra KOju UX CBE CaJIPKU U Y KOME je CajpyKaH TPaykKeHu
h—opumukn. Kako y GeoGebra-u mocroju asar kojum je moryhe KOHCTpymcaTu Kpyr
KpO3 TPH JiaTe TadKe, TO je KOHCTPYKIMja OBOI h—OpHIUK/Ia OWjIa jeJHOCTABHA U HUCY
Oure morpebHe cBe Tauke. AJIM KaKO KoopamHaTe Tadke X YHOCH KOPHCHHK MOXKE Ce
jgecutu Ja h—radka X Oyjge h—HHIUJIEHTHA Ca HEKOM OJ 3aJaTUX h—IpaBHX, 3aTO CY
KOHCTPYHCAHA JBa MCTa KPyra, cCaMO KPO3 TPHU pas3/judure Tadke. IIpBu Kpyr es je Kpyr
kpo3 Tauke A, X u X', a gapyru kpyr f3 je koncrpyucan kpo3 rauke A, X u X{. Vcios
nojapbuBama jecte r2(X) + y2(X) < 1A Z1 A 7 > 41. Cpe Tauke Koje Cy CIMKe TauKe
X u kpyrosu ez u f3 cy upsene 0oje.

Ha kpajy kako 6u ce Jieno Bujesa KOHCTPYKIja h—opunukia (Kpyra y eyKJIuICKOM
cvucaty 6e3 jeare raduke, tauke A) 6o je norpebro Halin nenTap (y eyKJInICKOM CMHUCITY )
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TOr Kpyra Koju mpejcraB/ba h—opunukia. lleatap S je Tauka Koja IIpeacTaB/ba IIPECeK
cumerpasie jayxu X A n cumerpase ayxu X X'. 3arum je Ha Kpyry es mzabpaHa npou-
3BOJbHA TadKa Y, a KPYyTI' €3 MOCTaB/beH Kao HeBu1buB o0jekar. Ciemehe mrro je ypaheno
jecTe KOHCTPYKIIMja JIyKa ojJpeheHor meHTpoM W jiBeMa Tadkama ca Kpyra. larum Jjyk je
JYyK g3 Koju je onpehen menTpom S m taukama A um Y. JIyk g3 je npBene 60je, Kao u
Kpyrosu ez u f3. Kako 6m, KoHauHO, OMIa MpHKa3aHa KOHCTPYKIMja h—OpHIUK/IA, O0-
TpebHo je jorr pemedunucatu Tadky Y. Penedunucame je ypaheno Ha ciemnehn nadun:
Ykouko je j == 0 tauka Y je y crBapu tauka A, uHade ako je 30 < j < 40 norpebHO
je poruparn tauky A 3a yrao (30 — j)/10(360)° oko Tauke S, y cympoTHOM OHa HOCTaje
rauka A (Cimka 113).

— i\
& ey e

tacka ¥
1|1 2 30, 4,130 < ) A G < 40), Rotirajla, ((30- )/ 10 (360))", 51, Al @

[ ok |[ odustani || Primeni |

Cinuka 113: 3amaBame ycioBa Tadku Y

OBuM je crupoBejieHa KOHCTPYKIHja h—OpHUIUKIa, a KPYTOBH €3 U f3 Cy HAIPaB/beHU
TaKO JIa Ce I0jaBe OJMax IIOIITO Ce 3aBPIIM KpeTame Tadke Y 10 KPYyry 4Yuju je J1eo
TpakeHu h—OPUIIHKII.

Ha kpajy came KoHCTpPYKIIUje, HA aIlJIeTy ce MpuKasyje ojrorapajyhe obasemnirerme mra
je 3ampaBo h—opumuki, Tj. 1a je To h—kpyr 6e3 tauke A.
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7 Ilpumepu

Y 0BOM TIOTJIAB/BY JIajeMO HEKOJIMKO IPUMepa 3ajaTaka U3 Xunepoo/inike reoMeTpuje
paBHHU peanu3oBaHuX y [loeHKapeoBOM AUCK MOJEITy.

Bagartak 7.0.0.1. [lokazamu da je 36up Yyrympawrwus y2a06a npousconstoz h—mpoyzia
MarU 00 T.

Pewewe. Heka je ABC npouspo/ban h—rpoyrao u O nenrap amcoayre. Ilocroju h—pe-
dbrekcuja ¢ kojom ce h—rauka A npeciukasa y O. Osnaunmo ca By = ¢(B) u C = ¢(C).
h—peduexkcujom @ h—yriaosu garor h—rpoyria ABC npeciukapajy ce Ha muma h—1o-
nypapuae h—yraose h—rpoyrina OB, C} (Cauka 114).

Cuuka 114: h—rpoyrao ABC

h—nyxu AB u AC ce npeciukasajy una h—uayxun OB; u OC) koje mpunajiajy mpe-
gaunuMa arcoayre. Kako cy h—yriosu Z0OBCy u ZB;C10 mamu 011 yriioBa Tpoyria
OB,C} y eyKJIyJICKOM CMHUCIY W Kako je 36up yriaosa y tpoyriy (eykauackom) OBCy
jemHak m, TO caenm aa je 36up h—yriosa h—rpoyrna OB,C) mamu ox 7. dake, Kako
ce IpU CBAKOj MHBEP3UjU WU OCHOj pedIeKCHju dyBajy YIJIOBHU, a cBaka h—pediiekcuja
jé pecTpukKIuja HeKe WHBep3Hje Win ocHe pedecuje, TO je u 30up yrioBa y h—Tpoyriay
ABC mamn ox, . A

Bamarak 7.0.0.2. Hexa cy dame h—npasa a u h—mauka A. Odpedumu h—npasy n koja
cadpotcu, h—maurxy A u nopmaana je Ha h—npasy a.

Pewerwe. Ozuauumo ca O nenrap ancosyre. Pasiukosahemo asa ciyuaja, kaga je A = O
u kajga je A # O.

[TpBu ciyuaj (A = O):
Kako je h—upaBa n h—unnugenraa ca A, cieau ja je m HPEYHHUK ANCOJYTE, Tj. €0
eyKJIUACKe npase. Y 3aBucHocTu o Meljycobnor mosoxkaja h—rauke A u h—upase a
pa3JMKyjeMo JIBa MOJCIyYaja;
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a) h—rauka A u h—npaBa a cy h—uHIUIEHTHE.
Kako je A = O, cienu ja je h—upaBa a NpeYHUK ALCOIYTe, OJHOCHO JIEO eyKJIUICKEe
npase. Jlaspe, Kako cy h—upaBe ¢ U n NPEYHUIM ANCOTIyTe (JIEJTOBH €YyKJINICKe
npase) n Tpeba jga cy MehycoGHO HOpMaJIHe, ciiejin Jia je h—IpaBa 1 OHaj MpeYHUK
aIlcoJIyTe KOju je y Tadku A HOpMaJiaH Ha IIPEIHHK aIlCOJIyTe KOjU IIPeICTaB/ba
h—upasy a (Cruka 115).

Cimka 115: Cuyuaj kazga je h—rauka A h—uHnuaenTHa ca h—upaBoM a

6) h—rauka A u h—npaBa a HUCY h—WHIUIEHTHE.
Kako je A = O, ciaean jga je h—upasa a JyK Kpyra @i HOPMAJIHOI Ha AIICOJIYTY.
Ozmaunmo ca O, menTap kpyra a;. Kako a u n Tpeba ma cy meljycobno HOpMaTHE
h—upase, cienqu 1a he h—upasa n OuTH cajpzKaHa y IpaBoj Koja je HOpMaJIHa Ha
Kpyr a; u caapxku radky O. Jla 6u upasa Oujia HOpMaJiHA HA KPYL LHOTPEOHO je 1a
caJp:ku menTap tor kpyra. Jlakie, rpaxkena h—npasa n he Outn ;1€0 eyK/ImICKe
npase OO; koju npunaga yuyrparmoctu amncoayre (Canka 116).

O,

Cuuka 116: Ciyuaj kaja h—rauka A u h—upaBa a Hucy h—wuHIMJIEHTHE
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Hpyru cayuaj (A # O):
Koncrpyummmmo npaBy p Koja cajp:ku tadky A u Hopmasisa je Ha npaBy OA. O3naunmo
ca T Tauky npeceka anco/yre u npase p. KOHCTyWnmMmo, jasbe, TAHIeHTY ¢ y Tauku
T na amnconyry. Osmaunmo ca Op npecek upasux OA u t, a ca [ h—upaBy Koja je 1e0
eykuackor kpyr Uy (O, 017T). Ilocmarpajmo tpoyrao O;70 u tpoyrao O1 AT (Cauka
117). Kako je ZOTOy = LTAO, u LTO,0 = LAO,T, 1o cy tpoyrmosu O;T0 u O, AT
cmmaan. 13 cimanoctun AOTO ~ ANO AT crnenn jeHakocT:

O, T 00, (OT
0.A O, T \AT )’

01T2 - OlA . OOl

OJTHOCHO

Mozkemo 3akspyunth ja Baxu Uy, (A) = O, onHocHo j1a je O ciuka Tauke A Mpu MHBEP3Uju
y OJIHOCY Ha KpyT 1.

NuBepsujom y ognocy Ha [ h—rauka A ce cauka y h—rauky O, a h—npaBa a y h—npasy
a1. Heka je ny h—npaBa xoja caapxku O n HOpMaJIHa je Ha a1. Kako je h—npasa a canka
h—upaBe a; Ipu UHBEP3UjU y OJHOCY HA [, cenu ja he u n 6utn cimka h—upase ny npu
ncroj uuBepsuju. Jlabe, Kako je h—mpaBa n, h—uHnumentHa ca h—raakom O, ciaean 1a
he h—upasa n Ouru h—unnuaenrna ca h—raukom A. Ha kpajy, Kako cBaka uHBep3uja

qyBa yIJIOBe, Cjiejn Ja he oBako KOHCTpyucaHa h—upasa n 6utu HOpMaJiHa Ha h—mnpaBy
a (Canka 117). A

Cuomka 117: Cnyuaj kajga je h—rauka A pasgumunra o h—rauke O
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Bamarak 7.0.0.3. Hexa cy dame pasauvume h—mauke A u B. Odedumu h—cumempany

h—oyocu AB.

Pewerve. PaznukoBahemo jiBa ciydaja:

[TpBu cayuaj (jeana o garux h—Tadaka MOKJAIA ce Ca MEHTPOM AICOJIYTe, HIIP. HeKa

je A=0):
Koncrpyummmo npaBy p Koja je MHIMIEHTHA ca Ta9KoM B u HopMmaJsiHa je Ha npaBy OB.
[Ipecek amcosiyre u npase p o3nauumo ca 1. Kowucrpyummmo tanrenty y Tadku 1’ Ha
amcosryty. Ilpecek tanrente t u mpaBe OB o3naummo ca S. Koncrpyurmumo kpyr | aumju
je menrap tauka S u nosnynpeunuk ST. I[MTocmarpajmo Tpoyriose STO u SBT (Cnuka
118). Kaxko je ZOTS = ZTBS u £TSO = /ZBSO, cnequ na je ASTO ~ ASBT,
OJTHOCHO CJIEN JIa je

sT 0SS  (OoT

s5=s7=(31)
O/THOCHO

ST? =SB -0S.

Haxe, O je cauka Tauke B npu mHBep3uju y OJHOCY HA KPyT [ 4mju je jyk h—mpasa s.
Onnocuo Baxu ¥ (O) = B u ¢(B) = O, na 0Bako KOHCTpyHcaHa h—IpaBa s npejcTaBba
cumerpany ayzxu OB, ogaocHo AB.

Cnuka 118: Cayuaj kaga je A = O

Hpyru ciay4uaj (Heka cy h—rauke A u B paznuuure of nenrpa amncouyte O):
Koncrpynmumo h—cumerpany h—mayxu OB kao y upBoMm ciay4ajy. O3HAYIMO Ty CHMe-
rpaJjy ca l. h—Peduekcujom y onnocy va h—upasy | h—rauka B ce ciuka y h—rauky O,
a h—rauka A y h—rauky A’. Koncrpynmumo caja, Kao y npBoM ciy4dajy, h—cumerpasry
h—nyxu OA’. Osmaunmo je ca s'. Kako ce h—pedaekcujom y ognocy Ha | h—rauka O
cmuka y h—rauky B, a h—rauka A’ y h—rauky A, To he ce u h—cumerpana h—nyxu OA’
coukatn 'y h—cumerpany h—ayxu AB, ogHoCHO TpakeHa h—cuMmerpasa s Ouhie ciauka
h—upage s’ npu h—pedrekcuju y oguocy na h—npasy [ (Cruka 119).
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N

Cumka 119: Cayuaj kaga jeu A # O u B # O

A

Bamarak 7.0.0.4. Heka cy a u b dse h—npase xoje ce cexy. Odpedumu h—cumempany
h—yeaa xoju one odpehyjy.

Pewerve. Heka je h—rauka X npecek h—mnpapux a u b. O3naanmo ca O meHTap arncoJyTe.
Y 3aBUCHOCTH 0/ IT0JI02Kaja h—Tadke X y 0JHOCY Ha IEHTap alco/yTe, pa3inKoBahemo
JIBa Caydaja.

[IpBu cayuaj (X je nenrap amncomyre, 1j. X = O):
Kako cy h—npaBe a n b h—WHIIIEHTHE ca IEHTPOM aIlCoayTe, CJIeIN Aa Cy aare h—rpase
[PEYHUIN AICOTyTe (JeT0BY eyKIHICKIX IPAaBUX). Y TOM Ciy4ajy, h—cumerpasa h—mpa-

BuX o u b 6ulie cumerpasna yria oxpehenor npasama Koje cajapzxke h—upase a u b (Cinka
120).

Cnuka 120: Ciyuaj kajga ce gare h—mupase a u b ceky y HeHTPy arco/yTe

Hpyru ciayuaj ( h—rauka X je pasjumaura 0J] HEHTPA AICOJIyTe):
Heka je | h—mupaBa xoja npeacraBba h—cumerpany h—ayxun OX. h—Pediekcujom y
oxHOoCcy Ha h—mpaBy | umamo ciaezaehe:
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a) h—rauka X ce mpeciukaBa y h—rauky O,
6) h—mpaBa a ce mpecankaBa y h—npaBy a’ u
B) h—mupasa b ce npecinkaBa y h—upasy b'.

Kako je h—rtauka X h—wunHnmmentHa ca h—mnpaBama a u b, crean na je h—rauka O
h—unnuaenrna ca h—upasama a’ u b/, onHOCHO caeau na cy @’ u b gesoBu eyKJInacKux
npasux. O3HaunMo ca s’ cuMerpasy yriaa kKoja je oaxpehena npasama o' m b'. Ha ocnoy
MPBOT CJIyYaja MOYKeMO 3aK/byunTH Ja he Tpaxena h—cumerpasa s outn canka h—mnpase
s" mpu h—peduaekcuju y onuocy uwa h—mupasy | (Ciauka 121). A

Cmuka 121: Cayuaj kaja ce gate h—upaBe a u b He CeKy y MEHTPY aIlCoIyTe

3amarak 7.0.0.5. Hekxa cy X u'Y dee pasasuvwume h—mauxe. Koncmpyucamu h—xpye |
wuju je yenmap h—mauka X u cadporcu h—mauky Y.

Pewerve. Y oBom 3a,1aTKy passmkoBahemo jBa ciydaja.
[IpBu cayuaj (X = O):

VY oBoMm caydajy h—kpyr [ je eykauacku Kpyr duju je menrtap rauka O (= X)) u momaympe-
gauk ayxk OY (Cuauka 122).
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Caunka 122: Cay4uaj kaga je X = O

Hpyru cayuaj (X #0 nY # O):
h—Cumetpasy a h—uyxu OX koucrpyuriemo kao y 3agarky 7.0.0.3. [lpu h—pedaekcuju
y omuocy Ha h—mpaBy a h—rauka X ce ciauka y h—rauky O, a h—rauka Y y h—radky
Y’. Ha ocHOBY mpBOr Caydaja MozKeMo KoHcrpyucatu h—kpyr [’ auju je mearap h—radka
O u koju cagpxu h—rauky Y’ (Cnuka 123). lakie, Tpaxenun h—Kpyr | 4uju je meHTAp

Cauka 123: Cayuaj kaga je X 0 uY # O

h—rauka X n noxynpeunnk XY mpobmjamo kao cauky h—kpyra I’ npu h—pedaekcuju y
OJTHOCY Ha h—IIpaBy a. JAN

3amarak 7.0.0.6. Hexa cy dame dee pasaunume h—mauxe A u B. Odpedumu h—maury
C maxsy da je h—mpoyeao ABC' npasunan.

Pewerve. Tpaxkeny h—rauky C pobuhemo y npeceky h—kpyra ki(A, AB) u h—kpyra
ko(B, BA). h—Kpyrose ki u ky koncrpyuniemo kao y 3ajgarky 7.0.0.5. Mehyrnwm, kako ce
O0BaKO KOHCTpyucanu h—kpyrosu ky u ky cexy y aBema h—Ttadkama, TO he 3ajaTak UMaTh
nBa permesa (Crauka 124).
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Cumka 124: Tauke C7 u Cs cy takse jga cy h—rpoyrinosu ABC, n ABCy npasuinu
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8 3akJspy4ak

Kao miro je y yBojgy HamoMeHyTO BH3yen3allfja XuUnepOoJmdKe reoMeTpuje uMa Be-
Juky 3Hadaj. lIpe cBera, Bu3yeqHH MpHUKa3 je KOPHCTAH OHHMa KOjH Ipeaajy HIH yde
xunepboamdky reomerpujy. HapaBuo, moryhe je Bu3yesm3oBaTun caMO KOHKPETAH MOJIEJT
XunepboTnIKe reoMeTpuje. Y OBOM pajly OMpeIe/iin ¢Mo ce 3a Busyenuzanujy [loemka-
PEOoBOI' JIUCK MOJIeJIa U3 HEKOJIMKO pasJiora. [IpBu pasJjior je mro je y eyKJauJICKOM CMUCTY
Taj Mojen orpannden. OrpanmdeHocT HaMm omoryhaBa Ja ce CBU 00jeKTH U peJjalije Bu-
3yeJTHO MpUKaxKy y nejgoctu. Ipyru pazsor jecre Tecna mope3anoct [loenkapeosor amck
MOJIeJla ca HeKUM 3HAYajHUM KOHIIENITUMA eyKJIUICKe TeOMeTpHje, Kao MTO Cy MOTeHIIH]ja
TavKe y OJIHOCY Ha KPYT W MHBep3uja y oaHocy Ha Kpyr. Tpehu passor jecte pesatuBuO
jeJIHOCTaBaH HAYUH LIPOBEPE aKCUOMA.

Jlasbe ucTpakuBarbe UILI0 OW y MpaBIly BHU3yeJW3allije JAPYTuX M0jMOBa, pesaluja u
TBphema amcosiyrHe n xumnepOoimdke reoMerpuje paBuu y IloeHkapeoBoMm JuCK MoJey.
[Ipe cBera, To cy m3oMeTpujcke Tpancdopmaimje.

Y paay je npukazaHa BU3ye/M3aluja Mojesa paBHHU, a He u 1pocropa. Pasjor 3a 1o

je mpe cBera, Taj mTo nporpaMcku naker GeoGebra jomr yBek Hema JOBO/BHO pa3BHjeHEe
aJiaTe 3a BU3YEJIU3AIN]y TPOIUMEH3HOHOT IPOCTOPA.
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