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1 Uvod

Hiperboliqka geometrija je grana matematike koja se intenzivno razvija posled-
�ih dvesta godina. Sami poqeci ove oblasti su, me�utim, daleko stariji. Mo�e se
re�i da se hiperboliqka geometrija ,,rodila" onog momenta kad su matematiqari do-
xli na ideju da doka�u peti Euklidov postulat. Danas su, gledano sa matematiqke
taqke gledixta, euklidska i hiperboliqka geometrija ravnopravne. Nije uvek bilo
tako. Euklidska geometrija je vekovima bila u ,,prednosti". ,,Prednost" euklidske
geometrije bila je ta xto 	udi prostor intuitivno shvataju kao euklidski.

Krajem 19. veka francuski matematiqar Anri Poenkare1 je u euklidskoj geome-
triji konstruisao model hiperboliqke geometrije. Od tog momenta se svi pojmovi,
relacije i tvr�e�a hiperboliqke geometrije mogu vizuelizovati.

Razvojem informaciono-komunikacionih tehnologija postalo je mogu�e relativno
jednostavno i za kratko vreme kvalitetno vizuelizovati geometrijske objekte.

Ci	 ovog rada jeste da prika�e korix�e�e informaciono-komunikacionih te-
hnologija (konkretno programskog paketa GeoGebra i HTML-a) za potrebe uqe�a i
nastave hiperboliqke geometrije.

U poglav	u Ukratko o programskom paketu GeoGebra ukratko je predsta-
v	en programski paket GeoGebra pomo�u kojeg je ra�ena vizuelizacija Poenkareo-
vog disk modela. Ovo poglav	e posve�eno je znaqaju programskog paketa GeoGebra
za interaktivnu nastavu matematike. Paket GeoGebra je sredstvo kojim se lako
predstav	aju interaktivni i dinamiqki sadr�aji (u ovom sluqaju hiperboliqka
geometrija ravni) na naqin koji uqenicima (studentima) omogu�ava lakxe razume-
va�e i pra�e�e datog sadr�aja. Primenu paketa GeoGebra u ovom radu mo�ete
videti na adresi http://alas.matf.bg.ac.rs/∼ml08150/master.

U poglav	u Kratak istorijski pregled razvoja geometrije ukratko je, kroz
istoriju, predstav	en razvoj geometrije. Navedene su samo neke geometrije, kako
su one nastale i ko su �ihovi tvorci. Prikazano je kako je na geometriju gledao
Euklid, kako ju je sistematizovao Hilbert i kako se geometrija da	e razvijala
sve do idejnih tvoraca i osnivaqa hiperboliqke geometrije. O istoriji nastanka
hiperboliqke geometrije i geometrije uopxte deta	nije mo�ete videti u [2], [7] i
[4].

U poglav	u Aksiomatsko zasniva�e geometrije ravni ukratko je prikazano
Hilbertovo aksiomatsko zasniva�e geometrije ravni. Posebna pa��a posve�ena
je aksiomama paralelnosti. U zavisnosti koju aksiomu izaberemo za aksiomu pa-
ralelnosti dobijamo euklidsku ili hiperboliqku geometriju ravni. Deta	nije o
Hilbertovom aksiomatskom zasniva�u geometrije mo�ete pogledati u [7].

Poglav	e Poenkareov disk model hiperboliqke geometrije ravni pred-
stav	a sredix�i deo rada. Prikazani su pomo�ni rezultati iz euklidske geome-
trije koji su potrebni za uvo�e�e i razumeva�e Poenkareovog disk modela. U okviru
ovih pomo�nih rezultata objax�eni su pojmovi potencija taqke u odnosu na krug,

1�il Anri Poenkare (Jules Henri Poincare, 1854 − 1912), francuski matematiqar i teorijski
fiziqar.
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kao i inverzija u odnosu na krug (za vixe deta	a videti [6]). Da	e su prikazani
pomo�ni rezultati iz kompleksne analize. Ovi rezultati su potrebni kako bi se u
interaktivnim materijalima geometrijski pojmovi mogli predstaviti pomo�u ko-
ordinata (za vixe deta	a pogledati [5] i [1]). Nakon pomo�nih rezultata navodimo
konstrukciju modela. Svaki geometrijski objekat i relacija u modelu definisani
su i pra�eni odgovaraju�im vizuelnim dinamiqkim prikazom, koji je deta	no opi-
san. Za tako definisan model neophodno je pokazati da je taj model zaista model
hiperboliqke geometrije ravni. To se radi proverom aksioma hiperboliqke geo-
metrije ravni na konstruisanom modelu. Svaka aksioma pra�ena je odgovaraju�im
vizuelnim interaktivnim prikazom, kao i deta	nim opisom.

U poglav	u Neki pojmovi i tvr�e�a apsolutne i hiperboliqke geome-

trije ravni prikazani u Poenkareovom disk modelu predstav	eni su pojmovi
paralelnosti i hiperparalelnosti u Poenkareovom disk modelu, koji je konstrui-
san u prethodnom poglav	u ovog rada, kao i pramenovi pravih i epicikli. Svi
uvedeni pojmovi i relacije pra�eni su odgovaraju�im vizuelnim interaktivnim i
dinamiqkim prikazima, koji su deta	no objax�eni.

U posled�em poglav	u Primeri predstav	eni su neki primeri (zadaci) na
konstruisanom modelu. Prikazane su konstrukcije: normale iz date taqke na datu
pravu, simetrale du�i, simetrale ugla, kruga i pravilnog trougla.

Kao glavni izvor definicija, teorema i dokaza u ovom radu korix�ene su k�ige
[3] i [6].
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2 Ukratko o programskom paketu GeoGebra

GeoGebra2 je programski paket koji slu�i za kreira�e i prikaziva�e raznih ma-
tematiqkih sadr�aja, pre svega iz oblasti geometrije. Name�en je za nastavu i uqe-
�e matematike, odnosno nastavnicima matematike i �ihovim uqenicima. Me�utim,

Slika 1: Logo programskog paketa GeoGebra

GeoGebra nije name�ena isk	uqivo za prav	e�e raznih sadr�aja iz oblasti geo-
metrije. Pored xiroke primene u geometriji, mogu�e je praviti razne dinamiqke
sadr�aje vezane i za algebru, analizu, statistiku i druge grane matematike. Upravo
zbog xirokog spektra primene GeoGebra je pogodna za interaktivno uqe�e matema-
tike. Zbog jednostavnog korix�e�a, preglednosti i mogu�nosti rada na srpskom
jeziku, GeoGebra se sve vixe prime�uje u nastavi matematike (kako osnovnoxkol-
skoj, tako i u sred�oxkolskoj) u Republici Srbiji. Jox neki od razloga sve qex�eg
korix�e�a GeoGebra-e u nastavi su ti xto su instalacija i upotreba programa
jednostavni, kao i to xto je program besplatan i svima dostupan.

GeoGebra se koristi i na mnogim fakultetima u okviru nastave matematike
i srodnih nauka. Najqex�e slu�i kao pomo�no sredstvo u dokaziva�u odre�enih
tvr�e�a iz oblasti geometrije, gde je studentima (polaznicima kursa) texko pre-
cizno da skiciraju i razmotre sve mogu�nosti.

Pored mogu�nosti primene u interaktivnoj nastavi veoma znaqajna karakteri-
stika GeoGebra-e jeste i qi�enica da se odre�ene konstrukcije mogu napraviti tako
da budu dinamiqke. Tako se omogu�ava promena (pomera�e) polaznih objekata qime
se, onome ko prezentuje, pru�a mogu�nost istra�iva�a raznovrsnih mogu�nosti i
sluqajeva.

Ono xto je veoma bitno za interaktivnu nastavu jeste i povezanost algebarskog
i grafiqkog prikaza. Na taj naqin korisnici, kada naprave odre�eni dinamiqki
sadr�aj, mogu videti kako se pomera�e odre�enih objekata u grafiqkom prikazu
manifestuje na algebarski prikaz (Slika 2).

U ovom master radu osnovni pojmovi i relacije na datom modelu hiperboliqke
geometrije ravni uvedeni su kroz interaktivni i dinamiqki sadr�aj koji je napra-
v	en u programskom paketu GeoGebra (Slika 3).

2Autor programskog paketa GeoGebra je Markus Hoenvarter (Markus Hohenwarter), koji je 2001.
godine programski paket kreirao u okviru svog master rada.
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Slika 2: Izgled GeoGebra prozora - algebarski i grafiqki prikaz

Slika 3: Izgled poqetne strane veb prezentacije master rada ,,Vizuelizacija Po-
enkareovog disk modela korix�e�em programskog paketa GeoGebra"

Kako bi se vizuelno pokazalo da je Poenkareov disk model zaista model hiperbo-
liqke geometrije ravni, naprav	eni su odgovaraju�i apleti koji su predstav	eni u
veb prezentaciji rada, pomo�u kojih korisnik mo�e vizuelno i interaktivno videti
iskaze aksioma.
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3 Kratak istorijski pregled razvoja geometrije

Prvi sistematiqan pregled geometrije dao je Euklid3 oko 300. godine pre nove
ere u svom delu ,,Elementi". Tekst u ovom delu organizovan je u 13 k�iga, u kojima
su postupno izlo�ena sva geometrijska zna�a tog vremena. Prvih xest k�iga se
odnosi na planimetriju, slede�e qetiri k�ige se odnose na geometrijsku teoriju
brojeva, a posled�e tri k�ige na stereometriju.

Objax�e�a osnovnih geometrijskih pojmova i veza me�u �ima organizovana su
u definicije, aksiome i postulate. Definicijom se uvodi odre�eni pojam i ona
predstav	a iskaz kojim se znaqe�e novog pojma opisuje drugim pojmovima za koje
se pretpostav	a da su poznati. Osnovne veze me�u definisanim pojmovima su date
aksiomama i postulatima. Pri tome, aksiomama se konstatuju opxte va�e�e istine,
dok se postulatima konstatuju veze izme�u geometrijskih objekata. Aksiome i po-
stulati se smatraju istinitim i ne podle�u dokaziva�u. Sve ostale veze izme�u
geometrijskih objekata se iskazuju teoremama, �ihovim posledicama i stavovima,
qiju je istinitost neophodno dokazati polaze�i od aksioma i postulata.

Prvu k�igu Euklid zapoqi�e nizom definicija kojima je uveo osnovne geome-
trijske objekte. Ukupno ima 23 definicije i me�u �ima su definicije taqke, prave,
ravni, ugla i sl.

Euklid u ,,Elementima" navodi slede�ih pet aksioma (deta	nije mo�ete videti
u [2]):

A1 Stvari (predmeti, objekti) koje su jednake tre�oj jednake su me�usobno.

A2 Ako se jednake (veliqine) dodaju jednakim (veliqinama), rezultati su jednaki.

A3 Ako se jednake (veliqine) oduzmu od jednakih (veliqina), rezultati su jed-
naki.

A4 Stvari (predmeti, objekti) koje se podudaraju me�usobno, jednake su.

A5 Celina je ve�a od (svog) dela.

Ono xto je veoma va�no i oko qega se vekovima polemisalo jesu Euklidovi po-
stulati (za vixe deta	a pogledati [4]):

P1 Mo�e se povu�i (konstruisati) prava od jedne do druge taqke.

P2 Mo�e se konstruisati neprekidna ograniqena prava (du�) na pravoj.

P3 Mo�e se konstruisati krug sa centrom u datoj taqki i datim polupreqni-
kom.

P4 Svi pravi uglovi su me�usobno jednaki.

3Euklid (grq. Eυκλειoης, ne zna se pouzdano kada je �iveo, pretpostav	a se da je �iveo oko
300. godine pre nove ere kada su i napisani Elementi), jedan je od najznamenitijih matematiqara
antiqke Grqke.
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P5 Ako prava seqe dve prave, i unutrax�i uglovi sa jedne strane prave koja seqe
su ma�i od zbira dva prava ugla, onda se te dve prave seku sa te strane prave
koja ih preseca.

Svi postulati, koje je Euklid naveo jox pre vixe od dve hi	ade godina, iska-
zuju neke geometrijske istine. Prva tri postulata su konstruktivnog karaktera i
vekovima predstav	aju osnovu svih geometrijskih konstrukcija. Qetvrti postulat
govori o podudarnosti pravih uglova. Me�utim, jedini postulat koji je sporan, ta-
qnije slo�en, jeste peti postulat. Peti postulat je neelementaran i sa pravom se
vekovima sum�alo da se mo�e izvesti iz prva qetiri.

Problem petog postulata doveo je do mnogih matematiqkih istra�iva�a koja
su tek posle dvadesetjednog veka dovela do rexe�a, a rexe�e je bila qitava nova
geometrija.

Danas znamo da se peti postulat ne mo�e dokazati polaze�i od prva qetiri
postulata. Me�utim, mnogi matematiqari su vekovima pokuxavali da doka�u peti
Euklidov postulat.

Prvi koje je govorio o dokazu petog postulata bio je Proklo4. On je u svojim
komentarima ,,Elemenata" naveo kako je Ptolemaj5 izveo pogrexan dokaz i izneo
svoj, koji je tako�e pogrexan. Me�utim, ono xto je znaqajno u �egovim komentarima
jeste qi�enica da se u �ima prvi put pojav	uje ekvivalentna formulacija petog
postulata:

Kroz taqku van prave postoji samo jedna prava disjunktna s tom pravom.6

Ono xto je zanim	ivo jeste qi�enica da se i sam Gaus7 zanimao za dokaz petog
Euklidovog postulata. Pokuxavao je da do�e do odgovaraju�eg dokaza sve do 1813.
godine. Kasnije se iz Gausovih pisama moglo proqitati da je uvideo da ne mora
da va�i opxte mix	e�e da postoji jedinstvena prava u zadatoj ravni koja sadr�i
datu taqku i paralelna je datoj pravoj. Na taj naqin Gaus je razvio ,,neeuklidsku"
geometriju. Me�utim, iako Gaus u svojim matematiqkim delima nije ostavio traga
rezultatima do kojih je doxao u ovoj oblasti, �egov rad je znaqajan jer je bio jedan
od retkih, me�u matematiqarima svoga vremena, koji su mogli da shvate i prihvate

4Proklo Likej, poznat i kao Proklo Naslednik ili Dijadoh (grq. Πρoκλoςo ∆ιαδoχoς, �iveo
izme�u 400. i 500. godine nove ere), bio je jedan od posled�ih velikih grqkih filozofa. Izme�u
ostalog, poznat je po tome xto se bavio petim Euklidovim postulatom.

5Klaudije Ptolemaj (grq. Kλαυδιoς Πτoλεµαιoς, lat. Claudius Ptolomaeus, �iveo u periodu oko
100. godine nove ere), grqko - rimski astronom, matematiqar i geograf. Poznat je po ,,Velikom
matematiqkom zborniku astronomije", koji je kasnije dobio naziv ,,Almagest".

6Ova formulacija se danas naziva Plejferova aksioma, a ne Proklova. Nazvana je Plejferovom
zato xto je engleski matematiqar �on Plejfer (John Playfair, 1748 − 1819), 1795. godine napisao
komentare ,,Elementima" u kojima je predlo�io da se peti postulat zameni ovim iskazom. Ali
Plejfer je dokazao ekvivalentnost sa petim postulatom, xto Proklo nije uqinio.

7Johan Karl Fridrih Gaus (Johann Carl Friedrich Gauß, 1777−1855) bio je nemaqki matematiqar i
nauqnik. Ostavio je trag u mnogim po	ima matematike i nauke i smatra se jednim od najuticajnijih
matematiqara u istoriji.
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ideju o nejedinstvenosti prave u datoj ravni koja sadr�i datu taqku i paralelna je
datoj pravoj.

Tek u 19. veku dokazano je da peti Euklidov postulat ne zavisi od ostalih po-
stulata geometrije. Ovaj dokaz bio je prvi posle mnogo godina koji je bio znaqajan
za razvoj geometrije. Prvi koji su doxli do ovog rezultata bili su Nikolaj Loba-
qevski8 i Janox Bo	aj9 (Slika 4). �ih dvojica su prvi pokazali da peti Euklidov
postulat ne zavisi od ostalih postulata geometrije, odnosno da se ne mo�e izvesti
iz ostalih postulata.

Slika 4: Janox Bo	aj (levo) i Nikolaj Lobaqevski (desno)

Rezultati ova dva znaqajna matematiqara postali su jasni tek krajem 19. veka
kada je David Hilbert10 u svom delu ,,Osnove geometrije" geometriju zasnovao na
neprotivreqnom, nezavisnom i potpunom sistemu aksioma.

Za razliku od Euklidovih ,,Elemenata", u Hilbertovim ,,Osnovama geometrije"
izdatim 1899. godine nema definisa�a osnovnih geometrijskih pojmova poput taqke,
prave, ravni itd. Na poqetku svog dela Hilbert iznosi slede�e (preuzeto iz [7]):

,,Mi zamix	amo tri razliqita sistema stvari:
Stvari prvog sistema nazivamo taqkama i oznaqavamo ih sa A,B,C, . . .;
Stvari drugog sistema nazivamo pravama i oznaqavamo ih sa a, b, c, . . .;
Stvari tre�eg sistema nazivamo ravnima i oznaqavamo ih sa α, β, γ, . . .;

Taqke se nazivaju elementima linearne geometrije. Taqke i prave elementima
ravanske geometrije, a taqke, prave i ravni se nazivaju elementima prostorne
geometrije ili elementima prostora.

Mi zamix	amo taqke, prave i ravni u izvesnim me�usobnim odnosima i ozna-
qavamo ove odnose reqima ,,le�ati", ,,izme�u", ,,podudarno", ,,paralelno", ,,ne-

8Nikolaj Ivanoviq Lobaqevski (1793− 1856), ruski matematiqar.
9Janox Bo	aj (Janos Bolyai, 1802− 1860), ma�arski matematiqar.
10David Hilbert (David Hilbert, 1862 − 1943), nemaqki matematiqar. Bio je jedan od najznaqaj-

nijih matematiqara 19. i ranog 20. veka. Sara�ivao je s Albertom Ajnxtajnom u razvoju teorije
relativnosti.
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prekidno"; taqan i za matematiqke svrhe potpun opis ovih odnosa posti�e se
pomo�u aksioma geometrije.

Aksiome geometrije mo�emo podeliti u pet grupa; svaka pojedinaqno od ovih
grupa izra�ava izvesne povezane osnovne qi�enice naxeg opa�aja. Mi �emo ove
grupe aksioma nazvati na slede�i naqin:

1. aksiome incidencije,

2. aksiome rasporeda,

3. aksiome podudarnosti,

4. aksioma neprekidnosti i

5. aksiome paralelnosti. "

Prve qetiri grupe aksioma qine aksiomatski sistem apsolutne geometrije.
Vratimo se na otkri�e Lobaqevskog i Bo	aja. Geometrija koju su �ih dvojica

otkrili dobila je naziv neeuklidska geometrija Lobaqevskog-Bo	aja ili hiperbo-
liqka geometrija. Ona je zasnovana na aksiomama apsolutne geometrije i aksiomi
Lobaqevskog (o �oj �e kasnije biti reqi).

Lobaqevski i Bo	aj (nezavisno jedan od drugog) su tu geometriju zasnovali po-
laze�i od osnovnih geometrijskih pojmova i odgovaraju�ih aksioma i dokazivali su
teoreme geometrijskim metodama, nexto sliqno euklidskoj geometriji. Kao osnova
za dokaziva�e slu�ila im je teorija paralelnih pravih, koja je napravila razliku
izme�u �ihove i euklidske geometrije.

Geometrija Lobaqevskog-Bo	aja otkriva neki novi svet geometrijskih objekata.
U �oj se paralelne prave sve vixe pribli�avaju jedna drugoj sa jedne strane, a uda-
	avaju do beskonaqnosti sa suprotne strane. Da	e, dve prave koje imaju zajedniqku
normalu uda	avaju se beskonaqno od te zajedniqke normale na obe strane. Ono xto
je tako�e bilo zanim	ivo, jeste qi�enica da je u geometriji Lobaqevskog-Bo	aja
zbir uglova u trouglu ma�i od zbira dva prava ugla, kao i to da se u pomenutoj
geometriji mo�e konstruisati qetvorougao koji ima najvixe tri prava ugla i da
qetvrti mora biti oxtar.

Od nastanka geometrije Lobaqevskog-Bo	aja aksiomatsko zasniva�e matematike
postalo je jox znaqajnije. Aksiomatsku osnovu su dobile ne samo euklidska i geome-
trija Lobaqevskog-Bo	aja, ve� i projektivna, afina, vixedimenzionalna euklidska
i mnoge druge. I pored uvo�e�a aksioma zadr�ala se mogu�nost da su aksiome hi-
perboliqke geometrije logiqki nekonzistentne. Da bi se pokazalo da dati sistem
aksioma ima smisla, neophodno je konstruisati model. Kao xto je za euklidsku geo-
metriju ravni uobiqajen model bio ravna povrx, tako je ostalo pita�e da li uopxte
postoji model oqiglednog predstav	a�a hiperboliqke geometrije.

Ono xto je veoma bitno jeste da je hiperboliqka geometrija, uprkos protiv	e�u
velikog broja matematiqara, za�ivela zahva	uju�i velikom matematiqaru Beltra-
miju11 koji je 1868. godine pokazao da geometrija Lobaqevskog-Bo	aja ima smisla na

11Eugenijo Beltrami (Eugenio Beltrami, 1835− 1899), italijanski matematiqar.
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posebnoj povrxi nazvanoj pseudosfera. Time je Beltrami konstruisao prvi model
hiperboliqke geometrije. Pseudosfera je postala predmet ispitiva�a velikih ma-
tematiqara kao xto su Klajn12 i Riman13. Oni su doprineli afirmaciji geometrije
Lobaqevskog-Bo	aja, kao i �enim primenama. Hiperboliqka geometrija (ili geome-
trija Lobaqevskog-Bo	aja) je naxla xiroku primenu u raznim granama matematike
kao i u modernim tokovima teorijske fizike.

Jedan model hiperboliqke geometrije konstruisao je francuski matematiqar Po-
enkare (Slika 5). On je prvo razvio model hiperboliqke planimetrije koji je poznat
kao disk model, koji po �emu nosi naziv Poenkareov disk model. Kasnije, Poen-
kare dolazi do otkri�a jox jednog modela hipebloqke planimetrije i u pita�u je
poluravanski model.

Slika 5: Anri Poenkare

12Feliks Kristijan Klajn (Felix Christian Klein, 1849 − 1925), nemaqki matematiqar poznat po
svome radu na teoriji grupa, teoriji funkcija, neeuklidskoj geometriji i na poveziva�u geometrije
sa teorijom grupa.

13Georg Fridrih Riman (Georg Friedrich Bernhard Riemann, 1826 − 1866), nemaqki matematiqar
koji je dao znaqajan doprinos razvoju matematiqke analize i diferencijalne geometrije.
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4 Aksiomatsko zasniva�e geometrije ravni

4.1 Aksiome apsolutne geometrije ravni

Kao xto je ve� navedeno u poglav	u 3, David Hilbert je u svom delu ,,Osnove
geometrije", koje je izdato 1899. godine, geometriju logiqki uteme	io. On je geo-
metriju zasnovao na neprotivreqnom, nezavisnom i potpunom sistemu aksioma. Taj
sistem aksioma se sastoji iz pet grupa aksioma.

Geometriju zasnovanu na prve qetiri grupe aksioma nazivamo apsolutnom geo-
metrijom. U zavisnosti od aksiome koja se izabere da bude jedina aksioma iz pete
grupe imamo dve geometrije. Izborom Plejferove aksiome za aksiomu iz pete grupe
zasnivamo euklidsku geometriju. Me�utim, ukoliko izaberemo aksiomu Lobaqevskog
zasnivamo hiperboliqku geometriju.

Slede�i Hilberta apsolutnu geometriju ravni definixemo kao ure�enu
petorku (P,L, I,B, C) , gde su:

• P proizvo	an neprazan skup koji nazivamo ravan.
Elemente skupa P nazivamo taqke i oznaqavamo ih sa A,B,C, . . . ,

• L skup odre�enih podskupova skupa P qije elemente nazivamo prave i oznaqa-
vamo sa a, b, c, . . .,

• I ⊂ P×L relacija koju nazivamo incidentno, pri qemu uvek uzimamo da je
(A, p) ∈ I ako i samo ako A ∈ p,

• B ⊂ P3 relacija koju nazivamo izme�u i

• C ⊂ P2 × P2 relacija koju nazivamo podudarno, pri qemu umesto oznake
((A,B), (C,D)) ∈ C koristimo oznaku (A,B) ∼= (C,D),

pri qemu va�e aksiome incidencije, rasporeda, podudarnosti i neprekidnosti.

Pre nego xto navedemo aksiome prve grupe, definiximo jedan pojam.
Za tri taqke A,B i C ka�emo da su kolinearne ako postoji bar jedna prava p

incidentna sa A, B i C, u suprotnom ka�emo da su nekolinearne.

I Aksiome incidencije

1. Za svaku pravu p postoje najma�e dve razne taqke A i B incidentne sa
pravom p.

2. Za svake dve taqke A i B postoji najma�e jedna prava p koja je incidentna
sa A i B.

3. Za svake dve razne taqke A i B postoji najvixe jedna prava p koja je
incidentna sa A i B.
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4. Postoje tri nekolinearne taqke A, B i C.

II Aksiome rasporeda

1. Ako je B(A,B,C), onda su A,B i C tri razne kolinearne taqke.

2. Ako je B(A,B,C), onda je B(C,B,A).
3. Ako je B(A,B,C), onda nije B(A,C,B).

4. Ako su A i B dve razne taqke, onda postoji taqka C takva da je B(A,B,C).
5. Ako su A, B i C tri razne kolinearne taqke, onda je ili B(A,B,C) ili

B(B,C,A) ili B(C,A,B).

6. (Paxova aksioma)
Ako su A,B i C tri nekolinearne taqke i p prava koja nije incidentna sa
A, a sa pravom odre�enom taqkama B i C ima taqno jednu zajedniqku ta-
qku P takvu da je B(B,P,C), onda za pravu p va�i: ili prava p sa pravom
odre�enom taqkama C i A ima taqno jednu zajedniqku taqku Q takvu da
je B(C,Q,A) ili prava p sa pravom odre�enom taqkama A i B ima taqno
jednu zajedniqku taqku R takvu da je B(A,R,B).

Pre nego xto navedemo aksiome tre�e i qetvrte grupe, definiximo jox neke
pojmove.

Neka su A i B dve razne taqke. Skup svih taqaka X takvih da je B(A,X,B)
nazivamo otvorena du� AB. Uniju otvorene du�i AB i taqaka A i B nazivamo
zatvorena du� AB. Pri tome taqke A i B nazivamo kraj�e taqke du�i AB.

Neka su A, B, C tri razne taqke neke prave p. Ako va�i da je B(A,C,B) onda
ka�emo da su taqke A i B sa raznih strana taqke C. Inaqe ka�emo da su taqke
A i B sa iste strane taqke C.

Neka su A i B dve razne taqke. Skup svih taqaka X takvih da su taqke B i X sa
iste strane taqke A (uk	uquju�i taqku A) nazivamo poluprava AB sa poqetnom
taqkom A. Taqku A nazivamo teme poluprave.

Neka su A i B dve razne taqke i p prava koja nije incidentna ni sa taqkom A
ni sa taqkom B. Ka�emo da su taqke A i B sa raznih strana prave p ako du�
AB ima zajedniqku taqku sa pravom p. Inaqe ka�emo da su taqke A i B sa iste
strane prave p.

Neka je p proizvo	na prava i neka je A taqka koja nije incidentna sa pravom p.
Skup svih taqaka X takvih da su taqke A i X sa iste strane prave p (uk	uquju�i i
sve taqke prave p) nazivamo poluravan sa poqetnom pravom p. Pravu p nazivamo
rub poluravni.
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III Aksiome podudarnosti

1. Ako su A,B,C i D taqke takve da je (A,B) ∼= (C,D) i A = B, onda je
C = D.

2. Ako su A i B bilo koje dve taqke, onda je (A,B) ∼= (B,A).

3. Ako su A,B,C,D,E i F taqke takve da je (A,B) ∼= (C,D) i, uz to
(A,B) ∼= (E,F ), onda je (C,D) ∼= (E,F ).

4. Ako su C i C ′ taqke dveju otvorenih du�i AB i A′B′, takve da je
(A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′), onda je i (A,B) ∼= (A′, B′).

5. Ako su A i B dve razne taqke i C teme neke poluprave, onda na toj polu-
pravoj postoji taqka D takva da je (A,B) ∼= (C,D).

6. Ako su A,B i C tri nekolinearne taqke iA′, B′ taqke ruba neke poluravni,
takve da je (A,B) ∼= (A′, B′), onda u toj poluravni postoji jedinstvena
taqka C ′ takva da je (A,C) ∼= (A′, C ′) i (B,C) ∼= (B′, C ′).

7. Ako su A,B,C i A′, B′, C ′ dve trojke nekolinearnih taqaka i D i D′ taqke
polupravih BC i B′C ′, takve da je (A,B) ∼= (A′, B′), (B,C) ∼= (B′, C ′),
(C,A) ∼= (C ′, A′) i (B,D) ∼= (B′, D′), onda je i (A,D) ∼= (A′, D′).

IV Aksiome neprekidnosti

1. (Arhimed-Eudoksova aksioma)
Ako su AB i CD dve proizvo	ne zatvorene du�i, onda na polupravoj AB
postoji konaqan niz taqaka A1, A2, . . . , An takvih da je B(A,A1, A2, . . . , An),
pri qemu je svaka od zatvorenih du�i AA1, A1A2, . . . , An−1An podudarna
zatvorenoj du�i CD i va�i B(A,B,An).

2. (Kantorova aksioma)
Ako je A1B1, A2B2, . . . , AnBn, . . . niz zatvorenih du�i neke prave, takvih
da je svaka od tih zatvorenih du�i nadskup slede�e, onda postoji taqka
X koja pripada svakoj zatvorenoj du�i tog niza.

4.2 Aksiome paralelnosti

Ako aksiomama apsolutne geometrije ravni dodamo jox jednu od aksioma para-
lelnosti, dobijamo euklidsku ili hiperboliqku geometriju ravni.

V1 Aksioma paralelnosti 1

Neka su date prava p i taqka A koja nije incidentna sa pravom p. Tada
postoji taqno jedna prava q incidentna sa taqkom A i disjunktna sa pra-
vom p.
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V2 Aksioma paralelnosti 2

Neka su date prava p i taqka A koja nije incidentna sa pravom p. Tada
postoje bar dve prave q1 i q2 incidentne sa taqkom A i disjunktne sa
pravom p.

Ako aksiomama apsolutne geometrije ravni dodamo aksiomu V1 dobijamo euklid-
sku geometriju ravni. S druge strane ako aksiomama apsolutne geometrije ravni
dodamo aksiomu V2 dobijamo hiperboliqku geometriju ravni. Konzistentnost
obe geometrije dokazujemo konstrukcijom modela. Ispostav	a se da su euklidska
geometrija ravni i hiperboliqka geometrija ravni ekvikonzistentne, odnosno po-
laze�i od euklidske geometrije ravni mogu�e je konstruisati model hiperboliqke
geometrije ravni i obratno.

U nastavku rada dajemo konstrukciju jednog modela hiperboliqke geometrije
ravni polaze�i od euklidske geometrije ravni.
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5 Poenkareov disk model hiperboliqke geometrije

ravni

U ovom poglav	u opisujemo jedan model (realizaciju) hiperboliqke geometrije
ravni. U pita�u je Poenkareov disk model . Poenkareov disk model gradimo
polaze�i od euklidske geometrije ravni.

Definisa�emo osnovne pojmove i relacije i dokaza�emo da na ovako konstruisa-
nom modelu va�e sve aksiome hiperboliqke geometrije ravni. Pored toga, osnovne
pojmove i relacije, kao i proveru aksioma prikaza�emo i vizuelno, korix�e�em pro-
gramskog paketa GeoGebra. Pri tome dajemo dinamiqki i interaktivni vizuelni
prikaz.

5.1 Pomo�ni rezultati iz euklidske geometrije ravni

Euklidsku ravan obele�ava�emo sa E2.
Poenkareov disk model se konstruixe polaze�i od euklidske geometrije ravni.

Preciznije, polaze�i od kruga u ravni E2. Za konstrukciju Poenkareovog disk
modela i razmatra�e hiperboliqke geometrije ravni na tom modelu neophodno je
dobro poznavati svojstva euklidskog kruga. Ta svojstva se odnose, pre svega, na
pojam potencije taqke i inverzije u odnosu na krug.

5.1.1 Potencija taqke u odnosu na krug

Teorema 5.1.1.1. Neka su u ravni E2 dati krug k i proizvo	na taqka P takva da
ne pripada krugu k. Neka su prave p i q takve da sadr�e taqku P i seku krug k.

• Ako prava p seqe krug k u taqkama A i B, a prava q u taqkama C i D, onda
va�i PA · PB = PC · PD14.

• Ako je taqka P izvan kruga k i taqka T dodirna taqka tangente t iz taqke
P na krug k, onda va�i PA · PB = PT 2.

Dokaz. Prvi deo teoreme dokaza�emo razmatra�em dva sluqaja. U prvom sluqaju
pretpostavi�emo da je taqka P u unutrax�osti kruga k, a u drugom da je u spo	a-
x�osti kruga k.

Prvi sluqaj (Slika 6): Kako su uglovi ∠APD i ∠CPB unakrsni, sledi da su
podudarni. Tako�e, kako su uglovi ∠PDA i ∠PBC uglovi nad istim lukom AC,
sledi da su podudarni. Otuda mo�emo zak	uqiti da su trouglovi PAD i PCB
sliqni. Iz ove sliqnosti sledi da va�i jednakost

PA

PC
=
PD

PB
,

14Proizvod PA · PB jeste proizvod du�ina du�i PA i PB. Isto va�i za sve proizvode du�i
koji se jav	aju u nastavku teksta.
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odnosno
PA · PB = PC · PD.

Slika 6: Sluqaj kada je taqka P u unutrax�osti kruga k

Drugi sluqaj (Slika 7): Kako su uglovi ∠APD i ∠CPB jednaki, sledi da su
podudarni. Tako�e, kako su uglovi ∠PDA i ∠PBC uglovi nad istim lukom AC,
sledi da su podudarni. Otuda mo�emo zak	uqiti da su trouglovi PAD i PCB
sliqni. Iz ove sliqnosti sledi da va�i jednakost

PA

PC
=
PD

PB
,

odnosno PA · PB = PC · PD.

Slika 7: Sluqaj kada je taqka P u spo	ax�osti kruga k
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Doka�imo sada i drugi deo teoreme (Slika 8).

Posmatrajmo trouglove PAT i PTB. Kako je ∠TPA = ∠BPT (zajedniqki ugao
ova dva trougla) i ∠PTA = ∠PBT (∠PTA je ugao odre�en tetivom TA i tangentom
t, a ∠PBT je ugao nad tetivom TA), sledi da je △PAT ∼ △PTB. Otuda dobijamo
jednakost

PA

PT
=
PT

PB
,

odnosno sledi da je
PA · PB = PT 2.

�

Slika 8: Sluqaj kada iz taqke P konstruisana tangenta na krug k

Definicija 5.1.1.1. Neka su u ravni E2 dati krug k i taqka P . Potencija
taqke P u odnosu na krug k jeste proizvod PA ·PB, pri qemu su A i B preseqne
taqke kruga k i proizvo	ne prave l koja sadr�i taqku P . Potenciju taqke P u
odnosu na krug k obele�avamo sa p (P, k).

Iz teoreme 5.1.1.1 sledi da potencija taqke P u odnosu na krug k ne zavisi od
izbora prave l. Primetimo da je potencija taqke P u odnosu na krug k u sluqaju
kada taqka P pripada krugu k jednaka broju 0.

Lema 5.1.1.1. Ako su O1 i O2 taqke i c du� u ravni E2, onda je skup svih taqaka
X ravni E2 takvih da je O1X

2 −O2X
2 = c2 prava normalna na pravu O1O2.

Dokaz. Neka je C taqka takva da je CO2 ⊥ O1O2 i CO2 = c. Oznaqimo sa D preseqnu
taqku prave O1O2 i simetrale du�i O1C. Kako taqka D pripada simetrali du�i
O1C, sledi da je O1D = DC. Posmatrajmo trougao O2DC. Na osnovu Pitagorine
teoreme va�i da je DC2 = O2D

2+O2C
2 = O2D

2+c2, odnosno va�i O1D
2 = O2D

2+c2.
Dakle, va�i O1D

2 −O2D
2 = c2 (Slika 9).
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Slika 9: Skup svih taqaka X takvih da je O1X
2 −O2X

2 = c2

Konstruiximo normalu n u taqki D na pravu O1O2. Neka je X proizvo	na taqka
koja pripada pravoj n. Posmatrajmo touglove O1DX i O2DX. Na osnovu Pitagorine
teoreme sledi da je DX2 = O1X

2 − O1D
2 i DX2 = O2X

2 − O2D
2, odnosno va�i

O1X
2 −O1D

2 = O2X
2 −O2D

2.
Dakle, va�i jednakost O1X

2 −O2X
2 = O1D

2 −O2D
2 = c2.

Ovim smo dokazali da za svaku taqkuX prave n va�i jednakost O1X
2−O2X

2 = c2.
Mo�e se dokazati da svaka taqkaX za koju va�i jednakost O1X

2−O2X
2 = c2 pripada

pravoj n. �
Teorema 5.1.1.2. Neka su u ravni E2 data dva kruga k1 (O1, r1) i k2 (O2, r2), pri
qemu je O1 ̸= O2. Skup l svih taqaka X takvih da je p (X, k1) = p (X, k2) jeste prava
koja je normalna na pravu O1O2.

Dokaz. Taqka P pripada skupu l ako i samo ako va�i p (P, k1) = p (P, k2) (Slika 10),
odnosno ako i samo ako je

PT1
2 = PT2

2,

pri qemu su T1 i T2 dodirne taqke tangenti iz P na k1 i k2. Kako je, na osnovu
Pitagorine teoreme,

PT1
2 = PO1

2 −O1T1
2 = PO1

2 − r1
2 i PT2

2 = PO2
2 −O2T2

2 = PO2
2 − r2

2,

sledi da taqka P pripada skupu l ako i samo ako je

PO1
2 − r1

2 = PO2
2 − r2

2,

odnosno
PO1

2 − PO2
2 = r1

2 − r2
2.
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Slika 10: p (P, k1) = p (P, k2)

Kako je razlika r1
2 − r2

2 = const, na osnovu prethodne leme mo�emo zak	uqiti
da taqka P pripada pravoj koja je normalna na pravu O1O2. Odnosno, da je tra�eni
skup l upravo prava koja je normalna na O1O2. �

Na osnovu prethodne teoreme mo�emo definisati pojam radikalne ose.

Definicija 5.1.1.2. Skup svih taqaka ravni qije su potencije u odnosu na dva
nekoncentriqna kruga k1 i k2 me�usobno jednake nazivamo potencijalna osa ili
radikalna osa tih krugova.

Neka su data dva nekoncentriqna kruga k1 i k2. Odredimo radikalnu osu tih
krugova. Razlikujemo tri sluqaja:

1) Krugovi k1 i k2 se seku u taqkama A i B. Kako svaka od taqaka A i B ima
potenciju koja je jednaka nuli u odnosu na oba kruga (p (A, k1) = p (A, k2) = 0 i
p (B, k1) = p (B, k2) = 0), to je radikalna osa krugova k1 i k2 prava AB (Slika
11).
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Slika 11: Radikalna osa krugova koji se seku u dvema taqkama

2) Krugovi k1 i k2 se dodiruju u taqki T . Analogno sluqaju 1 radikalna osa bi�e
prava koja je zajedniqka tangenta u taqki dodira ovih krugova (Slika 12).

Slika 12: Radikalna osa krugova koji se dodiruju

3) Krugovi k1 i k2 nemaju zajedniqkih taqaka. U ovom sluqaju radikalnu osu
mo�emo odrediti konstrukcijom pomo�nog kruga. Neka je l krug takav da je
k1 ∩ l = {A,B} i k2 ∩ l = {C,D}. Radikalna osa je prava koja sadr�i presek
pravih AB i CD i normalna je na pravu odre�enu centrima krugova k1 i k2
(Slika 13).

Da	e, mo�emo definisati jox neke pojmove koji su vezani za pojam potencije
taqke u odnosu na krug.

Definicija 5.1.1.3. Skup svih krugova ravni E2 od kojih svaka dva kruga imaju
istu radikalnu osu r nazivamo pramen krugova ili sistem koaksijalnih kru-
gova, a pravu r radikalna osa tog pramena krugova.
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Slika 13: Radikalna osa krugova koji nemaju zajedniqkih taqaka

Teorema 5.1.1.3. Neka su krugovi k1, k2 i k3 takvi da ne pripadaju istom pramenu i
da nikoja dva nisu koncentriqna. Tada odgovaraju�e radikalne ose pripadaju jednom
pramenu.

Dokaz. Neka su s12 radikalna osa krugova k1 i k2, s23 radikalna osa krugova k2 i k3,
i s13 radikalna osa krugova k3 i k1. U zavisnosti od me�usobnog polo�aja pravih
s12 i s23 razlikujemo dva sluqaja.

Prvi sluqaj (prave s12 i s23 se seku):
Pretpostavimo da je s12 ∩ s23 = {S}.
Kako S ∈ s12 sledi da je p (S, k1) = p (S, k2). Tako�e, kako S ∈ s23 sledi da je

p (S, k2) = p (S, k3). Otuda je p (S, k1) = p (S, k3), odnosno S ∈ s13. Zak	uqujemo da je
s12 ∩ s23 ∩ s13 = {S} (Slika 14).

Slika 14: Sluqaj kada radikalne ose nekoncentriqnih krugova k1, k2 i k3 pripadaju
pramenu konkurentnih pravih

21



Drugi sluqaj (prave s12 i s23 su paralelne):
Potrebno je dokazati da je i s13 paralelna sa s12 i s23. S tim ci	em pretposta-

vimo da npr. s13 nije paralelna sa s23. Tada postoji taqka S takva da S ∈ s13 ∩ s23.
Kako S ∈ s13 sledi da je p (S, k1) = p (S, k3). Tako�e, kako S ∈ s23 sledi da je
p (S, k2) = p (S, k3). Otuda je p (S, k1) = p (S, k2), odnosno S ∈ s12. Da	e, kako S ∈ s23
sledi da S ∈ s12 ∩ s23, xto je nemogu�e jer su po pretpostavci prave s12 i s23 pa-
ralelne. Dakle, pretpostavka da s13 nije paralelna sa s23 nije odr�iva. Konaqno
mo�emo zak	uqiti da ako su prave s12 i s23 paralelne, onda je i prava s13 paralelna
sa �ima (Slika 15). �

Slika 15: Sluqaj kada radikalne ose nekoncentriqnih krugova k1, k2 i k3 pripadaju
pramenu paralelnih pravih

Na osnovu prethodne teoreme mo�emo uvesti jox jedan pojam, pojam radikalnog
sredixta.

Definicija 5.1.1.4. Taqka u kojoj se tri radikalne ose tri nekoncentriqna kruga
seku nazivamo radikalno (potencijalno) sredixte.

Slede�u teoremu navodimo bez dokaza.

Teorema 5.1.1.4. Va�e slede�a tvr�e�a:

a) Ako se dva kruga jednog pramena seku u dvema taqkama A i B, tada se i svaka
dva kruga tog pramena seku u taqkama A i B.

b) Ako se dva kruga jednog pramena dodiruju u taqki T , tada se i svaka dva kruga
tog pramena dodiruju u taqki T.

v) Ako dva kruga jednog pramena nemaju zajedniqkih taqaka, tada nikoja dva kruga
tog pramena nemaju zajedniqkih taqaka.
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Na osnovu prethodno navedene teoreme u euklidskoj ravni mo�emo razlikovati
tri vrste pramena krugova: eliptiqki, paraboliqki i hiperboliqki.

Definicija 5.1.1.5. Neka su dati nekoncentriqni krugovi u euklidskoj ravni
koji qine jedan pramen krugova.

• Ako se krugovi tog pramena seku u dvema taqkama taj pramen nazivamo elip-
tiqki pramen krugova (Slika 16).

Slika 16: Eliptiqki pramen krugova

• Ako se krugovi tog pramena dodiruju taj pramen nazivamo paraboliqki pra-
men krugova (Slika 17).

Slika 17: Paraboliqki pramen krugova
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• Ako krugovi tog pramena nemaju zajedniqkih taqaka taj pramen nazivamo hi-
perboliqki pramen krugova (Slika 18).

Slika 18: Hiperboliqki pramen krugova

Napomenimo da centri svih krugova jednog pramena pripadaju pravoj normalnoj
na osu tog pramena.

Lema 5.1.1.2. Neka je u ravni E2 dat krug k. Ako je krug l normalan na krug k, onda
centar kruga l pripada spo	ax�osti kruga k.

Dokaz. Neka je O centar kruga l. Ako su A i B preseqne taqke krugova k i l, onda
polupreqnici OA i OB kruga l pripadaju tangentama na krug k u odgovaraju�im
taqkama (Slika 19). Me�utim, posled�e je nemogu�e ako taqka O ne pripada spo	a-
x�osti kruga k. �

Slika 19: Grafiqki prikaz leme 5.1.1.2
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Lema 5.1.1.3. Neka su u ravni E2 data dva kruga k1 i k2 i neka je P taqka koja
pripada spo	ax�osti krugova k1 i k2 i radikalnoj osi krugova k1 i k2. Tada postoji
jedinstven krug l qiji je centar taqka P i koji je normalan na krugove k1 i k2.

Dokaz. Obele�imo sa t1 i t2 tangentu iz taqke P na krug k1, odnosno k2. Neka je
{T1} = t1 ∩ k1 i {T2} = t2 ∩ k2 (Slika 20).

Slika 20: Grafiqki prikaz leme 5.1.1.3

Kako taqka P pripada radikalnoj osi krugova k1 i k2, sledi da je
p (P, k1) = p (P, k2), odnosno da je PT1 = PT2. Tada je polupreqnik kruga l du� PT1
(odnosno PT2). �

Lema 5.1.1.4. Ako je krug l normalan na krugove k1 i k2, onda centar kruga l pripada
radikalnoj osi krugova k1 i k2.

Dokaz. Oznaqimo sa O centar kruga l. Neka je {A1, B1} = l ∩ k1 i {A2, B2} = l ∩ k2.
Svaka od du�i OA1, OB1, OA2 i OB2 je polupreqnik kruga l, pa su jednake (Slika
21). Dakle, otuda je p(O, k1) = p(O, k2), odnosno O pripada radikalnoj osi krugova
k1 i k2. �

Teorema 5.1.1.5. Ako je krug l normalan na krugove k1 i k2, onda je krug l normalan
i na sve krugove pramena kojeg odre�uju krugovi k1 i k2.

Dokaz. Neka je k proizvo	an krug pramena krugova odre�enog krugovima k1 i k2.
Obele�imo sa O centar kruga l. Na osnovu leme 5.1.1.4 taqka O pripada radikalnoj
osi pramena odre�enog krugovima k1 i k2. Otuda taqka O ima jednake potencije u
odnosu na sve krugove pramena krugova odre�enog krugovima k1 i k2, pa i na krug
k. Sledi da je du� odre�ena taqkom O i dodirnom taqkom tangente iz O na krug k
jednaka polupreqniku kruga l, pa zak	uqujemo da je krug l normalan na krug k. �
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Slika 21: Grafiqki prikaz leme 5.1.1.4

Teorema 5.1.1.6. Neka je K neki pramen krugova i neka su l1 i l2 dva kruga normalna
na krugove pramena K. Tada je svaki krug pramena L odre�enog sa l1 i l2 normalan
na svaki krug pramena K. Radikalna osa pramena krugova K sadr�i centre krugova
pramena L i odgovaraju�e ose su normalne.

Dokaz. Dokaz neposredno sledi iz prethodnih lema. �

Prethodno navedenom teoremom uveli smo novi pojam:

Definicija 5.1.1.6. Pramenove krugova koji zadovo	avaju prethodnu teoremu na-
zivamo normalni pramenovi krugova.

Teorema 5.1.1.7. Neka su k1 i k2 dva disjunktna nekoncentriqna kruga i neka je
krug l normalan na oba. Tada postoji jedinstven krug (ili prava) n normalan na
sva tri kruga.

Dokaz. Obele�imo sa r1 radikalnu osu krugova k1 i l, a sa r2 radikalnu osu krugova
k2 i l.

Ako se prave r1 i r2 seku, obele�imo presek sa R (Slika 22). Na osnovu defini-
cije taqke R odseqci tangenti iz taqke R na svaki od krugova k1, k2 i l su me�usobno
podudarne du�i i svaka od �ih je jednaka polupreqniku kruga n. Centar kruga n je
taqka R.
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Slika 22: Sluqaj kada se radikalne ose r1 i r2 seku

Ako se prave r1 i r2 ne seku, onda je n prava odre�ena centrima krugova k1 i k2
(Slika 23).

Slika 23: Sluqaj kada su radikalne ose r1 i r2 disjunktne

Zaista, ako sa O1 obele�imo centar kruga k1, sa O2 centar kruga k2 i sa O centar
kruga l, kako je r1 normalno na O1O, r2 normalno na O2O i r1 paralelno sa r2, sledi
da su O, O1 i O2 kolinearne. �
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5.1.2 Inverzija u odnosu na krug

Definicija 5.1.2.1. Neka je k(O, r) krug euklidske ravni E2. Preslikava�e
ψk : E2 \ {O} → E2 \ {O} definisano sa:

ψk(X) = X ′ ako i samo ako X ′ pripada polupravoj OX i OX ·OX ′ = r2,

nazivamo inverzija u odnosu na krug k. Krug k nazivamo krug, taqku O centar
i polupreqnik r polupreqnik inverzije (Slika 24).

Slika 24: X ′ je slika taqke X u inverziji u odnosu na krug k

Zaxto je domen i kodomen ovog preslikava�a skup E2 \ {O}?
Ako bi centar O imao svoju sliku O′, tada bi na osnovu definicije 5.1.2.1 va�ilo:

ψk(O) = O′ ako i samo ako O′ pripada polupravoj OO i OO ·OO′ = r2.

Me�utim, kako je du�ina du�i OO jednaka 0, nemogu�e je da taqka O ima sliku.
Sliqno, taqka O nije slika nijedne taqke.

Kako konstruisati sliku proizvo	ne taqke P u inverziji ψk u odnosu na krug
k(O, r)?

Primer 5.1.2.1. Neka taqka P pripada spo	ax�osti kruga k. Konstruisati
sliku taqke P u inverziji u odnosu na krug k.

Rexe�e. Neka je T dodirna taqka tangente konstruisane iz taqke P na krug k i P ′

podno�je normale iz taqke T na pravoj OP (Slika 25). Taqka P ′ je slika taqke P
u inverziji u odnosu na krug k. Kako je ∠TOP = ∠P ′OT i ∠PTO = ∠TP ′O = π

2
,

sledi da je △OTP ∼ △OP ′T . Dakle, sledi da je

OT

OP ′ =
OP

OT
,

odnosno, va�i OP ·OP ′ = OT 2 = r2. △
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Slika 25: Taqka P ′ je slika taqke P u inverziji u odnosu na krug k

Teorema 5.1.2.1. Inverzija je bijektivno preslikava�e.

Dokaz. Neka je Y ∈ E2 \ {O} proizvo	na taqka. Na polupravoj OY postoji jedin-

stvena taqka X, X ∈ E2 \ {O} takva da je OX =
r2

OY
, tj. OX · OY = r2. Kako

posled�a jednakost znaqi da je Y = ψk (X), sledi da je ψk ,,NA" preslikava�e. S
druge strane, ako je ψk (X1) = ψk (X2) = Y onda je OX1 · OY = OX2 · OY = r2, odno-

sno, OX1 = OX2 =
r2

OY
. Kako na osnovu definicije inverzije i X1 i X2 pripadaju

pravoj OY sledi da je X1 = X2. Odnosno, ψk je ,,1− 1" preslikava�e. �

U primeru 5.1.2.1 smo videli kako mo�emo konstruisati sliku taqke P u inver-
ziji u odnosu na krug k(O, r), ako taqka P pripada spo	axnosti kruga k.

Slede�a teorema nam kazuje kako mo�emo konstruisati sliku taqke P u inver-
ziji u odnosu na krug k(O, r), ako taqka P pripada unutrax�osti kruga k.

Teorema 5.1.2.2. Inverzija je involucija.

Dokaz. Neka je ψk(X) = X ′. Tada je X ′ taqka poluprave OX takva da va�i slede�a
jednakost: OX · OX ′ = r2. Me�utim, onda je i X taqka poluprave OX ′ takva da
va�i jednakost: OX ′ · OX = r2, pa je ψk(X

′) = X, odnosno mo�emo zak	uqiti da
je ψ2

k(X) = X, tj. inverzija ψk je involucija. �

Sada, na osnovu teoreme 5.1.2.2, mo�emo zak	uqiti da je konstrukcija slike taqke
P, taqke koja pripada unutrax�osti kruga k, u inverziji ψk u odnosu na krug k(O, r)
obrnut proces od konstrukcije slike taqke P, koja pripada spo	axnosti kruga k,
pri istom preslikava�u, tj. u inverziji ψk u odnosu na krug k(O, r).

Teorema 5.1.2.3. Inverzija u odnosu na krug k(O, r) preslikava unutrax�u oblast
tog kruga bez centra O u spo	ax�u oblast; i obratno, spo	ax�a oblast se tom
inverzijom preslikava u unutrax�u oblast bez centra O.
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Dokaz. Neka je X proizvo	na taqka u unutrax�osti kruga inverzije, razliqita od
centra inverzije O. Neka je X ′ �ena slika u toj inverziji, tj. ψk(X) = X ′. Tada
va�i OX · OX ′ = r2. Kako taqka X pripada unutrax�osti kruga k sledi da je
OX < r. Otuda dobijamo da je OX ′ > r, odnosno zak	uqujemo da taqka X ′ pripada
spo	ax�osti kruga k (Slika 26).

Slika 26: Ako je X u unutrax�oj oblasti X ′ je u spo	ax�osti kruga k

Analogno dokazujemo drugi deo tvr�e�a.

Neka je X proizvo	na taqka u spo	ax�osti kruga inverzije i neka je X ′ �ena
slika u toj inverziji, tj. ψk(X) = X ′. Tada va�i OX ·OX ′ = r2.

Me�utim, kako je X u spo	ax�osti kruga k, sledi da je OX > r. Otuda dobijamo
da je OX ′ < r, odnosno taqka X ′ je u unutrax�osti kruga inverzije. (Slika 27) �

Slika 27: Ako je X u spo	ax�oj oblasti X ′ je u unutrax�oj oblasti kruga k

Xta mo�emo zak	uqiti na osnovu navedene teoreme 5.1.2.3?

Na osnovu relacije OX · OX ′ = r2 mo�emo zak	uqiti da xto je taqka X bli�a
centru inverzije O, to je �ena slika X ′ sve da	a. Dakle, mo�emo re�i ako se taqka
X ,,pribli�ava" centru O, �ena slika X ′ �e se ,,uda	avati ka beskonaqnosti".
Tako�e, ako je taqka X ,,blizu" kruga k i �ena slika �e biti ,,blizu" kruga, samo
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sa �egove druge strane.

Kako to mo�emo jox zapisati?

Ako se taqke A i B inverzijom u odnosu na krug k preslikavaju redom u taqke A′

i B′ i ako va�i raspored B(O,A,B), onda va�i raspored B(O,B′, A′).

Naredna teorema nam govori xta je slika neke taqke koja pripada krugu k u in-
veziji u odnosu na taj krug.

Teorema 5.1.2.4. Sve invarijantne taqke inverzije su na krugu te inverzije.

Dokaz. Taqka X je invarijantna ako i samo ako va�i OX ·OX = r2.
Iz ove jednakosti dobijamo da je du�ina du�i OX jednaka du�ini polupreqnika
kruga inverzije, pa mo�emo zak	uqiti da taqka X pripada krugu inverzije (Slika
28). �

Slika 28: Taqka X je invarijantna u inverziji u odnosu na krug k ako i samo ako
pripada krugu k

Teorema 5.1.2.5. Neka je X ′ = ψk (X). Prava XX ′ je normalna na krug k.

Dokaz. Kako prava XX ′ sadr�i centar inverzije, sledi da prava XX ′ seqe krug
inverzije. Obele�imo sa A preseqnu taqku prave XX ′ i kruga k. Po definiciji
prava XX ′ je normalna na krug k ako je normalna na tangentu kruga k u taqki A
(obele�imo tangentu kruga k u taqki A sa tA). Kako prava XX

′ sadr�i polupreqnik
OA kruga k i kako je polupreqnik OA normalan na tA sledi tvr�e�e teoreme (Slika
29).

�

Lema 5.1.2.1. Neka su O, A i B tri nekolinearne taqke i ψk inverzija u odnosu
na krug k(O, r). Ako su A′ i B′ slike taqaka A i B u toj inverziji, tada je
△OAB ∼ △OB′A′ (Slika 30).
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Slika 29: Prava XX ′ je normalna na krug k

Dokaz. Kako va�i
ψk : A,B 7→ A′, B′,

to je
OA ·OA′ = OB ·OB′ = r2.

Slika 30: Sliqnost trouglova △OAB ∼ △OB′A′

Na osnovu toga je
OA

OB′ =
OB

OA′ .

Mo�emo zak	uqiti da zbog jednakosti ∠AOB = ∠B′OA′ va�i da je

△OAB ∼ △OB′A′.
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Teorema 5.1.2.6. Neka je data inverzija ψk u odnosu na krug k(O, r) i neka je p
prava koja sadr�i centar inverzije O. Slika prave p bez taqke O bi�e prava p bez
taqke O.

Dokaz. Neka je X ∈ p\{O} proizvo	na taqka. Tada X ′ = ψk (X) pripada polupravoj
OX. Kako je poluprava OX podskup prave p sledi da je X ′ ∈ p \ {O} (Slika 31).
Tako�e, ako je Y ∈ p\{O} proizvo	na onda postojiX ∈ p\{O} takva da je Y = ψk (X).

�

Slika 31: Slika prave p koja sadr�i centar inverzije u inverziji ψk

Teorema 5.1.2.7. Neka je data inverzija ψk u odnosu na krug k(O, r) i neka je p
prava koja ne sadr�i centar inverzije O. Slika prave p bi�e krug m, koji sadr�i
taqku O, ali bez taqke O.

Dokaz. Neka je P podno�je normale iz taqke O na pravoj p (Slika 32). Kako O /∈ p,
to je P ̸= O, pa taqka P ima svoju sliku u inverziji ψk. Oznaqimo sa P

′ = ψk(P ).
Neka je X proizvo	na taqka prave p razliqita od taqke P i neka je X ′ = ψk(X). Na

osnovu leme 5.1.2.1 znamo da je △OPX ∼ △OX ′P ′, pa je ∠OX ′P ′ = ∠OPX =
π

2
. Iz

ovoga mo�emo zak	uqiti da taqka X ′ pripada krugu nad preqnikom OP ′. Oznaqimo
taj krug sa m. Kako je X ′ ̸= O, sledi da je X ′ ∈ m \ {O}.
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Slika 32: Slika prave p koja ne sadr�i centar inverzije u inverziji ψk

Obrnutim postupkom dokazujemo da je svaka taqka skupa m\{O} slika neke taqke
prave p, tako da zaista va�i da je ψk(p) = m \ {O}. �

Teorema 5.1.2.8. Neka je data inverzija ψk u odnosu na krug k(O, r) i neka je l krug
koji sadr�i centar inverzije O. Slika kruga l bez taqke O bi�e prava q koja ne
sadr�i taqku O.

Dokaz. Kako je inverzija ψk involucija, sledi da je ovaj sluqaj direktna posledica
teoreme 5.1.2.7 (Slika 33). �

Slika 33: Slika kruga l koji sadr�i centar inverzije O u inverziji ψk

Teorema 5.1.2.9. Neka je data inverzija ψk u odnosu na krug k(O, r) i neka je l
krug koji ne sadr�i centar inverzije O. Slika kruga l bi�e krug l′ koji ne sadr�i
taqku O.
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Dokaz. Neka su A i B taqke koje dobijamo u preseku prave koja sadr�i taqku O i
centar kruga l sa krugom l (Slika 34). Pretpostavimo da va�i raspored B(O,A,B).
Neka je A′ = ψk(A), B

′ = ψk(B) i X proizvo	na taqka kruga l (X ̸= A,B). Na

Slika 34: Slika kruga l koji ne sadr�i centar inverzije O u inverziji ψk

osnovu leme 5.1.2.1 va�i da je △OAX ∼ △OX ′A′ i △OBX ∼ △OX ′B′. Tada je
∠OX ′A′ = ∠OAX i ∠OX ′B′ = ∠OBX. Kako je

∠A′X ′B′ = ∠OX ′A′ − ∠OX ′B′ = ∠OAX − ∠OBX = ∠AXB =
π

2
,

sledi da taqka X ′ pripada krugu nad preqnikom A′B′.
Obrnutim postupkom dokazujemo i da je svaka taqka tog kruga slika neke taqke

kruga l.
Analogno tvr�e�e dokazujemo u sluqaju kada je B(A,O,B). �

Primer 5.1.2.2. Neka su u ravni E2 dati krug k i taqka A takva da je A /∈ k. Ako
je A′ slika taqke A pri inverziji u odnosu na krug k i l krug koji sadr�i taqke A
i A′, onda je l normalan na krug k.

Rexe�e. Neka su O i r centar, odnosno polupreqnik kruga k. Kako je A′ slika taqke
A pri inverziji u odnosu na krug k, sledi da je OA · OA′ = r2. Neka je T dodirna
taqka tangente iz taqke O na krug l. Va�i da je p(O, l) = OA · OA′ = OT 2. Sledi
da je r = OT , odnosno taqka T pripada krugu k i polupreqnici krugova k i l, koji
sadr�e taqku T , su me�usobno normalni. △

Primer 5.1.2.3. Neka su u ravni E2 dati krug k i dve razne taqke A i B. Odrediti
krug (ili pravu) l koji sadr�i taqke A i B i normalan je na krug k.

Rexe�e. Obele�imo sa O centar kruga k.
Prvi sluqaj (taqke A, B i O su kolinearne):

Neka je l prava odre�ena taqkama A, B i O. Prava l je normalna na krug k.
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Drugi sluqaj (taqke A, B i O su nekolinearne):
Prvi podsluqaj (taqke A i B pripadaju krugu k): Neka su tA i tB tangente na krug
k u taqki A, odnosno B i neka je S preseqna taqka tangenti tA i tB. Krug l qiji je
centar taqka S, a polupreqnik SA(= SB) je normalan na krug k.
Drugi podsluqaj (bar jedna od taqka A i B ne pripada krugu k): Bez uma�e�a
opxtosti pretpostavimo da taqka A ne pripada krugu k. Neka je A′ slika taqke A
pri inverziji u odnosu na krug k. Krug l koji sadr�i taqke A, A′ i B je normalan
na krug k. △

Primer 5.1.2.4. Neka su u ravni E2 dati krugovi k1 i k2, koji nemaju zajedniqkih
taqaka i taqka A koja ne pripada niti jednom od �ih. Odrediti krug (ili pravu)
l koji sadr�i taqku A i normalan je na date krugove.

Rexe�e. Neka je O1 centar kruga k1 i O2 centar kruga k2. Razlikujemo dva sluqaja.
Prvi sluqaj (taqke A, O1 i O2 su kolinearne):

Neka je prava l odre�ena taqkama A, O1 i O2. Prava l sadr�i taqku A i normalna
je na krugove k1 i k2.

Drugi sluqaj (taqke A, O1 i O2 su nekolinearne):
Neka je A1 slika taqke A pri inverziji u odnosu na krug k1 i neka je A2 slika taqke
A pri inverziji u odnosu na krug k2. Krug l koji sadr�i taqke A, A1 i A2 normalan
je na krugove k1 i k2. △

Teorema 5.1.2.10. Neka su u unutrax�osti kruga k date tri razne taqke A, B
i C. Kroz svake dve od datih taqaka mo�emo konstruisati tri kruga koji su
normalni na dati krug k. Onaj luk qetvrtog kruga koji je normalan na k, pripada
unutrax�osti kruga k, i koji seqe jedan od unutrax�ih lukova AB, BC ili CA,
seqe jedan i samo jedan od tih lukova, ako qetvrti krug ne sadr�i ni jednu od
datih taqaka A, B i C (Slika 35).

Slika 35: Grafiqki prikaz teoreme 5.1.2.10
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5.2 Pomo�ni rezultati iz kompleksne analize

Poznato je da euklidsku ravan E2 mo�emo identifikovati sa skupom komplek-
snih brojeva C. Pri tome, svakoj taqki euklidske ravni odgovara taqno jedan kom-
pleksan broj i obratno. Euklidsku ravan u kojoj smo taqkama pridru�ili komple-
ksne brojeve nazivamo kompleksna ravan. Svaku geometrijsku figuru euklidske
ravni, tada, vidimo kao podskup skupa kompleksnih brojeva.

Radi konstrukcije Poenkareovog disk modela potrebni su nam, pre svega, prave
i krugovi. Stoga razmotrimo kako izgledaju jednaqine prave i kruga u kompleksnoj
ravni.

Svaku pravu mo�emo videti kao skup svih kompleksnih brojeva

z = x+ i · y (x, y ∈ R)

takvih da je
ax+ by + c = 0,

pri qemu su a, b, c ∈ R i bar jedan od brojeva a i b razliqit od nule. Dakle, kako je
x = Re (z) i y = Im (z) jednaqinu prave mo�emo zapisati na slede�i naqin:

aRe (z) + b Im (z) + c = 0.

Da	e, uzimaju�i u obzir da je Re (z) =
z + z

2
i Im (z) =

z − z

2i
dobijamo da je jedna-

qina prave

a
z + z

2
+ b

z − z

2i
+ c = 0,

odnosno, nakon sre�iva�a dobijamo

a− bi

2
z +

a+ bi

2
z + c = 0.

Neka je A =
a+ bi

2
(samim tim je A =

a− bi

2
). Otuda zak	uqujemo da za svaku

pravu postoje A ∈ C i c ∈ R takvi da je prava skup svih taqaka z ∈ C za koje va�i

Az + Az + c = 0. (1)

Primetimo da je A ̸= 0, jer je bar jedan od brojeva a i b razliqit od nule.
Mo�e se pokazati da va�i i obratno, tj. ako su A ∈ C \ {0} i c ∈ R onda je skup

svih taqaka z ∈ C za koje va�i Az + Az + c = 0 prava.
Krug sa centrom z0 ∈ C polupreqnika r > 0 mo�emo videti kao skup svih taqaka

z ∈ C takvih da je
|z − z0| = r. (2)

Kvadrira�em jednaqine (2) dobijamo

|z − z0|2 = r2,
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odnosno, nakon sre�iva�a dobijamo

zz − zz0 − z0z + z0z0 − r2 = 0.

Mno�e�em posled�e jednakosti sa B,B ∈ R \ {0} dobijamo

Bzz −Bz0z −Bz0z +B|z0|2 −Br2 = 0.

Neka je C = −Bz0 i D = B|z0|2 −Br2 (samim tim je C = −Bz0).
Kako je D = B|z0|2 −Br2, to je

r2 =
B|z0|2 −D

B
=

|C|2
B

−D

B
=

|C|2 −BD

B2
.

Me�utim, kako je r2 > 0 sledi da je |C|2 − BD > 0. Odnosno, za svaki krug postoje
B ∈ R \ {0}, C ∈ C i D ∈ R, |C|2 − BD > 0 takvi da je taj krug skup svih taqaka
z ∈ C za koje va�i

Bzz + Cz + Cz +D = 0. (3)

Mo�e se pokazati da va�i i obratno, tj. ako je B ∈ R \ {0}, C ∈ C i D ∈ R,
|C|2 − BD > 0 onda je skup svih taqaka z ∈ C za koje va�i Bzz + Cz + Cz +D = 0
krug.

Na osnovu prethodnog zak	uqujemo da i pravu i krug u kompleksnoj ravni mo�emo
zadati jednaqinom istog oblika, odnosno jednaqinom

Ezz + Fz + Fz +G = 0, (4)

pri qemu su E,G ∈ R, F ∈ C i va�i |F |2−EG > 0. Pri tome, ako je E = 0 jednaqina
(4) predstav	a jednaqinu prave, a ako je E ̸= 0 jednaqina (4) predstav	a jednaqinu
kruga.

Kako se krug i prava predstav	aju jednaqinom istog oblika (4) pogodno je nazvati
ih istim imenom − uopxteni krug (deta	nije videti u [5]).

Pre nego xto odredimo uslov normalnosti proizvo	nog uopxtenog kruga

{z ∈ C : Ezz + Fz + Fz +G = 0, E,G ∈ R, F ∈ C, |F |2 − EG > 0}

i kruga {z ∈ C : zz = 1}, navedimo dva pomo�na tvr�e�a:

Lema 5.2.0.2. Ako su dva kruga k1 (O1, r1) i k2 (O2, r2) me�usobno normalni, onda je
O1O2 > r1 i O1O2 > r2.

Dokaz. Neka su A i B preseqne taqke krugova k1 i k2 (Slika 36).
Kako su k1 i k2 me�usobno normalni krugovi sledi da je O1A ⊥ O2A, kao i

O1B ⊥ O2B. Otuda su prave O2A i O2B tangente na krug k1 u taqki A, odnosno B.
Kako presek dve razliqite tangente na krug pripada spo	ax�osti kruga k1 sledi
da je O2 u spo	ax�osti kruga k1. Odnosno, O1O2 > r1. Analogno se dokazuje da je
O1O2 > r2. �
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Slika 36: Me�usobno normalni krugovi k1 i k2

Lema 5.2.0.3. Krug sa centrom ρeiθ (ρ > 1) i polupreqnikom r i krug sa centrom

0 i polupreqnikom 1 su normalni ako i samo ako je r =
√
ρ2 − 1.

Dokaz. Neka je
k1 = {z ∈ C : |z| = 1}

i
k2 = {z ∈ C : |z − ρeiθ| = r}.

Centar kruga k1 obele�imo sa O, a centar kruga k2 sa C.
Pretpostavimo prvo da su krugovi k1 i k2 normalni. Kako su krugovi k1 i k2

normalni oni se seku. Obele�imo sa A i B preseqne taqke. Tako�e, iz uslova
normalnosti krugova k1 i k2, sledi da je ugao ∠CAO prav, pa na osnovu Pitagorine
teoreme mo�emo zak	uqiti da je ρ2 = r2+12. Otuda, sledi da je r =

√
ρ2 − 1 (Slika

37).

Slika 37: Me�usobno normalni krugovi |z| = 1 i |z − ρeiθ| = r
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Pretpostavimo sada da je r =
√
ρ2 − 1, (ρ > 1). Da bismo dokazali da su krugovi

k1 i k2 normalni doka�imo prvo da se krugovi k1 i k2 seku.
Neka je x rastoja�e taqke O od kruga k2. Krugovi k1 i k2 se seku ako i samo ako

je x < 1. Primetimo da je x = ρ−
√
ρ2 − 1 (Slika 38). Dakle, krugovi se seku ako i

Slika 38: Ispitiva�e da li se krugovi |z| = 1 i |z − ρeiθ| = r seku

samo ako je
ρ−

√
ρ2 − 1 < 1. (5)

Ispitajmo za koje ρ va�i nejednakost (5). U tom ci	u reximo nejednaqinu (5).
Oblast definisanosti date nejednaqine je skup D = (−∞,−1] ∪ [1,+∞). Data
nejednaqina je ekvivalentna disjunkciji sistema nejednaqina(

ρ2 − 1 > ρ2 − 2ρ+ 1 i ρ− 1 ≥ 0
)
ili

(
ρ2 − 1 ≥ 0 i ρ− 1 < 0

)
. (6)

Nakon sre�iva�a sistem (6) je ekvivalentan sistemu

(ρ > 1 i ρ ≥ 1) ili ((ρ ≤ −1 ili ρ ≥ 1) i ρ < 1) . (7)

Skup rexe�a sistema (7) je (−∞,−1]∪ (1,+∞). Kako je ρ modul kompleksnog broja,
sledi da je ρ−

√
ρ2 − 1 < 1 ako i samo ako je ρ > 1.

Konaqno, va�i da je x < 1 za sve dopustive vrednosti ρ, odnosno krugovi k1 i k2
se seku.

Obele�imo sa A i B preseqne taqke krugova k1 i k2 i posmatrajmo trougao OAC.
Poznate su nam du�ine svih stranica datog trougla i to je OA = 1, AC = r i
CO = ρ. Me�utim, kako je r =

√
ρ2 − 1, odnosno r2 + 12 = ρ2, na osnovu obrata

Pitagorine teoreme sledi da je trougao OAC pravougli, tj. da je ugao ∠OAC prav.
Ovim smo dokazali da su krugovi k1 i k2 me�usobno normalni (Slika 39). �
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Slika 39: Krugovi |z| = 1 i |z − ρeiθ| = r se seku u taqkama A i B

Lema 5.2.0.4. Neka su E ∈ R \ {0}, G ∈ R i F ∈ C takvi da je |F |2 − EG > 0.
Centar z0 i polupreqnik r kruga {z ∈ C : Ezz + Fz + Fz + G = 0} su dati sa

z0 = −F
E

i r2 =
|F |2 − EG

E2
.

Dokaz. Va�i
Ezz + Fz + Fz +G = 0

ako i samo ako

E

(
zz +

F

E
z +

F

E
z +

G

E

)
= 0

ako i samo ako

zz +
F

E
z +

F

E
z +

G

E
= 0

ako i samo ako (
z +

F

E

)(
z +

F

E

)
+
G

E
− |F |2

E2
= 0

ako i samo ako ∣∣∣∣z + F

E

∣∣∣∣2 = |F |2 −GE

E2
.

�

Teorema 5.2.0.11. Uopxteni krug

k1 = {z ∈ C : Ezz + Fz + Fz +G = 0, E,G ∈ R, F ∈ C, |F |2 − EG > 0}

je normalan na krug
k2 = {z ∈ C : zz − 1 = 0}

ako i samo ako je E = G.
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Dokaz. Razlikova�emo sluqajeve, kada je E = 0 i kada je E ̸= 0.
U prvom sluqaju (E = 0) uopxteni krug k1 je prava. Prava je normalna na krug

ako i samo ako sadr�i centar kruga. U ovom sluqaju prava k1 je normalna na krug
k2 ako i samo ako sadr�i taqku 0, tj. ako i samo ako je F · 0 + F · 0 + G = 0. Ali
kako je 0 = 0, sledi da je F · 0 + F · 0 +G = 0 ako i samo ako je G = 0.

U drugom sluqaju (E ̸= 0) uopxteni krug k1 je krug. Na�imo prvo centar i polu-
preqnik kruga k1. Ako sa z0 obele�imo centar tog kruga, a sa r polupreqnik kruga
k1 na osnovu leme 5.2.0.4 dobijamo da je

z0 = −F
E

i r2 =
|F |2 − EG

E2
. Da	e, na osnovu leme 5.2.0.3 krugovi k1 i k2 su normalni ako i

samo ako va�i

r =

√
|z0|2 − 1,

odnosno, ako i samo ako va�i
r2 = |z0|2 − 1,

tj.
|F |2 − EG

E2
=

|F |2

E2
− 1,

tj.
|F |2 − EG = |F |2 − E2,

tj.
−G = −E,

tj.
E = G.

�
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5.3 Konstrukcija modela

Kako bismo razlikovali geometrijske objekte i relacije hiperboliqke geome-
trije ravni i euklidske geometrije ravni, geometrijskim objektima i relacijama
hiperboliqke geometrije ravni dodajemo prefiks ,,h−". Tako �emo u hiperboliqkoj
geometriji ravni taqke i prave nazivati h−taqke i h−prave, a relacije incidentno,
izme�u i podudarno naziva�emo h−incidentno, h−izme�u i h−podudarno.

Hiperboliqka ravan (skup P) bi�e unutrax�ost proizvo	nog euklidskog
kruga k polupreqnika 1. Pri tome krug k nazivamo apsoluta (Slika 40).

Slika 40: Apsoluta i hiperboliqka ravan

Dakle, pod h−taqkom podrazumevamo proizvo	nu taqku koja pripada unutra-
x�osti kruga k (Slika 41). Svaki presek kruga ili prave u euklidskom smislu,
koja je normalna na apsolutu, sa hiperboliqkom ravni nazivamo h−prava (Slika
41). Taqke preseka kruga ili prave u euklidskom smislu, koja je normalna na ap-
solutu i apsolute nazivamo krajevi odgovaraju�e h−prave. Time smo definisali
elemente skupa L.

Slika 41: h−taqke A,B,C i h−prave p, q, r
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Imaju�i u vidu qi�enicu da euklidsku ravan identifikujemo sa skupom kom-
pleksnih brojeva C, na osnovu prethodnog hiperboliqku ravan identifikujemo sa
skupom D, D = {z ∈ C : |z| < 1}. Apsolutu identifikujemo sa skupom T,
T = {z ∈ C : |z| = 1} = {z ∈ C : zz − 1 = 0}.

Dakle, h−taqke identifikujemo sa elementima skupa D, tj. sa kompleksnim
brojevima modula strogo ma�eg od 1. U delu 5.2 pokazali smo da je uopxteni krug
normalan na krug {z ∈ C : zz − 1 = 0} ako i samo ako je �ena jednaqina oblika
Ezz + Fz + Fz +E = 0, pri qemu je E ∈ R, F ∈ C i va�i |F |2 > E2. Otuda je svaka
h−prava presek skupova

{z ∈ C : Ezz + Fz + Fz + E = 0, E ∈ R, F ∈ C}

i
{z ∈ C : |z| < 1}.

Predstav	a�e h−taqaka i h−pravih na ovakav naqin pogodno je radi lakxe re-
alizacije vizuelnog prikaza Poenkareovog disk modela.

Za h−taqku A ka�emo da je h−incidentna sa h−pravom p ako A ∈ p.

Pre nego xto definixemo relacije h−izme�u i h−podudarno neophodno je da
uvedemo neke pojmove i doka�emo neke teoreme.

Svaki luk kruga koji je normalan na apsolutu k i koji pripada hiperboliqkoj
ravni ili svaku du� koja pripada jednom od preqnika apsolute nazivamo h−du�
(Slika 42).

Slika 42: h−du�i AB i CD

h−poluprava je svaki takav luk (odnosno du�) qija jedna kraj�a taqka pripada
apsoluti, a druga hiperboliqkoj ravni. Onu taqku h−poluprave koja pripada apso-
luti nazivamo kraj, a taqku koja pripada hiperboliqkoj ravni teme h−poluprave
(Slika 43).
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Slika 43: h−poluprave p, q, u i s

Svaka h−prava razla�e hiperboliqku ravan na dve oblasti koje nazivamo h−po-
luravni. Onu h−pravu, koja razla�e hiperboliqku ravan na dve h−poluravni
nazivamo rub te h−poluravni (Slika 44).

Slika 44: Dve h−poluravni i �ihov rub

Dve h−poluprave koje imaju zajedniqko teme razla�u hiperboliqku ravan na dve
oblasti koje nazivamo h−uglovi, a te dve poluprave kraci tog h−ugla (Slika 45).

Inverzijom u odnosu na krug l koji je normalan na apsolutu ili refleksijom
u odnosu na pravu p normalnu na apsolutu, hiperboliqka ravan se preslikava na
sebe. Restrikciju te inverzije odnosno refleksije na hiperboliqku ravan nazivamo
h−refleksija. Pod osom h−refleksije podrazumevamo presek kruga l, odnosno
prave p sa hiperboliqkom ravni. Ako je x osa h−refleksije φ, tada h−refleksiju
φ obele�avamo i sa Sx. Svaka h−poluravan kojoj je rub osa neke h−refleksije tom
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Slika 45: h−uglovi φ1 i φ2

h−refleksijom se preslikava na �oj komplementnu h−poluravan.

Teorema 5.3.0.12. Za dve razne h−taqke A i B postoji jednistvena h−refleksija
kojom se te dve taqke preslikavaju jedna na drugu.

Dokaz. U odnosu na me�usobni polo�aj du�i AB i preqnika apsolute razlikujemo
dva sluqaja.

Prvi sluqaj (du� AB ne pripada preqniku apsolute):
Obele�imo sa A′ i B′ slike taqaka A i B u inverziji u odnosu na apsolutu.

1◦ Pretpostavimo da su prave AB i A′B′ paralelne (Slika 46).

Slika 46: Sluqaj kada su prave AB i A′B′ paralelne

Na osnovu leme 5.1.2.1 va�i da je△OAB ∼ △OA′B′. Otuda je∠OAB = ∠OB′A′

i ∠ABO = ∠B′A′O. Kako su AB i A′B′ paralelne, sledi i da je
∠OAB = ∠OA′B′, kao i ∠ABO = ∠A′B′O. Sledi da su trouglovi ABO i
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A′B′O jednakokraki (sa temenom O, odnosno sa osnovicama AB i A′B′). Neka
je S podno�je visine △ABO iz taqke O na osnovici AB. Preqnik apsolute
koji pripada pravoj OS predstav	a osu tra�ene h−refleksije.

2◦ Pretpostavimo da se AB i A′B′ seku u taqki S (Slika 47).

Slika 47: Sluqaj kada se prave AB i A′B′ seku

Neka je T dodirna taqka tangente iz taqke S na apsolutu. Neka je l krug sa
centrom S, polupreqnika ST . Krug l je normalan na apsolutu. Krug k je
odre�en taqkama A, B, A′ i B′. Na osnovu potencije taqke S u odnosu na krug
k sledi da je

SB · SA = SB′ · SA′. (8)

Oznaqimo sa M i N taqke preseka kruga k sa apsolutom. Na osnovu potencije
taqke S u odnosu na krug k sledi da je

SM · SN = SA′ · SB′. (9)

Me�utim, na osnovu potencije taqke S u odnosu na apsolutu sledi da je

SM · SN = ST 2. (10)

Da	e, na osnovu jednakosti (9) i (10) sledi da je

SA′ · SB′ = ST 2. (11)

Na kraju, na osnovu jednakosti (8) i (11) sledi da je

SB · SA = ST 2.

Dakle, deo kruga l koji pripada unutrax�osti apsolute predstav	a osu tra-
�ene h−refleksije.
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Drugi sluqaj (du� AB pripada preqniku apsolute):
Neka je l krug koji sadr�i taqke A i B i seqe apsolutu u taqkama C i D.

1◦ Pretpostavimo da su prave AB i CD paralelne (Slika 48).

Slika 48: Sluqaj kada su prave AB i CD paralelne

Neka je S centar kruga l. Posmatrajmo trougao CSD. Kako je CS = DS, sledi
da je△CSD jednakokraki. Neka je X podno�je visine iz temena S na osnovicu
CD. Va�i da je SX ⊥ CD i X je sredixte du�i CD.
Posmatrajmo trougao COD. Kako je CO = DO, sledi da je △COD jednako-
kraki. Da	e, kako je X sredixte du�i CD i O teme jednakokrakog △COD,
sledi da je OX ⊥ CD. Dakle, kako su AB i CD paralelne, taqke S, X i O su
kolinearne.
Posmatrajmo trougao ASB. Kako je AS = BS, sledi da je△ASB jednakokraki.
Neka je Y podno�je visine iz temena S na osnovicu AB. Va�i da je SY ⊥ AB.
Dakle, kako je AB paralelno sa CD, SX ⊥ CD i SY ⊥ AB, sledi da su taqke
S, X i Y kolinearne.
Dakle, taqke S, X, Y i O su kolinearne. Kako je Y ∈ AB i O ∈ AB, sledi da
je Y = O, tj. O je sredixte du�i AB.
Deo prave SO koji pripada unutrax�osti apsolute predstav	a osu tra�ene
h−refleksije.

2◦ Pretpostavimo da se prave AB i CD seku u taqki S (Slika 49). Neka je
T dodirna taqka tangente iz S na apsolutu. Neka je k krug sa centrom S,
polupreqnika ST . Krug k je normalan na apsolutu. Na osnovu potencije taqke
S u odnosu na apsolutu va�i da je

SC · SD = ST 2. (12)
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Slika 49: Sluqaj kada se prave AB i CD seku u taqki S

Da	e, na osnovu potencije taqke S u odnosu na krug l va�i da je

SA · SB = SC · SD. (13)

Na osnovu jednakosti (12) i (13) sledi da je

SA · SB = ST 2,

odnosno, taqka A je slika taqke B pri refleksiji u odnosu na krug k.
Dakle, deo kruga k koji pripada unutrax�osti apsolute predstav	a osu tra-
�ene h−refleksije.

Jedinstvenost tra�ene ose refleksije, u svakom od ova qetiri sluqaja, dokazuje
se neposredno. �

Slede�e teoreme navodimo bez dokaza.

Teorema 5.3.0.13. Ako se dve h−prave seku, tada postoje dve h−refleksije kojima
se one preslikavaju jedna na drugu, a ako su disjunktne, tada postoji jedinstvena
h−refleksija kojom se te dve h−prave preslikavaju jedna na drugu.

Teorema 5.3.0.14. Postoji jedinstvena h−refleksija kojom se dve h−poluprave sa
zajedniqkim temenom preslikavaju jedna na drugu.

Definiximo sada i relacije h−izme�u i h−podudarno.

Neka su A, B i C tri razne h−taqke. Za h−taqku B ka�emo da je h−izme�u
h−taqaka A i C i pixemo Bh (A,B,C) ako h−taqka B pripada h−du�i AC.

Sledi objax�e�e relacije h−izme�u (Slika 50).
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Ako je h−prava kojoj h−taqke A, B i C pripadaju preqnik apsolute k, tada re-
lacija h−izme�u predstav	a relaciju izme�u u euklidskom smislu. Me�utim, xta
ako je h−prava deo kruga l koji pripada hiperboliqkoj ravni?

Oznaqimo sa O centar apsolute k. Neka su M i N preseqne taqke apsolute k i
kruga l. Obele�imo sa A′, B′ i C ′ taqke u kojima prave OA, OB i OC seku tetivu
MN . h−taqka B je h−izme�u h−taqaka A i C ako je taqka B′ izme�u taqaka A′ i C ′

(Slika 50).

Slika 50: Grafiqko objax�e�e relacije h−izme�u

Za par h−taqaka (A,B) ka�emo da je h−podudaran paru h−taqaka (C,D) i
pixemo (A,B)∼=h (C,D) ako postoji niz h−refleksija qiji proizvod preslikava
par (A,B) na par (C,D). Proizod tih h−refleksija nazivamo h−podudarnost
(ili h−izometrija).

Definicija 5.3.0.2. Neka su A,B i C tri h−nekolinearne h−taqke. Skup koji
se sastoji od h−du�i AB, BC i CA nazivamo h−trougao (Slika 51).

Slika 51: h−trougao ABC

50



Uvedimo jox pojmove h−poligonske linije i h−poligona.
Neka je data n + 1 h−taqka A1, A2, A3, . . . , An+1. Skup koji se sastoji od datih

n + 1 h−taqaka i h−taqaka otvorenih h−du�i A1A2, A2, A3, . . . , AnAn+1 nazivamo
h−poligonska linija i obele�avamo je sa A1A2A3 . . . An+1.

Ako se h−taqke A1 i An+1 poklapaju, tada poligonsku liniju A1A2A3 . . . An+1

kod koje bilo koja tri �ena uzastopna temena nisu h−kolinearne taqke, nazivamo
zatvorena h−poligonska linija, h−poligon ili h−mnogougao (Slika 52).

Slika 52: h−dvanaestougao A1A2A3A4A5A6A7A8A9A10A11A12

Navedimo na kraju definiciju rastoja�a u Poenkareovom disk modelu.

Definicija 5.3.0.3. Neka su z1, z2 ∈ D. Rastoja�e izme�u taqaka z1 i z2 u Poen-
kareovom disk modelu je zadato formulom

λ(z1, z2) = ln
1 +

∣∣∣ z1−z2
1−z1z2

∣∣∣
1−

∣∣∣ z1−z2
1−z1z2

∣∣∣ .
Mo�e se pokazati da λ jeste jedna metrika na D, to jest

(1) za sve z1, z2 ∈ D va�i λ(z1, z2) ≥ 0,

(2) za sve z1, z2 ∈ D va�i λ(z1, z2) = 0 ako i samo ako je z1 = z2,

(3) za sve z1, z2 ∈ D va�i λ(z1, z2) = λ(z2, z1),

(4) za sve z1, z2, z3 ∈ D va�i λ(z1, z3) ≤ λ(z1, z2) + λ(z2, z3).

Mo�e se jox pokazati i da je (A,B)∼=h(C,D) ako i samo ako je λ(A,B) = λ(C,D).
Tako�e, mo�e se pokazati da je φ jedna h−izometrija ako i samo ako za svake dve

h−taqke A i B va�i
λ(A,B) = λ (φ(A), φ(B)) .
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5.3.1 Vizuelizacija konstrukcije modela

Kako bismo prikazali kako izgleda Poenkareov disk model korix�e�em pro-
gramskog paketa GeoGebra naprav	eni su interaktivni apleti ugra�eni u veb stra-
nice pomo�u kojih se korisnik mo�e vizuelno upoznati sa osnovnim pojmovima i
relacijama hiperboliqke ravni.

Najpre se interaktivno zadaje euklidski krug koji predstav	a apsolutu (Slika
53).

Slika 53: Vizuelni prikaz apsolute

Zatim se klikom na odgovaraju�e dugme dobija vizuelni prikaz odre�enog geome-
trijskog pojma. Tako korisnik mo�e videti vizuelni prikaz h−taqke (Slika 54),
h−prave (Slika 55), h−du�i (Slika 56), h−poluprave (Slika 57), h−ugla (Slika
58) i h−poluravni (Slika 59).

52



Slika 54: Vizuelni prikaz h−taqaka

Slika 55: Vizuelni prikaz h−prave
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Slika 56: Vizuelni prikaz h−du�i

Slika 57: Vizuelni prikaz h−poluprave
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Slika 58: Vizuelni prikaz h−ugla

Slika 59: Vizuelni prikaz h−poluravni
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5.4 Provera aksioma na Poenkareovom disk modelu

Kako bismo dokazali da je Poenkareov disk model zaista model hiperboliqke
geometrije ravni potrebno je na tako definisanom modelu dokazati da va�e aksiome
hiperboliqke geometrije ravni.

5.4.1 Aksiome incidencije

Aksioma 5.4.1.1. Za svaku h−pravu p postoje najma�e dve razne h−taqke A i B
h−incidentne sa h−pravom p.

Dokaz. Neka je p proizvo	na h−prava. Kako je svaka h−prava ili deo kruga nor-
malnog na apsolutu ili preqnik apsolute, sledi da svaka h−prava sadr�i bar dve
razne h−taqke. �

Aksioma 5.4.1.2. Za svake dve h−taqke A i B postoji najma�e jedna h−prava p
koja je h−incidentna sa A i B.

Dokaz. Pretpostavimo da je A = B. Ako je i A = O onda je svaki preqnik apsolute
h−prava incidentna sa h−taqkom A (Slika 60).

Slika 60: Postoja�e h−prave h−incidentne sa h−taqkama A i B u sluqaju kada je
O = A = B

Ako je A ̸= O, da bismo dokazali da postoji najma�e jedna h−prava h−incidentna
sa h−taqkom A, dovo	no je da doka�emo da postoji krug incidentan sa taqkom A
i normalan na krug k. Neka je A′ slika taqke A pri inverziji u odnosu na krug
k. Na osnovu svojstava inverzije sledi da je svaki krug (a ima ih beskonaqno)
koji je incidentan sa taqkama A i A′ normalan na krug k. Neka je l jedan od tih
krugova. Luk kruga l koji pripada hiperboliqkoj ravni je jedna h−prava koja je
h−incidentna sa h−taqkom A (Slika 61).
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Slika 61: Postoja�e h−prave h−incidentne sa h−taqkama A i B u sluqaju kada je
A = B i A ̸= O

Pretpostavimo da je A ̸= B. Ako du� AB pripada preqniku apsolute onda je taj
preqnik h−prava h−incidentna sa h−taqkom A i h−taqkom B (Slika 62).

Slika 62: Postoja�e h−prave h−incidentne sa h−taqkama A i B u sluqaju kada je
A ̸= B i kada du� AB pripada preqniku apsolute

Ako du� AB ne pripada preqniku apsolute da bismo dokazali da postoji najma�e
jedna h−prava h−incidentna sa h−taqkom A i h−taqkom B dovo	no je da doka�emo
da postoji krug incidentan sa taqkama A i B i normalan na krug k. Neka je A′ slika
taqke A pri inverziji u odnosu na krug k. Neka je l krug odre�en taqkama A, B i
A′. Na osnovu svojstava inverzije krug l je normalan na krug k. Luk kruga l koji
pripada hiperboliqkoj ravni je jedna h−prava koja je h−incidentna sa h−taqkom
A i h−taqkom B (Slika 63). �
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Slika 63: Postoja�e h−prave h−incidentne sa h−taqkama A i B u sluqaju kada je
A ̸= B i kada du� AB ne pripada preqniku apsolute

Aksioma 5.4.1.3. Za svake dve razne h−taqke A i B postoji najvixe jedna h−prava
p koja je h−incidentna sa A i B.

Dokaz. Aksioma 5.4.1.2 utvr�uje postoja�e h−prave p koja je h−incidentna sa h−ta-
qkama A i B. Da bismo dokazali jedinstvenost h−prave p razmotrimo dva slu-
qaja. Pretpostavimo, prvo, da du� AB pripada preqniku apsolute. U tom sluqaju
h−prava p je taj preqnik i jedinstveno je odre�ena. Pretpostavimo sada da du� AB
ne pripada preqniku apsolute. Tada je h−prava p luk kruga l koji je incidentan sa
taqkama A i B i normalan na krug k. Na osnovu svojstava inverzije krug l inci-
dentan je i sa slikom taqke A pri inverziji u odnosu na krug k. Odnosno, krug l je
incidentan sa tri razliqite taqke, pa je samim tim i jedinstven. �

Aksioma 5.4.1.4. Postoje tri h−nekolinearne h−taqke A, B i C.

Dokaz. Neka su A i B dve razliqite h−taqke. Tada na osnovu prethodnih aksioma
postoji jedinstvena h−prava koja je h−incidentna sa A i B. Ta prava je ili preqnik
apsolute ili luk kruga normalnog na apsolutu. Svaka taqka hiperboliqke ravni
koja ne pripada tom preqniku (odnosno luku) nije h−kolinearna sa h− taqkama A
i B. �

5.4.2 Aksiome rasporeda

Aksioma 5.4.2.1. Ako je Bh(A,B,C), onda su A, B i C tri razne h−kolinearne
h−taqke.

Dokaz. Neka su A, B i C tri h−taqke za koje va�i Bh(A,B,C). Na osnovu de-
finicije relacije h−izme�u A, B i C su tri razne h−taqke. Tako�e, na osnovu
definicije relacije h−izme�u, h−taqka B je h−incidentna sa h−du�i AC, pa su
h−taqke A, B i C h−kolinearne. �
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Aksioma 5.4.2.2. Ako je Bh(A,B,C), onda je Bh(C,B,A).

Dokaz. Neka su A, B i C tri h−taqke za koje va�i Bh(A,B,C). Kako je Bh(A,B,C),
sledi A, B i C su tri razne h−taqke i h−taqka B je h−incidentna sa h−du�i AC.
Kako je h−du� CA jednaka h−du�i AC, sledi da je h−taqka B h−incidentna sa
h−du�i CA. Dakle, va�i Bh(C,B,A). �

Aksioma 5.4.2.3. Ako je Bh(A,B,C), onda nije Bh(A,C,B).

Dokaz. Neka su A, B i C tri h−taqke za koje va�i Bh(A,B,C). Kako je Bh(A,B,C),
h−taqka B je h−incidentna sa h−du�i AC, pa h−taqka C nije h−incidentna sa
h−du�i AB. Dakle, ne va�i Bh(A,C,B). �

Aksioma 5.4.2.4. Ako su A i B dve razne h−taqke, onda postoji h−taqka C takva
da je Bh(A,B,C).

Dokaz. Neka suA iB dve razne h−taqke. Neka je p h−poluprava odre�ena h−taqkama
A i B, pri qemu je A teme h−poluprave p. Obele�imo sa Z kraj te h−poluprave.
Neka je C sredixte luka BZ (odnosno du�i BZ). Za h−taqku C va�i Bh(A,B,C).

�

Aksioma 5.4.2.5. Ako su A, B i C tri razne h−kolinearne h−taqke, onda je ili
Bh(A,B,C) ili Bh(B,C,A) ili Bh(C,A,B).

Dokaz. Neka su A, B i C tri razne h−kolinearne h−taqke. Postoje dve mogu�nosti:

1) h−taqka C je h−incidentna sa h−du�i BA ili

2) h−taqka C nije h−incidentna sa h−du�i BA.

Ako va�i 1), onda va�i Bh (B,C,A). Ako va�i 2), onda postoje dve mogu�nosti:

2.a) h−taqka B je h−incidentna sa h−du�i AC ili

2.b) h−taqka B nije h−incidentna sa h−du�i AC.

Ako va�i 2.a), onda va�i Bh (A,B,C). Ako va�i 2.b), onda va�i Bh (C,A,B). �

Aksioma 5.4.2.6. ( Paxova aksioma )
Neka su A, B i C tri h−nekolinearne h−taqke i neka je h−taqka P takva da va�i
Bh (B,P,C). Neka je p proizvo	na h−prava koja je h−incidentna sa h−taqkom P
i nije h−incidentna sa h−taqkom A. Tada za h−pravu p va�i:

1. ili seqe h−pravu CA u h−taqki Q takvoj da va�i Bh(C,Q,A),

2. ili seqe h−pravu AB u h−taqki R takvoj da va�i Bh(A,R,B).

Dokaz. Dokaz sledi iz teoreme 5.1.2.10. �
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5.4.3 Aksiome podudarnosti

U posmatranom modelu najslo�enija grupa aksioma koju treba proveriti jesu
aksiome podudarnosti.

Aksioma 5.4.3.1. Ako su A, B, C i D h−taqke takve da je (A,B)∼=h(C,D) i A = B,
onda je C = D.

Dokaz. Neka su A, B, C i D h−taqke takve da je (A,B)∼=h(C,D) i A = B. Kako
je (A,B)∼=h(C,D), to postoji h−izometrija φ takva da je φ(A) = C i φ(B) = D.
Me�utim, kako je A = B, sledi i da je φ(A) = φ(B), odnosno C = D. �

Aksioma 5.4.3.2. Ako su A i B bilo koje dve h−taqke, onda je (A,B)∼=h(B,A).

Dokaz. Neka su A i B dve proizvo	ne h−taqke. Na osnovu teoreme 5.3.0.12 sledi da
postoji h−izometrija φ takva da je φ (A) = B i φ (B) = A, pa va�i (A,B)∼=h(B,A).

�

Aksioma 5.4.3.3. Ako su A,B,C,D,E i F h−taqke takve da je (A,B)∼=h(C,D) i,
uz to (A,B)∼=h(E,F ), onda je (C,D)∼=h(E,F ).

Dokaz. Neka suA,B,C,D,E i F h−taqke takve da je (A,B)∼=h(C,D) i (A,B)∼=h(E,F ).
Odatle mo�emo zak	uqiti da postoje dve h−izometrije φ1 i φ2 takve da va�i:

φ1(A) = C i φ1(B) = D

i
φ2(A) = E i φ2(B) = F.

Kako je svaka h−izometrija bijekcija, sledi da postoji φ1
−1. Neka je φ = φ2 ◦ φ1

−1.
Kako je kompozicija h−izometrija, tako�e h−izometrija, sledi da je i preslikava�e
φ h−izometrija. Pri tome je φ(C) = E i φ(D) = F . Dakle, (C,D)∼=h(E,F ). �

Zbog lakxe provere aksioma da	i redosled aksioma podudarnosti se razlikuje
od onog navedenog u delu 4.1.

Aksioma 5.4.3.4. Ako su A i B dve razne h−taqke i C teme neke h−poluprave,
onda na toj h−polupravoj postoji h−taqka D takva da je (A,B)∼=h(C,D).

Dokaz. Neka suA iB dve razne h−taqke. Neka je p h−poluprava odre�ena h−taqkama
A i B, sa temenom A. Neka je C teme h−poluprave q. Na osnovu teoreme 5.3.0.12
postoji h−izometrija φ1 takva da je φ1 (A) = C. h−Izometrijom φ1 se h−poluprava
p preslikava na h−polupravu p′, a h−taqka B u h−taqku B′. Odatle va�i da
je (A,B)∼=h (C,B

′). Na osnovu teoreme 5.3.0.14 postoji h−izometrija φ2 kojom se
h−poluprava p′ preslikava na h−polupravu q. h−izometrijom φ2 se h−taqka C pre-
slikava u h−taqku C, a h−taqka B′ u neku h−taqkuD. Dakle, va�i (C,B′)∼=h (C,D).
Neka je φ = φ2 ◦ φ1. Va�i da je φ (A) = C i φ (B) = D, odnosno (A,B)∼=h(C,D). �

60



Taqka D qiju egzistenciju utvr�uje prethodna aksioma je jedinstvena.

Aksioma 5.4.3.5. Ako su A, B i C tri h−nekolinearne h−taqke i A′ i B′ h−taqke
ruba neke h−poluravni, takve da je (A,B)∼=h(A

′, B′), onda u toj h−poluravni po-
stoji jedinstvena h−taqka C ′ takva da je (A,C)∼=h(A

′, C ′) i (B,C)∼=h(B
′, C ′).

Dokaz. Neka su A, B i C tri h−nekolinearne h−taqke i A′ i B′ h−taqke ruba neke
h−poluravni α, takve da je (A,B)∼=h(A

′, B′). Tada, na osnovu definicije relacije
h−podudarno, sledi da postoji h−izometrija φ takva da je φ (A) = A′ i
φ (B) = B′. Ako je φ (C) h−incidentna sa h−poluravni α, onda je tra�ena h−taqka
C ′ jednaka φ (C). Ako φ (C) nije h−incidentna sa h−poluravni α, onda je h−taqka
C ′ jednaka ψ (φ (C)), pri qemu je ψ h−refleksija sa osnovom AB. Dakle, va�i da je
(A,C)∼=h (A

′, C ′) i (B,C)∼=h (B
′, C ′). Jedinstvenost h−taqke C ′ sledi iz qi�enice

da h−izometrija quva uglove. �

Na osnovu prethodne aksiome sledi da za svake dve ure�ene trojke me�usobno
razliqitih h−taqaka (A,B,C) i (A′, B′, C ′) postoji jedinstvena h−izometrija φ
takva da je φ(A) = A′, φ(B) = B′ i φ(C) = C ′.

Aksioma 5.4.3.6. Ako su A,B,C i A′, B′, C ′ dve trojke h−nekolinearnih h−taqaka
i D i D′ h−taqke h−polupravih BC i B′C ′, takve da je (A,B)∼=h(A

′, B′),
(B,C)∼=h(B

′, C ′), (C,A)∼=h(C
′, A′) i (B,D)∼=h(B

′, D′), onda je i (A,D)∼=h(A
′, D′).

Dokaz. Neka je φ h−izometrija takva da je φ(A) = A′, φ(B) = B′ i φ(C) = C ′.
Va�i (B,D)∼=h (B

′, φ (D)). Kako na osnovu pretpostavke (B,D)∼=h (B
′, D′) i kako

je (B,D)∼=h (B
′, φ (D)), na osnovu aksiome 5.4.3.4 sledi da je φ (D) = D′. Otuda je

(A,D)∼=h (A
′, D′). �

Aksioma 5.4.3.7. Ako su C i C ′ h−taqke dveju otvorenih h−du�i AB i A′B′,
takve da je (A,C)∼=h(A

′, C ′) i (B,C)∼=h(B
′, C ′), onda je i (A,B)∼=h(A

′, B′).

Dokaz. Neka su C i C ′ h−taqke otvorenih h−du�i AB i A′B′ takve da je
(A,C)∼=h(A

′, C ′) i (B,C)∼=h(B
′, C ′). Neka je φ h−izometrija takva da je φ (A) = A′

i φ (C) = C ′. Tada je (C ′, φ (B))∼=h(C,B). Kako je na osnovu pretpostavke
(C ′, B′)∼=h (C,B) i kako je (C ′, φ (B))∼=h(C,B), na osnovu aksiome 5.4.3.4 sledi da je
φ (B) = B′. Otuda je (A,B)∼=h(A

′, B′). �

5.4.4 Aksiome neprekidnosti

Aksioma 5.4.4.1. ( Arhimed-Eudoksova aksioma )
Ako su AB i CD dve proizvo	ne zatvorene h−du�i, onda na h−polupravoj AB po-
stoji konaqan niz h−taqaka A1, A2, . . . , An takvih da je Bh(A,A1, A2, . . . , An), pri
qemu je svaka od zatvorenih h−du�i AA1, A1A2, . . . , An−1An h−podudarna zatvore-
noj h−du�i CD i va�i Bh(A,B,An).
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Aksioma 5.4.4.2. ( Kantorova aksioma )
Ako je A1B1, A2B2, . . . , AnBn, . . . niz zatvorenih h−du�i neke h−prave, takvih da
svaka od tih zatvorenih h−du�i sadr�i slede�u, onda postoji h−taqka X koja
pripada svakoj zatvorenoj h−du�i tog niza.

Kako je svaka h−du� euklidska du� ili luk euklidskog kruga, iz aksioma nepre-
kidnosti euklidske geometrije mo�e se izvesti slede�a teorema (za deta	e videti
[3]):

Teorema 5.4.4.1. ( Dedekindova teorema )
Ako su sve h−taqke neke h−du�i AB pode	ene u dva skupa M i N , takva da:

1) svaka h−taqka h−du�i AB pripada samo jednom od skupova M i N ,

2) skupovi M i N su neprazni,

3) izme�u bilo koje dve h−taqke jednog od tih skupova nema h−taqaka koje pri-
padaju drugom skupu,

tada postoji jedinstvena h−taqka X na h−du�i AB takva da su sve ostale
h−taqke skupa M sa jedne strane te h−taqke, a sve ostale h−taqke skupa N
sa druge strane.

Kako su Arhimed - Eudoksova i Kantorova aksioma posledice Dedekindove teo-
reme, sledi da su zadovo	ene i obe aksiome neprekidnosti.

Ovim je dokazano da je Poenkareov disk model jedan model apsolutne geometrije
ravni. Kako bismo dokazali da je i model hiperboliqke geometrije ravni potrebno je
jox dokazati odgovaraju�u aksiomu paralelnosti, preciznije aksiomu Lobaqevskog.

5.4.5 Aksioma paralelnosti

Aksioma 5.4.5.1. ( Aksioma Lobaqevskog )
Neka je data h−prava a i h−taqka A koja nije h−incidentna sa h−pravom a.
Tada postoje bar dve h−prave p i q h−incidentne sa h−taqkom A i disjunktne
sa h−pravom a.

Dokaz. Neka su P i Q preseqne taqke h−prave a i apsolute. Na osnovu primera
5.1.2.3 postoji jedinstveni krug (ili prava) k1 koji sadr�i taqke A i P i normalan
je na apsolutu. Analogno, postoji krug (ili prava) k2 koja sadr�i taqke A i Q i
normalan je na apsolutu. Tada je h−prava p presek kruga (ili prave) k1 sa hiperbo-
liqkom ravni, a h−prava q je presek kruga (ili prave) k2 sa hiperboliqkom ravni
(Slika 64). �

Za h−prave p i q, uvedene u prethodnom dokazu, ka�emo da su paralelne sa
h−pravom a.

Za sve ostale h−prave koje su h−incidentne sa h−taqkom A va�i da pripadaju
jednom od dva para unakrsnih h−uglova koje odre�uju h−prave p i q. Pri tome
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Slika 64: Grafiqki prikaz aksiome Lobaqevskog

h−prave koje pripadaju jednom paru unakrsnih h−uglova seku h−pravu a (Slika
65), a h−prave koje pripadaju drugom paru unakrsnih h−uglova su disjunktne sa
h−pravom a. Za te disjunktne prave ka�emo da su hiperparalelne sa h−pravom
a (Slika 66).

Slika 65: h−prave koje su h−incidentne sa A i seku h−pravu a
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Primetimo da za datu h−pravu a i h−taqkuA koja nije h−incidentna sa h−pravom
a postoji beskonaqno mnogo h−pravih h−incidentnih sa h−taqkom A i disjunktnih
sa h−pravom a.

Slika 66: h−prave koje su h−incidentne sa A i disjunktne sa h−pravom a, tj.
h−prave koje su h−incidentne sa A i hiperparalelne sa h−pravom a
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5.4.6 Vizuelni prikaz provere aksioma na Poenkareovom disk modelu

Za svaku aksiomu su pomo�u programskog paketa GeoGebra naprav	eni interak-
tivni apleti ugra�eni u veb stranice, pomo�u kojih se daje vizuelno objax�e�e
iskaza aksioma. Sledi opis kao i uputstvo za korix�e�e tih apleta.

Aksiome incidencije

Aksiome incidencije prati pet apleta.
Na prvom apletu je dat vizuelni prikaz relacije h−incidentno (Slika 67). Kli-

kom na dugme ,,h−incidentne" korisnik dobija prikaz h−taqkeA koja je h−incidentna
sa h−pravom p, kao i h−taqku B koja je h−incidentna sa h−pravom q. Date h−taqke
A i B, kao i h−prave p i q su fiksirane.

Slika 67: Vizuelni prikaz relacije h−incidentno

Na drugom apletu je dat vizuelni prikaz prve aksiome incidencije (Slika 68).
Korisnik treba da unese tri realna broja E, a i b. Ukoliko su uneti parametri
takvi da zadovo	avaju uslov a2 + b2 > E2, klikom na dugme ,,Prika�i h−pravu p"
korisnik dobija vizuelni prikaz h−prave p qija je jednaqina

Ex2 + Ey2 + 2ax+ 2by + E = 0.

Da	e, klikom na dugme ,,Prika�i h−taqke A i B" korisnik dobija vizuelni prikaz
h−taqaka A i B koje su h−incidentne sa izabranom h−pravom p. Tako dobijene
h−taqke A i B i h−prava p su fiksirane. Ako korisnik unese parametre E, a i
b takve da ne va�i nejednakost a2 + b2 > E2, na apletu se pojav	uje odgovaraju�e
obavexte�e (Slika 69). Kako bi mogao da vidi vizuelni prikaz aksiome, korisnik
mora da unese nove parametre.

65



Slika 68: Vizuelni prikaz prve aksiome incidencije, pri qemu je korisnik uneo
odgovaraju�e parametre za koje postoji h−prava p

Slika 69: Vizuelni prikaz prve aksiome incidencije, pri qemu korisnik nije uneo
odgovaraju�e parametre

Na tre�em apletu je dat vizuelni prikaz druge aksiome incidencije. Korisnik
treba da unese koordinate h−taqke A i koordinate h−taqke B. Ukoliko su koor-
dinate h−taqaka A i B takve da su taqke A i B u unutrax�osti apsolute, klikom
na dugme ,,Prika�i h−pravu p" korisnik dobija vizuelni prikaz h−prave p koja je
h−incidentna sa datim h−taqkama. Kako korisnik unosi koordinate taqaka mo�e
se desiti da korisnik unese koordinate tako da su h−taqke A i B razliqite (Slika
70). Ali, mo�e se desiti i da korisnik unese dve iste taqke, tj. da unese koordi-
nate tako da su h−taqke A i B jednake (Slika 71). Tada se na apletu prikazuju
tri h−prave koje su h−incidentne sa h−taqkom A. Tako dobijene h−taqke A i B
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Slika 70: Vizuelni prikaz druge aksiome incidencije, pri qemu je korisnik uneo
koordinate tako da su A i B dve razliqite h−taqke

Slika 71: Vizuelni prikaz druge aksiome incidencije, pri qemu je korisnik uneo
koordinate tako da su h−taqke A i B jednake

nisu fiksirane, za razliku od h−prave p. Korisniku mo�e pomerati A i B i na
taj naqin videti koji sve sluqajevi postoje. Ukoliko, pomera�em jedne od taqaka
(npr. taqke A), korisnik iza�e iz unutrax�osti apsolute dobija obavexte�e da A
nije vixe h−taqka i da ponovo treba uneti koordinate taqke A ili da pomo�u mixa
vrati taqku u unutrax�ost apsolute.

Ako korisnik unese koordinate tako da A i B nisu u unutrax�osti apsolute na
apletu se prikazuje odgovaraju�e obavexte�e (Slika 72).
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Slika 72: Vizuelni prikaz druge aksiome incidencije, pri qemu je korisnik uneo
koordinate tako da A i B nisu h−taqke

Na qetvrtom apletu je dat vizuelni prikaz tre�e aksiome incidencije. Korisnik
treba da unese koordinate dve razliqite h−taqke A i B. Ako su koordinate taqaka A
i B takve da su A i B dve razliqite h−taqke, klikom na dugme ,,Prika�i h−pravu"
korisnik dobija vizuelni prikaz h−prave koja je h−incidentna sa datim h−taqkama
(Slika 73).

Slika 73: Vizuelni prikaz tre�e aksiome incidencije, pri qemu su h−taqke A i B
razliqite
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Ako korisnik unese koordinate tako da A i B nisu razliqite pojav	uje mu se
obavexte�e da A i B moraju biti razliqite (Slika 74).

Slika 74: Vizuelni prikaz tre�e aksiome incidencije, pri qemu h−taqke A i B
nisu razliqite

Kao i u prethodnom apletu, korisniku je dozvo	eno pomera�e taqaka A i B.
Ako pomera�em ili unoxe�em pogrexnih koordinata neka taqka iza�e u spo	ax�u
oblast apsolute, prika�e se odgovaraju�e obavexte�e.

Na petom apletu je dat vizuelni prikaz qetvrte aksiome incidencije. Korisnik
treba da unese koordinate dve razliqite h−taqke A i B. Ukoliko je unos ispravan
klikom na dugme ,,Prika�i h−taqku C" korisnik dobija vizuelni prikaz h−taqke
C takve da su A, B i C tri h−nekolinearne h−taqke (Slika 75).

Slika 75: Vizuelni prikaz qetvrte aksiome incidencije
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Korisniku je omogu�eno pomera�e taqaka A i B, dok je taqka C fiksirana. Uko-
liko je unos takav da A i B nisu razliqite, na apletu se pojav	uje odgovaraju�e
obavexte�e da A i B moraju biti razliqite h−taqke. Ako je korisnik uneo ne-
odgovaraju�e koordinate barem jedne taqke ili je pomera�em napustio unutrax�u
oblast apsolute, pojav	uje se obavexte�e da data taqka vixe nije h−taqka.

Aksiome rasporeda

Aksiome rasporeda prati sedam apleta.
Na prvom apletu je dat vizuelni prikaz relacije h−izme�u. Klikom na dugme

,,h−izme�u" korisnik dobija prikaz tri taqke A, B i C za koje va�i Bh(A,B,C)
(Slika 76). Sve tri taqke su fiksirane.

Slika 76: Vizuelni prikaz relacije h−izme�u

Na drugom apletu dat je vizuelni prikaz prve aksiome rasporeda. Klikom na
dugme ,,Prika�i" korisnik dobija odgovaraju�i prikaz (Slika 77). Svi elementi
na apletu su fiksirani.
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Slika 77: Vizuelni prikaz prve aksiome rasporeda

Na tre�em apletu je vizuelni prikaz druge aksiome rasporeda. Klikom na dugme
,,Prika�i" korisnik dobija odgovaraju�i prikaz na apletu (Slika 78). Svi ele-
menti na apletu su fiksirani.

Slika 78: Vizuelni prikaz druge aksiome rasporeda
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Na qetvrtom apletu je vizuelni prikaz tre�e aksiome rasporeda. Klikom na
dugme ,,Prika�i" korisnik dobija odgovaraju�i prikaz na apletu (Slika 79). Svi
elementi na apletu su fiksirani.

Slika 79: Vizuelni prikaz tre�e aksiome rasporeda

Na petom apletu je vizuelni prikaz qetvrte aksiome rasporeda. Kako korisnik
qita iskaz aksiome, tako nailazi na oznake geometrijskih objekata na koje mo�e da
klikne i da mu se ti geometrijeksi objekti pojave na apletu. Tako, klikom na dugme
,,A" na apletu se pojav	uje taqka A. Analogno je za taqke B i C. Na kraju pritiskom
na dugme ,,Prika�i", se prikazuje odgovaraju�a h−prava koja spaja date taqke. Svi
elementi su fiksirani i ne mogu se pomerati (Slika 80).

Slika 80: Vizuelni prikaz qetvrte aksiome rasporeda
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Na xestom apletu dat je vizuelni prikaz pete aksiome rasporeda. Klikom na
dugme ,,tri razne h−kolinearne h−taqke" na apletu se pojav	uju, kao xto na samom
dugmetu pixe, tri razne h−kolinearne h−taqke. Korisniku je dozvo	eno pomera�e
svake od tri taqke i u zavisnosti od rasporeda taqaka na apletu se pojav	uje obave-
xte�e koji raspored taqaka va�i (Slika 81). Ako se, prilikom pomera�a taqaka,
neke dve taqke poklope pojav	uje se obavexte�e da taqke moraju biri razliqite.

Slika 81: Vizuelni prikaz pete aksiome rasporeda

Na sedmom apletu dat je vizuelni prikaz xeste aksiome iz ove grupe (Paxove ak-
siome). Kako korisnik qita iskaz aksiome, klikom na odgovaraju�e dugme pojav	uje
se odgovaraju�i objekat ili objetki na apletu (Slika 82).

Slika 82: Iskaz Paxove aksiome

Na kraju poxto pro�e kroz ceo iskaz aksiome pojav	uju mu se svi pojmovi (Slika
83). Svi objekti koji se pojav	uju u ovom vizuelnom prikazu su fiksirani.

Aksiome podudarnosti

Aksiome podudarnosti pra�ene su sa osam apleta.
Prvi aplet predstav	a vizuelni prikaz relacije h−podudarno. Klikom na dugme

,,h−podudaran" na apletu se pojav	uju taqke A, B, C i D koje ispu�avaju uslov da je
par h−taqaka (A,B) h−podudaran paru h−taqaka (C,D) (Slika 84). Korisniku je
jox omogu�eno i da pomera taqke A i B i da �ihovim pomera�em vidi kako izgleda
odgovaraju�i h−podudaran par h−taqaka C i D. Naravno, ako pomera�em bilo koja
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Slika 83: Vizuelni prikaz Paxove aksiome

od taqaka vixe ne pripada unutrax�oj oblasti apsolute pojav	uje se odgovaraju�e
obavexte�e.

Slika 84: Vizuelni prikaz relacije h−podudarno

Drugi aplet predstav	a vizuelni prikaz prve aksiome podudarnosti. Klikom
na dugme ,,Prika�i" korisnik dobija odgovaraju�i vizuelni prikaz. Ovaj aplet je
skoro isti kao i prethodni, s tim xto u ovom apletu pomera�em taqaka A i B tako
da se poklope korisnik mo�e primetiti da �e se onda i odgovaraju�e taqke C i D
poklopiti (Slika 85).
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Slika 85: Vizuelni prikaz prve aksiome podudarnosti

Tre�i aplet predstav	a vizuelni prikaz druge aksiome podudarnosti. U ovom
apletu korsnik treba da unese koordinate taqaka A i B. Klikom na odgovaraju�e
dugme ,,A" (odnosno ,,B") dobija vizuelni prikaz h−taqke A (odnosno B). Da	e, kli-
kom na dugme ,,Prika�i h−pravu" na apletu se prikazuje h−prava koja predstav	a
osu h−refleksije φ za koju va�i φ(A) = B i φ(B) = A (Slika 86). Ukoliko su A
i B jedna ista taqka, prikazuje se vixe od jedne h−prave. Da	e, ukoliko korisnik
pogrexno unese koordinate taqke A ili B pojav	uje mu se odgovaraju�e obavexte�e.

Slika 86: Vizuelni prikaz druge aksiome podudarnosti

Qetvrti aplet predstav	a vizuelni prikaz tre�e aksiome podudarnosti. Za
svaki objekat ili relaciju u iskazu aksiome postoji dugme koje se odnosi na taj pojam.
Klikom na odgovaraju�e dugme, korisnik dobija vizuelni prikaz datog objekta ili
relacije (Slika 87). Svi elementi koji se pojav	uju u ovom apletu su fiksirani.

Peti aplet predstav	a vizuelni prikaz qetvrte aksiome podudarnosti. Ovaj
aplet funkcionixe sliqno kao i aplet koji odgovara tre�oj aksiomi podudarnosti.
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Slika 87: Vizuelni prikaz tre�e aksiome podudarnosti

Korisnik klikom na dugme dobija odgovaraju�i vizuelni prikaz datog objekta ili
relacije (Slika 88). Kao i kod prethodnog, i kod ovog apleta su svi elementi
fiksirani.

Slika 88: Vizuelni prikaz qetvrte aksiome podudarnosti
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Xesti aplet predstav	a vizuelizaciju pete aksiome podudarnosti (Slika 89),
sedmi vizuelizaciju xeste aksiome (Slika 90), a osmi aplet predstav	a vizueli-
zaciju sedme aksiome podudarnosti (Slika 91). Ovi apleti funkcionixu kao i
prethodni apleti koji predstav	aju vizuelizaciju tre�e i qetvrte aksiome.

Slika 89: Vizuelni prikaz pete aksiome podudarnosti

Slika 90: Vizuelni prikaz xeste aksiome podudarnosti
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Slika 91: Vizuelni prikaz sedme aksiome podudarnosti

Aksiome neprekidnsoti

Aksiome neprekidnosti pra�ene su sa dva apleta.
Prvi aplet predstav	a vizuelni prikaz prve aksiome neprekidnosti. Klikom na

odgovaraju�e dugme na apletu (play) korisnik mo�e videti odgovaraju�i niz taqaka
koje ispu�avaju uslove aksiome (Slika 92). Pored toga, kako va�i (X1, Y1)∼=h(X2, Y2)
ako i samo ako je λ(X1, Y1) = λ(X2, Y2), aplet izraqunava hiperboliqka rastoja�a
izme�u uzastopnih h−taqaka tog niza.

Slika 92: Vizuelni prikaz prve aksiome neprekidnosti

Drugi aplet predstav	a vizuelizaciju druge aksiome neprekidnosti. Klikom na
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odgovaraju�e dugme na apletu (play) korisnik mo�e videti odgovaraju�i niz taqaka
koje ispu�avaju uslove aksiome (Slika 93).

Slika 93: Vizuelni prikaz druge aksiome neprekidnosti

Aksioma paralelnosti

Aksioma paralelnosti prikazana je sa dva apleta.
Prvi aplet predstav	a vizuelni prikaz same aksiome paralelnosti. Korisnik

unosi odgovaraju�e parametre za h−pravu p i koordinate za h−taqku A i klikom na
dugme ,,Prika�i h−prave" dobija prikaz dve h−prave q1 i q2 koje su paralelne sa
h−pravom p i h−incidentne sa h−taqkom A (Slika 94). U ovom apletu korisniku
je dozvo	eno pomera�e taqke A i na taj naqin mu je omogu�eno da vidi koje �e se
h−prave pojaviti u zavisnosti od polo�aja date h−taqke.

Slika 94: Vizuelni prikaz aksiome paralelnosti
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Drugi aplet se odnosi na vizuelizaciju zak	uqka u vezi pojma paralelnosti
u hiperboliqkoj geometriji ravni (Slika 95). Klikom na odgovaraju�e dugme na
apletu se pojav	uju odgovaraju�i pojmovi. Svi objekti na ovom apletu su fiksirani.

Slika 95: Vizuelni prikaz postoja�a beskonaqno mnogo h−pravih koje su inci-
dentne sa datom h−taqkom A i disjunktne sa datom h−pravom p
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6 Neki pojmovi i tvr�e�a apsolutne i hiperboli-

qke geometrije ravni prikazani u Poenkareovom

disk modelu

U ovom poglav	u uvex�emo jox neke pojmove apsolutne i hiperboliqke geometrije
ravni i navex�emo neka tvr�e�a vezana za uvedene pojmove. Sve pojmove uvodimo
u Poenkareovom disk modelu. Tako�e, sva tvr�e�a navodimo u Poenkareovom disk
modelu.

6.1 Paralelnost i hiperparalelnost u Poenkareovom disk

modelu

U euklidskoj geometriji ravni za dve disjunktne prave ka�emo da su paralelne.
U hiperboliqkoj geometriji ravni dve disjunktne prave mogu biti paralelne i hi-
perparalelne. Pojmove paralelnosti i hiperparalelnosti pravih u hiperboliqkoj
geometriji ravni uvex�emo na Poenkareovom disk modelu.

Definicija 6.1.0.1. Dve h−prave su me�usobno paralelne ako imaju jedan zajed-
niqki kraj (Slika 96).

Slika 96: Primer dve paralelne h−prave

Definicija 6.1.0.2. Dve h−prave su me�usobno hiperparalelne ako su dis-
junktne i nemaju zajedniqki kraj (Slika 97).

Primetimo da relacije paralelnosti i hiperparalelnosti pravih u hiperboli-
qkoj geometriji ravni nisu tranzitivne. Na slici 98 (levo) mo�emo videti da je
h−prava a paralelna sa h−pravom b i da je h−prava b paralelna sa h−pravom c,
ali h−prava a nije paralelna sa h−pravom c (nemaju zajedniqki kraj). Analogno,
na slici 98 (desno) mo�emo videti da je h−prava p hiperparalelna sa h−pravom q i
da je h−prava q hiperparalelna sa h−pravom r, ali h−prava p nije hiperparalelna
sa h−pravom r.
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Slika 97: Primer dve hiperparalelne h−prave

Slika 98: Primer da paralelnost i hiperparalelnost pravih u hiperboliqkoj geo-
metriji ravni nisu tranzitivne relacije

Teorema 6.1.0.1. Za dve me�usobno hiperparalelne prave postoji jedinstvena prava
normalna na obe.

Dokaz. Neka su p i q dve hiperparalelne h−prave. Obele�imo sa p′ i q′ odgovaraju�e
euklidske krugove (odnosno prave) koje sadr�e h−prave p i q. Na osnovu teoreme
5.1.1.7 postoji jedinstven euklidski krug (ili prava) n normalan na p′, q′ i apsolutu.
Presek kruga n i hiperboliqke ravni jeste tra�ena normala. �

6.2 Pramenovi pravih i epicikli u Poenkareovom disk mo-

delu

U ovom delu uvodimo pojmove pramen pravih i epicikl.

Definicija 6.2.0.3. Eliptiqki pramen h−pravih je skup svih h−pravih koje
sadr�e neku h−taqku (Slika 99).

Kako krugovi koji sadr�e neku h−taqku sadr�e i �oj inverznu taqku u odnosu na
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Slika 99: Primer eliptiqkog pramena h−pravih

apsolutu (jer su normalni na apsolutu), sve h−prave eliptiqkog pramena pripadaju
krugovima eliptiqkog pramena krugova.

Definicija 6.2.0.4. Hiperboliqki pramen h−pravih je skup svih h−pravih
koje nemaju ni zajedniqku h−taqku ni zajedniqki kraj (Slika 100).

Slika 100: Primer hiperboliqkog pramena h−pravih

Sve h−prave hiperboliqkog pramena h−pravih pripadaju hiperboliqkom pra-
menu krugova.

Definicija 6.2.0.5. Paraboliqki pramen h−pravih je skup svih h−pravih
koje imaju jedan zajedniqki kraj (Slika 101).

Centri krugova koji sadr�e h−prave paraboliqkog pramena h−pravih pripadaju
tangenti na apsolutu u zajedniqkom kraju datih h−pravih. Otuda sve h−prave
paraboliqkog pramena pripadaju krugovima paraboliqkog pramena krugova.

Neka je X pramen h−pravih (eliptiqki, paraboliqki ili hiperboliqki) i neka
jeX proizvo	na h−taqka koja ne pripada svim elementima pramena X. h−Epicikl
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Slika 101: Primer paraboliqkog pramena h−pravih

odre�en pramenom X i taqkom X je skup {Sx(X) : x ∈ X}15, koji obele�avamo sa
E(X, X).

Teorema 6.2.0.2. Svaki h−epicikl u Poenkareovom disk modelu je euklidski krug
ili deo euklidskog kruga.

Dokaz. Neka je X pramen h−pravih u Poenkareovom disk modelu. Pramen X je
odre�en pramenom euklidskih krugova. Neka je X proizvo	na h−taqka koja ne pri-
pada svim elementima h−epicikla X i neka su a i b dve h−prave pramena X, koje
ne sadr�e h−taqku X. Obele�imo sa a′, odnosno b′ euklidski krug koji sadr�i
h−pravu a, odnosno b. Sliku taqke X inverzijom u odnosu na krug a′ oznaqimo sa
Xa, a sliku taqke X inverzijom u odnosu na krug b′ oznaqimo sa Xb. Krug l odre�en
taqkama X, Xa i Xb je normalan na krugove a

′ i b′. Dakle, krug l je normalan na sve
h−prave pramena X. Da	e, neka je c proizvo	na h−prava pramena X. Obele�imo
sa c′ euklidski krug koji sadr�i h−pravu c. Va�i da je krug l normalan na krug
c′. Sliku taqke X inverzijom u odnosu na krug c′ oznaqimo sa Xc. Kako X pripada
krugu l i kako je krug l normalan na krug c′, sledi da krug l sadr�i i taqku Xc. �

U zavisnosti od vrste pramena h−pravih razlikujemo tri vrste h−epicikala.
Neka je X eliptiqki pramen h−pravih i neka je S zajedniqka h−taqka h−pravih

koje pripadaju pramenu X. Pramen X tada obele�avamo i sa XS. h−Epicikl
E(XS, X) nazivamo h−krug, h−taqku S h−centar, a h−du� SX h−polupreqnik
tog h−kruga.

Mo�e se pokazati da je h−krug skup svih h−taqaka Y za koje va�i SX∼=hSY .
U Poenkareovom disk modelu h−krug je euklidski krug (Slika 102). Napomenimo

jox i da je h−centar h−kruga jednak euklidskom centru odgovaraju�eg euklidskog
kruga jedino u sluqaju kada je to centar apsolute.

Neka je X hiperboliqki pramen h−pravih i neka je s zajedniqka normala h−pravih
koje pripadaju pramenu X. Pramen X tada obele�avamo i sa Xs. h−Epicikl E(Xs, X)

15Sa Sx obele�avamo h−refleksiju hiperboliqke ravni qija je osa h−prava x (videti i str.
45).
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Slika 102: h−krugovi

nazivamo h−ekvidistanta, a h−pravu s osnovica h−ekvidistante. Oznaqimo
sa X ′ podno�je normale iz h−taqke X na h−pravoj s16. h−Du� XX ′ nazivamo vi-
sina h−ekvidistante.

Mo�e se pokazati da je h−ekvidistanta skup svih h−taqaka Y za koje va�i
XX ′∼=hY Y

′, pri qemu je Y ′ podno�je normale iz h−taqke Y na h−pravoj s.
U Poenkareovom disk modelu h−ekvidistanta je luk euklidskog kruga (Slika

103). Napomenimo jox i da je osnovica h−ekvidistante normalna na apsolutu.

Slika 103: h−ekvidistante

Neka je X paraboliqki pramen h−pravih i neka je P zajedniqki kraj h−pravih
koje pripadaju pramenu X. Pramen X tada obele�avamo i sa XP . h−Epicikl
E(XP , X) nazivamo h−oricikl.

16Konstrukcija normale iz date h−taqke na datu h−pravu prikazana je u zadatku 7.0.0.2
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U Poenkareovom disk modelu h−oricikl je euklidski krug bez jedne taqke, za-
jedniqkog kraja h−pravih odgovaraju�eg pramena (Slika 104).

Slika 104: h−oricikli
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6.3 Vizuelizacija zajedniqke normale hiperparalelnih pra-

vih u Poenkareovom disk modelu

Vizuelizacija zajedniqke normale dve hiperparalelne h−prave

Vizuelizacija zajedniqke normale dve hiperparalelne prave pra�ena je odgovaraju�im
apletima. Taqnije, dokaz odgovaraju�e teoreme je pra�en sa dva apleta zato xto se
dokaz razla�e na dva sluqaja. Pritiskom na dugme ,,Prvi sluqaj" korisnik mo�e
videti konstrukciju zajedniqke normale dve hiperparalelne prave kada je ta zajed-
niqka normala deo euklidskog kruga (Slika 105). Da	e, pritiskom na dugme ,,Drugi

Slika 105: Vizuelizacija konstrukcije zajedniqke normale hiperparalelnih
h−pravih, prvi sluqaj

sluqaj" korisnik mo�e videti konstrukciju zajedniqke normale dve hiperparalelne
prave kada je zajedniqka normala deo euklidske prave (Slika 106).
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Slika 106: Vizuelizacija konstrukcije zajedniqke normale hiperparalelnih
h−pravih, drugi sluqaj

6.4 Vizuelizacija epicikala u Poenkareovom disk modelu

Vizuelizacija h−kruga

Vizuelizacija h−kruga, taqnije �egova konstrukcija, pra�ena je odgovaraju�im aple-
tom.

Na apletu je zadat prikaz eliptiqkog pramena h−pravih. Pramen je fiksiran.
Kako bi se konstruisao odgovaraju�i h−krug, korisnik unosi koordinate taqke X.
Ako su koordinate takve da X nije h−taqka, korisniku se na apletu prikazuje odgo-
varaju�e obavexte�e. Nakon xto unese ispravne koordinate, pokreta�em animacije
pomo�u znaka play na apletu se pojav	uje niz h−taqaka koje predstav	aju slike
h−taqke X pri h−refleksiji u odnosu na svaku h−pravu datog eliptiqkog pra-
mena. Na kraju se konstruixe krug (u euklidskom smislu) koji sadr�i h−taqku
X i sve �ene slike dobijene pomenutim h−refleksijama (Slika 107). Tako kon-
struisan krug predstav	a tra�eni h−krug. Korisnik mo�e pomera�em taqke X da
vidi kakvi se sve h−krugovi mogu dobiti. Ako pri pomera�u taqke X ili prilikom
unosa koordinata taqka X ne pripada unutrax�osti apsolute, na apletu se ispisuje
odgovaraju�a poruka.
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Slika 107: Vizuelizacija konstrukcije h−kruga

Vizuelizacija h−ekvidistante

Vizuelizacija h−ekvidistante, taqnije �ena konstrukcija, pra�ena je odgovaraju�im
apletom.

Na apletu je zadat prikaz hiperboliqkog pramena h−pravih. Pramen je fik-
siran. Kako bi se konstruisala odgovaraju�a h−ekvidistanta, korisnik unosi ko-
ordinate taqke X. Ako su koordinate takve da X nije h−taqka, korisniku se na
apletu prikazuje odgovaraju�e obavexte�e. Nakon xto unese ispravne koordinate,
pokreta�em animacije pomo�u znaka play na apletu se pojav	uje niz h−taqaka koje
predstav	aju slike h−taqke X pri h−refleksiji u odnosu na svaku h−pravu datog
hiperboliqkog pramena. Na kraju se konstruixe deo kruga (u euklidskom smislu)
koji pripada unutrax�osti apsolute, sadr�i h−taqku X i sve �ene slike dobijene
pomenutim h−refleksijama (Slika 108). Tako konstruisan luk euklidskog kruga
predstav	a tra�enu h−ekvidistantu. Korisnik mo�e pomera�em taqke X da vidi
kakve se sve h−ekvidistante mogu dobiti. Ako pri pomera�u taqke X ili prilikom
unosa koordinata taqka X ne pripada unutrax�osti apsolute, na apletu se ispisuje
odgovaraju�a poruka.
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Slika 108: Vizuelizacija konstrukcije h−ekvidistante

Vizuelizacija h−oricikla

Vizuelizacija h−oricikla, taqnije �egova konstrukcija, pra�ena je odgovaraju-
�im apletom.

Na apletu je zadat prikaz paraboliqkog pramena h−pravih. Pramen je fiksiran.
Kako bi se konstruisao odgovaraju�i h−oricikl, korisnik unosi koordinate taqke
X. Ako su koordinate takve daX nije h−taqka, korisniku se na apletu prikazuje od-
govaraju�e obavexte�e. Nakon xto korisnik unese ispravne koordinate, na apletu
se pojav	uje znak play za pokreta�e animacije. Pokreta�em animacije na apletu
se pojav	uje niz h−taqaka koje predstav	aju slike h−taqke X pri h−refleksiji u
odnosu na svaku h−pravu datog paraboliqkog pramena. Na kraju se konstruixe krug
(u euklidskom smislu) koji sadr�i h−taqku X i sve �ene slike dobijene pomenutim
h−refleksijama (Slika 109). Taj krug, bez jedne taqke (zajedniqkog kraja zadatog
pramena pravih) predstav	a tra�eni h−oricikl. Korisnik mo�e pomera�em taqke
X da vidi kakvi se sve h−oricikli mogu dobiti. Ako pri pomera�u taqke X ili
prilikom unosa koordinata taqka X ne pripada unutrax�osti apsolute, na apletu
se ispisuje odgovaraju�a poruka.

Da�emo deta	an opis prav	e�a ovog apleta (Slika 110).
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Slika 109: Vizuelizacija konstrukcije h−oricikla

Prvo konstruixemo apsolutu. Apsoluta je predstav	ena krugom qija je jedna-
qina x2 + y2 = 1. Kako bismo mogli da konstruixemo h−oricikl, potreban nam
je pramen paralelnih h−pravih, tj. paraboliqki pramen h−pravih. Znamo da ovaj
pramen karakterixe postoja�e zajedniqkog kraja h−pravih. Zato smo zadali pro-
izvo	nu taqku A na apsoluti. Taqka A predstav	a zajedniqki kraj paralelnih
h−pravih. Zatim smo konstruisali 14 h−pravih. �ih smo konstruisali tako xto
smo uzeli 14 proizvo	nih taqaka koje se nalaze u unutrax�osti kruga koji predsta-
v	a apsolutu i potom konstruisali krugove koji su normalni na apsolutu i sadr�e
taqku A, jednu od tih proizvo	nih taqaka i sliku te taqke pri inverziji u odnosu
na apsolutu. Kako bismo dobili h−prave, neophodno je bilo da konstruixemo lu-
kove tih krugova koji se nalaze u unutrax�osti apsolute. Lukove smo konstruisali
pomo�u alata kojim je omogu�ena konstrukcija luka odre�enog trima taqkama. Ta-
qke koje su odre�ivale jedan luk bile su taqka A, proizvo	na taqka kroz koju smo
konstruisali krug koji je normalan na aspolutu, kao i taqka preseka apsolute i tog
kruga. Kada smo napravili 14 takvih lukova, konstruisali smo preqnik apsolute
koji sadr�i taqku A. Zatim smo refleksijom u odnosu na konstruisani preqnik
preslikali svih 14 lukova i na taj naqin smo dobili 29 h−pravih koje pripadaju
paraboliqkom pramenu. Taqku A i sve lukove i du� koje predstav	aju h−prave
smo oznaqili kao nepomiqne objekte. Slede�e xto je ura�eno, jeste konstrukcija
proizvo	ne taqke X. Taqki X smo dodelili indikator i. Poqetna vrednost indi-
katora je 0, a kada korisnik unese taqku X i pritisne odgovaraju�e dugme vrednost
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Slika 110: Prikaz prav	e�a apleta koji daje vizuelni prikaz konstrukcije
h−oricikla

indikatora i postaje 1. Taqka X nije fiksirana i korisnik mo�e da je pomera.
Nakon konstrukcije taqke X uneli smo tekst kojim smo se obezbedili da kori-

sniku damo potrebno obavexte�e ako je unos neispravan ili ako pomera�em taqka
X napusti unutrax�ost apsolute. Uslov za pojav	iva�e ovog obavexte�a jeste da
je indikator i jednak 1 i da je taqka X u spo	ax�osti apsolute ili na apsoluti,
tj. da va�i x2(X) + y2(X) ≥ 1, odnosno da je korisnik uneo koordinate taqke X i
da taqka X nije u unutrax�osti apsolute.

Slede�i korak u prav	e�u apleta jeste konstrukcija taqaka koje predstav	aju
slike h−taqke X pri h−refleksijama u odnosu na date h−prave. h−Refleksije
su realizovane kao inverzije u odnosu na krugove qiji su delovi date h−prave.
Ovim preslikava�ima dobija se 29 taqaka X ′, X ′

1, ... X
′
28, koliko ima i h−pravih.

Sve taqke su postav	ene da budu nepomiqni objekti, tj. da korisnik ne mo�e da
ih pomera. Zajedniqki uslov prikaziva�a za ove taqke jeste da je korisnik uneo
koordinate taqke X i da je taqka X u unutrax�osti apsolute. Me�utim, kako bi
se na apletu pojav	ivala jedna po jedna taqka uveden je jedan klizaq j (Slika 111).
Klizaq je postav	en da bude nepomiqan objekat i da se kre�e od 0 do 42 odre�enim
korakom i brzinom. Nakon toga je svakoj taqki dode	en jox jedan uslov koji treba
da bude ispu�en kako bi se prikazala. Redom su dode	ivani uslovi. Taqka X ′ ima
dodatni uslov, a to je da je j ≥ 1, taqka X ′

1 da je j ≥ 2 i tako redom sve do taqke X ′
28
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Slika 111: Zadava�e karakteristika klizaqu j

koja ima uslov j ≥ 29 (Slika 112).

Slika 112: Zadava�e uslova taqkama X ′, X ′
1, ... X

′
28

Kada su obezbe�eni uslovi prikaziva�a taqaka X ′, X ′
1, ... X

′
28, postoji mogu�nost

konstruisa�a euklidskog kruga koji ih sve sadr�i i u kome je sadr�an tra�eni
h−oricikl. Kako u GeoGebra-i postoji alat kojim je mogu�e konstruisati krug
kroz tri date taqke, to je konstrukcija ovog h−oricikla bila jednostavna i nisu
bile potrebne sve taqke. Ali kako koordinate taqke X unosi korisnik mo�e se
desiti da h−taqka X bude h−incidentna sa nekom od zadatih h−pravih, zato su
konstruisana dva ista kruga, samo kroz tri razliqite taqke. Prvi krug e3 je krug
kroz taqke A, X i X ′, a drugi krug f3 je konstruisan kroz taqke A, X i X ′

1. Uslov

pojav	iva�a jeste x2(X) + y2(X) < 1 ∧ i ?
= 1 ∧ j ≥ 41. Sve taqke koje su slike taqke

X i krugovi e3 i f3 su crvene boje.
Na kraju kako bi se lepo videla konstrukcija h−oricikla (kruga u euklidskom

smislu bez jedne taqke, taqke A) bilo je potrebno na�i centar (u euklidskom smislu)
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tog kruga koji predstav	a h−oricikl. Centar S je taqka koja predstav	a presek
simetrale du�i XA i simetrale du�i XX ′. Zatim je na krugu e3 izabrana proi-
zvo	na taqka Y , a krug e3 postav	en kao nevid	iv objekat. Slede�e xto je ura�eno
jeste konstrukcija luka odre�enog centrom i dvema taqkama sa kruga. Dati luk je
luk g3 koji je odre�en centrom S i taqkama A i Y . Luk g3 je crvene boje, kao i
krugovi e3 i f3. Kako bi, konaqno, bila prikazana konstrukcija h−oricikla, po-
trebno je jox redefinisati taqku Y . Redefinisa�e je ura�eno na slede�i naqin:
Ukoliko je j == 0 taqka Y je u stvari taqka A, inaqe ako je 30 < j < 40 potrebno
je rotirati taqku A za ugao (30− j)/10(360)◦ oko taqke S, u suprotnom ona postaje
taqka A (Slika 113).

Slika 113: Zadava�e uslova taqki Y

Ovim je sprovedena konstrukcija h−oricikla, a krugovi e3 i f3 su naprav	eni
tako da se pojave odmah poxto se zavrxi kreta�e taqke Y po krugu qiji je deo
tra�eni h−oricikl.

Na kraju same konstrukcije, na apletu se prikazuje odgovaraju�e obavexte�e xta
je zapravo h−oricikl, tj. da je to h−krug bez taqke A.
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7 Primeri

U ovom poglav	u dajemo nekoliko primera zadataka iz hiperboliqke geometrije
ravni realizovanih u Poenkareovom disk modelu.

Zadatak 7.0.0.1. Pokazati da je zbir unutrax�ih uglova proizvo	nog h−trougla
ma�i od π.

Rexe�e. Neka je ABC proizvo	an h−trougao i O centar apsolute. Postoji h−re-
fleksija φ kojom se h−taqka A preslikava u O. Oznaqimo sa B1 = φ(B) i C1 = φ(C).
h−refleksijom φ h−uglovi datog h−trougla ABC preslikavaju se na �ima h−po-
dudarne h−uglove h−trougla OB1C1 (Slika 114).

Slika 114: h−trougao ABC

h−du�i AB i AC se preslikavaju na h−du�i OB1 i OC1 koje pripadaju pre-
qnicima apsolute. Kako su h−uglovi ∠OB1C1 i ∠B1C1O ma�i od uglova trougla
OB1C1 u eukludskom smislu i kako je zbir uglova u trouglu (euklidskom) OB1C1

jednak π, to sledi da je zbir h−uglova h−trougla OB1C1 ma�i od π. Da	e, kako
se pri svakoj inverziji ili osnoj refleksiji quvaju uglovi, a svaka h−refleksija
je restrikcija neke inverzije ili osne reflesije, to je i zbir uglova u h−trouglu
ABC ma�i od π. △
Zadatak 7.0.0.2. Neka su date h−prava a i h−taqka A. Odrediti h−pravu n koja
sadr�i h−taqku A i normalna je na h−pravu a.
Rexe�e. Oznaqimo sa O centar apsolute. Razlikova�emo dva sluqaja, kada je A = O
i kada je A ̸= O.

Prvi sluqaj (A = O):
Kako je h−prava n h−incidentna sa A, sledi da je n preqnik apsolute, tj. deo
euklidske prave. U zavisnosti od me�usobnog polo�aja h−taqke A i h−prave a
razlikujemo dva podsluqaja:
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a) h−taqka A i h−prava a su h−incidentne.
Kako je A = O, sledi da je h−prava a preqnik apsolute, odnosno deo euklidske
prave. Da	e, kako su h−prave a i n preqnici apsolute (delovi euklidske
prave) i treba da su me�usobno normalne, sledi da je h−prava n onaj preqnik
apsolute koji je u taqki A normalan na preqnik apsolute koji predstav	a
h−pravu a (Slika 115).

Slika 115: Sluqaj kada je h−taqka A h−incidentna sa h−pravom a

b) h−taqka A i h−prava a nisu h−incidentne.
Kako je A = O, sledi da je h−prava a luk kruga a1 normalnog na apsolutu.
Oznaqimo sa O1 centar kruga a1. Kako a i n treba da su me�usobno normalne
h−prave, sledi da �e h−prava n biti sadr�ana u pravoj koja je normalna na
krug a1 i sadr�i taqku O. Da bi prava bila normalna na krug potrebno je da
sadr�i centar tog kruga. Dakle, tra�ena h−prava n �e biti deo euklidske
prave OO1 koji pripada unutrax�osti apsolute (Slika 116).

Slika 116: Sluqaj kada h−taqka A i h−prava a nisu h−incidentne
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Drugi sluqaj (A ̸= O):
Konstruiximo pravu p koja sadr�i taqku A i normalna je na pravu OA. Oznaqimo
sa T taqku preseka apsolute i prave p. Konstuiximo, da	e, tangentu t u taqki
T na apsolutu. Oznaqimo sa O1 presek pravih OA i t, a sa l h−pravu koja je deo
euklidskog krug l1 (O1, O1T ). Posmatrajmo trougao O1TO i trougao O1AT (Slika
117). Kako je ∠OTO1 = ∠TAO1 i ∠TO1O = ∠AO1T , to su trouglovi O1TO i O1AT
sliqni. Iz sliqnosti △O1TO ∼ △O1AT sledi jednakost:

O1T

O1A
=
OO1

O1T
=

(
OT

AT

)
,

odnosno
O1T

2 = O1A ·OO1.

Mo�emo zak	uqiti da va�i ψl1(A) = O, odnosno da je O slika taqke A pri inverziji
u odnosu na krug l1.
Inverzijom u odnosu na l h−taqka A se slika u h−taqku O, a h−prava a u h−pravu
a1. Neka je n1 h−prava koja sadr�i O i normalna je na a1. Kako je h−prava a slika
h−prave a1 pri inverziji u odnosu na l, sledi da �e i n biti slika h−prave n1 pri
istoj inverziji. Da	e, kako je h−prava n1 h−incidentna sa h−taqkom O, sledi da
�e h−prava n biti h−incidentna sa h−taqkom A. Na kraju, kako svaka inverzija
quva uglove, sledi da �e ovako konstruisana h−prava n biti normalna na h−pravu
a (Slika 117). △

Slika 117: Sluqaj kada je h−taqka A razliqita od h−taqke O
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Zadatak 7.0.0.3. Neka su date razliqite h−taqke A i B. Odediti h−simetralu
h−du�i AB.

Rexe�e. Razlikova�emo dva sluqaja:

Prvi sluqaj (jedna od datih h−taqaka poklapa se sa centrom apsolute, npr. neka
je A = O):
Konstruiximo pravu p koja je incidentna sa taqkom B i normalna je na pravu OB.
Presek apsolute i prave p oznaqimo sa T . Konstruiximo tangentu u taqki T na
apsolutu. Presek tangente t i prave OB oznaqimo sa S. Konstruiximo krug l qiji
je centar taqka S i polupreqnik ST . Posmatrajmo trouglove STO i SBT (Slika
118). Kako je ∠OTS = ∠TBS i ∠TSO = ∠BSO, sledi da je △STO ∼ △SBT ,
odnosno sledi da je

ST

SB
=
OS

ST
=

(
OT

BT

)
,

odnosno
ST 2 = SB ·OS.

Dakle, O je slika taqke B pri inverziji u odnosu na krug l qiji je luk h−prava s.
Odnosno va�i ψl(O) = B i ψl(B) = O, pa ovako konstruisana h−prava s predstav	a
simetralu du�i OB, odnosno AB.

Slika 118: Sluqaj kada je A = O

Drugi sluqaj (neka su h−taqke A i B razliqite od centra apsolute O):
Konstruiximo h−simetralu h−du�i OB kao u prvom sluqaju. Oznaqimo tu sime-
tralu sa l. h−Refleksijom u odnosu na h−pravu l h−taqka B se slika u h−taqku O,
a h−taqka A u h−taqku A′. Konstruiximo sada, kao u prvom sluqaju, h−simetralu
h−du�i OA′. Oznaqimo je sa s′. Kako se h−refleksijom u odnosu na l h−taqka O
slika u h−taqku B, a h−taqka A′ u h−taqku A, to �e se i h−simetrala h−du�i OA′

slikati u h−simetralu h−du�i AB, odnosno tra�ena h−simetrala s bi�e slika
h−prave s′ pri h−refleksiji u odnosu na h−pravu l (Slika 119).
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Slika 119: Sluqaj kada je i A ̸= O i B ̸= O

△
Zadatak 7.0.0.4. Neka su a i b dve h−prave koje se seku. Odrediti h−simetralu
h−ugla koji one odre�uju.

Rexe�e. Neka je h−taqka X presek h−pravih a i b. Oznaqimo sa O centar apsolute.
U zavisnosti od polo�aja h−taqkeX u odnosu na centar apsolute, razlikova�emo

dva sluqaja.

Prvi sluqaj (X je centar apsolute, tj. X = O):
Kako su h−prave a i b h−incidentne sa centrom apsolute, sledi da su date h−prave
preqnici apsolute (delovi euklidskih pravih). U tom sluqaju, h−simetrala h−pra-
vih a i b bi�e simetrala ugla odre�enog pravama koje sadr�e h−prave a i b (Slika
120).

Slika 120: Sluqaj kada se date h−prave a i b seku u centru apsolute

Drugi sluqaj ( h−taqka X je razliqita od centra apsolute):
Neka je l h−prava koja predstav	a h−simetralu h−du�i OX. h−Refleksijom u
odnosu na h−pravu l imamo slede�e:
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a) h−taqka X se preslikava u h−taqku O,

b) h−prava a se preslikava u h−pravu a′ i

v) h−prava b se preslikava u h−pravu b′.

Kako je h−taqka X h−incidentna sa h−pravama a i b, sledi da je h−taqka O
h−incidentna sa h−pravama a′ i b′, odnosno sledi da su a′ i b′ delovi euklidskih
pravih. Oznaqimo sa s′ simetralu ugla koja je odre�ena pravama a′ i b′. Na osnovu
prvog sluqaja mo�emo zak	uqiti da �e tra�ena h−simetrala s biti slika h−prave
s′ pri h−refleksiji u odnosu na h−pravu l (Slika 121). △

Slika 121: Sluqaj kada se date h−prave a i b ne seku u centru apsolute

Zadatak 7.0.0.5. Neka su X i Y dve razliqite h−taqke. Konstruisati h−krug l
qiji je centar h−taqka X i sadr�i h−taqku Y .

Rexe�e. U ovom zadatku razlikova�emo dva sluqaja.

Prvi sluqaj (X = O):
U ovom sluqaju h−krug l je euklidski krug qiji je centar taqka O (= X) i polupre-
qnik du� OY (Slika 122).
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Slika 122: Sluqaj kada je X = O

Drugi sluqaj (X ̸= O i Y ̸= O):
h−Simetralu a h−du�i OX konstruixemo kao u zadatku 7.0.0.3. Pri h−refleksiji
u odnosu na h−pravu a h−taqka X se slika u h−taqku O, a h−taqka Y u h−taqku
Y ′. Na osnovu prvog sluqaja mo�emo konstruisati h−krug l′ qiji je centar h−taqka
O i koji sadr�i h−taqku Y ′ (Slika 123). Dakle, tra�eni h−krug l qiji je centar

Slika 123: Sluqaj kada je X ̸= O i Y ̸= O

h−taqka X i polupreqnik XY dobijamo kao sliku h−kruga l′ pri h−refleksiji u
odnosu na h−pravu a. △

Zadatak 7.0.0.6. Neka su date dve razliqite h−taqke A i B. Odrediti h−taqku
C takvu da je h−trougao ABC pravilan.

Rexe�e. Tra�enu h−taqku C dobi�emo u preseku h−kruga k1(A,AB) i h−kruga
k2(B,BA). h−Krugove k1 i k2 konstruixemo kao u zadatku 7.0.0.5. Me�utim, kako se
ovako konstruisani h−krugovi k1 i k2 seku u dvema h−taqkama, to �e zadatak imati
dva rexe�a (Slika 124).
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Slika 124: Taqke C1 i C2 su takve da su h−trouglovi ABC1 i ABC2 pravilni

△
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8 Zak	uqak

Kao xto je u uvodu napomenuto vizuelizacija hiperboliqke geometrije ima ve-
liki znaqaj. Pre svega, vizuelni prikaz je koristan onima koji predaju ili uqe
hiperboliqku geometriju. Naravno, mogu�e je vizuelizovati samo konkretan model
hiperboliqke geometrije. U ovom radu opredelili smo se za vizuelizaciju Poenka-
reovog disk modela iz nekoliko razloga. Prvi razlog je xto je u euklidskom smislu
taj model ograniqen. Ograniqenost nam omogu�ava da se svi objekti i relacije vi-
zuelno prika�u u celosti. Drugi razlog jeste tesna povezanost Poenkareovog disk
modela sa nekim znaqajnim konceptima euklidske geometrije, kao xto su potencija
taqke u odnosu na krug i inverzija u odnosu na krug. Tre�i razlog jeste relativno
jednostavan naqin provere aksioma.

Da	e istra�iva�e ixlo bi u pravcu vizuelizacije drugih pojmova, relacija i
tvr�e�a apsolutne i hiperboliqke geometrije ravni u Poenkareovom disk modelu.
Pre svega, to su izometrijske transformacije.

U radu je prikazana vizuelizacija modela ravni, a ne i prostora. Razlog za to
je pre svega, taj xto programski paket GeoGebra jox uvek nema dovo	no razvijene
alate za vizuelizaciju trodimenzionog prostora.
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