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Tema ovog master rada su asocirane slucajne veli¢ine. Tema je odabrana u dogovoru
sa mentorom prof. Pavlom Mladenovi¢em. Razlog zasto je izabrana ba$ ova tema je taj Sto je
ovo tema koja se i dalje istrazuje i zato Sto se i dalje dopunjuju karakteristike i poboljSavaju
uslovi za vazenje razliitih teorema vezanih za ovu oblast $to se moze videti na osnovu radova
koji su nastali u proteklih par godina. Ovaj rad ¢e biti podeljen u dva dela. Prvi deo ¢e se
baviti teorijskim karakteristikama asociranih slu¢ajnih veli¢ina. Na pocetku ¢e biti navedene
osnovne definicije 1 teoreme iz teorije verovatnoce i matematiCke statistike, kao i1 kratak
istorijski razvoj asociranih slu¢ajnih veli¢ina. Nakon toga bi¢e navedene definicije i teoreme
sa dokazima koji ¢e biti detaljno objasnjeni i koji su znaajni za razumevanje pojma
asociranih slucajnih veli¢ina. Drugi deo rada predstavlja deo koji se bavi primenama
asociranih sluc¢ajnih veli¢ina. Koriste¢i teoretske delove prvog dela rada pokazacemo primenu
u razlicitim oblastima. Oblasti u kojima ¢e biti prikazana primena su teorija verovatnoce i
matematicka statistika. Takode, ve¢i deo drugog dela rada ce biti posvecen eksponencijalnim
nejednakostima asociranih veli¢ina. Na kraju rada nakon zakljucka bi¢e navedena literatura
koja se koristila u ovom radu.



1.ASOCIRANE SLUCAJNE VELICINE-TEORIJSKE KARAKTERISTIKE

1.1.OSNOVNE DEFINICIJE, TEOREME | NEJEDNAKOSTI

Definicija 1.1.1. Funkcija F:R™ — R zove se n-dimenziona funkcija raspodele ako vaze
sledeci uslovi:

1) limy, e F(x1, %3, ..., x,) = 0, zasvako ke{1, 2, ..., n}
2) F(+o00,+0o,..,+00) =1

3) F je neprekidna s desne strane po svakom argumentu
4) Ap(I) = 0 za svaki n-dimenzioni interval I

Definicija 1.1.2. Neka je dat prostor verovatnoéa (2,A,P) i neka je (R, B) par cije su
komponente skup realnih brojeva i Borelova ¢-algebra podskupova skupa realnih brojeva.
Funkcija X:2 — R zove se slucajna velicina, ako je merljiva u odnosu na g-algebre A i B, tj.
ako za svaki Borelov skup BeB vazi

X 'B)={w: X(w)eB}eA

Definicija 1.1.3. Neka je ({2, A, P) prostor verovatnoca i n prirodan broj veci od 1. Funkcija
X:0) - R™ zove se visedimenzionalna slucajna velicina ili slucajan vektor ako za svaki
Borelov skup BeB™ vazi

X1 B)eA

Teorema 1.1.1. Neka su F;,F,, ... ,E, , redom, funkcije raspodela slucajnih velicina
X1, X2, .. , X 1 F:R™ = R funkcija raspodele slucajnog vektora (Xi,X,,...,Xyn). Slucajne
velicine X,,X,, ... , X, su nezavisne ako i samo ako za svaku n-torku (x;, x5, ... , x,)€ R™ vazi

F(x1, %2, 0, %5) = F1(x) F2(22) -+ ()



Teorema 1.1.2. Neka je X slucajna velicina sa apsolutno-neprekidnom funkcijom raspodele
F i gustinom raspodele f ineka je g: R — R Borelova funkcija. Ako je f:’:lg(x)lf(x)dx <

+00, onda postoji kao konacan broj matematicko ocekivanje slucajne velicine g(X) i vazi
jednakost

+o0

B0 = | geofGodx

— 0

Teorema 1.1.3. Za proizvoljne slucajne velicine (za koje postoje matematicka ocekivanja) i

realan broj c vaze sledeca tvrdenja:

1) E(cX) =cEX);

2) Akoje P(A) =0ondaje E(XI,) = [, XdP =0.

3) Iz uslova X (w) < Y(w) za svaki w € 0, sledi nejednakost E(X) < E(Y);
4) [EX)| <E(XD;

5) Ako su A i B disjunktni dogadaji, onda vazi nejednakost

E(XIAUB) = E(XIA) + E(XIB)

6) E(XX+Y) = EX)+ E(Y)
7) E(X) i E(|X]) su istovremeno konaé¢ni brojevi ili ne.

Definicija 1.1.4. Neka je X proizvoljna slucajna velicina. Matematicka ocekivanja slucajnih
velicina X™, |X|™ i (X — E(X))", ako postoje, zovu se redom n-ti momenat, n-ti apsolutni
momenat i n-ti centrirani momenat slucajne velicine X. Specijalno, drugi centrirani momenat
E(X — E(X))? zove se disperzija sluc¢ajne veliciine X i oznacava kratko D(X).

Teorema 1.1.4. Osnovna svojstva disperzije su sledeca:

1) Za svaku slucajnu veli¢inu vazi jednakost
D(X) = E(X?) — (EX)?
2) Za svaku slucajnu veli¢inu vazi nejednakost
0<D(X) <E(X?
3) Za svaku slucajnu veli¢inu i realne brojeve a i b vazi jednakost
D(aX + b) = a’D(X)

4) Akosu Xi,X,, ..., X, nezavisne slu¢ajne veliine, onda vazi jednakost



D(Zn: X)) = zn: D(Xy)
=1 =1

Definicija 1.1.5. Neka su X i Y slucajne velicine sa konacnim i strogo veéim od nule
disperzijama. Kovarijacija slucajnih velicina X 1Y je broj cov(X,Y) zadat sa

cov(X,Y) =E(X —EX)(Y —EY) =E(XY) —EX - E(Y).

Koeficijent korelacije slucajnih velicina X i Y je broj p(X,Y) = cov(X,Y)/VDX~/DY .

Definicija 1.1.6. Neka je X = (X, X5, ... , X,,) slucajan vektor, takav da za sve k € {1,2, ..., n}
vazi EX? < +oo. Matrica B = [byl,xn, 9de je by, = cov(X,, X;), zove se kovarijaciona
matrica slucajnog vektora X.

Teorema 1.1.5. Matrica B = [byl, x n je kovarijaciona matrica nekog sluc¢ajnog vektora
(X1, X5, ... , X;,), ako i samo ako je B simetricna i nenegativno definisana matrica.

Sada ¢emo navesti 4 definicije vezane za vrste konvergencija nizova slucajnih veli¢ina.

Definicija 1.1.7. Niz sluc¢ajnih velicina (X,,) konvergira u verovatnoci ka slucajnoj velicini X
ako vazi:

(Ve > 0) il_)n; P{w : |X,(w) — X(w)]| >} =0

Definicija 1.8. Niz slucajnih veli¢ina (X,) konvergira skoro sigurno (konvergira sa
verovatnocom 1), ka slucajnoj velicini X ako vazi :

P{w : Ai_}ngoXn(a)) = X(w)} =1

Definicija 1.1.9. Niz slucajnih velicina (X,) konvergira u srednjem reda p, gde je 0 <p <
+o00, ka slucajnoj velicini X ako vazi:

lim E(JX, — X|P) = 0
n—oo

Ako je p=2 ova konvergencija se naziva srednjekvadratna konvergencija.



Definicija 1.1.10. Niz slucajnih velic¢ina (X,,) konvergira u raspodeli (ili slabo kovergira) ka
slucajnoj velicini X ako za svaku ogranic¢enu i neprekidnu funkciju f: R — R vazi:

Lim E(f(X,)) = E(F(0)

Definicija 1.1.11. Neka je (X;, X5, ..., X,,) uzorak iz raspodele F i neka je (x4, x5, ..., X;,)
Jedna realizacija tog uzorka. Kada se ti brojevi poredaju po velicini dobijamo niz x(;y <

X(2) <+t < X(p). DefiniSimo slucajne velicine X1y, X2y, .. , X(n) ha sledeci nacin: Za svaku
realizaciju (x;, x,,...,x,) neka je

Xy =%y X@) =X@)y - Xm) = Xy

Slucajne velicine X1y, X(2), ... , X(n) S€ Nazivaju statistike poretka.

Definicija 1.1.12. Slucajni proces {X,, t € T}, gde jeT c ZiliT c R je strogo stacionaran
ako za svaki prirodan broj n i proizvoljne elemente t;, ...,t, €T raspodela verovatnoéa
slucajnog vektora (thﬂ, ,thﬂ) nezavisiodteT.

Teorema 1.1.6. (Jaki zakon velikih brojeva): Neka je (X,,) niz nezavisnih sluéajnih veli¢ina
takav da vazi Y-, DX, /n? < +oo. Tada je

n
1
P <1im —Z(Xk —EX,) = 0) =1
n_)oonk=1

Sada ¢emo navesti nekoliko definicija 1 teorema iz oblasti matematicke analize koje se koriste
u ovom radu.

Definicija 1.1.13. Skup G c X je otvoren u X ako za svako x € G postoji § > 0 tako da je
B[x,58) C G.

Definicija 1.1.14. Za skup F, podskup metrickog prostora X, kazemo da je zatvoren u X ako
je skup X\F otvoren u X.




Definicija 1.1.15. Za podskup K metrickog prostora X kazemo da je kompaktan ako se iz
svakog otvorenog pokrivaca skupa K moze izdvojiti konacan potpokrivac.

Teorema 1.1.7. Neka je (X, d) metricki prostor. Ako je F c X kompaktan, tada je F zatvoren
i ogranicen.

Sada ¢emo navesti teoremu koja se odnosi na kompaktnost u R"™.

Teorema 1.1.8:.Skup K € R™ je kompaktan ako i samo ako je zatvoren i ogranicen.

Sada ¢emo navesti nejednakosti koje su koriS¢ene u radu.

Markovljeva nejednakost: Neka je X nenegativna slucajna veli¢ina i neka je a > 0. Tad vazi:

P(XZa)S@

Holderova nejednakost: Neka su p i g realni brojevi takvi da vazip >1,q>1i1/p+
1/q=1,a X i Y slucajne veli¢ine za koje vazi E|X|P < oo i E|Y|?7 < 0. Tada vazi
nejednakost

EIXY| < (EIX|[P)V/P(E|Y|®)"/4



1.2.ISTORIJSKI RAZVOJ ASOCIRANIH SLUCAJNIH VELICINA

U ovom istorijskom osvrtu na razvoj asociranih slu¢ajnih veli¢ina naves¢emo kad je
prvi put uveden pojam asociranih slucajnih veli¢ina i navesti autore ¢iji su radovi, knjige i
monografije dale veliki doprinos boljem razumevanju ovog pojma.

Pojam asociranih slu¢ajnih veli¢ina prvi put se uvodi 1967. u statisti¢koj literaturi kod
Esara. IdentiCan koncept je koris¢en 1971. i pod nazivom FKG-nejednakosti, gde FKG
predstavlja inicijale autora Fortuin. Pretpostavlja se da Esarova potreba za uvodenjem pojma
asociranih sluc¢ajnih veli¢ina poti¢e od uocavanja znacaja asociranih veli¢ina za pouzdanost
sistema. Prvi doprinosi razvoju mogu se pronaéi u knjizi autora Barlow and Proschan (1975),
dok se dalje diskusije mogu pronaci u knjigama 1 radovima autora Shaked 1 Tong (1992),
Shaked i Shanthikumar (1994), Szekli (1995), Yoshihara(1997), Sackrowitz (1992, 1994) i
Sarkar i Chang. Najraniji doprinosi za kori§¢enje u statistici mogu se videti u radovima
sledec¢ih autora: Harris (1960), Lebowitz (1972), Simon (1973), Preston (1974), Kemperman
(1977). Newman (1980) je bio prvi koji je ustanovio centralnu grani¢nu teoremu za pozitivne
asocirane slucajne veli¢ine. Postoji jo§ nekoliko radova, ¢iji je on autor ili koautor, koji su
dali doprinos boljem razumevanju i znacaju asociranih slucajnih veli¢ina. Jo§ neki od radova
koji su znacCajni sa glediSta verovatnoce i statistike su radovi autora Grimmett (1984), Birkel
(1888a,b, 1989) Bagai i Prakasa Rao (1991, 1995), Roussas (1991, 1993, 1994, 1995, 1996),
Yu (1993) i Cai i Roussaa (1997a,b, 1998a,b). Birkel (1988a) bio je prvi koji je dokazao
ogranic¢enja momenata asociranih slucajnih veli¢ina. Jo$ jedna od vaznijih oblasti koju treba
spomenuti su eksponencijalne nejednakosti za asocirane slu¢ajne veli¢ine i njihov znacaj se
moze videti u radovima sledecih autora: Ionnides 1 Roussas (1998), Henriques and Oliveira
(2002a,b) and Oliveira (2005).



1.3.DEFINICIJA | OSNOVNA SVOJSTVA ASOCIRANIH VELICINA

Nakon §to smo naveli osnovne definicije i teoreme i prikazali istorijski razvoj
asociranih slu¢ajnih veli¢ina prelazimo na deo gde ¢emo navesti definiciju i osnovna svojstva
asociranih slucajnih veli¢ina.

Definicijal.3.1. Za slucajne velicine X,, X, ... , X, kazemo da su asocirane ako vazi

Cov[f(X),g(X)] = 0
za sve neopadajuce funkcije f i g za koje postoje Ef (X), Eg(X), Ef (X)g(X).
(X je oznaka za n-dimenzioni vektor (Xy, X5, ... , X,,).)

Nakon osnovne definicije naves¢emo najvaznija svojstva asociranih sluc¢ajnih veli¢ina koja
¢emo 1 dokazati.

Svojstvo 1:  Svaki podskup skupa asociranih slucajnih velicina je takode asociran skup.

Dokaz. Navedeno svojstvo direktno sledi iz definicije kada se izaberu neopadajuée funkcije
f i g koje zavise samo od slu¢ajnih veli¢ina koje se nalaze u podskupu.

Svojstvo 2:  Ako su dva skupa asociranih slucajnih velic¢ina medusobno nezavisna jedan od
drugog onda je i njihova unija skup asociranih slucajnih velicina.

Dokaz. Pretpostavimo da su X =(X4,X,,...,X,) 1 Y=(Y,,Y,, .., Y,) asocirani skupovi
slucajnih veli¢ina koji su medusobno nezavisni jedan od drugog. Neka su [ = f(XY) i
g = 9(X,Y) neopadajuce funkcije. Tada imamo da vazi sledece:

Cov[f,g] = Exyf9 — Exyf - Exyg
= ExEyfg — Ex{Eyf -Eyg} + Ex{Eyf - Eyg} — ExEyf - ExEyg

= ExCovy[f, gl + CovxlEyf,Eygl,

gde Ey, Ey,Exy redom predstavljaju matematicka ocekivanja skupova X, Y i ocekivanje
zajedniCke raspodele skupova X i Y. Posto su skupovi X i Y medusobno nezavisni vazi da je
Exy = ExEy. Posto je Covy[f(x,Y), g(x,Y)] > 0 za svako fiksirano x, onda je Covy[f, g] =
0.Eyf(x,Y)iEy,g(x,Y) suneopadajuce funkcije po X, pa sledi da je Covy[Eyf,Eyg] = 0.
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Svojstvo 3: Skup koji se sastoji samo od jedne slucajne velicine je asociran.

Dokaz. Ovo svojstvo je posledica teoreme koja ¢e biti navedena u delu Kriterijumi za
asociranost.

SVojstvo 4: Neopadajuce funkcije asociranih slucajnih velicina su asocirane.

Dokaz. Neka su Xy, X5, ... , X, asocirane, f; neopadajuc¢e i Y; = f;(X), i = 1,...,m. Ako su
funkcije f i g neopadajuée onda su i f(fy,....fm) I 9(g1 - »9m) neopadajuce. Iz
definicije 1.3.1 sledi da je Covy [f(Y), g(Y)] = Covx[f(f (X)), g(f(X))] = 0.

Svojstvo 5. Ako su X, ..., x% asocirane za svako k i X% — X u raspodeli onda su
Xy, ... , X, asocirane.

Dokaz. Ovo svojstvo je posledica teoreme koja ce biti kasnije navedena u radu.

Navedena svojstva omogucavaju laksi rad 1 koriS¢enje asociranih sluc¢ajnih veli¢ina, §to ¢e se i
videti u daljem toku rada.

Teoremal.3.1. Nezavisne slucajne velicine su asocirane.

Dokaz. Tvrdenje ove teoreme sledi iz svojstava dva i tri.
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1.4 KRITERIJUMI ZA ASOCIRANOST

Postoje razli¢iti kriterijumi za asociranost koji su medusobno ekvivalentni. U ovom
delu ¢emo navesti koji su to kriterijumi i koje uslove treba da zadovoljavaju da bi bilo
ispunjeno svojstvo asociranosti. U sustini to nisu drugi kriterijumi ve¢ modifikacije definicije
koju smo naveli za asocirane slucajne veli¢ine. Te modifikacije ogledaju se u tome da neki od
pojmova koji ucestvuju u definiciji treba da ispunjavaju odredene kriterijjume da bi bio
ispunjen uslov asociranosti.

Za pocetak pokazacemo da uslov asociranosti koji je odreden definicijom 1.3.1 vazi
ako su neopadajuce funkcije f i g :

(1) binarne
(2) ogranicene i neprekidne

Pre nego sto ovo dokaZemo naveS¢emo identitet koji ¢e biti koriS¢en u dokazu.
Covlf(X),g(X) 1= " [~ Cov|[Y;(s)Y,(t)]|dsdt *)
gde je Y;(x) definisana na slede¢i nacin:

(1, fX)>x
r(2) ‘{0, F(X) < x

Sada ¢emo navesti teoremu u kojoj se koriste binarne funkcije f i g i u kojoj se koristi gore
naveden identitet:

Teorema 1.4.1. Neka je Cov[y(X),6(X)] = 0 za sve binarne neopadajuce funkcijey i 8.
Tada su X, X5, ... , X,, asocirane.

Dokaz. Neka su funkcije f i g neopadajuce. Znamo da vaZzi identitet (*). Yy(s) i Y, (t) su
neopadajuce funkcije od X, pa prema pretpostavci teoreme imamo da je Cov[Yf(s)Yg(t)] >
0. Sledi na osnovu definicije 1.3.1. da su X4, X, ... , X,, asocirane.

Posledica ove teoreme je svojstvo 3.

Sada ¢emo pokazati da je za uslov asociranosti dovoljno da u definiciji 1.3.1 uzmemo funkcije
koje su ogranicene i neprekidne. Pre nego Sto dokazemo teoremu vezanu za ogranicene i
neprekidne funkcije naves¢emo lemu koju ¢emo koristiti u dokazu teoreme.

Lemal. 41 Ako je Cov[u(X), v(X)] = 0za sve ogranicene, neprekidne i neopadajuce ui v
onda je Cov[p(X), w(X)] = 0 za sve binarne, neprekidne s desna i neopadajuce ¢ i w.

Dokaz. Neka je A = {x| ¢(x) = 1} i neka je d(x, A) rastojanje od tacke x do skupa A.
Definisa¢emo u(x) na slede¢i nain:
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0, dx A=k

) (x) =
wE) {1—1«, d(x, A) < k™1

Svaka funkcija u®(x) je nenegativna, ograniena odozgo sa jedinicom, neprekidna i
neopadajuéa. Na slidan naGin mozemo definisati i v® koriste¢i funkciju w . Prema
pretpostavci teoreme imamo da je Cov[u®(X), v (X)] > 0. Posto je ¢ neprekidna s
desna, A je zatvoren, pa sledi da u® — ¢. Sliéno se pokazuje da i v — w. 1z ove
konvergencije dolazimo do zaklju¢ka da je Cov[p(X), w(X)] = 0.

Teorema 1.4.2. Neka je Cov[u(X), v(X)] = 0 za sve ogranicene, neprekidne i neopadajuce
funkcije u i v. Tada su X3, X5, ... , X,, asocirane slucajne velicine.

Dokaz. Definisacemo skupove A; = {x| y;(x) = 1}, i = 1, 2 za binarne neopadajuce funkcije
¥i. Moze se pronaé¢i kompaktan skup C; € A;, tako da vazi P[C;] + & = P[A;]. Neka je
Cr={c+tlceC, x,=0,..,x, =0} zatvoren skup. Tada je C; cCt cA4;
Definisa¢emo funkciju ¢;(x) na sledeéi nac¢in:

1, x€Ct
0, inace

pi(x) = {
Funkcija ¢; je binarna, neprekidna s desna i neopadajuca. Na osnovu leme 1.4.1. imamo
Cov[e:(X), 9,(X)] = 0.
Dalje, posto je y; = ¢; vazi
Eyi(X)y2(X) =2 E@:(X)p,(X).
Takode vazi
Ep;(X) + & = Eyi(X).
Koriste¢i navedene nejednakosti dobijamo:
Covly:(X),y2(X)] = E@1(X)92(X)-[E@1(X) + e][E@,(X) + €]
> Cov[p,(X),p,(X)]-2 & — &?
>-2¢— &2,

Kada stavimo da € — 0 dolazimo do zaklju¢ka da je Cov[y;(X),y,(X)] = 0. Na osnovu
teoreme 1.4.1. sledida su X;, X,, ... , X,, asocirane $to je i trebalo dokazati.

Sada ¢emo navesti teoremu u kojoj ¢emo uspostaviti Kriterijum za asociranost X4, X5, ... , X,
koriste¢i funkciju indikatora Y;(x), koja je definisana na slede¢i nacin:

1, X; >x
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Teorema 1.4.3. Neka je niz slucajnih velicina

Y1 (xq) - Yi(xp)

Vo (xq) -0 Yol
asociran za svaki izbor kK i x4, ..., xj.. Tada su X3, ... , X, asocirane.

Dokaz. Neka su u i v nenegativne, ograni¢ene, neprekidne i neopadajuce funkcije. Za date
x; < - < x definisemo u® (X) na sledeéi nadin:

-ul)(X) = 0, ako postoji Y;(x;)=0 zai=1l,...n
(X)) = u(S), gdeje S; = maxj{xj| Yi(x) = 1}, ako su svi Y;(x;)=1.

Funkcije u®) su nenegativne i neopadajuée bez obzira da li se posmatraju kao funkcije od X
ili od Y(x). Na identi¢an na¢in se definise i v®). Posto suu, v iuwv neprekidne sledi 0 <
u® -4, 0<v® 5 p i0 <u®p® - yp za svaku fiksiranu vrednost od X. Takode, u, v
i uv su ograniene, pa na osnovu konvergencije vazi i Fu®(X) - Fu(X), Ev®(X) —
Ev(X) i Eu®X)v®(X) - Eu(X)v(X) .Na osnovu  hipoteze  imamo
0 < Cov[u®(X),v®(X)] , odakle sledi
Cov[u(X), v(X)] = lim;_4 Cov[u®(X),v®(X)] >0 . Kada svakoj od ograni¢enih,
neprekidnih i neopadaju¢ih funkcija u i v dodamo dovoljno veliki broj konstanti one mogu
postati i nenegativne. Na osnovu teoreme 1.4.2 i svega navedenog mozemo do¢i do zakljucka
dasu Xy, ... , X, asocirane $to je i trebalo dokazati.
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1.5.SPECIJALNI SLUCAJEVI ASOCIRANIH SLUCAJNIH VELICINA

U ovom delu ¢emo razmotriti dva slucaja vezana za asocirane slucajne veli¢ine koja su
nam od znacaja za jo$ bolje razumevanje pojma asociranosti. Prvi koji ¢emo razmotriti je
asociranost binarnih slu¢ajnih veli¢ina, a nakon toga ¢emo se upoznati sa razlic¢itim uslovima
za asociranost i njihovim odnosima.

1) ASOCIRANOST BINARNIH SLUCAJNIH VELICINA

Kada se posmatraju binarne sluc¢ajne veli¢ine moze se primetiti da svojstvo asociranosti ima
zanimljive primene koje ¢e biti prikazane u delu rada sa primenama, ali pre nego sto dodemo
do tih delova rada dokazac¢emo jedno svojstvo i dve teoreme koje ¢e nam biti od koristi.

Svojstvo 6: Ako su X;, X, ... , X, asocirane binarne slucajne velicine, onda su i 1 — X,
1—-X,, ..., 1= X, takode asocirane binarne slucajne velicine.

Dokaz. Ako je y binarna, neopadajuéa funkcija, onda dualna funkcija y2(x) = 1 —y(1 — x)
gdejel—-—x=(1-x,..,1—x,) je takode binarna i neopadaju¢a.Uzmimo da je ¥ =1 —
X. Tada

Covy[y(Y),8(Y)] = Covx[yP(Y),6°(X)] = 0

za binarne neopadajuce y, §.

Teorema 1.5.1. Neka su X, X5, ... , X, asocirane binarne slucajne velicine. Tada je

a) P[X,=1,..,X,=1]> P[X; =1] - P[ X, =1]
b) P[X;=0,..,X, =0]> P[X; =0] - P[X, =0]

Dokaz. Izabracemo y(X) = X,, 6(X) = X, - X,,, obe su neopadaju¢e funkcije od X. S
obzirom da su Xy, X,, ... , X,, asocirane imamo EX, --- X, = EX; - EX, --- X,,. Ponavljaju¢i
ovaj korak dobijamo da je EX; --- X, = EX; - EX, --- EX,,. S obzirom da je kod binarne
sluéajne veli¢ine EX = P[X = 1] dobijamo da vazi tvrdenje pod a). Kada iskoristimo upravo
dokazano i svojstvo 6 dobijamo da vazi i tvrdenje pod b).
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Teorema 1.5.2. Za binarne slucajne velicine X 1Y asociranost je ekvivalentna sledecem
uslovu:

Cov[X,Y] =0

Dokaz. Ako su slucajne veli¢ine X 1Y asocirane iz definicije sledi da je Cov[X,Y] > 0.
Pretpostavimo sad da je Cov[X,Y] = 0. Posmatratemo sve moguce binarne neopadajuce
funkcije y(X,Y):

(VEO)S(}/EXY)S(y:);)s(y:X+Y—XY)§(yE1).

Kovarijacija izmedu bilo kog para binarnih funkcija ¥, 8 za koje vazi y < § je automatski
nenegativna. Preostali par y = X, § =Y ima nenegativnu kovarijaciju po pretpostavci. Ovim
je dokaz zavrSen.

2) RAZLICITI USLOVI ZA ASOCIRANOST I NJIHOVI ODNOSI

U ovom delu ¢emo se baviti uslovima asociranosti 1 posmatrati ih gradativno tj. koji je
najslabiji, a koji najjaci. NaveS¢emo tri uslova koja su ve¢ navodena u radu i doda¢emo cetvrti
uslov koji je poznat kao pozitivna regresiona zavisnost jedne veli¢ine od druge. Nakon toga
¢emo dokazati dve teoreme 1 prokomentarisati Sta se desava sa ovim uslovima u opStem
slucaju

Sada ¢emo navesti gore pomenute uslove tako da vazi (4) = (3) = (2) = (1).
(1) Cov[S,T] =0
(2) Cov[f(S), g(T)] = 0 za sve neopadajuce f, g

(3) Si T suasocirane
(4) P[T > t | S = s] je neopadajuca po s.

Iz do sada navedenih definicija i teorema znamo da vazi (3) = (2) = (1). Prva teorema koju
¢emo dokazati se odnosi na uslove (4) i (3) tj. dokazacemo da vazi (4) = (3).
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Teoremal.5.3. Ako je T pozitivno regresiono zavisna od S, tada su S i T asocirane.

ocekivanje za uslovnu raspodelu je obeleZeno sa Ers. Dalje imamo

Cov[f,g] = EsErisfg — ES{ET|Sf : ET|39} + ES{ET|Sf . ET|59} — EsEr|sfEsErisg
= EsCovrsf, g] + Covs[Erisf, Erisg]

Sada pretpostavimo da su f i g neopadajuce. Tada je Covris[f, g] = 0 prema svojstvu 3, pa
odatle sledi EsCovr(s[f,g] = 0. Da bismo pokazali da je Covy[E7|sf,Er;sg] = 0 mozemo
primetiti da je P[T > t | S = s] neopadajuée po s i da iz toga sledi P[f(T,s)) >t|S =s]
neopadajuce po s samim tim i P[f(T,s) >t | S = s] je neopadajuce po s odakle dobijamo da
je Ers=sf (T, s) neopadaju¢e po s. Dakle konatno imamo da je Covs[Erisf,Erisg] =0
prema svojstvu 3.

Sada ¢emo navesti i peti uslov koji se naziva pozitivno kvadratna zavisnost za koji ¢emo u
narednoj teoremi pokazati da je ekvivalentan sa uslovom (2).

(5) P[S <s,T <t] >P[S<s]P[T <t] zasves,t.

Teorema 1.5.4. S i T su pozitivno kvadratno zavisne ako i samo ako je Cov[f(S,),g(T)] =0
za sve neopadajuce f 1 g tj. uslovi (2) i (5) su ekvivalentni.

Dokaz. Da bismo pokazali da (2)=(5) izabra¢emo f i g na sledeci nacin:

0,x <s
fx) _{l,x >
0,x <t
g9(x) _{l,x >t

Dakle, f i g su neopadajuce i iz uslova (2) imamo sledece
0 < Cov[f(5),g(T)]=Cov[1—f(S,),1—g(D)]
= P[S<sT<t]—-P[S <s]P[T <t],

Sto je 1 trebalo dokazati. Za drugu implikaciju neCemo navoditi dokaz jer se koriste lema i
teorema koje nisu navedene u ovom radu.
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Bitno je naglasiti da u opStem slucaju za proizvoljne slucajne veli¢ine nijedan par od prva
Cetiri navedena uslova nije tj. ne mora biti ekvivalentan osim u nekim specijalnim sluc¢ajevima
kao $to su binarne slu¢ajne veli¢ine $to smo ve¢ i pokazali. Kada kazemo prva Cetiri uslova
misli se na uslove (1), (2), (3) i (4).

Navesc¢emo dva primera tj. dve tabele raspodele verovatnocéa gde se vidi da slucajne veliine
S i T koje uzimaju vrednosti a4, a,, as, pri cemu vazi a; < a, < az zadovoljavaju:

1) Uslov (2), ali ne i uslov (3)
2) Uslov (3), ali ne i uslov (4)

Tabelal:
T\S a, a, [
as 8/64 0 15/64
a, 0 18/64 0
a, 15/64 0 8/64
Tabela2:
T\S a, a, as
asz 1/8 0 1/4
a, 0 1/4 0
a 1/4 0 1/8

Ovim smo zaokruzili pricu o specijalnim slucajevima asociranih slucajnih veliina 1
prelazimo dalje na teoreme i pojmove koji su vezani za temu rada. Naredna teorema koju
¢emo navesti je veoma zanimljiva zato S$to su posledice ove teoreme razliCite primene u
oblasti teorije verovatnoce i matematicke statistike, a to ¢e biti 1 pokazano u delu rada koji se
odnosi na primene asociranih slucajnih veli¢ina. Sada ¢emo formulisati i dokazati upravo
pomenutu teoremu.

Teorema 1.5.5. Neka su Ty, ..., T,, asocirane, S; = f;(T) i f; neopadajuce, i = 1, ... , k. Tada
vazi:

a) P[S; <51, , Sk < sl =TT, PIS; < s
b) P[S; > s1, . , S > 5] =15, P[S; > s4]

Zasve Sy, .. ,Sk.
Dokaz. Prema svojstvu 4, S, ... ,S, su asocirane. Sada ¢emo uvesti X;(s) na sledeci nacin:
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1, S;>s
Xi(s):{() S <s

Tada je X;(s) neopadajuce za S; odakle sledi prema svojstvu 4 da su X,(s),.. ,X;(s)
asocirane. Koriste¢i teoremu 1.5.1. dobijamo da vaze nejednakosti koje je trebalo dokazati.
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1.6.NEJEDNAKOSTI MOMENATA ASOCIRANIH SLUCAJNIH VELICINA

Na osnovu svega §to smo do sada napisali evidentno je da su asocirane slucajne
veli¢ine najve¢im delom odredene kovarijacijom. Ovde nas interesuju ograni¢enja momenata
asociranih slu¢ajnih veli¢ina. Krenuéemo od sledeceg koeficijenta koji je odreden takode
kovarijacijom:

u(n) = SUPkeN Z COU(Xj,Xk), neNU {0}
jilj—klzn

Ispostavice se da granica momenata parcijalnih suma asociranih slucajnih veli€ina zavisi 1 od
brzine opadanja keoficijenta u(n). Sada ¢emo navesti teoreme i leme uz pomo¢ kojih ¢emo
do¢i do Zeljenih rezultata. Prvo ¢emo navesti dve leme koje ¢e se koristiti u dokazima teorema
koje ¢e biti navedene nakon njih.

Lema 1.6.1. Neka su X, X5, ... asocirane slucajne velicine sa konacnom disperzijom i neka je
—w <a<b<+oo. Tada sledece nejednakosti vaze za Xi = max{a, min{X,,b}}, X;t =
max{X;,0}, X; = max{—X,,0} :

a) 0 <Cov(Xj,X,) < Cov(Xy,X,)

b) 0 < Cov(X{,X,) < Cov(Xy,X,)

c) 0= Cov(Xy,X;) = —Cov(Xy,X,)
Dokaz. Za teR formiramo f(t) = max{a min{t,b}}, g(t) =t. Tada su f i g—f
neopadaju¢e. S obzirom da su X; i X, asocirane dobijamo 0 < Cov(f(X;),X;) <

Cov(g(X,),X,). Ovim je dokazana nejednakost pod a). Primenom nejednakosti pod a)
dobijamo da vaZe nejednakosti b) i ¢) ako redom uzmemo a = 0,b = ia = —oo,b = 0.

Lemal.6.2. Neka su X; >0 i X, asocirane slucajne velicine i neka je p > 0. Tada vazi
sledece:
a) Ako je X; < R < oo, tada vazi
Cov(X;*P,X,) < (1 + p)RPCov(Xy, X>)
b) Akoje |X,| <R <ooip > 1+ p,tadavazi

L -1- -—
Cov(X;*", X)) < (L+p+ ZR)(Ele|p)p—1(Cov(X1’X2))(p 1-p)/(p—1)
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c) Akojey >0 i p,q > 1,pricéemuvazi 1/p + 1/q = 1 tada imamo da vazi i

_p p
Cov(X1*7,X,) < 3 + p) (E|X, [PO+P+0)e0m0 x (E|X, |70 (Cov(Xy, X))

d) Ako je § > 0, tada vazi

p(1+p+0)

CO’U(X11+p,X2) < (3 + p) (E|X,|2+P)GreGro+®) x

p
(E 1X, |2+p+6)m(Cov(Xl, XZ))5/(5+p(2+p+5))

Dokaz.
a) Odabracemo za t € R funkcije f i g na sledeci nacin:
f(@) = t"P1ocrep
g(@®) = (1 + p)RPLjo<r<ry + PR P Lpnpy
Tada je g — f neopadajuce. Posto su X; i X, asocirane sledi da vazi
Cov(f(Xy),X,) < Cov(g(Xy),X3)

Ovim je dokaz pod a) zavrsen.

b) Neka je N > 0 fiksirano. Tada imamo
Cov(X{*,X,) = Cov(f(X)'*P,X,) + Cov(X;*P — F(X)™P,X,) (1)

,gdejezateR
() = tloceeny + Nlgsny

Uzimajuéi u obzir da su neopadajuce funkcije asociranih veli¢ina takode asocirane
sledida su f(X;) i X, asocirane. Na osnovu dela pod a) i leme 1.6.1.(a) imamo da je :

Cov(f(X)1P,X,) < (1 + p)NPCov(Xy, X5) (2)

Drugi sabirak sa desne strane jednakosti (1) je ogranicen sa
Cov(X1*P — F(X,)1*P,X,) < 2RE|XMP |11y oy < 2RN-PHUPE|X, [P (3)
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Sada ¢emo iskoristiti jedno svojstvo koje ne¢emo dokazivati, a to je da su nekorelisane
asocirane slucajne veliCine nezavisne. Na osnovu toga mozemo pretpostaviti da je ne
umanjujuci opstost Cov(X,,X,) > 0. Kada uzmemo da je
N = (E|X,|?/Cov(Xy, X, )Y®=D i na osnovu (1), (2) i (3) sledi da vazi
nejednakost pod b).

c) Nekaje N > 0 fiksirano. Uradicemo kao pod b). Na osnovu Holderove nejednakosti
drugi sabirak sa desne strane jednakosti (1) je ograniGen sa

1/p
COy(X11+P _ f(X1)1+p,X2) <? (E |Xf(1+,0) 1{X1>N}|) (Elleq)l/q
< 2N—V(E|X1|p(1+p+y))1/p(E|X2|q)1/q (4)
Ponovo ¢emo pretpostaviti da je Cov(Xy, X;) > 0. Kada izaberemo da je

1/(p+v)
N = [(EIX, [P0 +0 ) P (B1X,1)/9 [Cov(X,, X,)|

i iskoristimo (1), (2) i (4) dobijamo da vazi nejednakost pod ¢).

d) Nejednakost pod d) sledi iz nejednakosti pod c) kada uzmemoy =8/(2+p +6) i
p=Q2+p)/A+p+y).

Teorema 1.6.1. Neka su X;, X,, ... asocirane slucajne velicine koje zadovoljavaju uslove

E(X))=0
r+d .
sup;enE|X;| T < oo, zanekor>2i8>0. (5)
Pretpostavimo da vazi sledece:
u(n) — O(Tl_(r_z)(r+6)/25). (6)

Tada postoji konstanta B koja ne zavisi od n takva da za svako n € N vazi:
SupmeNU{O}E|Sn+m - Smlr < Bnr/z. (7)

Dokaz. Uzetemo da jer =1+ p,gdele N,l > 2ipe(0,1]. Dokaz ¢e i¢i indukcijom po L.
Radi jednostavnijeg pracenja dokaza uves¢emo sledecu notaciju:

Sm,n = Sn+m — Sm

an, = SupmeNU{O}Elsm,nlr
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Pokazacemo da postoji C; < oo i€ € (0, 1), takvi da za svako m e N U {0}, n € N, vazi:

E|Sm,2n|r < zan + Clanl_Pin/Z + Clanl—an&'?"/z

1z (8) imamo sledece

Ay, < 2a, + Cra,"PnP™/?2 + Cia,'"¥n®"/? zane N,

i po indukciji postoji C < oo takvo daa, < Cn™/?2 zan e {2*:pe N U {0}}.

Sada ¢emo navesti nekoliko nejednakosti koje ¢emo dokazati, a iz kojih sledi da vazi (8).

E|Smanl < 2a, + 27 (E[Spnl’ [Smtnnl + ElSmanl [Smsnnl”)

_ P
E|Smnl’ [Sminnl < @ (ElSmal|Sminal )

l-1+p |

p
ElSmnl [Smannl” < an' (ElSmal " |Smananl)

l-1+p

ElSmallSminal < |Cov (|Smal [Smennl )| + Con'2

l-1+p l-1+p
|S

E|Spn] mina] < [Cov (|Smal

, |5m+n,n|)| + C,n"/?

|cov (ISmnl [Smsnal 7)< Csanrnr/?

l-1+p

|C0v (|Sm,n| , |Sm+n,n|)| < Cza,'Yn¥/?

(8)

(9

(10)

(11

(12)

,gdejey =(r—2+8)/s,as =8 + (r —2)(r + §). Dobi¢emo da vazi (8) iz nejednakosti

(9) — (12), ako uzmemo da je € = py.
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Prvo ¢emo dokazati nejednakost (9) na slede¢i nacin:

E|Sm,2n|r = E|Sm,n + Sm+n,n|l+p

l
l 3 . R
<200+ ) (i) (BISmal ™ ISmennl + ElSmal ISminnl ")
j=1

l
l
<24, +2 ) () (EISmal ISmennl + ElSmal [Smennl”)
=1

< 2a, + 2% (E|Spul [Smannl + ElSmal 1Smennl”).
Ovim smo dokazali (9).

Sad prelazimo na dokaz nejednakosti (10). Dokaza¢emo samo prvu nejednakost, druga se
dokazuje analogno. Bez gubitka opstosti pretpostavicemo da je p € (0, 1). Na osnovu
Holderove nejednakosti imamo da je

- p o _ \1-p
ElSmal’ [Smennl < (BlSmallSmenal ™) (ElSmanal 7 77)

_ p
< ;" (ElSmallSmennl 7)) -

Ovim je dokazano (10).

Prelazimo na dokaz nejednakosti (11) i kao iu prethodnom slu¢aju dokaza¢emo samo prvu
nejednakost, druga se dokazuje analogno.

Imamo sledece

ElSmnllSminal 7 < [Cov (ISmal |Smenal )| + (ES2n) " ElSmannl 7 (13)
Na osnovu pretpostavki imamo da je u(0) < oo i prema definiciji «(0) sledi
ES2, < u(0)n,
ESZ4nn < u(0) (14)
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Ako je I = 2 nejednakost (11) sledi iz (13), (14) i Holderove nejednakosti. Ako je [ > 2
mozemo pretpostaviti da vazi

E|Sm+n,n|l_1+p < C,n-1+p)/2,
Tada na osnovu (13) i (14) sledi da vazi (11).

Preostaje nam da dokaZemo jo$ nejednakost (12). Imamo sledece:

|cov (ISmal [Smsnal )| = [Cov (ISmal Smsnal ™))
< |cov (S (Shann) )|+ [Cov (St (Sisnn) )]

+|cov (Smm (Stann) )| + |€ov (Smm (Sana) )| (15)

. -1 ., . . _ -1 , ..
Posto su Sf, i (S;;Hn‘n)r neopadajuée i Sp,, | (Sm+n’n)r nerastu¢e funkcije od

Xos1r o » Xma2n» @ Xma1r - » Xma2n SU asocirane sledi da vaze sledece nejednakosti
Cov( mn:(5$+nn) ) >0,
Cov (St (Smsnn) ) 20
Cov (Sm (Shann) ) S0,
Cov (S (Smsnn) ) 0.
Na osnovu (15) sledi
|cov (ISmnl [Smsnal — )|
m+n m+n
-1 -1
< z Cov (X,-, (Stenn) ) + 2 Cov (—X,-, (Smann) ) (16)
j=m+1 j=m+1

S obzirom da su neopadajue (nerastuce) funkcije asociranih slucajnih veli¢ina takode
asocirane slucajne veli¢ine imamo da su X; i Sy ypn, X | Spynn, —Xj | Spynn asocirane
slu¢ajne veli¢ine za svako je{m + 1,..,m +n}. Primenjuju¢i lemul.6.2.(d)) (p =r —
2,X1 = Sthann(Smann) i X2 = X;(—X;)), lemul.6.1.(b)) i pretpostavke teoreme dobijamo iz
(16) sledece
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|Cov (|Sm,n|, |Sm+n,n|l_1+p)|

m+n

<2(r+ 1)SuPieN(E|Xi|r+5)(r_2)/sarlz_y z (Cov(X;, Smann))

j=m+1

8/s

n
< Ced Z u(j)8/sjr=D)(r+8)/2s j~(r=2)(r+8)/2s
=1
n
< Ced™ Zj—(r—Z)(r+5)/25

j=1

1_
< Cyal /2,

Ovim je zavrSen dokaz nejednakosti (12), a samim tim i dokaz teoreme.
Ako su X; uniformno ograni¢ene imamo slede¢u teoremu:

Teorema 1.6.2. Neka su X;, X,, ... asocirane slucajne velicine koje zadovoljavaju uslove

E(X))=0
|X;| <C <o, zajeN.
Pretpostavimo da vazi sledece:
u(n) = O(n‘(r‘z)/z). (17)
Tada vazi (7).
Sada ¢emo navesti sa dokazom posledicu teoreme 1.6.1.

Posledica 1.6.1. Neka su X;,X,, .. asocirane slucajne velicine za koje vazi E(Xj) = 0.

Pretpostavimo jos da vaze sledeca dva uslova:
supje,\,E|Xj|S < oo zanekos > 2 (18)
u(n) = 0(n="P) zaneko p > 0. (19)

Tada postoji r > 2 takvo da vazi (3).
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Dokaz. Uze¢emo r = 2s(1+ p) /(s +2p),6 =s —r.Tadaimamor > 2,6 >0 i

p = (r—2)(r+ 8)/26. Kada iskoristimo uslove (18) i (19) i teoremu 1.6.1. dobijamo da
vazi (7).
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2. ASOCIRANE SLUCAJNE VELICINE-PRIMENE

Kao §to smo naveli u uvodu rada deo vezan za primene ¢e biti baziran na teorijskim
¢injenicama navedenim u prvom delu rada i bi¢e prikazane razli¢ite teorijske i prakticne
primene asociranih sluc¢ajnih veli¢ina. Najvaznije oblasti u kojima se slu¢ajne velic¢ine koje su
tema ovog rada primenjuju su teorija verovatnoce i matematicka statistika. Najveéi deo u
ovom delu rada bi¢e posvecen eksponencijalnim nejednakostima za asocirane sluc¢ajne
veli¢ine. Prvo ¢e biti navedene razlicite posledice koje su primena teorema i svojstava
navedenih u teorijskom delu, a nakon toga ¢e biti navedena eksponencijalna nejednakost za
asocirane veli¢ine koja ¢e biti detaljno objasnjena.

2.1 PRIMENE U TEORIJI VEROVATNOCE I MATEMATICKOJ STATISTICI

U prvom delu rada naveli smo teoremu 1.5.5. za koju smo napomenuli da je
interesantna jer iz nje proisti¢u posledice koje su primene u teoriji verovatnoce 1 matematickoj
statistici. Sada ¢emo 1 navesti koji su to delovi verovatnoce 1 statistike u kojima se moze
upravo pomenuta teorema iskoristiti.

1) PARCIJALNE SUME
2) STATISTIKE PORETKA
3) VISEDIMENZIONALNA EKSPONENCIJALNA RASPODELA

4) DISPERZIONA ANALIZA

Sada ¢emo navesti i na koji na¢in se moze primeniti teorema 1.5.5. u gore navedenim
oblastima.

1) Parcijalne sume

Posledica 2.1.1. Neka su Ty, ... , T, nezavisne slucajne velicine i S; = ;'-:1 T;,i =

1,...,n. Tada vazi:

n
P[Sl S Sl’ ...,Sn S Sn] Z nP[Sl S Sl]
i=1
Za SV Sy, ..., S

Dokaz. Ova nejednakost sledi direktno iz teoreme 1.5.5. ako uo¢imo da su nezavisne
sluc¢ajne veli¢ine asocirane i da je svaka S; neopadajuca za Ty, ..., T),.
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2) Statistike poretka

Posledica 2.1.2. Neka su S, ..., S, statistike poretka u uzorku Ty, ... ,T,. Tada vazi:

n
PIS;, <1y, Sy, <5012 HP[Si <5
i=1

za svakiizhor1 < iy <« < <nis;, <. < 5.

Dokaz. Ova nejednakost vazi jer se moze primetiti da ja svaka S; neopadajuca funkcija
nezavisnih slu¢ajnih veli¢ina Ty, ... ,T,.

3) Visedimenzionalna eksponencijalna raspodela

Posledica 2.1.3. Ako slucajne velicine Sy, ... ,S,, imaju funkciju raspodele

m
F(sy . ,Sp) =1—exp[— Z AiS; — Z Aij max(si,sj) — Z Aijkmax (S, Sj, Sk)
=1 i< i<j<k

— o= AigeemmMax (81,52, -, Sm)]

, tada postoje nezavisne eksponencijalne slucajne velicine Ty, ... , T, gde je
S; =min (T;; i € Aj), A;c{],...,n}.

Dokaz. Ovde ne¢emo izvoditi ceo dokaz, samo ¢emo naznaciti kako se koristi teorema
1.5.5 u dokazu. S obziromdasu T;, ... , T, nezavisne i svaka S; neopadajuca funkcija od

T;, ... , T, naosnovu teoreme 1.5.5. mozemo zakljuciti da vaze sledece nejednakosti:

m
FGsyon5m) 2 | [Filsd
i=1

1—F(Sq, e ,Sp) = l_[[l — Fi(s))]
i=1

, gde je F; marginalna raspodela za S;.
4) Disperziona analiza

Ovde nec¢emo navoditi konkretnu posledicu i njen dokaz ve¢ ¢emo objasniti gde se primenjuje
teorema 1.5.5. U slucaju testiranja dve hipoteze koriste¢i test statistike
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I
HASNS

, gde su g4, q», g3 nezavisne kvadratne forme sa y? raspodelom sa redom n,, n,,n; stepeni
slobode dobija se da je verovatno¢a da se ne napravi greska prve vrste veca kad se posmatraju
zajedno eksperimenti nego odvojeno. Ovde se primenjuje test faktora rizika na kolone i
redove (q, g2). Nejednakost koja proistice iz teoreme 1.5.5. je sledeca:

P[Fy < Fia Fy < Fyu] > P[Fy < F14]P[F, < Fpq]
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2.2 EKSPONENCIJALNA NEJEDNAKOST ZA ASOCIRANE VELICINE

U ovom delu rada ¢emo, kao Sto smo ve¢ napomenuli u uvodu o primenama, dokazati
eksponencijalnu nejednakost za pozitivne asocirane slu¢ajne veli¢ine koje ispunjavaju uslov
stacionarnosti. U nekim nau¢nim radovima ovo je dokazano koriste¢i uslov ogranic¢enosti. Mi
¢emo ovu nejednakost dokazati zamenjujuci pretpostavku o ograni¢enosti sa Laplasovom
transformacijom. U dokazu ¢e se koristiti metoda skra¢ivanja (truncation technique) zajedno
sa dekompozicijom suma da bi bilo moguce uraditi odredene aproksimacije. Nakon toga ¢e
biti pokazano da su ovi uslovi ispunjeni za geometrijski opadajuc¢e kovarijacije 1 mo¢i ¢emo
da utvrdimo brzinu konvergencije za jaki zakon velikih brojeva.

Prvo ¢emo navesti sve neophodne teoreme 1 leme, a nakon svega toga bice

formulisana teorema Ciji ¢e dokaz proisteci iz teorema 1 lema koje ¢e sad biti navedene. Neke
od njih ¢e biti sa detaljnim dokazom, a neke ¢e biti samo navedene bez dokaza ili uz kratka
objasnjenja. Krenu¢emo od dve leme i uvodenja notacije koja ¢e biti koris¢ena u dokazu.

Lema2.2.1. Nekasu Tj, ..., T, asocirane slucajne velicine ogranicene konstantom M. Tada
za svako 0 > 0 vazi:

|E(eZEaTi) — [T, E(ef76)| < 62e™M 31 4icjsn Cov(T, T)).

Lema 2.2.2. Neka je T centrirana sluc¢ajna velicina. Ako postoje a, b € R, takvi da vazi
P(a <T <b) =1,zasvako A > 0, tada vazi sledeéa nejednakost:

A2(b — a)2>

E(e?) < exp( 5

Primena ovih lema bice vidljiva u daljem toku rada.
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Sada ¢emo navesti notaciju koju ¢emo koristiti u dokazu. Neka je c,,n = 1 niz nenegativnih
realnih brojeva, takav da c,, = +oo i neka su X,,,n = 1 slucajne veli¢ine. Definisacemo za
svako i,n > 1 sledece:

Xl,i,n = _CnI(—oo,—Cn)(Xi) + XiI[—cn,cn](Xi) + Cn](cn,+oo)(Xi);
XZ,L',n = (Xi - Cn)I(cn,+oo)(Xi);

X3,i,n = (Xi + Cn)I(—oo,—cn)(Xi)a (1)

gde I, predstavlja karakteristicnu funkciju skupa A. Za svako fiksirano n > 1 slucajne
veli¢ine Xj 1 5, ... , X1nn Su uniformno ogranicene da bi mogla da se primeni na njima lema
2.2.1. Takode, moze se uociti da su ove slucajne veliine nastale monotonim
transformacijama pocetnih slucajnih veli¢ina X,, Sto znaci da pretpostavka o asociranosti vazi
1 nakon ove transformacije. Ovo §to smo upravo naveli je nacin na koji je primenjena metoda
skra¢ivanja.

Pored ovog postupka koristi¢e se 1 blokovska dekompozicija suma jer je ona potrebna
za aproksimaciju postupka nezavisnosti skracenih veli¢ina. Za repove ¢emo direktno primeniti
Laplasovu transformaciju.

Sada uvodimo jo$ dodatne notacije. Posmatracemo niz prirodnih brojeva p,, takav da
vazi za svako n = 1, p, < n/2. Dalje, definisac¢emo 7;, kao najveéi ceo broj koji je manji ili
jednak odn/2p,.Sadaé¢emozaq=1,2,3 i j=1,..,2r, definisati sledece:

jpn
Yq,j,n = Z (Xq,l,n - E(Xq,l,n)) (2)
I=(-1)pn+1

Ostaje nam jo$ da definiSemo za svako g = 1,2,3 in > 1 sledece :

™ ™
Zagnod = Z Yozj-1n Zgner = z Yo2jn
j:l j=1

=
I

qn Z (Xq,l,n - E(Xq,l,n)) (3)

=2, pp+1

32



Na ovaj nacin smo dobili da ¢e dokaz eksponencijalne nejednakosti biti podeljen u dva
dela, deo koji se odnosi na kontrolu ograni¢enih delova koji odgovaraju indeksu ¢ = 1 i na
deo koji se bavi kontrolom neograni¢enih delova koji odgovaraju indeksima q = 2, 3.

Sada ¢emo se pozabaviti kontrolom ograni¢enih delova. Moze se na osnovu (1) i (2)
primetiti da vazi |Y1_j_n| < 2pncp, j =1,..,1, Sto omogucava da se primeni lema 2.2.2 za
kontrolu Laplasove transformacije ovih veli¢ina. Naves¢emo lemu iz koje se dobijaju gornja
ogranicenja.

Lema 2.2.3. Neka su Xy, X5, ... slucajne velicine. Ako suY ;. ,j =1, ..., 2r, definisane pod
(2) tadazasvako A > 0 vazi :

™
| [Ee*aim) < exp @2npcd)
Jj=1

i
™
E(E/U’sz,n) < exp (lznPnC%)
=1

J

Mi ¢emo ovde biti zainteresovani za kontrolisanje razlike Laplasove transformacije sume
veliCina 1 $ta bi imali da su veli€ine nezavisne. Ta kontrola se postize sumiranjem po parnim i
neparnim indeksima kao Sto se moze videti kad se pogledaju leve strane nejednakosti koje su
navedene u prethodnoj lemi.

Lema 2.2.4. Neka su X, X5, ... strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine. Koristeci (1),
(2) i (3) imamo da za svako A > 0 vazi:

Tn 22 (2rn=1)pn
n
E(e*?1noa) — | | E(e*12j-1n)| < Te’lncn z Cov(Xy, X)) (4)
Jj=1 J=pn+2

Analogno vaziiza Zy , o,

Napomena: Oznaka za indekse od i ev su skracenice od engleskih re¢i odd (neparan) i even
(paran).
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Dokaz. Na osnovu ¢injenice da su veli¢ine definisane sa (1) asocirane i prema (3) mozemo
uociti da primenom leme 2.2.1 dobijamo slede¢u nejednakost:

T

E(elZLn,od) — HE(e/IYl_zj—l,n) < 221, p, e2MmPn z COU(Yl,Zj—l,nr Y1,2j»—1,n) (5)
2

j 1<j<jsm

Ispred sume imamo eksponent koji je ograni¢en na osnovu (4) i faktor 27, p,, < n tako da nam
preostaje da reSimo deo vezan za kovarijaciju. Za to ¢emo iskoristiti stacionarnost slucajnih

veliéina:
™Tm—1
z COU(YLZ]'_Ln, Y1,2j'—1,n) = Z (rn - 1)COU(Y1,L71: Yl,zj—l,n)
1<j<jsrp j=1

Dalje imamo na osnovu stacionarnosti i sledece:

pPn—1

Cov(VianVrajo1n) = . (Bu = DEOV(Xy1 Xa 2jpyts10)
=0

pn—1
£ (0 = DCOV( X a0 Kr2jps1)
=1

(2j+1)pn

< Pn Z Cov(Xl,l,n'XI,l,n)
1=(2j-1)pn

Za dalje razmatranje kovarijacije iskoristicemo Hefdingovu formulu:

Cov(Xyim X1 jn) = f 2 P(Xyin >u,Xyjn > v) —P(Xyin > u)P(Xyjn > v) dudv (7)
R

Na osnovu onoga §to je uradeno u (1) moZe se zakljuciti da funkcija pod integralom ne
postoji van [—c,,, +c,]%. Umesto u, v €[—c,, +c,] mozemo da zapiSemo veli¢ine X, ; , i
X1,jn- Zbog lakSeg zapisa pisacemo X; i X .
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Cov(Xyim X1 jn) = f[ P(X;>uX; >v)— P(X; > wWP(X; > v)dudv

cntenl?
< f P(X; >u X, >v)—P(X; > u)P(Xj > v)dudv = Cov(X;, X;)
RZ

Kada se ovo ubaci u nejednakosti (5) 1 (6) dokaz leme je zavrSen.

Sada kada smo i ovu lemu dokazali mozemo da dokazemo eksponencijalnu nejednakost za
sumu po parnim ili neparnim indeksima definisanih veli¢ina. To ¢emo pokazati u narednoj
lemi.

Lema 2.2.5. Neka su X,,X,,.. strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine.
Pretpostavimo da vazi

[ee]

n n
y 4exp( ) Z Cov(X,,X,) < Cy < oo (8)
PnCn PnCn .4
J=pn+2
Tada za svako € € (0, 1) vazi:
P(1|Z |>€)<(1+36C) ne” 9
n 1,7’L,0d 9 —_ 0 exp 162pnC721 ( )

Analogno vaziiza Zq , oy,

Dokaz. Primenom Markovljeve nejednakosti i prethodno dokazane leme imamo da za svako
A > 0 vazi:

1 £
P unedl >35)

/127'1 e (2 —1)pn e
< —exXp (/'ann —An 5) z Cov(Xy,X;) + exp (Aznpnc,zl —An 5)
J=pn+2

(10)

Za optimizaciju eksponenta drugog sabirka sa desne strane uze¢emo da je 1 = £/18p,c2,
kada to zamenimo dobijamo da je eksponent jednak —ne?/162p,,c2. Kada zamenimo A i u
prvi sabirak nejednakosti sa desne strane dobijamo sledece:
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P(l |Z1 noa| > 8) < 36C ne’ + ne’

p 1“tmodl 7 g ) = 0L &P g2 ) TP T 162y, 2
< (1+36C,) ne’
= o) XP\ " 162p, c2

Ovim je dokaz ove leme zavrSen.

Jo$ nam preostaje, $to se tiCe ograni¢enih delova, da proverimo kontrolu suma koje
odgovaraju indeksima 27,p,, ato je Ry ,.

Lema2.2.6. Neka su X, X,, ... strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine.Pretpostavimo
jos da vazi
n

— > +o0 (11)
Cn

Tada, na osnovu (3), za dovoljno veliko n i za svako € > 0, imamo da je

P(|Ry | >ne) =0

Dokaz. S obzirom da je Ry, = Xiesr . ., (Xl,l,n - E(Xl,l,n)) sledi da je

|R1,Tl| <2(n- zrnpn)cn < 2cy,
na osnovu konstrukcije nizova r, i p,,. Dalje imamo da je
P(|R1,n| > ne) < P(2>ne/c,)

Kada iskoristimo (11) dobijamo da je desna strana poslednje nejednakosti jednaka 0 za
dovoljno veliko n, sto je i trebalo dokazati.

Da bismo odredili brzinu konvergencije i skoro sigurnu konvergenciju od
1/"2?:1(X1,i,n —E (Xl,i,n)) dozvoli¢emo da ¢ iz prethodne leme zavisi od n. Za narednu

lemu uzec¢emo da &,, ima sledec¢u vrednost:

1/2
en = OVZ (BE) e, (12)
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Kada ovu vrednost zamenimo optimalno A iz prethodne leme ¢e imati
1/V2c,(alogn/np,)"/2.

Lema 2.2.7. Neka su X;,X,,.. strogo stacionarne i asocirane slucajne
Pretpostavimo da za neko a > 0 vazi:

[ee]

logn anlogny /2
8 exp (( 8 ) > Z Cov(Xl,X]-)SCO<oo

2
PnCh 2Py .
J=Dnt2

Tada za ¢, koje ima vrednost definisanu u (12) imamo da vazi sledec¢a nejednakost:

1 &n 4
P (Elzl,n,odl > ?) < (1 +ECO) exp(—alogn)

Analogno vaziiza Zq , o

vrednost

velicine.

(13)

(14)

Sada ¢emo navesti jednu teoremu u kojoj ¢emo objediniti rezultate prethodnih lema koje smo

naveli.

Teorema2.2.1. Neka su X;, X5, ... strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine koje
zadovoljavaju (13) za neko a@ > 0. Na osnovu (1),(2) i (3) sledi da za svako &, cija je

vrednost definisana u (12) i za dovoljno veliko n vazi sledec¢a nejednakost:

T

i=1

&n 4
> 3 <2 (1 + ECO) exp(—alogn)

(15)

Dokaz. Ovde ¢emo napisati jednu nejednakost koja se transformise u trazenu nejednakost

primenom prethodno navedenih i dokazanih lema.Ta nejednakost je sledeCeg oblika:

P (% zn: (Xl,i,n - E(Xl.i.n))

i=1

- 1 £ 1
>e | <P (alzl’n’odl > 5) + P (E |Zl,n,ev| >
ne
+P (|Rin| > )

37

3)



Posto smo zavrsili sa kontrolom veli¢inama koje su ogranicene, preostaje nam da za
veli¢ine koje su asocirane, ali ne i ogranic¢ene, kao §to su X, ; , 1 X3;,, , uradimo isto $to i za
ogranic¢ene veli€ine, ali primenjuju¢i drugi postupak. Iskoristic¢emo ¢injenicu da ove veliCine
zavise samo od repova raspodele pocetnih veli¢ina. Prvo ¢emo navesti jednu nejednakost, a
nakon toga i lemu u kojoj ¢e se koristiti pomenuta nejednakost i kona¢no kompletirati sve
potrebno za definisanje glavne teoreme koja se odnosi na eksponencijalnu nejednakost za
asocirane slu¢ajne veli¢ine.

Nejednakost koja vazi za q = 2, 3 je sledeceg oblika:

d

i (Xq.i.n - E(Xq,i,n))

i=1

> ne> <nP(|Xg1n — E(Xq10)| > €)

n
S e_zD(Xq,l,n)

n
= 8_2 E(Xg,l,n)

Lema2.2.8. Neka su X;,X,, ... strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine takve da
postoji 6 >0 koje zadovoljava supj<sE(e**1) < Ms < +co. Tada na osnovu (1) za

t € (0,6] vazi:
P (

Dokaz. Na osnovu nejednakosti koju smo naveli pre leme moze se uociti da nam preostaje

zn: (Xq,i,n o E(Xq.i,n))

i=1

- t2g2

2Msne~tn
>ne|<————, q=2,3 (16)

samo da ograni¢imo E (Xg,z,n)- Pretpostavicemo da je g = 2, za q = 3 sve analogno vazi.
Uze¢emo da je F(x) = P(X; > x) i primenjujuéi Markovu nejednakost sledi da je za
te(0,6) F(x) <e *E(et 1) < Mge™™. Kada matemati¢ko ocekivanje napisemo kao
integral dobijamo sledece:

E(XGun) = - f:o(x —c)? Fdx) = f;w 2(x — ¢,) F(x)dx < 2M; e_tzcn

t

, ¢ime je dokaz ove leme zavrSen.
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Konacno dolazimo do formulacije i dokaza eksponencijalne nejednakosti koje zbog koje smo
navodili i dokazivali sve prethodne leme i koja je jedna od najbitnijih delova ovoga rada.

Teorema 2.2.2. Neka su X, X, ... strogo stacionarne i asocirane slucajne velicine koje
zadovoljavaju (13) za neko a > 0. Pretpostavimo da ¢, ima vrednost definisanu u (12) i da
postoji § > 0 koje zadovoljava supj,<sE(e**1) < Ms < 4o0. Tada na osnovu (1), (2) i (3)
za dovoljno veliko n vazi sledeca nejednakost:

(1
P_
n

Dokaz. Sumu s leve strane nejednakosti (17) ¢emo podeliti na tri dela i primeniti (15) i (16)
uzimajuéi &,/3 za vrednost &. Nakon toga ¢emo u (16) uzetit = a i c,, = logn da bismo
izjednadili eksponente i izraCunati vrednost za &, kada je ¢, =logn. Ovim je teorema
dokazana.

i(xi —E(X))

< 2(1+4c)+ 2Msn” (—alogn) (17
>e| < 2% )t 55 login exp(—alogn (17)
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ZAKLJUCAK

U radu su, kao $to je u uvodu navedeno, pokazana svojstva i osobine asociranih
slu¢ajnih veli¢ina. Nakon toga je u delu sa primenama pokazano kako se teorijske
karakteristike mogu primeniti u teoriji verovatnoce i statistici. Takode je u delu sa primenama
dokazana i eksponencijalna nejednakost za asocirane slucajne veli¢ine. Na osnovu svega
pokazanog dolazi se do zakljucka da su asocirane slucajne veli¢ine jako korisne u odredenim
oblastima matematike i da su zanimljive zato Sto ostavljaju prostor za dalje istrazivanje jer je
to oblast u kojoj 1 dalje mogu da se usavrSavaju i na nove nacine pokazuju do sada vec
dokazane teoreme.
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