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1 YBon

,Hedocmojan je wosexosa umena ko ne 31a 06 0Uja20HaAQ K8AODAMA HUJE CAMEDPDHUBE
c He2Z0BOM CMPAHULOM.”

ITaaTon!

Jom on mamMTuMBeKa JbyOU Cy cpeTasu pa3He npobiieMe onpebuBama My:KMHA, TOBPIIMHA U
3alpeMuHa, TO jecT yOIIITe Mepema Beanunna. [lo npaBuiy, n3BecHa BeauvynHa je OupaHa 3a
MEPHY JeOuNuyy U Mepermbe ce Taaa CacTojasio y oapebuBamy koauko nyma ce Tako omabpana
jenuHUNA CAIP/KUA Yy BEJIUYUHU KOjy MepuMo. TakaB mIpUCTyI HpobJieMy Mepema, a MUTAmE
je ma mm je moryh mrakaB IPYKYMjU, HEOIXOMHO je IMOCTYIHO JOBOAMO OO CBe 0OJbe M DObe
npeacTase peaanur (cmeapnur) bpojesa’, Tj. MO HACTAHKA caBpEMeHe Teopuje TUX O6pojesa.

Axko, Ha mpuMep, HEKA Oy:K CAAP:KU MeT MyTa HEKy APYry Ay, omHoc m3MmeDhy mpBe u
Apyre Iy:KU M3paskeH je meaum opojem 5. AKOo Ty Apyry Ay:K CMaTpaMo jeAWHUIIOM, D je
OyKUHA TPBE y:KU U3MEPEHe NPYroM Oy:KW Kao jeamHuroM. Jlako Hamma3zuMo M Ha IOyKU
YUju je OMHOC M3PaKEeH Pa3jJOMJ/bEeHUM OpojeM, Ha IpuMep % Y ToMm ciaydajy ce OysKUHE
OBUX ny:Ku omHoce kKao 3 : 2. Ho, mcTto Tako jJako mMOMA3MMO U OO ABEjy AYKU UUjU OJITHOC
HUj€ M3PaKEH HU NEJUM HU pa3yioMbeHuUM OpojeMm. TakBe ny:Ku Cy, Ha IPUMEp, CTPaHA U
oujaroHaJjia HEKOT KBaapaTa. /[lamac HaM je M TakaB OMHOC jacaH - OUjarOHAJIA CE€ OTHOCHU
npema crpanu kao v/2: 1. Taj omoc je, maxme, upauuoHaiaH.

Y morazy ropuctumo unejy reductio ad absurdum (cBobemwa ma mporuspeunoct). Ilpet-
IIOCTABUMO, MPOTUBHO OHOMe MmTO Tpeba ma mOoKaskeMo, ma je /2 panmomaman. Tama 6um
mocTojaJjia 1Ba 1mesa 6poja m u n TakBa Oa je

m
V2 =—.
n

[IpernocraBumo jomr ma je oBaj pa3joMak HAIKMCAH Y CBOM HAJIPOCTUjeM OOJMKY, Tj. Oa Ce
m u n He MoTy naJbe ckpahuBatu. Hemocpenuno mobujamo

m? = 2n?

ma, makjae, 6poj m? Mopa Gutu mapan. OmaTie 3akbydyjeMo da je m m mapas, oyayhu ma
je KBaapaT HemapHOr Opoja yBeK HemapaH. 3Hauu, m je obauka 2k, rme je k Heru meo O6poj.
3amenom m ca 2k y m? = 2n?, makon ckpahmBama ca 2, HacTaje jemmarxoct n’ = 2k?, ma je,
nakie, u 6poj n? mapan. Omatie ciemu ga je u n mapan 6poj. Ha TakaB HAUMH CTUTIN
CMO OO 3ak/pydka ma cy oba O6poja m u n mapHa mTO je CYIPOTHO MOJA3HOj MPETIOCTABIMH.
JlobujeroM TpOTUBPEYHOMNY ce 3aBpImaBa JoKas3.>

Ilakie, youeHr HEIOCTATAK CTPYKType panmoHaaHux OpojeBa Q mva ommyuyjyhy ymory
y m3rpagmu crpykrype R. Hawmme, Ta cTpykrypa, Moke ce Tako pehu, oTkiIama Taj He-
AOCTATAK W Y3 TO HACTaje MUHUMAJIHOM HAIAPaAmHOM CTPpyKType Q.

Beh Jlexannp? y Esemenmuma zeomempuje, duje je IpBo u3Aame mTamiago 1794. ro-
OWHE, ,,apUTMeTu3yje’ TeOMEeTPUjCKEe BEeJIUUNHE:

Mnaron (427-347. m.u.e), cTaporpusu ¢pusozod u Gecennuk, ocauBad Aramevuje y ATuHn.

2Hasus peaanu (cmeapnu) 6pojesu motude on Jlexkapta (1637), Ka0o TPOTUBTEKA ,,AIMAaTUHAPHUM GPOjeBUMA
KOjU Cy Ce TOjaBWJIN y padyHamy Ca KBAJAPATHUM KOPEHUMA HETATUBHUX OpojeBa.

33aHUMILMBO je ma je HaBeIeHW MOKA3 y MCTOPUJU MaTeMaTHke 61O IPBU JOKa3 KopumhemeM uzaeje reductio
ad absurdum u na noruye ox ITuraropejana (VI Bek npe mame epe).

4 Adrien-Marie Legendre (1752-1833), ¢panmyckn MmaTemMaTwyap.



Axo cy A, B, C, D uwemupu 0yxcu, moxce ce 3aMucaumu 0a Hexa 00 BUT UAU NEema,
AKO HEKO HCeAU, CAYNCU KAO 3ajedHUYKa MEPA U CMOo26 MoHce bumu yzema 3a je-
ounuuny. Tada cearxa 00 dyxmcu A, B, C', D npedcmasmwa odpehenu 6poj jedunuiya,
YO UAU PABAOMMDEN, CAMEPHUB UAU HECAMEPHUE, U mada pazmepa dyacu A, B, C,
D nocmajge pasmepa bpojesa.

[IpermocraBumo nma sxkeaumo ma nmaty my:k AB m3mepumo momohy my:xku AE, y3ere 3a
JEMMHUYHY VK.

A E B

o

Cnuka 1: Mepeme ny:xu

YoburuyajeHuM TOCTYIKOM IPEHOIIeHha jeIMHNYHE TyKU, KA0 U MIPEHOIIEHEeM PA3HUX HEeHUX
[EeJI0Ba, PEIuMO, NEeCEeTUX, IMa MOTOM CTOTUX WTH., MOKEMO nohum mo pa3Hux OpojeBa Koju
IIpeCTaB/bajy Mame IPUOIMAKHE BPeIHOCTA TpakeHe ny:xuue AB. OsmaumMo ca S yommTe
CKyn CcBUX OpojeBa KOjU Cy Marhe TPUOJIMKHE BPEIHOCTU TE€ AY:KUHE, Tj. KOjU Cy MamU O
we. Peunmvo, npema caunum (1), 6poj 5 npunana ckymy S. OH je Mama IpubIKHA BPEIHOCT
nyxune AB na jedno yeno.

Cgyn S cBUX THUX MamUX TPUOIMKHAX BPEAHOCTHU je, MITO jé OYUTJIeTHO, OTPAHUYEH Ca
ropme cTpame. PemmMo, y yOdeHOM IpuMepy jemHO zopme ozpanuyene’ je 6poj 7. VI 6poj 6
je ropme orpanmueme, Mo:xxeMo pehu gunuje on nperxonuor. Ilpemmsupamo, na ce yommre
3a HEKU OpOj g Kaske Ha je TOpIme OrpPaHudYehe CKyna S yKOJUKO HUjeJaH YJIaH TOT CKyIa He
npemarnryje 0poj ¢, Tj. Ma KOju ujaH x u3 S 3aI0BOJHABA yCIOB T < (.

[lornyno je jacHo ma ropma orpaHuvema CKyma S Takohe HpeacTtaBsbajy TPUOIMKHE
BpenHocTH ayxuHe AB, Gmmke pedeno To cy Behe nmpubmmxne Bpemnoctu. Jla i je MOIa
HEKO OJ] TOPIUX OTPAHNYEHA jeHAKO yIpaBo xy:xuHu AB? OAroBop je MOTIYHO OUUIIIeIaH:
mo je ynpaso Hajmamwe zopwe ozpanuvewe. MNMebhyTum, Ha OCHOBY uyera je jacHO Oa TaKBO
HajMame TOPIe OTPAHUYCHhe, KayKe ce U 20pha Meha nmu cynpemym ckyna S, yOIInTe mocToju !
To nurame onBajaMo MOCEOHO U MCKA3YjEMO OBAKO:

la sau ceaxu ckyn S b6pojesa koju je oepanuver 000320 UMA HAJMABE 20PHE 02PAHUYEDE,
mj. sup.S7

I[Ipu rpabemy peasnux OpojeBa TPyauMO ce na OACOBOP HA TO NMUTAHE, a OHO je KaKo
CMO BUJEJU y YCKOj BE3U Ca MUTAmEM Mepema Ay:KU, Oyae MOTBpAaH. Y IPaBO C TUM Y Be3U
Kao jemHa on akcuoMa cTpykrype R moske ce yszeru cnemeha 13B. akcuoma cynpemyma:

Csaku HempasaH 0103r0 OIPAHUYEH CKYI UMa CYIPEMYM.

[Ipuponuo ce mamehe murame na Iy ce oBa akKCMOMa MOKE 3aMEHUTH HEKOM JIPYTOM
akcmomoM. OBaj pan he matu oArOBOp HA MOCTABJHEHO MUTAME.

*Tlopen Ha3WBa TOPIE OTPAHUUCH:¢, KOPDUCTU Ce U Ha3uB majopanma. Cawaro, munopawma u 00me
oepanuene (HEKOT CKyma S) jeCy CUHOHUMU.



2 Peagau O0pojeBu
Ileae bpojese cmeopuo je zocnod Boe, cae ocmano je deno nydckuxr pyxy.”

JI. Kponekep®

2.1 Ypebeno nosme

Hedbuaunuja 2.1. Ypehenu ckyn je crpyrrypa (P, <) y kojoj je < GuHapHa pesanuja y CKyIy
P, TakBa ma 3a cBe x,y,z € P Baxu:

(1) Ako jez <ymy<z onma je x < z;
(2) Aro jez <ymy <z, onma je r =y;
(3) e <ywnmy < x.
Axo je y ypebenom ckyny x < y u x # y, oHna ce mumie T < .

ITpumep 2.1. Axo je N = {1,2,3,...} ckyn npupomuux 6pojeBa, + CTaHmapaHa ONEPAI]ja
cabupama IpUPOTHUX OpojeBa m < penanuja gepunucana ca r <y < (Iz € N)z+ 2z =y,
ouna je (N, <) ypebenu ckym.

Heduaunmja 2.2. Vpehena epyna je ctpyrrypa P = (P, +, <, 0) 3a Kojy cy ucnymenu ciaenehnu
YCJIOBU:

(1) (P,+,0) je AGenosa’ rpymna;
(2) (P, <) je ypeben crym;
(3) 3a cBaka Tpu enementa z,y,z u3 P, u3 r <y caemu r+ 2 <y + 2.

ITpumep 2.2. Ako je Z ckyn meaux 6pojeBa, + omepanuja cabupama Ha Z U < CTaHIADIHU
nopenak Ha Z, ouna je crpykrypa (Z,+,<,0) ypebena rpymna.

Cneneha medununuja je meHTpaJHa y oBOM maparpady.

Hedbuannmja 2.3. Ypeherno nowe je crpyrrypa (P, +,-,<,0,1) TtakBa na cy 3a cBe x,y,2 € P
UCIYIEHU yCIOBU:

1) (P,+,-,0,1) je mosme;

3

(1)

(2) (P, <) je ypeben crym;

(3) Axro je z <y, ouma je x + 2z <y + 2;
(4)

4) Axo je 0<zum 0<vy, ouma je 0 <z y.

Y medpununmju ypebhenor noma (P,+,-,<,0,1) ca + u - o3Hauvene cy OuHApHE omeparuje,
< je 6unapua pesamuja Ha P 1ok cy 0 u 1 exementu (koHcrante) ckyna P. Ileramuum
ncnucuBameM yciaoBa (1) u (2), nperxomua mnepunurnuja ypebenor moma mobuja ciaemehn
00IUK:

Leopold Kronecker (1823-1891), memMaukn MaTeMaTwuap.
"Niels Henrik Abel (1802-1829), HOpBemku MaTeMaTuIap.

3



2.1 Ypebeno mome

Hedumannmja 2.4. 3a crpykrypy P = (P, +,-,<,0,1) y rojoj je P ckyn, + u - OGunapue
omepanuje y P, < dbunapua penanuja y P, a 0 u 1 exementu ckyna P, kaske ce na je ypeheno
no.me, ako Cy 3a cBe T,Y,z € P ucnymenu cienehu ycioBu:

(1) (e+y)+z=2+(y+2);

(2) 2+0=0+2 = z;

(3) Mocroju u € P, Takso ma je x + u = 0;
4) v +y=y+uz;

(5) (z-y)-z=x-(y-2);

(6) x-1=1z=u;

(7) Axko je z # 0, onma nocroju u € P, TakBo na je r-u = 1;
(8) v y=y-

(9) (x+y)z =22+ yz;

10) 2 <ynmm y <

11) Arko jex <y u y < x, OHIA je T = ¥;

Aro jer <yumy< z ouma je r < 2;

Axo je x <y, ouma je x + 2 <y + 2;

)
)
)
) @
)
)
)
)
)
)
)
)
)
)

14) Ako je 0 <z um 0<y, orma je 0 < x-y.

3a ycaose (1)-(14) rasxemo na cy axcuome ypehenoz nosa.

Y ommrem caydajy, cmpyxmypy umEm detBopka (P, F, R,C), rme je P # () domen cmpyx-
mype, F cxyn onepayuja, R ckyn peaayuja u C' ckyn xoncmanmu cxymna P.

Axko crpykrrypa (P, +,0) 3anoBomasa ycaose (1)-(3) us mepununuje (2.4), onga ce 3a Ty
CTPYKTYDY Kazke Ha je 2pyna. Y KOJIUKO je 3a Ty IPYIY UCIOyHeH U ycJaoB (4), oHma ce Kake
na je o komymamuena unu Abenosa epyna. Axro crpyrrypa (P,+,-,0) koja 3amoBosbaBa
ycaose (1)-(5), ycaos (9) m aro je z(v +y) = zx + 2y 3a cBe z,y,z € P, onma ce 3a 1y
CTPYKTYPY Kazke na je nmpcemen. Komymamuenu mpcmen je IPCTEH KOjU 3a,10BOJbABA yCIOB
(8), mok ce 3a ctpykrypy (P, +,-,0,1) xoja 3amoBomasa ycaose (1)-(6), (9)-(10) u ycaos
z(x+y) = zx + zy rake na je npemen ca jedunuyom. IIpcTen ca je AMHUIOM KOjU 3aI0BOJHABA
ycaoB (7) Ha3uBa ce meaom, NOK Ce TeJIO KOje 3aT0BOJbaBa YCIOB (8) HA3UBA NOHEM.

ITpumep 2.3. [lomwe Q pammonannux OGpojeBa ca CTaHmapIHOM PEJANUjOM MOPETKA je ype-
beno mome.

[TocToje noma koja Hucy ypebena. Ilpenusnuje, y Hekum nossuma Huje Moryhe neduHm-
caTu OMHADHY pejanujy <, TakBy ma Oyny 3amoBosbenu ycioBu (10)-(14) uz medunuimje
ypebenor moma.



2.1 Ypebeno mome

IIpumep 2.4.

a) Csako ypebeno mosme ca Gap nBa eseMeHTa je GECKOHAYHO.

Saucra, ako je P ypebeno mome, omna u3 0,1 € P, akcuome (13) u pesammje 0 < 1

caenm ma je
n+1

i1 < 21
=1 =1

3a cBaku mpupomaH 6poj n. OmaBae ciaenu na je ckym P OeckoHavaH.

6) ITocroje moma roja mHucy Geckonauna. Huop. ako je p mpoct 6poj, P ={0,1,...,p— 1},
a + u - omepaiuje cabupama U MHOM¥KEHa 10 MOAyIy p, onna je P = (P, +, - 0,1) nome.
Y memy Huje moryhe nepumamcatm ypebeme carmacHo ca omepanujamMa cabupama u
MHOKEHA.

Heka je P = (P, +,-,0,1) ypebeno mome u K C P, npu uemy je:
(1) x+ye K,z -y€ K 3a ce z,y € K;
(2) KN (=K)=0;
(3) P=KU(-K)U{0}.

3a ckyn K koju 3amoBosmasa ycaose (1), (2) u (3) raske ce ma je nosumusHu KOHYc y ype-
benom momy P. Basku cinenehe tBpheme:

Ilopedax y nowy moxuce ce 3a0amu axo U CAMO GKO Ce Y HeMY MOAWCE DePuHUCAMU NOZUMUBHY
KOMYC.

Axko taj ronyc oznaunmo ca K, ouma cy K, {0} u —K y mapoBuma AUCjyHKTHUA CKYIIOBU
ymuja je yHHja ckyn P.

[IocToje OecrkoHauyHa moJ/ba Ha KOjuMa HUje Moryhe mepuHMCATH HOpENaK carjacaH ca
onmepanujama. Cnenehum mpumep To morspbhyje.

IIpumep 2.5. Heka je P = (P, +,-,0,1) nome u Heka cy Ha ckyny P? ypebenux maposa ckyna
P, onepanuje nepunucane Ha ciaenehn Haumm:

(w1, 91) + (72,42) = (¥1 + T2, Y1 + ¥2),

(x1,y1) - (22, y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2y1).

Jlako ce mposepasa ma je (P? +,-,<,0,1) mome ca myna emementom (0,0) u jenuHUUHUM
exemernToM (1,0).

Hoxaxumo ma ma P? mumje moryhe medurmcaTu pemanujy <, TakBy Oa je CTPYKTypa
(P?%,+,-,<,0,1) ypebeno nome.

[IpeTnocTaBUMO CYyIpOTHO, Aa je < penanuja Ha P2, TakBa na 3a nosme P? Baske akcuome
(10) — (14). Hera je K ={x € P?: 0 < z}. Tana 3a a = (0,1) Baxu: umu a € K nin a € — K,
Tj. —a = (0,—1) € K. Onasne caemu na a* + a* = (0,0) = 0 € K, mro je memoryhe, jep je u
a’> >0 u a* > 0. Ha coiuyan mauun Herupa ce u moryhnoct —a € K.

Onasne cuenujasuo cienu na noke C kommekcHux O6pojeBa Huje ypebheHo, Tj. HA CKymmy
C roMmniiekcHuUX OpojeBa Huje moryhe nedpuuucaru nopenak, takas na C 6yne ypeberno nosme.

Y upumepy (2.4) mokazanu cMO Oa je cBako ypebeHo mosmse GECKOHAUYHO. 3aHUMJIBUBO
je ma cBakO HeTpuBHjaJHO ypeheHo mosbe camgp:ku MOTIOJEE KOje je M30MOP(HO ca IOJbeEM
panuoHaJHUX OpojeBa.



2.2  Axrcumome peasHux OpojeBa

2.2 Axcuome peasiTHUX OpojeBa

[TocToju Bume Haumua 3a yBobheme peasnux Opojea. Mory ce momesuTu Ha KOHCTPYKTUBHE -
KOl KOjux ce, nosiazehm on Beh yBenenor ckyna panmoHaiaHux 6pojeBa, epeKTUBHO KOHCTPY-
Uy peaJyiHu OpOjeBU - U aKCHOMATCKe. Y Be3U Ca aKCMOMATCKMM KOHCTPYKIMjaMa peaJTHUX
OpojeBa, HajIpe, UCTAKHUMO M1 YOIIITEe HE 3HAMO [a JU OHE MMA]jy MKAKaB MOIEJ, TO jecT Oa
au cy HenpotuBypeune. OAroBop je MOTBpJAaH, YaK Cy TaKBE peasn3allije peaJHux OpojeBa
u30MOp(pHe.

Hepumaunuja 2.5. Ilosse peannaux 6pojeBa je ckyn R y kome cy nedunmcane nse 6GmHapHe
omeparnuje, cabupame (03HaKa +) 1 MHOKeHme (03HAKa -), U jenHa OMHADHA peJaluja, Mambe
mim jemaako (o3Haka <), TAKO Ja Cy UCIymeHa ciaeneha cBojcrsa:

(1) cBojcTBa cabupama:

(1.1) (Vz,y € R) z +y =y + 2 (koMyTaTUBHOCT cabupama),

(1.2) (Vz,y,z€R) (r+y)+ 2=+ (y+ 2) (aconmjaruBrOCT cabupama),

(1.3) mocroju emement 0 € R, takas ga je v +0 =0+ 2 =z 3a cBe x € R (ersucrennuja
HYyJ€e),

(1.4) 3a cBaku emement r € R mocroju emement —x € R, tako na je x + (—z) = 0 (ersuc-
TEHIUja WHBEP3HOI €JIEMEHTA 3a cabupame);

(2) cBOjcTBA MHOMXKEHA!

(2.1) (Vz,y € R) -y =y -2 (KOMyTATUBHOCT MHOKEHA),
(2.2) (Vz,y,2z€R) (z-y)-z=2-(y-2) (aconmjaTnBHOCT MHOKEHA),

(2.3) mocroju emement 1 € R\{0}, Tako ma je x -1 = z 3a cBe x € R (ersucrenunuja
jenuHMIE),

(2.4) 3a cBaku x € R\{0} nocroju erement ! € R, Tako na je z -z ! =1 (ersucrenuuja
VHBEP3HOT €JIEMEHTA 38 MHOKEHE),

(2.5) (Vx,y,z€R) z-(y+2) =2 -y+x-z (ucTpubyTUBHOCT MHOKEHa IIPEMa cabupamy );
(3) cBojcrBa penanuje <:

(Vz € R) z < = (peduekcuBHOCT penanuje <),

Ve,y €eR) (r<y,y<r = r=y) (QHTUCUMETPUIHOCT pejanuje <),
Y

(3.1)

(3.2)

(3.3) (Vz,y,2€R) (z <y,y <z = z < 2) (Tpau3uTuBHOCT penamuje <),
(3.4) 3a cBaka mBa esementa z,y € R Basku x < y win y < o (ynopeausocr),
(3.5)

arKo je r < Yy M z NpOM3BOJbAH ejeMeHT u3 R, Baxku  + 2 < y + 2z (KOMOaTuOUIHOCT

penanuje < mpema cabupamy),
(3.6) ako je 0 < * m 0 < y, ouma je 0 < x -y (koMmaTUOMIHOCT pejanuje < IpeMa
MHOMKEHY );

(4) Arxo cy A u B menpasuu noackynosu ckyna R, takBu na je x < y 3a cBe v € A, y € B,
Tama moctoju eseMenT z € R, rtakaB ma je r < 2 <y3acBex €A, yeB.



2.3 Ilocnemume anrebapcKux akcruoMa

Eaemenmu ckyna R 30By ce peasHu OpojeBU.

Ocobune (1.1)-(1.4) roBope ma y omHocy Ha cabupame ckyn R mma ocobune AbesoBe
rpyne. 3ajenHo ca muma, akcuome (2.1)-(2.5) osmauasajy ma je R y omsocy na cabupame
" MHOkeHme modbe. Hajzan, penamnumja Tortamsor ypebema <, ma ocmoBy (3.5)-(3.6), cmaske
ce ca omepalujamMa + ¥ -, Te TAKBO moJbe 30BeMo ypebheHum modsbeM. 3ajemHo, akcmome
(1.1)-(3.6) 30oBemoO anrebapckuM akcmomaMma ckyma R.

Akcuoma (4) je HajBaskHMja 3a yBODeme OCHOBHUX IOjMOBa aHajwu3e. HasuBamo je ak-
CUOMOM IIOTIYHOCTU WM AKCMOMOM HeNpeKUIHOCTH. HapaBHO, 3a pa3iuky On aJre-
Dapckux akcumoma, 3a By ce He Ou Moryio pehm ma mpencTaBsba CBOjCTBO ckyma R koje je
,OUUTJIeqHO” U ,,yobudajeHo’ y pany ca peasauM OpojeBuma. Ho, oHa je Heomxonmna 3a
aHaJmM3y, a HEe MOKe Ce M3BeCTU u3 ajrebapCKMX akCuoMa; jeAnuHO je Moryhe ma ce oHa
3aMEHU HEKUM H0j €KBUBAJIEHTHUM KMCKA30M.

2.3 Ilocaemuite anredbapCcKUX akCcuoOMa

N3 akcuoma peamnux 6pojesa (1.1)-(3.6) mory ce mokasaru cBa yobudajeHa mpaBuiia 3a
pauyHame c peasHuMm OpojeBuMma. Jlorkazahemo Heka on Tux mpaBuUia.

Cras 2.1.

1° Heyrpamnuu enement cabupawma 0 jemuHcTBeHO je onpeben.

2° 3a cBaku peaJsiaH OpOj T CYIPOTHU €JIEeMEHT —I jeAMHCTBEHO je ompebhew.

3° 3a cBaka mBa peaJiHa Opoja a, b jemHauuwHa a + r = b UMa je IMHCTBEHO PeEIIeiHe.

Jloka3s.
1° Aro 6u 0; u 0, Ouista nBa HeyTpaJiHA eJeMeHTa cabupama UMAJIu OUCMO

01 =01 + 0y = 02 + 07 = 05.

2° Ako Ou x| m To Ouya ABa CympOTHA eJIeMeHTa €JIEeMEHTY &, UMAJU OUCMO

ry=21+0=21+ (2 +22) = (21 +2) + 12 = 0+ 29 = 25.
3° Mokaskumo na = = b+ (—a) 3amoBosbaBa jemHauuny a + x = b. 3awucra,

a+(b+(—a)=a+((—a)+b)=(a+(—a)) +b=0+b=h.
Ila n obparno, u3 a +x = b canemu x = b+ (—a), Bumumo u3 caeneher Hmza nMnarkanmja
a+zr=b=(a+2z)+(—a)=b+(—a) =z =>b+ (—a).
[

Bpoj * = b+ (—a) koHCTpyUCaH y TPeTXOAHOM HOoKa3y o3uauaBahemo ca b— a. Tume je
y ckyny R yBemena omepanuja omgy3mMama ca yobUYajeHuM CBOjCTBUMA.

CrasB 2.2.

1° Jempuuuynu enemeHT MHOXKema 1 jemuHcTBEeHO je ompeben.

2° 3a cBaku peajan 6poj x # () UHBEP3HU eJeMeHT I ' jeIuHCTBeHO je oapeben.

3° 3a cBaka aBa peasHa 6poja a, b (a # 0) jenHauuna axr = b UMa je IMHCTBEHO PeEIleHe.

Jloka3 je mOTIIyHO aHAJOraH HOKa3y IPETXOTHOT CTaBa.
Amasorso ogysuMmamy yBOIU ce medbeme pealHux opojesa momohy b-a~! = b/a 3a a # 0.
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3 ExBuBaJjyieHTH 1 mOCJIeIUIlE aKCHOME HENPEKU ITHOCTU

»AK0 npocmop yonwme nocmoju, on He MOPa HEONTOOHO OUMU HENPEKUIAGH, “4aK
U KO U3BECHO YMBPOUMO 04 je OH QUCKORMUNYAAGH, HUUMG HAC HE MOACE CTPEeUUMU
0a, aKo Mo HCEAUMO, NONYHUMO NPAZHUNHE U HAYUHUMO 24 HENPEKUOHUM.

P. llenekunn®

3.1 Cynpemywm, nHUMYM

Kopucrehn nocrojame anredbapckux onepanyja, 3a KapakTepusalujy cynpemyma y ckynmy R
MOKEMO y3€eTH KOHjYHKIUjY cienehux ycioBa:

1° Va€eA) a<u,

xZSUPA{:}{ 2° Ve>0)(FacA) a>z—ec.

Ha amanoran HauymH ce KapakTepulle MHOUMYM HEKOI IOJCKyna ckyna R.

1° Va€eAd) a>rx,

xzm““:’{ 20 (Ve>0)3acA) a<z+te.

Ersucrennuja cympeMmyma HEKOD CKyIla, 4ak HU OHOL KOJU je OrpaHudeH omo3ro (Tj. uMma
Majopante), Huje yHanpen obe3bebena y npousBomsuom ypehenom ckymy. To je mosesano ca
YMHEHUIOM [a MPOU3BOJbAH HMOACKYI ypebheHor ckyma, ma caMuUM TUM HU CKYIl MajopaHaTa
OATOT MOMACKYyTNa, He Mopa uMatu MuHuMyM. MebhyTtuMm, y ypehenom momy R Koje 3amoBosmaBa
akcuomy (4) obeszbebena je eraucreniuja cynmpeMmyMa OH03r0 OIPAHUYEHOr CKYIIA.

Axo ckyn A y ypebenom momy P Huje 0m03ro orpaHmdeH, OHZA Yy TOM IMOJbY HE MOCTOjU
sup A. Cnenehu npumep mokasyje ma mocrtoje ypebena moma m y mUMa 0030 OrPAHUYECHU
CKYTIOBU KOjU HEMAajy CYIPEMYM y TOM IOJBY.

Ipumep 3.1. Cxyn A = {2 € Q : 0 < z,2% < 2} je orpanuden, jep je 0 < x < 3/2 3a cBako
xr € A, amu y nomy Q me mocroju sup A.

[TpernocraBuMo cynpoTHO, 1a je b € Q cynpemy™m ckyna A y momy Q. Tana je, ounrsenno,
1 < b < 3/2. Pasnurkosahiemo nse moryhnocru.

a) Ako je b* < 2, oHZAa TOCTOjU palMoHaJaH 6poj h, Taka na je

h <1.

Tana je
(b+h)?>=0*+h*+20b < b* + h(2b+1) <b* +2—b* = 2.

To sumauu ga b+ h € A, na b Huje cynpemym ckymna A.
6) Ako je b* > 2, oHZA TOCTOjU palMoHaJaH 6poj h, Taka na je

b —2
20

0< h< h < 2.

Tana je
(b— h)* = b* 4+ h* — 2bh > b* — 2bh > 2.

Crora m b — h € Q je majopanra ckyna A, ma b HEUje CynmpeMyM TOI CKyIa Yy TMOJLY
palnuoHaJHUX OpojeBa.

8 Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), memMauku MaTemMaTwdap.
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3.1 Cynpemywm, uHGUMYM

Jlako ce KOHCTpywUIIE 00340 OrpaHMYEH CKYI Y HOJbY pannoHaaHux Opojesa (Q koju Hema
UHPUMYM.

IIpumep 3.2. Y cryny Q \ {0} ckyn Q- = {x € Q | z < 0} orpanuuen je omo3ro, aau HEMa
cynpemyMma.

Teopema 3.1 (Teopema o cympemywmy). Ceaku nenpaszan, 000320 oepanuyier nodckyn ckyna R
uma cynpemym y R.

Hoxka3. Oszmauumo ca B={y € R| (Vo € A) x < y} ckyn cBux MajopaHara HEIPA3HOT, O03r0
orpanmuenor ckyna A. IIpema mpernocrasmu, ckynosu A u B cy HeNpasHU U BaKU T < Y 32
cee v € A, y € B. Ilpema akcuomu (4) mocroju peasian 6poj z, Takas ma je ¢ < z < Y 3a
cee v € A, y € B. Taj 6poj z je marie m cam jemHa MajopaHTa ckyma A u, MCTOBpeMEHO,
HajMama O ’herOBUX MajopaHaTa, Tj. z = sup A. [

W3 nperxonHe TeopeMe 3aKBbydyjeMO a aKCMOMa HENMPEKUIHOCTU UMILIANNPA TEOPEMY O
cynpemymy. MebyTtum, Teopema o cynmpeMyMy je €KBUBAJEHTHA AKCUOMU HEIPEKUIHOCTU.
To hemo dpopmynucatu y caenehoj reopemu.

Teopema 3.2. Akxcuoma Henpexudrocmu je ex8usaseHmHa MeoPemu 0 CYNpemMymy.

Iloka3. Y nperxonHoj TeopeMu moka3aH je jeman cmep. lIpermocraBumo can ma BasKu TBP-
beme o cympemyMmy ¥ JOKQKUMO aKCHUOMY HENPEKUIHOCTU. 3aucra, Heka ckymoBu A u B
3a/10BOJbABAjy YCJIOBE M3 aKCUMOME HEMPEKUITHOCTU Tj. CKymoBu A m B cy Hempas3HU MOI-
ckymoBu ckyma R, takBu na je v < y 3acBe v € AucBe y € B. Cryn A je orpannyesr o103ro
OUIIO0 KOjUM €JIEeMEHTOM CKymna B ma Ha OCHOBY TeOpeMe O CyIpPEeMyMy, MOCTOjU HajMamhe
ropme orpanuverme z = sup A. 3a cBako r € A Baxku r < 2, &, y3 TO, 2 je Mame WU jeTHAKO
OJl CBAKOT TOPH-ET OTpaHUYena Tj. BaKU 2 < § 3a CBe y € B, unMe ce 3appmasa moka3. [

Teopema 3.3 (Teopema o unpumymy). Cearu Henpasan, 000300 oezparuver nodckyn ckyna R
uma unpumym y R.

Capna, TeopeMy 0 MHOUMYyMY MOYKEMO NOKa3aTH Ha ABa HauuHa. lIpBu nokas je anasoran
OKa3y TeopeMe o cynpeMyMmy. (AHAJOrHO, MOKEMO JOKA3aTH U Ja je TeopeMa O MHOUMYMY
eKBUBAJIEHTHA aKCUoMU HenpekuaHoctu.) Mebyrtum, morazahemo na teopema o cympemymy
UMILIANVPA TeOPEMY O MHPUMYyMY U OOPATHO.

Teopema 3.4. Teopema o cynpemymy je ex8UBANEHMHA MEOPEMU O UHPUMYMY.

Iloka3. IIpernmocTaBuMo na Basku Teopema o cynpemymy. IlorpebHo je mora3atu ma ako je
ACR, A+#( omozno orparnden noackyn oxn R, omma nmocroju inf A.

Heka je —A = {—a:a € A} CR. Jacuo je na je —A # (). Axo je m nome orpanuuemne
ckyna A, 1j. (Va € A) a > m, ouna je (Va € A) —a < —m, omakie cienu na je —m TOPHE
orpannuene ckyna —A. Ckyn —A je, makie, orpannyen onosro mna nocroju g = sup(—A). 3a
cBako a € A je u > —a, na je

Va€e A)a

= —U. (1)
' <

)
Hame, ako je ¢/ € R u ako je (Va € A) u a, ouna je (Va € A) — ' > —a, onakie
caenu na je —u' ropwme orpanmueme ckyna —A. Kako je p = sup(—A), mopa 6urtu p < —p/
Tj. —p > ', ma cMo mokasasun

(VaeA)azp)=—p=>p. (2)

(1) u (2) mokasyjy ma je —p = inf A.
Ipyru cMep ce mOKa3yje aHAJOTHO, 3aMEHOM cuMOOoJa < CUMOOJOM > U 3aMEHOM YyJIOTa
cuMboda inf 1 sup, ropmer 1 HOHmer OrpaHuYeHa, UTH. . . L]
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3.2 ApxumemoBa akCumOMAa

[IpymerrMo jom ma €MO y JOKa3y NPETXOJHE TeopeMe OoKaszaiau na Baku sup(—A) =
—inf A rme je —A={—a|a€ A}.

IleprHMIIIMO Cal MAKCUMYM ¥ MUHUMYM HEKOT CKYIIa.

Hedumannmja 3.1. Majopanra (Munopanra) ckyna A koja mpunajga ToM CKymy (OYUIIemIHO
je ma je oma Tanma jemHo3HauyHo onpebeHa), Ha3MBa ce MAKCMMyMOM (MUHMMYMOM) CKyIa
A, Tj.

r=maxA & (r€Au Va€ A)a< )

<
r=minA& (reAu VMaeA)a>ux).
Cneneha teopema je jomr jeman o eKBUBaJEHATA aKCUOME HEIPEKUIHOCTH.

Teopema 3.5. 3a ceaxa dsa nenpasna ckyna A CR u B C R, wuja je ynuja AU B = R, maxsa
da je x <y 3a ceaxox € A uy € B, uau y ckyny A nocmoju najeehu esemenm uau y cxyny B
NOCMOJu HAJMAHU EAEMEHM.

JIloka3. Ha ocHOBy akcmoMe HENPEKUAHOCTU cJjenu na mnoctoju z € R takaB na je x < 2 <y
3a cBe x € A my € B. Axko mpermocraBumo ma z He mpunana Hu ckyny A mHum ckyny B,
no0MjaMo KOHTPAIUKINI]y Ca MOJIa3HOM mpernoctaBkoMm ma je AU B = R. Jlakne, unu z € A,
nin z € B. Axro, z € Au (Vo € A) x < z Ha ocHOBY gedpununuje (3.1) caemu na je z = max A.
Cauuno, ako, z € B u (Vy € B) y > 2z ua ocuoBy medpununuje (3.1) caenu na je z = min B.

Ilokazanm cMO ma akCcMoOMa HENPEKUIHOCTU UMIIIUIUpa OBY TeopeMmy. JlOKa:KMMO jour m
[a je akcruoMa HENPEKUIHOCTHU IOCJIeNUIla OBE TeopeMe KaKO OM OImpaBlaJy TBPIOHY Oa CY
oHe MehyCcoOHO €KBUBAJICHTHE.

Hera cy ckynoBu X CR u Y CR, takBu na je ¢ <y 3a cBako x € X u y € Y. O3nauumo
ca B crkyn cBux majopantu ckyna X wu mocraBumo A = R\ B. Ouwurnenuo je ma cy A u
B mucjyukTtHU Henpa3uu ckynoBu. IIpum tome je Y C B um HajBUINE jenaH eJleMEHT CKyma X
npunana ckynmy B. Heka x € A my € B. Ako je x > y, oHma je x majopanTa ckyma X, ma
r € B. Mmamo KOHTpaauKIujy, mTo 3HAUM na je * < y. AkKo je a Hajsehu esleMeHT CKyma
A, onma a Huje MajopanTa ckyna X u moctoju rg € X, TakBO na je a < ro. Vurepsau (a, o)
je mempasan. Axko x; € (a,xy) ouma je x; > a, na x; ¢ A. Ilomro je x; < xy € X, x; Huje
Majopanta ckyna X, Tj. r; ¢ B. Jlobuam cMO KOHTPAIUKIM]y, IITO 3HAYM Oa CKyn B mma
Hajmamy eaemenT. O3maummo ra ca z. Tama jex < z<y3acBakor € X mcBako y € Y. [

3.2 ApxumenoBa akcmoma

Hepununuja 3.2. Ypebeno mome P je Aprumedoso’ nome axo y memy Baxu Aprumedosa
axcuomat?:
3a npousBoJbHE no3uTuBHE Gpojese a,b € P mocroju (u jemmucrseno je onpeben) mpupo-

nan 6poj n, rakas na je (n — 1)a < b < na.

Moske ce mora3aTu Oa HABEIECHO TBpheme ocTaje Ha CHA3W M aKo no3BoauMo ga b € P
Oy e TpOM3BOJLHOT 3HAaKa, C TUM Oa Opoj n y ToM ciaydajy oupamo u3 Z ymecto u3 N.
3a ypebeno nmosme koje Huje ApxuMemoBO Kaske ce Oa je Heaprumedoso ypeheno nome.

ITpumep 3.3. Ilome Q pammonasuux GpojeBa je ApXuMemOBO MOJLE.

9 Apxumen (287-212. m.H.e.) rpukm MareMaTwydap, ¢usmuap u acrporom nz Cupakyse.

10Ta akcuoma je cayuajuo massama Apxumenosa. Cam Apxumen y csojoj Keadpamypu napabose ucTude na
Cy TY aKCHOM nmorpebihaBaa U HErOoBU HNPETXOMHUIU. Y JUTEePaTypPU Ce MOHErae MOMUILe U Kao Fydokc-
y Ty yy p yp Y
Apzumedosa axcuoma o npecmuicueocmy, o rpukoM MarteMmarnuapy Eynokcy (oko 408-355. m.u.e.) ca Kuupna.
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3.2 ApxumemoBa akCumOMAa

Y dhopMmynanuju ApxumenoBe akCMOME He yUeCTBYje Oollepallrja MHOMKEma jep je y cTBapu

no=a+...+a.
——

n

To 3maum ma ce 3a ypebeny rpyny (P, +,<,0) MOke MOCTABUTU NUTAKE A JIU 3a10BOJHABA
ApxumenoBy akCMOMY, TO jeCT ma Ju je TO ApxmmemoBa MM HeapXUMEAOBa TPyIa.
[TocToje ypebene neapxumenose rpyne. Crnenehu 3aHUMBUB TpUMEP TO UIYCTPYjeE.

IIpumep 3.4. Osznaunmo ca Q[x] ckyn mommHOMA TPOMEHBUBE T Ca KOSPUIN]EHTUMA U3 TIOJba
Q pammonannux 6pojeBa. Heka je

= @ x), g(x x|, g(x
slal = {2123+ 7o), ota) € Qe o) # 0}

CKyIl pallMOHAJHUX (pYHKNUja npoMeHsmbuBe x. Penamuja p nepumaucana GopMyiom

f(z) fi(x)

9@)" g1 (x)

& f(2)-9i(x) = g(z) - f1(2)

je exBuBasennuja wa S[z]. Csaka kj1aca eKBUBaJEHNUje y OJHOCY HA PeJanujy p CAIPKA
TauyHo jemny pamuonasany ¢yuruujy f(z)/g(x) € S[z] koja 3amoBomasa caemeha msa ycmosa:

o [Tonmuuomu f(z) u g(x) cy peraTuBHO NPOCTH;
e Koepunujenr v(g(z)) y3 Hajmamn crenes nonuHoMa ¢(r) jeaHak je jema.

Heka je

—{ L8 NzD(s(0).g00) = Lvtote)) =1

9(x)

Axko ce cabupame 1 MHOKEHE y CKyny P ne¢uHUITy Ha TPUPOIAH HAYUWH, MAKJI€ TAKO IMITO Ce
ormeparuje peajausyjy mo CTaHaap IHUM aJrOPUTMUMA 38 CabUpPamhe U MHOKEHE PAIMOHAJHUX
¢yurnuja, a 3atum (y S[r]) ompemu pamumonanna ¢yurnuja u3 ckyma P koja je, y omHOCYy
Ha peJlalujy p, eKBUBAJEHTHA pe3yJTary olepanuje, oHaa je crpykrypa (P,+,-,0,1) mome.
Axo ce jom mHa P mopemak < meduHUIIE TOMONY MO3UTUBHOI KOHYCA

k= {I8 e pivisa > o},
OoHIA je
P=(P+,-,<0,1)

ypebeno mome. Y ypebenom nomy P pamumonanua ¢yurumja f(r) = r npunaga mO3UTUBHOM
KOHyCY, ayu je nx < 1 3a cBako n € N. To 3nauu na je P meapxumenoBo ypebeno mosme.

Y ApxumenoBom mosmy u3 yciaoBa 0 < x u nr < 1 3a cBako n € N, ciemqu na je x = 0.
Hpyrum peunma, y ApxumenoBoMm ypebhenom mosmy He moctoju x > 0, TakBo ma je nx < 1 3a
cBako n € N. Y HeapXxmmMeIOBOM IMOJbY, TAKBU €JIEMEHTU MOCTOjeE.

Hedbuaunuja 3.3. Enement x u3 ypebenor nmoma P je beckonauno manru (mau beckonarumno
MAAG BEAUNUHG WU unPunumesumana) ako je n - |r] < 1 3a csako n € N. Esement z u3
ypebenor noma P je 6eckonauno eeauxu (mmu beckonavwan) ako je |x| >mn-1 3a cako n € N.
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3.2 ApxumemoBa akCumOMAa

Heduaunuja 3.4. 3a enement ypebhenor moma KOju HUje OECKOHAUAH KajKe Ce Oa je KOHauaN
WM 12 je KOHAGYHU eAeMEeNM TOT IOJba.

Henocpenuo u3 medunuiuje cienu ma cy cBu esnemeHTu ApxwmmenoBor ypebenor mosma
koHaunu. C npyre cTpaHe, y CBAKOM HEAPXUMEAOBOM IOJbY MOCTOj€ U KOHAYHU U DECKOHAYHU
€JIEMEHTU.

[TocraBma ce mpupomgHo uTame na ju y ypehenom momy R Baxku ApxumemoBoO CBOjCTBO.
Onarosop je morBpnan, Tj. R je Apxumenoso mosse. OBO CBOjCTBO He cienu U3 aaredapCcKux
akcuoma, Beh je mocienuiia akCMoOMe HEIPEKUAHOCTU. 300r BayKHOCTU OBOT CBOjcTBa mahemo
My Ha3UB TE€OPEME.

Teopema 3.6. 3a npoussonhe nosumusne peaare bpojese a, b nocmoju (u jeduncmeeno je oope-
hewn) npupodan 6poj n, maxae da je (n — 1)a < b < na.

Iloka3. IIpernocraBumo na 6poj n € N, TakaB na je b < na, e noctoju. Tana Basku na < b
3a cBako n € N, na je ckyn A = {na | n € N} orpanuuen omosro. Ha ocHoBy Teopeme o
cynpemymy mocroju sup A = ¢. Rako je a > 0, To je ¢ —a < ¢, mro moka3yje na 6poj ¢ — a He
Moke Outum majopanTta ckyma A. Ilakme, moctoju 6poj ng € N, rakas na je nga > ¢ — a. Ho,
ouna je (ng+ 1)a > ¢, mro je kOHTpamUKNUja ca ¢ = sup A.

Iaxrmne, mopa nmoctojatu 6poj n € N 3a koju je b < na. Meby cBuMm TakBum OpojeBuMa n
nocToju HajMamu'l - ounrsenno je ma o 3amoBosmasa (n— 1)a < b < na. JeauHCTBEHOCT TOT
6poja je jacHa. [

CnuvHO KAO MaJionpe, HaBeAEHO TBpDheme ocTaje Ha CHA3W U ako no3Boiammo na b € R
Oyme mpOM3BOJLHOT 3HAaKa, C TUM Oa Opoj n y ToM ciaydajy oupamo u3 Z ymecto u3 N.

Ilokas ce ocnama Ha TeopeMy O cynpemMyMy (KOja je eKBUBAJEHTHA aKCUOMU HEIPEKU -
HOCTM) WTO MOTBpbhyje ma je ApxmMemnoBO CBOjCTBO mocJenquiia akcuoMe Henperuaaoctu. Jla
a1 m3 ApPXUMEmOBOr CBOjCTBa ciemu akcmoma Henpekmauoctu! Omnarosop je ompuuan. To
norspbhyje npumep (3.1) jep je mome Q Apxumenoso ypebeno mosse y Kome He BasKU TeOpeMa
o cympemywmy. Ilakme, ApxmMemnoBO CBOjCTBO je JOTWUYKUA cjaabuje O aKCHOMEe HEeIPEeKUI-
HOCTH.

EBO HEKOMMKO jefHOCTABHUX, Al BAKHUX, mocienuina ApXuMenoBOr CBOjCTBA.

ITocaemuma 3.1.
1° 3a cBaku mosuruBaH Opoj € mocroju npuponan 6poj n, Takas ma je 0 < 1/n < e.
2° Ako je z memeraTuBaH peaJiaH 6poj u 3a cBako n € N Basku = < 1/n, onna je x = 0.

Jloxas.
1° I3 ApxumenoBor cBojcTBa ciaenu ma mocroju n € N, rakas na je 1 < en.
2° cnemu u3 1°. L]

ITocnemuna 3.2. Ma raxkBu 6uiu peasnu 6pojeBu a 1 b 3a Koje je a < b mocToju panuoHaIaH
6poj x, TakaB ma je a < x < b.

Jokas. Heka je h = b—a u ¢ € N takaB ma je ¢gh > 1 (0OH mOCTOju HA OCHOBY MOCJIEIUIIE
(3.1)). ITomoBo Ha OCHOBY ApPXMMEIOBOI CBOjCTBA 3aKJbyUyjeMO na MOCTOjU p € Z, Takas

ﬂajep_ <a<]—9. HpHTOMjGB—a<—<b—a, TaKOI[aj€£<b. Ha taj mauwun, 3a
q q
x:BEQBamHa<x<b. U]
4q

1 Cpaknu menpaszan A C N uma MurmMansn exement. OBo he 6uTu mOKa3aHO KacHUje.
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3.3 FKamtopoBa TeopemMa O YMETHYTUM OICEUINMA

3060r CBOjCTBA pAIMOHAJIHUX OpOjeBa M3PAKEHOT OBOM IOCJIEAUIIOM KasKe Ce na je CKYII
Q rycrt y crymy R.

Nuaue, sanomMennMo jom u TO, 1a je ApXuMenoBO CBOjCTBO y3 akcmuome ypebheHor mosma,
JIOTMYKA €KBUBAJIEHTHO CBAKOM OJ[ OBUX TBpDhema:

lim — =0, lim — = 0.
n—oo N, n—oo 21

3.3 KRamTopoBa TeopeMa 0 YMETHYTUM OICE€UIITMAa

Heka cy I, = [a,,b,], n € N, onceunn peasne npase. AKO je UCIyHE€H yCIOB
(1, bni1] C [an, bl 3a cee n € N,

kazahemo na je ([,) HU3 ymMeTHYTHX omcedaka. Jla ju CBaku HU3 YMETHYTUX OJCEUYAKA HA

R uma menpaszan upecek () [an,bn], Tj. ma aum mocroju tauka x € R, TakBa na je x € |an, by,
neN
3a cBako n € N? Taj oarosop je moTBpaaH, a oarosapajyhm cras ce nmpunucyje Kanropy!?

1 Ha3¥WBa IIPUHIVIIOM YMETHYTHX OCeYaKa.

Teopema 3.7 (Kautoposa Tteopema). Ceaxu nuz (I,) ymemuymur odcenara Ha peairoj npasoj
UM HENPA3AH NP ECEX.

a1 a2 a3z a4 b4 bg b2 bl
—O0——O0—0—0—0—0—C

o

Cnura 2: YMeTHyTH OnCeYnn

Hoxkas. V3 npernocraske o Hu3y ([,) HemocpemHo ciaemu na je a, < b, 3a cse m,n € N.
Ha raj mauun je ckyn A = {a,, | m € N} orpannuen omosro (6usno rojum ox Gpojesa b,),
Te mpema TeopeMu O cympemymy moctoju x = sup A € R. Jlokaskumo ma je ympaBo Taj T
eJeMeHT Koju npunamua cBuM oxceunuma (I,). Kako je x majopanra ckyna A, To je a, < x 3a
csako n € N. Ho u cBaku b, je majopanra ckyma A, ma Kako je r HajMama MajoOpaHTa, BaKU
x < b, 3a cBe n € N. Jlakne, = € [, 3a cako n € N, mTo je u Tpebaso moKa3aTu. [

Iomyucky undopmaiujy o npecery () I, maje caeneha Komu'3-Kanroposa Teopema.
neN

Teopema 3.8 (Komm-Kauroposa teopema). Axo wusz (I,) ymemuymuzr odcewara wa R uma
ocobuny da 3a ceaxo € > 0 nocmoju n € N, maxso da je oyxmcuna |I,,| = b, — a, odceuka I, mama

00 £, mada je () I, jeonounan, mj. nocmoju mauno jedan x € R, makae da je x € I, 3a cee
neN
n € N.

Iloka3. IIpernmocTaBuMO CympoTHO TBpDhemy, Aa MO AaTUM YCJIOBUMA IMOCTOj€ OBE pa3He
Tauke T U y Koje obe mpumanajy (| I,. M3abepumo € = |z —y| > 0. Aro je cama n Takso

neN
na je |I,| < e, ounrnenuo je ma me Moske ucroBpemeno outu v € [, u y € [,,. Iobujenom
KOHTPAIVKIN]OM 3aBpIIaBaMO ITOKAa3. [

12Georg Cantor (1845-1918), Hemauky MaTeMaTHIap.
13 Augustin Louis Cauchy (1789-1857), ¢ppanmyckn MaTemMaTauap.
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3.3 FKamtopoBa TeopemMa O YMETHYTUM OICEUINMA

Kanroposa u Komu-KanTopoBa teopema cy ¢popMmynucane 3a HU3 3aTBOPEHUX YMETHYTUX
oncevaka. lla sgu je moryhe Taj yciaoB ocaabuTu u y3eTHU HIP. MOJYy3aTBOPEHE UIU OTBOPEHE
uaTepBase? Omrosop je ompuyaH mTo noTBphyje ciaemehu mpumep.

IIpunmep 3.5. [okaszatu na HUM3 yMETHYTUX IOJIy3aTBOPEHUX WHTEPBAJIA [a e a), n € N,

10™
Ma IIpa3aH IIPECEK.

Ioka3. IIpernocTtaBuMo CynpoTHO, ma moctoju b Takso ma b € () [a — L a). Jacuo je ma

10m
neN 0
1 .
a HE TIpUNaja OBOM TIPDECEKy U Ja Mopa Outh a — 15 < b < a 3a csako n € N. Heka je
a—b=¢e>0. Ha ocaoBy ApxumenoBor cBojcTBa, 3a HekO ng € N Bazku 1/10™ < £ omarie
cnemu na je b < a— 1/10™ 3a meko ng € N. OBoM KOHTpaAUKIU]OM Ce 3aBpiaBa moka3. [

ITpumep 3.6. Ilome Q panuonasuux OpojeBa 3aM0BObaBa APXUMEIOBO CBOjCTBO, AU Y
BbEMY He Baku KaHTOPOB MPUHIUI YMETHYTUX OICEUYAKA.

1 n 1 n+1
Ioxka3z. IlocmaTpajMo HM30Be panuoOHAJHUX OpojeBa a, = (1 + —) u b, = (1 + —) . 3a
n n

Hu3 (a,) BaxKU a, < d,y1, OOK 3a Hu3 (b,) Baxku b, > b, u a, < b, 3a cee m,n € N. Hu-
XOBa 3ajeqHUYKA IPAHUYHA BPEIHOCT je MpanuoHaJJ au 0poj e. Jlakie, y moiby paIMOHAJJIHUX

opojesa Q, ﬂ
(@, b,] = 0.

neN

]

Cnemehu npumep mora3dyje ma mocroje moJba Koja HUCY ApXuMenoBa, aju Oa Y HUMA
UIaK Bayk KaHTOPOB NPUHIAN YMETHYTUX OCEYaKA.

IIpumep 3.7. Heka je F ypebeno Apxumenoso mome (Ha npumep F = Q) m P ckyn cBux
opmanaux (Jlopanosux!'?) pemosa man nomem F oGiuka
pop (JIop p

400
E ant",

n=—oo

y KOjUMa je caMO KOHAQYHO MHOT'O Koe(unumjeHaTa @, Ca HeTaTUBHUM MHIEKCOM N Pa3JIMYNTO
on HyJe. JemHAKOCT YlIaHOBa CKymna P yBOIMMO OBaKO:

+o00 +oo
Y at" =Y but" e (Vk € L) ay = by.

n=—oo n=-—oo
OuursnemHo, yBeleHa jeIHAKOCT je pedJeKCUBHA, CUMETPUYHA U TPAH3UTUBHA pesanuja.'’
+o0o
Ca 0 osmaummo pen umju je cBaku koedunujent 0, a ca 1 pex Y. a,lt™ y kojem je a, = 0,
n=—o0

n 7é 0, ag = 1. Taﬂa Ce CBakKM €JIEMEHT f 7& 0 CKYIIa P Mo:ke manucaTru y O6.HI/IKy
f = tr((lo + (llt + a2t2 + .. .),

rae jer € Z u ag # 0.

14Pjerre Alphonse Laurent (1813-1854), ¢ppammyckn MmaTemaTadap.
15Cpaka rmaca je jenmounana, Ta je yBeaeHa jeJHAKOCT, ¥ CTBAPH nokaaname (UIaH MO UaH).
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3.3 FKamtopoBa TeopemMa O YMETHYTUM OICEUINMA

+00o +00
Ba f= > ait"€Pug= > byt" € P nocraBumo
+oo
f+g= Z (an + ba 2",
+oo
P 3 (3 aer).
n=—oo r+s=n
+00 +oo
Z at" < Z bpt" & (Ik € Z) aj =b; 3a j <k, n ap < by.
Tana je P = (P,+,-,0,1) ypebeno mome. CsojcrBa ypebenor moma cy miam Hemocpemse

nociaenuie AeUHUIMje olepanuja + U - UM pejanuje < y CKymny P mam ce mpoBepaBajy
jeaHOCTaBHO.

Joka:xuMO, Ha IpUMep, A2 3a cBako f # 0 um3 ckyma P mocrtoju Jlopanos pen g = f~' € P
Takas ma je fg = 1. Hera je f = t*(ag + art + axt> +...) € P, rme je ag # 0 u k meo 6poj.
Ba pen g =t (by + bit + bot? + ...) € P, unju ce xoepurmjentu b;,i = 0,1,... cyknecusso (u
jemnoszuauno) oapebyjy u3 jennaumua

(lobo = ]_, a0b1 + a1b0 = 0, (lobg + (llbl + a2b0 = 0,. .y

Baskn: fg = ¢gf = 1. To 3maun ma moctoju [~ =g € P.

Ypeberno nome P uuje Apxumenoso, jep P> f =1/t >0an-1< f 3a ceako n € N.
MebyTtum, kao mro hemo ce majsbe YBEPUTH, Y TOM MOJbY j€ 3aM0BOJbEH KaHTOPOB MPUHITUAT
YMETHYTUX OICEYaKA.

Hexa je

i< fo<...<g2<g1,

rme je
+o00 +o0
fzzzazntnep, gZIszntnEP, 1€ N.

Hexa je k; € Z TaxaB na je a;, = b;, 3a n <k;, a a;, <b;, wuHade.

—+o00
[Ipumerumo ma 3a x = >, &t" € P, us f; < x < ¢g; cnenn &, = a;, = b;,, 3a n < k,

n=—oo
a a;, < &, < b, maaue. Crora 3a ¢ < j Bakm a;, = bj, = a;, = b;, 3a n < k;ui <y, a
aiki < ajki < bjki < blkl 3a kl < kj.

Paznukyjemo nBa caydaja:
(i) crym {ki,ko,...} je HEOrpaHUYEH,

(ii) mocroju ip TakaB ma je ki, = ki1 =...=k.

400
[Ipu cayuaj. Ilocmarpajmo ¢ = > v,t" € P, rme je v, = a;, 3a ki1 < n < k,

i € N rtako ma Baskm v, = a;, 3a n < k;. Ako mpermocraBumo ma je v, = a;, 3a cBe n € N
n06MjaMO KOHTPAIUKIN]Y Ca IMPETIOCTABKOM na je CKyT {ki, ko, ...} neorpanuuen. Jlakmie, 3a
(Vj eN) fj < e <y
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3.3 FKamtopoBa TeopemMa O YMETHYTUM OICEUINMA

Hpyru cryuaj. Hexa je j > ip. Tama je aj, = b;, 3a n < k, nok je a;, < b;,. Cana je
laj,,b;.], 7 = i, HU3 yMeTHYTHX OAceduaka Ha R, ma mocroju

Tk € ﬂ [a’jk7 b.]k]

Jj=io

+00

[TocmaTpajmo ¢ = > v,t", rme je 7y, = ai,, 3a n < k, mOK cy v, 3a n > k OpOU3BOJLHU
n=—oo

peasnnu 6pojesu. Tana je a; < c < b; 3a cBakm j = ig.

Ha rakaB HAUMH y DOTIYHOCTH CMO AOKa3aau na je y nomy P Jlopanosux (popmasnux)
penoBa 3a10BOJbeH KaHTOPOB IPWMHOMI YMETHYTHUX OJACeYakra. Y3 TO, NOKA3aJud CMO Oa Yy
TOM TIOJbY HE Basku A PXMMEIOBO CBOjCTBO, ma Oymayhu ma je TO CBOjCTBO MOCJIEqUIIa AKCUOME
HENPEKUTHOCTU, 3aKbyUdyjeMo na y 1oy P Huje 3a10BObEeHA aKCUOMa HENPEKUTHOCTU.

Cana hemo mokaszatu ma je ApxuMemoBO CBOJCTBO y3€TO 3ajemHO ca RaHTOpOBUM NTpPUH-
OUIIOM YMETHYTHUX OJIC€YaKa €KBUBAJEHTHO aKCUOMU HempekumgHoctu. [Ipe Tora mHaBommmo
[Be JieMe HEOIXOMHE 3a NOKa3 OBOT TBpDema.

Jlema 3.1. Ceaxu nenpaszarn nodckyn A C N uma murnumym. Cneyujasro, minN = 1.

Hoxa3s. Horaxkumo mpso ma je minN = 1, 1j. ma je 1 < n 3a cBe n € N. Heka je S C N
CKyIl mpupomHux OpojeBa 3a koje Baxku 1 < n. Tama je 1 € S. Axko jen € § Baxwu 1 < n.
Cabupamem oBe HejemuarkocTu u Hejennaroctu () < 1 mobujamo 1 < n+1, tj. n+1€ 5. Ha
OCHOBY NpUHIUNA MHAYKIHKje 3akmbyuyjemo S = N, 1j. 1 < n 3a cBaku npupoman 0poj n.

[IpernocraBumo cana na A mema muaumyMm. Heka je T'= {n € N | (Va € A) n < a}.
[Tomro je 1 = minN, a npernocraBunu cMo na A Hema MuHUMYM, ciaemu na je (Va € A) 1 < a,
Tj. 1 € T. Heka je n € T. IHokaxkumo na omarae ciaemu n+ 1 € T. Heka je a € A. U3
npeTrnocTaBke na A HeMa MUHUMYM cJenud na nocroju a; € A takBo ma je a; < a. Ilomro je
n €T, BaxKu

n <a.

Nz a—a € Nul=minN ciemn 1 < a —aq, 1j. a1 +1 < a. Onmartie u u3 n < a; ciaeau
n+1<a;+1<a. Ha ocrmoBy npurnuna uanyknuje je T = N. Tlomro je TN A = (), mro je y
KOHTPAIUKIU Ca MPETIOCTABKOM Ia je A HempasaH. [

6

Jlema 3.2 (Bepnysmmjesa'® mejemmaroct). Hexa je a € (—1,4+00) un € N. Tada saxcu

(14+a)" >1+na.
Jeonaxoem (14 a)* = 1+ na eaxmcu axo u camo ako je n =1 usu a = 0.

IToka3. 3a n =1 tTBpheme je ounrsenno Tauno. 3a n = 2 ono raacu (1 + a)? > 1+ 2, mTo
je Tauno jep je (1+a)?=1+2a+a? u o? > 0. IIpernocTaBumo na oHO Basku 3a n € N, Tj. na
je (14+a)" > 1+ na. MuoxkemeMm obe cTpaHe oBe HejeTHAKOCTU MO3UTUBHUM OpojeM 1+ «
nobujamo

14+a)"™ >1+n+1Da+na?>1+n+1a,

YyMe je, Ha OCHOBY NPUHIANA WHAYKINUje, MOKAa3aH OIpBU neo TBphewma. Ipyru meo tBpbhema
cllen U3 YMILCHUIE Aa ce Y cay4dajy ma jen > 1 u o # 0 y IpeTXOnHOM NOKAa3y 3HAK > MOKE
3aMEHUTU 3HAKOM >>. []

16 Jakob Bernoulli (1654-1705), mBajmapcku MaTeMaTudap.
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3.4 IlemekuHIOB Ipecek

Teopema 3.9. Konjynxuyuja Aprumedosoz ceojcmea u Kanmoposoz npunyuna ymemmymuz o0-
cewara je exeusasenmua meopemu 0 Cynpemymy.

Iloka3. Kao mro cmo panuje mamomenyau, ApxumenoBo CBOjCcTBO u KaHTOpoBa Teopema Cy
HEIOoCpeIHe MOCIeqUIle TeOPEME O CYNPEMYMY.

[IpermocraBumo ma Baske ApxmmenoBo CBOjcTBO m KamTtopoBa teopema. Heka je T C R
Hempa3aH U O0J03r0 orpanmdeH ckymn. Heka je a; € T mpoum3Bosman eixemeHT ckyna 1 u by
IBbEeroBa MpOM3BOJbHA ropma rpanuna. Heka je n € N. V3 ApxumemnoBor cBOjcTBa U JeMe
(3.1) camemu na mocToju HajMamU OpUpomaH OGpoj m, 3a koju je b, = a; + m,2~" ropma
rpanuna ckyna 1. Heka je a, = a; + (m, —1)27". Tana je [a,,b,] NT # 0.

Iokazahemo na uaTepBau [a,,b,| 3anoBomasajy npernocraske Kantopose teopeme. U3
mp2™" = 2m,2~"Y) cremm ma a; + 2m,2~"*Y jecre, a a; + (2m, — 2)2= ™Y muje ropme
orpanuuemne ckyna 1. Ongarie ciaenu na BaKU WIU My, 11 = 2M, AIA My = 2m, —1. Cana ce

JAKO BUIU 1A je [ani1,bni1] C [an, b,] na HA ocuoBy Kantopose Tteopeme caemu () [an,b,] # 0.
neN
[TpernocraBumo na ckyu () [an,b,] canpsxku nsa enementa a < b. Tama 6u 3a cBako n € N
neN
Bazkmiio b —a < 27" 1j. 2"(b — a) < 1. ITomro n3 Bepuynujese mejemuakoctu caemu 2" > n,

nobujamo na je n(b—a) < 1 3a cBe npupoane 6pojese n MWTO je y KOHTPAIUKIUju ca Apxume-

moBuM cBojcTtBoM. Ilakse, ckyn [ [an,b,] canpssu Tauno jenan exement c. Jlokakumo na je
neN
c=supT.

I[IpernocraBuMo nma ¢ HuUje ropme orpaHmueme ckyna 1. Tanma je t > c 3a Hexko t € T
Pesonyjyhu rao masmonpe, 3akmpydyjemo na u3 BepuynujeBe HejemnakocTu u ApxumegqoBOr
CBOjCTBa cjenu Aa MOCTOju MpUpomaH Opoj n 3a koju Baku t — ¢ > 27", Omarie, momTo je
¢ € [an, by, cnemn na je a; + m,2~" < t. To je y KOHTpaIuKIMju ca HeGUHUIMOM Opoja my,.

I[IpermocTaBuMO cama ma TOCTOjU TOpHe orpanuveme d ckyma 1', TakBo ma je d < c.
Tana, moHOBO Ha OCHOBY bBepHyiujeBe HejemHakoCTH W APXUMEIOBOT CBOjCTBa, 3a HEKO
n € N Basku ¢ —d > 27". Tana 6u, nowto je ¢ € [ay,b,], Baskunao a; + (m, — 1)27" > d raro
na 6u a; + (m, — 1)27" 6uno ropwme orpaHuyeme Ckyna 7', mTO je omeT y KOHTPAIUKI]U
ca mepunuijom 6poja m,. Cuemn na je ¢ = sup7. OsBume je morazaHo na ApPXUMeTOBO
CBOjCTBO y KOHJYHKIMjU ca KaHTOPOBOM TEOPEMOM MMILIMIMpA TEOpEeMy O CympeMymy. L[]

Ilaxne, mobuau cMO joIn ABa €KBUBAJIEHTA aKCUOME HEIPEKUTHOCTU:
e ApxumMenoBO CBOjCTBO Y KOHjYHKIMjU ca KAaHTOPOBUM MPUHIIUIIOM YMETHYTUX OICEUYAKA;

e ApxmMemoBO CBOjCTBO y KOHjyHKIUjU ca Romu-KaHTOpOBUM HPUHIAIIOM YMETHYTUX
oJcedaka.

[TocTaBiba ce muTame y KAKBOM Cy OMHOCY KaHTOPOB IPUHNIUII YMETHYTUX Onceuakra n Komm-
Kanropos mpunanun ymernyTtux oxacevara. Ouuriento je mna cy y ApxumenoBom ypeberom
OJbY OBU NMPUHNUNU eKBUBaJieHTHU. MebhyTum, y HeapxuMenoBuMm ypebheHUM mosbuMa TO HE
Basku. Romm-KanTopoB npunnun je mocaenuiia KaHTOpOBOT mpuHIUIIA O YeMy he OUTHU BUIle
pedn KacHHje.

3.4 JlenekmuHOOB IIpeEceK

Tpaxehu mauun ga mobpo 3acuyje yBomuu kypc Calculus-a ma [Hupumko] moanTeXHUUKO]
mkoism, /leneknHna je, mpeMa COICTBEHOM CBenouewmy, 24. HoBeMOpa 1858. ronuue, 3a jenman
[aH, HAIPABUO KOHCTPYKIU]y peaJsHux OpojeBa. OcHoBHU mpobiem je 6uo, karo llemexkunm
KayKe, a ce IPenmu3Ho (GopMmyJuiie u ne@UuHUIIE jeTHO CBOjCTBO PeaJIHUX OpojeBa 3aCHOBAHO
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3.4 IlemekuHIOB Ipecek

Ha HBUXOBOj N€OMETPUjCKOj MHTEPIPETANUjU - c80jcmaeo nenpexudwocmu. Ilomro je ommcao
KOHCTPYKIUjY peaJHuX OpojeBa M meprHMCAO onepalnujy cabmpama, npeina3dehu Ha nepuHu-
nuje onepamnuje MEO:Kemha Jlenekunn je nanucao na he ce, nocie e nedpununuje, mohu (npsu
OyT) OIpenu3Ho GOpMyJucaTé U AOKA3aTU Pa3He TeopeMe M KaO IPUMED MOMEHYO jeIHAKOCT
V23 =16.

Y IleneKMHIOBOj KOHCTPYKIUjU MOJba PEATHUX OpojeBa Hasaze ce (Maum MaTeMaTudapu
naHac HaJase) uneje us Eymnokcose Teopuje cpasmepe (V kmura Eykmunosux!'’ Easemenama).
[Ipenuszno, ynopebyjyhu yetupu reomerpujcke Beauuuue, Ky mokc raxe:

Cpasmepe A npema A" u B npema B', no degunuyuju, jeonaxe cy axo, 3a ma Koje
npupoone bpojese m, m', nejednarxocm mA < m'A’ nosaavu nejednaxocm mB < m'B’
u 0bprymo, nejednarxocm mB < m'B’ nosaavwu nejednaxocm mA < m'A’.

Y 0BOj Ie(pUHUIU]U ONHOCA BEJIWYMHA BUIU C€ CINYHOCT ca AedumHunujom llenekmHnoBor
IIpeceka y MoJbY PAIMOHAJIHUX OPOjeBa, y KOjOj ce mpanuoHaJHN Opoj T AeduHUIIe TAKO IITO
ce oIpenu CKyINl paluOHAJHUX OpojeBa BehuxX o4 ¥ M CKyN pAIMOHAJHUX OpOjeBa MamUX
on x. Tpeba, mehyrum, ncrahu na je llemexkuunoB 1muib OMO na HA CKYIYy KOHCTPYUCAHUX
oOjerkara nmepurHUIIE apUTMETUUKe olepanuje o kojuMa y V kmusm Eiemenara, umak, Hema
HU DEYNn.

Ilenexkunn je peanHe O6pojeBe meUHMCAO KAaO IpeCEKe y IMOJby PaIMOHAJHUX Opojena.
MebyTuMm, Kamga ce Ta KOHCTPYKIMja OOJbe YIO3HA, MOCTaje CACBUM jacHO na ce [lemerkwH-
[OBU TIPECEIy MOTy He(GpUHUCATH Y CBAKOM ypebheHoM ckymy, ma Jakjie u 'y CBaKOM (Ipyrom)
ypebernom mosmy.

Hedunaunuja 3.5. Heka je X ypeben ckyn. Ilap (Dy, Ds) monckynosa Dy, Dy C X Ha3uBa ce
Jledexundosum npecexom ako uma ciaeneha cBojcTsa:

A) DiUDy =X
B) Dl%QaDQ#Q
C) 516D1/\52€D2:>51<52.

3a Hac je opae on unrepeca cayuaj X = R. Caenehe tBpheme nazusamo u JlenekunnoBom
AKCHOMOM.

IenexkmnanoBa akcumoma: Axko cy Di, Dy C R taksu na je (Di, Ds), Ilenexunnos
Ipecek, OHMa MOCTOjU HajMame ropme orpanudeme sup Dy € R ckyma D, .

Teopema 3.10. /Jledekundosa axcuoma U aKCuUOMa HENPEKUOHOCTU CY eKEUBANAEHMMHE.

Joxka3s. IIpermocraBumo ma Basku akCcuoOMa HemperuaHocTu u Heka je (Di, Dy) Ilenmexkunmnos
npecex y R. W3 medpununuje (3.5) cioemm ma je ckyn D; HempasaH M OTPAHUYEH OHO3TO.
Saucra, D; # 0 cnenn u3 (B), mox u3 (C) crnemm ma je cBaku ememeHT ckyna Dy TOpHE
orpannueme ckyna Di. Ha ocHOBy Teopeme o cympemymy (Y CMEMO Ia KOPUCTHUMO jep
BaKI AKCMOMAa HENPEKUIHOCTU) CJEeIU Aa MOCTOju sup Di, mMTO NOKa3yje UMIIUKAILU]y O
aKCHOMa HEIPEKUITHOCTU IoBiauu leneknHIoBy akcuoMmy.

[IpernocraBumo cana na Baxku /lenekmunoBa akcroma u Heka cy 1’ um S CKymoBu ca CBOj-
cTBrMa Kao y akcromu HenperunHoctu. Heka je Dy ={x € R| (Vs € §) z < s} u Dy =R\ D;.

17}3}/'1{.7'11/1,&7 CTapOrpYKMN MaTeMaTu4dap.
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3.5 DBopen-Jleberosa u bonmnano-BajepmrpacoBa Teopema

Tana je (Dy, Ds) Henekunnos mpecek. 3aucta, (A) Baxku no mepununmju ckymnosa Dy u Ds.
Heka jee >0 m
T.:={t—e|teT}.

Ounrsenso je S C Dy u T, C Dy, na momro cy, npeMa IPETIOCTABIY U3 aKCHUOME HEIPEKUI-
Hocty S u T (a Tume u 1) Henmpasuu, cieau na Basku (B). Aro je 0, € Dy, onma je §; < s 3a
cee s € S. Hexka je

09 € Ds. (3)

Axo Ou Baskmio 0 < 01, Tamga O6u BaKuUIO U 0y < s 3a cBe s € S. To 6u, Mo mepuHUIM]U CKyTIa
D, 3raumnio na Baxku 6, € Dy mro 3ajenso ca (3) u (C) maje koHTpamuenujy oy < da. IIpema
tome, (Di, Ds) je Ilenexkmunos mpecek, na nocroju ¢ = sup Di. W3 nepununuje cynpemyma
ul. C Dy cnemu na jet—ec < c3acBet €T ucse e >0. Onarie caenu t < ¢ 3a CBaKO
t € T. Baucra, ako 0u 3a HEKO tg € T ouno ty > ¢, ouga 6u Ouio ty — %(to —¢) > ¢, Wro jey
cynpoTHOCTH ca tg —& < ¢ 3a € = 3(tg — ) > 0.

Hexka je s € S. VI3 nedpununuje ckyna D; ciaemn na je 6; < s 3a cBako 0; € Dy, ma je ropme
orpanuvemne ckyna [;. IlomTo je cympemyM HajMame ropimbe OrpaHnudemne, Caenn na je ¢ < S.
Tume je mokazano na m3 IlemekMHIOBE aKCUOME CJIEAN AKCUOMa HEIPEKUIHOCTHU. [

3.5 bBopea-Jleberosa n Bouano-BajepmirpacoBa Teopema

Hedbunaunuja 3.6. Pavunuja J ckymoBa ce Ha3uBa nokpusamem ckyna A aro je A C Ujcz7J.
Iomnoxpueamwe mokpuBama J ckyna A je pamunuja Jy C J KOja je n cama MOKPUBAIE CKYTIa
A. TlokpuBame CKyna OTBOPEHUM UHTEPBAJIUMA HA3UBA CE EbETOBUM 0MBOPEHUM TLOKPUEAHEM.
[TokpuBame Ha3UBAMO KOHAWHUM aKO ce PpaMmanja J CaAcTOju OJ KOHAUYHOT Opoja CKyIOBa.

9

Teopema 3.11 (Bopea'®-Jleberosal? teopema). Cearo omeopero noxpusamwe J cezmernma [a, b]

UMG KOHAGYHO TLOTMNOKPUBAE.

IToka3. Heka je J oTBOpeHo mokpusame cermenta I; = [a,b] u3 kojer ce e Moke U3ABOjUTU
KOHAYHO NOTHOKpuBame. [lomenmmo muTepBan [ Ha nBa MHTEpPBAJa

[a, (@ +b)/2], [(a + b) /2, b];

Taga ce Oap jemaH Ox BUX HE MOKE MOKPUTU KOHAYHOM ¢aMuianjoMm wHTepBasga u3 J. O3-
HAYMUMO Ta] CEIMEHT ca [; U MOHOBUMO MOCTYIIAK.

Taro mobujamo HuM3 cermenara [; D [y D ... KOju He NONYHITAjy KOHAYHO IOKPUBAHE
ckynosuMa pamuinuje J. I[lo KantopoBoj Teopemu nmocroju Opoj ¢ KOju mpumaga CBAKOM O
tux oxcedaka [,. Bpoj ¢ cBakako mpunana 1 HEKOM OTBOpeHOM mHTepBatdy (A, u) € J. Heka
je 6 =min{d(c,\),d(c, )} pacrojame Tauke ¢ mo Gamker kKpaja uHTEpBaga (A, () TAko xa je

(c—=68,c+6) C(A\p). (4)

[TpumeTnmo na je uarepsad [, KOHCTpyUCaH AesbemeM uHTepBadia [| ny:kuHe b—a Ha nABa gesa
n myTa, ma je merosa mykuHa jemHaka 27" (b—a). 3a mOBOBHO BesmKO N Baxku 27 "(b—a) < 4.
[Tomro je c € I, cnenu na je

I, C (c—0d,c+9). (5)
N3 (4) u (5) cnemn ma je I, C (A p), mWro je y CympoOTHOCTU Ca HPETIOCTABKOM naa ce [, He
MOKe TTOKPUTU KOHAYHUM OpojeM mHTepBaja u3 J. (]

18F¢lix Edouard Justin Emile Borel (1871-1956), ¢paHmyckn MaTeMaTUYAp U MOIUTAIAD.
YHenri Léon Lebesgue (1875-1941), ¢panmycka MaTeMaTuaap.
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3.5 DBopen-Jleberosa u bonmnano-BajepmrpacoBa Teopema

Heduaumuja 3.7. 3a Tauky a € R (R = RU{—00, +00}) KameMo 1a je Tauka HATOMUJIABAHA
ckyna A C R ako y ¢Bakoj OKOJIMHU TAUKe @ MOCTOju DECKOHAYHO MHOTO Tauaka CKyma A, mim,
E€KBUBAJIEHTHO, aKO y CBAKO] OKOJWHU TAaUvKe ¢ MOCTOju Oap jemHa Ttauka ckyma A pasmauuura
Ol caMe TauKe a.

Teopema 3.12 (Boanano?’-Bajepmrpacosa®! Teopema). Ceaxu beckonauan ozparuyen noo-
ckyn A C R uma bap jedny mavwky wazomunasana y R.

Ioka3. ITomro je A orpanuden, MOCTOju MO3UTUBAH peasan Opoj p Takas na je A C [—p,pl.
[IpernocTaBuMo na HUjenHA Tauyka MHTEpBaJa |—p,p| HUje Tauka HArOMUIaBama CKyma A.
Tana 3a cBaky Tauky € [—p, p| mocroju e-okonuna U(x) = (r—e,x+¢) KOja caap:Ku HAjBUIIE
KOHAUHO MHOrO Tavyaka ckyna A. PamMuiamja OBUX £-OKOJNMHA IOKPUBA CEIMEHT [—p, p] ma u3
reopeme (3.11) cnemnn ma mocroju konauna dpamunuja U(xy),...,U(z,) koja mokpusa [—p, o],
a Tume n A. Ilomro ce y cBakOM OX OBMX CKyIIOBa HaJa3W HAJBUIIE KOHAYHO MHOI'O TaYaKa
ckyna A, omartise cienu na je A koHaUHA YHUja KOHAYHUX CKYIIOBA, IITO jé ¥ NIPOTUBPEYHOCTU
na je A GeckoHaUaH. O

Teopema Basku u y cinenehem cayuajy: CBaku Oeckonavan ckyn y R uma 6ap jemny Tauky
Harommuaasama y R. Iloka3 je jemmocraBan. Heka je A mpoussoman GeckoHauas ckyn y R.
AKo je OH OrpaHMYEH MOCTOjalm-€ HEeroBe Tauke HArOMUJIABAaHa yIPaBo je mokaszaHo. Ako je
[IaK HEOTPAHUYEH, TO, IpeMa NePUHUIMjU +00 U —00, 3HaUM Oa je Oap jenHa ol TUX TadyakKa
HEroBa Tayka HATOMUJIABAHA.

Ananusupajmo merasmuuje nokase teopeme (3.11) u reopeme (3.12). Buamnmo na cmo Teo-
pemy (3.11) u3Benu kao mocaemuily TeopeMe o cynpemymy, a teopemy (3.12) kao mocsenuity
teopeme (3.11). Tako cMo mOOWMIM JIaHAIl UMIJIMKAIN]A

Teopema o cynpemymy = Bopen-Jleberosa treopema = Bosmnano-BajepmrpacoBa teopema

Heonxonuo je nokazatu na Gosnnano-Bajepmrpacosa Teopema nMmnunupa (nan na je memy
eKBUBAJIEHTHA) HEKU OX Behl mOKa3aHMX €KBUBAJIEHATA AKCUOME HENPEKUIHOCTU.

Teopema 3.13. Loayano-Bajepumpacosa meopema umniuyupa u Aprumedoso ceojecmeo u Kan-
mopoasy meopemy.

Joka3. 3aa > 0 ckyn {na | n € N} Hema Tauky HaroMmmiaBama, 1a He MOKE OUTU OTDAHUYEH,
onakie cieau ApXMMemoBO CBOjCTBO. 3a moka3 KaHToOpoBe Teopeme mocMaTpajMoO CKyIMOBe
{ai,a9,...} u {by,by,...} u3 popmynamuje Kauntopose Teopeme. Ouu cy orpanunuenu (jep cy
NOJACKYTIOBU CerMeHTa [a, b]), ma mmajy tauke maromuiaasama a u b. CacBum je jacmo nma

[a,0] € () [an, bu].

neN

Nako ce To He 3axTeBa, MJOKAKUMO 13 APXMMEIOBO CBOjCTBO Y KOHjYHKIUju ca KaHTOpOBOM
TeopeMoMm mMmitunupa Bomanano-BajepmTpacoBy Teopemy.

Heka je ckyn A C R Geckonauan u orpanuuen, nakiae A C Iy 3a Heku oncevak Iy = |[a, b].
[TocmaTpajMo menoBe Ha KOje CpPEAUIITe (a + b)/2 onceuka [y menu taj oxcedak. JacHO
je ma ckyn A Gap y jemHOM OJ THUX MI€JI0BA MOpa MMATU OECKOHAYHO MHOIO eJieMeHaTa -
o3HaumMo Taj neo ca I} = [ay, by]. [Monasmajyhu Taj nocrynak mobujamo oncedak [l u 3aTuMm
uu3 ([,) omcedaka, O KOJUX CBAKU CAAP:KU OeCKOHAUHO MHOro ejnemenara ckyma A. Ilpema

20Bernard Bolzano (1781-1848), uemku MaTeMaTHUap UTAJIU]AHCKOT TIOPEKJIA.
21Karl Theodor Wilhelm Weierstras (1815-1897), memausu MaTeMaTAdap.
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3.6 DBoamnano-BajepmTpacoBa Teopema 3a HU30BE

KauTtopoBoj TeopeMu Taj HU3 OceUaka MMa HEMpa3aH MPECEK - HeKa je T TauvKa 3a KOjy BayKu
x € I, 3a cBako n € N. Hexka je U(z) = (x — ¢,z +¢) npousBosmHa c-okonuHa Te Tadke (€ > 0).
Kako je myswuna onceuka [, jemnaka (b — a)/2", 1o ce n mpema ApXMMemoOBOM CBOjCTBY,
MOKe m3abparTu Tako na Ta Ay:KUHA Oyme Mama of &, yume je (36or x € I,) oGesbebeno
na oyme I, C U. Ho, nmpema mauumny m3bopa oncedara [,, omarie cieaum na oroauHa U
Tayke T CaIp:kM OECKOHAUYHO MHOro Tadaka ckyna A. Ha rTaj maumu je mocrojame Tauke
HaroMmiaBama CKyna A mOKa3aHo. [

OBuMe cMO y moTmyHOCTU noKa3zanu na cy bopen-Jleberosa u Bomnnano-Bajepmrpacosa
TeopeMa eKBUBAJEHTHE aKCHOMU HENPEKUIHOCTH.

3.6 bBoumanmo-BajepmTpacoBa TeopeMa 3a HU30BeE

Hepunaunuja 3.8. [log HU30M enemenara ckyna A nmoapasymeBamo cBaky ¢yHKIujy a: N —
A. Bpemnocr a(n) dyuruuje a y taukum n € N o3HauaBaMo ca a, U 30BEMO N-TUM UJIAHOM
TOT HM3a, & CaM HU3 O3HAYABAMO C& (Gp)nen, (0,)00, nnn (ay,).

Hedmuunmja 3.9. 3a Tauky a € R kaskeMO na je JIMMeC Wi IPAHMYHA BPEIHOCT HI32 (an)

peanHux OpojeBa m numeMo a = lim a, ako 3a cBaky OokoJuHY U Tauke a IOCTOjU MPUPOIAH
n—o0

©opoj ng, TakaB ma je a, € U 3a cBe npuponane opojese n Behe on ng. akrime,

a = lim a, <= (YU)(3Ing € N)(Vn € N)(n >ny = a, € U).

Y ToM ciydajy jom KazkeMo na Hu3 (a,) TEXRM Ka a KA n TeKU 00 U IUIMeMo 4, — a (n —
o0). Y cayuajy Kanm je a koHauvaH Opoj, 3a HuU3 (a,) KAKeMO na je KOHBepreHTaH (uiu na
KOHBEPTUpAa Ka @), a y CIydYajy Kaxa je a = 00 uim ma TpaHuYHA BPEAHOCT HE IIOCTOjH,
KaskeMo na Hu3 (a,) DuBeprupa.

Y3umajyhu y o03up nepuHHMIje OKOIMHA KOHAYHUX M OECKOHAYHUX ejieMeHaTa CKymna R,
YCJIOB AT y NeGUHUIMjU MOKe ce MPOTyMadyuTd U Ha cielelhie HaumHe.
Axo je a € R, Tana
a= lim a, <= (Ve > 0)(3Iny € N)(Vn € N)(n > ng = |a, —a| <e).
n—oo
Hakne, Hu3 (a,) TEKM Ka @ aKO Cy MYy YJIAHOBU d, ,,[IPOM3BOJLHO Oau3y” GpoOjy a uuMm je n
,, JJIOBOJBHO BEJIUKO” . JOII ce Kajke Oa ce y TOM CJIydYajy y CBAKO] OKOJIMHU TadyKe ¢ HaJa3e
COU UAGHOBYU HU3G NOYE8 00 HeKOZ W CKOPO C6U YIaHOBU HU3a (Tj. CBU OCUM HUX KOHAYHO
MHOTO).
Axo je a = 400, Taga
lim a, = 400 <= (VM € R)(Ing € N)(Vn € N)(n > ny = a, > M).

n—oo

T i = —o00.
Caununo ce moxke ,,memudpoBaT’ U ycaoB lim a, o0
n—oo

Jlema 3.3. Csakxu koneepeenman HU3 je 02PAHUYEH.

JHoxka3. Ilo medpuuunmju, KoHBeprenTan HU3 (a,) MMa KOHAUHY TPDAHUYHY BPEIHOCT a. 3a
npousBosbHO £ > 0 m3abepumo ng € N, Tako ma Baxku |a, — a| < € 3a cBe n > ng. Meby
KOHAYHO MHOT'O OpojeBa

ai, a2, ...,0n,,0a +€,a04 — ¢

n3abepumo oHaj koju mma HajBehy amncomyTtHy Bpemnoct M. Tana je |a,| < M 3a cBe n € N|
Tj. HU3 (a,) je OrpaHUdYeH. 1
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3.6 DBoamnano-BajepmTpacoBa Teopema 3a HU30BE

Hedumannmja 3.10. Ako je lim z, = 0, kaskemo na je (r,) HyIa-HU3.
n—o0

Hedmaummja 3.11. 3a Tauky a € R kakeMo na je Tauka HAaroMWJaBama HU3a PEATHUX
6pojeBa (a,) ako mOCTOju mOIHU3 (a,,) TOT HU3a KOJU TEXU Ka a Kam k — 0o.

Teopema 3.14 (Gonnano-BajepmrpacoBa teopema 3a uuzose). Ceaku 02panusen Hu3 peasnu
bpojesa (a,) uma bap jeony mauxy nazomurasamna y R.

Joka3. Heka je uus (a,) orpanmuen. Ako je {a, | n € N} konauan, rana mocroju eiemMesnT a

TOT CKyIla, TaKaB Ja je d, = a 3a OECKOHAYHO MHOI'O BPEIHOCTHU N = N, N, . ... Ounuriento je
na momHu3 (an, ) Texu ka a. Axo je {a, | n € N} Gecrkonauan on npema teopemu (3.12) nma
rayky HarommiaaBama y R. JacHo je ma je oma rtauyka HaroMuiaBama HU3a (a,). [

Cuugno, oBa Teopema Baxku u v ckyny R. CBaku Hu3 peajHHX OpojeBa mMa 0ap jemHy
TayKy HaroMuiaBama y R. Pa3zmorpumo ciydaj kan je Hu3 (a,) HCOrPAHMUYECH OJO03T0, Tj. HEKA,
y cBako] orkoauaM U Tauke +0o0 Mory ma ce Haby umaHoBU a, maTor Hu3a. AHAJOTHO ce
pasmarpa u ciayuaj Kaj je Hu3 (a,) HeorpaHwudeH omo3no. Axko a, — a (k — +00), Tanga
je 3a cBe k modeB oJ HEKOr MCHyHEHO a, € U. Ho, rako je (ng) crporo pacryhwu =Hus
npupomaux O6pojeBa, To he 3a cBako yHampen uzabpano n € N dbutu ng > n 3a moromsHo k,
YyuMe je MNOKa3aHO Ja IMOCTOju T > n 3a Koje je a, € U. Ilakie, +00 je y TOM ciiydajy Tadvka
HAaroMusaaBama TATOT HU3A.

Axo merasmHMje aHaIU3Upamo noka3 boamano-Bajepmirpacose Teopeme 3a HU30B€e, BUANMO
na je ona mociemuna boanano-BajepmrpacoBe Teopeme. JlokakuMo ma cy OBe IBe Teopeme
exkBuBaJsienTHe. Octaje jom ma mokaskeMo mMmmiaukanujy: bBosamnmamo-Bajepmrpacosa Teopema
3a Hu3oBe = Boamnano-BajepmrpacoBa Teopema.

Hexka Basxku Bosnmano-BajepmrpacoBa Teopema 3a Hu30Be u HeKa je A GeckoHAYaH OrpaHu-
ugeH noackyn ckyna R. JlokaxkxmMmo ma oH mMma tadkry HarommiaBama y R. [Ipumemyjemo uctu
IOCTYIaK Kao KaJa CMO MOKA3UBAJIU 14 U3 KOHjYHKIUje ApPXUMemoBOr CBOjCTBa U KaHTOpoOBe
teopeme cuemu Gonnano-Bajepmrpacosa Treopema. Ilakie, rana nocroju uarepsad Iy = [a, b
rakaB na je A C Iy. Ilomemumo unrepsBan Iy ma mBa muTepBana |a,(a + b)/2],[(a + b)/2,b];
Taga ce y 6ap jeAHOM Ol BUX HaJa3m OECKOHAYHO MHOTO eJieMeHaTa CKyma A - 03HAUMMO
taj neo ca I; = [ag,b;]. Tomasmajyhu Taj mocrynak, nobujamo omcevar [, W 3aTUM HU3
(I,) omceuaka, O KOjUX CBAKU CaIp:KU ODECKOHAYHO MHOrO eseMeHara ckyna A. Ha ocmomy
Bounano-Bajepmrpacose Teopeme 3a Huzose, Hu3osu (a,) u (b,) Cy OrpaHUYEHN A CAMUIM
TUM UMajy 6ap jeqHy Tadyky HaroMumiaBama. AKO je a Tauka HaroMuiaBama Hu3a (a,), oHxa
OHa mpema HauyumHy m3bopa a, npunana cBuMm onceurnuma [,. Ilakmge, y £-OkosmHU Tadke a
HaJIa3u ce U ODECKOHAUYHO MHOIO ejeMeHeHaTa Cryma A.

[IperxomauM pazmaTpameM y MOTIIYHOCTU je MOKa3aHa cieneha teopema:

Teopema 3.15. Axcuoma nenpexudnocmu je exsusasenmmua Boayano-Bajepwumpacosoj meo-
peMU 30 HU30BE.

Y ckiranmy ca DeUHUIMjOM Tadke HaroMmuiaaBama, boimano-BajepmTpacoBy Teopemy 3a
HI30BE MOKEMO W OBako (opmynucaru: C8aKu 02paHUYEHU HU3 PEAAHUT bpojesa, cadpxici
KOHBEP2ENMAN, NOOHU3.
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3.7 BajepmrpacoBa Teopema

3.7 BajepmTpacoBa Teopema

Heduaunuja 3.12. Heka je (a,) au3z y R.
Hus (a,) je pacryhu ako Vn € N, a,, < apq1.
Hus (a,) je crporo pacryhu ako Vn € N, a,, < ap41.
Hus (a,) je onanajyhu ako Vn € N, a, = a,41.

Hus (a,) je crporo onanajyhu ako Vn € N, a,, > a,41.

Teopema 3.16 (Bajepumrpacosa teopema). Hexa je (a,) pacmyhu nuz peasnux b6pojesa. Tada
je (a,) Koweepeenman (KOHAUHOJ 2PAHUYY) AKO U CAMO AKO je 02PaHUY%EH 000320.

Joka3. Ha ocuoBy neme (3.3) mOBOMWHO je mOKa3aTu ma pacTynu M 0m03r0 OrpaHUYeH HU3
rMa (KOHAUHY) TpaHUYHY BpeaHocT. [Ipema Tteopemu o cympemywmy mocToju § = sup{a, |n €
N} < +00. Ha ocuoBy kapakrepusanuje cynpemyma, 3a cBako € > 0 moske ce Hahwu ny € N
Tako Ja je s — & < a,, < s. 360r MoHOTOHU]je HU3A (a,), Takobhe je s —e < a, < s 3a n > ng,
Tj. |a, — s| < e 3a n>ny. Hakme, s = lim = a,. ]
n—oo

Canuno ce ¢opmynume u nokasyje BajepmrpacoBa teopema kana je uu3 (a,) onanajyhnu

¥ OrpaHUYeH 0n0310. /[lakie, cBakM MOHOTOH M OI'DAHWYEH HU3 je KOHBEPIE€HTAH.

Teopema 3.17. Axcuoma wenpexudnocmu je exeusasenmna Bajepwmpacosoj meopemu.

IToka3. Bajepmrpacosa Teopema je HemocpemHa mociemuna Teopeme o cynpemymy. Cama
hemo nokasaru ma Bajepmrpacosa Teopema uMmannupa ApxXmMenoBo CBOjCTBO 1M Komm-
KaHTOpOB NpMHIUI yMETHYTHX OICEYAKA.

Youumo uu3 (a,), rue je a, =n. Taj uuz je pacryhu, jep (Vn € N) n+1 > n. Hokaxkumo

na (a,) HE MOYKe OUTU OTPAHUUYEH HU3. 3aucTa, y IPOTUBHOM Ciydajy 6u mocrojao lim a, = a
n—oo

permumo. Y merosoj okonuau (a — 1/3,a 4+ 1/3), nyssuse mame onx 1, Tama 6u ce Hata3miIa
b6ap Heka aBa WiIaHA Ny, N9, TaE N,Ny € N, ny # ng, mWro ounriaentHo #Huje moryhe. Oynyhn
na: nmy # ng = |np — no| = 1. 3uaum HU3 (n) MOpa GUTKM HEOTPDAHUUEH, Tj.

(Vz > 0)(3n € N) n > z.

Ilobujena ¢popmyia je yupaso jemHa on ¢popmynanuja Apxumenose akcuome. V3zBenumo jomr
u Romm-KaHTOpOB npuHIUn yMeTHYTUX oncedaka. Heka cy

[ay,b1] D [az, b2] O ... D [an, by, - ..

mebhycobuo ymeruytu onceunu. Hus (a,) je pactyhu u orpanuuen. Heka je lim a, = a. Tana

n—oo
je ouurnemuo a, < a < b,, 3a cee n € N, na () [a,, b,] 3aucra muje npazan. C apyre crpane,
neN
ykosuko je lim (b, — a,) = 0, Takobe, ounrsenno, Taj npecek Mopa OUTHU jeTHOUIIAH. [

n—oo

3.8 KomujeBu HU30BU

JHeduannuja 3.13. 3a uu3 peannux 6pojesa (a,) rakemo na je Komujes (unm ¢Gpynmnamen-
TajaH) ako 3a cBako € > () mocroju uHAeKe ng € N, rakas na je |a,, — a,| < € UM cy uHmEKCU
m u n Behu on ng. Haxie,

(a,) je KomujeB <= (Ve > 0)(3ng € N)(Vm,n € N)(m,n >ng = |a, — a,| <ée).
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3.8 FKomujeBu HU30BU

Onwucuo 6ucmo morau pehu: Hus (a,) je Komujes ako cy My 4iaHOBU ca JOBOJLHO BEJIUKUM
WHIEKCUMa IPOU3BOJLHO ONIM3Yy jelaH APYTOM.

Y CaoB |a, — a,| < € 3a CBaKO M, n > ng MOM¥KE C€, OUUIVIEAHO, 3AMEHUTHU CA |Gy — G| < €
3a cBako n > ng, n € N u cBako p € N.

Cneneha nema maje Heke OCHOBHe ocobune KomujeBux HU30BA.

Jlema 3.4. Ocobune Kowujesuxr nuszosa:

1) Csaxu xoneepzenman Huz je Kowujes.

2) Ceaxu Kowujes nu3 je oepanuyen.

3) Axo Kowujes Huz uma Koneepzenman noOHU3, OK je U CaM KOHEEPZEHMAN.

Jloxa3s.

1) Heka je lim a, = a € R u € > 0 npoussosmuo. Hexra je nyg € N uzabpano tako ma je
n—o0

la, —a| <e/2 3a n>ng. Tama je 3a cBe m,n > ny
| — an| < |am — al +[an, —al <e/2+¢€/2,
na je Hu3 (a,) Komujes.

2) Hexka je (a,) KommjeB Hu3 u 3a Hero € > 0 Heka je ng m3abpaHO Tako na je |a, — a,| < ¢
urM je m,n > ng. AKO ¢urcupamo m > ny, TO 3HAYM Oa Cy CBU YJIAHOBU HU3aA (a,) 32
n > ng y €-OKOJIMHU TadKe a,,. lloBehaBajyhu ¢ moike ce moctuhu ma e-OKOJIMHA TaUKe
a,, 0BYyXBaTU U CBe OCTaJle WIAHOBE HU3a (MMa WX KOHAYHO MHOTO!).

3) Heka je € > 0 npoussosmuo u ng € N takso na je |a, —a,| < £/2 3a m,n > nyg. Hera nonuus
(an,) HU3a (a,) nMa koHauaH numec a. V3abepumo k € N rtako na je |a,, — a| < e/2; npu
TOM Ce MOKE IPETIIOCTABUTU Ia je ny > ng. Cana 3a n > ng Baxu

la, —al < an, — ap, |+ |an, —a| <e/2+¢/2=c¢.

Teopema 3.18. Csaxu Kowujee nuz y R je xoneepzenman.

Joxkas. Heka je (a,) Komujes au3 y R. Ilpema mexy (2) mperxomse jeme OH je OrpAHUUEH.
13 Bonnano-BajepmrpacoBe Teopeme 3a HU30Be ClIeAy Oa IOCTOjU MOIHU3 (ap,) TOD HU3A
KOju je koHBeprenrtan. Ha ocHoBy mena (3) mperxomme sneme nobujamo ma je u Hu3 (a,)
KOHBEPIEeHTAaH. L]

CacBuM je jacHO na ce medpunmnuja KomujeBor Hu3a He MOpa Be3aTu 3a peaJiHe Opojese.
Ha nmpumep, nepurmnuja ¢pyHgaMeHTATIHOT HU3a ce, Oe3 OMI0 KAaKBUX MU3MEHA, MOKE IPEHETH
y mpou3BOJbHO ypebeno mosse. Ilpm Tome, moctoje mosma y KojuMa Heku KomujeBu HU30BU
HUCY KOHBEPTeHTHU. TakKBO je, Ha IpuUMEp, MOJBbE PAIUOHAJHUX OpoOjeBa MITO WUIYCTPYje
cnemehu mpumep.
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IIpunmep 3.8. Heka je

1 1 1
apn=1+—4+...+—, Cp = ap + .
1! n! n-n!

Hu3z (a,) je, ounraenno, pacryhu, nok je uu3s (c,) onamajyhu:

1 1
Cn+1_cn:an+1_%+(n+1)-(n+1)! nenl
1 1 1
mr Dt D) non
1[ 1 1 1

n! n+1+(n+1)2_g
I1nP+n+n—-n?>-2n-1
n! n(n+1)2

< 0.

Heka je m > n,m,n € N. Tana je a, < a,, < ¢, < ¢,, OIARIE cIAeqU Oa je ap < ¢; 32 CBAKO
k,l € N. Ioraxumo na cy (a,) u (¢,) Komujesu uuzosu. Heka je € > 0. Tana nmocroju 6poj
ng € N, rakas na je 1/ng! < e. 3a npuponne GpojeBe n > ng U p BaKU:

|ntp — n| = Anip — ay <cn—an:—' <—<e.
n-nl  ngl
Cauuno ce mokasyje na je u (¢,) Komujes uus.
[MpernocraBumo na uu3 (a,) rkouBeprupa y nomsy Q. Heka je z = p/q = lim a,. Tana je
n—oo

u lim ¢, = z. Ilame, 360r cTpore MOHOTOHOCTU HU30Ba (a,) U (¢,), uMamo ma je a, < x < ¢,
n—o0

3a cBako n € N, To ject

ap, < T < Qp +———
nl-n

3a cBako n € N. Cuemu ma je
0(n)

' )
n -n

Tr=a,+
rae je 0 <f(n) <1, 8(n) € Q. Cunemmjanso, 3a n = ¢, IMaMO Ia je

0
Bzaﬁg_
q q:

Muosxkehu oBy jemmakoct ca ¢! mobujamo ma je
(0,1)36(q) = g —a,-q' € Z,
q
mro Huje moryhe. To 3maum ma uusosu (a,) u (¢,) He KOHBeprupajy y nosy Q panmonasnunx
opojena.

[Ipe mero mro KpeHeMO naJjbe, MOrJIENAjMO HeKe OocOOMHe HU30Ba y mosby P dhopmamHux
JlopanoBux penosa u3 npumepa (3.7).

IIpumep 3.9. Onumwumo HAjupe KiIacy Hu3oBa y mnomy P ¢opmanuux JlopanoBux pemosa
KOjU KOHBeprupajy ka mymu. Heka je

—+o00
T, = E T, "

1=—00
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uu3 u3 P, rakas na je x, > 0 3a cBako n € N. Ilpernocrasumo na uu3 (r,) KOHBeprupa ka
myau. Axo je k mpomsBosmaH meau 6poj u € = g,41tF Y, g4 > 0, omma je € > 0, ma mocroju
nog € N, TakBo na je x, < € 3a cBako n > ng. 1o 3Haum na je z,, = 0 3a cBarko n > ny 1 3a
cBako i < k. O6puyTO, Heka je (r,) uu3 y P, rakas na je x, > 0 3a cBako n € N u Heka 3a
CBakK! Ileam Opoj k mocToju mpupomHu OpPoj ny, TakaB ma je T, = (0 3a CBaKO n > ny U CBAKO
i<k Herajeeg #0me=ct' +e 4t +...>0. Tama je g > 0. Axo je k = [, ogma mocroju
npuponau 6poj ng, TakaB na je T, = 0 3a cBako n >ng u ¢ < k. Onasne cirenu na je z, < €
3a CBAKO N > Mg, WITO 3HAUYN Ja HU3 (r,) KOHBEPruUpa Ka HYyJIN.

Sakmyuyjemo na Hu3 (r,) y nomy P ¢popmanuux JlopaHOBUX penoBa KOHBEPrupa Ka HyJIN
aKO M CaMO aKO 3a CBakm Ieym O6poj k mocrojum mpupomam 6poj ny € N, TakaB na je x,, = 0
3a CBAKO M > N U CBAkKo ¢ < k.

Ha npumep mus x; = t, 19 = 2t>,..., 1, = nt",... KOHBEpPrUpa Ka HyJu, IOK HU3 T, = 1/n
HE KOHBEPrupa Ka Hyau (MAKO jé MOHOTOH M ONDAHUYEH).

OnummMo caj Kiracy KOHBEPreHTHUX Hu30Ba. Hu3s (z,) je KOHBEpPreHTaH aKO U CaMO aKO
+o0 .
nocroju a = », a;it* € P, rakaB ma 3a cBaku neau 6poj k mocroju mpupomHu 6poj ng € N,
1=—00

TaKBU N4 j€ T, = @; 32 CBAKO N > Ny U CBaKo i < k.

ITpumep 3.10. oraskumo na je y mosmy P JlopanoBux pemoBa Ham ApxumenoBuM mosbem F
(mpumep (3.7)), #5u3 (z,), T, = > Tp,t' pyHZAMEHTANAH HU3 aKO W CAMO AKO 3a CBAKM II€O
6poj k mocroju mpupomHM OpOj N, TaKaB O j€ T, = Tp, 3& CBAKO mM,n > ng,m,n € N n
cBako 1 < k.
+00
Heka je (z,), 2, = Y. w;t' Komujes wu3 y momy P, k meo 6poj u € = g;xt* rue je ¢, € F,
1=—00
g, > 0. Tama mocroju mpupomguu OpPOj ng, Takas ma je —c < &, — T, < £ 3a CBe MPUPOITHE
o6pojeBe m,n > ny. To 3maum na je x,,, — ,, =0 3a ¢ < k. OOpHyTO, IpeTnocTaBUMO na 3a
CBaKM 110 Opoj k mocToju npuponHu 6poj ngy, Takas Oa je T, = T,, 3& CBe IPUPOIHE Opojese
n,m > no u cBako i < k. Hexra je ¢ = git! + it + ..., e € F,g > 0. Uzabepumo ng € N,
TakaB na 3a CBaKO n,m > ng, n,m € N u cBako ¢ < | Baxu: z,,, — o,, = 0. IIpBa roopauraTa
HU3A T, — T, KOja je paszauyura Ol HyJie je KoopamHaTta ca maiekcoMm j > [. Cruemnu ma je
Ty — Ty < €. CoimyHO Ce mokasyje na je x,, —x, < . To 3uaun na je z,, —z, € (—&,€) 3a cBe
npupogHe 6pojese n,m > ng, na je (r,) Komwujes uuz y P.

Knacy kouBeprentaux Hu3osa y ypebenom momy P oznaunmo ca C(P) a knacy Kommjesux
uuzosa ca F(P). Tana je C(P) C F(P). ¥Y nomy Q Ta unkdy3uja je cTpora, Kako TO HOKa3yje
npumep (3.8). 3amumiuBo je ma ce y mosmy P JlopamoBux pemosa (mpumep (3.7)) Han
Apxumenosum nosmeMm F oBe mBe Kitace MOKIamajy.

Bumnmo na je KomujeB mpuHIUI KOHBEPTEHIMj€ MOCIEAUIA AKCUOME HEIPEKUITHOCTU.
Cnemeha Teopema roBopu BUIIE O JJOTMUYKOM OOHOCY m3Mely oBa mBa TBphema.

Teopema 3.19. Ilocmoju ypeherno nomwe y xome saxncu Kowujes npunyun xoneepzeruuje, ail He
B8ANCU AKCUOMEA HENPEKUOHOCTIU.

JHoxka3. Kopuctuhemo nome P oGjammeno y npumepy (3.7). Kao mro cmo Beh nokazanwm,
TO ypebheno mome He 3aM0BObABA AKCMOMY HEMPEKUIHOCTH jep He 3a10BoJbaBa ApXuMemnoBo
cBojcrBo. Mebhytum, nmome P 3amoBosmasa Komujes mprHIUN KOHBEPTEeHNIMje, KAO IITO heMo

JOKa3aTU.
“+00

Heka je (z,), (z,) = Y. z;t' wekn Kommujes nuz y momy P u (k,) crporo pactyhu mus

nenaunx Opojesa. Tana mocroju nmpupomam 6poj ng, TakaB Oa je T, = T,, 3& CBE IPUPOITHE
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o6pojeBe n m m Behe on n; u csaxo ¢ < k;. IlocraBumo a; = z,, 3a ¢ < ki, n = ny + 1.

[IpernocraBumo na cy 3a i < k, onpebenn unanosu a; vuza (q;: |l € Z). 3a k =k, nocroju

OpupomHu OPOj Ny41, TAKAB NA j€ Ty, = Ty, 38 CBAKO M > N > Nyp1,m,n € N, i < kpgq.

[TocraBumo a; = x,, 38 k, < i < k.1, n =n,11+1. 3a Tako nepunucan vu3 (q; : | € Z) y nomy
+oo .

F, osnaunmo ca a Jlopanos pen Y, a;t' € P. Hera je ¢ = ,t? + ¢, 1t?™' + ..., e € F,g, > 0.
1=—00

Tana nmocroju mpuponan 6poj ny, TakaB na je T, = a; 38 CBako n > ny u ¢ < p. Onasne

crema na je r, —a <ewu a— T, <&, TO jeCcT T, € (a —¢&,a+¢) 3a cBaKO n > ng. To 3HauM na
HU3 (T,) KOHBEpPrupa Ka a.

Hamomena. Y Be3u ca MO3UTUBHUM UjgaHOBUMA mo/ba P moOpo je mMaTu HA yMY OBaj
JIaHAIl HEje THAKOCTU

St st 2t s 1>t > 2 >8> ... >0

Hame, penumo, usmeby t u t~! mopen HekMX APYTUX UJIaHOBA HAJIA3€ CE U CBU HO3UTUBHU
peansu 6pojeBu, Tj. wraHoBu obmmka a + 0t + 0t2 + ..., rme je a > 0. L]

Teopema 3.20. Axcuoma wenpexuorocmu je exeusaseHmHa Aprumedogom ceo0jcmey Y KoH-
Jynkyuju ca Kowujesum npunyunom xoneepzenyuje.

Iloxka3z. Beh cmo mokasanu ma akCcroMa HEMPEKUTHOCTU UMILIUIUPa ApPXUMETOBO CBOjCTBO
u Komwujes npuniun kouBeprenmnuje. lokakuMo u apyru cMmep.

[IpermocraBumo na je S Hempa3saH, 0H03r0 orpanudeH moackyn ypebenor mosma I, koje
je ApxumenoBo u umju cBaku KommujeB Hu3 kouBeprupa. Jlakmie, 3a Heke a, b umamo a € S,
b > S. Ha ocuoBy ApxmmenoBe akcmome, MMOCTOje ABa Iesa Opoja p, q, TakBa ga p < a, q > b.
Y HACTaBKy yOuuMO ,,Mpe:KY Y3aCTOIMHUX IeJuxX OpojeBa Ox p 1o q:

p,p+Lp+2,...,q

Bynyhwu na q jecte a p HUje TOpHE OTpaHUYEHE, Y TOM KOHAYHOM HU3Y MOCTOJU TAYHO jeIaH
11eo O6poj, penuMo, O3HAYEH Ca €y, KOjU UCIyHaBa 0Ba] yCJIOB

co HUje, ¢y + 1 jecTe ropme orpanmyeme ox S

Y HapemHOM KOPAaKy YyOUUMO ,MPEKY’

n 0 n 1 n 10 .1

co+-—,c0+—,...,c0+— a3MakK je —
T T e P 10

usmeby 6pojeBa ¢y 1 g+ 1. Camvao TpeTXOqHOM, ¥ TOM KOHAYHOM HU3Y IMOCTOjU TAYHO jenaH

wJjiaH, y O3HalM Cg + &

15> PEnrMO, TaKO & Ba:KU OBa] YCJIOB

Cl+1

C1 . .
Co + E HU)E, Co + jecTe TOpme OrpaHuvene om S
N name macraBmamo na pacybyjeMo Ha canyaH HaumH. lako, 3a caja, MMaMO OBaj 3a-
kmydak: Iloctoju uus (¢,), vae ¢ € Z, ¢; € {0,1,2,...,9} i =1,2,...,n, Tako na x, HUje, a
x, jecTe ropme orpaHuyemne ox S, rue
Cn , 1

C1
xn—co+10+...10n, T, = Ty +
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Ha ocmoBy Apxumenose axcmoMme, nlgn T, 06a musa (z,) u (z],) cy Komnjesa. Ilakme, onn
KOHBEPIUPAajy, PEUNMO Ka ¢ U ¢o. V3 hm ( L —T,) = hm 10_n =0 caemn na je ¢; = co. Onmarie

ciaenqu na 3a CBaKU n € NQ BaykM HeJeI[HaKOCT

YrMe ce 3aBpIIaBa JOKA3. 0
Hakne, cneneha tBpbhema cy exkBuBajieHTHA:
e ApxummemoBo cBOjcTBO + KaHTOPOB HPUMHIUI YMETHYTHUX OICEUYAKA;
e ApxumemnoBo cBojcTBO + Komu-KanTopoB mpuHmum yMeTHyTUX OICEYaKa;
e ApxumMenoBo cBOjcTBO + KoIlmujeB mpuHIUI KOHBEPTEHI]eE.

Ha nu cy m y HeapxXxuMeIOBUM MOJsUMa KRAaHTOPOB NPUHIMI YMETHYTHUX OJCEYaKa, KRommu-
KanTopoB mpumHnum yMmMerHyTHUX onacedaka um KommjeB mpuHIUO KOHBepreumuje MelycoOHO
ekBuBaJieHTHU! Pa3aMmorpumo masno 60/be HBUXOB JIOTUYKU OTHOC.

Teopema 3.21. Kowu-Kanmopos npuryun ymemuymuxr odcevwaxa je exeusarenmar Kowujegom
NPUHYUNY KOHBEP2ZERUU]E.

Iloka3. IIpernmocraBumo na Bakm Romm-KaHTOpoB mpuHnun ymeTHyTUx oncedaka. Jlakie,
Heka je I, = [an,b,], n € N uuje my:xume romBeprupajy ka mymu. Vmamo caenehu um3
HejeTHAKOCTU:

algagg...gang...gcg...

N

b, <...<by <y

3a HEKO ¢ € [a,,b,]. Hwusosm (a,) u (b,) xkouBeprupajy ka c. IHoraxkumo na cy Kommjesu
Hm3oBu. Heka je ¢ > 0 m Vp € N Bawkm a,, < ay4p < @. 32 HOBOJLHO BEIMKO 7 BayKH
la —a,| <e/2n |ayy —al <e/2 na je:

+

Il
™

|ntp — an| = anp —a+a—an| <lanyp —al +la—a,| <

N ™
DO ™M

na je uu3 (a,) Kommjes. Cununo 3akmyuyjemo na je muz (b,) Kommujes.
Heka cana Baxku Kommjes mpunumn komseprenuuje u ueka je I, = [a,,b,], n € N uuje
Oy:KUHEe KOHBeprupajy ka ayam. Tana je

Oganer_angbn_anMan_bn<6n+p_bn<0

3a cBako n,p € N. Onmasne cnemu na cy (a,) u (b,) Komujesu auzosu. Ilpema npernocrasun,
OHU CY KOHBepreuTHu, a 36or yciosa b, — a, — 0, OHM KOHBeprupajy Ka HCTOM OPpOjy.
Osmaunmo taj 6poj ca c¢. Tanxa je a, < ¢ < b, 3a cBako n € N, ma Ttana Baxku Komu-KaraTopos
NPUHIAI YMETHYTUX OJCEYaKA. (]

Jacuo je na 3 KanTopoBor npuHIuna yMeTHy TUX Ofcedaka cjienu Romu-KanTopos npusn-
nun. Crnenehwm npumep mokasyje na m3 Romu-KanTOpoBOr mpuHNUIA YMETHYTUX OACEUYAKA
y HeapXuMeIOBUM MOJpUMA HE cienu KaHTOPOB NPUHIUI YMETHYTHUX OICEUYAKA.
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IIpumep 3.11. Ypebheno nome P popmanuux JlopaHoBux penoBa Ha L IPOMU3BOBHUM ApXUMe-
noBuM nosbeM F (Buau npumep (3.7) u reopemy (3.19)) Huje ApxumMenoBo, ajau y BHeMy CBAKU
KomujeB Hu3 rkoHBeprupa, ma je mpecek CBakor omanajyher Hu3a 3aTBOPEHUX OTPAHUYUECHUX
uHTepBaja y P, uuju aujameTpu KOHBEpPrupajy kKa HyJId, jeqHOodsaHu ckym. [Ipumerumo na
je, y oBom momy 0 < nt < 1/n < 1 3a cBako n € N. Huz (nt) je pacryhu, nok je au3 (1/n)

omanajyhu. Onasne cienu na je Hu3 3arBOopenux wmuTepBana [, = [nt,1/n] omamajyhu, To
ject I,41 C I, 3a cBako n € N. IlpernocraBumo na rtauka z € P npunana npecery [ I,.
neN

Tana je 0 <nt < z< 1/n 3a ceako n € N. Conequ na je z = ag + ait + ast> + ..., ap,a4,... € F,
npu yemy je 0 < ag < 1/n 3a cBako n € N. Onasne, nomro je F Apxumenoso mosbe, ciaenu na
je ag=0. Tana je F > a; > n 3a cBako n € N, mro je nemoryhe, omer 3060r mpeTnocraBke aa

je F Apxumenoso nome. To 3maum na je npecek (| I, mpasan, to ject y nomy P Jlopanosux
neN
pemoBa Han ApxXxuMenoBUM MOJHEM HUje UCHYyHeH KaHTOPOB MPUHIUI YMETHYTUX OCEYaKA.

Ilakme, y HeapXuMeIOBUM TOJBUMA Basku ciaenehe:

KaHTOpOB mpUHIUNI YMETHYTHUX OACEUYAKA

4

Kommu-KaHTOpOB mpUHIUI yMETHYTUX OICEUYAKA

i

KomujeB npuHIMn KOHBEPreHINje

3.9 3axspyuak

Kao mro je Beh peueno, mocToju Bullle HaunHa 38 YBOheme pealHux OpojeBa. 3a panuoHaJHe
opojeBe moskemo pehwm ma macrajy om 6pojeBa 0 u 1 TpUMEHOM YETUPU OCHOBHE PaAUyHCKE
omepanuje. omyncku, 3a peanne 6pojeBe mokemo pehu ma macrajy on uctux 6pojena (0 u
1 npumenoM meT omepamnuja: YeTUPU OCHOBHE pAUyHCKe W omepanuje cynpemyMma. Ta mmcao,
MMIUIAIUTHO HOAPAa3yMeBa Ia ce Oolepanuja CynpeMyM, Tj. mpesnas obauka S — sup S (ako
je S HempasaH, 0I03r0 OUpaHUYEH CKyl) 00aBiba JEIUHO y CIYYajy PAyuoOHaAHUT CKYyTOBA
S. Ommax ce mocTaB/ba MUTAKE Oa JU je TAKBO CiIab/belme Jocera CympeMyMa J03BOJHEHO.
Oaroeop je morBpOaH.

[IpuponHo ce mojaBibyje mOMHCAO 1a JIU YMECTO OIlepaluje CyIpeMyM CMEMO KOPUCTUTU
omepamnujy aumec. OAroBop je m camga MOTBPIAH, jep je TeopeMa O CyIpeMyMy €KBUBa-
JICHTHA Ca TEOPEMOM Ma je C8aKU MOHOMOH U 02paHuver Hu3 Koneepzewman. OBO Baku Yak
u 3a KomwujeBe Hu3ose, to ject: Ceaku peasan 6poj je u3pasus Kao 2paHUuUYHaG 8PEOHOCT HEKO?Z
Fowujesoz nusa payuonasnux bpojeaa.

Haxkne, naBenene omepanuje, Hagorpabyjy crpyrrypy Q mo crpyrrype R.

3a Kpaj HABOAMMO CBE €KBUBAJIEHTHE ODOJIMKE aKCUOME HEIPEKUIHOCTU OHUM PEIOM KaKO
Cy HOKa3WBAaHN y OBOM Dany.

1) (Arcuoma memperkumguoctr) Ako cy A m B HempasHu HOACKYIOBU CKymna R, TakBu ma je
r<y3acser €A ye B, rana nocroju eneMenT z € R, TakaB na je r < z < y 3a CBe
reA yeB.

2) (Teopema o cympemymy) CBaku HempasaH, OZO3r0 OUPpAHUYEH MOACKYI CKyma R wuma
cynpemym y R.

3) (Teopema o uadpumymy) CBaku HempasaH, 00340 OTPDAHWUYEH MOACKYI CKyna R mMa uH-
dumym y R.
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4)

10)

11)

12)

13)

3a cBaka nBa HenpasHa HenpasHa ckyna A CR u B C R uuja je yauja AU B = R, Ttaksa
na je x < y 3a cBako * € Auy € B, unu y ckyny A mocroju majsehu enxemenT, uau y
CKyny B mocToju HajMamu €JIEMEHT.

a) (ApxmmenoBo CBOjCTBO) 3a MpOU3BOJbHE MO3UTUBHE peasine Opojese a, b mocroju (u
jemuuacTBeHO je onpeben) mpupoman 6poj n, Takas ga je (n— 1l)a < b < n.

6) (Kamropos mpunmun ymernyTtux oncedvaka) CBaku Hu3 ([,) YMETHYTUX OIcCeUYaKa HA
peaJiHOj MPAaBOj UMa Hempa3aH IPECeK.

a) (ApxumenoBo €BOjCcTBO) 3a MPOU3BOJLHE TMO3UTUBHE peasiHe Gpojese a, b mocroju (u
jemuHcTBeHO je ompeben) npupoman 6poj n, Takas ma je (n — 1)a < b < n.

6) (Komm-KanTopoB mpuHInn yMeTHYTHX oxcedaka) Ako Hu3 ([,) YMETHYTHX OIcCedakra
Ha R mma ocobuny ma 3a cBako € > 0 mocroju n € N, rakso na je mysxkuna |I,| = b, —a,

omceura [, Mama on £, Tazna je [ I, jeaHodnan, Tj. mIOCTOju TauvHo jenan x € R, Takas
neN
na je r € I, 3a cBe n € N.

(HenekunnoBa akcuoma) Ako cy Dp, Dy C R rakBu nma je (Di, Ds), IlenekunnoB mpecek,
OHJA TOCTOjU HajMame TOpHme orpannueme sup D € R ckyna D;.

(Bopean-Jleberosa teopema) CBako OTBOPEHO MOKpuUBame J CerMeHTa [a,b] mMa KOHAUHO
IIOTIIOKPUBAKE.

(Bonnano-Bajepmrpacosa teopema) Caku GeckoHauan orpanudes moackyn A C R uma
Oap jemny Tauky HaromuiaaBama y R.

(Boanano-BajepmTpacosa Teopema 3a Hu3zoBe) CBaku OrpaHMYEH HU3 peasHux OpojeBa
(a,) nma Gap jemHy Tauky HarommiaaBama y R.

(Bajepmrpacosa teopema) Heka je (a,) pacryhu mus peannux 6pojesa. Tamna je (ay)
KOHBepreHTaH (KOHAYHOj PAHUIM) AKO M CaMO AKO jé OFPAHUYEH OI03TO.

(Bajepmrpacosa teopema) Heka je (a,) onanajyhu mus peannux 6pojesa. Tamna je (ay)
KOHBepreHTaH (KOHAYHOj MPAHUIN) AKO M CaMO aKO jé OFPDAHUYEH OH0310.

a) (ApxmMemoBo CBOjCTBO) 3a MpOM3BOJbHE MO3UTUBHE peaisiHe Opojese a, b mocroju (u
jemuuacTBeHO je onpeben) mpupoman 6poj n, Takas ga je (n — l)a < b < n.

6) (Komwujeso cBojcrBo) CBaku Komwujes uu3 y nomy R koHBeprupa.
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4 T'eomeTpujcKa HEIPEKUIHOCT

., He nocmoju kpameacku nym y zeomempujy”.?>

Eyrmung

4.1 HWcropujcku pa3Boj

O camux moyeTaka reoMeTpHje ma CBe 0 Kpaja JeBeTHAaeCcTor crosieha reomeTpujcka Hempe-
KUJIHOCT Ce MoApa3yMeBaJia mpehyTHO, Kao HEmTO je jacHo mo cebu. TBpheme mpema KojeMm
KPYT KOju MMa Tayaka ca Pa3HUX CTpaHa HEKe MpaBe, Ty MPaBy U ceve, HUje JOKa3mBaHO Beh
ce MPEeTIOCTABJHAJNO KAO jACHA NEeOMETPUjCKA UUIHEHUIA KOja HE 3aXTeBa HUKAKBY HOTBPIY.
Beh y mpBomMm craBy mpBe kmure cBojux Eaemenwama Eywkann, morkalyjyhwm ma mocrtoju mpa-
BUJIAH TPOYrao KoMme cy 3anarta temena A u B, koucrpyume kpyrose k(A, AB) u k(B, BA) u,
0e3 mokasa, 3akJbyUyje da OHU MMA]y 3ajemuunyknx Tadaka. (CIndHO, y ABAHAECTOM CTABY
npBe K\hUre, KOHCTpyuiny u ynpasHy u3 3amgare tauke A Ha npasoj p, Eykaun npernocrasiba
Ia CBaKW Kpyr ca cpemumreM A, KOju mMa Tavaka ca OHE CTpaHe mpaBe p ca Koje Huje A,
ceue mpaBy p y aBeMma tauvkama. llorpeba ma ce oBakBa TBphema MOKaKy HUje UCKA3U-
BaHa CBe N0 Apyre IOJOBUHE IMPOILIOr BeKa kana je Ilam?? 1882. romume, y cBojoj Hosujoj
2eoMempuju, UCTAKAO0 HEOMXOMHOCT 3aCHUBAMKmA N€OMETPUjCKEe HENMPEKUAHOCTU mojiazehm on
3acebHUX aKCUOMA.

Apxumen je mpuMeTuo HeEKe HemocCTaTke EykammoBe akcuoMmaTwke. Y MUY 3aCHUBAHA
Teopuje Mepema I'eOMeTPUjCKUX ¢urypa oH je y cBoM meny O sanky u Aonmu, YIOTIYHUO
Eyrkaunose akcmome, mamely ocrasor, m EymokcoBoM akCMOMOM TPECTUKUBOCTU HA KOjO]
MIOYMBA T3B. T€OMETPUjCKA HETPEKUIHOCT ,, v BeaukoM . IIpema Toj akcmoMu KOHAYHUM OpPO-
jeM ,mpeHomema’ 3anaTe Oy:KU Ha 3a4aTy IpaBy MOKeE ce ,,CTUMNU U IpecTuhu’ CBaKa TauyKa
te npaBe. Henperunuocrt ,,y majgoMm” koja omoryhaBa ma ce MOKasKy CTABOBU O IPECEKY IpaBe
U Kpyra U O MPEeCeKy IBajy KPyroBa moymBa Ha KaHTOPOBOj akcmoMU mpema Kojoj je, rpybo
pedeHo, mpaBa ,, [yCTO UCHyikheHa tTauykama. HamoMmMeHuUMO u #a ce ,,HeIPEKUAHOCT Y MaJyom”
U HEMPEKUTHOCT ,,y BEJIUKOM MOTYy MCKA3aTU CaMO jeTHOM aKCUOMOM, T3B. [lemekuHmoBOM
aKCHOMOM HempekumHocTu. Y cBojum Ocnosama zeomempuje Xunabept?* je, y3 Apxumenony,
IPETIOCTABUO U T3B. AKCUMOMY MOTIYHOCTHU KOja je €KBUBAJIEHTHA KaHTOPOBOj aKCHOMU.

WNcrakauMo nma je reoMeTpujCcKa HEMPEKUTHOCT IPETIOCTABKA TEOPUje MepPema PABHUX U
IPOCTOPHUX IE€OMETPUjCKUX JIMKOBA T€ Ma, 3aXBaJjbyjynu B0j, TeoMeTpurja MOXKe A UCIYHU
3aXTeBe KOje Mpen By IOCTaBJbha CaAMO HEHO MMe Y KOjeM ce CYTepuIle na je TreoMeTpuja
,HayKa o mepemy”’ . Tek mocse yBohema akcmoma HEIPEKUIHOCTU MOryhe je mokaszaTu na
IpaBa Koja CaApKU TAYKy YHyTap HEKOT Kpyra, ca HBUM MMAa 3ajeTHUYKUX Tavyaka, Tj. Aa ra
ceye y IBEMa TavykaMa W, Takohe, ma ABa Kpyra Ol KOjUX CBAKU MMa TAadvyaKa yHYTap APYTOT,
“Majy 3ajeqHNYKUX Tadaka. HempeKuaHoCT y reoMeTpUju MMa 3a MOCIeaully TBPAKBY A2
jé eyKIUIACKU MPOCTOP METPUUKU, & U YBODEme mojMa CAUYHOCMU TOApa3yMeBa MO3HABAE
HETPEKUTHOCTU.

223a oBaj muTAT Ce Besyje 3aHUMILMBA aHermoTa. Hawmme, IIpokme, BusanTujcku Gpuiaozod u3 V Beka H.e., je
nucao na kana je I[Itomomej 3ammurTao ma au MOXKAA MOCTOjU HEKU JIAKIIM HAYMH 33 ydeme reoMerpuje, Eyrmmn
My je omaroBopuo: ,l'ocmomapy, He TOCTOjU KPaJbEBCKU MYyT Y TeoMeTpujy’ .

ZMoritz Pasch (1843-1930), nemauku MaTeMaTudap.

ZDavid Hilbert (1862-1943), memaukn MaTeMaTuaap.
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4.2 AkcuoMe HEIpPEKUIHOCTU

4.2 AKcuoMme HEIIPEKNITHOCTH

Pemanujy B 3Bahemo penamujom uzmehy Uaud pesayujom nopemra mavaka Ko npasoj, a Gop-
myay B(A, B,C) untahiemo: Ttauka B je uameby Tauvaka A u C.

Penanujy C 3sahemo penauujom nodydaprocmu, a popmyay C(A, B,C, D) uurahemo: nap
rauaka (A, B) je momymapau napy rtauvaka (C,D). Ywmecro C(A,B,C,D) ropuctuhemo u
osnary (A4, B) = (C, D)

OcHoBHe cTaBoBe (MJM aKCMOMEe) reoMeTpuje cBpcTraBaMo y mer rpymna. IIpBy rpymy
KOjOM Ce M3paskaBajy CKYIOBHM omHOCKH MeDy Taukama, mpaBaMa U pPaBHUMAa HA3UBAMO (K-
CUOMAMA NPUNGOATHA WA aKCUOMaMa uHyudenyuje. OcHOBHE ocobOuHe penanuje B uspakasajy
ce OpyroM IPYIIOM aKCUoMa, akcuomama pacnopeda. Axcumome Tpehie rpyme ce Tuuy pesnanuje
C 1 Ha3UBAMO UX AKCUOMAMA Nodydaprocmu. Axcuome HeENpeKuOHOCMU CAYNEHABajy YETBPTY
rpymy, a mera rpylna akCUOMa Ce CaCTOjU CAMO OJ CaMO jeIHe aKCUOME, AKCUOME NAPANEN-
HOCAU.

lNeoMmerpujcka Teopuja HENPEKUAHOCTU CE€ TEeMeJbM Ha IBEMa aKCUOMaMa YeTBPTE IpyIie
on kojux ce mpBa HasuBa Aprumedosom uinu Aprumeod-Eydoxcosom, a mpyra Kawmoposom.
Hasenumo majupe Te mBe akcuoMme.

A 1. Axo cy AB u CD nBe mpou3BOJLHE Hy:KU, Talda Ha MOJIynpaBoj AB mocToju KOHAYaH HU3
rauaka A;, Ay, ..., A, TakBux na je B(A, Ay, ..., A,), npu uemy je cBaka ox my:xu AA;, A1 A, .,
A, 1A, nonynapua ny:xu CD u B(A, B, A,).

A 2. Ako je A1 By, A3Bs, ..., A,B,, ... HU3 3aTBOPEHUX IyKU HEKe NMpaBe, TAKBUX 4 CBAKa O
TUX Oy:KU camp:ku ciaenehy, Tama moctoju Tauka X KOja mpumnamga CBaKOj MY:KU TOTa HU3A.

['eomeTpujy 3acHOBaHYy Ha NIpPBe UYETWPU TIPYyIe aKCUOMA, MaKJIe, HA acCKMOMaMa IMIPU-
najgama, pacuopena, ooy JapHOCTY U HEMPEKUAHOCTU, HA3UBAMO ANCOAYMHOM 2€0MEMPUIOM.
[IpocTop KOju 3am0BObLABA TE€ AKCUOME HA3UBAMO GNCOAYMHUM NPOCMOPOM, & CBAKY HETOBY
paBaH ancoaAymHoOM pPasHuU.

Ilocnemume Apxumenose akcuome. Hapemumo majupe ase mociaenuie A pxumen-Eymok-
COBe aKCHUOMEe OJ KOjUX je IMpBa TOJUKO jeqHOCTaBHA ma je Hehemo HU MOKa3UBATH.

Teopema 4.1. Axo je dyxmc a mamwa 00 dyxcu b, mada nocmoju npupodar 6poj n makxas 0a je
(n—1)a < b < na.
O

Teopema 4.2. Axo je dyxc a mamwa 00 dyxncu b, onda 3a ceary dyxc ¢ nocmoje npupoodxu bpojesu
m un makeu da je

m
a< —c<hb.
2n

IToxa3. Kako je a < b, Ha oCHOBY ApxuMmenoBe aKCMOME MMOCTOjU MIPUPOJAH OPOj N Takas Ia
je
n 3 1
c<2"(b—a), Tj. n€ < b—a.
Axo je 2%0 > a, OHJA je

1
a<%c<b—a<b

na je reopeMa nokaszana (m = 1).
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4.2 AkcuoMe HEIpPEKUIHOCTU

Axo je 2%0 < a, OHZa, Ha OCHOBY IPETXOJHE TeopeMe, MOCTOju OPOj m TakaB ma je
1 L <
(m — )ﬁc_a<m2—nc.

Tana je
<m B 1 +m—l
a 2nc—2nc o

[

KanaTropoB Hu3. Ilpe Hero mro mMOKaKeMO jOII HEKOJUKO BaKHUX MMOCJIEIUIA AKCUOMA
HEIPEKUAHOCTU yBeauMo mojam KauToposor muza. Hus mysxu Ay B1,A3Bs,. .., A,B,,... kKoju
3a10BOJbaBa akcuoMy (2), Takas ma He MOCTOjU Iy:K KOja je caap:KaHa y CBUM IAY:KAMA TOTa
mu3a 3sahemo Kawmoposum nuzom. Cnemehy teopemy 3ahemo Kawmopogom meopemom.

Teopema 4.3 (Kanroposa Teopema). [locmoju jeduncmeena mavwka xoja npunada Kanmoposom
HU3Y.

Iloxka3. Ako 6u mopen Tauke X umje mOCTOjame je MPETIOCTaBHLEHO KaHTOPOBOM aKCMOMOM,
ocTojaJjla U HeKa Apyra Tadvka Y Koja Mpuiaga CBaKOj OA MY:KM JATOT HU3a, OHAa OU CBakKa
raura /4 nayxum XY makobe mpumamana cBakoj om mysku Tor Hu3a. Tana Ou gy XY mpu-
magaJjia CBaKOj Ay»kU KaHTOPOBOr HM3a INITO HUje y CKIALY ca HeroBoM nedpumuuimjoM. Crora
je Tauka X jemuHCTBEHA. L]

Teopema 4.4. He nocmoju dyxc xoja 6u busa mamwa 00 ceare 0yxmcu Kanmoposoz Hu3a.

Iloka3. Heka je X jemuua Tauka camgp:kaHa y CBUM Oy:KUMa HEKOr KaHTOpOBOT HU3a AyKU
[ApBi)k=12,. Ha npasoj p. Kako cy 3a cBako k, Ay u By ca pasHux crpaHa tadke X MOKEMO
IPETHOCTABUTHU Oa Cy cBe Tauke Ap ca jemHe, a cBe Tauke By ca apyre crpaHe Ttauke X.
Bynyhu na je nyx ApBj yuuja mysxm A X m X By, a canpxu ayk Axy1Bri1, Taura Agi
npunana ay:xu A X, a tauka By, mysxsu X By.

Axko je r mpomsBOJbHA My:K, HA MpaBOj p mocToju Tauka A ca oHe cTrpane X ca Koje Cy
u cBe Tauke A, u tauka B ca ome crpane X ca Koje cy u cBe Tauke B TakBa ma je X
cpemumre AB Koja je momymapua maroj nysxku x. Rama ma my:xum AX He 6u Omio HU jemHe
oxn tauaka Ay, 6uno 6u 3a cBako k, B(Ay, A, X), na 6u nyxx AX npunanana cBakoj om mLy:Ku
Kanroposor uusza. Jlakie, 3a MOBOJLHO BeJIUKO N cBe Tauke Ay, k > n, cy uamehy A u X. Ha
UCTU HAYWH, 32 JOBOJLHO BEJWKO N cBe Tauke By, k > n, cy uamebhy X m B ma, 3a ITOBOJLHO
Besqmko n, oy AB camnp:xku cBaky on mysku A,B,. Crora je A,B, < AB = . [

Ilakie, 3a mOBOJLHO Besuko n, ny:xku X A, u X B, cy mame on OUIO KOje yHAIIpen 3amaTe
Y KA.

Teopeme amasgorue mocienurnama ApxuMmenoBe akcuoMe m KaHTOpOBe TeopeMme MOry ce
MIOKA3aTU U 3a yIJOBE.

IlenexkunanoBa Teopema. Cuenehe tBpheme kroje ce mazusa Jledekundogom meopemom,
3HaUajHa je Mocjaeauniia aKCUuoMa HEIPEeKUTHOCTU:

Teopema 4.5 (Ilenekunnosa TeopeMa 3a npasy). Axo cy cee mauke neke npase p nooemene v
osa cxyna M u N, maxea da:

(1) ceaxa mauwxa npase p npunada camo jednom 00 ckynosa M u N,

(2) ckynosu M u N cy nenpashu,
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4.2 AkcuoMe HEIpPEKUIHOCTU

(3) uamehy buno xojuxr deejy mavara jedH0Z 00 MUT CKYNOBA HEMA MAYAKA Koje npunadajy 0py-
20M,

mada nocmoju jedurcmeena mavwka X Ha npasoj p maxea 0a cy cee ocmane mavke cxyna M ca
jedne cmpane me mauke, a ocmane mayuke cxkyna N ca opyze.

Ioka3z. Kako cy ckynosu M u N menpasuu, noctoje tauke M; u N; Koje, penoM, Ipunanajy
TuM nBama ckymoBuMa. Heka je S; cpemumre nysxm M;N;. Tauka S; npunama mpasoj p,
Ha OCHOBY yciyosa (1), mpunama Tauno jemaom ox ckymosa M m N. Axo Taura S; mpu-
naga ckymy M, obenexuhemo je ca My, a tauky N; ca N,, a ako S; mpumana ckymy N,
obenesxkuhemo je ca Ny, a M; ca M,. Heka je Sy cpemumre my:xxu MyNy. Ilomasmajyhm
3amoveru nmocTymnak oapenunhemo tauke Mz u N3, utn. Ha taj Haume kouctpyucahemo HU3
[M;Ng|g=12,. 32TBOpPEHUX Iy:KM OX KOJUX CBaka Ly canpsku cienehy y Tom mHusy. Taxas
HU3 3BaleMO HU30M N0A0BUHA 0YXHCU.

ITokaskMoO na He MOCTOjU Oy:K KOja je caap:KaHa y CBUM AY;KUMa KOHCTPYUCAHOT HU3A
mosoBuHa. AKO Ou, HAIPOTWB, MOCTOjajia TaKBa Oy:K T, OHma OW 3a CBako k Owimo x <
MNy, a Kako je, TIpemMa KOHCTPYKMMju Tora mHuza, MpN, = (1/28-1)MN,, 6uno 6u = <
(1/25YM Ny, 1j. 28tz < M;N;, 3a cBako k, mTO mpoTMBpeun ApPXUMEIOBOj] AKCUOMMU.
Haxmne, a3 [MyNi]i—12. . je Kanropos, na nmocroju jeauucTBeHa Tauka X KOja IPUNALa CBAKO]
AYsKA HUA3a TOJIOBUHA Iy KU.

N3 koHCTpYKIMj€e HU3a [IOJOBUHA AY:KU CJIEAU Na Cy cBe Tauke Huza (My)g—12 . ca jemse
crpase tauke X, a cBe tauke Hu3a (Ni)k—12.., ca gpyre. JlokaKmMO ma Cy M CBe OCTAaJe
Tauke ckyma M ca jemHe cTpaHe Tauke X, a cBe ocTaJjie Tauke ckyma N, ca npyre. Tauka
X mpumaga camo jemmom on ckymoBa M u N, permmmo ckymy N. Axo je N mpoussosbHa
tauka ckyna N pasanumTa on X, Tama je OHa ca OHe cTpaHe X ca KOje Cy U Tadke HU3a
(Ng)k=12.. . 3amcra, ako 6u 6uno B(N, X, Ny), rauka N 6u Ouiua ca oHe crpane X ca Koje
cy u tauke Hu3a (My)g—12 , Ia 6u, 3a JOBOJBHO Benuko k, tauka Mj Ouma mameby N u X.
Iakne, noctojasna 6u Tauka ckymna M usmeby msejy tauaka ckyma N .

Ako je mak, M npousBossHa Tauka ckyma M, tama me moske outu B(My, X, M) jep 6m
noctojana Tauka ckyma N usmeby mBejy Tauaka ckyma M. Ilakjie, HOCTOjU jeUHCTBEHA
Tayka X TakBa Oa Cy CBe ocTajie Tadyke ckyma M ca jemHe crpane taure X, a CBe OCTaJe
tauke ckyma N, ca apyre. ]

3a tauky X hemo pehu na paszdseaja ckynose M u N.

Cnuuno ce mokasyje ma Baxku u Jedexundosa meopema 3a noaynpasgy, un edexundosa
meopema 3a dyxc. llltaBumme, ako ce mpeTmocTaBu ma y3 aKCUOMe NMPBE TPU TPyle BaxKud U
IlenekmumOBa TeopeMa 3a Iy:KU, Tama Baske u ApxmmemoBa u KanTtoposa akcuoma.

Teopema 4.6. Axo y3 axcuome npse mpu 2pyne saxncu u edexurndosa meopema 3a 0yxcu, mada
eance u Aprumedosa u Kawmoposa axcuoma.

ITokas. Axko npernocraBuMo ma mnocroje ny:xu AB u CD u uu3 Ttayaka Aq,As,..., A,,... Ha
nosnyupasoj AB taksux ma je B(Aj, Ag, ..., An,...), a cBe myssu AAy, A1As,. .. A, 1A, .. cy
nonynapue ny:xu C'D u canpskane cy y ny:xu [AB], tamga ckyn tavaka my:xu [AB] moskeMo
nomeauTy y nBa moiackyna M um N TakBa ma cy y ckymy M cBe Tauke Koje HpUAANajy
mysuma [AA), [A1Ag), ... [A1A,), ..., ay ckymy N cBe ocrane tauke nyxu [AB]. Kaxko
ckynosu M u N 3amoBosbaBajy ckymnoBe JlemekmHmOBe TeopeMme 3a Iy:ku, moctojahe Tauka
X koja pasmsaja ckymoBe M um N. Axo je Y Tauka npase AB ca ome crpane Tauke X
ca koje je A, takBa ma je XY = CD, tanma je taura Y y ckymy M, ma npunana HEKOj
mysgu [AA1), [A1A4r), ... [An14,),. .., Ha npumep nysxum A; 1 A;, mTo je memoryhe jep rana
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4.3 Ilocnaemune akcmoMa HENPEKUIHOCTU

tauke A; u A;y, npunamajy orBopenoj mysxku XY, a XY = CD = A;A;,. Tume je morkaszana
Apxumenosa akcuoma. Jlokaskumo u KanToposy.

Y toMm mmipy upernocraBuMo na je [AyBi],[AsBs), ..., [AnBy], ..., HU3 3aTBOPEHUX Iy:KU
HEKe TpaBe TAKBUX 4 CBaKa O TUX Iy:ku canpsxku ciaenehy. Bymyhu ma moskemo mper-
nocrasutu na je B(Ay, As, ..., An, ..., By, ..., Ba, By), ckyn Tauaka nysku [A; By| MoskeMo moenntu
y mBa moackyma M m N TakBa ma cy y ckymy M cBe Tauke Koje HpuUHanajy Iy:KAMa
[A1As), ... [An_1A,), ..., ay ckymy N cBe ocrase Tauke myxu [A;B;]. Kako ckymosu M
u N 3anoBomasajy ycaose Ilenekmrmose Teopeme 3a mysku, noctojahe tauka X Koja pasm-
Baja ckynose M u N. Kako je, 3a cBako i, X usmebhy Tauvara A; u B;, Tauka X mpumama
cBakoj nyxu Huza |[A1Bi], [AsBo], ..., [AnB,], ... Tume je morazano ma cy u ApxumenoBa u
Kantoposa akcuoma nocuenuie /lenekunnose Teopeme. [

Axcnome (1) u (2) mory ce yBectu u 3a yriose. Moske ce nokaszaru nu Kanroposa Teopema
3a yrioBe, aHaJoraa teopemu (4.3).

4.3 Ilocaemume akcmoMa HEOPEKU THOCTU

Muore TEeopeMe KOje Cy Hau3rJIed OYUIJIEeOHE HE MOy C€ OO0Ka3aTu oes IIpUMEHEe aKCHUOMa
HEIIPEeKU IHOCTHU. HaBeI[I/IMO HEKOJIMKO IIpMEpa TaKBUX TEOpeEMa.

Teopema 4.7. Axo je dam xpyze k(O,r) v mauka P ynymap xpyea k mada npoussonmna npasa l
y pasHu kpyza k xoja cadpacu mauky P uma ca kpyzom k dse sajednuure mavke.

Iloxka3. Mory HacTynutu nBa ciydaja:
(i) mpasa [ cangp:xu cpenumre O kpyra k,
(ii) mpasa [ me canp:ku cpemumre O Kpyra k.

[IpBu cayuaj. Hera taura O npunana npasoj [. Tanma mocroje tauke X u Y Ha mpasoj [
ca pasuux crpana tauke O takse na je OX = r u OY = r, na npasa [ uma ca kpyrom k(O,r)
IBe 3ajeqHUYKe Tauyke X u Y.

Hpyru cayuaj. Hera canma tauka O me npunana npasoj | (ciauka (3)). Osmaummo ca Ay
noaHoxkje HopMasie u3 tauke O Ha mpaBoj [. Tama he 6utu OAy < OP. Kako je taurka P
yuyTap kpyra k 6uhe OP <1, te je mu OAy < r. Onpenumo Ha npaBoj [ ca 6mio KOje cTpaHe
tauke Ag Taury By takBy na je AgBy = r. Y mpasoyraom tpoyray OAgBy xunorenys3a OBy je
Beha ox karere AygBy ma je OBy > r, Tj. Tauka By je Ban kpyra k. Heka je Cy cpenummre ny:xu

AoBy. Y Tom cayuajy 3a tauky Cy mory Hactynutu Tpu moryhuoctu: OCy = r, OCy < r u
OCO >T.

Cuauxka 3: Ilpecenu nmpase u Kpyra
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Axo je OCy = r tBpheme caemu Hemocpenuo. Aro je taura Cy yHyTap Kpyra k 03HAUUMO
ca A; raury Cy a ca By tauky By. Aro je taurka Cy uzBan kpyra k ozmaummo A; tauky Ay,
a ca By Ttaury Cy. Y oba cayuaja je OA; <r u OBy > r, nysx A1 B je jenHaka moJI0BUHU
nysxu AgBy n canpskana je y ®0j. Osmaummo ca (4 cpemumre mysxm A;B;. 3a tauky ()
nmamo caenehe moryhuoctu: OC, = r, OCy < r mwmu OCy > r. Axko je OC) = r obenexumo
ca A, Tauky A; a ca B, tauky (4, a ako je OC; < r onma o3aumMmo ca Ay taury C] a ca Bs
tauky Bi. Y oba cayuaja je OAy <1, OBy > 1, ny:x Ay By jemnaka je mosoBunu aysku A By
1 camgp:kaHa je Y HOj.

Hacrasmajyhu taj moctynak mocise n Kopaka mobujamMo na je

1
OAn <r, OB, > r, Aan = 2—nAoBo, [Aan] - [An—an—l]-

[Ipema ToMme, mobuiam CMO HU3 3aTBOPeHUX Hyku [A,B,] 3a Koju je mcunymeHa akcroma
(2) u He moCTOjU my:k CAanp:KaHA Y CBUM IY:KUMa TOT HU3A.

3aucTa, jep ako Ou mocrojaja TakBa Oy d Koja Ou mpumamajga CBUM AY:KAMA TOT HU3A
Iys&u, Tama 6poj n MokeMo uzabparu Tako na aysk |[A,B,| 6yne mama on 6uio Koje yHanpen
3amare Iy:Ku, ma u on ay:ku d, ma ou Beha my:x d buna cagp:kana y Mawmoj mysku A, B,, mTo
je memoryhe.

Hakne, uu3 (A,B,) je Kautopos Hu3, na ma ocHoBy teopeme (4.3) mocroju jeanHCTBEHA
rayrka X KOja NpUIana CBUM IOy:KMMa TOr Hu3a ayxku. Jlorkaskumo ma tauka X npumnana
kpyry k, Tj. ma je jemHa on mpeceuyHux Tadvaka npase [ u kpyra k. JloBosbHO je ma moraskeMo
na je OX = r. 3a ny:xu OX u r Basku TayHo jemHa oxn ciaemehe tpu moryhuoctu: OX < r,
OX>rumuOX =r.

Heka je OX < r. Tama mocroju mera may:k € takBa na je OX =r —e. V3 rpoyrna OXB,
nvamo OB, < OX + XB,. Taurka X npunana nyxu [A,B,|, na je XB, < A,B,. Moxkemo
n3abpaTy NOBOJLHO Beluku Opoj n rtakas ma mysx |A,B,| 6yme mama ox 6uio Koje yHampen
3amare ny:xu €. Tana je X B, <enaje OB, <r—e+e=r. Hakae, nobunu cmo na tauka B,
IpUaga yHyTPAIIEKOCTA KPpyra IMTO MpeacTaB/ba KOHTpaauknujy. [Ipema Trome mauje OX < r.

Amnasoruno ce mokasyje ma muje OX > r.

Suaun, mopa outu OX = r, 1j. Ttaurka X npumnana Kpyry k.

3a tauky Y mpase [ cumerpuuny tauyku X y OOHOCY Ha Taudky Ay HemocpemHo ce mobuja
na npunana kpyry k. Ilakme, mpaBa [ u kpyr k umajy nBe 3ajennuure tauke X u Y. Huje
TEMIKO 3aKJ/bYUUTU Ja OCUM OBUX MABEjy Tadaka Kpyr k u mpasa [ HeMa]y APYTUX 3ajeTHUIKUX
TavaKa. (]

Teopema 4.8. Axo 0dsa xpyea k u k' npunadajy jednoj pasnu u axo jedan 00 ma 0ea Kpyea,
wnp. k' cadpacu mexy mauwky A xoja ce wasazu ynymap kpyea k u wexy mawky B ean kpyea k,
mada kpyeosu k u k' umajy dse szajednuvre mauxe.

Joxka3. Heka cy O u O’ (cauka (4)) cpemumra a r 1 1’ HONyIpedHUnr peloM Kpyrosa k u
k'. Osmaummo ca s memujarpucy jemuor on yriosa £AO'B. Tloxynpasa s mma ca Kpyrom
k' jemny 3ajemruuky Tauky, osnauumo je ca C. Ilpm tome je uau OC = r umm OC < r uian
OC > r. Axko je OC = r rana je tauka C' jenna 3ajenHuuka Tadka Kpyrosa k u k'. Axo je
OC < r obenexkumo ca A; rauky C' a ca By tauky B. Axro je mak OC > r obenexumo ca A,
tauky A a ca B; tauky C. Y ob6a cayuaja je OA; <r, OBy >r u £LA;0'B; = %A{AO’B
Koucrpyumumo menujarpucy yraa A;0'B; u o3uaunmo je ca C] 3aje IHUYKY TAUKy MeIu-
jarpuce s; u kpyra k'. 3a raury (] mocroje tpu moryhmoctu: OC; = r, OCy < r uan

[

OC; > r. Axo je OC; = r tana je tauka (] 3ajemauura tauka kpyrosa k u k. Axo je
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4.3 Ilocnaemune akcmoMa HENPEKUIHOCTU

Cnura 4: Ilpecenu mBa Kpyra

OC, < r ozmauumo ca Ay taury C; a ca B, Tauky B, a ako je mak OCy; > r oHma 03-
HauuMo ca A, tauky A; a ca B, tauky (). Tanma je y oba cayuaja OAy < r, OBy > r u
£A0'By = Q%L{AO’B.
Hacrasmajyhu Taj mocrynak mobujamo tauke A, u B, TtaksBe ma je OA, <r, OB, >r u
1

LA O'B, = 5;£AO'B. Ha Taj maumn je 0OMjeH HEOTPDAHWMYCH HU3 3aTBOPEHUX YTIOBA

[£{AO'B),[{A1O'By),. .., [£AO'B,), ...

KOJU 3a/10BOJbABA AHAJIOTHY AKCUOMY akCMOMU (2) 3a yrioBe M He IOCTOJU yrao Caap:KaH y
CBUM yTJIOBUMa TOTa HU3A.

Tana, npema KanTopoBOj TeopeMmu 3a yriaoBe CIeAN Aa MOCTOjU je AMHCTBEHA MOJIyIpaBa
s’ canpkana y cBuM yriaoBuMma Tor Hu3a. O3maummo ca X Tauky Te MOJylnpaBe TakBy Ha je
O'X 2 r', omHOCHO TO jecT Tauky y K0joj moaymnpasa s ceude kpyr k'. Ilokasxumo na tauka X
npunazna 1 Kpyry k. Y Tom caydajy 3a tauky X Mory Hactynutu Tpu moryhuoctm: OX < r,
OX >r umu OX =r.

Heka je OX < r. Y Tom cayuajy nmocroju Heka ny:x € takBa na je OX =r—e. Y Ttpoyriay
OXB, je OB, < OX + XB,. Bbpoj n moxkemo m3abparu tako na terusa A,B, Oyme mama
ox Ouio koje yHampen 3amare Oy:ku £. Kako je tauka X yHyTpamma Tadka nysku [A,B,]
to je XB, < A,B, na je XB, <e¢. Ilpema Tome umamo na je OB, <r—c+¢e=r, na je B,
VHYTPAIlllkha TauKka Kpyra k mTo je y KOHTPAIUKIUjU ca KOHCTPYKIUjoM HU3a Tavaka By, By,
By, ... llakne auje OX < r.

Ha mornyso uctu Hauun u npernocraBka OX > r moBoau OO KOHTPAIUKI]E.

[Ipema Tome mopa 6utu OX = r, 1j. tauka X mpunazna Kpyry k.

Pasmarpamem apyror yriaa AO'B aHAJOTHAM IMOCTYIKOM I00MjaMO APYTY MPECEYHY TauKy
Y kpyrosa k u k'. [

Iloka3u OBUX TeopeMa He MOTY ce€ u3BecTu 0e3 ynmorpebe akcuoMa HENPEeKUTHOCTH.
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