
Univerzitet u Beogradu

Matematiqki fakultet

Master rad

Ekvivalentni oblici aksiome

neprekidnosti skupa realnih
brojeva

Student:
Marko Stankovi�

Mentor:
Prof. dr Zoran Kadelburg

Beograd, 2012.





Sadrжaj

1 Uvod 1

2 Realni brojevi 3
2.1 Ure�eno poƩe . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 3
2.2 Aksiome realnih brojeva . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 6
2.3 Posledice algebarskih aksioma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 7

3 Ekvivalenti i posledice aksiome neprekidnosti 8
3.1 Supremum, infimum . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 8
3.2 Arhimedova aksioma . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10
3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima . . . . . . . . . . . . . . . . . 13
3.4 Dedekindov presek . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17
3.5 Borel-Lebegova i Bolcano-Vajerxtrasova teorema . . . . . . . . . . . . 19
3.6 Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21
3.7 Vajerxtrasova teorema . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.8 Koxijevi nizovi . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 23
3.9 ZakƩuqak . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 29

4 Geometrijska neprekidnost 31
4.1 Istorijski razvoj . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 31
4.2 Aksiome neprekidnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
4.3 Posledice aksioma neprekidnosti . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 35

Indeks 38

Literatura 40





1 Uvod

,,Nedostojan je qovekova imena ko ne zna da dijagonala kvadrata nije samerƩiva
s Ƭegovom stranicom.”

Platon1

Jox od pamtiveka Ʃudi su sretali razne probleme odre�ivaƬa duжina, povrxina i
zapremina, to jest uopxte mereƬa veliqina. Po pravilu, izvesna veliqina je birana za
mernu jedinicu i mereƬe se tada sastojalo u odre�ivaƬu koliko puta se tako odabrana
jedinica sadrжi u veliqini koju merimo. Takav pristup problemu mereƬa, a pitaƬe
je da li je mogu� ikakav drukqiji, neophodno je postupno dovodio do sve boƩe i boƩe
predstave realnih (stvarnih) brojeva2, tj. do nastanka savremene teorije tih brojeva.

Ako, na primer, neka duж sadrжi pet puta neku drugu duж, odnos izme�u prve i
druge duжi izraжen je celim brojem 5. Ako tu drugu duж smatramo jedinicom, 5 je
duжina prve duжi izmerene drugom duжi kao jedinicom. Lako nailazimo i na duжi
qiji je odnos izraжen razlomƩenim brojem, na primer 3

2
. U tom sluqaju se duжine

ovih duжi odnose kao 3 : 2. No, isto tako lako dolazimo i do dveju duжi qiji odnos
nije izraжen ni celim ni razlomƩenim brojem. Takve duжi su, na primer, strana i
dijagonala nekog kvadrata. Danas nam je i takav odnos jasan - dijagonala se odnosi
prema strani kao

√
2 : 1. Taj odnos je, dakle, iracionalan.

U dokazu koristimo ideju reductio ad absurdum (svo�eƬa na protivreqnost). Pret-
postavimo, protivno onome xto treba da dokaжemo, da je

√
2 racionalan. Tada bi

postojala dva cela broja m i n takva da je

√
2 =

m

n
.

Pretpostavimo jox da je ovaj razlomak napisan u svom najprostijem obliku, tj. da se
m i n ne mogu daƩe skra�ivati. Neposredno dobijamo

m2 = 2n2

pa, dakle, broj m2 mora biti paran. Odatle zakƩuqujemo da je i m paran, budu�i da
je kvadrat neparnog broja uvek neparan. Znaqi, m je oblika 2k, gde je k neki ceo broj.
Zamenom m sa 2k u m2 = 2n2, nakon skra�ivaƬa sa 2, nastaje jednakost n2 = 2k2, pa je,
dakle, i broj n2 paran. Odatle sledi da je i n paran broj. Na takav naqin stigli
smo do zakƩuqka da su oba broja m i n parna xto je suprotno polaznoj pretpostavci.
Dobijenom protivreqnox�u se zavrxava dokaz.3

Dakle, uoqeni nedostatak strukture racionalnih brojeva Q ima odluquju�u ulogu
u izgradƬi strukture R. Naime, ta struktura, moжe se tako re�i, otklaƬa taj ne-
dostatak i uz to nastaje minimalnom nadgradƬom strukture Q.

Ve� Leжandr4 u Elementima geometrije, qije je prvo izdaƬe xtampano 1794. go-
dine, ,,aritmetizuje” geometrijske veliqine:

1Platon (427-347. p.n.e), starogrqki filozof i besednik, osnivaq Akademije u Atini.
2Naziv realni (stvarni) brojevi potiqe od Dekarta (1637), kao protivteжa ,,imaginarnim” brojevima

koji su se pojavili u raqunaƬu sa kvadratnim korenima negativnih brojeva.
3ZanimƩivo je da je navedeni dokaz u istoriji matematike bio prvi dokaz korix�eƬem ideje reductio

ad absurdum i da potiqe od Pitagorejaca (VI vek pre naxe ere).
4Adrien-Marie Legendre (1752-1833), francuski matematiqar.
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Ako su A, B, C, D qetiri duжi, moжe se zamisliti da neka od Ƭih ili peta,
ako neko жeli, sluжi kao zajedniqka mera i stoga moжe biti uzeta za je-
diniqnu. Tada svaka od duжi A, B, C, D predstavƩa odre�eni broj jedinica,
ceo ili razlomƩen, samerƩiv ili nesamerƩiv, i tada razmera duжi A, B, C,
D postaje razmera brojeva.

Pretpostavimo da жelimo da datu duж AB izmerimo pomo�u duжi AE, uzete za
jediniqnu duж.

A E B

Slika 1: MereƬe duжi

Uobiqajenim postupkom prenoxeƬa jediniqne duжi, kao i prenoxeƬem raznih Ƭenih
delova, recimo, desetih, pa potom stotih itd., moжemo do�i do raznih brojeva koji
predstavƩaju maƬe pribliжne vrednosti traжene duжine AB. Oznaqimo sa S uopxte
skup svih brojeva koji su maƬe pribliжne vrednosti te duжine, tj. koji su maƬi od
Ƭe. Recimo, prema slici (1), broj 5 pripada skupu S. On je maƬa pribliжna vrednost
duжine AB na jedno celo.

Skup S svih tih maƬih pribliжnih vrednosti je, xto je oqigledno, ograniqen sa
gorƬe strane. Recimo, u uoqenom primeru jedno gorƬe ograniqeƬe5 je broj 7. I broj 6
je gorƬe ograniqeƬe, moжemo re�i finije od prethodnog. Preciziramo, da se uopxte
za neki broj g kaжe da je gorƬe ograniqeƬe skupa S ukoliko nijedan qlan tog skupa ne
premaxuje broj g, tj. ma koji qlan x iz S zadovoƩava uslov x 6 g.

Potpuno je jasno da gorƬa ograniqeƬa skupa S tako�e predstavƩaju pribliжne
vrednosti duжine AB, bliжe reqeno to su ve�e pribliжne vrednosti. Da li je moжda
neko od gorƬih ograniqeƬa jednako upravo duжini AB? Odgovor je potpuno oqigledan:
to je upravo najmaƬe gorƬe ograniqeƬe. Me�utim, na osnovu qega je jasno da takvo
najmaƬe gorƬe ograniqeƬe, kaжe se i gorƬa me�a ili supremum skupa S, uopxte postoji?
To pitaƬe odvajamo posebno i iskazujemo ovako:

Da li svaki skup S brojeva koji je ograniqen odozgo ima najmaƬe gorƬe ograniqeƬe,
tj. supS?

Pri gra�eƬu realnih brojeva trudimo se da odgovor na to pitaƬe, a ono je kako
smo videli u uskoj vezi sa pitaƬem mereƬa duжi, bude potvrdan. Upravo s tim u vezi
kao jedna od aksioma strukture R moжe se uzeti slede�a tzv. aksioma supremuma:

Svaki neprazan odozgo ograniqen skup ima supremum.
Prirodno se name�e pitaƬe da li se ova aksioma moжe zameniti nekom drugom

aksiomom. Ovaj rad �e dati odgovor na postavƩeno pitaƬe.

5Pored naziva gorƬe ograniqeƬe, koristi se i naziv majoranta. Sliqno, minoranta i doƬe
ograniqeƬe (nekog skupa S) jesu sinonimi.
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2 Realni brojevi

,,Cele brojeve stvorio je gospod Bog, sve ostalo je delo Ʃudskih ruku.”

L. Kroneker6

2.1 Ure�eno poƩe

Definicija 2.1. Ure�eni skup je struktura 〈P,6〉 u kojoj je 6 binarna relacija u skupu
P , takva da za sve x, y, z ∈ P vaжi:

(1) Ako je x 6 y i y 6 z, onda je x 6 z;

(2) Ako je x 6 y i y 6 x, onda je x = y;

(3) x 6 y ili y 6 x.

Ako je u ure�enom skupu x 6 y i x 6= y, onda se pixe x < y.

Primer 2.1. Ako je N = {1, 2, 3, . . .} skup prirodnih brojeva, + standardna operacija
sabiraƬa prirodnih brojeva i 6 relacija definisana sa x ≤ y ⇔ (∃z ∈ N) x + z = y,
onda je 〈N,6〉 ure�eni skup.

Definicija 2.2. Ure�ena grupa je struktura P = 〈P,+,6, 0〉 za koju su ispuƬeni slede�i
uslovi:

(1) 〈P,+, 0〉 je Abelova7 grupa;

(2) 〈P,6〉 je ure�en skup;

(3) Za svaka tri elementa x, y, z iz P , iz x 6 y sledi x+ z 6 y + z.

Primer 2.2. Ako je Z skup celih brojeva, + operacija sabiraƬa na Z i 6 standardni
poredak na Z, onda je struktura 〈Z,+,6, 0〉 ure�ena grupa.

Slede�a definicija je centralna u ovom paragrafu.

Definicija 2.3. Ure�eno poƩe je struktura 〈P,+, ·,6, 0, 1〉 takva da su za sve x, y, z ∈ P
ispuƬeni uslovi:

(1) 〈P,+, ·, 0, 1〉 je poƩe;

(2) 〈P,6〉 je ure�en skup;

(3) Ako je x 6 y, onda je x+ z 6 y + z;

(4) Ako je 0 6 x i 0 6 y, onda je 0 6 x · y.

U definiciji ure�enog poƩa 〈P,+, ·,6, 0, 1〉 sa + i · oznaqene su binarne operacije,
6 je binarna relacija na P dok su 0 i 1 elementi (konstante) skupa P . DetaƩnim
ispisivaƬem uslova (1) i (2), prethodna definicija ure�enog poƩa dobija slede�i
oblik:

6Leopold Kronecker (1823-1891), nemaqki matematiqar.
7Niels Henrik Abel (1802-1829), norvexki matematiqar.
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2.1 Ure�eno poƩe

Definicija 2.4. Za strukturu P = 〈P,+, ·,6, 0, 1〉 u kojoj je P skup, + i · binarne
operacije u P , 6 binarna relacija u P , a 0 i 1 elementi skupa P , kaжe se da je ure�eno
poƩe, ako su za sve x, y, z ∈ P ispuƬeni slede�i uslovi:

(1) (x+ y) + z = x+ (y + z);

(2) x+ 0 = 0 + x = x;

(3) Postoji u ∈ P , takvo da je x+ u = 0;

(4) x+ y = y + x;

(5) (x · y) · z = x · (y · z);

(6) x · 1 = 1 · x = x;

(7) Ako je x 6= 0, onda postoji u ∈ P , takvo da je x · u = 1;

(8) x · y = y · x;

(9) (x+ y)z = xz + yz;

(10) x 6 y ili y 6 x;

(11) Ako je x 6 y i y 6 x, onda je x = y;

(12) Ako je x 6 y i y 6 z, onda je x 6 z;

(13) Ako je x 6 y, onda je x+ z 6 y + z;

(14) Ako je 0 6 x i 0 6 y, onda je 0 6 x · y.

Za uslove (1)-(14) kaжemo da su aksiome ure�enog poƩa.
U opxtem sluqaju, strukturu qini qetvorka 〈P, F,R, C〉, gde je P 6= ∅ domen struk-

ture, F skup operacija, R skup relacija i C skup konstanti skupa P .
Ako struktura 〈P,+, 0〉 zadovoƩava uslove (1)-(3) iz definicije (2.4), onda se za tu

strukturu kaжe da je grupa. Ukoliko je za tu grupu ispuƬen i uslov (4), onda se kaжe
da je to komutativna ili Abelova grupa. Ako struktura 〈P,+, ·, 0〉 koja zadovoƩava
uslove (1)-(5), uslov (9) i ako je z(x + y) = zx + zy za sve x, y, z ∈ P , onda se za tu
strukturu kaжe da je prsten. Komutativni prsten je prsten koji zadovoƩava uslov
(8), dok se za strukturu 〈P,+, ·, 0, 1〉 koja zadovoƩava uslove (1)-(6), (9)-(10) i uslov
z(x+ y) = zx+ zy kaжe da je prsten sa jedinicom. Prsten sa jedinicom koji zadovoƩava
uslov (7) naziva se telom, dok se telo koje zadovoƩava uslov (8) naziva poƩem.

Primer 2.3. PoƩe Q racionalnih brojeva sa standardnom relacijom poretka je ure-
�eno poƩe.

Postoje poƩa koja nisu ure�ena. Preciznije, u nekim poƩima nije mogu�e defini-
sati binarnu relaciju 6, takvu da budu zadovoƩeni uslovi (10)-(14) iz definicije
ure�enog poƩa.
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2.1 Ure�eno poƩe

Primer 2.4.

a) Svako ure�eno poƩe sa bar dva elementa je beskonaqno.

Zaista, ako je P ure�eno poƩe, onda iz 0, 1 ∈ P , aksiome (13) i relacije 0 < 1
sledi da je

n∑

i=1

1 <
n+1∑

i=1

1

za svaki prirodan broj n. Odavde sledi da je skup P beskonaqan.

b) Postoje poƩa koja nisu beskonaqna. Npr. ako je p prost broj, P = {0, 1, . . . , p− 1},
a + i · operacije sabiraƬa i mnoжeƬa po modulu p, onda je P = 〈P,+, ·, 0, 1〉 poƩe.
U Ƭemu nije mogu�e definisati ure�eƬe saglasno sa operacijama sabiraƬa i
mnoжeƬa.

Neka je P = 〈P,+, ·, 0, 1〉 ure�eno poƩe i K ⊆ P , pri qemu je:

(1) x+ y ∈ K, x · y ∈ K za sve x, y ∈ K;

(2) K ∩ (−K) = ∅;

(3) P = K ∪ (−K) ∪ {0}.
Za skup K koji zadovoƩava uslove (1), (2) i (3) kaжe se da je pozitivni konus u ure-
�enom poƩu P. Vaжi slede�e tvr�eƬe:

Poredak u poƩu moжe se zadati ako i samo ako se u Ƭemu moжe definisati pozitivni
konus.

Ako taj konus oznaqimo sa K, onda su K, {0} i −K u parovima disjunktni skupovi
qija je unija skup P .

Postoje beskonaqna poƩa na kojima nije mogu�e definisati poredak saglasan sa
operacijama. Slede�i primer to potvr�uje.

Primer 2.5. Neka je P = 〈P,+, ·, 0, 1〉 poƩe i neka su na skupu P 2 ure�enih parova skupa
P , operacije definisane na slede�i naqin:

(x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1 + y2),

(x1, y1) · (x2, y2) = (x1x2 − y1y2, x1y2 + x2y1).

Lako se proverava da je 〈P 2,+, ·,6, 0, 1〉 poƩe sa nula elementom (0, 0) i jediniqnim
elementom (1, 0).

Dokaжimo da na P 2 nije mogu�e definisati relaciju 6, takvu da je struktura
〈P 2,+, ·,6, 0, 1〉 ure�eno poƩe.

Pretpostavimo suprotno, da je 6 relacija na P 2, takva da za poƩe P2 vaжe aksiome
(10)− (14). Neka je K = {x ∈ P 2 : 0 < x}. Tada za a = (0, 1) vaжi: ili a ∈ K ili a ∈ −K,
tj. −a = (0,−1) ∈ K. Odavde sledi da a2 + a4 = (0, 0) = 0 ∈ K, xto je nemogu�e, jer je i
a2 > 0 i a4 > 0. Na sliqan naqin negira se i mogu�nost −a ∈ K.

Odavde specijalno sledi da poƩe C kompleksnih brojeva nije ure�eno, tj. na skupu
C kompleksnih brojeva nije mogu�e definisati poredak, takav da C bude ure�eno poƩe.

U primeru (2.4) dokazali smo da je svako ure�eno poƩe beskonaqno. ZanimƩivo
je da svako netrivijalno ure�eno poƩe sadrжi potpoƩe koje je izomorfno sa poƩem
racionalnih brojeva.
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2.2 Aksiome realnih brojeva

2.2 Aksiome realnih brojeva

Postoji vixe naqina za uvo�eƬe realnih brojeva. Mogu se podeliti na konstruktivne -
kod kojih se, polaze�i od ve� uvedenog skupa racionalnih brojeva, efektivno konstru-
ixu realni brojevi - i aksiomatske. U vezi sa aksiomatskim konstrukcijama realnih
brojeva, najpre, istaknimo da uopxte ne znamo da li one imaju ikakav model, to jest da
li su neprotivureqne. Odgovor je potvrdan, qak su takve realizacije realnih brojeva
izomorfne.

Definicija 2.5. PoƩe realnih brojeva je skup R u kome su definisane dve binarne
operacije, sabiraƬe (oznaka +) i mnoжeƬe (oznaka ·), i jedna binarna relacija, maƬe
ili jednako (oznaka 6), tako da su ispuƬena slede�a svojstva:

(1) svojstva sabiraƬa:

(1.1) (∀x, y ∈ R) x+ y = y + x (komutativnost sabiraƬa),

(1.2) (∀x, y, z ∈ R) (x+ y) + z = x+ (y + z) (asocijativnost sabiraƬa),

(1.3) postoji element 0 ∈ R, takav da je x + 0 = 0 + x = x za sve x ∈ R (egzistencija
nule),

(1.4) za svaki element x ∈ R postoji element −x ∈ R, tako da je x + (−x) = 0 (egzis-
tencija inverznog elementa za sabiraƬe);

(2) svojstva mnoжeƬa:

(2.1) (∀x, y ∈ R) x · y = y · x (komutativnost mnoжeƬa),

(2.2) (∀x, y, z ∈ R) (x · y) · z = x · (y · z) (asocijativnost mnoжeƬa),

(2.3) postoji element 1 ∈ R\{0}, tako da je x · 1 = x za sve x ∈ R (egzistencija
jedinice),

(2.4) za svaki x ∈ R\{0} postoji element x−1 ∈ R, tako da je x · x−1 = 1 (egzistencija
inverznog elementa za mnoжeƬe),

(2.5) (∀x, y, z ∈ R) x · (y+ z) = x · y+x · z (distributivnost mnoжeƬa prema sabiraƬu);

(3) svojstva relacije 6:

(3.1) (∀x ∈ R) x 6 x (refleksivnost relacije 6),

(3.2) (∀x, y ∈ R) (x 6 y, y 6 x ⇒ x = y) (antisimetriqnost relacije 6),

(3.3) (∀x, y, z ∈ R) (x 6 y, y 6 z ⇒ x 6 z) (tranzitivnost relacije 6),

(3.4) za svaka dva elementa x, y ∈ R vaжi x 6 y ili y 6 x (uporedivost),

(3.5) ako je x 6 y i z proizvoƩan element iz R, vaжi x + z 6 y + z (kompatibilnost
relacije 6 prema sabiraƬu),

(3.6) ako je 0 6 x i 0 6 y, onda je 0 6 x · y (kompatibilnost relacije 6 prema
mnoжeƬu);

(4) Ako su A i B neprazni podskupovi skupa R, takvi da je x 6 y za sve x ∈ A, y ∈ B,
tada postoji element z ∈ R, takav da je x 6 z 6 y za sve x ∈ A, y ∈ B.
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2.3 Posledice algebarskih aksioma

Elementi skupa R zovu se realni brojevi.
Osobine (1.1)-(1.4) govore da u odnosu na sabiraƬe skup R ima osobine Abelove

grupe. Zajedno sa Ƭima, aksiome (2.1)-(2.5) oznaqavaju da je R u odnosu na sabiraƬe
i mnoжeƬe poƩe. Najzad, relacija totalnog ure�eƬa 6, na osnovu (3.5)-(3.6), slaжe
se sa operacijama + i ·, te takvo poƩe zovemo ure�enim poƩem. Zajedno, aksiome
(1.1)-(3.6) zovemo algebarskim aksiomama skupa R.

Aksioma (4) je najvaжnija za uvo�eƬe osnovnih pojmova analize. Nazivamo je ak-
siomom potpunosti ili aksiomom neprekidnosti. Naravno, za razliku od alge-
barskih aksioma, za Ƭu se ne bi moglo re�i da predstavƩa svojstvo skupa R koje je
,,oqigledno” i ,,uobiqajeno” u radu sa realnim brojevima. No, ona je neophodna za
analizu, a ne moжe se izvesti iz algebarskih aksioma; jedino je mogu�e da se ona
zameni nekim Ƭoj ekvivalentnim iskazom.

2.3 Posledice algebarskih aksioma

Iz aksioma realnih brojeva (1.1)-(3.6) mogu se dokazati sva uobiqajena pravila za
raqunaƬe s realnim brojevima. Dokaza�emo neka od tih pravila.

Stav 2.1.
1◦ Neutralni element sabiraƬa 0 jedinstveno je odre�en.
2◦ Za svaki realan broj x suprotni element −x jedinstveno je odre�en.
3◦ Za svaka dva realna broja a, b jednaqina a+ x = b ima jedinstveno rexeƬe.

Dokaz.
1◦ Ako bi 01 i 02 bila dva neutralna elementa sabiraƬa imali bismo

01 = 01 + 02 = 02 + 01 = 02.

2◦ Ako bi x1 i x2 bila dva suprotna elementa elementu x, imali bismo

x1 = x1 + 0 = x1 + (x+ x2) = (x1 + x) + x2 = 0 + x2 = x2.

3◦ Pokaжimo da x = b+ (−a) zadovoƩava jednaqinu a + x = b. Zaista,

a+ (b+ (−a)) = a+ ((−a) + b) = (a+ (−a)) + b = 0 + b = b.

Da i obratno, iz a+ x = b sledi x = b+ (−a), vidimo iz slede�eg niza implikacija

a+ x = b ⇒ (a + x) + (−a) = b+ (−a) ⇒ x = b+ (−a).

Broj x = b + (−a) konstruisan u prethodnom dokazu oznaqava�emo sa b − a. Time je
u skupu R uvedena operacija oduzimaƬa sa uobiqajenim svojstvima.

Stav 2.2.
1◦ Jediniqni element mnoжeƬa 1 jedinstveno je odre�en.
2◦ Za svaki realan broj x 6= 0 inverzni element x−1 jedinstveno je odre�en.
3◦ Za svaka dva realna broja a, b (a 6= 0) jednaqina ax = b ima jedinstveno rexeƬe.

Dokaz je potpuno analogan dokazu prethodnog stava.
Analogno oduzimaƬu uvodi se deƩeƬe realnih brojeva pomo�u b · a−1 = b/a za a 6= 0.
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3 Ekvivalenti i posledice aksiome neprekidnosti

,,Ako prostor uopxte postoji, on ne mora neophodno biti neprekidan, qak
i ako izvesno utvrdimo da je on diskontinualan, nixta nas ne moжe spreqiti
da, ako to жelimo, popunimo praznine i naqinimo ga neprekidnim.”

R. Dedekind8

3.1 Supremum, infimum

Koriste�i postojaƬe algebarskih operacija, za karakterizaciju supremuma u skupu R

moжemo uzeti konjunkciju slede�ih uslova:

x = supA ⇐⇒
{

1◦ (∀a ∈ A) a 6 x,
2◦ (∀ε > 0)(∃a ∈ A) a > x− ε.

Na analogan naqin se karakterixe infimum nekog podskupa skupa R.

x = inf A ⇐⇒
{

1◦ (∀a ∈ A) a > x,
2◦ (∀ε > 0)(∃a ∈ A) a < x+ ε.

Egzistencija supremuma nekog skupa, qak ni onog koji je ograniqen odozgo (tj. ima
majorante), nije unapred obezbe�ena u proizvoƩnom ure�enom skupu. To je povezano sa
qiƬenicom da proizvoƩan podskup ure�enog skupa, pa samim tim ni skup majoranata
datog podskupa, ne mora imati minimum. Me�utim, u ure�enom poƩu R koje zadovoƩava
aksiomu (4) obezbe�ena je egzistencija supremuma odozgo ograniqenog skupa.

Ako skup A u ure�enom poƩu P nije odozgo ograniqen, onda u tom poƩu ne postoji
supA. Slede�i primer dokazuje da postoje ure�ena poƩa i u Ƭima odozgo ograniqeni
skupovi koji nemaju supremum u tom poƩu.

Primer 3.1. Skup A = {x ∈ Q : 0 < x, x2 < 2} je ograniqen, jer je 0 6 x 6 3/2 za svako
x ∈ A, ali u poƩu Q ne postoji supA.

Pretpostavimo suprotno, da je b ∈ Q supremum skupa A u poƩu Q. Tada je, oqigledno,
1 6 b 6 3/2. Razlikova�emo dve mogu�nosti.

a) Ako je b2 < 2, onda postoji racionalan broj h, takav da je

0 < h <
2− b2

2b+ 1
, h < 1.

Tada je
(b+ h)2 = b2 + h2 + 2hb < b2 + h(2b+ 1) < b2 + 2− b2 = 2.

To znaqi da b+ h ∈ A, pa b nije supremum skupa A.

b) Ako je b2 > 2, onda postoji racionalan broj h, takav da je

0 < h <
b2 − 2

2b
, h < 2.

Tada je
(b− h)2 = b2 + h2 − 2bh > b2 − 2bh > 2.

Stoga i b − h ∈ Q je majoranta skupa A, pa b nije supremum tog skupa u poƩu
racionalnih brojeva.

8Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916), nemaqki matematiqar.
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3.1 Supremum, infimum

Lako se konstruixe odozdo ograniqen skup u poƩu racionalnih brojeva Q koji nema
infimum.

Primer 3.2. U skupu Q \ {0} skup Q− = {x ∈ Q | x < 0} ograniqen je odozgo, ali nema
supremuma.

Teorema 3.1 (Teorema o supremumu). Svaki neprazan, odozgo ograniqen podskup skupa R

ima supremum u R.

Dokaz. Oznaqimo sa B = {y ∈ R | (∀x ∈ A) x 6 y} skup svih majoranata nepraznog, odozgo
ograniqenog skupa A. Prema pretpostavci, skupovi A i B su neprazni i vaжi x 6 y za
sve x ∈ A, y ∈ B. Prema aksiomi (4) postoji realan broj z, takav da je x 6 z 6 y za
sve x ∈ A, y ∈ B. Taj broj z je dakle i sam jedna majoranta skupa A i, istovremeno,
najmaƬa od Ƭegovih majoranata, tj. z = supA.

Iz prethodne teoreme zakƩuqujemo da aksioma neprekidnosti implicira teoremu o
supremumu. Me�utim, teorema o supremumu je ekvivalentna aksiomi neprekidnosti.
To �emo formulisati u slede�oj teoremi.

Teorema 3.2. Aksioma neprekidnosti je ekvivalentna teoremi o supremumu.

Dokaz. U prethodnoj teoremi dokazan je jedan smer. Pretpostavimo sad da vaжi tvr-
�eƬe o supremumu i dokaжimo aksiomu neprekidnosti. Zaista, neka skupovi A i B
zadovoƩavaju uslove iz aksiome neprekidnosti tj. skupovi A i B su neprazni pod-
skupovi skupa R, takvi da je x 6 y za sve x ∈ A i sve y ∈ B. Skup A je ograniqen odozgo
bilo kojim elementom skupa B pa na osnovu teoreme o supremumu, postoji najmaƬe
gorƬe ograniqeƬe z = supA. Za svako x ∈ A vaжi x 6 z, a, uz to, z je maƬe ili jednako
od svakog gorƬeg ograniqeƬa tj. vaжi z 6 y za sve y ∈ B, qime se zavrxava dokaz.

Teorema 3.3 (Teorema o infimumu). Svaki neprazan, odozdo ograniqen podskup skupa R

ima infimum u R.

Sada, teoremu o infimumu moжemo dokazati na dva naqina. Prvi dokaz je analogan
dokazu teoreme o supremumu. (Analogno, moжemo dokazati i da je teorema o infimumu
ekvivalentna aksiomi neprekidnosti.) Me�utim, dokaza�emo da teorema o supremumu
implicira teoremu o infimumu i obratno.

Teorema 3.4. Teorema o supremumu je ekvivalentna teoremi o infimumu.

Dokaz. Pretpostavimo da vaжi teorema o supremumu. Potrebno je dokazati da ako je
A ⊆ R, A 6= ∅ odozdo ograniqen podskup od R, onda postoji inf A.

Neka je −A = {−a : a ∈ A} ⊆ R. Jasno je da je −A 6= ∅. Ako je m doƬe ograniqeƬe
skupa A, tj. (∀a ∈ A) a > m, onda je (∀a ∈ A) − a 6 −m, odakle sledi da je −m gorƬe
ograniqeƬe skupa −A. Skup −A je, dakle, ograniqen odozgo pa postoji µ = sup(−A). Za
svako a ∈ A je µ > −a, pa je

(∀a ∈ A) a > −µ. (1)

DaƩe, ako je µ′ ∈ R i ako je (∀a ∈ A) µ′ 6 a, onda je (∀a ∈ A) − µ′ > −a, odakle
sledi da je −µ′ gorƬe ograniqeƬe skupa −A. Kako je µ = sup(−A), mora biti µ 6 −µ′

tj. −µ > µ′, pa smo dokazali

((∀a ∈ A) a > µ′) ⇒ −µ > µ′. (2)

(1) i (2) dokazuju da je −µ = inf A.
Drugi smer se dokazuje analogno, zamenom simbola 6 simbolom > i zamenom uloga

simbola inf i sup, gorƬeg i doƬeg ograniqeƬa, itd. . .
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3.2 Arhimedova aksioma

Primetimo jox da smo u dokazu prethodne teoreme dokazali da vaжi sup(−A) =
− inf A gde je −A = {−a | a ∈ A}.

Definiximo sad maksimum i minimum nekog skupa.

Definicija 3.1. Majoranta (minoranta) skupa A koja pripada tom skupu (oqigledno
je da je ona tada jednoznaqno odre�ena), naziva se maksimumom (minimumom) skupa
A, tj.

x = maxA ⇔ (x ∈ A i (∀a ∈ A) a 6 x);

x = minA ⇔ (x ∈ A i (∀a ∈ A) a > x).

Slede�a teorema je jox jedan od ekvivalenata aksiome neprekidnosti.

Teorema 3.5. Za svaka dva neprazna skupa A ⊆ R i B ⊆ R, qija je unija A ∪ B = R, takva
da je x < y za svako x ∈ A i y ∈ B, ili u skupu A postoji najve�i element ili u skupu B
postoji najmaƬi element.

Dokaz. Na osnovu aksiome neprekidnosti sledi da postoji z ∈ R takav da je x 6 z 6 y
za sve x ∈ A i y ∈ B. Ako pretpostavimo da z ne pripada ni skupu A ni skupu B,
dobijamo kontradikciju sa polaznom pretpostavkom da je A ∪B = R. Dakle, ili z ∈ A,
ili z ∈ B. Ako, z ∈ A i (∀x ∈ A) x 6 z na osnovu definicije (3.1) sledi da je z = maxA.
Sliqno, ako, z ∈ B i (∀y ∈ B) y > z na osnovu definicije (3.1) sledi da je z = minB.

Dokazali smo da aksioma neprekidnosti implicira ovu teoremu. Dokaжimo jox i
da je aksioma neprekidnosti posledica ove teoreme kako bi opravdali tvrdƬu da su
one me�usobno ekvivalentne.

Neka su skupovi X ⊆ R i Y ⊆ R, takvi da je x 6 y za svako x ∈ X i y ∈ Y . Oznaqimo
sa B skup svih majoranti skupa X i postavimo A = R \ B. Oqigledno je da su A i
B disjunktni neprazni skupovi. Pri tome je Y ⊆ B i najvixe jedan element skupa X
pripada skupu B. Neka x ∈ A i y ∈ B. Ako je x > y, onda je x majoranta skupa X, pa
x ∈ B. Imamo kontradikciju, xto znaqi da je x < y. Ako je a najve�i element skupa
A, onda a nije majoranta skupa X i postoji x0 ∈ X, takvo da je a < x0. Interval (a, x0)
je neprazan. Ako x1 ∈ (a, x0) onda je x1 > a, pa x1 /∈ A. Poxto je x1 < x0 ∈ X, x1 nije
majoranta skupa X, tj. x1 /∈ B. Dobili smo kontradikciju, xto znaqi da skup B ima
najmaƬi element. Oznaqimo ga sa z. Tada je x 6 z 6 y za svako x ∈ X i svako y ∈ Y .

3.2 Arhimedova aksioma

Definicija 3.2. Ure�eno poƩe P je Arhimedovo9 poƩe ako u Ƭemu vaжi Arhimedova
aksioma10:

Za proizvoƩne pozitivne brojeve a, b ∈ P postoji (i jedinstveno je odre�en) priro-
dan broj n, takav da je (n− 1)a 6 b < na.

Moжe se pokazati da navedeno tvr�eƬe ostaje na snazi i ako dozvolimo da b ∈ P

bude proizvoƩnog znaka, s tim da broj n u tom sluqaju biramo iz Z umesto iz N.
Za ure�eno poƩe koje nije Arhimedovo kaжe se da je nearhimedovo ure�eno poƩe.

Primer 3.3. PoƩe Q racionalnih brojeva je Arhimedovo poƩe.

9Arhimed (287-212. p.n.e.) grqki matematiqar, fiziqar i astronom iz Sirakuze.
10Ta aksioma je sluqajno nazvana Arhimedova. Sam Arhimed u svojoj Kvadraturi parabole istiqe da

su tu aksiomu upotrebƩavali i Ƭegovi prethodnici. U literaturi se ponegde pomiƬe i kao Eudoks-
Arhimedova aksioma o prestiжivosti po grqkom matematiqaru Eudoksu (oko 408-355. p.n.e.) sa Knida.
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3.2 Arhimedova aksioma

U formulaciji Arhimedove aksiome ne uqestvuje operacija mnoжeƬa jer je u stvari

na = a+ . . .+ a
︸ ︷︷ ︸

n

.

To znaqi da se za ure�enu grupu 〈P,+,6, 0〉 moжe postaviti pitaƬe da li zadovoƩava
Arhimedovu aksiomu, to jest da li je to Arhimedova ili nearhimedova grupa.

Postoje ure�ene nearhimedove grupe. Slede�i zanimƩiv primer to ilustruje.

Primer 3.4. Oznaqimo sa Q[x] skup polinoma promenƩive x sa koeficijentima iz poƩa
Q racionalnih brojeva. Neka je

S[x] =

{
f(x)

g(x)
: f(x), g(x) ∈ Q[x], g(x) 6= 0

}

skup racionalnih funkcija promenƩive x. Relacija ρ definisana formulom

f(x)

g(x)
ρ
f1(x)

g1(x)
⇔ f(x) · g1(x) = g(x) · f1(x)

je ekvivalencija na S[x]. Svaka klasa ekvivalencije u odnosu na relaciju ρ sadrжi
taqno jednu racionalnu funkciju f(x)/g(x) ∈ S[x] koja zadovoƩava slede�a dva uslova:

• Polinomi f(x) i g(x) su relativno prosti;

• Koeficijent ν(g(x)) uz najmaƬi stepen polinoma g(x) jednak je jedan.

Neka je

P =

{
f(x)

g(x)
: NZD(f(x), g(x)) = 1, ν(g(x)) = 1

}

.

Ako se sabiraƬe i mnoжeƬe u skupu P definixu na prirodan naqin, dakle tako xto se
operacije realizuju po standardnim algoritmima za sabiraƬe i mnoжeƬe racionalnih
funkcija, a zatim (u S[x]) odredi racionalna funkcija iz skupa P koja je, u odnosu
na relaciju ρ, ekvivalentna rezultatu operacije, onda je struktura 〈P,+, ·, 0, 1〉 poƩe.
Ako se jox na P poredak 6 definixe pomo�u pozitivnog konusa

K =

{
f(x)

g(x)
∈ P : ν(f(x)) > 0

}

,

onda je
P = 〈P,+, ·,6 0, 1〉

ure�eno poƩe. U ure�enom poƩu P racionalna funkcija f(x) = x pripada pozitivnom
konusu, ali je nx < 1 za svako n ∈ N. To znaqi da je P nearhimedovo ure�eno poƩe.

U Arhimedovom poƩu iz uslova 0 6 x i nx < 1 za svako n ∈ N, sledi da je x = 0.
Drugim reqima, u Arhimedovom ure�enom poƩu ne postoji x > 0, takvo da je nx < 1 za
svako n ∈ N. U nearhimedovom poƩu, takvi elementi postoje.

Definicija 3.3. Element x iz ure�enog poƩa P je beskonaqno mali (ili beskonaqno
mala veliqina ili infinitezimala) ako je n · |x| < 1 za svako n ∈ N. Element x iz
ure�enog poƩa P je beskonaqno veliki (ili beskonaqan) ako je |x| > n · 1 za svako n ∈ N.
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3.2 Arhimedova aksioma

Definicija 3.4. Za element ure�enog poƩa koji nije beskonaqan kaжe se da je konaqan
ili da je konaqni element tog poƩa.

Neposredno iz definicije sledi da su svi elementi Arhimedovog ure�enog poƩa
konaqni. S druge strane, u svakom nearhimedovom poƩu postoje i konaqni i beskonaqni
elementi.

PostavƩa se prirodno pitaƬe da li u ure�enom poƩu R vaжi Arhimedovo svojstvo.
Odgovor je potvrdan, tj. R je Arhimedovo poƩe. Ovo svojstvo ne sledi iz algebarskih
aksioma, ve� je posledica aksiome neprekidnosti. Zbog vaжnosti ovog svojstva da�emo
mu naziv teoreme.

Teorema 3.6. Za proizvoƩne pozitivne realne brojeve a, b postoji (i jedinstveno je odre-
�en) prirodan broj n, takav da je (n− 1)a 6 b < na.

Dokaz. Pretpostavimo da broj n ∈ N, takav da je b < na, ne postoji. Tada vaжi na 6 b
za svako n ∈ N, pa je skup A = {na | n ∈ N} ograniqen odozgo. Na osnovu teoreme o
supremumu postoji supA = c. Kako je a > 0, to je c− a < c, xto pokazuje da broj c− a ne
moжe biti majoranta skupa A. Dakle, postoji broj n0 ∈ N, takav da je n0a > c− a. No,
onda je (n0 + 1)a > c, xto je kontradikcija sa c = supA.

Dakle, mora postojati broj n ∈ N za koji je b < na. Me�u svim takvim brojevima n
postoji najmaƬi11 - oqigledno je da on zadovoƩava (n− 1)a 6 b < na. Jedinstvenost tog
broja je jasna.

Sliqno kao malopre, navedeno tvr�eƬe ostaje na snazi i ako dozvolimo da b ∈ R

bude proizvoƩnog znaka, s tim da broj n u tom sluqaju biramo iz Z umesto iz N.
Dokaz se oslaƬa na teoremu o supremumu (koja je ekvivalentna aksiomi neprekid-

nosti) xto potvr�uje da je Arhimedovo svojstvo posledica aksiome neprekidnosti. Da
li iz Arhimedovog svojstva sledi aksioma neprekidnosti? Odgovor je odriqan. To
potvr�uje primer (3.1) jer je poƩe Q Arhimedovo ure�eno poƩe u kome ne vaжi teorema
o supremumu. Dakle, Arhimedovo svojstvo je logiqki slabije od aksiome neprekid-
nosti.

Evo nekoliko jednostavnih, ali vaжnih, posledica Arhimedovog svojstva.

Posledica 3.1.
1◦ Za svaki pozitivan broj ε postoji prirodan broj n, takav da je 0 < 1/n < ε.
2◦ Ako je x nenegativan realan broj i za svako n ∈ N vaжi x < 1/n, onda je x = 0.

Dokaz.
1◦ Iz Arhimedovog svojstva sledi da postoji n ∈ N, takav da je 1 < εn.
2◦ sledi iz 1◦.

Posledica 3.2. Ma kakvi bili realni brojevi a i b za koje je a < b postoji racionalan
broj x, takav da je a < x < b.

Dokaz. Neka je h = b − a i q ∈ N takav da je qh > 1 (on postoji na osnovu posledice
(3.1)). Ponovo na osnovu Arhimedovog svojstva zakƩuqujemo da postoji p ∈ Z, takav

da je
p− 1

p
6 a <

p

q
. Pri tom je

p

q
− a 6

1

q
< b − a, tako da je

p

q
< b. Na taj naqin, za

x =
p

q
∈ Q vaжi a < x < b.

11Svaki neprazan A ⊂ N ima minimalni element. Ovo �e biti dokazano kasnije.
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3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima

Zbog svojstva racionalnih brojeva izraжenog ovom posledicom kaжe se da je skup
Q gust u skupu R.

Inaqe, napomenimo jox i to, da je Arhimedovo svojstvo uz aksiome ure�enog poƩa,
logiqki ekvivalentno svakom od ovih tvr�eƬa:

lim
n→∞

1

n
= 0, lim

n→∞

1

2n
= 0.

3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima

Neka su In = [an, bn], n ∈ N, odseqci realne prave. Ako je ispuƬen uslov

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn], za sve n ∈ N,

kaza�emo da je (In) niz umetnutih odseqaka. Da li svaki niz umetnutih odseqaka na
R ima neprazan presek

⋂

n∈N

[an, bn], tj. da li postoji taqka x ∈ R, takva da je x ∈ [an, bn]

za svako n ∈ N? Taj odgovor je potvrdan, a odgovaraju�i stav se pripisuje Kantoru12

i naziva principom umetnutih odseqaka.

Teorema 3.7 (Kantorova teorema). Svaki niz (In) umetnutih odseqaka na realnoj pravoj
ima neprazan presek.

a1 b1a2 b2a3 b3a4 b4

Slika 2: Umetnuti odseqci

Dokaz. Iz pretpostavke o nizu (In) neposredno sledi da je am < bn za sve m,n ∈ N.
Na taj naqin je skup A = {am | m ∈ N} ograniqen odozgo (bilo kojim od brojeva bn),
te prema teoremi o supremumu postoji x = supA ∈ R. Dokaжimo da je upravo taj x
element koji pripada svim odseqcima (In). Kako je x majoranta skupa A, to je an 6 x za
svako n ∈ N. No i svaki bn je majoranta skupa A, pa kako je x najmaƬa majoranta, vaжi
x 6 bn za sve n ∈ N. Dakle, x ∈ In za svako n ∈ N, xto je i trebalo dokazati.

Dopunsku informaciju o preseku
⋂

n∈N

In daje slede�a Koxi13-Kantorova teorema.

Teorema 3.8 (Koxi-Kantorova teorema). Ako niz (In) umetnutih odseqaka na R ima
osobinu da za svako ε > 0 postoji n ∈ N, takvo da je duжina |In| = bn − an odseqka In maƬa
od ε, tada je

⋂

n∈N

In jednoqlan, tj. postoji taqno jedan x ∈ R, takav da je x ∈ In za sve

n ∈ N.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno tvr�eƬu, da pod datim uslovima postoje dve razne
taqke x i y koje obe pripadaju

⋂

n∈N

In. Izaberimo ε = |x − y| > 0. Ako je sada n takvo

da je |In| < ε, oqigledno je da ne moжe istovremeno biti x ∈ In i y ∈ In. Dobijenom
kontradikcijom zavrxavamo dokaz.

12Georg Cantor (1845-1918), nemaqki matematiqar.
13Augustin Louis Cauchy (1789-1857), francuski matematiqar.
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3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima

Kantorova i Koxi-Kantorova teorema su formulisane za niz zatvorenih umetnutih
odseqaka. Da li je mogu�e taj uslov oslabiti i uzeti npr. poluzatvorene ili otvorene
intervale? Odgovor je odriqan xto potvr�uje slede�i primer.

Primer 3.5. Dokazati da niz umetnutih poluzatvorenih intervala
[
a− 1

10n
, a
)
, n ∈ N,

ima prazan presek.

Dokaz. Pretpostavimo suprotno, da postoji b takvo da b ∈ ⋂

n∈N

[
a− 1

10n
, a
)
. Jasno je da

a ne pripada ovom preseku i da mora biti a − 1
10n

6 b < a za svako n ∈ N. Neka je
a − b = ε > 0. Na osnovu Arhimedovog svojstva, za neko n0 ∈ N vaжi 1/10n0 < ε odakle
sledi da je b < a− 1/10n0 za neko n0 ∈ N. Ovom kontradikcijom se zavrxava dokaz.

Primer 3.6. PoƩe Q racionalnih brojeva zadovoƩava Arhimedovo svojstvo, ali u
Ƭemu ne vaжi Kantorov princip umetnutih odseqaka.

Dokaz. Posmatrajmo nizove racionalnih brojeva an =

(

1 +
1

n

)n

i bn =

(

1 +
1

n

)n+1

. Za

niz (an) vaжi an < an+1, dok za niz (bn) vaжi bn > bn+1 i am < bn za sve m,n ∈ N. ƫi-
hova zajedniqka graniqna vrednost je iracionalni broj e. Dakle, u poƩu racionalnih
brojeva Q,

⋂

n∈N

[an, bn] = ∅.

Slede�i primer pokazuje da postoje poƩa koja nisu Arhimedova, ali da u Ƭima
ipak vaжi Kantorov princip umetnutih odseqaka.

Primer 3.7. Neka je F ure�eno Arhimedovo poƩe (na primer F = Q) i P skup svih
formalnih (Loranovih14) redova nad poƩem F oblika

+∞∑

n=−∞

ant
n,

u kojima je samo konaqno mnogo koeficijenata an sa negativnim indeksom n razliqito
od nule. Jednakost qlanova skupa P uvodimo ovako:

+∞∑

n=−∞

ant
n =

+∞∑

n=−∞

bnt
n ⇔ (∀k ∈ Z) ak = bk.

Oqigledno, uvedena jednakost je refleksivna, simetriqna i tranzitivna relacija.15

Sa 0 oznaqimo red qiji je svaki koeficijent 0, a sa 1 red
+∞∑

n=−∞

ant
n u kojem je an = 0,

n 6= 0, a0 = 1. Tada se svaki element f 6= 0 skupa P moжe napisati u obliku

f = tr(a0 + a1t+ a2t
2 + . . .),

gde je r ∈ Z i a0 6= 0.

14Pierre Alphonse Laurent (1813-1854), francuski matematiqar.
15Svaka klasa je jednoqlana, pa je uvedena jednakost, u stvari poklapaƬe (qlan po qlan).
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3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima

Za f =
+∞∑

n=−∞

ant
n ∈ P i g =

+∞∑

n=−∞

bnt
n ∈ P postavimo

f + g =
+∞∑

n=−∞

(an + bn)t
n,

f · g =
+∞∑

n=−∞

(
∑

r+s=n

asbrt
n

)

,

+∞∑

n=−∞

ant
n <

+∞∑

n=−∞

bnt
n ⇔ (∃k ∈ Z) aj = bj za j < k, i ak < bk.

Tada je P = 〈P,+, ·, 0, 1〉 ure�eno poƩe. Svojstva ure�enog poƩa su ili neposredne
posledice definicije operacija + i · i relacije 6 u skupu P ili se proveravaju
jednostavno.

Dokaжimo, na primer, da za svako f 6= 0 iz skupa P postoji Loranov red g = f−1 ∈ P
takav da je fg = 1. Neka je f = tk(a0 + a1t + a2t

2 + . . .) ∈ P , gde je a0 6= 0 i k ceo broj.
Za red g = t−k(b0 + b1t + b2t

2 + . . .) ∈ P , qiji se koeficijenti bi, i = 0, 1, . . . sukcesivno (i
jednoznaqno) odre�uju iz jednaqina

a0b0 = 1, a0b1 + a1b0 = 0, a0b2 + a1b1 + a2b0 = 0,. . . ,

vaжi: fg = gf = 1. To znaqi da postoji f−1 = g ∈ P .
Ure�eno poƩe P nije Arhimedovo, jer P ∋ f = 1/t > 0 a n · 1 < f za svako n ∈ N.

Me�utim, kao xto �emo se daƩe uveriti, u tom poƩu je zadovoƩen Kantorov princip
umetnutih odseqaka.

Neka je
f1 < f2 < . . . < g2 < g1,

gde je

fi =

+∞∑

n=−∞

aint
n ∈ P , gi =

+∞∑

n=−∞

bint
n ∈ P , i ∈ N.

Neka je ki ∈ Z takav da je ain = bin za n < ki, a aiki < biki inaqe.

Primetimo da za x =
+∞∑

n=−∞

ξnt
n ∈ P , iz fi < x < gi sledi ξn = ain = bin, za n < ki,

a ain 6 ξki 6 bin inaqe. Stoga za i 6 j vaжi ajn = bjn = ain = bin za n < ki i i < j, a
aiki 6 ajki 6 bjki 6 biki za ki 6 kj.

Razlikujemo dva sluqaja:

(i) skup {k1, k2, . . .} je neograniqen,

(ii) postoji i0 takav da je ki0 = ki0+1 = . . . = k.

Prvi sluqaj. Posmatrajmo c =
+∞∑

n=−∞

γnt
n ∈ P , gde je γn = ain za ki−1 6 n < ki,

i ∈ N tako da vaжi γn = ain za n < ki. Ako pretpostavimo da je γn = ain za sve n ∈ N

dobijamo kontradikciju sa pretpostavkom da je skup {k1, k2, . . .} neograniqen. Dakle, za
(∀j ∈ N) fj 6 c 6 gj.
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3.3 Kantorova teorema o umetnutim odseqcima

Drugi sluqaj. Neka je j > i0. Tada je ajn = bjn za n < k, dok je ajk < bjk. Sada je
[ajk , bjk ], j > i0, niz umetnutih odseqaka na R, pa postoji

γk ∈
⋂

j>i0

[ajk , bjk ].

Posmatrajmo c =
+∞∑

n=−∞

γnt
n, gde je γn = ai0n za n < k, dok su γn za n > k proizvoƩni

realni brojevi. Tada je aj < c < bj za svaki j > i0.
Na takav naqin u potpunosti smo dokazali da je u poƩu P Loranovih (formalnih)

redova zadovoƩen Kantorov princip umetnutih odseqaka. Uz to, dokazali smo da u
tom poƩu ne vaжi Arhimedovo svojstvo, pa budu�i da je to svojstvo posledica aksiome
neprekidnosti, zakƩuqujemo da u poƩu P nije zadovoƩena aksioma neprekidnosti.

Sada �emo pokazati da je Arhimedovo svojstvo uzeto zajedno sa Kantorovim prin-
cipom umetnutih odseqaka ekvivalentno aksiomi neprekidnosti. Pre toga navodimo
dve leme neophodne za dokaz ovog tvr�eƬa.

Lema 3.1. Svaki neprazan podskup A ⊂ N ima minimum. Specijalno, minN = 1.

Dokaz. Dokaжimo prvo da je minN = 1, tj. da je 1 ≤ n za sve n ∈ N. Neka je S ⊂ N

skup prirodnih brojeva za koje vaжi 1 ≤ n. Tada je 1 ∈ S. Ako je n ∈ S vaжi 1 ≤ n.
SabiraƬem ove nejednakosti i nejednakosti 0 ≤ 1 dobijamo 1 ≤ n + 1, tj. n + 1 ∈ S. Na
osnovu principa indukcije zakƩuqujemo S = N, tj. 1 ≤ n za svaki prirodan broj n.

Pretpostavimo sada da A nema minimum. Neka je T = {n ∈ N | (∀a ∈ A) n < a}.
Poxto je 1 = minN, a pretpostavili smo da A nema minimum, sledi da je (∀a ∈ A) 1 < a,
tj. 1 ∈ T . Neka je n ∈ T . Dokaжimo da odatle sledi n + 1 ∈ T . Neka je a ∈ A. Iz
pretpostavke da A nema minimum sledi da postoji a1 ∈ A takvo da je a1 < a. Poxto je
n ∈ T , vaжi

n < a1.

Iz a − a1 ∈ N i 1 = minN sledi 1 ≤ a − a1, tj. a1 + 1 ≤ a. Odatle i iz n < a1 sledi
n+ 1 < a1 + 1 ≤ a. Na osnovu principa indukcije je T = N. Poxto je T ∩A = ∅, xto je u
kontradikciji sa pretpostavkom da je A neprazan.

Lema 3.2 (Bernulijeva16 nejednakost). Neka je α ∈ (−1,+∞) i n ∈ N. Tada vaжi

(1 + α)n ≥ 1 + nα.

Jednakost (1 + α)n = 1 + nα vaжi ako i samo ako je n = 1 ili α = 0.

Dokaz. Za n = 1 tvr�eƬe je oqigledno taqno. Za n = 2 ono glasi (1 + α)2 ≥ 1 + 2α, xto
je taqno jer je (1+α)2 = 1+2α+α2 i α2 ≥ 0. Pretpostavimo da ono vaжi za n ∈ N, tj. da
je (1 + α)n ≥ 1 + nα. MnoжeƬem obe strane ove nejednakosti pozitivnim brojem 1 + α
dobijamo

(1 + α)n+1 ≥ 1 + (n+ 1)α + nα2 ≥ 1 + (n+ 1)α,

qime je, na osnovu principa indukcije, dokazan prvi deo tvr�eƬa. Drugi deo tvr�eƬa
sledi iz qiƬenice da se u sluqaju da je n > 1 i α 6= 0 u prethodnom dokazu znak ≥ moжe
zameniti znakom >.

16Jakob Bernoulli (1654-1705), xvajcarski matematiqar.
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3.4 Dedekindov presek

Teorema 3.9. Konjunkcija Arhimedovog svojstva i Kantorovog principa umetnutih od-
seqaka je ekvivalentna teoremi o supremumu.

Dokaz. Kao xto smo ranije napomenuli, Arhimedovo svojstvo i Kantorova teorema su
neposredne posledice teoreme o supremumu.

Pretpostavimo da vaжe Arhimedovo svojstvo i Kantorova teorema. Neka je T ⊂ R

neprazan i odozgo ograniqen skup. Neka je a1 ∈ T proizvoƩan element skupa T i b1
Ƭegova proizvoƩna gorƬa granica. Neka je n ∈ N. Iz Arhimedovog svojstva i leme
(3.1) sledi da postoji najmaƬi prirodan broj mn za koji je bn = a1 + mn2

−n gorƬa
granica skupa T . Neka je an = a1 + (mn − 1)2−n. Tada je [an, bn] ∩ T 6= ∅.

Dokaza�emo da intervali [an, bn] zadovoƩavaju pretpostavke Kantorove teoreme. Iz
mn2

−n = 2mn2
−(n+1) sledi da a1 + 2mn2

−(n+1) jeste, a a1 + (2mn − 2)2−(n+1) nije gorƬe
ograniqeƬe skupa T . Odatle sledi da vaжi ili mn+1 = 2mn ili mn+1 = 2mn−1. Sada se
lako vidi da je [an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] pa na osnovu Kantorove teoreme sledi

⋂

n∈N

[an, bn] 6= ∅.
Pretpostavimo da skup

⋂

n∈N

[an, bn] sadrжi dva elementa a < b. Tada bi za svako n ∈ N

vaжilo b − a ≤ 2−n, tj. 2n(b − a) ≤ 1. Poxto iz Bernulijeve nejednakosti sledi 2n ≥ n,
dobijamo da je n(b−a) ≤ 1 za sve prirodne brojeve n xto je u kontradikciji sa Arhime-
dovim svojstvom. Dakle, skup

⋂

n∈N

[an, bn] sadrжi taqno jedan element c. Dokaжimo da je

c = supT .
Pretpostavimo da c nije gorƬe ograniqeƬe skupa T . Tada je t > c za neko t ∈ T .

Rezonuju�i kao malopre, zakƩuqujemo da iz Bernulijeve nejednakosti i Arhimedovog
svojstva sledi da postoji prirodan broj n za koji vaжi t − c > 2−n. Odatle, poxto je
c ∈ [an, bn], sledi da je a1 +mn2

−n < t. To je u kontradikciji sa definicijom broja mn.
Pretpostavimo sada da postoji gorƬe ograniqeƬe d skupa T , takvo da je d < c.

Tada, ponovo na osnovu Bernulijeve nejednakosti i Arhimedovog svojstva, za neko
n ∈ N vaжi c − d > 2−n. Tada bi, poxto je c ∈ [an, bn], vaжilo a1 + (mn − 1)2−n > d tako
da bi a1 + (mn − 1)2−n bilo gorƬe ograniqeƬe skupa T , xto je opet u kontradikciji
sa definicijom broja mn. Sledi da je c = supT . Ovime je dokazano da Arhimedovo
svojstvo u konjunkciji sa Kantorovom teoremom implicira teoremu o supremumu.

Dakle, dobili smo jox dva ekvivalenta aksiome neprekidnosti:

• Arhimedovo svojstvo u konjunkciji sa Kantorovim principom umetnutih odseqaka;

• Arhimedovo svojstvo u konjunkciji sa Koxi-Kantorovim principom umetnutih
odseqaka.

PostavƩa se pitaƬe u kakvom su odnosu Kantorov princip umetnutih odseqaka i Koxi-
Kantorov princip umetnutih odseqaka. Oqigledno je da su u Arhimedovom ure�enom
poƩu ovi principi ekvivalentni. Me�utim, u nearhimedovim ure�enim poƩima to ne
vaжi. Koxi-Kantorov princip je posledica Kantorovog principa o qemu �e biti vixe
reqi kasnije.

3.4 Dedekindov presek

Traжe�i naqin da dobro zasnuje uvodni kurs Calculus-a na Cirixkoj politehniqkoj
xkoli, Dedekind je, prema sopstvenom svedoqeƬu, 24. novembra 1858. godine, za jedan
dan, napravio konstrukciju realnih brojeva. Osnovni problem je bio, kako Dedekind
kaжe, da se precizno formulixe i definixe jedno svojstvo realnih brojeva zasnovano
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3.4 Dedekindov presek

na Ƭihovoj geometrijskoj interpretaciji - svojstvo neprekidnosti. Poxto je opisao
konstrukciju realnih brojeva i definisao operaciju sabiraƬa, prelaze�i na defini-
cije operacije mnoжeƬa Dedekind je napisao da �e se, posle te definicije, mo�i (prvi
put) precizno formulisati i dokazati razne teoreme i kao primer pomenuo jednakost√
2 ·

√
3 =

√
6.

U Dedekindovoj konstrukciji poƩa realnih brojeva nalaze se (ili matematiqari
danas nalaze) ideje iz Eudoksove teorije srazmere (V kƬiga Euklidovih17 Elemenata).
Precizno, upore�uju�i qetiri geometrijske veliqine, Eudoks kaжe:

Srazmere A prema A′ i B prema B′, po definiciji, jednake su ako, za ma koje
prirodne brojeve m, m′, nejednakost mA < m′A′ povlaqi nejednakost mB < m′B′

i obrnuto, nejednakost mB < m′B′ povlaqi nejednakost mA < m′A′.

U ovoj definiciji odnosa veliqina vidi se sliqnost sa definicijom Dedekindovog
preseka u poƩu racionalnih brojeva, u kojoj se iracionalni broj x definixe tako xto
se odredi skup racionalnih brojeva ve�ih od x i skup racionalnih brojeva maƬih
od x. Treba, me�utim, ista�i da je Dedekindov ciƩ bio da na skupu konstruisanih
objekata definixe aritmetiqke operacije o kojima u V kƬizi Elemenata, ipak, nema
ni reqi.

Dedekind je realne brojeve definisao kao preseke u poƩu racionalnih brojeva.
Me�utim, kada se ta konstrukcija boƩe upozna, postaje sasvim jasno da se Dedekin-
dovi preseci mogu definisati u svakom ure�enom skupu, pa dakle i u svakom (drugom)
ure�enom poƩu.

Definicija 3.5. Neka je X ure�en skup. Par (D1, D2) podskupova D1, D2 ⊂ X naziva se
Dedekindovim presekom ako ima slede�a svojstva:

A) D1 ∪D2 = X

B) D1 6= ∅, D2 6= ∅

C) δ1 ∈ D1 ∧ δ2 ∈ D2 ⇒ δ1 < δ2.

Za nas je ovde od interesa sluqaj X = R. Slede�e tvr�eƬe nazivamo i Dedekindovom
aksiomom.

Dedekindova aksioma: Ako su D1, D2 ⊂ R takvi da je (D1, D2), Dedekindov
presek, onda postoji najmaƬe gorƬe ograniqeƬe supD1 ∈ R skupa D1.

Teorema 3.10. Dedekindova aksioma i aksioma neprekidnosti su ekvivalentne.

Dokaz. Pretpostavimo da vaжi aksioma neprekidnosti i neka je (D1, D2) Dedekindov
presek u R. Iz definicije (3.5) sledi da je skup D1 neprazan i ograniqen odozgo.
Zaista, D1 6= ∅ sledi iz (B), dok iz (C) sledi da je svaki element skupa D2 gorƬe
ograniqeƬe skupa D1. Na osnovu teoreme o supremumu (Ƭu smemo da koristimo jer
vaжi aksioma neprekidnosti) sledi da postoji supD1, xto dokazuje implikaciju da
aksioma neprekidnosti povlaqi Dedekindovu aksiomu.

Pretpostavimo sada da vaжi Dedekindova aksioma i neka su T i S skupovi sa svoj-
stvima kao u aksiomi neprekidnosti. Neka je D1 = {x ∈ R | (∀s ∈ S) x < s} i D2 = R \D1.

17Euklid, starogrqki matematiqar.
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3.5 Borel-Lebegova i Bolcano-Vajerxtrasova teorema

Tada je (D1, D2) Dedekindov presek. Zaista, (A) vaжi po definiciji skupova D1 i D2.
Neka je ε > 0 i

Tε := {t− ε | t ∈ T}.
Oqigledno je S ⊂ D2 i Tε ⊂ D1, pa poxto su, prema pretpostavci iz aksiome neprekid-
nosti S i T (a time i Tε) neprazni, sledi da vaжi (B). Ako je δ1 ∈ D1, onda je δ1 < s za
sve s ∈ S. Neka je

δ2 ∈ D2. (3)

Ako bi vaжilo δ2 6 δ1, tada bi vaжilo i δ2 < s za sve s ∈ S. To bi, po definiciji skupa
D1, znaqilo da vaжi δ2 ∈ D1 xto zajedno sa (3) i (C) daje kontradikciju δ2 < δ2. Prema
tome, (D1, D2) je Dedekindov presek, pa postoji c = supD1. Iz definicije supremuma
i Tε ⊂ D1 sledi da je t − ε 6 c za sve t ∈ T i sve ε > 0. Odatle sledi t 6 c za svako
t ∈ T . Zaista, ako bi za neko t0 ∈ T bilo t0 > c, onda bi bilo t0 − 1

2
(t0 − c) > c, xto je u

suprotnosti sa t0 − ε < c za ε = 1
2
(t0 − c) > 0.

Neka je s ∈ S. Iz definicije skupa D1 sledi da je δ1 6 s za svako δ1 ∈ D1, pa je gorƬe
ograniqeƬe skupa D1. Poxto je supremum najmaƬe gorƬe ograniqeƬe, sledi da je c 6 s.
Time je dokazano da iz Dedekindove aksiome sledi aksioma neprekidnosti.

3.5 Borel-Lebegova i Bolcano-Vajerxtrasova teorema

Definicija 3.6. Familija J skupova se naziva pokrivaƬem skupa A ako je A ⊂ ∪J⊂J J.
PotpokrivaƬe pokrivaƬa J skupa A je familija J0 ⊂ J koja je i sama pokrivaƬe skupa
A. PokrivaƬe skupa otvorenim intervalima naziva se Ƭegovim otvorenim pokrivaƬem.
PokrivaƬe nazivamo konaqnim ako se familija J sastoji od konaqnog broja skupova.

Teorema 3.11 (Borel18-Lebegova19 teorema). Svako otvoreno pokrivaƬe J segmenta [a, b]
ima konaqno potpokrivaƬe.

Dokaz. Neka je J otvoreno pokrivaƬe segmenta I1 = [a, b] iz kojeg se ne moжe izdvojiti
konaqno potpokrivaƬe. Podelimo interval I na dva intervala

[a, (a+ b)/2], [(a+ b)/2, b];

tada se bar jedan od Ƭih ne moжe pokriti konaqnom familijom intervala iz J . Oz-
naqimo taj segment sa I1 i ponovimo postupak.

Tako dobijamo niz segmenata I1 ⊃ I2 ⊃ . . . koji ne dopuxtaju konaqno pokrivaƬe
skupovima familije J . Po Kantorovoj teoremi postoji broj c koji pripada svakom od
tih odseqaka In. Broj c svakako pripada i nekom otvorenom intervalu (λ, µ) ∈ J . Neka
je δ = min {d(c, λ), d(c, µ)} rastojaƬe taqke c do bliжeg kraja intervala (λ, µ) tako da je

(c− δ, c+ δ) ⊂ (λ, µ). (4)

Primetimo da je interval In konstruisan deƩeƬem intervala I1 duжine b−a na dva dela
n puta, pa je Ƭegova duжina jednaka 2−n(b−a). Za dovoƩno veliko n vaжi 2−n(b−a) < δ.
Poxto je c ∈ In sledi da je

In ⊂ (c− δ, c+ δ). (5)

Iz (4) i (5) sledi da je In ⊂ (λ, µ), xto je u suprotnosti sa pretpostavkom da se In ne
moжe pokriti konaqnim brojem intervala iz J .

18Félix Édouard Justin Émile Borel (1871-1956), francuski matematiqar i politiqar.
19Henri Léon Lebesgue (1875-1941), francuski matematiqar.
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3.5 Borel-Lebegova i Bolcano-Vajerxtrasova teorema

Definicija 3.7. Za taqku a ∈ R (R = R∪{−∞,+∞}) kaжemo da je taqka nagomilavaƬa
skupa A ⊂ R ako u svakoj okolini taqke a postoji beskonaqno mnogo taqaka skupa A, ili,
ekvivalentno, ako u svakoj okolini taqke a postoji bar jedna taqka skupa A razliqita
od same taqke a.

Teorema 3.12 (Bolcano20-Vajerxtrasova21 teorema). Svaki beskonaqan ograniqen pod-
skup A ⊂ R ima bar jednu taqku nagomilavaƬa u R.

Dokaz. Poxto je A ograniqen, postoji pozitivan realan broj ρ takav da je A ⊂ [−ρ, ρ].
Pretpostavimo da nijedna taqka intervala [−ρ, ρ] nije taqka nagomilavaƬa skupa A.
Tada za svaku taqku x ∈ [−ρ, ρ] postoji ε-okolina U(x) = (x−ε, x+ε) koja sadrжi najvixe
konaqno mnogo taqaka skupa A. Familija ovih ε-okolina pokriva segment [−ρ, ρ] pa iz
teoreme (3.11) sledi da postoji konaqna familija U(x1), . . . , U(xn) koja pokriva [−ρ, ρ],
a time i A. Poxto se u svakom od ovih skupova nalazi najvixe konaqno mnogo taqaka
skupa A, odatle sledi da je A konaqna unija konaqnih skupova, xto je u protivreqnosti
da je A beskonaqan.

Teorema vaжi i u slede�em sluqaju: Svaki beskonaqan skup u R ima bar jednu taqku
nagomilavaƬa u R. Dokaz je jednostavan. Neka je A proizvoƩan beskonaqan skup u R.
Ako je on ograniqen postojaƬe Ƭegove taqke nagomilavaƬa upravo je dokazano. Ako je
pak neograniqen, to, prema definiciji +∞ i −∞, znaqi da je bar jedna od tih taqaka
Ƭegova taqka nagomilavaƬa.

Analizirajmo detaƩnije dokaze teoreme (3.11) i teoreme (3.12). Vidimo da smo teo-
remu (3.11) izveli kao posledicu teoreme o supremumu, a teoremu (3.12) kao posledicu
teoreme (3.11). Tako smo dobili lanac implikacija

Teorema o supremumu ⇒ Borel-Lebegova teorema ⇒ Bolcano-Vajerxtrasova teorema

Neophodno je dokazati da Bolcano-Vajerxtrasova teorema implicira (ili da je Ƭemu
ekvivalentna) neki od ve� dokazanih ekvivalenata aksiome neprekidnosti.

Teorema 3.13. Bolcano-Vajerxtrasova teorema implicira i Arhimedovo svojstvo i Kan-
torovu teoremu.

Dokaz. Za a > 0 skup {na | n ∈ N} nema taqku nagomilavaƬa, pa ne moжe biti ograniqen,
odakle sledi Arhimedovo svojstvo. Za dokaz Kantorove teoreme posmatrajmo skupove
{a1, a2, . . .} i {b1, b2, . . .} iz formulacije Kantorove teoreme. Oni su ograniqeni (jer su
podskupovi segmenta [a1, b1]), pa imaju taqke nagomilavaƬa a i b. Sasvim je jasno da
vaжi

[a, b] ⊂
⋂

n∈N

[an, bn].

Iako se to ne zahteva, dokaжimo da Arhimedovo svojstvo u konjunkciji sa Kantorovom
teoremom implicira Bolcano-Vajerxtrasovu teoremu.

Neka je skup A ⊂ R beskonaqan i ograniqen, dakle A ⊂ I0 za neki odseqak I0 = [a, b].
Posmatrajmo delove na koje sredixte (a + b)/2 odseqka I0 deli taj odseqak. Jasno
je da skup A bar u jednom od tih delova mora imati beskonaqno mnogo elemenata -
oznaqimo taj deo sa I1 = [a1, b1]. PonavƩaju�i taj postupak dobijamo odseqak I2 i zatim
niz (In) odseqaka, od kojih svaki sadrжi beskonaqno mnogo elemenata skupa A. Prema

20Bernard Bolzano (1781-1848), qexki matematiqar italijanskog porekla.
21Karl Theodor Wilhelm Weierstras (1815-1897), nemaqki matematiqar.
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3.6 Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove

Kantorovoj teoremi taj niz odseqaka ima neprazan presek - neka je x taqka za koju vaжi
x ∈ In za svako n ∈ N. Neka je U(x) = (x− ε, x+ ε) proizvoƩna ε-okolina te taqke (ε > 0).
Kako je duжina odseqka In jednaka (b − a)/2n, to se n prema Arhimedovom svojstvu,
moжe izabrati tako da ta duжina bude maƬa od ε, qime je (zbog x ∈ In) obezbe�eno
da bude In ⊂ U . No, prema naqinu izbora odseqaka In, odatle sledi da okolina U
taqke x sadrжi beskonaqno mnogo taqaka skupa A. Na taj naqin je postojaƬe taqke
nagomilavaƬa skupa A dokazano.

Ovime smo u potpunosti dokazali da su Borel-Lebegova i Bolcano-Vajerxtrasova
teorema ekvivalentne aksiomi neprekidnosti.

3.6 Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove

Definicija 3.8. Pod nizom elemenata skupa A podrazumevamo svaku funkciju a : N →
A. Vrednost a(n) funkcije a u taqki n ∈ N oznaqavamo sa an i zovemo n-tim qlanom
tog niza, a sam niz oznaqavamo sa (an)n∈N, (an)

∞
n=1 ili (an).

Definicija 3.9. Za taqku a ∈ R kaжemo da je limes ili graniqna vrednost niza (an)
realnih brojeva i pixemo a = lim

n→∞
an ako za svaku okolinu U taqke a postoji prirodan

broj n0, takav da je an ∈ U za sve prirodne brojeve n ve�e od n0. Dakle,

a = lim
n→∞

an ⇐⇒ (∀U)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ an ∈ U).

U tom sluqaju jox kaжemo da niz (an) teжi ka a kad n teжi ∞ i pixemo an → a (n →
∞). U sluqaju kad je a konaqan broj, za niz (an) kaжemo da je konvergentan (ili da
konvergira ka a), a u sluqaju kada je a = ±∞ ili da graniqna vrednost ne postoji,
kaжemo da niz (an) divergira.

Uzimaju�i u obzir definicije okolina konaqnih i beskonaqnih elemenata skupa R,
uslov dat u definiciji moжe se protumaqiti i na slede�e naqine.

Ako je a ∈ R, tada

a = lim
n→∞

an ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ |an − a| < ε).

Dakle, niz (an) teжi ka a ako su mu qlanovi an ,,proizvoƩno blizu” broju a qim je n
,,dovoƩno veliko”. Jox se kaжe da se u tom sluqaju u svakoj okolini taqke a nalaze
svi qlanovi niza poqev od nekog ili skoro svi qlanovi niza (tj. svi osim Ƭih konaqno
mnogo).

Ako je a = +∞, tada

lim
n→∞

an = +∞ ⇐⇒ (∀M ∈ R)(∃n0 ∈ N)(∀n ∈ N)(n > n0 ⇒ an > M).

Sliqno se moжe ,,dexifrovati” i uslov lim
n→∞

an = −∞.

Lema 3.3. Svaki konvergentan niz je ograniqen.

Dokaz. Po definiciji, konvergentan niz (an) ima konaqnu graniqnu vrednost a. Za
proizvoƩno ε > 0 izaberimo n0 ∈ N, tako da vaжi |an − a| < ε za sve n > n0. Me�u
konaqno mnogo brojeva

a1, a2, . . . , an0
, a+ ε, a− ε

izaberimo onaj koji ima najve�u apsolutnu vrednost M . Tada je |an| 6 M za sve n ∈ N,
tj. niz (an) je ograniqen.
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3.6 Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove

Definicija 3.10. Ako je lim
n→∞

xn = 0, kaжemo da je (xn) nula-niz.

Definicija 3.11. Za taqku a ∈ R kaжemo da je taqka nagomilavaƬa niza realnih
brojeva (an) ako postoji podniz (ank

) tog niza koji teжi ka a kad k → ∞.

Teorema 3.14 (Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove). Svaki ograniqen niz realnih
brojeva (an) ima bar jednu taqku nagomilavaƬa u R.

Dokaz. Neka je niz (an) ograniqen. Ako je {an | n ∈ N} konaqan, tada postoji element a
tog skupa, takav da je an = a za beskonaqno mnogo vrednosti n = n1, n2, . . .. Oqigledno je
da podniz (ank

) teжi ka a. Ako je {an | n ∈ N} beskonaqan on prema teoremi (3.12) ima
taqku nagomilavaƬa u R. Jasno je da je ona taqka nagomilavaƬa niza (an).

Sliqno, ova teorema vaжi i u skupu R. Svaki niz realnih brojeva ima bar jednu
taqku nagomilavaƬa u R. Razmotrimo sluqaj kad je niz (an) neograniqen odozgo, tj. neka
u svakoj okolini U taqke +∞ mogu da se na�u qlanovi an datog niza. Analogno se
razmatra i sluqaj kad je niz (an) neograniqen odozdo. Ako ank

→ a (k → +∞), tada
je za sve k poqev od nekog ispuƬeno ank

∈ U . No, kako je (nk) strogo rastu�i niz
prirodnih brojeva, to �e za svako unapred izabrano n ∈ N biti nk > n za pogodno k,
qime je dokazano da postoji r > n za koje je ar ∈ U . Dakle, +∞ je u tom sluqaju taqka
nagomilavaƬa datog niza.

Ako detaƩnije analiziramo dokaz Bolcano-Vajerxtrasove teoreme za nizove, vidimo
da je ona posledica Bolcano-Vajerxtrasove teoreme. Dokaжimo da su ove dve teoreme
ekvivalentne. Ostaje jox da dokaжemo implikaciju: Bolcano-Vajerxtrasova teorema
za nizove ⇒ Bolcano-Vajerxtrasova teorema.

Neka vaжi Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove i neka je A beskonaqan ograni-
qen podskup skupa R. Dokaжimo da on ima taqku nagomilavaƬa u R. PrimeƬujemo isti
postupak kao kada smo dokazivali da iz konjunkcije Arhimedovog svojstva i Kantorove
teoreme sledi Bolcano-Vajerxtrasova teorema. Dakle, tada postoji interval I0 = [a, b]
takav da je A ⊂ I0. Podelimo interval I0 na dva intervala [a, (a + b)/2], [(a + b)/2, b];
tada se u bar jednom od Ƭih nalazi beskonaqno mnogo elemenata skupa A - oznaqimo
taj deo sa I1 = [a1, b1]. PonavƩaju�i taj postupak, dobijamo odseqak I2 i zatim niz
(In) odseqaka, od kojih svaki sadrжi beskonaqno mnogo elemenata skupa A. Na osnovu
Bolcano-Vajerxtrasove teoreme za nizove, nizovi (an) i (bn) su ograniqeni pa samim
tim imaju bar jednu taqku nagomilavaƬa. Ako je a taqka nagomilavaƬa niza (an), onda
ona prema naqinu izbora an pripada svim odseqcima In. Dakle, u ε-okolini taqke a
nalazi se i beskonaqno mnogo elemenenata skupa A.

Prethodnim razmatraƬem u potpunosti je dokazana slede�a teorema:

Teorema 3.15. Aksioma neprekidnosti je ekvivalentna Bolcano-Vajerxtrasovoj teo-
remi za nizove.

U skladu sa definicijom taqke nagomilavaƬa, Bolcano-Vajerxtrasovu teoremu za
nizove moжemo i ovako formulisati: Svaki ograniqeni niz realnih brojeva, sadrжi
konvergentan podniz.
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3.7 Vajerxtrasova teorema

3.7 Vajerxtrasova teorema

Definicija 3.12. Neka je (an) niz u R.
Niz (an) je rastu�i ako ∀n ∈ N, an 6 an+1.
Niz (an) je strogo rastu�i ako ∀n ∈ N, an < an+1.
Niz (an) je opadaju�i ako ∀n ∈ N, an > an+1.
Niz (an) je strogo opadaju�i ako ∀n ∈ N, an > an+1.

Teorema 3.16 (Vajerxtrasova teorema). Neka je (an) rastu�i niz realnih brojeva. Tada
je (an) konvergentan (konaqnoj granici) ako i samo ako je ograniqen odozgo.

Dokaz. Na osnovu leme (3.3) dovoƩno je dokazati da rastu�i i odozgo ograniqen niz
ima (konaqnu) graniqnu vrednost. Prema teoremi o supremumu postoji s = sup{an | n ∈
N} < +∞. Na osnovu karakterizacije supremuma, za svako ε > 0 moжe se na�i n0 ∈ N

tako da je s − ε < an0
6 s. Zbog monotonije niza (an), tako�e je s − ε < an 6 s za n > n0,

tj. |an − s| < ε za n > n0. Dakle, s = lim
n→∞

= an.

Sliqno se formulixe i dokazuje Vajerxtrasova teorema kada je niz (an) opadaju�i
i ograniqen odozdo. Dakle, svaki monoton i ograniqen niz je konvergentan.

Teorema 3.17. Aksioma neprekidnosti je ekvivalentna Vajerxtrasovoj teoremi.

Dokaz. Vajerxtrasova teorema je neposredna posledica teoreme o supremumu. Sada
�emo dokazati da Vajerxtrasova teorema implicira Arhimedovo svojstvo i Koxi-
Kantorov princip umetnutih odseqaka.

Uoqimo niz (an), gde je an = n. Taj niz je rastu�i, jer (∀n ∈ N) n+ 1 > n. Dokaжimo
da (an) ne moжe biti ograniqen niz. Zaista, u protivnom sluqaju bi postojao lim

n→∞
an = a

recimo. U Ƭegovoj okolini (a − 1/3, a + 1/3), duжine maƬe od 1, tada bi se nalazila
bar neka dva qlana n1, n2, gde n1, n2 ∈ N, n1 6= n2, xto oqigledno nije mogu�e. budu�i
da: n1 6= n2 ⇒ |n1 − n2| > 1. Znaqi niz (n) mora biti neograniqen, tj.

(∀x > 0)(∃n ∈ N) n > x.

Dobijena formula je upravo jedna od formulacija Arhimedove aksiome. Izvedimo jox
i Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka. Neka su

[a1, b1] ⊃ [a2, b2] ⊃ . . . ⊃ [an, bn], . . .

me�usobno umetnuti odseqci. Niz (an) je rastu�i i ograniqen. Neka je lim
n→∞

an = a. Tada

je oqigledno an 6 a 6 bn, za sve n ∈ N, pa
⋂

n∈N

[an, bn] zaista nije prazan. S druge strane,

ukoliko je lim
n→∞

(bn − an) = 0, tako�e, oqigledno, taj presek mora biti jednoqlan.

3.8 Koxijevi nizovi

Definicija 3.13. Za niz realnih brojeva (an) kaжemo da je Koxijev (ili fundamen-
talan) ako za svako ε > 0 postoji indeks n0 ∈ N, takav da je |am − an| < ε qim su indeksi
m i n ve�i od n0. Dakle,

(an) je Koxijev ⇐⇒ (∀ε > 0)(∃n0 ∈ N)(∀m,n ∈ N)(m,n > n0 ⇒ |am − an| < ε).
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3.8 Koxijevi nizovi

Opisno bismo mogli re�i: niz (an) je Koxijev ako su mu qlanovi sa dovoƩno velikim
indeksima proizvoƩno blizu jedan drugom.

Uslov |am − an| < ε za svako m,n > n0 moжe se, oqigledno, zameniti sa |an+p − an| < ε
za svako n > n0, n ∈ N i svako p ∈ N.

Slede�a lema daje neke osnovne osobine Koxijevih nizova.

Lema 3.4. Osobine Koxijevih nizova:

1) Svaki konvergentan niz je Koxijev.

2) Svaki Koxijev niz je ograniqen.

3) Ako Koxijev niz ima konvergentan podniz, on je i sam konvergentan.

Dokaz.

1) Neka je lim
n→∞

an = a ∈ R i ε > 0 proizvoƩno. Neka je n0 ∈ N izabrano tako da je

|an − a| < ε/2 za n > n0. Tada je za sve m,n > n0

|am − an| 6 |am − a|+ |an − a| < ε/2 + ε/2,

pa je niz (an) Koxijev.

2) Neka je (an) Koxijev niz i za neko ε > 0 neka je n0 izabrano tako da je |am − an| < ε
qim je m,n > n0. Ako fiksiramo m > n0, to znaqi da su svi qlanovi niza (an) za
n > n0 u ε-okolini taqke am. Pove�avaju�i ε moжe se posti�i da ε-okolina taqke
am obuhvati i sve ostale qlanove niza (ima ih konaqno mnogo!).

3) Neka je ε > 0 proizvoƩno i n0 ∈ N takvo da je |am−an| < ε/2 za m,n > n0. Neka podniz
(ank

) niza (an) ima konaqan limes a. Izaberimo k ∈ N tako da je |ank
− a| < ε/2; pri

tom se moжe pretpostaviti da je nk > n0. Sada za n > n0 vaжi

|an − a| 6 |an − ank
|+ |ank

− a| < ε/2 + ε/2 = ε.

Teorema 3.18. Svaki Koxijev niz u R je konvergentan.

Dokaz. Neka je (an) Koxijev niz u R. Prema delu (2) prethodne leme on je ograniqen.
Iz Bolcano-Vajerxtrasove teoreme za nizove sledi da postoji podniz (ank

) tog niza
koji je konvergentan. Na osnovu dela (3) prethodne leme dobijamo da je i niz (an)
konvergentan.

Sasvim je jasno da se definicija Koxijevog niza ne mora vezati za realne brojeve.
Na primer, definicija fundamentalnog niza se, bez bilo kakvih izmena, moжe preneti
u proizvoƩno ure�eno poƩe. Pri tome, postoje poƩa u kojima neki Koxijevi nizovi
nisu konvergentni. Takvo je, na primer, poƩe racionalnih brojeva xto ilustruje
slede�i primer.
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3.8 Koxijevi nizovi

Primer 3.8. Neka je

an = 1 +
1

1!
+ . . .+

1

n!
, cn = an +

1

n · n! .

Niz (an) je, oqigledno, rastu�i, dok je niz (cn) opadaju�i:

cn+1 − cn = an+1 − an +
1

(n+ 1) · (n+ 1)!
− 1

n · n!
=

1

(n + 1)!
+

1

(n+ 1) · (n+ 1)!
− 1

n · n!

=
1

n!

[
1

n+ 1
+

1

(n+ 1)2
− 1

n

]

=
1

n!

n2 + n+ n− n2 − 2n− 1

n(n+ 1)2
< 0.

Neka je m > n,m, n ∈ N. Tada je an < am < cm < cn, odakle sledi da je ak < cl za svako
k, l ∈ N. Dokaжimo da su (an) i (cn) Koxijevi nizovi. Neka je ε > 0. Tada postoji broj
n0 ∈ N, takav da je 1/n0! < ε. Za prirodne brojeve n > n0 i p vaжi:

|an+p − an| = an+p − an 6 cn − an =
1

n · n! <
1

n0!
< ε.

Sliqno se dokazuje da je i (cn) Koxijev niz.
Pretpostavimo da niz (an) konvergira u poƩu Q. Neka je x = p/q = lim

n→∞
an. Tada je

i lim
n→∞

cn = x. DaƩe, zbog stroge monotonosti nizova (an) i (cn), imamo da je an < x < cn

za svako n ∈ N, to jest

an < x < an +
1

n! · n
za svako n ∈ N. Sledi da je

x = an +
θ(n)

n! · n ,

gde je 0 < θ(n) < 1, θ(n) ∈ Q. Specijalno, za n = q, imamo da je

p

q
= aq +

θ(q)

q!
.

Mnoжe�i ovu jednakost sa q! dobijamo da je

(0, 1) ∋ θ(q) = q!
p

q
− aq · q! ∈ Z,

xto nije mogu�e. To znaqi da nizovi (an) i (cn) ne konvergiraju u poƩu Q racionalnih
brojeva.

Pre nego xto krenemo daƩe, pogledajmo neke osobine nizova u poƩu P formalnih
Loranovih redova iz primera (3.7).

Primer 3.9. Opiximo najpre klasu nizova u poƩu P formalnih Loranovih redova
koji konvergiraju ka nuli. Neka je

xn =

+∞∑

i=−∞

xni
ti
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3.8 Koxijevi nizovi

niz iz P, takav da je xn > 0 za svako n ∈ N. Pretpostavimo da niz (xn) konvergira ka
nuli. Ako je k proizvoƩan celi broj i ε = εk+1t

k+1, εk+1 > 0, onda je ε > 0, pa postoji
n0 ∈ N, takvo da je xn < ε za svako n > n0. To znaqi da je xni

= 0 za svako n > n0 i za
svako i 6 k. Obrnuto, neka je (xn) niz u P, takav da je xn > 0 za svako n ∈ N i neka za
svaki celi broj k postoji prirodni broj n0, takav da je xni

= 0 za svako n > n0 i svako
i 6 k. Neka je εl 6= 0 i ε = εlt

l + εl+1t
l+1+ . . . > 0. Tada je εl > 0. Ako je k = l, onda postoji

prirodni broj n0, takav da je xni
= 0 za svako n > n0 i i 6 k. Odavde sledi da je xn < ε

za svako n > n0, xto znaqi da niz (xn) konvergira ka nuli.
ZakƩuqujemo da niz (xn) u poƩu P formalnih Loranovih redova konvergira ka nuli

ako i samo ako za svaki celi broj k postoji prirodni broj n0 ∈ N, takav da je xni
= 0

za svako n > n0 i svako i 6 k.
Na primer niz x1 = t, x2 = 2t2, . . . , xn = ntn, . . . konvergira ka nuli, dok niz xn = 1/n

ne konvergira ka nuli (iako je monoton i ograniqen).
Opiximo sad klasu konvergentnih nizova. Niz (xn) je konvergentan ako i samo ako

postoji a =
+∞∑

i=−∞

ait
i ∈ P, takav da za svaki celi broj k postoji prirodni broj n0 ∈ N,

takvi da je xni
= ai za svako n > n0 i svako i 6 k.

Primer 3.10. Dokaжimo da je u poƩu P Loranovih redova nad Arhimedovim poƩem F

(primer (3.7)), niz (xn), xn =
∑

xni
ti fundamentalan niz ako i samo ako za svaki ceo

broj k postoji prirodni broj n0, takav da je xmi
= xni

za svako m,n > n0, m, n ∈ N i
svako i 6 k.

Neka je (xn), xn =
+∞∑

i=−∞

xit
i Koxijev niz u poƩu P, k ceo broj i ε = εkt

k gde je εk ∈ F,

εk > 0. Tada postoji prirodni broj n0, takav da je −ε < xm − xn < ε za sve prirodne
brojeve m,n > n0. To znaqi da je xmi

− xni
= 0 za i 6 k. Obrnuto, pretpostavimo da za

svaki ceo broj k postoji prirodni broj n0, takav da je xmi
= xni

za sve prirodne brojeve
n,m > n0 i svako i 6 k. Neka je ε = εlt

l + εl+1t
l+1 + . . ., ε ∈ F, εl > 0. Izaberimo n0 ∈ N,

takav da za svako n,m > n0, n,m ∈ N i svako i 6 l vaжi: xmi
− xni

= 0. Prva koordinata
niza xn − xm koja je razliqita od nule je koordinata sa indeksom j > l. Sledi da je
xn − xm < ε. Sliqno se dokazuje da je xm − xn < ε. To znaqi da je xm − xn ∈ (−ε, ε) za sve
prirodne brojeve n,m > n0, pa je (xn) Koxijev niz u P.

Klasu konvergentnih nizova u ure�enom poƩu P oznaqimo sa C(P) a klasu Koxijevih
nizova sa F (P). Tada je C(P) ⊆ F (P). U poƩu Q ta inkluzija je stroga, kako to dokazuje
primer (3.8). ZanimƩivo je da se u poƩu P Loranovih redova (primer (3.7)) nad
Arhimedovim poƩem F ove dve klase poklapaju.

Vidimo da je Koxijev princip konvergencije posledica aksiome neprekidnosti.
Slede�a teorema govori vixe o logiqkom odnosu izme�u ova dva tvr�eƬa.

Teorema 3.19. Postoji ure�eno poƩe u kome vaжi Koxijev princip konvergencije, ali ne
vaжi aksioma neprekidnosti.

Dokaz. Koristi�emo poƩe P objaxƬeno u primeru (3.7). Kao xto smo ve� dokazali,
to ure�eno poƩe ne zadovoƩava aksiomu neprekidnosti jer ne zadovoƩava Arhimedovo
svojstvo. Me�utim, poƩe P zadovoƩava Koxijev princip konvergencije, kao xto �emo
dokazati.

Neka je (xn), (xn) =
+∞∑

i=−∞

xit
i neki Koxijev niz u poƩu P i (kn) strogo rastu�i niz

celih brojeva. Tada postoji prirodni broj n1, takav da je xmi
= xni

za sve prirodne
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brojeve n i m ve�e od n1 i svako i 6 k1. Postavimo ai = xni
za i 6 k1, n = n1 + 1.

Pretpostavimo da su za i 6 kr odre�eni qlanovi ai niza (al : l ∈ Z). Za k = kr+1 postoji
prirodni broj nr+1, takav da je xni

= xmi
za svako m > n > nr+1, m, n ∈ N, i i 6 kr+1.

Postavimo ai = xni
za kr < i 6 kr+1, n = nr+1+1. Za tako definisan niz (al : l ∈ Z) u poƩu

F, oznaqimo sa a Loranov red
+∞∑

i=−∞

ait
i ∈ P. Neka je ε = εpt

p + εp+1t
p+1 + . . . , ε ∈ F, εp > 0.

Tada postoji prirodan broj n0, takav da je xni
= ai za svako n > n0 i i 6 p. Odavde

sledi da je xn − a < ε i a− xn < ε, to jest xn ∈ (a− ε, a+ ε) za svako n > n0. To znaqi da
niz (xn) konvergira ka a.

Napomena. U vezi sa pozitivnim qlanovima poƩa P dobro je imati na umu ovaj
lanac nejednakosti

. . . > t−3 > t−2 > t−1 > 1 > t1 > t2 > t3 > . . . > 0

DaƩe, recimo, izme�u t i t−1 pored nekih drugih qlanova nalaze se i svi pozitivni
realni brojevi, tj. qlanovi oblika a + 0t+ 0t2 + . . ., gde je a > 0.

Teorema 3.20. Aksioma neprekidnosti je ekvivalentna Arhimedovom svojstvu u kon-
junkciji sa Koxijevim principom konvergencije.

Dokaz. Ve� smo dokazali da aksioma neprekidnosti implicira Arhimedovo svojstvo
i Koxijev princip konvergencije. Dokaжimo i drugi smer.

Pretpostavimo da je S neprazan, odozgo ograniqen podskup ure�enog poƩa F, koje
je Arhimedovo i qiji svaki Koxijev niz konvergira. Dakle, za neke a, b imamo a ∈ S,
b > S. Na osnovu Arhimedove aksiome, postoje dva cela broja p, q, takva da p < a, q > b.
U nastavku uoqimo ,,mreжu” uzastopnih celih brojeva od p do q:

p, p+ 1, p+ 2, . . . , q

Budu�i da q jeste a p nije gorƬe ograniqeƬe, u tom konaqnom nizu postoji taqno jedan
ceo broj, recimo, oznaqen sa c0, koji ispuƬava ovaj uslov

c0 nije, c0 + 1 jeste gorƬe ograniqeƬe od S

U narednom koraku uoqimo ,,mreжu”

c0 +
0

10
, c0 +

1

10
, . . . , c0 +

10

10

(

razmak je
1

10

)

izme�u brojeva c0 i c0+1. Sliqno prethodnom, u tom konaqnom nizu postoji taqno jedan
qlan, u oznaci c0 +

c1
10
, recimo, tako da vaжi ovaj uslov

c0 +
c1
10

nije, c0 +
c1 + 1

10
jeste gorƬe ograniqeƬe od S

I daƩe nastavƩamo da rasu�ujemo na sliqan naqin. Tako, za sada, imamo ovaj za-
kƩuqak: Postoji niz (cn), gde c0 ∈ Z, ci ∈ {0, 1, 2, . . . , 9} i = 1, 2, . . . , n, tako da xn nije, a
x′
n jeste gorƬe ograniqeƬe od S, gde

xn = c0 +
c1
10

+ . . .
cn
10n

, x′
n = xn +

1

10n
.
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3.8 Koxijevi nizovi

Na osnovu Arhimedove aksiome, lim
n→∞

1
10n

, oba niza (xn) i (x′
n) su Koxijeva. Dakle, oni

konvergiraju, recimo ka c1 i c2. Iz lim
n→∞

(x′
n−xn) = lim

n→∞

1
10n

= 0 sledi da je c1 = c2. Odatle

sledi da za svaki n ∈ N0 vaжi nejednakost

xn 6 c1 6 x′
n

qime se zavrxava dokaz.

Dakle, slede�a tvr�eƬa su ekvivalentna:

• Arhimedovo svojstvo + Kantorov princip umetnutih odseqaka;

• Arhimedovo svojstvo + Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka;

• Arhimedovo svojstvo + Koxijev princip konvergencije.

Da li su i u nearhimedovim poƩima Kantorov princip umetnutih odseqaka, Koxi-
Kantorov princip umetnutih odseqaka i Koxijev princip konvergencije me�usobno
ekvivalentni? Razmotrimo malo boƩe Ƭihov logiqki odnos.

Teorema 3.21. Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka je ekvivalentan Koxijevom
principu konvergencije.

Dokaz. Pretpostavimo da vaжi Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka. Dakle,
neka je In = [an, bn], n ∈ N qije duжine konvergiraju ka nuli. Imamo slede�i niz
nejednakosti:

a1 6 a2 6 . . . 6 an 6 . . . 6 c 6 . . . 6 bn 6 . . . 6 b2 6 b1

za neko c ∈ [an, bn]. Nizovi (an) i (bn) konvergiraju ka c. Dokaжimo da su Koxijevi
nizovi. Neka je ε > 0 i ∀p ∈ N vaжi an 6 an+p 6 a. Za dovoƩno veliko n vaжi
|a− an| < ε/2 i |an+p − a| < ε/2 pa je:

|an+p − an| = |an+p − a+ a− an| 6 |an+p − a|+ |a− an| 6
ε

2
+

ε

2
= ε

pa je niz (an) Koxijev. Sliqno zakƩuqujemo da je niz (bn) Koxijev.
Neka sada vaжi Koxijev princip konvergencije i neka je In = [an, bn], n ∈ N qije

duжine konvergiraju ka nuli. Tada je

0 6 an+p − an 6 bn − an i an − bn 6 bn+p − bn 6 0

za svako n, p ∈ N. Odavde sledi da su (an) i (bn) Koxijevi nizovi. Prema pretpostavci,
oni su konvergentni, a zbog uslova bn − an → 0, oni konvergiraju ka istom broju.
Oznaqimo taj broj sa c. Tada je an 6 c 6 bn za svako n ∈ N, pa tada vaжi Koxi-Kantorov
princip umetnutih odseqaka.

Jasno je da iz Kantorovog principa umetnutih odseqaka sledi Koxi-Kantorov prin-
cip. Slede�i primer pokazuje da iz Koxi-Kantorovog principa umetnutih odseqaka
u nearhimedovim poƩima ne sledi Kantorov princip umetnutih odseqaka.
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Primer 3.11. Ure�eno poƩe P formalnih Loranovih redova nad proizvoƩnim Arhime-
dovim poƩem F (vidi primer (3.7) i teoremu (3.19)) nije Arhimedovo, ali u Ƭemu svaki
Koxijev niz konvergira, pa je presek svakog opadaju�eg niza zatvorenih ograniqenih
intervala u P, qiji dijametri konvergiraju ka nuli, jednoqlani skup. Primetimo da
je, u ovom poƩu 0 < nt < 1/n 6 1 za svako n ∈ N. Niz (nt) je rastu�i, dok je niz (1/n)
opadaju�i. Odavde sledi da je niz zatvorenih intervala In = [nt, 1/n] opadaju�i, to
jest In+1 ⊆ In za svako n ∈ N. Pretpostavimo da taqka z ∈ P pripada preseku

⋂

n∈N

In.

Tada je 0 < nt 6 z 6 1/n za svako n ∈ N. Sledi da je z = a0 + a1t+ a2t
2 + . . . , a0, a1, . . . ∈ F,

pri qemu je 0 6 a0 6 1/n za svako n ∈ N. Odavde, poxto je F Arhimedovo poƩe, sledi da
je a0 = 0. Tada je F ∋ a1 > n za svako n ∈ N, xto je nemogu�e, opet zbog pretpostavke da
je F Arhimedovo poƩe. To znaqi da je presek

⋂

n∈N

In prazan, to jest u poƩu P Loranovih

redova nad Arhimedovim poƩem nije ispuƬen Kantorov princip umetnutih odseqaka.

Dakle, u nearhimedovim poƩima vaжi slede�e:

Kantorov princip umetnutih odseqaka

⇓
Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka

m
Koxijev princip konvergencije

3.9 ZakƩuqak

Kao xto je ve� reqeno, postoji vixe naqina za uvo�eƬe realnih brojeva. Za racionalne
brojeve moжemo re�i da nastaju od brojeva 0 i 1 primenom qetiri osnovne raqunske
operacije. Dopunski, za realne brojeve moжemo re�i da nastaju od istih brojeva 0 i
1 primenom pet operacija: qetiri osnovne raqunske i operacije supremuma. Ta misao,
implicitno podrazumeva da se operacija supremum, tj. prelaz oblika S → supS (ako
je S neprazan, odozgo ograniqen skup) obavƩa jedino u sluqaju racionalnih skupova
S. Odmah se postavƩa pitaƬe da li je takvo slabƩeƬe dosega supremuma dozvoƩeno.
Odgovor je potvrdan.

Prirodno se pojavƩuje pomisao da li umesto operacije supremum smemo koristiti
operaciju limes. Odgovor je i sada potvrdan, jer je teorema o supremumu ekviva-
lentna sa teoremom da je svaki monoton i ograniqen niz konvergentan. Ovo vaжi qak
i za Koxijeve nizove, to jest: Svaki realan broj je izraziv kao graniqna vrednost nekog
Koxijevog niza racionalnih brojeva.

Dakle, navedene operacije, nadogra�uju strukturu Q do strukture R.
Za kraj navodimo sve ekvivalentne oblike aksiome neprekidnosti onim redom kako

su dokazivani u ovom radu.

1) (Aksioma neprekidnosti) Ako su A i B neprazni podskupovi skupa R, takvi da je
x 6 y za sve x ∈ A, y ∈ B, tada postoji element z ∈ R, takav da je x 6 z 6 y za sve
x ∈ A, y ∈ B.

2) (Teorema o supremumu) Svaki neprazan, odozgo ograniqen podskup skupa R ima
supremum u R.

3) (Teorema o infimumu) Svaki neprazan, odozdo ograniqen podskup skupa R ima in-
fimum u R.

29
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4) Za svaka dva neprazna neprazna skupa A ⊆ R i B ⊆ R qija je unija A ∪ B = R, takva
da je x < y za svako x ∈ A i y ∈ B, ili u skupu A postoji najve�i element, ili u
skupu B postoji najmaƬi element.

5) a) (Arhimedovo svojstvo) Za proizvoƩne pozitivne realne brojeve a, b postoji (i
jedinstveno je odre�en) prirodan broj n, takav da je (n− 1)a 6 b < n.

b) (Kantorov princip umetnutih odseqaka) Svaki niz (In) umetnutih odseqaka na
realnoj pravoj ima neprazan presek.

6) a) (Arhimedovo svojstvo) Za proizvoƩne pozitivne realne brojeve a, b postoji (i
jedinstveno je odre�en) prirodan broj n, takav da je (n− 1)a 6 b < n.

b) (Koxi-Kantorov princip umetnutih odseqaka) Ako niz (In) umetnutih odseqaka
na R ima osobinu da za svako ε > 0 postoji n ∈ N, takvo da je duжina |In| = bn− an
odseqka In maƬa od ε, tada je

⋂

n∈N

In jednoqlan, tj. postoji taqno jedan x ∈ R, takav

da je x ∈ In za sve n ∈ N.

7) (Dedekindova aksioma) Ako su D1, D2 ⊂ R takvi da je (D1, D2), Dedekindov presek,
onda postoji najmaƬe gorƬe ograniqeƬe supD1 ∈ R skupa D1.

8) (Borel-Lebegova teorema) Svako otvoreno pokrivaƬe J segmenta [a, b] ima konaqno
potpokrivaƬe.

9) (Bolcano-Vajerxtrasova teorema) Svaki beskonaqan ograniqen podskup A ⊂ R ima
bar jednu taqku nagomilavaƬa u R.

10) (Bolcano-Vajerxtrasova teorema za nizove) Svaki ograniqen niz realnih brojeva
(an) ima bar jednu taqku nagomilavaƬa u R.

11) (Vajerxtrasova teorema) Neka je (an) rastu�i niz realnih brojeva. Tada je (an)
konvergentan (konaqnoj granici) ako i samo ako je ograniqen odozgo.

12) (Vajerxtrasova teorema) Neka je (an) opadaju�i niz realnih brojeva. Tada je (an)
konvergentan (konaqnoj granici) ako i samo ako je ograniqen odozdo.

13) a) (Arhimedovo svojstvo) Za proizvoƩne pozitivne realne brojeve a, b postoji (i
jedinstveno je odre�en) prirodan broj n, takav da je (n− 1)a 6 b < n.

b) (Koxijevo svojstvo) Svaki Koxijev niz u poƩu R konvergira.
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4 Geometrijska neprekidnost

,,Ne postoji kraƩevski put u geometriju”.22

Euklid

4.1 Istorijski razvoj

Od samih poqetaka geometrije pa sve do kraja devetnaestog stole�a geometrijska nepre-
kidnost se podrazumevala pre�utno, kao nexto je jasno po sebi. Tvr�eƬe prema kojem
krug koji ima taqaka sa raznih strana neke prave, tu pravu i seqe, nije dokazivano ve�
se pretpostavƩalo kao jasna geometrijska qiƬenica koja ne zahteva nikakvu potvrdu.
Ve� u prvom stavu prve kƬige svojih Elemenata Euklid, dokazuju�i da postoji pra-
vilan trougao kome su zadata temena A i B, konstruixe krugove k(A,AB) i k(B,BA) i,
bez dokaza, zakƩuquje da oni imaju zajedniqkih taqaka. Sliqno, u dvanaestom stavu
prve kƬige, konstruixu�i upravnu iz zadate taqke A na pravoj p, Euklid pretpostavƩa
da svaki krug sa sredixtem A, koji ima taqaka sa one strane prave p sa koje nije A,
seqe pravu p u dvema taqkama. Potreba da se ovakva tvr�eƬa dokaжu nije iskazi-
vana sve do druge polovine proxlog veka kada je Pax23 1882. godine, u svojoj Novijoj
geometriji, istakao neophodnost zasnivaƬa geometrijske neprekidnosti polaze�i od
zasebnih aksioma.

Arhimed je primetio neke nedostatke Euklidove aksiomatike. U ciƩu zasnivaƬa
teorije mereƬa geometrijskih figura on je u svom delu O vaƩku i lopti, upotpunio
Euklidove aksiome, izme�u ostalog, i Eudoksovom aksiomom prestiжivosti na kojoj
poqiva tzv. geometrijska neprekidnost ,,u velikom”. Prema toj aksiomi konaqnim bro-
jem ,,prenoxeƬa” zadate duжi na zadatu pravu moжe se ,,sti�i i presti�i” svaka taqka
te prave. Neprekidnost ,,u malom” koja omogu�ava da se dokaжu stavovi o preseku prave
i kruga i o preseku dvaju krugova poqiva na Kantorovoj aksiomi prema kojoj je, grubo
reqeno, prava ,,gusto ispuƬena” taqkama. Napomenimo i da se ,,neprekidnost u malom”
i neprekidnost ,,u velikom” mogu iskazati samo jednom aksiomom, tzv. Dedekindovom
aksiomom neprekidnosti. U svojim Osnovama geometrije Hilbert24 je, uz Arhimedovu,
pretpostavio i tzv. aksiomu potpunosti koja je ekvivalentna Kantorovoj aksiomi.

Istaknimo da je geometrijska neprekidnost pretpostavka teorije mereƬa ravnih i
prostornih geometrijskih likova te da, zahvaƩuju�i Ƭoj, geometrija moжe da ispuni
zahteve koje pred Ƭu postavƩa samo Ƭeno ime u kojem se sugerixe da je geometrija
,,nauka o mereƬu”. Tek posle uvo�eƬa aksioma neprekidnosti mogu�e je dokazati da
prava koja sadrжi taqku unutar nekog kruga, sa Ƭim ima zajedniqkih taqaka, tj. da ga
seqe u dvema taqkama i, tako�e, da dva kruga od kojih svaki ima taqaka unutar drugog,
imaju zajedniqkih taqaka. Neprekidnost u geometriji ima za posledicu tvrdƬu da
je euklidski prostor metriqki, a i uvo�eƬe pojma sliqnosti podrazumeva poznavaƬe
neprekidnosti.

22Za ovaj citat se vezuje zanimƩiva anegdota. Naime, Prokle, vizantijski filozof iz V veka n.e., je
pisao da kada je Ptolomej zapitao da li moжda postoji neki lakxi naqin za uqeƬe geometrije, Euklid
mu je odgovorio: ,,Gospodaru, ne postoji kraƩevski put u geometriju”.

23Moritz Pasch (1843-1930), nemaqki matematiqar.
24David Hilbert (1862-1943), nemaqki matematiqar.
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4.2 Aksiome neprekidnosti

Relaciju B zva�emo relacijom izme�u ili relacijom poretka taqaka na pravoj, a for-
mulu B(A,B,C) qita�emo: taqka B je izme�u taqaka A i C.

Relaciju C zva�emo relacijom podudarnosti, a formulu C(A,B,C,D) qita�emo: par
taqaka (A,B) je podudaran paru taqaka (C,D). Umesto C(A,B,C,D) koristi�emo i
oznaku (A,B) ∼= (C,D)

Osnovne stavove (ili aksiome) geometrije svrstavamo u pet grupa. Prvu grupu
kojom se izraжavaju skupovni odnosi me�u taqkama, pravama i ravnima nazivamo ak-
siomama pripadaƬa ili aksiomama incidencije. Osnovne osobine relacije B izraжavaju
se drugom grupom aksioma, aksiomama rasporeda. Aksiome tre�e grupe se tiqu relacije
C i nazivamo ih aksiomama podudarnosti. Aksiome neprekidnosti saqiƬavaju qetvrtu
grupu, a peta grupa aksioma se sastoji samo od samo jedne aksiome, aksiome paralel-
nosti.

Geometrijska teorija neprekidnosti se temeƩi na dvema aksiomama qetvrte grupe
od kojih se prva naziva Arhimedovom ili Arhimed-Eudoksovom, a druga Kantorovom.
Navedimo najpre te dve aksiome.

A 1. Ako su AB i CD dve proizvoƩne duжi, tada na polupravoj AB postoji konaqan niz
taqaka A1, A2, . . . , An takvih da je B(A,A1, . . . , An), pri qemu je svaka od duжi AA1,A1A2,. . .,
An−1An podudarna duжi CD i B(A,B,An).

A 2. Ako je A1B1, A2B2, . . . , AnBn, . . . niz zatvorenih duжi neke prave, takvih da svaka od
tih duжi sadrжi slede�u, tada postoji taqka X koja pripada svakoj duжi toga niza.

Geometriju zasnovanu na prve qetiri grupe aksioma, dakle, na askiomama pri-
padaƬa, rasporeda, podudarnosti i neprekidnosti, nazivamo apsolutnom geometrijom.
Prostor koji zadovoƩava te aksiome nazivamo apsolutnim prostorom, a svaku Ƭegovu
ravan apsolutnom ravni.

Posledice Arhimedove aksiome. Navedimo najpre dve posledice Arhimed-Eudok-
sove aksiome od kojih je prva toliko jednostavna da je ne�emo ni dokazivati.

Teorema 4.1. Ako je duж a maƬa od duжi b, tada postoji prirodan broj n takav da je

(n− 1)a ≤ b < na.

Teorema 4.2. Ako je duж a maƬa od duжi b, onda za svaku duж c postoje prirodni brojevi
m i n takvi da je

a <
m

2n
c < b.

Dokaz. Kako je a < b, na osnovu Arhimedove aksiome postoji prirodan broj n takav da
je

c < 2n(b− a), tj.
1

2n
c < b− a.

Ako je 1
2n
c > a, onda je

a <
1

2n
c < b− a < b

pa je teorema dokazana (m = 1).
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Ako je 1
2n
c < a, onda, na osnovu prethodne teoreme, postoji broj m takav da je

(m− 1)
1

2n
c ≤ a < m

1

2n
c.

Tada je

a <
m

2n
c =

1

2n
c+

m− 1

2n
c < (b− a) + a = b.

Kantorov niz. Pre nego xto dokaжemo jox nekoliko vaжnih posledica aksioma
neprekidnosti uvedimo pojam Kantorovog niza. Niz duжi A1B1,A2B2,. . . , AnBn,. . . koji
zadovoƩava aksiomu (2), takav da ne postoji duж koja je sadrжana u svim duжima toga
niza zva�emo Kantorovim nizom. Slede�u teoremu zva�emo Kantorovom teoremom.

Teorema 4.3 (Kantorova teorema). Postoji jedinstvena taqka koja pripada Kantorovom
nizu.

Dokaz. Ako bi pored taqke X qije postojaƬe je pretpostavƩeno Kantorovom aksiomom,
postojala i neka druga taqka Y koja pripada svakoj od duжi datog niza, onda bi svaka
taqka Z duжi XY tako�e pripadala svakoj od duжi tog niza. Tada bi duж XY pri-
padala svakoj duжi Kantorovog niza xto nije u skladu sa Ƭegovom definicijom. Stoga
je taqka X jedinstvena.

Teorema 4.4. Ne postoji duж koja bi bila maƬa od svake duжi Kantorovog niza.

Dokaz. Neka je X jedina taqka sadrжana u svim duжima nekog Kantorovog niza duжi
[AkBk]k=1,2,... na pravoj p. Kako su za svako k, Ak i Bk sa raznih strana taqke X moжemo
pretpostaviti da su sve taqke Ak sa jedne, a sve taqke Bk sa druge strane taqke X.
Budu�i da je duж AkBk unija duжi AkX i XBk, a sadrжi duж Ak+1Bk+1, taqka Ak+1

pripada duжi AkX, a taqka Bk+1 duжi XBk.
Ako je x proizvoƩna duж, na pravoj p postoji taqka A sa one strane X sa koje su

i sve taqke Ak, i taqka B sa one strane X sa koje su i sve taqke Bk takva da je X
sredixte AB koja je podudarna datoj duжi x. Kada na duжi AX ne bi bilo ni jedne
od taqaka Ak, bilo bi za svako k, B(Ak, A,X), pa bi duж AX pripadala svakoj od duжi
Kantorovog niza. Dakle, za dovoƩno veliko n sve taqke Ak, k > n, su izme�u A i X. Na
isti naqin, za dovoƩno veliko n sve taqke Bk, k > n, su izme�u X i B pa, za dovoƩno
veliko n, duж AB sadrжi svaku od duжi AnBn. Stoga je AnBn < AB = x.

Dakle, za dovoƩno veliko n, duжi XAn i XBn su maƬe od bilo koje unapred zadate
duжi.

Teoreme analogne posledicama Arhimedove aksiome i Kantorove teoreme mogu se
pokazati i za uglove.

Dedekindova teorema. Slede�e tvr�eƬe koje se naziva Dedekindovom teoremom,
znaqajna je posledica aksioma neprekidnosti:

Teorema 4.5 (Dedekindova teorema za pravu). Ako su sve taqke neke prave p podeƩene u
dva skupa M i N , takva da:

(1) svaka taqka prave p pripada samo jednom od skupova M i N ,

(2) skupovi M i N su neprazni,
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(3) izme�u bilo kojih dveju taqaka jednog od tih skupova nema taqaka koje pripadaju dru-
gom,

tada postoji jedinstvena taqka X na pravoj p takva da su sve ostale taqke skupa M sa
jedne strane te taqke, a ostale taqke skupa N sa druge.

Dokaz. Kako su skupovi M i N neprazni, postoje taqke M1 i N1 koje, redom, pripadaju
tim dvama skupovima. Neka je S1 sredixte duжi M1N1. Taqka S1 pripada pravoj p,
na osnovu uslova (1), pripada taqno jednom od skupova M i N . Ako taqka S1 pri-
pada skupu M, obeleжi�emo je sa M2, a taqku N1 sa N2, a ako S1 pripada skupu N ,
obeleжi�emo je sa N2, a M1 sa M2. Neka je S2 sredixte duжi M2N2. PonavƩaju�i
zapoqeti postupak odredi�emo taqke M3 i N3, itd. Na taj naqin konstruisa�emo niz
[MkNk]k=1,2,... zatvorenih duжi od kojih svaka duж sadrжi slede�u u tom nizu. Takav
niz zva�emo nizom polovina duжi.

Dokaжimo da ne postoji duж koja je sadrжana u svim duжima konstruisanog niza
polovina. Ako bi, naprotiv, postojala takva duж x, onda bi za svako k bilo x <
MkNk, a kako je, prema konstrukciji toga niza, MkNk = (1/2k−1)M1N1, bilo bi x <
(1/2k−1)M1N1, tj. 2k−1x < M1N1, za svako k, xto protivreqi Arhimedovoj aksiomi.
Dakle, niz [MkNk]k=1,2,... je Kantorov, pa postoji jedinstvena taqka X koja pripada svakoj
duжi niza polovina duжi.

Iz konstrukcije niza polovina duжi sledi da su sve taqke niza (Mk)k=1,2,... sa jedne
strane taqke X, a sve taqke niza (Nk)k=1,2,..., sa druge. Dokaжimo da su i sve ostale
taqke skupa M sa jedne strane taqke X, a sve ostale taqke skupa N , sa druge. Taqka
X pripada samo jednom od skupova M i N , recimo skupu N . Ako je N proizvoƩna
taqka skupa N razliqita od X, tada je ona sa one strane X sa koje su i taqke niza
(Nk)k=1,2,.... Zaista, ako bi bilo B(N,X,Nk), taqka N bi bila sa one strane X sa koje
su i taqke niza (Mk)k=1,2,..., pa bi, za dovoƩno veliko k, taqka Mk bila izme�u N i X.
Dakle, postojala bi taqka skupa M izme�u dveju taqaka skupa N .

Ako je pak, M proizvoƩna taqka skupa M, tada ne moжe biti B(Mk, X,M) jer bi
postojala taqka skupa N izme�u dveju taqaka skupa M. Dakle, postoji jedinstvena
taqka X takva da su sve ostale taqke skupa M sa jedne strane taqke X, a sve ostale
taqke skupa N , sa druge.

Za taqku X �emo re�i da razdvaja skupove M i N .
Sliqno se dokazuje da vaжi i Dedekindova teorema za polupravu, i Dedekindova

teorema za duж. Xtavixe, ako se pretpostavi da uz aksiome prve tri grupe vaжi i
Dedekindova teorema za duжi, tada vaжe i Arhimedova i Kantorova aksioma.

Teorema 4.6. Ako uz aksiome prve tri grupe vaжi i Dedekindova teorema za duжi, tada
vaжe i Arhimedova i Kantorova aksioma.

Dokaz. Ako pretpostavimo da postoje duжi AB i CD i niz taqaka A1,A2,. . ., An,. . . na
polupravoj AB takvih da je B(A1, A2, . . . , An, . . .), a sve duжi AA1, A1A2,. . . ,An−1An,. . . su
podudarne duжi CD i sadrжane su u duжi [AB], tada skup taqaka duжi [AB] moжemo
podeliti u dva podskupa M i N takva da su u skupu M sve taqke koje pridadaju
duжima [AA1), [A1A2), . . . , [An−1An), . . ., a u skupu N sve ostale taqke duжi [AB]. Kako
skupovi M i N zadovoƩavaju skupove Dedekindove teoreme za duжi, postoja�e taqka
X koja razdvaja skupove M i N . Ako je Y taqka prave AB sa one strane taqke X
sa koje je A, takva da je XY ∼= CD, tada je taqka Y u skupu M, pa pripada nekoj
duжi [AA1), [A1A2), . . . , [An−1An), . . ., na primer duжi Ai−1Ai, xto je nemogu�e jer tada
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taqke Ai i Ai+1 pripadaju otvorenoj duжi XY , a XY ∼= CD ∼= AiAi+1. Time je dokazana
Arhimedova aksioma. Dokaжimo i Kantorovu.

U tom ciƩu pretpostavimo da je [A1B1], [A2B2], . . . , [AnBn], . . ., niz zatvorenih duжi
neke prave takvih da svaka od tih duжi sadrжi slede�u. Budu�i da moжemo pret-
postaviti da je B(A1, A2, . . . , An, . . . , Bn, . . . , B2, B1), skup taqaka duжi [A1B1] moжemo podeliti
u dva podskupa M i N takva da su u skupu M sve taqke koje pripadaju duжima
[A1A2), . . . , [An−1An), . . ., a u skupu N sve ostale taqke duжi [A1B1]. Kako skupovi M
i N zadovoƩavaju uslove Dedekindove teoreme za duжi, postoja�e taqka X koja razd-
vaja skupove M i N . Kako je, za svako i, X izme�u taqaka Ai i Bi, taqka X pripada
svakoj duжi niza [A1B1], [A2B2], . . . , [AnBn], . . . Time je dokazano da su i Arhimedova i
Kantorova aksioma posledice Dedekindove teoreme.

Aksiome (1) i (2) mogu se uvesti i za uglove. Moжe se dokazati i Kantorova teorema
za uglove, analogna teoremi (4.3).

4.3 Posledice aksioma neprekidnosti

Mnoge teoreme koje su naizgled oqigledne ne mogu se dokazati bez primene aksioma
neprekidnosti. Navedimo nekoliko primera takvih teorema.

Teorema 4.7. Ako je dat krug k(O, r) i taqka P unutar kruga k tada proizvoƩna prava l
u ravni kruga k koja sadrжi taqku P ima sa krugom k dve zajedniqke taqke.

Dokaz. Mogu nastupiti dva sluqaja:

(i) prava l sadrжi sredixte O kruga k,

(ii) prava l ne sadrжi sredixte O kruga k.

Prvi sluqaj. Neka taqka O pripada pravoj l. Tada postoje taqke X i Y na pravoj l
sa raznih strana taqke O takve da je OX ∼= r i OY ∼= r, pa prava l ima sa krugom k(O, r)
dve zajedniqke taqke X i Y .

Drugi sluqaj. Neka sada taqka O ne pripada pravoj l (slika (3)). Oznaqimo sa A0

podnoжje normale iz taqke O na pravoj l. Tada �e biti OA0 ≤ OP . Kako je taqka P
unutar kruga k bi�e OP < r, te je i OA0 < r. Odredimo na pravoj l sa bilo koje strane
taqke A0 taqku B0 takvu da je A0B0

∼= r. U pravouglom trouglu OA0B0 hipotenuza OB0 je
ve�a od katete A0B0 pa je OB0 > r, tj. taqka B0 je van kruga k. Neka je C0 sredixte duжi
A0B0. U tom sluqaju za taqku C0 mogu nastupiti tri mogu�nosti: OC0

∼= r, OC0 < r i
OC0 > r.

B0

X

Y

O

k

l

P

A0

Slika 3: Preseci prave i kruga
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Ako je OC0
∼= r tvr�eƬe sledi neposredno. Ako je taqka C0 unutar kruga k oznaqimo

sa A1 taqku C0 a sa B1 taqku B0. Ako je taqka C0 izvan kruga k oznaqimo A1 taqku A0,
a sa B1 taqku C0. U oba sluqaja je OA1 < r i OB1 > r, duж A1B1 je jednaka polovini
duжi A0B0 i sadrжana je u Ƭoj. Oznaqimo sa C1 sredixte duжi A1B1. Za taqku C1

imamo slede�e mogu�nosti: OC1
∼= r, OC1 < r ili OC1 > r. Ako je OC1

∼= r obeleжimo
sa A2 taqku A1 a sa B2 taqku C1, a ako je OC1 < r onda oznaqimo sa A2 taqku C1 a sa B2

taqku B1. U oba sluqaja je OA2 < r, OB2 > r, duж A2B2 jednaka je polovini duжi A1B1

i sadrжana je u Ƭoj.
NastavƩaju�i taj postupak posle n koraka dobijamo da je

OAn < r, OBn > r, AnBn =
1

2n
A0B0, [AnBn] ⊂ [An−1Bn−1].

Prema tome, dobili smo niz zatvorenih duжi [AnBn] za koji je ispuƬena aksioma
(2) i ne postoji duж sadrжana u svim duжima tog niza.

Zaista, jer ako bi postojala takva duж d koja bi pripadala svim duжima tog niza
duжi, tada broj n moжemo izabrati tako da duж [AnBn] bude maƬa od bilo koje unapred
zadate duжi, pa i od duжi d, pa bi ve�a duж d bila sadrжana u maƬoj duжi AnBn, xto
je nemogu�e.

Dakle, niz (AnBn) je Kantorov niz, pa na osnovu teoreme (4.3) postoji jedinstvena
taqka X koja pripada svim duжima tog niza duжi. Dokaжimo da taqka X pripada
krugu k, tj. da je jedna od preseqnih taqaka prave l i kruga k. DovoƩno je da dokaжemo
da je OX ∼= r. Za duжi OX i r vaжi taqno jedna od slede�e tri mogu�nosti: OX < r,
OX > r i OX ∼= r.

Neka je OX < r. Tada postoji neka duж ε takva da je OX = r − ε. Iz trougla OXBn

imamo OBn < OX + XBn. Taqka X pripada duжi [AnBn], pa je XBn < AnBn. Moжemo
izabrati dovoƩno veliki broj n takav da duж [AnBn] bude maƬa od bilo koje unapred
zadate duжi ε. Tada je XBn < ε pa je OBn < r−ε+ε = r. Dakle, dobili smo da taqka Bn

pripada unutraxƬosti kruga xto predstavƩa kontradikciju. Prema tome nije OX < r.
Analogno se dokazuje da nije OX > r.
Znaqi, mora biti OX ∼= r, tj. taqka X pripada krugu k.
Za taqku Y prave l simetriqnu taqki X u odnosu na taqku A0 neposredno se dobija

da pripada krugu k. Dakle, prava l i krug k imaju dve zajedniqke taqke X i Y . Nije
texko zakƩuqiti da osim ovih dveju taqaka krug k i prava l nemaju drugih zajedniqkih
taqaka.

Teorema 4.8. Ako dva kruga k i k′ pripadaju jednoj ravni i ako jedan od ta dva kruga,
npr. k′ sadrжi neku taqku A koja se nalazi unutar kruga k i neku taqku B van kruga k,
tada krugovi k i k′ imaju dve zajedniqke taqke.

Dokaz. Neka su O i O′ (slika (4)) sredixta a r i r′ polupreqnici redom krugova k i
k′. Oznaqimo sa s medijatrisu jednog od uglova ∡AO′B. Poluprava s ima sa krugom
k′ jednu zajedniqku taqku, oznaqimo je sa C. Pri tome je ili OC ∼= r ili OC < r ili
OC > r. Ako je OC ∼= r tada je taqka C jedna zajedniqka taqka krugova k i k′. Ako je
OC < r obeleжimo sa A1 taqku C a sa B1 taqku B. Ako je pak OC > r obeleжimo sa A1

taqku A a sa B1 taqku C. U oba sluqaja je OA1 < r, OB1 > r i ∡A1O
′B1 =

1
2
∡AO′B

Konstruiximo medijatrisu ugla A1O
′B1 i oznaqimo je sa C1 zajedniqku taqku medi-

jatrise s1 i kruga k′. Za taqku C1 postoje tri mogu�nosti: OC1
∼= r, OC1 < r ili

OC1 > r. Ako je OC1
∼= r tada je taqka C1 zajedniqka taqka krugova k i k′. Ako je
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k

k′

X
O

O′

B

CA

Slika 4: Preseci dva kruga

OC1 < r oznaqimo sa A2 taqku C1 a sa B2 taqku B1, a ako je pak OC1 > r onda oz-
naqimo sa A2 taqku A1 a sa B2 taqku C1. Tada je u oba sluqaja OA2 < r, OB2 > r i
∡A2O

′B2 =
1
22
∡AO′B.

NastavƩaju�i taj postupak dobijamo taqke An i Bn takve da je OAn < r, OBn > r i
∡AnO

′Bn = 1
2n
∡AO′B. Na taj naqin je dobijen neograniqen niz zatvorenih uglova

[∡AO′B], [∡A1O
′B1], . . . , [∡AnO

′Bn], . . .

koji zadovoƩava analognu aksiomu aksiomi (2) za uglove i ne postoji ugao sadrжan u
svim uglovima toga niza.

Tada, prema Kantorovoj teoremi za uglove sledi da postoji jedinstvena poluprava
s′ sadrжana u svim uglovima tog niza. Oznaqimo sa X taqku te poluprave takvu da je
O′X ∼= r′, odnosno to jest taqku u kojoj poluprava s′ seqe krug k′. Dokaжimo da taqka X
pripada i krugu k. U tom sluqaju za taqku X mogu nastupiti tri mogu�nosti: OX < r,
OX > r ili OX ∼= r.

Neka je OX < r. U tom sluqaju postoji neka duж ε takva da je OX = r−ε. U trouglu
OXBn je OBn < OX + XBn. Broj n moжemo izabrati tako da tetiva AnBn bude maƬa
od bilo koje unapred zadate duжi ε. Kako je taqka X unutraxƬa taqka duжi [AnBn]
to je XBn < AnBn pa je XBn < ε. Prema tome imamo da je OBn < r − ε + ε = r, pa je Bn

unutraxƬa taqka kruga k xto je u kontradikciji sa konstrukcijom niza taqaka B0, B1,
B2, . . . Dakle nije OX < r.

Na potpuno isti naqin i pretpostavka OX > r dovodi do kontradikcije.
Prema tome mora biti OX ∼= r, tj. taqka X pripada krugu k.
RazmatraƬem drugog ugla AO′B analognim postupkom dobijamo drugu preseqnu taqku

Y krugova k i k′.

Dokazi ovih teorema ne mogu se izvesti bez upotrebe aksioma neprekidnosti.
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