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YBoa

OCHOBHHU IIMJb OBOT' MacTep paja je NMpuKa3 HeKuX pesyiarata u3 paga The method of moments and degree
distributions for network models ayropa P. J. Bickel-a, A. Chen-a, u E. Levina-e, o6jaBisenor y The Annals of
Statistics, 2011, Vol. 39, No. 5, 2280-2301. Pe3ynrat koju he Outu npukasad ogHOCH ce Ha €0 Teopeme 1 0BOT
pama. Ta teopema yTBphyje acMMNITOTCKAa CBOjCTBAa HEKHMX CTAaTHCTHKA CIIydajHUX rpadoBa M3 mocMaTpaHe
KJlace ciaydajHux rpadoBa, kama 6poj uBopoBa rpada Texu 6eckoHauHOCTH. CTAaTUCTHUKE KOje Ce IocMaTpajy
Ipe/ICTaBIbajy OlleHY BepoBaTHOhe rpaHe, U (CKalupaHy) olleHy BepoBaTHohe mojaBe oapeljeHor moarpada y
rpady. Knaca ciyuajaux rpadoBa Koja ce mocmarpa 3ajgara je y HemapaMeTapcKoM KOHTEKCTY, OJHOCHO
oJiroBapajyhum cKkymom ycjaoBa Koje leHH €JIeMEHTH 3a/10BOJbaBajy.

Pan caunmaBajy yeTupu LenuHe.

ITpBa nenuHa objanimbaBa KOHUENT CIy4ajHOT rpada. Y IpBOM 0J1eJbKY OBE LieIHHE O0jalllkbeHa je MOTUBalja
npoydaBama CIy4ajHUX rpadoBa Kpo3 NPUKA3 HEKMX CHCTEMa y MPHUPOIHU 32 YHje je MpoydaBame 3HAYAjHO
nocMaTpaTH Be3e, OJIHOCHO MHTepakifje n3Mel)y eneMeHara Koju cauumbaBajy CUCTEM. Y JAPYTroM OJEJbKYy OBE
[eJIMHE TIPUKa3aHe Cy OCHOBE TeopHuje rpadoBa HEONMXOJHE 3a pa3BHjalke TEOpHje CiydajHux rpadosa. Y
MOCJIEIIEM OJIEJbKY OBE LIETTMHE YBEJCH je mojaM ciydajHor rpada, U HaBelIeHE HEKE O]l CTaTUCTHUKA KOje ce
Hajuewrhe KOpUCTe NP KapaKTepucamwy 0COOMHA ciay4yajHuX rpadosa.

Jlpyra menwHA paja OJHOCH Ce Ha HEKa aCHMMITOTCKa cBojctBa Erdds-Rényi-eBor momena. AcCHMIITOTCKA
CBOjCTBA OBOT' MOjIejia 3HAYajHO je MpHKa3aTH M3 HEKOJHMKO pasnora. IIpBo, uctopujcku mocmarpano, Erdos-
Rényi-eB Mozen je mpBH OMKCAaHK MOJEN CiIydajHOr Tpada, HA OCHOBY KOTa je OBa, JaHac Oorara TeopHja,
noyena aa ce pa3Buja. CBojcTBa Koja heMo mocmarparu 0iHOCE ce Ha IPUCYTHOCT oJipeheHuX MOACTPYKTypa y
rpagy. /[pyro, acuMToTCKa CBOjCTBa KOja he OMTH mocMmaTpaHa MMajy jeHY OCOOMHY THUIIMYHY 3a CIydajHe
rpadoBe YOMNIITe: OHA C€ Harjo Memajy. OBa TeHJEHIMja Ka Harjioj MPOMEHH KapaKTepHCTUKa Orjiena ce y
YUILEHUIIM 13, HAKOH ,,ipoOujama‘ oaronapajyhe acumnrorcke 6apujepe, kaga 6poj uBopoBa rpada Texu Ka
OeckoHayHOCTH, BepoBaTHoha ma rpad moceayje oarorapajyhe cBOjCTBO ce Mema ca Hyja Ha jemaH. Tpehe,
npoy4aBame Erdds-Rényi-eBor mojena je mpuMep mocMaTpama KOHKPETHOT MoOjea Ciy4ajHor rpada, xoje
NpeICTaBJba MOJIAa3Hy TauKy T3B. ApaMETapCKOT MPHUCTYIIa MOJEINPAKY MPEKa.

Tpeha nenuna mpeacTaB/ba TVIABHU A0 pada. Y HEHOM MPBOM OEJbKY OOjalimaBa Ce pa3iinka u3Mehy
napamMeTapcKor, ¥ HelapaMeTapcKoT MPUCTYIa MOJEIHPaky MPeka, KOjU je KOpUITheH y paay YHju pe3yiaTaT
KEJIMMO J1a TMIPUKaXeMo. Y JIPyroM O/IeJbKY, YBEJIEH je KOHUENT 3aMEHJBHUBOCTU CIIy4YajHUX BEJIMYMHA KOjU je
HEONXOJIaH 3a pe3yMaBame Mojena kKoju he Outu yBenmeH y TpeheM ofesbky oBe nenuHe. Y tpehem onesbKy
MIOCTaBJBECH j€ MOJIEN CIy4yajHOr rpada y HemapameTapcKoM KOHTEKCTY, M YBEIEHE Cy CTaTHCTUKE KOje Mepe
BEpOBaTHONy peanusanuje rpaHe u3Mel)y aBa uBopa rpaga, kao u BepoBaTHohy mojase oapeheHor moarpada y
rpady. Ha kpajy onesbka, Aat je Ucka3z TeopeMe Koja yTBphyje Heka aCUMITOTCKa CBOjCTBAa OBUX CTaTHCTHKA.
Kako je pagu pazymeBama Jl0Ka3a TeopeMe NMOTPEOHO MO3HABAaTH HeKa CBOjcTBA U-CTAaTUCTHKA, Y HapeIHOM,



YEeTBPTOM OICJbKY OBE IIEJIMHE, yBeleH je mojaM U-cTaTHCTHKE W MOKazaHa Cy HEKa O] HEeHUX CBOjCTaBa.
[MTocnenmu, MeTn ofebak OBE LEIUHE, IIPEICTaBIba JOKa3 IOMEHYTE TEOpEMe.

VY 4eTBpTOj IETMHU MIOMEHYTH Cy HEKH O]l HeJJaBHO JIOOWjeHHX pe3yiTara MnmpoydyaBama CliydajHux rpadosa, y
UMby HAroBElITaja HEKUX OJI aKTyeITHHX HM3a30Ba KOjH Ce cycpehy Mmpu HCTpakMBamUMa y OBOj 00JIACTH
CTaTHCTUKE.



| Konuenrt ciaydajuor rpada

|.1. MoTuBu npoydaBama ciydajHux rpagosa

MHore cucteMe y MPUPOAHN KapaKTEpHINe CI0KEHA CTPYKTYpa, Koja ce orie/la y MHTePaKIMjH BEITUKOT Opoja
SHTHUTETA KOjU CauMibaBajy Taj cucteM. MHTepakiuja, Win MOBE3aHOCT TUX EHTHTETA, HUje JEeTCPMHHUCTHYKE
npupoje. To 3HauM J1a IOCTOje SHTUTETH CHCTEeMa 3a Koje je Moryhe ma melycoOHO mHTeparyjy, ajiu TO HUje
HEOIXO/HO. 3aTo je, IpU NMpOy4YaBamy TaKBHX CHCTEMa, IBbUXOBUX OCOOWMHA W IOHAIIamka, MOTPEOHO MOCceOHy
MaXHky MOCBETUTH Mel)yCOOHOM OJHOCY €HTHTETa KOjU Taj CHCTEM CauynibaBajy. TakBU CHCTEMH Ha3WBajy ce
Mpexama, W oapeheHm cy oxaroBapajyhuM CKynmoM EHTUTETa, OJHOCHO YBOPOBA, M CKYIIOM Be€3a WJIH
uHTepaknuja, mehy Tum uBopoBuma. IIpoyuaBame Mpexa 3aCHHUBA Ce HA UICHTH(PUKOBAEKY MOJIENA KOjU UX, Y
U3BECHOM CMHCITy, JOBOJbHO 100po ommcyjy. Kako cy Be3e y mpexama CTOXACTHYKE MPUPOJE, MPOoOIeM
uacHTudUKaImje oarosapajyher Mojena mpupoaHoO Craia y JOMEH MaTeMaTHIKe CTATUCTHKE.

Panu carnenaBama 3Havaja, Kao M CIOXKEHOCTH TpoliIeMa MACHTU(PUKOBAakHA MOJENIa Mpeka, HaBEAUMO HEKE
puMepe CTPYKTypa y IPUPOJIU KOje je MOTOAHO OIMHMCATH Kao MPEXKE, y CMUCITY IPETXOJIHE JTUCKYCH]C.

MelhycoOHa MHTEpakIija MPOTeNHA KapaKTepHUIlle CKOPO CBE MpoIlece KOju ce oaBujajy y hemuju- hemujcku
merabomusam, permkanja JIHK, u pacr hemmje camo cy Heku ox mpuMepa oBux mpoueca’. Ipuponaw
NPUCTYI TIPOy4YaBamby OBUX MpOIIECa, U3 MEPCIEKTUBE CTATUCTHKE, MPEJICTaB/ba MOCMaTpambe MpPEXe YUju Cy
YBOPOBU OJroBapajyhu nporenHy, a Beze Mel)y uBopoBuMa oarosapajyhe uHrepakuuje.

ExocucremMu, 0THOCHO BpCTE KOj€ y BbUMa XKMBE U ojaroBapajyhe pemnaiuje ucxpane Koje Baxe mely BpcTama,
onpelyjy Mpexy 4HjUM C€ CTaTUCTUYKHUM CBOJCTBUMA MOKEMO GaBHTH . [IpobGnem koju ce, mehyTtum, gecto
jaBJba TIPH MOJIETIUpaky OBAaKBUX MPEXkKa, jecTe IMpeMain Opoj BpcTa y eKkocucTeMy. Y ounmo, Takohe, 1a y oBoj
MpEXH TOBE3aHH YBOPOBU HHCY ‘“‘paBHOMPABHU - TIO3MIIMja BPCTE KOja MpeCTaBiba IJIEH, U BPCTE KOja JIOBH,
CYIITHHCKH C€ Pa3NuKyjy. Tako Joma3uMo 10 KOHIENTa YCMEPEHUX Mpexa- Mpeka YMjH aKTepH WHTEPaKIIH]je
MMajy CYIITUHCKU Pa3IMYUTE MMO3HUIIH]e.

World Wide Web je, mo cBojoj mpupoau, Mpexa uuje 4yBopoBe mnpencraBibaj)y HTML mokymenTH, a Bese
auHkoBH Mely muma. [lomTo je 0Bo orpomMaH cucteM, MaTeMaThika CTaTHCTHKA j€ HEONXO/JHAa NMPU HEroBOM
poyyYaBamy.

WNHuTepecantan mpumep cuUcTeMa KOju je Moryhe mocmarpaTH Kao Mpexy, jecte jesuk. Hamme, uBopoBuMa
MOKEMO CMaTpaTH pedd je3uka, a oarosapajyhy Be3y usmel)y peun mMoxkemo jAeHuHHCATH HA pa3HE HAUYHMHE.
Peuumo, moryhe je medunucaru cienehy Besy- JBe pedd Cy MOBE3aHE aKO MOCTOjH OMIIO Koja (CMUCIEHA)
pEUeHHIIA TOT je3nKa y Kojoj Cy IOCMaTpaHe [BE PedH cycexHe . Maja je, Ha IpBH IOTJIE, OBAKO KPEHpaHa
MpeKa BeIITadyka TBOPEBUHA, FbEHO MPOYYABAKHE MOXKE MOCIY)KHTH y TECTHpAmky OJAroBapajyhnx xumoresa u3
JIOMEHA JIMHTBUCTHKE.

! Hornemarn y [21].
? IMornenatu y [10].
* Mornenaru y [10].



baHkapcku CEKTOp jelHe 3eMJbe, OJHOCHO OaHKe, Kao YBOPOBH, M TOKOBM HOBIAa W3Mel)y mHX, Kao
oaromapajyhe uHTepakmuje, oapehyjy Mpemy4. [TocmaTpaHo w3 mepcrekTUBe (PUHAHCHjCKE CTAOMIIHOCTH,
3HAYajHO j€ YTBPAHWTH CBOjCTBA OBE MPEXKE KOja Ce OJHOCE Ha HEHY PamHUBOCT HA IIOKOBE, HAa TpUMED,
UACHTU(UKOBATH CHCTEMCKH 3HadajHe OaHKe, OJHOCHO YBOPOBE KOjU HAIIMM TIpOMEHaMma CBOjCTaBa
MHTEpaKIfja ca OCTaJIMM YBOPOBHMA MOT'Y IIPOMEHUTH OCOOMHE CHCTEMa, OJTHOCHO MPEXKeE, Kao IeTUHE.

3HayYajaH COIMOJIOIKK ()EHOMEH JaHAlIBUIE CBAaKaKo Cy JAPYHITBEHE Mpexe, unju je Facebook BepoBaTHO
HAjpacIpOCTpambCHUjH TpeACTaBHUK. MaeHTudukanmja KIbydHUX OCOOMHAa OBE MpEKe CBakako he wmmaru
IUTOJIOHOCHE PE3YIITaTe Y Pa3BOjy COIMONIONIKUX TEOpH]a.

W3 HaBepeHuX mpuMepa jacHO c€ BHAM Ja MOJECIHMpame Mpexa IpeacTaB/ba MohaH amaT y Tparamy 3a
OJITOBOpMMA Ha MHOTA OJ] HAJUHTPUTAHTHUJUX MUTaka CaBpeMEHE HaydyHE MHCIHU. 3aTO YMIbEHUIIA J1a je OBa
00J1acT jeTHO OJ1 Haj)KUBJBUX I10Jha Pa3BOja MATEMATHUKE CTATUCTHKE JIaHAC, HUMAJIO HE TY/TH.

Monenupame Mpeka 3aCHHBA ¢ Ha TeopHuju cinydajaux rpadosa. Konnent cnydajuaor rpada 6uhe objammen y
JaJbeM TEKCTY.

* IMornenaru y [20].



.2. OcHoBe Teopuje rpadosa’

Osunaunmo ca Py, (V) ckymn nopckymnosa ox k enemenara ckyma V.

Hecp 1.2.1. Tpusujanuu rpad G je nap G = (V, E), npu uemy je:
1) V xoHauaH CKyIl 4Hje €JIeMEHTE Ha3UBaMO YBOPOBHUMA
2) E noxckyn ckyna P, (V), unje eneMeHTe Ha3MBaMO TpaHaMa.

Hee 1.2.2. T'papom nasusamo tpojry G = (V, E, @) rue je:
1) V koHauaH CKyIl 4Hje €IeMEHTEe Ha3UBAMO YBOPOBHMA
2) E xoHauaH CKyIl, Yije JIEMEHTE Ha3UBaMO IrpaHaMa
3) ¢ dynkuuja ca romerom E u kogomerom P, (V), ogrocuo ¢: E = Py (V).

Vkomuko 3a e € E uu,v €V Baxu @(e) = {u, v}, kaxkeMo 1a Cy YBOPOBH U M VU CIOjEHH, WIH IOBE3aHU
TPaHOM e.

Jleg1.2.3. Pen rpada npencrasiba Opoj BETOBHX YBOPOBA.
Jeqh1.2.4. Bennunna rpada jecte 6poj lEeroBUX IpaHa.
Jeg1.2.5. Crenien uBopa je Opoj TpaHa Koje u3 mera mojase.

Younmo na cy, nmpBoMm AedUHUIIMOM, TpaHe oapeheHe kao mapoBW YBOPOBA, JIOK j€ APYroM AehUHUIIN]OM
CBaKoj I'paHM J0jeJbeH nap uBopoBa. M3 oBora cnenu na /legh 1.2.1. no3BosbaBa HajBUIlLE jeHY I'paHy u3Mehy
Oouno xoja 1Ba uBOpa, AOK /legh 1.2.2. no3BospaBa Ja Cy JBa YBOpa IMOBE3aHAa MPOM3BOJHAHUM OpojeM rpaHa.
Yourmo na, ykonuko 3a tpudjanau rpap G = (V, E) nebpunnmemo Gyurmmjy @(e) =eszae € E € P,(V),
taga je tako oxpehena tpojka G = (V,E, ) rpad y cmucny npyre aeuHULUje, Ma je TpUBUjamHU rpad
3aIpaBo CIIeljaiaH ciy4aj rpaga.

Harnacumo na oBom JeduHMLMjOM HHCY HpeaBuleHH rpadoBHM ca T3B. METJ/baMa, OJHOCHO I'paHama Koje
MoBe3yjy 4BOp ca camuM coOom. 3awmcra, Tako ompehena “rpama” {u,u} muje enement ckyma P,(V), 36o0r
{u,u} = {u}, mwrro muje y cknmany ca Jegh 1.2.1.Takohe, y konrexcry Jegh 1.2.2, 3a Tako oxpeheny rpany Guio
ou ¢ (e) & P, (V) mrro nmporuspeun aepununuju. OBaj mpodiem ce, MeljyTum, MOKe MpeBasuhul MpOIUpemHeM
KOJIOMEHCKOT CKyma (QyHKIHje ¢ (OAHOCHO cKyma rpana, y cmucny Hegh 1.2.1) na P, (V) U P, (V). Iommro ce
Hehemo 6aBuTu rpadoBuma ¢ netibama, octahemMo Ipu AaTUM JepUHULITjama.

Hegp 1.2.6. Marpuria ioBe3anoctu TpuBujansor rpadga G = (V, E), tae je |V| = n, je matpuna A oapelena ca:

1,(i,j) €E
A--={ 7 3aVi,jEV
Yo0,(i,)) ¢ E J
[IpumeTMo nma cMO, y MPETXOJHO] ACPUHUIIN]UA, UMIUTMIIUTHO KOPUCTHIIM OOelie)KaBame TeMeHa rpada
npupoaauM Opojesuma {1, ... n}. Younmo ma 6ucmo, Apyraumjum obeliekaBambeM TEMEHA, OJHOCHO 01a0HpOM
npyre oujexiuje ckyna V Ha ckym {1, ...n}, 1o0uimm pasnuuuTy Matpuily nosesanoctd. CTBap je Horosopa jaa

® Ozerbak ce HajBehnuM JeoM oclama Ha cTaBky [3] mureparype.



u hemo Tako nodujene rpadoBe cMaTpaTH HCTOBETHUM WM heMo MX pa3inuKoBaTH. Y KOJMKO OJUTYYHMO Ja HX
CMaTpaMO HCTOBETHHM, OCMAaTpaMo 3ampaBo ojpeheHy Kiacy eKBHBAJCHIMje. YBeIuMO oarosapajyhy
penanujy:

G, = (V(G1)'E(G1)) ~ Gy = (V(Gz); E(Gz)) = (ned)

1) V(G;) =V (G,) (xao cKymoBH)

2) mocroju KoHauHa nepmyrarmja 1: V(G,) — V(G,) Taksa na:

(Vvy, v, €V(Gy)) (v, v,) € E(Gy) & (nvy,mv,) € E(G,))
HpOBePI/IMO Ja je OBaKko YyBEJCHA pelanyja 3aucTa pejanuja eKBHBaJCHIHje. PediekcuBHOCT clieau
TPUBHjATHO, JOK CUMETPUYHOCT U TPAH3UTHBHOCT CJICJC U3 YHILCHMIIC JIa IEPMYTallije YMHE TPYIY Y OJHOCY

Ha KOMIO3UIH]Yy YHKIHja.

Hegh 1.2.7. MehycoOHo exBuBajneTHe rpadoBe, y OJHOCY Ha MPETXOAHO YBEACHY pefalyjy eKBHUBAJICHIIH]E,
HA3WBaMO U30MOP(PHUM.

Jegh 1.2.8. Yxonuko mnpeAcTaBHUKE oipeheHe Kilace eKBHBAJCHIMjE, Y OJHOCY Ha TPETXOJHO YBEIEHY
penanujy eKBUBAJEHIMje, CMaTpaMO MCTOBETHUM, I[IOjeJMHAYHA KJaca eKBHUBAJCHLHUje IpeiCcTaBsba
HeoOenexeHu rpad. Y cynpoTHOM, TOBOPUMO O 00eJIeKeHOM rpady.

Ha ocHOBY npeTxoiHOT, penanmjy eKBUBAICHIIH]e MOKEMO YBECTH Ha CKYITy MaTpHIIa TOBE3aHOCTH TpadoBsa:
A~pn B Gy~ G, rnecy Gy, onHOCHO G, TpadoBu Koje onpel)yjy nate maTpuiie.

Kako Oucmo yBenu mojMoBe kKoju he HaM OMTH MOTpeOHM KacHUje, n3IoxkuheMo caja HEeKOJIMKO NepHUHUIM)a
KOj€ Ce OJIHOCE Ha Pa3IM4UTe HAUMHE “KpeTama 1o rpady”.

Hegh 1.2.9. Hu3z rpana ey, ...,e,_1 € E tpacda G, 3a koju MOCTOjU HU3 PA3IUYUTHX YBOPOBA A, ...,aA, EV
TakBHUX 1a,3a i = 1,..n — 1 Baxu @(e;) = {a;, a;,1} HasmBaMo cTazom.

Heg) 1.2.10. Hu3 pa3nmuuuTux rpaHa eq,...,e,_1 € E Tpada G, 3a KOju MOCTOjU HHU3 YBOPOBA A, ...,A, €V
TakBuX 1a,3a i = 1,..n — 1 Baxu @(e;) = {a;, a;,1} Ha3uBaMo Tparom.

YounMo aa caMMM THM INTO CTa3a 3aXTE€Ba pa3jIM4YUTE YBOPOBE, OHA caApXu pasnuuute rpane. Ca apyre
CTpaHe Tpar MOXe “TIpoJIa3uTH’ UCTHUM YBOPOBMMA, aJli CE€ IPaHe KOjuMa Ce UJIe He CMe]y MOHABJbATH.

Baxan nojam, y KOHTEKCTY CTaTUCTUYKE aHAJIM3€e ClIydajHUX rpadosa, jecte mojaMm noarpada. 3aTo HaBOJUMO
cnenehy nepununyjy.

e 1.2.11. Tpadp G' = (V',E', ") je moarpad rpada G = (V,E,p)ako V' € V,E' C E u ¢’ je pecrpukuuja
@ uaE'.



O6paruhemo, cama, Maxmy HA TO KaKO MOJCKYII CKyla IpaHa, OJHOCHO IOJICKYI CKyIla YBOPOBa, HHIYKY)Y
noarpa¢ maror rpada. Haume, neka je G = (V,E, @), u E' € E. Ako V' nepunumremo kao V' = Uyepr @(x) 1
@' xao oxrosapajyhy pecrpukumjy ¢ynkuuje ¢, Taga je nodujenu rpad G' = (V',E', ¢') noarpad rpada
G = (V,E, @) uaaykoBan ckyrnom rpana E'. Cimuno, ako je V' moackym ckyma V, taga E' nedunuimemo ca
E'={x€E:p(x)<SV'}, a ¢ xao oxrosapajyhy pecrpukuujy ¢yaxuuje ¢ . JdoOujenn mnoarpad G' =
(V',E', ") nasusamo noarpadom HHIYKOBAaHUM CKyrom V',

Ha ocHOBY NpeTXoIHUX MOjMOBA B IUCKYCH]j€, YBOAUMO cliefiehy nehruHuIH]y:

Heg 1.2.12. Hexka je ey, ..., e, Tpar rpada G = (V, E, ¢) Koju ce 3aBpiiaBa y CBOM MOYETHOM YBOPY, OJAHOCHO
HeKa je dq,..,0,,Q; HU3 4BOpoBa Koju oxapelyjy tpar. Iloarpad G' = (V',E',¢") rpada G = (V,E, @)
WHIyKOBaH ckynom rpana E' = {ey, ..., e,} HasuBa ce mukioMm rpada G. YKOJIHMKO je jeIMHH YBOp, KOjH Ce
MIOHABJbA Y HU3Y YBOPOBA A4, ..., Ay, A1 KOju oapel)yjy Tpar, uBop a,, oHaa nmoarpad G’ Ha3MBaMO TPUBHUjaTHAM
nukiIoM rpada G.

Jeg 1.2.13. I'pad G xoju HE CaAp U HUjeIaH ITUKI HA3UBAMO AllUKINIHHIM.

Jlasbe, YKOJIMKO JKEITMMO Jia OJPSIMMO JIOCTYIHOCT onpel)eHOr 4Bopa, KpeTameM Mo rpaHama monasehu us
HEKOT JPYTOT YBOpa, MOTPeOaH HaM je 1MojaM OBE3aHOCTH KOju ce POpMaIHO YBOAH Ha ciiefehn HaYwH:

Hegh 1.2.14. Ako 3a 6uno koja aBa pazianuuta yBopa U, v € V rpada G = (V, E, @) noctoju crasa ca mo4eTkoM
y U ¥ KpajeM y v, oHja je rpad G mose3an. Takole, ako je |V| = 1, tana je G moBe3aH.

3axBasbyjyhu nperxonHoj nedununmju, moryhe je yBectu cienehy penanujy Ha ckymy uBopoBa V onpehenor
rpaga:

U~V & U = V WU I0CTOjU CTa3a Koja MoBe3yje U u v

[Tokaxxumo 1@ je yBeneHa pejauuja, peianuja exkBuBalieHIMje. PedraekcMBOCT M CHUMETPUUYHOCT ciele
TpuBHjanHo. Kako OucMo nokazanu TpaH3UTHUBHOCT, MPETIOCTaBUMO Ja j€ U~V U V~W. YKOIUKO W “IeXu” Ha
cTa3u u3Mely u M v, Taja MOCTOjU cTa3a u3Melhy u u w, Kao Jeo crase usMehy u u v. AKo w Unak “He Jexu”
Ha ctazu u3sMely u m v, mocrynuhemo Ha cieaehn Hauma. Heka je a; = b; mpBH mpecedaH 4BOp cTasza
ai, ..., a, (mmehy u u v) u by, ..., b, (u3mehy v u w), kana ce uae og u ka v. Tana a4, ...,ax = by, ..., by,
onpehyjy crasy usmely u u w. 3aucra, ako 6u 3a Hexo bj € {b;;q, ..., by} mocTojano a; € {ay, ..., ax_1} TaKo
na je a; = bj, Tana a, = b; He 6u OGuo npBU npeceuHu 4BOp m3Mely cTaza Koje MOBE3Yjy U UV, KV H W,
CYNPOTHO HeroBoj nedununuju. Jlakie, HU30M 4BOpOBa A, ..., Ax = by, ..., by, onpehena je craza. TpusujanHo,
OHa TI0BEe3Yyje U U W, 0JIaKjie CIeIu TPAaH3UTUBHOCT peJaluje.

Heg 1.2.15. Tloarpadose nocmarpanor rpada G = (V, E, @) MHIyKOBaHE KjlacaMa €KBUBAICHIU]E MPETXOIHO
yBEJIEHE peJiallje Ha3uBaMoO KOMITOHEHTaMa MoBe3aHoCcTH rpada G.

[TocebHO nedunMIIEMO TTOBE3aHE, alIUKINYHE rpad)oBe, OTHOCHO:

Jegh 1.2.16. JIpBo je moBe3an, arukinnyan rpad. Axo je |V| = 1, taga je G npso.



On moce6Hor 3Havaja he OuTH 1a yTBpAMMO OHOC Opoja rpaHa U YBOPOBA alMKIMYHOT rpada. 300r Tora HaMm
je BakHA HapelHa Teopema.

Teopema 1.2.1. Axo je G moBe3an rpad, Taaa cy cieneha TBphema eKBUBaJICHTHA:

1) G je npBo.

2) G je alMKIAYaH.

3) 3a cBaku map pa3IUYMTHX YBOPOBA U U U MOCTOjU TAYHO jeIHA CTa3a O U JIO V.

4) VkinamameM Ipou3BOJbHE TpaHe rpada G 1obuja ce rpad Koju HHUje MOBE3aH.

5) Ako je |V| 6poj uBoposa rpada G, u |E| 6poj rpana tor rpada, taxa je |V| = |E| + 1.

Jokas: Tlo nepununmju apBeTa U ycioBy Teopeme ciie[u ekBuBajeHuuja TBphema 1) u 2). [lokazahemo cana
2)=>3)=>4)=>2). IlokaxxuM0O TPBO [a 3a CBaKK Hap Pa3IMYUTHX YBOPOBA I[OBE3aHOT ALUKIUYHOI Tpada
IIOCTOjU TAyHO jeJHa CTa3a Koja WX momesyje. lIpeTmocTaBUMO CympoOTHO, J1a 32 HEKH Iap YBOPOBA U H V
nocroje 6ap nBe craze Koje ux mosedyjy. Kpehyhu ce on u 1o v jeaHom crazom, a 3aTUM O U 10 U JPYTOM,
IpOJIa3MMO IIMKJIIOM, OHOCHO rpad Huje armkianyad. [lakne, Baxu 2)=>3). [IpernocraBumo, cana, 1a Baxu 3).
VYKIIOHMMO JIM TPOU3BOJBHY T'paHy, TaJa he YBOPOBH Koje je MoBe3MBaIa OCTaTH HEIOBE3aHu, jep u3mel)y cBaka
JIBa YBOpa MOCTOjU caMO jeJHa CTa3a Koja UX moBe3yje, oAHocHO cienu 3=>4). Kako 6ucmo nokazanu 4)=>2) ,
IPETHOCTaBUMO J1a G Caip)KM IMKJI, U TIOKKXUMO JIa TaJa MOCTOjU TPaHa KOjy MOXKEMO YKIIOHHWTH, TaKO Ja
rpad ocraHe rMmoBe3aH. 3auCTa, HEKa je Ay, ..., Ay, A1 TPOU3BOJHAH TPHBHjATHH IIUKJI. YKIOHUMO JIM TpaHy Koja
noBesyje a, 1 a,, oBa JiBa YBOpa OCTajy MOBE3aHAa, a THME M CBHU YBOPOBH KOjH Cy OWJIHM MOBE3aHU “TIPEKO
muxoBe rpane”. [lakime, m0 caga cmo mokazamu 2)=>3)=>4)=>2) u 1) & 2), OAHOCHO IOKa3aHa je
SKBUBAJICHIIMja [TPBa YeTHPH TBphema.

[Toka3zahemo, cana, MaTeMaTHYKOM MHAYKLMjOM 0 Opojy 4BopoBa rpada G, ummimkanujy 2)=>5). Ilokaxxumo,
npe Tora, Ja TOBe3aH alUKIWYHM rpad MMa 4YBOp OJ KOra IoJjla3u camo jeaHa rpana. [IpermocraBumo
CYMPOTHO, J1a CBAaKU YBOD ,,JICKHU HA HajMame JBe rpane. OqabepuMo MPOU3BOJFHU YBOP V4 3a TMOJIA3UIITE, U
kpehumo ce no rpady Ha cieaehu HauMH: MPOU3BOJEHOM TPAHOM U3 U CTUKEMO JIO HEKOT YBOpa V,, a 3aTUM
U3 U, KpeheMo HeKOM JIpyroM TpaHoOM, H CTH)KEMO JI0 V3, M Ha UCTH HAYWH HacTaBJbaMo KpeTame. [lomTo je 3a
OBAaKBO KpeTame MOTPeOHO caMO MMAaTH BHUIIE O jelHE I'paHE M3 CBAaKOT 4YBOpa, Y jeJHOM TPEHYTKY hemo
JIOCTIETH 'y YBOp y KOMe cMO Beh Owmin, mTO je y KOHTpaAWKIMju ca anukinyHomrhy rpada. [lakie, 3a
AlMKJIMYHU Tpad MOCTOjU YBOP U3 KOora Iojla3u camo jesnHa rpana. I[Tokaxkumo cana xesbeHo TBpheme. Ako G
uMa jeJlaH YBOp, TaJa OH HeMa I'paHa I1a je jeIHaKoCT 3a0BoJbeHa. [IpeTmnocraBumo, caja, 1a 3a CBakH MOBE3aH
anukiaMyad rpad Koju mMa n uysopoBa Baxu |E| = n — 1. ITocmarpajMo HpoM3BOJbAaH allMKINYHU Tpad ca
n + 1 uyBopoBa. Taga mocToju YBOp M3 KOra MOJa3H CaMoO jeAHa TpaHa. YKIOHUMO JIM Taj YBOP U HEMY
npunanajyhy rpany, npeoctahe anukiandad rpad ca n yBopoBa KOjU, MO MHIYKIMJCKOj MPETIIOCTaBIM HMa
n — 1 rpana. Kako monasHu rpad uMa TayHO jeJaH 4YBOp M TAauyHO jeJHY IpaHy BuIle, TO je Opoj rpaHa
alUKIN4HOT rpada ca n + 1 yBopoBa jeAHaK N, OMHOCHO TBpheme je MoKa3aHo.

[Toxaxxumo, naswe, S)=>1). [IpeTnocraBumo aa He Baxu 1), omHOCHO na G Huje npBo. Kako 1) ©4), To Mmoxkemo
YKJIOHHTH HEKy rpaHy rpada G Tako Ja oH octaHe moBe3aH. [Ipomnec ykiamarma rpaHa HaCTaB/baMO CBE JJOK HE
nobujemo apeo. Kako je 1) ©2) u 2) =>5), 1o je Opoj uBopoBa qpBeTa 3a jefan Behu ox Opoja rpaHa, a MOMTO
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CMO JI0 TOT JIpBeTa JOLUIN 33aJp)KaBambeM CBUX YBOPOBA U YKIIAKakeM HajMame jeJHE rpaHe, Opoj YBOpOBa
nojasHor rpada je Mamu 01 Opoja HEroBHX rpaHa, OQHOCHO He Baxku 5). OBUM je mokazaHo 5)=>1), ynme je
TeopeMa KOHaYHO J0Ka3aHa.

Teopema 1.2.2. Heka je ¢ 6poj KOMIOHEHATa MOBE3aHOCTH alMKIM4YHOT Tpada, |V | 6poj meroBux uBoposa u |E|
Opoj rpana tor rpada. Taga Baxu |V| — ¢ = |E].

Hoxaz: CBaka KOMIIOHEHTA IMOBE3aHOCTH allMKJIMYHOT Trpada je apso, ma 3amoBosbaBa |V;| — 1 = E;. Kako je
Vi=vVi+-+V,xaou|E|=E;+ -+ E.,,toje|V|=V;++V,=E+-+E.+c=|E| +c,mrojen
Tpebasno AoKa3aTH.

THocneouya 1.2.2.1: Axko je G anukimyan rpad, tama je |E| + 1 < |V|. 3aucra, kako je 6poj KOMIIOHEHATa

HIOBE3aHOCTH HajMambe jenan, 1o je |E| + 1 < |E| + ¢ = |V/|.



|.3. Konuent ciy4ajuor rpada v HeKe BaKHU]€ CTATUCTUKE clydyajHuX rpadoa

[TocmaTpajmo Heku ckym rpadoBa. 3aaBambeM BepoBaTHONE pealiv3aliije CBaKoOT IMOjeIMHAavyHOT rpada gaTor
ckyna, neduHmucaH je ciaydajuu rpad. Jpyrum peumma, peanmsaija mojenuHadyHoOr rpada, y CcKiIamy ca
3aJ]aTUM 3aKOHOM BepoBaTHohe, IpecTaBba ciydajHu rpad.

HaBemhemo caga Heke ol CTaTHCTHKA KOjeé KBaHTH(HUKY]y CBOjCcTBa ciiydajHux Tpadosa. Harmacumo na
MIOCTOj€ MHOT'€ CTAaTUCTUKE KOj€ CE KOPUCTE MPH MPOoyvaBamy cilydajHux rpadosa, u 1a hemo oBne o0jacHUTH
caMo HEKOJIHMKO HX. M300p cTaTHCTHKA KOje ce IMOCMAaTpPajy 3aBHCH O] MIPUPOJIE CUCTEMa KOjU Ce TocMaTpa,
OJIHOCHO OCOOHMHA CHCTEMa KOj€ je 3HaYajHO YTBPIUTH.

[TocmaTtpahemo rpadoBe ca n YBopoBa, 6€3 METIbH.
6
1. Cremnen uBOpa U MpocevyaH cTeneH YBoposa ; Pacnonena crenena usoposa rpada
JemHocTaBHO peyeHo, CTENEeH YBopa MpecTaBiba Opoj rpaHa Koje mojase u3 Tor uBopa. OJHOCHO:

Jleg 1.3.1. Heka je i uBop cimyuajuor rpada u A oarosapajyha marpuiia mose3anoctu. Taza je ca:

n
ki = Z AU
j=1

ozpeheH cTerneH yBopa i.
Moxemo neduHMCaTH MpOceyaH CTENeH YBOPOBa CIIy4ajHOT rpada:

Hegh 1.3.2. Heka je {1, ..., n} ckyn uBopoBa ciyuajHor rpada, u k; crened uopa i. Tana je:

k: ki

Sl

n
i=1
MpOCeUYaH CTENEeH YBOPOBA MMOCMATPAHOT CIIy4ajHOT Tpada.

OuurnenHo, mpoceyaH cTeneH YBoposa rpada maje nHpopmanujy o ToMe KOJIHUKO MPOCEYHO IpaHa Moja3u U3
4yBOpa Tor rpada.

Beoma BaxkHa KapakTepUCTHKa CIIydajHOT rpada jecte pacmojerna creneHa:

Hegh 1.3.3. Heka je p,, BepoBaTHOha Ja je CTeleH cily4ajHO M3a0paHOr YBOpa MocMarpaHor rpada jenHax k.
Tana uus {py } =0 oapehyje pacnozeny cremnena rpaga.

2. TIpoceuna nyxunHa Hajkpahe crase usmel)y uBopoBa ’

® Mornenaru y [10].
" Mornenatu y [10].
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[IpuceTumo ce mojMa crase, yBeaeHor y ofesbKy |.2. Heka je myxuHa ctaze Opoj rpaHa koje je oxpelyjy, u
HEeKa je cTa3a a kpaha oj ctase b ako je MyKHHA CcTa3e a Mama Ol IyXuHe craze b. [locMarpajMo moBe3aHu
rpad. YBoaumo crneachy nedunuimjy:

Hegh 1.3.4. Jlyxuna Hajkpahe craze kKoja 1oBe3yje YBOpOBeE [ U j naTor rpada Ha3uBa ce pacTojarmbeM YBOPOBA I
uj.
AHaJOTrHO ce MOXe€ IMOCMaTpaTu Ay KHHA HajIy>Ke cTase.

CratucTuka Koja ce 4ecTo ImocMarpa jecTe mpocedHa JayXuHa crtase usMel)y uBopoBa ciydajaor rpada. OHa je
neduHUCaHA Y CKIIATy ca:

e 1.3.5. Tlpoceuna nyxxnHa Hajkpahe cTase u3mel)y uBopoBa moBe3aHor ciy4ajHor rpada G onpehena je ca:

- 1 .
L= Y — Z L@, ))

i#j
rie je ca (i, j) o3HadeHo pacrojame usmehy i u j.

Oner ouwrienHo, MpoceyHa IykWHa Hajkpahe crasze maje mH(pOpMANHMjy O CpeameM Opojy TpaHa Koje
oueKyjeMo jaa mopamo npehu aa OMcMO AOHUIM M3 HEKOr, MPOM3BOJHAHOI MOJIA3HOT YBOpA, Y NMPOU3BOJHHU
OJIPE/IUIIIHYU YBOP.

3. Koe(uImjeHT rpynicanocTn’

ITocmatpajmo uBop i rpada G, n 4BOpOBe Koju cy ca muM mosesann. Hexa je z() 6poj usoposa mopesannx ca
yBopoM i. KoHneHnTpucahemo ce Ha eBeHTyaliHe TpaHe u3Mel)y TUX 4BOpoOBa- cycesia yBopa i. YOUUMO Jia je

20(z0_1)

MakCcHUMalHH Opoj rpaHa Mel)y TuM uBopoBHMa . YBoaumo cnenehy nedpununujy:

Hegh 1.3.6. KoepuuujeHT rpynucasoctd yBopa I onpeheH je ca:

@
ch—_Y
Z(i)(z(i)_1)
2

e je z® 6poj uBoposa mosesanux ca uBopoM i, a y Gpoj rpana mMeljy THM uBOpOBUMA.

Younmo na je 0 < C ) < 1. Hcrakaumo ma MOTHBAIIMja 3a MOCMATPame OBE CTATHUCTHKE JIEKH Yy, 3a HEKe
MpeXe, MHTYUTHBHO jacHO] MpeTnocTaBuy. [IpernocTaBuMo 1a 3HaMo Ja ABoje kopucHuka Facebook-a nmajy
3ajennnukor Facebook-npujaressa. Tana je ouekuBame na cy u onu y penauuju Facebook-npujarerscra Behe
HETO y ClIy4ajy CyIpOTHE IPETIOCTaBKE.

Koedunumjent rpynucama nesor ciay4ajHor rpada oapelen je ca:

® Mornenaru y [10].
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Jegh 1.3.7. Hexa je C® koeduunjent rpymucarma uopa i ciydajror rpada G. Koeduuujent rpymnucarma rpada

1 n
c==>c®
n .
=1

[Ipoceuan creneH uBopa, pacrojena crerneHa rpada, mpoceyHa ayxuHa Hajkpahe craze m3mely uBopoBa u

G onpeheH je ca:

KOe(HIIMjEHT TPYMHCAHOCTH Cy HEeKe o] Hajuenrhe KopurheHNnX CTaTUCTHUKA CIIydajHUX rpadoba.
4. bpoj TpoyrnoBa u 2-3Be3/1a kao noarpacdosa aaror rpaga

Tpoyriiom HazuBamo noarpad mocmarpanor rpada G koju je oxpeheH ca Tpu yBopa U CBUM MOTyhuM rpaHama
usmely mux (tpu rpane cy moryhe). [Toarpad rpada G oapehen ca Tpu merosa uBopa, HOp. i, j, U k, KOju
curypHo uma rpane oxapehene maposuma (i,j) u (i, k) Ha3uBamo 2-3BE3/0M ca IIEHTPOM y i. YOUYMMO Ja Cy
TPOYTJIOBH, Y CMUCIY OBE JeUHUIIM]je, TOACKYI CKyMa 2-3Be3/1a ca LIEHTPOM Yy JeTHOM OJ1 FhbeTOBHX TEMEHa.

Bbpoj TpoyrnoBa y rpady G, xoju cagpske uBop [ oapeleH je ca:
Z Ajj AirAji
JEV  keV
j#i k#Eik®]
Bpoj 2-3Be31a ca ieHTpoM y i je:
Ajj Ay
jEV  kev
jzi k#zik#j
VYkymnan 6poj Tpoyriiosa y rpady je:
1
3 Z AijAirAji
"i,jkEV
JIOK je Opoj 2-3Be31a:
1
1 Z AijAix
ijkeV

CreneH NMpUCYTHOCTH TPOYTJIOBAa M 2-3Be3ja Aaje MH(OpMaIHjy 0 IPUCYTHOCTH IpyNucama y MOCMaTpaHoOM
rpady. Hanme, ako mocmatpamo Opoj TpoyrioBa KOju caapKe JaTh 4BOp, Taja 3alpaBO 3HAMO KOJHUKO je
cycezia mocMaTpaHor 4Bopa MelyycobHo nosesano. Jlakie, koeuIujeHT rpynucama 4Bopa i oapeheH je Opojem
TPOYTJIOBA U 2-3Be3/1a KOj€ Ta CaJpiKe, OTHOCHO:

Yjev, ji nkev kzik=j Aij AikAjk

c® =
Yjev,j=i 2kevk=ik=j Aij Aik
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Ha ocHOBY mpucytHocTH Opoja 4BOpoBa W 2-3Be3ia y Tpady MOKe C€ YBECTH alTepHATHBHA AcuHHUIU]A
koedujeHTa rpynucama rpada:

e 1.3.8. KoedbunujeHt rpynucama rpada neuHUCaH je ca’;

C = 2ijk AijAiAji
2ijkAijAik

Harnacumo na nepununmje Jeg 1.3.7. u [egh 1.3.8. HUCY eKBUBAJICHTHE.

Bbpoj TpoyrioBa m 2-3Be3nma y rpady HaBeld CMO Kao IPUMEp CTAaTHCTHUKA KOjeé Mepe MPHUCYTHOCT HEKHX
HNOJCTPYKTypa mocMmarpaHor rpada. Kao mTo ce Moke yOouduTH Ha TpUMepy HUXOBE IIOBE3aHOCTH Ca
npucytHomthy rpynucama y rpady, y4ecTalocT HeKe CTPYKType MOXKE JIaTH KOPUCHY HH(OPMAIUjy O HEKO]
ocoOunM rpada. Y HapeaHUM roriaBibuMa 6aBuhemMo ce, n3Mel)y octanor, OBaKBUM CTaTUCTHKaMA.

% Mornenaru y [24].
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|1 Erdés-Rényi-eB Moge: ciryuajuor rpada n Heka aCHMITOTCKA CBOjcTBa

HWcropujcku mocmarpano, Erdds-Rényi-es Mozen npecrassba IpBH OMMCAHU MOJCI CiIy4ajHor rpada. Y oBoM
0JIeJbKY TpHuKazaheMo HeKa O] lerOBHX aCUMITOTCKHX cBojcTaBa. KoHmeHTprcaheMo ce Ha OHa CBOjCTBa Koja
ce OJIHOCE Ha MOCTOjame OJIpeheHuX MOACTPYKTYpa y CirydajHoM Tpady. YpaBo TakBUM CBOjCTBMMa OaBuhemo
ce KacHUje, y HerapaMeTapCKOM KOHTEKCTY.

ITocmarpajmo ckyn rpadopa pasaneTux Ha (o3HayeHMM) yBopoBuma V;, ...V, ca N rpana, y oznauu E, y. Kako

n n
Ha 1IaTUX 7 4BOpoBa, N rpaHa MOXEMO 0/1a0paTu Ha ((2)) Ha4yMHa, To cKyn E, y canpxn <(2)> eJieMeHaTa.
N N

Heg 11.1. Cinygajuu rpad I', y Erdés-Rényi monena je ciydajHa BenmumHa ca mpocTopoM ucxoza Ej, y koja

n
cBaku o Moryhux mcXoxa y3uma ca jejHakoM BepoBatnohom 1/ <(2)>
N

IMocroju anrepHaruBHa neduuumuja Erdos-Rényi momema, koja je moceOHO TMOTOJHA I[OCMATPAaHO ca
aCHMITOTCKOT acrekra, Te hemo je crora mpukasaru. OHa Tperupa rpad ca N rpaHa Kao peanu3ainujy
CJIydajHOT Tporieca HakoH N BpEMEHCKHX TPEHYTaKa, OJHOCHO Kao Pe3yiTaT Mpoleca eBoyluje Koju Tpaje N
BPEMEHCKUX TpeHyTaka. Hamme, y TMOYETHOM TPEHYTKY MMamoO N HEMOBE3aHWX YBOpOBa. Y TPEHYTKYy I,

yCIOCTaBJbaMO JEAHY I'paHy, U TO CIIYUdJHUM I/I360pOM o1 (2) MOFYBI/IX I'paHa Ca JECAHAKHUM BCPOBaTHOhaMa

n .
1/ (2) VY cBakom cneaehem TpeHyTKy, 3akJby4dHO ca TpeHyTkoM N, Oupamo, ca jelHaKMM BepoBaTHOhama,

jenHy ox mpeoctamux Mmoryhux rpana. OmHocHO, y TpeHyTKy k < N Oupamo, ca BepoBarHohom 1/ ((721) -

(k — 1)) jenHy on moryhmx <(;) —(k — 1)) rpana. Cnyuajau rpad [,y Moxemo nebuHHCATH Kao

IPETXOAHO ONMCAHU CIy4YajHU Ipolec y TpeHYTKy N.

dopmanHo yBeaeHa Ne(UHHUIMja U OMMCAHO IMOMMAamEe CIIydajHOr Tpada M3 MEpCHeKTHBE EBOIYLHjE, Cy

ekBuBaicHTHU. OBO je,[[HOCTaBHO CJICIn U3 YHMEBCHUIIC aa je BCpOBaTHOha peanmaunje KOHKPETHOT rpa(ba, Kao

pe3yiaTaTa OMMCaHOT CIIy4ajHOT Tpolleca, jeHaKa ﬁ . (n)l s (")—21\1—1)
2

2) \2)”
MOCJIE/IMIIa YUELEHUIIE Jla HUje OMTHO y KOM je TPEeHYTKy ojapeheHa rpana Hacrana, Beh je BakHa camo

*N! npu uemy je MHOXeme ca N!

onrosapajyha komOuHaluja rpasa.

. n
[TocmaTpamMO 71 ONHUCAHM MPOLEC E€BOJIYLIM]E Y TOKY (2) BPEMEHCKUX TpPEHYyTaKa, MOXEMO TBPIAUTH aa he

IEroB pe3ynrar OuTu rpad udja cy cBaka JBa 4BOpa MOBE3aHA IPaHOM. Y CPEIUINTY HaIler MHTEepPEecOBamba
jecy ocobune ciydajHor Tpada kama 6poj YBOpoBa TeKU OECKOHAYHOCTH, OJTHOCHO 1 — 00. YOYUMO J1a, Y TOM

. . . (n
Clly4ajy, €eBOJYTUBHH IpoOILIEC, KOjU Tpaje ( 2) BPEMEHCKHUX TPEHYTaKa, Iposa3u Kpo3 paznuuute (aze y CMUCITY

ACHMTOTCKOT OJHOCa Opoja uBopoBa n u Opoja rpana N(n). Caky on Tux ¢a3a OIHKY]y CreHUPHIHOCTH Y

19 Opespax npunpemibeH Ha OCHOBY craBke [12] mateparype.
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HoTJIeAy MOJCTPYKTYpa Koje ciydajuu rpad campku. YmpaBo Te o/uiMke mpukazahemo canma, 0e3 J0kasa, 3a
Heke o7 ¢aza eBoJyIHje.

1)N(n) = o(n)
VY oBoj ¢asu I'; y ce, CKOpo CHUI'ypHO, CacTOjU HMCKJbY4MBO M3 KOMIIOHEHAaTa Koje cy apsera. lIpu Tome,

k-2
k-2 . N(n)
ykomuko N(n) He mocexe pei BeIMYMHE MNk-1, OJHOCHO aKo je —— — 0, mpun — oo, Tama [y, ca

nk—-1
k-2
BepoBaTHohoMm 1, He caxpku apsera pena k. Axo je N(n)~p - nk-1 3a weko p > 0, Taga 6poj apsera pena k' y
r n ) (2p)k-1gk-2 Axo i N(n)
n,N BMa, Ipu 1 — oo, [lyacoHOBY pacmozeny ca O4€KHBAE-EM JEIHAKHM . . AKo je, max, ? )
nk-1
kk—2

Taga Opoj apsera pema k y I'; y uma, npu n — oo, Hopmanny N (M, M,) pacnogeny rue je M, = n-
(ZN(n))k_l - —2kN(n)

e n
n

k!

2)N(n)~c-n3a0<c<%

Hoxk ce y npBoj ¢asu I';, y cacTojao ckopo cUrypHO, OJ1 ApBeTa, OAHOCHO alMKINYHHUX CTPYKTYpa, y 0BOj (asu

(20"
2k Y

0BOj a3y, CKOpo CBE KOMIIOHEHTe rpada cy JpBeTa, WIM MMajy jeaHak Opoj 4BOpOBa M rpaHa (youuMmo jaa

pacmozaeia TpI/IBI/I_]aJ'IHI/IX IUKJIOBA pcaa k TCXHU, IIpU N —> O, HyaCOHOBOJ pacnoaciin ca OUCKUBAKBLEM —/——

TPUBMjAJIHU LIMKJI UMa jeJTHaK Opoj 4BOpoBa U rpaxa). Pacnonena O6poja koMmnoHeHata ca k uBopoBa u k rpaHa

(2ce29)"

k!

Kk-3
(k=3)!

. . 1
KOMIIOHEHTa rpada je IpBo M MMa, ca BEpoBaTHOhOM Koja, MpHU N — 00, TeXKHU 1, NPUOIHKHO E(logn —

acCUMIITOTCKU Texu IlyacoHOBOj pacmoien ca O4YeKUBambeM (1 +k + + -+ ) Hajgeha

gloglogn) yBopoBa3a a = 2¢ — 1 — log 2c.
1
3) N(n)~§ n

. .o 1 .
Osaj ciywaj je maramno mpoywen y crapuu [6] mureparype. 3a N=--n+s rae je s=o(n), us 2
(logn)'/?>n?/3 | tpad ce cacToju W3 jemHe ‘BenmKe’ M OCTANHX ‘MalMX’ KOMIIOHGHTH, NP 4YEMY BEIMKa
KOMITOHAaHTa MMa HajMam-e n?/3uBopoBa, 0K CBaKa 0] OCTAINX KOMIIOHEHTH UMa Mame o1 n%/3 /2 uopoa.

4) N(n)~c-n3ac>§

Y  0Boj (1)2131/1 HajBeha KOMIIOHEHTa WMa  CcKopo curypuo G(c)-n u4BopoBa THE je
G(c)=1- Zk 1 p (2ce‘26)k Behuny mpeocrannx KOMIIOHEHATa YMHE APBETA, a YKyIlaH Opoj 4BOpoBa

KOjH TIpUMazajy ApBeTnMa je ckopo curypho jemnak n(1 — G(c)) + o(n).
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5) N(n)~c-nlognszac < %
Y 0Boj ¢asu I',, y nmocTaje CKOpo CUTYpPHO NOBE3aH.
6) N(n)~(nlogn)w(n) rue w(n) - o

VY 0B0j (azu rpag je Ckopo CUTYpHO MOBE3aH, U CKOPO CUTYPHO M3 CBAKOT YBOpPA MOJIa3M jelHaK Opoj rpaHa.

Kao mocebHO MHTEepecaHTaH youaBaMo npeias u3 ¢ase 2) y dasy 3). Haume, mok nmpu N(n)~c-n3a0 < c < %
HajBeha KOMIIOHEHTa ciy4ajHor Tpada uma MPUOIIHMKHO %(logn - gloglog n) yBopoBa 3a ¢ = 2c — 1 —

. 1 . . . .
log 2c, xana je N (n)~5 - n HajBeha KOMIIOHEHTa UMa HajMame n?/3 uBopoBa, 0HOCHO 6poj uBOpoBa HajBehe

KOMIIOHCHTe ce wu3HaHahyjyhe 3HawyajHo Mema. VI3HeHamHe mNpoMeHe ocoOWHa CciaydajHux rpadoBa y
ACHMIITOTCKOM KOHTEKCTY, HAJMK OBOj, HUCY PEeTKe- BepoBaTHOhe mojaBe apBeTa pena k, TPUBUjATHOT IIMKIIA
pena k, kao u nmoarpada pena k uuju cy cBu uBopoBH Mel)ycoOOHO moBe3aHH, U3HEHAIA ce Memajy ca 0 Ha 1,
Kajna ce npehe oarosapajyhu crynam eBoIyIIH] et

" IMornenaru y [8].
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1l Hexn acnekTH HemapaMeTapcKor NMpUCTyNna Mojiesy ciaydajHor rpadga

[11.1. TlapameTapcku u HemapaMeTapCKU MPUCTYI MOJCITY CIy4dajHOT Tpada

[TapameTapcku TPUCTYN MOAEIHpamy Mpexka IoApasyMeBa MPETIIOCTaBKY Ja je MpeXa KOjy HCIHTY)jeMO
peanuzanuja ciydajHor rpada u3 Heke 3ajgate pacnozene. Kako 6u ce qoHenu 3ak/bydlid O HEKUM OCcOOMHama
ocMarpaHe Mpexe, HOTPEOHO je MPOIEHUTU MapaMeTpe MPEeTIocTaB/beHe pacnozene. Maaa moctoju MHOTO
MoJjiesa ciydajHux rpadoBa, BEOMa YECTO ce JellaBa Jia 3a Mpexy Kojy TpeGa MoJielnupaTi HUjelaH O]l Mojena
HE Mpe/cTaB/ba ajekBaraH u3dop. HeanekBaTHocT n30opa Mozena orjiefa ce y ImocTojamby BaXXKHHX OCOOMHA
Mpeke KOje MPEeTHOCTaBJbeHW MOJENl HE OMHUCYje J0BOJbHO 100po. OBO mpencTaBiba 030MIBHY TEIIKOhy y

MOJIETINpaky Mpexa.

Panu npeBasunaxkerma OBe BPCTe MpobsieMa, y HEKHM CllydajeBUMa MPHMEbYje Ce HemapaMeTapCcKu MPUCTYII
Mozenupamy. Hawme, mox oxapeheHuM mpernocTaBKkama KoOjeé Cy Mame PUTOPO3HE O]l HPETIIOCTAaBKE
KOHKpPETHOT Mojena, yrBplyjy ce onpehene ocobune ciydajHor rpada, OJHOCHO MPEKE Koja ce MOJeiHpa.
[TorogHOCT OBOT MpPHUCTYMNa JIEKH YIPABO Y YHMHHEHUIIM J1a U3BEJICHH 3aKJbYUlld 3aBUCE OJ] UCITYHCHOCTH MaHhe
PUTOPO3HUX MPETIIOCTABKH.

VY onmemky |l mocmarpamu cmo acummnrorcka cBojcrBa Erdds-Rényi-esor mogena. YV omessky 111.3. 6uhe
MPHUKa3aH jeJlaH MOJIe Y HerapaMeTapCKOM KOHTEKCTY M HEKa FeroBa aCHMIITOTCKA CBOjCTBA.
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[11.2. 3aMeHI/BUBOCT CTy4ajHUX BEIMYHHA

V 0BOM 0j1e/bKy GaBrheMO Ce KOHIIENTOM 3aMEHJBUBOCTH CIYYajHUX BEIMUYMHA.
Jegp I11.2.1. Hexka je {X;} i = 1 nu3 cnyuajuux Benuunsa. OHe Cy 3aMCHIBHBE aKO 2:
X1 < xq, ., Xp S xn} = 0{X1 < Xpq, 000 X < X
3a CBAaKoO M, U CBE IepMyTaluje T CKyma {Xy, ..., X, }, OIHOCHO aKo:
(X;,i =2 1) =4 (Xzi, 1 = 1) 3a cBe KOHaYHE TIEpPMYTaIHje TL.
VourMO Jia HU3 HE3aBUCHHMX CIIy4ajHAX BEJIMYMHA CA HMCTOM PacIoejoM HMa OCOOMHY 3aMEHJBHBOCTH.

Harnacumo, melhytum, n1a oOpHYTO HE Baki, OJIHOCHO Ja je Moryha meljycoOHa 3aBHCHOCT 3aMEHJHHBOT HH3a
CIIyYajHUX BEIHYMHA.

DopMyIIHIIMMO, Ca/la, YCIOB 3aMEHJBUBOCTH 32 HU3 MHJECKCUPAH CKynoM N, = {{i, jLi,jEN }
Hegh 111.2.2. Huz X; 3, {i, j} € N, je 3ameHsbuB aKo:

(Xgij11i,j} € Np) =4 (Xpg 1) 3a cBe KOHAUHE TIEpMyTaIHje T cKyna N,.
3a HU30Be HHAEKcUpaHe cKynoM N,, yBeutheMo jou jeiaH 1mojam, rmojam AeITUMHYHE 3aMEHJbUBOCTH.
He I11.2.3. Hus Xy; jy, {i,j} € N, je nenmuMudHO 3aMeHbUB aKo™;

(Xgi,j3 {i,J} € Np) =4 (X(zixj3) 32 CBE KOHAUHE MepMyTalHje T ckyma N.
[IpumeTnMoO 1a je yCIIOB IeTUMMUYHE 3aMEHJBUBOCTH CIa0UjH O] yCIIOBA 3aMEHJBUBOCTH, jep ¢y QyHKIIH]e
{i,j} = {m(i), m(j)} camo Heke ox mepmyranmja ckyma N,.
uss xa koMme hemo ce ycMepuTH jecTe MMorojiHa penpe3eHTannja AeTMMUYHO 3aMEHJBUBUX HU30BA.
[TocmatpajmMo MepJbUBY (1)yHI<uI/ij14 f:10,1]* > R cumerpuuny no apyrom M TpeheM apryMeHTy, OIHOCHO:
fu,ug,up,up3) = f(U,Up, Uy, Ugp) VU UL U, Uy, € [0,1]. dedunnmmmo, caydajun vus Xy; jy, {i,j} € N, Ha

cinenehy HauuH:
Xip = f(U UL U, Uy ) (1)

rnecy U, U, Ugjy3a i =2 1,{i,j} € N, melyycobHo HesaBucHe cinydajue Benumunne ca U[0,1] pacnomenom.

2 Mornemarn y [2].
3 IMormenaru y [2].
¥ Ipeysero u3 [2].
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I[Toxaxumo J1a je, OBaKO KOHCTPYHCaH HU3 X; j) NEIMMUYHO 3aMeHIbUB. Kako je:

Xapn = f(U, U, U, Ugjy) =a f(U, Unis Unjs Utniny) = Xmimjy

({1048 z[aje HU3 JCIMMUYHO 3aMCHJbHB.

[lpumerumo, MehyTum, ma KOHCTpyHMCaHM HH3 HHUje 3aMeHJbMB. 3aucra, Heka je m: N, = N, KoHauHa
nepmytandja Takea aa je m{i,j} = {u(i),v(j)} rae cy u u v byukuuje u,v: N = N, u Heka je u(i) = v(j).
Tana Xn( ) =f(U, Up(iy Uv(jys U,T{i,j}) , rne je Uyq) = Uy, BHuje y pacnogemu jennako ca Xg j =
f(U, Ui, U, U{i,j}) rae cy U; u U; melycoOHO He3aBHCHE.

YmpaBo cMO yTBpAWIN Ja HU30BU HacTanu KOHCTpykiujoMm (1) mmajy ocoOuHy nenuMuU4YHE 3aMEHJHbHUBOCTH.
Moryhe je nokaszat u 00paTHoO, 1a CBaKU JCITMMUYHO 3aMCHJbUB HU3 MMa penpe3enraiujy (1). Hanme, Baxu:

Teopema 111.2.1. Jlenumuuno 3amensbuB HU3 X(; ;) 3a {i,j} € N,, moryhe je mpukasatu y obmuky: Xi; j =
f (U, Ui, U; , Uy, j}) rze je f:[0,1]* > R mepibuBa (yHKIHM]ja cCUMETpHYHA O APYyroM M Tpehem aprymenry, u

U,U;, Ug jy3ai = 1,{i,j} € N, mehycobuno He3aBucHe ciydajue penuunne ca U[0,1] paCHO,I[eJ'IOMls.

Kako Oucmo ycnocraBuwin TeopHujcke ocHOBe Koje he Ham 6uTH noTpebHe y nmocTaBLu npodieMa kojuM hemo ce
GaBuTH, mocMartpajMo ciydajue HmsoBe U;,V; 1 <1i,j < oo me3aBucHHX cnydajHux Bemmumna ca U[0,1]
pacnonenom. Heka je W:[0,1]* - [0,1], u Heka ciyuajHa mpomeHsbrBa X;; y3uma Bpemoctd 0 wim 1y
3aBHCHOCTH OJ] W(Ul-, V]), onHocHo Heka W oapelyje pacriogeny on {X i j}, y o3Haiu Py,. [Ipumerumo na je, mo
KOHCTPYKIIH]H ", HH3 {Xl- j} JIeTHMAYHO 3aMeHsbHB. TlocToju, MeljyTimM, Teopema’ koja mokasyje na je cBaku
JIETUMHYHO 3aMEHJbUB OMHApHU HM3 Moryhe mpukaszaTu Mpeko pacrojena oapel)eHHX OBakO KOHCTPYMCAaHUM
¢ynkuujama W, oqHOCHO:

Teopema 111.2.2. (Aldous-Hoover-osa meopema) Hexa je X = {Xij} 1<1i,j < oo neIMMHYHO 3aMEHJHUB
OunapHu citydajuu Hu3. Taga mocToju BepoBaTHoha [ Tako 1, 3a cBaku Ckym A € A:

p(X €A) = f P, (A)u(dW)

[Tokasyje ce, nabe, aa, ykonuko ce W*nobuja uz W xkao W* = W (@ (U), ¢(V)), tae je ¢ dyukuuja ¢:[0,1] -
[0,1] koja uyBa mepy, Tana nportec X;; onpehen ca W* uma ucty pacnoeny kao X8, OBo crequ u3 unmeHHIIE
na, ykomuko U, V:U[0,1] u ¢ uysa mepy, Tama @(U), (V): U[0,1].

15" oxas Teopeme moxke ce uahu y [16].
16 Koncrpykuuja mpeysera us [9].

Y Tornenarn y [9].

¥ Tlornenaru y [9].
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WuTepecanTHO je, MelyTum, a Baku 1 0OpHYTO: yKOJIUKO jaBe Gpynkuuje W u W* oapelyyjy uctu mporec, Taga
nocToju GyHKIHja @ Koja uyBa Mepy, Tako aa je W*(u, v) = W(e(u), (v)). OBaj Baxkan pe3yarar g00ujeH je
noMohy Teopuje Mojena .

Ha ocHoBy Teopuje koja ce OJHOCH HAa 3aMEHJPMBOCT CIIYYajHHX BEIWYHMHA, JOILIA CMO JIO Perpe3eHTAIH]e
JETMMUYHO 3aMEHJbUBOT OMHAPHOT HK3a MOTOJHE 32 Pa3MaTpame ciiydaja Koju hemo mocMaTpartH, 1ma ce Jajbe
Hehemo 6aBUTH OBOM, pe3yiTaTuMa 00raToM, TEOPHjOM.

® Tornenarn y [9].

20



20
[11.3. TTocraBka Mmozena

[Mocmarpajmo HeycmepeHe rpadose, 6e3 meT/bH, Ipu YeMy je u3Mel)y cBaka JBa yBopa Moryha HajBHIIE jeHA
rpana. CmarpajMo, mpu TOM, Ja Cy TemeHa TpadoBa HeoOenexeHa. Mmajyhm y Buay ga ce ocoOuHa
HEO00eNe)KeHOCTH OJJHOCH Ha IMOCMaTpame Kilaca eKBUBAJICHIIM]E Yy OJIHOCY Ha OAroBapajyhy penanujy, Kao mTo
je paHHje MmoKa3aHo, pacrojiena BepoBaTHoha 3aaara je Ha oaroBapajyhum kiacama ekBHUBaJIeHIIHje TpadoBa,
onHOCHO Marpuua. [IpernocraBibamo, nakie, Ja je nata pacrojeia BepoBarHoha P Ha kjlacaMa eKBUBAJICHIIU]E
MaTpHIla MOBE3aHOCTH.

Ham umb je ma gohemo A0 3akjbyyaka O aCUMTOTCKOM IOHallalky CTaTHCTHKa koje hemo mocmarpatu. Y
ACUMITOTCKOM KOHTEKCTY, MPU M — 00, 3a MOcMaTpaHy kiacy rpadoBa HCIYHEH je YCJIOB JEIUMHYHE
3aMeHJbMBOCTH. Hamme, kako je pacmojena BepoBaTHOha 3ajgara Ha Kiacama €KBUBajeHIHje TpadoBa
(EKBHBAJICHTHO, MaTpuIla), CIEAM Ja BaXH JEIMMUYHA 3aMEHJBHBOCT. 300T TOra, y CKJIaay ca TEOpHjoM
MPUKA3aHOM Y MPETXOJHOM OJIeJbKY, MaTpulia rpada uma cineaehy penpeseHranujy:

Aij = g(a, &, €, Aij)
rae je g mepibuBa (ynkuuja g: [0,1]* - R cumerpuuna no apyrom u tpehem aprymenry, a &;, & i (= A)
MeljycoOHO He3zaBucHe ciydajHe BenmmuumHe u3 U[0,1] pacnomene. Harmacumo nma wHuje moryhe TBpauTu

JeIMHCTBEHOCT QYHKIIH]E g.

YBeaumo cnenehy GyHkuujy:
h(u,v) = p{Aij = 1|§i =u,é = v} u,v € [0,1] 1)

oaHOCHO, (yHKIHja h(u, V) je TakBa Ja Baxu:

p{d; =1} = fol f01 h(u, v)dudv (2)

U3 (2) npumehyjemo ma h oxpehyje p{Ai = 1}, OJTHOCHO 3a/1aj€ pacrojieny Ha nmpoctopy rpadosa. Mehyrtum,
OJrOBOp HAa TNHTame Ja JH JaToj paclojeld OAroBapa jenuHcTBeHa (yHkuuja h, Tako na Baxu (2) je
HeratuBad. Hamme, y CKJIaly ca NPETXOMHO H3JIOKEHHM, cBaka ¢yHkiwmja hy = h(@(u), (v)), rae @ gysa
mepy, onpehyje ucry pacnojneny Ha npocropy rpadosa. U Buie, 3a cBaky Apyry GyHkujy h, xoja oapehyje
UCTY pacIiojiely, mocToju GyHKIHja @, Koja dyBa Mepy, Tako aa je h, = h(p,(u), ¢, (v)).

[Toxazahamo, mehytum, cienehy nemy:

Jlema 111.3.1. Y ckyny ¢ysknuja h xoje oapehyjy mary pacmozenyP Ha mocMaTpaHOM MpocTopy rpadosa
OCTOjU  jenuHcTBeHa (yHKIUja heyy (U, V) ca ocobmHom ma je ¢dyakmumja  Y(u) = fol hean (W, v)dv
Heonaaajyha mo u.

2% Opespax ce ocama Ha cTaBKy [5] muTeparype.
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Jokaz: > [Tocmarpajmo mpou3BoJbHY (yHKIH]Y by (U, V) Koja oapehyje mary pacmojeny Ha MOCMaTpaHOM
npoctopy rpadosa. Puxcupajmo v. JlepuHumumo GyHKIH]Y:

M, (y) = pfulhi(u,v) < ¥} y € [0,1]
rae je u Jleberoa mepa. M3 nedmHunumje cieau aa je oBo Heomanajyha ¢pyHkuja.

Jedunummmo, naswe:

h, (M, (y),v) =y

YourMo aa oBa JeUHHUIM]a HHje KOPEKTHA aKo 3a y; # Y, Baxu M,(y;) = M, (y,). WUnak, oBo je moryhe
npeOpojuBO MHOTO MyTa, Na GyHKIHja h, (€BEHTyallHO) HUje AeprHMCaHa caMO Ha CKYILy Mepe HyIa.

Axo je My,(y1) < M, (y;), onna je pf{ulhy(w,v) < y,} < pfulhy (w,v) < y,}, ma Baxu {ulhy(u,v) <y} <
{ulh, (u,v) < y,}, omHocuo y; < y,. Makie, ynkuuja h, (M, (y), v) je Heonanajyha mo M, (y).

Heka je A = {ulhy;(u,v) <y}. Tanma, 30or nepunuumja A u M,(y), Baxu u(A) = M,(y). ®uxcupajmo
y € [0,1]. Heka je B = {ulh,(u,v) <y}, u nHeka je B; = {u: Iy, Tako na M,(y;) =uwu y; <y}. Baxnu
h,(w,v) = y; = M,(y,) = u, no nebunutmju h,. Jlaxme, B S B;. OOpHyTa MMIUTHKAIIHja HE BAXH jeMHO
ako je M,(y;) Tauka Ha Kojoj h, Huje aedunucano, ma je u(B; \ B) =0. Kako je M,(y) neonanajyha
dynxunuja, To je u(By) = M, (y).

Hakne, u{ulh, (u,v) <y} = u(A) = u(B) = u{ulh,(u,v) < y}sacsako y € [0,1], na Baxu:

1 1
Yv f h,(u,v)du = f h,(u, v)du
0 0
Onagne je:

1 01 1 01
f f h,(u,v)dudv = f f h,(u,v)dudv
0o Jo 0 Jo

OJHOCHO hy 1 h, ozipelyyjy MCTy pacnojeny, ojakie, 0 paHHje H3JI0KEHOM, CIIEAU Ja MOCTOjH (YHKIHja @
KOja uyBa Mepy, Tako 1a je h, (u, v) = hy(p(u), p(v)). dedbuaummmo:

1

> () = f o (u, v)dv

0

Kaxo je dynxiumja h, Heonanajyha mo npeoj IpOMEHIBUBO], TO, 33 U; < U, Baku P, (Uy) = [ 01 h,(uq, v)dv <

) 01 hy (ug, v)dv =, (u,), onnocHo P, (1) je Heonanajyha gynkimja.

2! Ha ocHoOBY KoHCTpYKLHje U3 ofesbka 10 craBke [15] mateparype.
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Kako h, 3a10BoJbaBa yCclioBe Koje cMo kejenu, aepuauiiemo hqyy (U, v) = hy(u, v). Jlokaxumo 1a je, 0Bako
nedunucana hg,y jEAMHCTBEHA (JI0 HAa CKYI Mepe HyJa). Y TOM HUJbY, YBEAUMO (QYHKIH]Y:

F(x) = p{can(§) < x} = p{¢ < inf (v|pcan(v) = x3} = inf{v|[pcan (v) = x} = Pan () 3)

rae je Yoiy(x) nmebunucano xao Yoay(x) = inf{v|Peuy (v) = x}. Tpeha y nusy jemnaxoctu (3) Baxu jep
£:uo,1].

Haxkne, cnemu F(x) = Pgiy(x).

Younmo na, 300T jeTHO3HAYHE KOpecoHACHIMje n3Mel)y BepoBaTHOhA Ha peaiHOj MPaBoj U pacIojena, AaToj
pacriofien BepoBaTHoha P Ha mpocropy rpadosa oxaroBapa TauHo jeana ¢ynkiuja F(x). IlpermocraBumo,
cama, nmocrojame Gynkuuje Y(u) = fol h(u,v)dv (tne h(u, v) ompelyje mocmarpany pacroaenyP), koja je
MoHOTOHO Heomanajyha. Tana je, 36or jenuucrsenoctu F(x), Y(u) = F~1(u), oanocno Y(u) = PYeay ().
OBuM je neMa JloKka3aHa.

Hanasbe iemo noapasymeBaru h(u, v) = heay (U, v).

Heka je p = fol fol h(u,v)dudv BepoBatHOha rpane y rpady. Tama je ycioBHa TrycTHHA (g‘i, & j)|Al-j =1
onpehena ca:

w(,v) = p~th(u,v)

Kao mpupoana mpermocraBka Hamehe ce p = p,,, OMHOCHO BepoBaTHOha rpaHe 3aBHCH Of Opoja YBOpOBa y
rpady. Taxohe, nmpernocraBuhemo p, — 0 nmpu n — ©0, OAHOCHO Ja c€ BEpPOBATHOhA MOjeMHAYHE TpaHe
cMmamyje mosehawmeM Opoja uBopoBa y rpady. Youumo na, 300r p{Ai = 1|fi =y, ¢ = v} =h,(u,v) =
pnw(u, v), Mopamo, 3a cBako n, obezdoemutu p,w(u, v) < 1. IlpernocraBbahemo, aakie, aa je, 3a CBako N
UCIYECHO pp (U, V) < 1, M UTHOPUCATH 3aBUCHOCT N U Wy, OAHOCHO cMatpahemo w, = w.

VY umpy yBohewa oxaroBapajyhe craTHCTHKE 3a TpoleHYy BepoBaTHohe rpaHe rpada p, , mocmarpajMo

CTaTUCTUKY

_ 2L
D==
n

rae L npeacrasiba ykymaHn 0poj rpana y ngartom rpady Gp, a D mipoceuan 6poj TpaHa Koje Monase W3 4BOpa.
Tana ce, 3a orieHy BepoBaTHohe TrpaHe P y3uma p = %, jep M3 jeaHOr 4BOpa Monasu npocedyHo D rpaHa, Ipu
YeMy ce TpaHe MOTY OCTBApUTH ca HEKUM oJ1 ipeocTaia n — 1 uopa. Kako je E(L) = p - (721) To je E(p) = p.

YBemhemo, cafa, CTAaTUCTHKY KOja Mepu IpucyTHocT oapehenor noarpada, y rpady.

Heka je R momckyn ckyma {(i,j):1<i<j<n}, rne 1..n onpehyjy uBopose rpada G,. Younmo ma R
onpehyje mojckym ckyna cBUx Moryhux rpana Ha yBopoBuMma rpaga G,, MehyTuMm oH HE Mopa OUTH MOJCKYII
ckyna rpana rpada G,. Heka je V(R) = {i: (i,j) wnu (j,i) € R 3aHeko j} u E(R) = R, ognocHo 3agajMo rpad
onpehen youenum mojackymnoM. Hagamwe he ce R ogHocuTH ympaBo Ha Taj rpad. Harmacumo, makne, na je R
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rpad pasarner Ha MOJCKYIy CKyna 4BopoBa rpada G,, anu ja rpaHe oBa jBa rpad)a HECY HY)KHO HU y KaKBOj
penanuju. Heka je, mame, G,(R) moarpad rpada G,, uaaykoBan ckymoM uBoposa V(R), oxxocHo G,(R) =

(V(R), E(G, (R))) Beposarnohy nojase noarpaga R y ciyuajuom rpady G, 03HaYMMO ca:

P(R) =p (E(Gu(R)) = E(R))

Kako je P(R) = E(P(R)|¢), a momrro:

PIg= | | ng) [ | (1-n(8))

(i.j)er (i,))ER

raeje R ={(i,j) € R,i € V(R),j € V(R)}, 10 je:

P(R)=E 1_[ h(&.¢;) 1_[ (1—h(€i,€,—))

(L.)ER (i.))ER
3a oreny P(R) y3ehemo:

R 1
P(R) =—=—— ) {I(G~R):G € G,}
e

n
») N
npejcTaBiba yKynad 0poj rpadosa nzomopdHux ca R Koju Mory OuTH pa3aneTu Ha uBopoBuMa rpada G,. Kako
Y{I(G~R):G S G,} onpeljyje yxyman 6poj noarpacdoa ox G, n3omopbuux ca R, To je P(R) HenpucrpacHa
ouena 3a P(R).

rae je N(R) 6poj rpadoBa m3omophHHX ca R koju MOy OMTH pasaneTy Ha p YBOpPOBa. Y OUMMO Ja (

Kaxo je, npun - o, P(R) — 0, 3a 6uio koju rpad R pasarer Ha pukcupaHoM 6pojy 4BOpoBa p, TO je, IpU
n — oo, MOTpebHO cKanmupame crarucTuke P(R) kako Ou oHa Omia BajbaHa KapakTepucTHka rpada. 3ato
YBOJIUMO:

PR) = p; *®p(R)
5] ) _ ~—|lE®R)Ip
3a mpomeny P(R) ysehemo P(R) = p,, P(R).

YourMo 12 je OueKHBaHU cTereH uBopa rpada G,, y o3Hanu A, jennak A, = (n — 1)p,, u 1a je, npun — oo,
moryhe 4,, = 0, 1, > c3aHeko ¢ € R, u A, » .

Pesynrar koju he OUTH NMpHKa3aH OJHOCH CE€ HA aCMMIITOTCKO IOHAIIAmke ctaTucTuka P u P(R) npun — oo, y

ciyuajy A, — 00, OJHOCHO Kana, npu noehamy Opoja uBopoBa, Opoj rpana pacte 6e3 orpanuuema. OH je
yTBpheH cnenehom TeopemoM:
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Teopema 111.3.1. Hexa je fol folwz(u, v)dudv < oo, u Heka A,, — 0. Tana:

b1 (1)
/P\n 2
V(2= 1) =y W(0,0%) @

3a Heko 02 >0 . Jlamwe, Heka je R aumkmvuan rpadp um meka je  |V(R)|=p, |[E(R)|=q xao u
fol fol w??(u, v)dudv < . Tana Baxu:

P(R) —p P(R) (3)

Vn(P(R) = P(R)) »p N(0,0%(R)) (4)
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I11.4. Heka acumnroTcka cBojcTBa U-cTaTUCTHKA

[Tocmarpajmo damuinjy BepoBarnoha P Ha (2, A). [Ipumerumo na enementu damuirje P He npumanajy Hu
jemHom oapeheHnom Tumy pacriojene, ma je 3ato Teopuja Koja he OuTH mpuKa3zaHa OCHOBA HeMapaMeTapCKOr
NPUCTYIA CTATHCTUYKO] aHATTU3H.

Heg 111.4.1. Kaxxemo na mapamerap O (P) moxemo mporieHuTd y P ako 3a HeKd 11e0 Opoj m MmocToju peaiHa
MepJpuBa pyHKIHMja h o1 m aprymeHaTa TakBa /a je:

Ep(h(Xy,...Xm)) = O(P) 3acBe P € P
rae cy Xy, ... X;, HE3aBUCHE CydajHE TIPOMCHIBUBE U3 pacroeie P.

[Ipumerumo na je h(Xy, ... X,,) 3ampaBo HempucTpacHa oleHa napamerpa 6 (P) 3a cBaky oJ1 pacrojesia u3 Jare
bamunuje.

IMpumetrMo 1a, ykoiauko umamo (yHkuujy h(Xy,...X,,) ca ocobuHoM u3 mperxomHe aAehUHHUIM]E, Taaa
MOXEMO KOHCTpyHCaTH (QYHKIH]Y CUMETPUYHY y OJHOCY Ha NPOU3BOJbHY IEPMYTALUjy HEHUX eJIeMeHara,

omHocHo  dynkumjy g(Xy, .. X,,) TakBy nma Bawu g(Xy, .. Xpm) = 9(Xo1) o Xom)) 32 TPOU3BOIBHY
nepmyrtanujy ¢ ckyna {Xi, ... X;,}, onsocuo o € II,,, tae je Il,, rpyna nepmyranuja ckyna {Xy, ... X,,}. 3aucra,

Heka je g(Xy, ... Xp) = %denm h(Xd(l), ...,Xa(m)). JIako je MpOBEpUTH Jia je g CUMETpHYHa, Kao U Ja je

Ep(g(Xy, ...Xm)) =6 (P) 3a cBako P € P. 3ato, YKOJHMKO HaMm je MOTPEOHO, MOXKEMO MPETIOCTABUTH
CUMETPHYHOCT QyHKIHjE h.

Hegp 111.4.2. 3a peanny, mepibuBy GyHKuujy h(xq,...x;,) 1 y3opak X;,...X, 3a n = m u3 pacnogene P, U-
CTaTUCTHKA ca je3rpoM h aeduHucana je ca:

(n—m)!
UTl = Un(h) = T Z h(Xi1' "'Xim)

Pm,n
rzae je By, , CKyn mepMyTanuja o m einemManara ckyna {1, ..., n}.
Youumo na, yKosnko je jesrpo U-cTaTucTuke cuMeTpudHa (pyHKIMja m aprymeHara, Taja je:

1
U, =U,(h) = TZ h(X;,, - X:)
(m) Cmn

rae je G, CKyn KOMOMHAIMja m e€JeMEeHaTa U3 CKylla BEJIMYMHE N, NIPH 4eMy KomMOuHanujy ypehyjemo y
pactyhem moperky, OTHOCHO i1 < *++ < Ipp,.

Ycemepuhemo caza Hanry nakiby Ka aCHMTOTCKHM CBOjcTBUMA U-cTaTHCTHKA.

22 IpukasaHa TeopHja ce oxHOCH Ha cTaBKy [13] mateparype.
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3a mapamerap O (P), ca cumeTpuaHuM je3rpoM h(Xy, ... X,), KOjU c€ MOXe TpOoLeHUTH, y cMuciy Jeg 111.4.1,

Heka je P kiiaca pacrojiena 3a Koje je Var(h(Xl, ...Xm)) < oo.
Hedununmmo, 3a ¢ = 0,1, ... m dpynkuuje:
ho(x1, ...x;) = Eh(xq, .. %0, Xoi1y o Xom)
rae ¢y Xc41, - X;n HE3aBHCHE CITyYajHE BEIMYMHE ca pacrnonesiom P € P.
Tpumetumo na je hy = E(h(Xy, .. X)) = 0, 3amuM Ay (X, ..o X)) = h(xq, ... Xp), K20
Eh (X1, .. X.) = E(h(Xy, .. X)) = O
Heka je, name, 3a ¢ = 0,1, ... m:
o2 =Var(h.(Xy, .. X.))
Harnacumo ja Baxu 62 = Var(h(Xy, .. Xp)).

Teopema I11.4.1. 3a P € P Baxu

rar = ()" Y (D))

Axo jomr u 62 < o0, ouna je Var(U,)~m?cZ/n 3an — .

ITpe nokaza Teopeme, nokazahemo cienehy nemy:

Jlema IN.4.1.3a P € Pu (iy, ..., 1), (1, s jm) € Cppn, Ipu geMy xkoMmOunanuje (iy, ..., i,) 1 (jy,
C 3ajeTHUYKHUX eJeMeHarTa, BaKu:

cov (h(Xl-l, o Xy Lo (X e X)) = cOv(he(Xy, o XD, h(Xy, . X)) = 07

Jokas:

HNmawmo:

ey Jm) UMAJY

cov (R(Xi, o, Xy ) h(Xps o0, X)) = E((hQXy o X, Xy oo Xn) = O)(AKy o Xe, Xl o Xi) — 6))

= E(E((h(Xy - Xe, Xey1) s Xm) — OY(R(Xy . X, Xlpq o X)) — 0))1X1 .. X¢)
= E((he(Xy, .. X)) — 0)(he(Xy, .. X.) — 0)) = 0

Taxobe:
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cov(he(Xy, . Xo), h(Xy, . X)) = E((he(Xy, .. Xo) — O)(h(Xy, .. X)) — 0))
= E(E((he(Xy, .. X0) — O)(h(Xy, ... X)) — 0)) Xy .. X,)
= E((he(Xy, .. X)) — 0)(he(Xy, .. X)) — 0)) = 0

qume je JIEMA JOKa3aHa.

Jloxaz meopeme:

Var(U,) = Var (::L)_l Z h(Xi,, . Xi,) =(::l)_2 Z Z cov (A(Xyy, w0 Xip ) (X0 s X))

i€Cmn i€Cmn J€Cmn

Kako komOuHnamuje (Xl-l,...,Xim) u (Xj ...,ij) MOTYy HMMaTH C 3ajelHHYKUX elleMeHaTa, mnpedpojahemo

1)
napoBe ca oarosapajyhum 6pojem 3ajelHUUKHX eJIeMeHaTa, i IPUMEHHUTH NPeTXoHy JeMy. Ilomro m —topky

(i1, e L) MOXKEMO OmabpaTH Ha (m) , 3aTHM C elleMeHata koja he T0j, u m —topku (jy, ..., ;) OUTH
: m . . n—m
32je/THAHKH, HA { . | HAYMHA, U, KOHAYHO, OCTAIE EIEMEHTE M —TOopKe (1) -» Jm) HA m — ¢ ) HAUMHA, yKynaH
: . . : . (n\ /mym-—m
Opoj mapoBa KOMOHMHAIHja KOje MMajy TauHO C 3ajeJHUYKUX eJeMeHara je (m ( c) - c)'
Tana je:
2 1
ny- ny/mym-—m ny- m\ /m-—m
varW) = () 2, () () G —e) ot = () 2, (&) Gn—c) 2
m m/\c/\m—-c m c/\m-c
c=0 c=1
YHMe j€ MIPBU JIE0 TEOPEME JJOKa3aH.

Kako, 3a cako i < m, npu 0,%1 < 00, BaXXU O'iz < 00, TO j€, aCUMIITOTCKH, MPETXO0HA CyMa oapeheHa wianoM y3
2
. m .
012, na je Var(U,)~ 7012, IIPU N — 00, IITO j& U Tpedalo MoKa3aTu.
Cnenehe Teopema naje HaM BaKHY TBPEY O aCUMTOTCKO] pacroenu U-CTaTUCTUKE.

Teopema 111.4.2. Axo je 02, < o, onna je Vn(U, — 6) —»¢ N (0,m?c2) npun — oo,

Jlokas: Heka je Y; = m(hy(X;) — 0). Tana je E(Y;) = 0, xkao u Var(Y;) = m?0Z, na no 1neHTpannoj rpaHuuHOj
Teopemn Baxu VnU;, —p N (0,m?c?)3a U, =% ~. Y . Tomro je E (\/EU;'{ —/n(U,, — 9)) =0 To je

2
JOBOJBHO TIOKazath FE (\/HU,"; —n(U, — 6)) -0 ga OMCMO MOTNH Ja TBPAMMO ACHMITOTCKY

exBuBaeHIMjy BemmunHa VnU;, uvn(U, — ), u3 gera 6u cnenuno TBpheme Teopeme.

[Tomro je:
2
E (VaUy = (U, — 0)) = nE(Uy = Uy — 6)) = nVar(Uy;) — 2ncov(Uy, Uy) + nVar(Uy,)
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Batum n - Var(U;;) = m?0Z, xao u, Ha ocuoBy Teopeme |11.4.1, nVar(U,)~m?cf 3an - o, To je 10BOJBHO
nokaszatu 1a n - cov(U;, U,) = m?0{ kako 6ucMo IOKa3allH KeJbeHy aCUMITOTCKY eKBUBAICHUIIN]Y.

Kako je:

n
n-cov(U;, U,) = %Z Z _ cov (hl(Xk), h(le, ...,ij))
(m) k=1 JSCmn

Vkomuko k € {ji, ..., jm}, Tama je cov (hl(Xk),h(le,...,ij)) =0. YV cynporaom je, mo Jlemu 111.4.1,

cov (hl(Xk),h(le, ...,ij)) = o . Kako 3a ¢ukcupano k, mocroju (:1 _ 1) m — TOPKH {j1, ..., jm} KOje

caapxe k, 1o je
m n—1
(it

m

n-cov(U;, Uy,) = )012 = m?g?

u3 gera cieau Vn(U, — 0) —¢ N (0,m?0?) npun — oo, mTo je U TpebaIo MoKa3aTH.
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[11.5. AcumnToTcKa cBojcTBa Mojiena-nokas Teopeme 111.3.1.

[Tpucerumo ce uckaza Teopeme 111.3.1, kojy xenumo 1a foKaKeMo, IIPU YeMy Cy oJiroBapajyhe o3Hake y
ckiany ca oaesbkoMm I1.3.

Teopema 111.3.1. Heka je fol fola)z(u, v)dudv < o, n Heka A, - . Tana:
Pn

; ~p 1 (1)

vn (”;-: —1) 5p N(0,0?) 2)

3a Heko 02 >0 . Jlabe, Heka je R anmkmmuan rtpadp u meka je |[V(R)|=p, |[E(R)|=q xao u
fol fol w?9(u, v)dudv < oo. Taga Baxu:

B(R) -, P(R) ©)

Vr(P(R) — P(R)) »p N'(0,0%(R)) (4)

Jlema 111.5.1. Axo je X,,, n = 1 Hu3 cnyyajuux BenuurHa takas aa E(X,) = ¢ xao u Var(X,) - 0 npun — oo,
Tajga X, KOHBEprupa y BepoBaTHONH Ka C.

. Var(X .
Hoxas: Jlema cneau u3 YebuiersbeBe nHejennakoctu p(|X,, — E(X,)| = ¢€) < % KOja BaXKH 3a CBAKO

€ > 0, yciosa Teopeme, Kao U AepUHHIIN]E€ KOHBEPTEHLIMj€ Y BEpOBaTHONH.

Jema 11.5.2. Heka cy X u Y ciyuajue senmunne. Tana Var(X) = E(Var(X|Y)) + Var(E(X|Y)).
Joxas: Tlo nedummmuin, ycnosna sapujasica je Var(X|Y) = E (X = E(X|Y))"|Y). 3ato je:
E(Var(X|V)) = E(E(X?|Y)) — E(EX|Y))” = E(X?) — E(E(X|Y))"
Ca sipyre cTpaHe,
Var(E(X|V)) = E(EX|V))" - (E(E(X|Y)))2 = E(E(X|V))" = (EX)?

Opnakne cnenu TBpheme.

Crnenehy nemy HaBoAMMO O€3 JTOKa3a:

2% Opesbax MPHIPEMIbEH Ha OCHOBY cTaBke [5] mureparype.
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Jlema 111.5.3. Heka cy U,, u V,, Hn30Bu ciydajaux BeauunHa, U U u V cinydajue Benuunne Takse na U, =p U n
V,|U,, =p V ipu n — oo, Tana cy U, u V,, acumnrorcku He3aBucHe u V,, =p IV 3an — oo,

A 2L . L _ 1 Pn L 1 .
Hokaz meopeme: Kaxo je p, = e An = (m—1p,, 10 je =32, B E (m) = [Tomro je L =
Z{Aij,l <i<j< n} TO je:

Ly 1 o 1 .
Var (n_ﬁn) = Var (n_Anz{Aij' 1<i<j< n}) = Var (E{Aij; I=si<js n})

1 1
nZAnZE Var ZAUlf +n21n2 Var| E zAl]lé

i<j i<j

2

1 Pn
nz/'anE Var ZAU-H +nz/1112 Var Zw(fi,éj)

i<j i<j

jep,360rAl--|f:( _ 0 s 1_ _)Baxcn:
J 1 p‘nw(gl'éj) pnw(fu‘fj)

Var| E Zl‘h‘ﬂf =Var anw(fi'fj) = p,*Var Zw(fi'fj)

i<j i<j i<j

. 1 Pn 1
Hekaje T; = mzl‘q (Aij — pn‘”(fhfj)) u T, = mZiqw(fi'fJ‘) —
IMokaxumo Var(T,;) = TLZ;AnZE (Var(2i<,- Aijl‘f))-

Kaxo je:
2

E (Var(2i<inj|f)) =E (E ((ijAij —E(Diqj Aij|f))2 |5>> =E ((Zi<inj —E (Zi<inj|f)))

Kao U’
E ZAijlf ZZin(fi,fj)
i< i<
TO U3
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i<j i<j

CIIEIN:

i<j i<j

na je:

1
Var(Tl)znz—Aan Var ZAUH

i<j
OJIaKJIE CIIEIN:

L
Var (—) =Var(T,) + Var(T,).
ni,

L
Kako Oucmo mnokaszanu na Var (J) — 0, 3a n — oo npouerumo Var(T,). Ilpu npouenu, umahemo y Bumy

n

cienehe:

1. A;|é: Y :
: ij|f-(1_hn(fl-,€j) hn(fi'fj))

rpane rpada cy He3aBUCHE
fol fol w(u, v)dudv = 1 jep je w(u, v) rycruna sexropa (&, &;)|4;;

1,1 .
Jy Jy @*(w,v)dudv = ¢ < o, mrTo je ycios Teopeme

a s Wb

Pn Oz3a n- ©0, IO IPETIOCTAaBIM MOACIa
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Var(T,) =

1
DA || S = Zin,wf - ZAZ ZVar(AlAf)

i<j

= nzinz E Z ha(§0€)) (1 = ha(&s Ej))
- anl Z pnEw(§:,8)) - ZE w(";l' Sz1))

=n2; zpnj fw(u v)dudv — TR an JJ w?(u, v)dudv

< .n . ne - . —
nzznz Pn — 21 2 Pn /1 2 “PnC /1 nAn

n

Kako, mo mpernocraBim teopeme A, = o, to Var(T;) = 0, 3a n — oo, Ilomro je A, = (n — 1)p, 1O je
1 1 11 1 . .
T, = 5'(11—)Zi<j w(é,¢)) —>=-Uy—, tae U, mpencrama U-cratuctnky ca jesrpom w . Kaxo je
2

Var (w(fi,fj)) < oo, o mo Teopemu 111.4.1. Baxu Var(U,) =0 (%) Hakne, Var (%) —»03an—- o,

NAn

L 1 L 1 .
[Toncetumo ce, Baxu E( P ) = 3a CBaKo M. IIpema Jlemu 111.5.1, cnenun — “p; M umajyhu y Buay
n

n

n=m-Vp, u p, = CJICZIM TIPBH UCKa3 TEOPEME, OJTHOCHO ﬁ—n -, 1.
n

2L
(n-1)

[Tocmarpajmo, cana, \/nA,T;|é. Heka je ¥ = Var(,/nAnTﬂf ) Tana, 300r HE3aBUCHOCTH T'paHa, Pacrojene
A;j|¢, xao n ynmenuue na p, — 03a n - oo, cnenu:

Y= Var(\/n_AnTﬂf) = Var Z ij — Paw (&, f])) €)= n—inVaT Z (Aij — pnw (&, fj)) 1€

l<} i<j
=—Var ZAUH
i<j
ZVCIT(AUH) 1)20)(5“5] 1 in(fufj)) 1(1)zw(€i'€f)
l<] 1<Jj 2/ i<j

Kako je ﬁZiq w(fi, fj) U-craTrcTriKa ca je3rpoM w, 1o, 1o Teopemu 111.4.1. Baxu Var(¥) — 0. daswe,

2
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E(W) =E n(n;—l)z w(fiﬂfj) (1 - in(fi;fj))

i<j

= ﬁz E (w(fi» E,-)) - ﬁz E (pn (w(s‘i. fj)z)) =%(1 —cpn) %
i<j 1<Jj

Haxine, npema Jlemu 111.5.1. Baxku Var(,/n/’lnT1|E) =y % :

IMpema Jlungebepr-PenepoBoj TeopeMu cienu /N, - T |E »p N (0,%). Kako 3a cBako i Baxu &; € U(0,1),
1
to 1o Jlemu 111.5.3. cnequ \/nA,T; =p N (O, E)'

[Ipumernmo na Baxu:

0% = Var (w(§,.¢))) = E (w(si,f,-) —E(w(& f,-)))z = E(02(5,8)) - (Eo($0§))) <o

Taxobe, Ew(§;,§;) = 1. Tana, no Teopemu 111.4.2, \/H(#zkjw(fi, &) - 1) —p NV(0,V(8)). Omaspe

n(n-1)

jemnocraBHO cnenu VnT, =g N (O, V(E )).

Jasbe, %Z_::;Tn:$2i<inj:T1+T2+§ , ma je \/ﬁ(ﬁ—z—l)=2\/ﬁT1+2\/ﬁT2. Kako je

JnA, Ty = NV (0, %), TO \/ZT1 -, 0, ma je pacmoxaena Vn (i—:— 1) onpehena pacmonenoMm on Zx/ﬁTz ,

OJTHOCHO V1 (ﬁ—" - 1) >y N (0, 4¢3 )) gHMe je J0Ka3aH uckas (2) Teopeme y3umajyhu o2 = V().

Pn
IMocmatpajmo, cana, arukanyan rpad R ca |V (R)| = p uBoposa, u |R| = q rpana.
Baxu:
P(R) = P(R) = P(R) —E(P(R)I§) + E(P(R)|§) — P(R)

Hekaje U; = P(R) — E(P(R)|f) ul, = E(P(R)H) — P(R). YBenumo, 3a S~R:

1 y
T(s) = Wﬂ{flﬁ- (i) € E(S))
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Tana je:

—-q

p pn”?
Uy = i > 1(S~R) = p"—— > EU(S~R)I¢}
(p) VR = (p) N® §=
Kako 3a n - oo, i—" -, 1, T0 je, 32 I0BOJbHO BEJIUKO 1.

Uy = pa™ ) (T(5) ~ E(T()I9))

S~R

Tana je:

Var(U,|§) = p,, %V ar (Z (T(S) — E(T(S)|D)) |f>

S~R

= pp % Z cov(T(S;) — E(T(SI1$), T(Sz) — E(T(S2)16)[¢)
Si~R
S,~R

=70 ) cov(T(S), TSI

Si~R
S,~R

Jakne,

Si~R
S,~R

E(Var(Uy18)) = pp~29E (Z cov(T(Sy), T(S)) |€>

= P72 ) E(con(T(S), TE))IE) <0 Y E(E(TEHTE))

S1~R S1~R
SZNR Sz~R

= Pn Z EE (H{AU: (i,)) € Sl}H{Aij: (i,)) € Sz}|f)

() vy &
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IMpumerumo na, ykonuko je E(S;) NE(S,) = @, Baxwu cov(T(Sl),T(Sz)) = 0, 300r HE3aBMCHOCTH IpaHa
mucjyHKTHHX rpadosa. [IpernocraBumo na rpad S; N S, uma c uBopoBa u d rpana. [lomTo je R anuknnyas,
Taga ¢y u S;,S,~R anmknuuny, na je u S; N S, anukinuyad. [lo Teopemu 1.2.2. cnenu ¢ = d + 1, omHOCHO

¢ > d. Tana je:

()/O(TR))EE H{A” (i,)) € 51}1_[{141'1'1 (i.j) € 52}|f)

] ()[)Tm 28 ([ Tl 6): @0 e s,s2))

=0 <pn‘dn"2pE (n{w(fi' &):(i,j) €S, U SZD)

360r (Z) = 0(nP) mpun — oo.

101 .

Kako, 1o ycnoy teopeme, Baxu [ [ w??(u, v)dudv < o, To cBaku map (S, S,) ca ¢ 3ajenHHUKHX YBOPOBA

" d 3ajeJHUYKUX rpaHa JOTIPUHOCU ouekupBawy E (Var(Ul |€ )) ca HajBUILIE
—d.—2p (11 :

0 (pn dp=2p fo fo w?9(u, v)dudv). PasmoTpumo kommko TakBHX mapoBa mmamo. Kako je, Ha m 4BOpOBa,

noTpebHO pazareTu 1Ba rpada mzomopdHa natom rpady R, ca ¢ 3ajeTHUUYKUX YBOPOBA, MPU YEMY CBAKU O

. . . n n—c 2p — 2c
BUX MMa YKYIOHO P YBOpOBA, TO jeé YKyIaH OpOj TakBMX IapoBa jeiHaK (c) - (Zp _9 c) \poc )=
0(nn?P~2¢) = 0(n?~¢) 3an > oo. Taza je ykynau JonpuHoc oaksux naposa ouekusamy E(Var(Uy|¢))
jennak 0 (p,~9n~2Pn?P=¢) = 0(1, n% ) =o(n™1), 3a n—> oo, mpu dYeMy MOCTEHA ACHMIITOTCKA
eKBHBAJICHITH]a cliean u3 A, = o u ¢ > d. Kako 3a Opoj 3ajeTHUYKUX TeMEHa IMPOM3BOJbHA JBa Tpada S; u S,,

KOja 3aJI0BOJbaBajy HaBEICHE yCiloBe, Baxku 1 < ¢ < p, u 3a onrosapajyhu 0poj 3ajeTHUUKHX rpaHa d, 32 CBAKO

dukcupano c, jecre d. < ¢, 1o je ykynno E(Var(U]€)) = o(n™1).
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Tomro je Var(U,) = E(Var(Uy|§)) + Var(E(U,]§)), xao u Var(E(U,|€)) = Var(E(p,™? Xs-r(T(S) —
E(T(S)1)))¢) = 0 cnean Var(U;) = o(n™). Kaxo je E(Uy) = E (F(R) = E(B(R)[£)) = 0. To, 1m0 Jlenu
I1.5.1, cneqn U; =, 0, u3 yera cinenu U; = 0. Younmo na, 36or Var(U,) = o(n™1) cnemu Var(\/ﬁUl) - 0,

na Baxu VnU; —p 0.

[Momrro je U, = E(ﬁ(R)|§) — P(R), 3atum E(IS(R)|€) = pn_qE(P(R)|f), Kao u:

R 1
E(P(R)I§) =E| —— ) (I(S~R)|¥)
<<;‘>N<R>SZR >

M=

= > E(UG~RID)

1 1
(p) N(R) §% - B (;l) N(R) SZ}; <(i1,j_)lspnw(€i’ &) 1_[ (1 — ppw(&; fj))>

HES

M= ScaG

rneje S={(i,)) & S,i e V(S),j € V(S)}, To]je:

Uy = Ay ((ilj_)lspnw(a. &) || (1-m f,-))) -F®)

(p) N(R) =& (,)es

=~ gl f h El f P(S)

Mowro je f(&,..,&y) = (H(i,j)es w(&,¢) i jpes (1 - hn(fi,fj)) - 15(5)) cuMeTpudHa  QyHKOMja p

aprymeHara, jep je S~R, OJJHOCHO jep CBaka mepMmyTailfja YBOpoBa ojipehyyje rpaHe Tako aa ce moduje rpad

n3omopdan ca R, To je oBa pyHkimja jesrpo U-cratuctuke U,.
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Kako je:

E(f6 ) =E| | | 0&) [ | (1-ms) |-Pe) =0
I

(i.))es
kaou Var (f(fl, s Ep)) < 00, To MokeMo nipumeHuTH Teopemy I11.4.2. na U-cratuctuky U,.
HMakne, u3 E (f(fl, ...,fp)) = 0 ciemm VnU, =5 N (0,52%(R)), na, koHauHo, y3 VnU; —q 0 ciemu:

Vu(P(R) = P(R)) »p N(0,0%(R))

ITO je ¥ TpebaJio moKa3zaTH.
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IV Hekn aKkTyeJIHM M3a30BH NPOyYaBama ciaydyajHux rpagona

OO0nacT CTaTUCTHYKOT MOJIEJIOBamka MPEkKa BeoMa je JKMBA, O YeMy CBefoYe OpOjHH OTBOPEHH MPOOJIEMH M
M3a30BU ca KojuMa ce cycpehy craructudapu koju ce 6aBe oBom o0O:amihy.

[TocToje MHOTa OrpaHHYEHa KOja OTEXKAaBa]y JOHOIICHE CTATHCTUYKUX 3aKJbydaKa O MIPHUITAJHOCTA TOCMATPaHe
Mpexe oapeeHOM Mojeny, Kao U O CIMYHOCTH, OJHOCHO Pa3JIMYMTOCTH Mpexa Koje ce MeljycoOHo mopene.
Behuna Temkoha nponsniasu U3 YMBEHUIIE JIa CTATUCTHKE KOje ce Hajuenthe KopucTe, Kao MITO Cy paciojerna
CTereHa 4YBopa rpada, U KOeQHIMjeHT TPYIMUCAHOCTH, OApakaBajy caMO HEKEe OCOOMHE IocMaTpaHe MpEexKe,
JIOK TIOCTOj€ MHOTE€ JIpyre 0cOOMHE KOje MOCMAaTpameM OBUX CTATUCTHKA OWBajy 3aHeMapeHe. AJITepHATHBA
OBOM, T3B. TJI00AJTHOM MPHUCTYITY, TPEJCTaB/ba MOCMATPpamke JOKATHUX CBOjCTaBa MpEXe, Koja ce Orjenajy y
NPUCYTHOCTH | cnienuduyHoj pacnopehenoctu onpehennx moarpadosa.

Mehytum, yTBphUBame MpUCYTHOCTH TojarpadoBa y mocMarpaHoM rpady HHMje HHUMAJO JIaK 3ajaTak, 300r
alTOPHTAMCKE CIIOKEHOCTH OBOT IPoGieMa. 3a pelaBambe OBOT IPoGIIeMa MPEUIAraHy Cy PA3HH AITOPHTMH 2.
Hexu nipeayioskeHu aJropuTMH OJHOCE Ce Ha CIenujaiHe ciydajeBe moarpadosa. Ha mpumep, y wianky [26]
npeUiaXke ce allfOpHUTaM 3a MPOHAJIAKEHE CBUX MOBE3aHUX Mmojrpagona ca ciegaehoM 0COOMHOM: YKIamhamkheM
6uno kojux k — 1 wmeroBux rpana (3a ¢ukcupano k) noarpad u gabse ocraje MoBe3aH, JOK MOCTOjU CKyl oA k
rpaHa 4MjuM yKJIamambeM noarpad npecraje na Oyzae moBesaH, a He MOCTOjU MOArpad ca 0BOM 0COOMHOM KOjU
nocmarpanu noarpad caapxku. Takohe, y umanky [14] mpemnaxy ce alropuTMH 3a MPOHANTAKEHE HEKHX

nojarpadoBa Koju ce MOTy pa3jIo’KUTH Ha JIpBeTa.

Jlamme, paau TOHOLIEHa HCIPABHOT 3akJbyyka O MPUIATHOCTH MOCMAaTpaHe Mpexke oAroBapajyhem mojeny,
notpebHO je pa3marpard mTo je Moryhe Behum Opoj meHux ocobuHa. Y ToM IMJbYy ce y [22] mpemiake
YOIIIIITeHE CTENeHa YBopa rpada, Ha OCHOBY Kora ce J00Hja CTaTHCTHKA KOja OCJIMKaBa CKyIl 0COOMHA KOje ce
OJTHOCE Ha HeKe crenupuIHOCTH pacniopeleHoctn onpelheHnx moacTpykTypa y rpady.

Ha mosmy codrBepcke umriemenTtanuje mnopehema mocMarpaHe Mpeke ca HEKUM MOJENIMMa CIydajHHX
rpadoBa, Takohe cy yuurmbeHu 3HauajHu nmpodoju. Tako je y [18] mpukazan codTBep KOjUM Ce MMILIEMEHTHPA
ynopehuBame mocMaTpaHe MpeKe ca HeKUM MOJIeNIUMa clydajHuX rpadoBa, y3umajyhu y 003up pa3Ha JIOKaJiHa
¥ TJIO0AJIHA CBOJCTBA MpEXKe. 3aKkjbydaK O 3Ha4ajy OBOT JONPHUHOCA MOJETUpamy CIy4ajHUX MpPEKa MOXKE Ce
JaKO M3BECTH U3 HHETOBE MPAKTHYHE MPUMEHJBUBOCTH: Yy [23] Cy NpUMEHOM OBOT METO/a W3BEACHH HEKU
3aKJbY4LIM O 0OcOOMHAMa Mpeka Koje IpeCcTaBibajy HHTepaKije Mel)y mpoTeHHuMa.

Teopujcka ucCTpakuBama y 00JACTH ACHMMTOTCKUX KapaKTEPUCTHKA ClIydajHHX TpadoBa Takohe cy BpIio
aKTyeIHa.

Tako cy Heka acCHMITTOTCKA CBOjCTBa HEeKUX moarpadosa rpada Erdds-Rényi-esor Mmonena nokaszana y [7].

? IMornenatu y [25].
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Y wu3Bohemy HEKHMX AaCHMIITOTCKHMX CBOjCTaBa CIIy4ajHHX rpadoBa Kao BeOMa KOPHUCHO C€ IOKazyje
yCIIOCTaBJbal€ BE3€ ClIy4ajHUX IpadoBa ca oJpeheHuM cilydajHUM MpoLecuma.

CBe 0BO MOTKpENJbYj€ TBPABY O aKTYEeIIHOCTH 10Jba UCTPAXKHUBamba C1y4ajHuX rpadosa.

% IMorxenatu y [1].
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