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Glava 1

ZIVOT PITAGORE

Ne samo misti¢ni Orijentalci, ve¢ i racionalni i smisljeni Grei obavijali su svoje veli¢ine
koprenom legendarnih predanja. OdusSevljeno su vezivali fantasti¢ne price za stare junake,
drzavnike i pesnike. Ali na tome nisu ostajali, nego su pridavali ¢udne dozivljaje i nat-
prirodne moéi ¢ak i predstavnicima svoje mudrosti u svetu.

Sve ove neobicne price o najstarijim grékim mudracima natkriljuju mnozinom i po-
eticnoscu legende o Pitagori, osnivacu jednog obimnog saveza, karaktera pre svega eticko-
religijskog i politickog, a posle i filozofskog, nau¢nog, umetnickog i tehnickog, u ¢ijem se
okviru razvila originalna filozofska $kola, dignuta na temeljima matematike.

Kao Buda, Hristos i Sokrat, Pitagora nije nista pisao, o njemu su govorili drugi.
Dok stariji peripateticari dosta prosto govore o njegovom zivotu, kasniji izvestaci, pristal-
ice novoozivele pitagorejske filozofije (neopitagoreizma), iznose u svoje iskaze sve vise
neverovatnih i natprirodnih elemenata.

Bog Hermes, Zeleéi da nesto pokloni svome sinu Etalidu, obeéa sve §to bi mladié zazeleo
osim besmrtnosti, i Etalid tada odlu¢i da potrazi veénu memoriju, odnosno moguénost
secanja svih prethodnih Zivota i posle smrti. Zahvaljujué¢i ovoj sposobnosti, Pitagora je
tvrdio da je veé Cetiri puta ziveo, i to da je bio prvo Etalid, posle Euforb, kada ga je u
Trojanskom ratu ranio Menelaj, zatim Hermotim kada je, da bi potkrepio svoje tvrdenje,
u jednom hramu prepoznao Menelajev §tit, i najposle Pir, siromasni ribar sa ostrva Delos.
Izmedu jedne inkarnacije i druge njegova dusa se selila u razne zivotinje, pa ¢ak i u pokoju
biljku. Jednom mu se desilo da side i u Had, gde je video Homera, obeSenog o drvo i
Hesioda vezanog lancima za stub, jer obojica behu okrivljeni da nisu postovali bogove.
Serija pojave Pitagore se ne zavrSava ovde. Neki filozofi kasnije navode da se nas filozof
inkarnirao u nekog Periandra, a potom u telo jednog po imenu opet Etalid i konac¢no u
jednu lepoticu, Alko, koja je bila bludnica'. Posle izvodenja ra¢una izgleda da je period
reinkarnacije 216 god, $to je zanimljivo jer je to magican broj Pitagorejaca (kub broja 6).

Pitagora, sin Mnesarha, vodi poreklo sa Samosa?, ostrva ¢uvenog po zivoj trgovini i
razgranatom moreplovstvu. Pretpostavlja se da je roden oko 580.god p.n.e. Po preporuci
svog strica Zoila ucio je Skole kod velikog Ferekida koji ga je, po pricanju Apolonija, prvo
poducavao ¢udima. Posle smrti Ferekida, posto je hteo da specijalizuje matematicke nauke,
obratio se najslavnijim profesorima tog doba, a to su bili egipatski svestenici. Uzeo je tri
srebrna pehara iz oc¢eve radnje, pismo s preporukom tiranina Polikrata za faraona Ama-
sisa i ukrcao se na brod. No, kada je stigao u Egipat, stvari krenuse naopako: heliopolski

1Kresenco, Istorija gréke filozofije, 44
2Herodot, IV, 95



GLAVA 1. ZIVOT PITAGORE

svestenici i pored srebrnog pehara i toga da je faraon uputio Pitagoru, licemerno mu rekose
da nisu dostojni tako slavnog ucéenika i poslase ga starijim i uvazenijim svestenicima u Mem-
fis. Ovi opet pod istim izgovorom, uputise ga svestenicima iz Tebe, stragnim Diopolitima
koji ga, nemajuci vise kome da posalju vru¢ krompir, podvrgnuse najtezim problemima.
Pravili su racun bez krémara: na$ filozof je briljantno prebrodio sve prepreke i zadivio
svoje mucitelje. Nisu imali vise kud nego da ga prijateljski prihvate i upoznaju sa svim
tajnama®. Ne samo da je upoznao egipatsku geometriju, nego je bio i prvi Grk koji je
naucio egipatske hijeroglife, a to sto je na kraju postao i egipatski svestenik, odnosno zrec
pomoglo mu je da se uputi u tajne njihovih obreda. Ovo mu je omogudéilo pristup svim
njihovim misterijama, pa ¢ak i u tajnim prostorijama hramova. Diogen Laertije kaze:

Bio je jos sasvim mlad, a toliko je voleo nauku da je otisao iz otadzZbine i posvetio
se u sve misterije i obrede ne samo u Grékoj nego i u stranim zemljama. Bio
je, dakle, u Egiptu, kada ga je Polikrat upoznao preko pisma sa s Amasisom;
naucio je jezik Egipéana, a boravio je i medu Haldejcima i magima. Ulazio je u
egipatska svetilista i tamo su mu ispricali sve boZanske tajne.

Od Egipc¢ana je primio simboliku brojeva i doktrinu o monadi kao osnovi svih stvari i
svih brojeva. Iz Egipta je cak doneo i zabranu da se jedu pasulj i ribe. Herodot smatra da je
tu usvojio i verovanje o seobi dusa®. Ostao je u Egiptu najmanje trinaest godina. Na kraju
ga je napustio i to ne svojom voljom. Pao je u zarobljenistvo kada su Persijanci osvojili
Egipat. Odveden je u Vavilon, gde je konac¢no osloboden i tu je temeljno izucio vavilonsku
matematiku. Biografi Pitagoru salju jo$i u Fenikiju, Persiju, Indiju, Arabiju i Judeju, zatim
u Trakiju i kod galskih druida, da i u tim zemljama skupi znanja. Po njima, od Fenicana
je naucio aritmetiku, od Haldejaca astronomiju, medicinu i tumacenje snova, a u Persiji
je dosao u vezu sa Zoroastrom, i tu je proSirio svoja astronomska i astroloska znanja. I
opstenje sa indijskim mudracima bilo mu je od velike koristi. Proucavanje Mojsijevih knjiga
mnogo ga je inspirisalo. NaiSao je na ucenje o seobi dusa i kod Tracana. Poducavali su ga
i Kelti i Iberci. Od svih ovih tvrdnji istorijski moze da se proveri samo primanje elemenata
matematike od egipatskih sveStenika. Medutim, kasnije je Pitagora svoje matematicke
postavke veoma usavrsio, i uzdigao se daleko nad egipatskim pocecima. Biografi su slali
Pitagoru, ne zna se koliko osnovano, i u Krit i u Spartu, da prouci zakone tih zemalja,
i da ude u misterije ideiskoga Zevsa®. Biografi su verovali da je njihov ugitelj posedovao
univerzalnu mudrost, pa su ga ¢inili nosiocem iskustava svih naroda.

Ali, izvesno je da se oko 530.god. preselio sa Samosa u Kroton®, grad na tlu onog dela
Ttalije koji je tada bio gréka kolonija. Nagadaju se razlozi: po jednima on je otisao zbog toga
§to nije mogao da trpi Polikratovu tiraniju, po drugima iz straha od napada Persijanaca,
a po treéima zato $to su Samnicani imali suvise malo smisla za filozofiju. Cetvrti opet
kazu da je hteo da izbegne politicku delatnost, koju mu je nametalo divljenje gradana. U
varosici ¢uvenoj po blagoj klimi, iskusnim lekarima i atletama, osnovao je savez’. Njegove
moralne i religijske ideje dobro su primljene, jer su duhovi, utuceni zbog ranijeg poraza
u jednoj bici, bili za to predisponirani. Zbog sjajnog rada u Krotonu, nazvan je italskim
filozofom®. Za pitagorejsku skolu se kaze da je religiozna, misti¢na, filozofska sekta. Upravo
je ta misti¢nost i pomalo asketski nacin zivota izdvajaju od ostalih skola tog doba, dok sa
druge strane, predmet izucavanja u bratstvu, matematika, harmonija i astronomija ¢ine

3Kredenco, Istorija gréke filozofije, 46
4Herodot, II, 123

5 Atanasijevié, Anticka filozofija, 65
SHerodot, III, 131

"Platon, Drzava

8 Aristotel, Metafizika, 1,5,987a,9
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da je ne mozemo nazvati klasi¢nom sektom. Pitagorejci su uskoro bili medu znacajnijim,
ako ne i prvim, ljudima u skoro svim gradovima Velike Gréke i Sicilije, te je postepeno
sva vlast u juznoitalskim gradovima presla u njihove ruke i trajala duze od jednog stoleca.
Sam Pitagora nije ucestvovao u vlasti ni u jednom gradu ali je svakako njegova re¢ bila
od presudnog znacaja zbog ¢ega ga Platon oznacava samo kao osnivaca jednog narocitog
nacina privatnog zivota, ostro ga razdvajajuc¢i od drzavnika i zakonodavca.

se vezuju za njega, jednom prilikom napao je zmiju otrovnicu i ujeo je, od cega je ova
uginula. Prema drugoj pri¢i, u Pitagorin dom je provalio lopov, ali je odatle pobegao
glavom bez obzira, praznih Saka, prestrasen onim $to je video i o ¢emu nista nije zeleo da
kaze. Postoji jos zanimljivih legendi: Razgovarao je mnogo godina sa jednom daunskom
medvedicom; nagovorio jednu junicu da ne jede bob; pomilovao belog orla koji je namerno
sleteo sa neba da pozdravi Pitagoru; viden je istovremeno u Krotonu i Metapontu. Iduéi
kraj reke Neso, ova ga je glasno pozdravila, uzviknuvsi: ,,Zdravo, o Pitagora!”®. Imao je i
¢udnu mo¢ predvidanja : prorekao je jedan zemljotres, tri dana ranije, posmatrajuéi vodu
u bunaru.'%Kresenco navodi:

Da bi jos vise istakli natprirodni karakter njegove licnosti i sami ucenict su ga
svrstavali u posebnu grupu Ludi. Imali su obicaj da kaZu: ,postoje tri Prirode
Univerzuma: Bogovi, smrtnici i oni kao Pitagora”. Njegovo ime nije se u kon-
verzaciji nikada izricito izgovaralo, veé se pribegavalo izrazu ,onaj Covek”, ili
jos dogmaticnije, ,autos efe”(on sam, licno on je to rekao), §to je docnije tokom
vekova, u latinskoj verzigi ,ipse dixit” znacilo kraj svakoj diskusiji.

Pitagora je imao nevolja pred kraj zivota. Oko 510. god. p.n.e. neki pitagorejci
otputovali su u obliznji grad Sibar, po svoj prilici u potrazi za sledbenicima. Malo je
podataka sacuvano o ovom pohodu, osim da su svi bili pobijeni. Kasnije je jedna grupa
zitelja Sibara potrazila u Krotonu pribeziste pred tiraninom Telisom, koji se nedugo pre
toga docepao vlasti u tom gradu. Telis je zahtevao da oni budu vraceni. Pitagora je tada
prekrsio jedno od svojih osnovnih pravila—ne mesati se u politiku i ubedio je Krotonjane
da ne isporuce izbeglice. Izbio je rat u kojem je Kroton izvojevao pobedu, ali je Pitagora
pretrpeo Stetu i stekao politicke neprijatelje. Formirala se i grupa anti—Pitagora. Na
¢elu te opozicije bio je izvesni Kilon, mladi¢ iz dobre familije i prekog karaktera. Ovaj,
posto nije bio primljen u klub pitagorejaca nije imao mira dok nije naSao nac¢in da se
osveti'!. Jedne noéi, grupa od njih stotinak, opkolila je kvart pitagorejaca, odnosno vilu
atlete Milona i, pozivajuéi prethodno filozofe da izadu, zapalila je. Medu manjinom koja
je uspela da pobegne bili su Arhid, Lisip i sam Pitagora. Bas iza Milonove vile prostiralo
se polje zasejano bobom i stari ucitelj, da ne bi presao preko njega, odlucio je da se preda
zaverenicima'?. Po Diogenu Laertiju oni su ga zaklali. On navodi sledece:

Jednom je u drustvu sa svojim prijateljima bio u Milonovoj kuéi. Tada se dogodi
da jedan od onih koji nisu bili dostojni da budu pusSteni pred njega, iz osvete i
zavisti zapali kuéu. Neki turde da je to bilo delo samih stanovnika Krotona koji su
hteli da se sacuvaju od uspostavljanja tiranije. Pitagoru su uhvatili pri pokuSaju
bekstva; on je stigao samo do jednog polja obraslog bobom; tu je stao izjavivsi da
vise voli da bude uhvacen nego da prede preko njive, i da vise voli da bude ubijen
nego da priéa o svom ucenju. Tako su ga njegovi gonioci zaklali.

9 Jamblih, Zivot Pitagore, Elian,Sarene pripovesti IT1,IV
10 Apul, De magia, 34

1 porfirije, Zivot Pitagore, 56

12Kresenco, Istorija gréke filozofije, 50
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No, po Porfiriju, kilonci su bili plemeniti i pustili su Pitagoru , govoreéi: ,,Dragi Pitagora,
ti si mudar ¢ovek, ali mi smo zadovoljni na§im zakonima i ne zelimo da ih menjamo. Idi, i
pusti nas na miru!”. Po Dikearhu, Pitagora je presao u Metaponte, u hram Muza, gde je i
umro, posle ¢etrdesetodnevnog gladovanja. Neki, pak, tvrde da je on Ziveo 80 godina, drugi
opet 107, a neki ¢ak i 150 godina'®. Heraklid kaze da je sahranio na Delosu Ferekida, pa
se posle toga vratio u Italiju, i kad je zatekao Krotonjanina Kilona kako je svima priredio
jednu raskosnu gozbu, on se povukao u Metapont da tamo gladovanjem zavrsi svoj zivot,
jer viSe nije osecao zelju da zivi. Hermip iznosi drugu pri¢u o Pitagori. Naime, kad je dosao
u Itaku, podigao je jedno malo prebivaliste pod zemljom. Svojoj majci je naredio da sve §to
se desi na zemlji zabelezi i napise u koje vreme se to desilo, pa da mu zatim te svoje beleske
Salje, sve do njegovog povratka. Njegova majka je tako i uradila. Pitagora se posle ponovo
pojavio, slab i mrsav. Otisao je u Skupstinu i izjavio da dolazi iz Donjeg sveta i procitao
im sve Sto se dogodilo u meduvremenu na zemlji. A ljudi su bili tako uzbudeni njegovim
pricama da su plakali i poverovali da Pitagora ima nesto bozansko u sebi, toliko da su mu
cak njihove zene slali da nesto od njega nauce; te zene su dobile nazive pitagorejke.

Pitagorejsko drustvo postojalo je jos neko vreme posle ovog napada, sve dok, oko 460.
god. p.n.e., u novom napadu nisu pobijeni svi sem dvojice Pitagorinih sledbenika. Brat-
stvo je sa daleko smanjenim uticajem nastavilo da postoji u naredna tri stole¢a u razli¢itim
grupama Sirom Grcke, dajuéi naucnike kao $to je bio Filolaj iz Tebe i drzavnike poput
Arhita koji je bio diktator i Platonov prijatelj. U Arhitinoj li¢nosti se ispoljila ona har-
monija za kojom je tezio svaki pitagorejac: bio je filozof, nau¢nik (matematicar i fizicar),
muzicar i sedam puta strateg koji nikada nije izgubio bitku. Svojim drzavnickim radom
on je od Taranta napravio srediste helenske odbrambene borbe protiv varvarskih nasrtaja
i u svojoj liénosti ostvario ideal filozofa vladara. Kasnije su pitagorejsko ucenje ponovo
oziveli Rimljani u prvom stole¢u pre nove ere i ono je izraslo u preovladujuc¢u silu rimskog
carstva u procvatu. Pitagorejstvo je postalo uticajno u mnogim religijama iz tog vremena,
na primer, aleksandrijskom judaizmu i hris¢anstvu. U drugom veku nove ere pitagorejski
matematicari dobili su sa Platonovom Akademijom novi podstrek. Pitagorini intelektu-
alni naslednici ponovo su izlozeni progonu u doba Justinijana, poglavara istocnog rimskog
carstva, u ¢etvrtom veku nove ere. Rimljani nisu podnosili dugacku kosu i bradu grckih
filozofa, koji su §irili Pitagorina ucenja, kao ni to Sto su koristili droge, poput opijuma, a
da se i ne pominju njihova nehris¢anska verovanja. Justinijan im je zatvorio Akademiju i
zabranio predavanje filozofije. Pitagorejstvo je nakratko zablistalo jo§ u nekoliko navrata,
da bi konaéno zgasnulo u mraénom dobu, oko 600. god'4.

13 Jamblih, Zivot Pitagore, 265
14Mlodinov, Euklidov prozor, 38



Glava 2

PITAGORA KAO UCITELJ

2.1 PITAGOREJSKA SKOLA

Pitagora je u Krotonu bio na ¢elu moralno—religioznog bratstva koje je imalo svoja
pravila i negovalo strog nacin zivota. Pitagorejsko bratstvo je imalo svoj amblem t;j.
kosmicki grb (sl 1). Prema svedoc¢enju Lukijana iz Samosate, kao i prema zapisu nepoznatog
sholijaste Aristofanovih Oblakinja ,tri puta prepleteni trougao, petougao”, tj. zvezdoliki
petougao ¢ije su ivice dijagonale pravilnog konveksnog petougla, pitagorejci su koristili kao
simbol bratstva po kojem su se prepoznavali.®

Slika 1

Simbolika brojeva predstavlja srz pitagorejskog ucenja, koje valorizuje odredene ge-
ometrijske figure. Ovde je re¢ je o pravilnoj petokrakoj zvezdi,koja u svom sredistu
ima upisan pravilni petougao, a njeni vrhovi polaze iz temena jednog opisanog pravilnog
petougla, tj. dijagonale pravilnog petougla daju pravilnu petokraku zvezdu?. Cinjenici
da se ova figura moze izvuéi jednim potezom je pripisivano misti¢no znacenje. Pitagorejci
su smatrali da simbolizuje zdravlje.® Pentagram je postao znak raspoznavanja Pitagorinih
ucenika. Prica se da se jednom jedan pripadnik drustva razboleo dok je bio na putu izmedu
dva grcka grada. Zaustavio se u nekoj krémi u kojoj su ga stigle samrtne muke. Pre nego
sto je umro ucrtao je pentagram na plocici koju je dao krémaru, uveravajuci ga da ¢e neko

11ugi¢, Ogledi iz istorije anticke geometrije, 138
2Kliford A. Pikover, Strast za matematikom, 251
3Heath, A History of Greek Mathematics, 1,161
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do¢i da plati njegov racun. Posle nekoliko godina, tuda je naisao pitagorejac koji je, videvsi
simbol namirio dug svog sabrata.

Pitagora je pripovedao kao filozof i drzao lekcije iz morala razli¢itim drustvenim gru-
pama: skolskojomladini, mladim ljudima, gradskim zenama i odraslima u senatu. Propovedao
je o vrlini kao harmoniji. Aristoksen tvrdi da je Pitagora veéinu svojih moralnih doktrina
dobio od delfske svestenice Temistokleje. Ucenike je poducavao da ,treba postovati star-
ije, jer ono sto je vremenom ranije zasluzuje vece pocasti; jer kao sto na svetu izlazak
sunca dolazi pre zalaska, tako u ljudskom Zzivotu pocetak dolazi pre zavrsetka, i u ¢itavom
zivotu rodenje prethodi smrti. Zatim je naredivao da treba postovati bogove pre polubo-
gova, heroje pre ljudi, a medu ljudima najpre svoje roditelje. Ljudi treba da se medu
sobom tako vladaju da ne stvaraju neprijatelje od prijatelja, nego da neprijatelje pret-
varaju u prijatelje. NiSta ne treba smatrati svojom svojinom. Zakon treba podrzavati,
protiv bezakonja se boriti. Treba izbegavati preteranu ugojenost, na putovanju menjati
napor i odmor, vezbati paméenje, u izlivu besa vladati i rukom i jezikom, poStovati svaku
vrstu proricanja, pevati uz pratnju lire i pevanjem himni pokazivati zahvalnost bogovima
i dobrim ljudima...”*. Glavni stavovi i propisi nalaze se popularno izlozeni u sacuvanim
Zlatnim stihovima i Poukama i simbolima.

Ucitelj je svake noéi govorio. Stizali su sa raznih strana sveta da ga slusaju. Ali on se
nije pojavljivao ve¢ je govorio sakriven iza zavese. KreSenco navodi sledece:

Ko bi ga slucajno i za trenutak ugledao, hvalio se time Citavog Zivota.® ,On je
izgledao velicanstveno: lice koje je zracilo, talasaste kovrdZe, obavijen belom tu-
nikom i celim svojim biéem odavao je blagu nezZnost”, dok Diogen kaze:

Pricaju da je njegova pojava bila veoma dostojanstvena, i njegovi ucenici su sma-
trali da je on Apolon koji je dosao iz daleke zemlje Hiperborejaca.

On ga opisuje na slede¢i nacin:

Nosio je belu, dugacku haljinu, ¢istu; jorgani su mu bili od ciste vune, jer platno
jos nije bilo stiglo w ona mesta. Nikad ga nisu zatekli pri vrsenju nuZde, ili
obavljanju ljubavnih radngi ili u pijanstvu. Izbegavao je smeh i svaku dopadljivost
koju izazivaju Sale ili vulgarne price. Kad je bio besan, nije kaznjavao ni roba ni
slobodnog ¢oveka. Opomenu je zvao ,doterivanjem”.

Svaki govor pocinjao je re¢ima: , Uz vazduh koji diSem i vodu koju pijem ne podnosim
nikakve primedbe na ono §to ¢u re¢i”, §to nam pomaze da shvatimo kako je on, zapravo,
razmisljao o demokratiji.

Samo je nekolicini bilo dopusteno njegovo prisustvo. I samim ucenicima je to bilo
omoguceno tek posle pet godina studiranja. Jednom ga je neki brucos krisom opazio dok
se Pitagora kupao u kadi i pricao drugim studentima da je video nogu od zlata; za Elijana
je upravo On bio taj koji je u pozoristu u Olimpiji pokazao svoje zlatno bedro.

Clanovi zajednice strogo su se drzali prihvaéenih pravila. Pravila kojih su se drzali su:

da je stvarnost u svom najdubljem nivou matematicke prirode
da se filozofija moze iskoristiti za duhovno procis¢avanje

da se dusa moze uzdié¢i do jedinstva s bogom

da odredeni simboli imaju misti¢ni znacaj

A

da se sva braca reda moraju pridrzavati zaveta odanosti i tajne

4Kresenco Istorija gréke filozofije, 48
5Laertije, Zivot i migljenja istaknutih filozofa, 271
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Ko je zeleo da bude primljen u bratstvo bio je podvrgavan ispitu u pogledu njegove obrazo-
vanosti i vezbanjima u pogledu njegove poslusnosti. Prikupljana su obavestenja o njegovom
ponaganju, njegovim sklonostima i poslovima. U udruzenju bio je zaveden jedan sasvim
ureden nacin zivota, tako da je za sve bilo odredeno: odevanje, hrana, zanimanje, spavanje,
ustajanje itd.; svakog sata vrsio se narociti rad.

Pitagora je uobicavao da deli bliznje u dve kategorije: akuzmatike (slusaoce) i matematicare
(ucenike). Matematicari su najvise upuceni u istine nauke, i posto su se u bratstvu bavili
i politikom, oni su bili i u politickoj delatnosti. Akuzmatic¢ari su imali jedno iskuSenistvo
od pet godina. Svaki od njih morao je da preda svoju imovinu bratstvu, a pri istupanju
iz njega on ju je dobijao natrag. U toku tog vremena ucenja svaki se morao obavezati na
¢utanje (duznost da se uzdrzi od brbljanja); to je, moze se uopste reéi, bitni uslov svakog
obrazovanja. Mora se poceti time da se bude u stanju da se shvataju misli drugih ljudi;
to je odricanje od svojih vlastitih predstava, i to je uopste uslov za ucenje, proucavanje.
Covekova unutragnjost se u obrazovanju prosiruje, zadobija; time §to se uzdrzava, sto ¢éuti
¢ovek ne postaje siromasniji u mislima, u zivahnosti duha. Naprotiv, on time zadobija
sposobnost shvatanja i dolazi do saznanja da njegove slucajne dosetke i primedbe ne vrede
nista; sve veéim uvidanjem da takve slu¢ajne dosetke ne vrede nista on se od njih odvikavaS.

Moze se primetiti da je Pitagora bio prvi nastavnik u Grékoj ili da je bio prvi filozof koji
je u Grckoj uveo nastavu iz nauka. Ni Tales koji je Ziveo pre njega niti njegov savremenik
Anaksimandar nisu naucno poucavali, ve¢ su samo svoje ideje prijateljima saopstavali.
Uopste nisu postojale niti neka filozofija, niti matematika, niti ina¢e ma koja nauka; ono
§to je od toga postojalo, to su bili pojedinac¢ni stavovi, pojedinacna znanja, a ono u cemu
se poucavalo (kako se rukuje oruzjem, filozofemi, muzika, kako se pevaju Homerove ili
Heziodove pesme, itd.) poducavalo se na potpuno drugi nacin. Pitagora se mora smatrati
za prvog opsteg nastavnika. Pitagora je drzao nastavu iz nauke kod jednog naroda koji je
nau¢no neobrazovan, ali koji inace nije glup, ve¢ naprotiv, vrlo bistar, prirodno brbljiv, kao
§to su bili Grei. Onda je donekle i jasno da je on medu onima, koji jo§ nista nisu znali o
tome kako stvari teku pri izvodenju nastave iz jedne nauke, pravio tu razliku $to su oni koji
su tek pocinjali bili odstranjeni od onoga sto bi se saopstavalo onima koji su ve¢ odmakli
i §to su se oni odricali da na nenaucan naé¢in govore (brbljaju) o takvim predmetima, pa
bi prvo morali da shvate nauku. Uglavnom ne postoje pismena svedocanstva o prvim
pitagorejskim ucenjima. Heath navodi:

Odsustvo pismenih svedocanstava o ranom pitagorejskom ucenju ne bi trebalo
vezivati ni za kakvu obavezu cuvanja tajne u okviru skole, nema indicija da je
takva obaveza postojala, sem moZda s religijom i ritualom. Navodna tajnost je
izgleda izmisljena kako bi se objasnilo to sto nema traga bilo kakvim dokumentima
pre Filolaja. Razlog najverovatnije leZi u c¢injenici da je usmena komunikacija
bila tradicija $kole, a blisko druZenje njenih pripadnika omogucilo im je da se
bez problema drZe ucenja skole; istovremeno njihovo ucenje je svakako bilo tesko
shvatljivo vecéini ljudi izvan skole.

Akuzmatici su slusali predavanja koja je Pitagora izgovarao glasno skriven iza zastora.
Akuzmaticima nije bilo dozvoljeno da vide Pitagoru i nisu bili podu¢avani tajnim znanjima.
Umesto toga ucili su zakone ponasanja i moralne kodekse iskazane u formi kratkih izreka
sa skrivenim znagenjem. Ove maksime su bile poznate kao akuzmate ili simbole”. U ranim
danima Pitagorinog kulta prenosile su se usmeno. Neke od tih zabelezenih maksima glase:

1. Kada odlazi§ u hram, skruseno se pokloni i nemoj se usput baviti, ni re¢ju ni delom,

6Kresenco Istorija gréke filozofije, 49
V. Koraé , B. Pavlovié, Istorija filozofije
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nikakvim svetovnim poslovima...

2. Izbegavaj prometne ulice i hodaj stazama!

3. Ne valja dzarati vatru macem!

e

© *® N oo

10.
11.
12.
13.

14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.
23.

Coveku koji podize na sebe teret pomazi naprtiti, ali mu nemoj pomagati da ga sa
sebe skida!

Kada ides na put, nemoj se okretati natrag!
Ne smejati se grohotom.

Desnicu nemoj olako svakome pruzati.

Ne prozdiri srce.

Neka jezicak na vagi ne prevagne.

Carsavi da budu uvek savijeni.

Tragove lonca u pepelu izbrisati.

Covek mora obuti prvo desnu cipelu.

Naspi kad nazdravljas bogovima iznad drske kréaga, u znak znamenja, i neka niko ne
otpija sa istog mesta.

Idi bos na skriveno mesto kad prinosis zrtvu.

Ne govori u tami.

Bozju sliku na prstenu ne nositi sa sobom.

Ne brisati straznjicu bakljom.

Ne mokriti okrenut prema suncu.

Ne drzati ptice s krivim kandzama.

Nikako mokriti na odsec¢ene nokte ili kosu niti ih gaziti.
Ostricu maca okrenuti naopako.

Kad odlazis u svet, ne okreéi se na granici.

Ne lomi hleb.®

Diogen nam u Zivotu i misljenjima istaknutih filozofa tumaéi $ta je nad filozof ovim

akuzmama zapravo zeleo da kaze i navodi sledece:

Ne valja dZarati vatru macem: ne budi gnev i rastuci bes silnika. Neka jezicak na
vagi ne prevagne: to jest me prelaziti ono sto je pravo i pravedno. Ne sedeti na
merici znaci: ,bring se i za danas i za sutra, jer je merica (hoiniz) tvoj dnevni
obrok”. ,Ne jedi srce’to jest: ne upropascéuj svoj Zivot u mukama i patnjama.
»Ne okreci se kad napustas zemlju”, znac¢i da oni koji odlaze sa ovoga sveta ne
treba ceznjivo da se drie Zivota, i neka th zadovoljstva ovog Zivota ne priviace.

Slicna su i objasnjenja ostalih izreka.
Najmanje jasno pravilo pitagorejskog bratstva ostaje ono sa bobom. Nikako nije jasno

zasto je Pitagora mrzeo ovu bezazlenu mahunarku. Po Aristotelu, bilo je to zbog neke
sliénosti sa muskim organom, a po drugima, zbog alergije koju je vukao od detinjstva, ali

jes

igurno da se u njegovom prisutvu nije smela ni pomenuti. Diogen navodi i sledece:

8Laertij

e, Zivot i misljenja istaknutih filozofa, 271
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Zabrangivao je da se jedu beli petlovi, jer su oni posveéeni Mesecu i nose odecu
kao oni sto traZe zastitu—a to se smatralo dobrim stvarima. Posveceni su Mesecu
jer oglasavaju vreme dana: zato belo predstavlja prirodu dobra, a crno prirodu
Zla.

Sledeci pouke ovih maksima akuzmatici su moralno i estetski uzdizali svoj svakodnevni
zZivot.

Akuzmatici su ziveli u sopstvenim kuéama a dolazili su u zajednicu tokom dana. Nisu
bili vegetarijanci.

Matematicari su ¢inili unutrasnji krug reda. Bili su poducavani od strane Pitagore.
Prolazili su kroz rigoroznu inicijaciju i visoki obrazovni proces uklju¢ujuéi i obavezu da pet
godina ¢ute. Slusali su Pitagorina predavanja ali ga nisu videli u prvih pet godina, a posle
toga su mogli i odlaziti u njegovu kuéu . Ako polaznik nije mogao da savlada ove discipline
bio bi izbacivan iz zajednice i za nju proglasavan mrtvim. Matematicari su ziveli stalno u
zajednici i nisu imali privatnu svojinu. Bili su vegetarijanci. Neki kazu da se sam Pitagora
zadovoljavao sa malo meda ili komadom saca ili hlebom, da nije nikad uzimao vino preko
dana, a jeo je i kuvano ili sirovo povrée?.

Postoje tacni i iscrpni opisi o spoljasnjem nacinu zivota koji su pitagorejci vodili u
svojoj zajednici, o njihovim vezbama itd.; ali mnoge od tih stvari poticu od kasnijih pisaca.
Tu se, pre svega, tvrdi da su se odlikovali time Sto su nosili jednaka odela bela, lanena
odela, kakva je nosio sam Pitagora. Oni su imali jedan tacno odredeni dnevni red. Ujutro,
odmah posle ustajanja morali su da se sete onoga sto su radili prethodnog dana, jer ono sto
imaju da rade toga dana stoji u tesnoj vezi sa onim $to su radili prethodnog dana. Prava
obrazovanost ne sastoji se u tome da ¢ovek suvise obrac¢a svoju paznju na sebe, da se bavi
sobom kao pojedincem, to je sujeta; ve¢ u tome da zaboravi na sebe, da se udubljuje u
stvar, u samozaboravu. Takode su morali da uc¢e napamet odlomke iz Homera i Hezioda.
Ujutru, a cesto i u toku dana, bavili su se muzikom, jednim od glavnih predmeta grcke
nastave i obrazovanosti uopste. Isto su tako kod njih bila zavedena redovna gimnasticka
vezbanja u rvanju, tr¢anju, bacanju i sl. Svake veceri morali su da postave sebi tri pitanja:
,U Gemu sam pogresio? Sta sam uradio? Sta nisam uradio §to je trebalo?”, posle cega
su bili prinudeni da izgovore frazu:,Time se zaklinjem Onome koji je otkrio nasoj dusi
bozanski tetraktis”. 10

Oni su se zajedno hranili i ¢ak i po tome su bili karakteristicni. Med i hleb su bili
njihova glavna hrana, a voda kao najbolje, ¢ak kao jedino piée. Isto tako su se potpuno
uzdrzavali od mesne hrane, sa ¢im se dovodi u vezu njihovo verovanje o seobi duse. I pasulj
je bio zabranjen.

Pitagorejci su prvi u helenskom svetu priznali zenama ravnopravnost. Jamvlih u kat-
alogu Pitagorejske skole nabraja niz imena ¢lanica koje su bile ili zene ili ¢erke ili sestre
clanovima bratstva. Medu njima su se najvise isticale Timiha, Filtija a narocito Pitago-
rina ucenica i zena Teana i njene ¢erke Mija i Dama koje su imale povlasticu da otvaraju
religiozne litije Zena.

Filozofija Pitagore donela je u anticki svet dva potpuno originalna filozofska polazista:
ucenje o metempsihozi ili ponovnom radanju duse i filozofiju broja kao osnove svega. Sve
ostale ideje iz oblasti etike, drustvenog uredenja, geometrije, muzike i astronomije koje je
Pitagora sa bratstvom poducavao i proucavao a narocito religijske postavke nuzno su bile
vezane za ova dva postulata. Klifer Pikover navodi:

Pitagorejci su, kao oni koji se danas bave razlomcima, bili sliéni muzicarima.
Stvarali su obrazac i lepotu dok su otkrivali matematicke istine.

9V. Koraé , B. Pavlovié, Istorija filozofije
10T aertije, Zivot i misljenje antickih filozofa, 272



Glava 3

PITAGORA KAO FILOZOF

3.1 UCENJE O SEOBI DUSA

Medu raznovrsnim i neobi¢no plodnim matematickim, astronomskim, muzi¢kim, politickim,
medicinskim, moralnim i religijskim ucenjima pitagorejske Skole koja je bila prvobitno
eticko—politicki savez, sa tendencijom da uzdize Cistotu svih svojih ¢lanova, i karaktera
prilicno srodnog orfickim misterijama i koja je kasnije pocela da prosiruje svoje ciljeve i
stavlja ih na nau¢nu osnovu, najpoznatija i najmarkantnija je doktrina o seobi dusa ili
metempsihozi.

Teorija o seobi dusa vrlo je starog datuma. Izvesno je da je bila rasprostranjena jos kod
Egipcana i Indijanaca. Ubedenje da duse posle smrti prelaze u druga tela vodi poreklo od
preterano razvijenog socijalnog instikta, od ¢ovekove srodnosti sa svim sto ga opkoljava.
Po tome se zakljucivalo da je duSa, pre nego sto je ozivela telo, postojala u bi¢ima svih
organskih, pa ¢ak i neorganskih vrsta, i da ¢e, kada telo umre, prelaziti u nove oblike.
Dakle, sadasnjoj egzistenciji prethodile su mnoge ranije, i za njom ¢e do¢i mnoge buduce.
Ideja o reinkarnaciji bila je podloga za verovanje u odmazdu, jer po njoj, dela ovog zivota
odredivala su sudbinu u idu¢em a bol i srec¢a sadasnjice predstavljali su nagrade i kazne za
ono §to se nekada uéinilo?.

Neprekidnu migraciju duse, indijsku samsaru, gréki orficari nazvali su krugom rodenja.
Kod starih Grka verovanje u seobu dusa dobilo je svoju mistiénu i pesnicku formulu u
orfizmu, filozofsku u pitagoreizmu. Nije isklju¢ena moguénost da ga je Pitagora primio od
Indijanaca, posredovanjem Persijanaca u Joniji (naime Kir je 540. god. p.n.e. prodro sve
do Indije). Ali verovatnije je da ga je uzeo od orficara, jer pitagorejski nauk o metempsihozi
deli sa orficarima Cetiri glavna stava:

1. uverenje da je dusa bozanskog porekla i prirode, i da nadzivljuje telo
2. svest o bolovima, nerazdvojnim od postojanja

3. konvikciju da je bozansko pravi¢no i dobro i da pomaze ljudima

4

. veru da spasenje dolazi kada se ¢ovek preciséavanjem, saosetanjem, ljubavlju i eksta-
zom spoji sa bozanstvom

Sva fantasticna predavanja o Pitagorinim nadzemaljskim mocima, slicna legendama o
Budi ili Hristu, tesno su vezana za ucenje da se dusa seli. Kazu da se Pitagora sec¢ao svih
svojih inkarnacija, i da je tvrdio kako je veé cetiri puta ziveo kao covek, o ¢emu je vec

I Atanasijevic Anticka filozofija, 73
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bilo re¢i na samom pocetku. Sem toga, pricao je i da je kasnije njegova dusa presla u telo
jednog petla. Zbog ovog poslednjeg, Lukian u jednome delu maliciozno izvodi na scenu
nekog Mikilosa, a on tog petla, u kome se nalazi Pitagorina dusa pita da li su se dogadaji
pred Trojom zaista odigrali onako kako Homer opeva. Na to petao odgovara: , Kako bi
mogao Homer to da zna? Ta u ono doba bio je on kamila u Baktriji”.

Po Pitagorejcima, kao i po orficarima, dusa je besmrtna, ali zbog grehova, pocinjenih
u proslosti, zatvorena je u telo, njen grob; ona treba da prode kroz ¢istilista, bilo na taj
nacin §to ¢e se muciti u tartarasu , bilo §to Ce se seliti iz tela u telo. Kada se sve ovo svrsi,
dusa sto se najzad precistila bi¢e oslobodena, i vra¢ena u bestelesni zivot. Platon je ¢uvene
svoje mitove o stanju duse posle smrti napisao po ugledu na pitagorejske. U Gorgiji Sokrat
govori sofisti Kaliklesu pitagorejske reéi : ,Cuo sam od jednog mudraca da je nas sadasnji
zivot smrt, a nase telo grob...”. Duse su u telu zakopane, telo je zatvor iz koga se same one
mogu osloboditi uzvisenim etickim stavom?.

Posle izlaska iz tela, duse lebde u vazduhu, pa otuda pitagorejsko tvrdenje da su one
prasina u vazduhu. Iz vazduha dusa ulazi u telo novorodenog deteta, a izlazi iz njega sa
uzdisanjem samrtnika, pa ako se ne popne u kakvo vise mesto boravljenja, ili ne potone u
neko nize, ona opet kruzi po atmosferi, do ulaza u novi oblik?.

Zbog ove teorije o metempsihozi Pitagoru su ismevali i savremenici i drugi videni dra-
maturzi. Ksenofan to prikazuje u jednom napisu gde u jednom momentu Pitagora zadrzava
ruku nekog ¢oveka koji pokusava da udari psa:

»Molim te”, kaZe Pitagora, ,ne udaraj psa, jer se plasim da se u njemu ne nalazi
dusa mog prijatelja.”

WA kako znas?”, pita éovek.

,Prepoznao sam glas.”

Laetrije navodi:

I Kratin mu se narugao u svojoj Pitagoristkingi, gde kaZe:
Oni su naudili, ako slucajno naidu na nekog stranca,

Da ga ispituju o naukama, da ga zbune i smute

Raznim antitezama, zakljuccima, jednacinama,

I kolicinama 1 veli¢inama napunivsi mu glavu.

Sekspir ima nesto sliéno. U Bogojavljenskoj noci daje nam ovaj duhoviti dijalog u vezi
metempsihoze:

Dvorska luda: ,Malvolio, zasto si toliko protiv lova?”,

Malvolio: ,Jer je Pitagora rekao da se u barskoj stuki nastanila dusa moje babe.”
Dvorska luda: ,FE, pa onda ostani zatucan, jer ne mogu da te smatram normalnim
doklegod ne smognes hrabrosti da ubijes bar jednu stuku a da se ne plasis da ces
iseliti dusu svoje babe.”

Isticanjem da se u migraciji duse dozivljuju zasluzene nagrade i kazne, pitagorejci su
postavili Siroki eticki osnov svojoj teoriji metempsihoze. Pitagorejci su smatrali da treba
ocistiti i dusu i telo, da bi mogli da primaju nagrade i budu sreéni u narednom zivotu. Oni
su koristili muziku da o¢iste dusu, a medicinu da ociste telo. Pitagora je prvi razlikovao ,,tri
zivota 7, teorijski, prakti¢ni i apolausticki, koje je Aristotel naveo u svojoj Etici. Ucenje
se svodi na slede¢e: Mi smo stranci u ovom svetu i telo je grobnica duse, a ipak ne smemo

2Phodo, 62 B

3 Atanasijevic Anticka filozofija, 74

4Digen Laertije, Zivoti i migljenja istaknutih filozofa, VIII,36
5Kresenco Istorija gréke filozofije, 53
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pokusavati da pobegnemo putem samoubistva, jer mi smo imovina Boga, koji je nas pastir i
bez njegove zapovesti nemamo prava na bekstvo. U ovom zivotu postoje tri vrste ljudi, kao
§to postoje tri vrste ljudi koji dolaze na Olimpijske igre. Najnizu klasu ¢ine oni koji dolaze
da kupuju i prodaju, a slededéi, iznad njih, jesu oni koji dolaze da se takmice. Najbolji
od svih su, ipak, oni koji dolaze da posmatraju. Prema tome, najbolje ociséenje je nauka,
i covek koji se njoj posveti, pravi filozof je onaj koji se najvise oslobodio od tzv. tocka
radanja. Bilo bi prenagljeno reé¢i da se Pitagora izrazio bas na taj nacin, ali sve te ideje
zaista su pitagorejske i samo na taj nacin moze se premostiti jaz koji razdvaja Pitagoru
kao ¢oveka od nauke od Pitagore kao verskog ucitelja. Veéina njegovih sledbenika bila je
zadovoljna skromnijim oblicima ociS¢enja i to moze da objasni nastanak sekte akizmaticara.
Pitagorejci su, obuzeti teznjom da ocuvaju individualnost duse, govorili da ¢e se u
budu¢im periodima vremena javljati ne samo iste li¢nosti, nego da ¢e se ponoviti i svi
dogadaji, sve radnje i sva stanja li¢cnosti. Ne zna se da li je ova misao bila odomacena kod
cele skole ili samo kod jednog dela njenih pristalica. Eudem daje ovakav izvestaj o njoj:

Ako treba pokloniti vere pitagorejcima da ée se nekad povratiti iste stvari, sasvim
ovakve kao sto su sad, tada Cete vi jednom opet ovako kraj mene sedeti, a ja éu
vam govoriti, © pri tom ¢u u rukama drZati ovaj Stapié; isto ée vazZiti 1 za sve

drugo”.%

Bila je osporavana veza izmedu misli o ve¢itom povracéaju stvari i veze u metempsihozu.
Jer metempsihozom se duse ponovo javljaju u drugim telima, dok se po palingeneziji i isti
oblici sa istim duSama vrac¢aju. Medutim, pitagorejci su Sirili i jedno i drugo ucenje. Pi-
agoreizam je koncepcijom povracaja svih individua, upravo ujednacenoscu prirodnog toka,
dao optimisticki obrt orfickom pesimizmu, koji nije mogao da se utesi zbog neminovnosti
seljenja i promene. Iako je poSao od orfickog postulata da je zivot zasi¢en bolom, pitagor-
eizam uci jednom idealnom svetskom redu, gde celina, kosmos, ima potpunu mo¢ nad
pojedinacnim. Zato je i pitagorejska filozofija prirode, ponesena jednim Sirokim elanom,
najvecu paznju poklanjala nebu, sa koga duse dolaze, i gde se vracaju, a zapostavljala je
sve nize sfere.

Pitagorejsku polingeneziju zastupali su, kasnije Blanki i Le Bon, a Nice ju je sjajno
poetski oziveo svojom zamisli veénog povracaja stvari.

Posledica pitagorejske polingenesije jeste verovanje u demone. Oni su sredina izmedu
bogova i ljudi, a borave ili ispod zemlje, ili u vazduhu, i cesto se javljaju ljudima. I nekoliko
narocitih obreda odnosili su se na demone. Sem demonima, pitagorejci su ih nazivali i
herojima duse Sto lutaju u vazduhu. Verovali su da te duse van tela vode nesvakidasnji
zivot, nalik na san, a slican zivotu senki u Hadu”.

3.2 OSNOVA SVEGA JE BROJ

Za filozofiju pitagorejaca jos vaznije od metempsihoze je verovanje da je Broj arche,
odnosno prvobitni element Univerzuma. Aristotel navodi sledece:

Oni koje nazivaju pitagorovcima prvi su se posvetili matematici © unapredili je.
Vaspitani u ovoj naucnoj grani, oni su smatrali da su matematicka nacela u
osnovi svih bica. A kako su brojevi, po prirodi, prvi medu ovim nacelima i kako
su pitagorovci verovali da u brojevima zapaZaju mnoge slicnosti sa svim onim Sto
postoji i postaje, vise nego §to su ih primeéivali u vatri, zemlji i vodi (s tim $to je

6Kod Timpl.Phys., 173
7 Atanasijevic Anticka filozofija, 75
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jedno odredivanje brojeva pravda, drugo dusa i inteligencija, trece kriticno vreme
i slicno tome, tako reéi za svako drugo odredivange).

Ono §to je za Talesa voda a za Anaksimena vazduh, kod Pitagore je Broj, i iskreno
reeno, ova hipoteza prili¢no zbunjuje. Ako je i moguée zamisliti jedan sto kao nesto sto
je sastavljeno od mnostva molekula vode ili vazduha, nije bas tako lako zamisliti ga kao
jedinstvo brojeva zgnjecenih jedan preko drugog. Po Pitagori, zapravo, brojevi imaju svoju
gustinu. U jednom fragmentu Speusipa O Pitagorejskim brojevima, jasno je naznaceno da
je broj Jedan tacka (neka vrsta atoma), broj Dva je prava, Tri je ravan a Cetiri cvrsto telo.
Dalje, kao dokaz, precizira se da dva jedinstva Tacke ustanovljavaju liniju, tri jedinstva
Tacke ravan, a Cetiri jedinstva Tacke geometrijsko (¢vrsto) telo. Posto sve stvari na svetu,
zajedno sa nama, imaju svoj oblik, i moguce je rastaviti taj oblik u skup tacaka ili linija i,
konacno, brojeva.

Pretpostavlja se da je Pitagora smatrao da su stvari u mnogo ¢emu sli¢ne brojevima i da
je sasvim moguce da neki sre¢ni eksperiment otkrije njihovu pravu numericku prirodu. Neo-
pitagorejski pisci, vracajuci se ovoj tradiciji, na beskrajno raznovrsne nacine se prepustaju
svojim fantazijama koje se ti¢u analogije izmedu stvari i brojeva. Aristotel kaze da su
pitagorejci pomocu brojeva objasnili samo nekoliko stvari, $to zna¢i da sam Pitagora o
tome nije ostavio razvijeno ucenje, dok pitagorejci petog veka nisu bili zainteresovani za
to da na bilo koji nacin obogate tradiciju. Ipak, Aristotel navodi da su povoljnu priliku,
pravdu i brak definisali brojevima. Tako dobra prilika, prava mera ili pravi trenutak treba
da budu identifikovani sa brojem 7, pravda je bila oznacena brojem 4 a brak je izjednacen
sa brojem 3. Dakle, i ovakvoj notaciji, dobra prlilka bi mogla da se protumaci kao simbioza
pravde i braka ( 7=3+4 ); a pravda kao savrseni sklad ( 4=2+2=22 ili 4=3+1 ). Pitagorejci
su brojeve od 1 do 4 smatrali svetim, a kako je 3 zbir prvog parnog broja i jedinice, za
koju su se pitagorejci tesko odlucivali da li da je zovu parnim ili neparnim brojem, prema
nekim drugim izvorima brak je ipak bio oznac¢avan brojem 5. To bi bio zbir prvog parnog
i prvog stvarnog neparnog broja. Novopitagorejci su sa svoje strane znacajno prosirili broj
bica koja su oznacavali brojevima. Aristotel prica da se Eurit, pitagorejac druge generacije,
ucenik Filolaja, zainatio da pronade broj karakteristican za svako zivo bice, pa je tako poceo
da broji tacke (3ljunciée) potrebne da se stvori obli¢je ¢oveka i konja. Tako su stvorili ono
§to je danas poznato pod nazivom mistika ili vestina upucivanja u tajnu brojeva.
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Glava 4

PITAGORA KAO MUZICAR

Apolon je bio glavno bozanstvo pitagorejaca. On postaje bog svih disciplina kojima su se
bavili pitagorejci: muzike, poezije, filozofije, astronomije, matematike, medicine i fizike. Po
starim verovanjima i legendama, bozanska muzika je toliko divna da moze svakog smrtnika
dovesti u zanos. Prema Aristoksenovom svedocanstvu pitagorejci su koristili muziku da
bi ocistili dusu, a muzika je mogla da vrsi takvu funkciju jer se i odnosi direktno na
dusu. Muzika je predstavljala melem, oc¢iSéenje od svega onoga Sto je necisto, nedolicno,
gresno. Pitagora se nije zadrzao samo na ovakvom videnju muzike, ve¢ je eksperimentisao
sa muzickim instrumentima. Prema predanju, Pitagora je jednoga dana prolazio pored
kovacnice i do usiju su mu doprli udarci raznih ¢eki¢a po nakovanju. Ovo ga je navelo
na razmisljanje. Lativsi se vrSenja ogleda strunama, otkrio je harmonijske ulazne linije,
kao i odnos izmedu duzine strune koja vibrira i visine muzicke note koja pri tome nastaje.
Dvostruko duza struna proizvodi upola nizu notu'. Mlodinov navodi:

Posredi je jednostavno uocéavange, ali i dubok, revolucionaran ¢in koji se uglavnom
smatra prvim primerom u istoriji empirijskih otkrica prirodnih zakona.

Ovo je Pitagori i pitagorejcima pomoglo da odrede odnose medu tonovima, odnosno
intervale, koje su podelili na konsonantne i disonantne. Prvi su ocenjivani kao prijatni,
skladni, kao odnosi tonova koji zajedno radaju simfoniju. Takvi, saglasni intervali su kvarta,
kvinta i oktava. Ostale tonove ra¢unali su u disonantne, odnosno nesaglasne, neskladne.
Pitagorejci su u tim svojim istrazivanjima otkrili da odnosi medu intervalima imaju svoju
osnovu u odnosima medu brojevima. Istrazivali su moguénosti instrumenta monokorda i
dosli do fantasti¢nog otkri¢a da se odnosi tonova mogu numericki izraziti. Kako samo ime
kaze, monokord je instrument koji se sastojao od jedne zategnute zice i rezonantne kutije,
pri ¢emu je zica bila oznakama podeljena na dvanaest delova. Kada bi skratili duzinu zice
sa 12 na 6 (u odnosu 2:1) ili sa 12 na 8 (u odnosu 3:2) ili sa 12 na 9 (u odnosu 4:3) dobio
bi ton visi za oktavu, kvintu ili kvartu, respektivno. Heath navodi:

Epohalno otkrice da muzicki tonovi zavise od muzickih proporcija, pri cemu
oktava predstavilja proporcigu od 2:1, kvinta 3:2, a kvarta 4:3, moZe se s prilicnom
sigurnodéu pripisati Pitagori®, kao i prvo izlaganje teorije vrednosti i proporcija
uopste primengjenim na proporcionalne velicine.

Za pitagorejce je bila od ogromnog znacaja Cinjenica da se osnovni zvuéni intervali
mogu predstaviti pomoc¢u razmere brojeva 1, 2, 3 i 4, odnosno tetraktisa, §to je jo§ jednom

I Mlodinov, Euklidov prozor, 28
2Burnet, Early greek psilosophy, 118

15



GLAVA 4. PITAGORA KAO MUZICAR

potvrdilo njihovu teoriju ,,Sve je broj ”.

Brojevi 6, 8, 9 i 12 se sre¢u kod skoro svih pitagorejaca koji su pisali o muzici. Oni
su znali da su 9 i 8 aritmeticka i harmonijska sredina brojeva 6 i 12. Obi¢no je broj 12
pripisivan najvisem tonu, a 6 najnizem, pri ¢emu su ovi brojevi bili obrnuto proporcionalni
duzini zice.

Sta je bio stvarni znacaj ovih brojeva? Ocigledno da pitagorejcima nije bilo vazno da
li oni predstavljaju duzinu zica, njihovu zategnutost ili brzinu. Najvaznija stvar je da su
se javljali tacni odnosi harmonijskih intervala, kao §to su 12:9=8:6 za kvartu i 12:8=9:6 za
kvintu.
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Glava 5

PITAGORA KAO
MATEMATICAR

5.1 TEORIJA PROPORCIJA

Tako su poznavali i koristili slicnost, pitagorejci teoriju proporcija nisu razvili u goemetriji.
Naime otkri¢e numericke zavisnosti muzickih intervala je predstavljalo pocetak razvoja
teorije proporcija u mugzici i aritmetici.

U Pitagorino vreme razlikovali su aritmeticku, geometrijsku i subkontrarnu sredinu koju
je Arhit preimenovao u harmonijsku. U svom delu O muzici on ih je definisao na sledeéi
nacin :

Aritmeticka je sredina kada tri brojna pojma pokazuju uzastopnu razliku: ko-
liko prvi premasuje drugi, toliko drugi premasuje treé¢i. Kod te analogije dogada
se da je odnos medu veéim brojnim pojmovima manji, a medu manjima veci.
Geometrijska sredina je kad se prvi brojni pojam odnosi prema drugom, kao
drugi prema trecem. Tu veéi brojni pojmovi imaju isti brojni odnos kao manji.
Kod subkontrarne, odnosno harmonijske sredine brojni pojmovi se odnose na
sledeéi nacin: za koliki deo vlastite velicine prvi pojam premasuje drugi, za toliki
deo trecega, srednji pojam premasuje treci.

Za brojeve a > b > ¢ ovo mozemo zapisati na slede¢i nacin:

a—b

Aritmeticka sredina: §=2 = & = % =S tjatc=2b

Geometrijska sredina: =% = 2 = 2 tj. qc = b?
b—c b c?

Harmonijska sredina: a = b+ =, b=c+ %, tj. ¢ =

b—c?

§to je ekvivalentno sa % + % = %.1
Jamblih navodi i najsavrseniju proporciju koju naziva muzickom. Ova proporcija se
sastoji od ¢etiri brojna pojma i moze se zapisati na slede¢i nacin:
a+b  2ab b
2 a+b

a :

1T. Heath, A History of Greek Mathematics, 85
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Primer za muzicku proporciju je 12:9 = 8:6 odnosno kvarta.

5.2 GEOMETRIJA

Prokolo pominje, posle Talesa i Amerista, Pitagoru, govoreéi da je on preobrazio ge-
ometrijsko ucenje u oblik slobodnog obrazovanja ispitujuci njegove principe od pocetaka i
istraZujuci teoreme na nematerijalni i intelektualni nacin. On je zapravo smatrao da je
Pitagora pomerio geometriju iz empirijske ravni u teorijsku.

Diogen Laertije za Pitagoru kaze da je geometriju doveo do savrsenstva.

Iz Jamblihovog dela Zivot pitagorejaca saznajemo kako su pitagorejci objavili u javnosti
svoja otkri¢a iz geometrije, uprkos strogoj tajnosti njihove $kole. Greskom jednog ¢lana
bratstva, pitagorejci su ostali bez novca. Zato su resili da mu dozvole da zaradi novac
pomocu geometrije. Tako je geometrija objavljena kao Pitagorino predanje. Obzirom da je
u to vreme postojala zed za znanjem, §to saznajemo iz velike popularnosti sofista, vrlo je
moguce da ova legenda sadrzi deo istine.

5.2.1 Zbir uglova u trouglu je jednak zbiru dva prava ugla

U Komentarina prve knjige Euklidovih elemenata Prokolo Pitagori pripisuje teoremu
da je zbir uglova u trouglu jednak zbiru dva prava ugla.

Ono sto sigurno znamo jeste da je Eudem pripisao Pitagorejcima otkri¢e ove teoreme.
Eudem, govoreéi o dokazu ove teoreme kaze da se sam metod malo razlikuje od Euklidovog,
ali, bas kao i Euklidov zavisi od osobina paralelnosti i upravo iz tog razloga mogao je nastati
u vreme kada se ve¢ dosta znalo o tome.

Teorema: Zbir uglova u trouglu jednak zbiru dva prava ugla.

Dokaz: Neka je ABC bilo koji trougao.

D A

o

oty

Slika 2

Kroz A povucimo paralelu DE sa BC, (sl. 2).
Posto je BC' || DE naizmeniéni uglovi ZDAB i ZABC su jednaki.
Sli¢no, naizmenic¢ni uglovi ZFAC i ZACB su jednaki.

Iz ovoga dobijamo da je zbir uglova ZABC' i ZACB jednak zbiru uglova ZDAB i
LEAC.
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Ako svakoj od suma dodamo ZBAC, dobijamo
/ABC + Z/ACB+ /BAC = /DAB + /BAC + ZC AE = zbir dva prava ugla.l

Jako je znacajna i ¢injenica da su Pitagorejci razvili celu teoriju poligona. Osim tvrdenja
koje smo ve¢ upoznali, da je zbir unutrasnjih uglova u trouglu jednak zbiru dva prava
ugla, pitagorejci su znali da ako je n broj strana poligona, zbir unutrasnjih uglova tog
poligona iznosi (2n — 4) pravog ugla, a suma spoljasnjih uglova ¢etvorougla je jednaka
Cetiri prava ugla. Znali su i da postoje samo tri pravilna poligona, takva da kad njihove
unutrasnje uglove poredamo oko jedne tacke u ravni, dobijamo Cetiri prava ugla, odnosno
prekrivamo celu ravan. Ta tri pravilna poligona su jednakostranican trougao, kvadrat i
pravilni Sestougao.

5.2.2 Pitagorina teorema

Naravno, mi danas pamtimo Pitagoru po poznatoj Pitagorinoj teoremi. Medutim, nigde
u Euklidovom delu tvrdenje koje danas nazivamo Pitagorinom teoremom se ne povezuje sa
Pitagorinim imenom. Ni usac¢uvanoj literaturi koja prethodi Euklidu se nigde ne istice da je
Pitagora utvrdio da vazi ova ¢uvena teorema. Najstarije sacuvano delo u kojem se pominje
stav koji je dokazao Pitagora nastalo je vise od petsto godina posle vremena u kojem je
ziveo Pitagora. Iako je nazvana po Pitagori, smatra se da je ova teorema bila poznata jos i
starim Vaviloncima. Hiljadu godina pre nego sto se Pitagora rodio Vavilonjani nisu pisali
jednacine. Svinjihovi proracuni bili su iskazani kao verbalni problemi. Na jednoj plo¢ici, na
primer, zapisane su sledeé¢a zagonetka i odgonetka: Cetiri je visina, a pet dijagonala. Kolika
je osnovica? To je nepoznato. Cetiri puta cetiri jeste Sesnaest. Pet puta pet jeste dvadeset
pet.  Oduzmite Sesnaest od dvadeset pet i dobicete devet. Koji se broj mora pommnoZziti
samim sobom da bi se dobilo devet? Tri puta tri je devet. To je vrednost osnovice. Zapis
s pomenute ploc¢ice pokazuje da su Vavilonjani znali za Pitagorinu teoremu, prema kojoj
je kvadrat nad hipotenuzom jednak zbiru kvadrata nad katetama. Kao §to nam to govori
dosetka harpedonopte, ovaj odnos bio je poznat i Egipéanima. Za geometarske poslove
Egipcéani su se oslanjali na ¢oveka koji se nazivao harpedonopta, sto u doslovnom prevodu
znaci onaj koji razvlaci konopac. Na konopcu su bili vezani ¢vorovi na ta¢no odredenim
razmacima; kada bi se zategao tako da se ¢vorovi nadu na temenima, dobio bi se trougao sa
stranama zeljene duzine, odnosno uglovima zZeljene veli¢cine. Primera radi, ako biste rastegli
konopac sa ¢vorovima vezanim na 30, 40 i 50 metara, dobili biste prav ugao izmedu strana
od 301 40 metara. Re¢ hipotenuza na grékom izvorniku znaci rastegnuto spram. A valjanost
Pitagorine teoreme predstavlja potvrdu da je prostor ravan. Ovaj odnos bio je poznat i
Egipéanima, ali vavilonjanski pisari ispunili su svoje glinene plocice upecatljivim tabelama
tripleta brojeva koji ispoljavaju ovo svojstvo. Zabelezili su trojke kao §to su 3, 4, 5 ili 5,
12, 13, ali i visoke kao 3456, 3367, 4825. Posto su Egipéani znali za trojku, trougao sa tim
stranicama se i danas naziva egipatski trougao.

Obe civilizacije su znale za Pitagorinu teoremu, a nijedna nije dosla do opsteg pravila
koje danas ispisujemo kao a? + b? = ¢? (gde je ¢ hipotenuza pravouglog trougla, a a i b
katete). Kako izgleda, nikada se nisu zapitali zasto ovakav odnos postoji niti kako pomoéu
njega mogu da dodu do dubljih uvida.

Naime, Pitagora nije prvi otkrio Pitagorinu teoremu (kako to mnogi brzopleto govore),
vel se smatra da je Pitagora bio prvi koji je dokazao tu teoremu i zato se ona zove Pitagorina
teorema. Po nekima, kada je Pitagora dokazao tu teoremu, bogovima u cast je zrtvovao
vola §to su ga prosvetlili. Plutarh kaze da

kada je Pitagora otkrio taj cuveni stav,
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zbog toga je ponudio sjajnu Zrtvu volova,
dok Diogen Laertije pise

Kada je Pitagora pronasao crtez,
Prineo je slavnu hekatombu bogovima,

a hekatomba predstavlja zrtvovanje sto volova. Laertije pominje crtez, jer je u to vreme
dobro uraden crtez bio dovoljan da se stvori uverenje da tvrdenje zaista vazi. Kod slozenijih
tvrdenja uverenje se sticalo uvidom u niz slika koje su bile dovoljno ubedljive da se stvori
uverenje u tacnost tvrdenja. U pitagorejskoj matematici, slike su bile ¢ak i putokaz za
dokazivanje stavova aritmetike.

Vratimo se Pitagorinoj teoremi, koja glasi: Povrsina kvadrata nad hipotenuzom
pravouglog trougla jednaka je zbiru povrsina kvadrata nad katetama. Ako su a i
b katete, a ¢ hipotenuza pravouglog trougla, Pitagorina teorema se algebarski zapisuje kao
formula: a? 4+ b? = ¢?. Ona omoguéava izraéunavanje tre¢e napoznate stranice pravouglog
trougla ako su mu zadate proizvoljne dve.

Postavlja se pitanje na koji nac¢in su Pitagora i njegovi ucenici dokazali teoremu. Jakob
Bronovski u Usponu coveka navodi dokaz pretpostavljajuci da je i sam Pitagora teoremu
dokazao ba$ na taj nacin. Dokaz koji sledi je zanimljiv i zbog toga §to je priliéno jednostavan
i pokazuje kako matematicko rasudivanje moze biti zanimljivo iskazano prirodnim jezikom,
bez matematickih simbola i formula.

Mislim da je njegov dokaz tekao na sledeéi nacin (iako to nije dokaz koji koristimo
u savremenim udzZbenicima): Cetiri glavne tacke — jug, zapad, sever, istok, trouglova koji
sacinjavaju krst kompasa, cetirt su ugla kvadrata. Pomeram cetiri trougla tako da najduza
wica svakoga zavrsava u glavnoj tacki susednoga. Sada imamo konstruisan kvadrat nad na-
jduzom ivicom—hipotenuzom svakog pravouglog trougla. Da bismo znali Sta je u zatvorenom
podruéju ovog mozaika, a Sta nije, ispunic¢emo malu unutrasnju kvadratnu povrs koja je
dosad bila nepokrivena novom ploc¢icom mozaika (koristim plocicu zato §to su mnogi mozaici
u Rimu i na Orijentu, proizadli iz ovakvog spoja matematike i razmisljanja o prirodi).

Sada imamo kvadrat nad hipotenuzom koji, naravno, mozZemo brojno uporediti sa
kvadratima nad dvema mangim ivicama. Ali time ne bismo wocili prirodnu strukturu i samu
sustinu geometrijske figure. Nije nam potrebno nikakvo racunanje. Malom igrom, kakvu
igraju deca i matematicari, otkricemo wvise nego racunanjem. Premestimo dva trougla u
nove poloZaje. Trougao koji pokazuje sever (N) premestimo tako da se mjegova najduza
wica priljubi uz najduzu wicu trougla koji pokazuje jug (S), a trougao koji pokazuje zapad
(W) premestimo tako da se njegova najduza ivica priljubi uz najduiu wicu trougla koji
pokazuge istok (E).

Tako smo konstruisali figuru u obliku latinicnog slova L koja ima istu povrsinu (kao
kvadrat nad hipotenuzom), naravno, jer se sastoji iz istih delova, ¢ije su stranice, kako
odmah primecéujemo, mange wice pravouglog trougla. Nacinimo ovu podelu vidljivom, odvo-
jimo manji od uspravnog dela figure u obliku slova L. Jasno je da je mangi deo kvadrat nad
manjom, a uspravni deo kvadrat nad vecom katetom.?

Odgovarajuéi crtez bi ovako izgledao, (sl. 3).

2Lugcié, Ogledi iz istorije anticke geometrije, 94
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Slika 3

Sta reéi o znacaju Pitagorine teoreme?

Prvo, bez njenog poznavanja anticke civilizacije ne bi mogle konstruisati one monu-
mentalne gradevine koje su bile njima na korist, a nama za divljenje. Razvoj nauke kroz
vekove nezamisliv je bez geometrije, a geometrija je nezamisliva bez Pitagorine teoreme.
Sada znamo da postoje i druge geometrije, ali bez njih ne bi bilo ni Euklidske. Ras-
tojanje izmedu dve tacke A(x1,y1,21) 1 B(xa,y2,22) u Euklidskom prostoru racuna se
pomoéu formule AB = /(z2 — 1)% + (y2 — y1)? + (22 — 21)?, koja je posledica Pitagorine
teoreme. Isto vazi i za osnovni trigonometrijski identitet sin z + cos? z = 1. Mozemo reéi
da Pitagorina teorema predstavlja jezgro velikog broja fundamentalnih tvrdenja u raznim
matematickim disciplinama, a samim tim i u naukama kojima te matematicke discipline
daju osnovne metode naucnog istrazivanja i zakljucivanja.

5.2.3 Geometrijska algebra

Geometrijska algebra je nastala u pitagorejskoj skoli, kao spoj vavilonske aritmetike i
egipatske geometrije. Stoga je zanimljiva legenda o susretu Talesa i Pitagore, koju Jamblih
prenosi u Pitagorinom Zivotu. Prema njoj, Tales je savetovao svog mladeg sunarodnika
da putuje u Egipat ne bi li naucio Sta od svesStenika gradova Memfisa i Diospolisa. Posle
boravka u Egiptu gde je naucio geometriju i astronomiju, Pitagora je otputovao u Vavilon,
gde su ga tamosnji magi uputili u tajne teologije, aritmetike i muzike. Znajuéi za spoj
vavilonske aritmetike i egipatske geometrije, u pitagorejskoj skoli je razvio geometrijsku al-
gebru. Geometrijska algebra predstavlja geometrijski pristup algebri, odnosno geometrijsku
formalizaciju i reSenje algebarskih problema.

U drugoj knjizi Euklidovih elemenata nailazimo na niz takvih stavova. Najzanimljivije
medu njima je poznato algebarsko pravilo, kvadrat binoma, ima svoju geometrijsku inter-
pretaciju u navedenoj knjizi: Umesto tvrdenja koje se savremenim matematickim jezikom
iskazuje formulom (a + b)? = a® + 2ab + b?, u Elementima se kaze:

Ako se data duZ proizvoljno podeli, kvadrat na celoj duzi jednak je zbiru kvadrata na
odesccima i dvostrukog pravougaonika obuhvadenog odseécima.’

Konstrukcijom odgovarajuée slike tvrdenje postaje ocigledno, (sl. 4) .

3Lugcié, Ogledi iz istorije anticke geometrije, 114
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a b

Slika 4

5.2.4 Pravilna tela

Po svedocenju Prokola pitagorejci su znali za pet pravilnih tela: tetraedar, heksaedar-
kocku, oktaedar, dodekaedar i ikosaedar. U to vreme je utvrdeno da nije moguée konstru-
isati neki novi pravilni poliedar sem otkrivenih. Prvobitno se govorilo samo o tri pravilna
poliedra, o tetraedru, kocki i dodekaedru. Ovi poliedri su na prilicno komplikovan i ner-
azumljiv na¢in dovodeni u vezu sa vatrom, vodom, zemljom i vazduhom. Kaze se da je
Pitagora verovao da je zemlja napravljena od kocke, vatra od tetraedra, vazduh od oktae-
dra, voda od ikosaedra, a nebeski dah od dodekaedra.

Smatra se da su pitagorejci do ovih tela dolazli empirijski: spajajudi tri po tri kvadrata
u prostoru dobijali bi osam triedara i na kraju su njih spajali u kocku. Slican postupak je
bio i za tetraedar, oktaedar i ikosaedar s tim §to su tu spajali jednakostrani¢ne trouglove,
tri po tri, Cetiri po Cetiri i pet po pet. Konacno, dodekaedar je trazio novi elemenat za
konstrukciju, pravilan petougao. Medutim, pitagorejci su znali i da konstruiSu pravilan
petougao. Diels u Predsokratovcima kaze:

O Hipasu pripovedaju da je bio pitagorejac i da je zato $to je prvi opisao krug sa
dvanaest petouglova poginuo u brodolomu kao izdajnik, jer je stekao slavu zbog
otkri¢a, a sve pripada ,onom c¢oveku”; tako naime nazivaju Pitagoru, a da ga ne
Z0Vu 1menom.

5.3 TEORIJA BROJEVA

Pre vise miliona godina neko je nesto izustio, dok je neko drugi na to uzvratio nesto sto
je trebalo da znagci: ,,Znam Sta hoces da kazes!”. Toga ¢asa se pojavila zamisao o jeziku. U
nauci je Pitagorin zakon o harmoniji ista takva prekretnica, prvi primer iskazivanja sveta
matematickim pojmovima. Ne sme se izgubiti iz vida i to da je u to doba bila nepoznata
cak i matematika jednostavnih brojnih odnosa. Primera radi, pitagorejci su doziveli kao
otkrovenje ¢injenicu da se mnozenjem duzine dve strane pravougaonika dobija njegova
povrsina.

5.3.1 Trougaoni, kvadratni i pravougaoni brojevi

Za Pitagoru je privlacnost matematike proisticala iz mnostva brojnih odnosa, koje su on
i njegovi sledbenici otkrili. Pitagorejci su cele brojeve zamisljali kao kamicke ili tacke koje
su rasporedivali u odredene geometrijske oblike. Brojeve su predstavljali pomoc¢u tacaka
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rasporedenih u simetri¢ne i lako prepoznatljive obrasce, ¢ije obelezavanje najvise podseta
na domine ili kocke®. Alfabetsko belezenje nije bilo pogodno za aritmeticke svrhe zato §to
jo§ uvek nije bila pronadena nula.

Pitagorejci su ustanovili da neke brojeve mogu dobiti tako sto ¢e kamicke postavljati u
obliku trougla. Te brojeve su nazvali trougaonim brojevima®, (sl 5).

[ o O
[ ] o O e o o
[ J o o e o o e 6 o o
Slika 5

Pitagorejci su uocili da trougaoni brojevi predstavljaju zbirove svih naizmenicnih bro-
jeva, kako parnih tako i neparnih, tj. da je suma proizvoljnog broja prirodnih brojeva
trougaoni broj.

1
1+2+...+n=§n(n+1)

Medu ovim brojevima se nalazi i tetraktis . Speusip tvrdi da su se pitagorejci zaklinjali
u tetraktis i da je on bio autenti¢no pitagorejski lik. Tetraktis je tako nazvan zato Sto
ima deset tacaka i po tome on pokazuje strukturi dekade, date u obliku jednakostrani¢nog
trougla. Teme tog trougla je jedinica, iz koje neposredno sledi diada (dve tacke u drugom
redu), tredi red pokazuje triadu (kao i ceo trougao), dok ¢etvrti red pokazuje tetradu. Izve-
deni zbir tacaka u sva Cetiri reda, odnosno svetih brojeva je 10 (14+2+3+4=10) i on ¢ini
dekadu (deset), odnosno najsavrseniji broj. Za ¢lanove bratstva, magijsko znacenje tetrak-
tisa je bilo veée od geometrijskog ili aritmetickog; ¢ak su i zakletve polagali nad tetraktisom:

Ne, tako mi onoga koji je nasoj
glavi predao tetraktis,
koji ima u sebi izvor, koren veéne prirode.®

Speusip navodi nekoliko osobina dekade koje su otkrili pitagorejci. To je, na primer,
prvi broj koji u sebi sadrzi jednak broj prostih i slozenih brojeva. Ne mozemo da kazemo
koliko toga pripada samom Pitagori, ali ¢emo verovatno biti u pravu ako mu pripiSemo
zakljucak da je ,u skladu sa prirodom” to Sto svi Heleni i varvari broje do deset i onda
kreéu ispocetka.

Pitagorejci su takode uocili da neke brojeve mogu da dobiju tako sto ¢e postaviti kamicke
u dva reda po dva, tri po tri i tako dalje, pri ¢emu svaka slika predstavlja kvadrat. Pitagore-
jci su ove slike sazidane od kamicaka nazivali kvadratnim brojevima, odakle potice nas
danagnji naziv kvadrati za brojeve 4, 9 , 16 itd., (s.6)".

4Mlodinov, Euklidov prozor, 29

5T. Heath, A History of Greek Mathematics, 76
6H.Diels, Predsokratovci, Pitagorejska skola, 403
7T. Heath, A History of Greek Mathematics, 81
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Slika 6

Ova konstrukcija se moze beskona¢éno produzavati. Time dobijamo niz kvadratnih bro-
jeva 1, 4, 16, 25,...,n%; gde n tezi beskonaénosti. Mi kvadrat mozemo da razdelimo paralel-
nim pravama na n - n kvadratica, (s1.7).

Slika 7

Kada se ti kvadratiéi razbiju na grupe, dobiée se zbir 1+ 3+ 5+...+ (2n — 1). Znagci
1+ 3+ 5+...4+(2n — 1) = n2. Niz [1, 3, 5, 7,(2n — 1)] je ujedno i niz neparnih brojeva.
Zakljucujemo da je svaki kvadratni broj jednak zbiru naizmeniénih neparnih brojeva.

Pitagorejci su zakljucili i da postoji veza izmedu kvadratnih i trougaonih brojeva: ako
saberemo neki trougaoni broj s prethodnim ili narednim trougaonim brojem dobija se
kvadratni broj.

Pitagorejci su znali da ako zapo¢nemo redanje kamencic¢a dvojkom i dodajemo parne

brojeve dobiéemo pravougaone brojeve, gde se strane pravougaonka razlikuju za jedan,
(s1.8)8.

8T. Heath, A History of Greek Mathematics, 82
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I ova konstrukcija se moze beskona¢no produzavati. Tako se dobija niz pravougaonih
brojeva , gde je svaki ¢lan ovog niza proizvod duzine i Sirine pravougaonika. Imamo niz:
1-2,2-3,3-4,4-5,...,n-(n+1), gde n tezi beskonacnosti. Drugacije receno, mi pravougaonik
mozemo podeliti na n - (n + 1) kvadratiéa, (sl. 9).

n+1

Slika 9

Kada se ti kvadrati¢i razbiju na grupe, dobiée se zbir 2444-64...4+2n. Znaci da je
2+446+...4+2n=n(n+1). Niz [2,4,6,...,2n] je ujedno i niz parnih brojeva.

Nacin na koji su pitagorejci obelezavali brojeve doveden je u vezu sa geometrijskim
slikama. Tako su trougaoni brojevi povezani sa predstavom trougla, kvadratni su lako
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povezani, kao §to je veé receno, sa predstavom kvadrata, a pravougaoni sa slikom pravougaonika.

5.3.2 Neparni i parni brojevi

Strahopostovanje koje je Pitagora oseao prema brojnim odnosima navelo ga je na
mnoga numerologka praznoverja. On je prvi podelio brojeve u dve kategorije neparnih i
parnih, ali je otiSao i korak dalje, personifikujué¢i ih. Naime, neparne je oznacio kao muske,
a parne kao zenske. Posebne brojeve doveo je u vezu sa idejama, pa je tako broj jedan bio
povezan sa razumom, dva sa mi§ljenjem, Cetiri sa pravdom.

Ipak se za najstariju teoriju brojeva uzima teorija parnih i neparnih. O znacaju te
teorije govori i ¢injenica da je ona nasla mesto u IX knjizi Euklidovih elemenata. Stavovi
te teorije su slededi:

1. Ako se sabere ma koliko parnih brojeva, bice i zbir paran broj.
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2. Ako se sabere ma koliko neparnih brojeva, ali paran broj sabiraka, bi¢e i zbir paran
broj.

3. Ako se sabere ma koliko neparnih brojeva, ali neparan broj sabiraka, bi¢e i celo neparan
broj.

Ako se od parnog broja oduzme paran broj, bi¢e ostatak paran broj.
Ako se od parnog broja oduzme neparan broj, biée ostatak neparan broj.
Ako se od neparnog broja oduzme neparan, biée ostatak paran broj.
Ako se od neparnog broja oduzme paran broj, bi¢e ostatak neparan broj

Ako neparan broj pomnoZzen parnim brojem proizvodi nesto, dobijeni broj je paran.

© 0N o

Ako neparan broj pomnozen neparnim brojem proizvodi nesto, dobijeni broj je neparan.
10. Ako neparan broj meri paran, on ¢e meriti i njegovu polovinu.

11. Ako je neparan broj sa nekim brojem uzajamno prost, bi¢e on uzajamno prost i sa
dvostrukim tim brojem.

12. Svaki od brojeva koji se dobijaju od dvojke neprekidnim udvostru¢avanjem, je samo
parno—paran broj.

13. Ako broj ima neparnu polovinu, on je samo parno—neparan.
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14. Ako broj ne pripada ni brojevima koji se dobijaju od dvojke neprekidnim udvostrucavanjem,

ni brojevima koji imaju neparnu polovinu, on je ili parno—paran ili parno—neparan.

Za pitagorejce, parno i neparno nisu samo elementi broja, ve¢ i osnovni principi prirode.
Potvrdu takvog stava nalazimo kod Aristotela, koji kaze:

Pitagorejci smatraju da elementi broja jesu parno i neparno, a da je od njih parno
neogranic¢eno, a neparno ograniceno; broj jedan proizilazi iz obadva (jer je ono
i parno i neparno), a brojevi iz jedinice; a i éitavo nebo kao Sto je receno jeste
broj.

Pripadnici ove Skole kazu da postoji deset osnovnih nacela koje oni svrstavaju u razlicite
grupe. Aristotel u svojoj Metafizici kaze:

Drugi medu ovim istim filozofima prihvataju deset pranacela koja u dve uporedne
grupe obuhvataju ono sto je: ograniceno i neograniceno, parno i neparno, jedno
1 mnogostruko, desno i levo, musko i Zensko, mirno i pokretno, pravolinijsko 1
krivo, svetlo i tamno, dobro i rdavo, cetvorougaono i duguljasto.

5.3.3 SavrsSeni brojevi

Tako su otkri¢a Pitagorejske skole ¢esto shvatana kao teorijske, misti¢ne kombinacije sa
brojevima, mnoge od njih su ipak nasle mesto u Euklidovim elementima. Tako se u trecoj
knjizi Elemenata moze naéi definicija savrsenog broja: Savrsen (perfektan) je broj koji
je jednak zbiru svih svojih delova (koji se mere).

Najjednostavniji primer takvog broja je 6=14+2+3. Osim njega Nikomah navodi jos
i sledece savrsene brojeve: 28, 496 i 8128, pri ¢emu navodi i opste pravilo za nalazenje
savrsenih brojeva : Kada je zbir 14+2+2%2+ ...+ 2" = p (1) prost broj, tada je 2"p savrien
broj. Na primer, 1+2+4=7 je prost broj, sledi da je: 22 - 7 = 28 savrien broj.

U dokazu se koristi formula za sumu geometrijske progresije 1+2+...4-2~1) = 27 _1(2)
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Iz (1) i (2) zakljuéujemo da su savrseni brojevi brojevi oblika 2" (2("+1) — 1). Koristeci
ovu formulu dobijamo da je 22(23—1) = 6, 23(24 —1) = 28, 24(2°—1) = 4961 2°(26 - 1) =
8128 itd".

Osim savrsenog broja, Teon iz Smirne i Nikomah razlikuju jos dve vrste brojeva:

1) Subperfektan (defektan): Za broj ¢emo reéi da je subperfektan ako je manji od sume
svojih delilaca. Primer takvog broja je broj 12, jer je 12 < 14+2+43+4+4+6, tj. 12 < 16.

2) Superperfektan: Za broj ¢emo reéi da je superperfektan ako je veéi od sume svojih
delilaca. Primer takvog broja je broj 8, jer je 8 > 14+2+4,tj. 8> 7.

5.3.4 Prijateljski brojevi

Za dva broja kazemo da su prijateljski, kada je svaki jednak sumi svih delilaca drugog.
Primer za to su brojevi 284 i 220. Jamblih pripisuje otkri¢e ovih brojeva Pitagori, koji je
na pitanje ,,Sta je prijatelj ?”odgovorio ,, Alter ego”i naveo prijateljske brojeve 284 i 220.

284 = 14244+54+104+114-204-224-44455+110

220 = 14+24-4+71+142

5.3.5 Iracionalni brojevi

Danas nam je poznato da je duzina dijagonale kvadrata sa osnovicom 1 jednaka kvadrat-
nom korenu iz 2, a to je iracionalan broj. Ovo znaci da se on ne moze zapisati u decimalnom
obliku sa kona¢no mnogo decimala, odnosno da se ne moze zapisati u obliku celog broja ili
razlomka, Sto su bili jedini brojevi poznati pitagorejcima.

Vavilonci cu dijagonalu kvadrata ¢ija osnovica iznosi jednu mernu jedinicu racunali do
Sestog decimalnog mesta, a pitagorejci se time nisu zadovoljili. Zeleli su da ustanove tacnu
vrednost. Jer kako pouzdano moglo znati bilo §ta o prostoru unutar kvadrata ako vam
nije poznato koliko je dugacka njegova dijagonala? Nevolja se ogledala u tome sto, iako
su dobijali sve preciznije i preciznije priblizne rezultate, nijedna od ovih vrednosti nije bila
potpuno tacna. Ali pitagorejci se nisu lako predavali. Bili su dovoljno dosetljivi da postave
sebi pitanje da li tacan broj uopste postoji. Zakljucili su da ne postoji, i to su domisljato
dokazali.

Prema Heath-u dokaz o nesamerljivosti strane i dijagonale kvadrata, odnosno o ira-
cionalnosti broja 2 mozemo pripisati nekome od ranih pitagorejaca, i u njemu je primenjena
teorija parnih i neparnih brojeva.

9T. Heath, A History of Greek Mathematics, 75
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aVv2

Slika 10

Pretpostavimo da je dijagonala kvadrata AC samerljiva sa stranom kvadrata AB i neka
p : ¢ predstavlja taj odnos, pri ¢emu je NZD(p,q)=1, (s1.10).

Ocigledno je AC? : AB? = p? : ¢2, a posto je AC? = 2AB?, sledi p? = 24¢°.

Odavde je p? paran, pa je i p paran (jer ako bi p bio neparan, prema stavu 29 teorije
parnih i neparnih, p? bi bio neparan).

Posto je NZD(p,q)=1 zna&i q je neparan. Neka je p = 2r, sledi 4r? = 2¢*> odnosno
212 = ¢2. Ocigledno ¢ je paran pa je na osnovu prethodnog razmatranja i ¢ paran.

Zakljucujemo da je broj ¢ i paran i neparan, Sto je nemoguce. Znaci pretpostavka da
mozemo odrediti duzinu dijagonale pomocu strane je netacna.

Pitagora se, o¢igledno suocio sa ovim problemom. Cinjenica da se duzina dijagonale
kvadrata nije mogla izraziti kao neki broj nije isla na ruku vizionaru koji je prorokovao da je
sve broj. Pitagora je mogao za mnoga stolec¢a da ubrza otkrice realnih brojeva da je uradio
nesto nama naizgled jednostavno: da je dijagonalu nekako oznacio, i to proglasio novom
vrstom brojeva. Umesto toga, Pitagora je ustuknuo od prakse koja bi povezivala geometri-
jske oblike i brojeve i proglasio da se neke duzine ne mogu izraziti kao brojevi. Pitagorejci
su ove duzine nazivali alogon, ,neracionalan”, te otuda danasnji naziv ,iracionalan”. Re¢
alogon, medutim, ima dvostruko znacenje. Ona takode znaéi ,,ono o ¢emu ne treba gov-
oriti”. Pitagora je nedoumicu razresio ucenjem koje se tesko moglo odbraniti, pa je stoga,
saglasno nacelnoj strategiji tajnovitosti, zabranio sledbenicima da obznane ovaj neprijatan
paradoks. Danas ljudi ubijaju iz mnogo razloga—zbog ljubavi, politike, religije, novca, ali
ne i zato §to je neko izbrbljao o kvadratnom korenu iz 2. Za pitagorejce je, medutim,
matematika bila religija, pa je Hipas izgubio glavu posto je pogazio zavet ¢utanja.'?

5.3.6 Ivicni i dijagonalni brojevi
Pitagorejski nacin za nalazenje pribliznih vrednosti broja 2 je podrazumevao nalazenje
svih reSenja jednacine:
2% —y? = +1

Resenja predstavljaju uzastopni parovi brojeva koje zovemo iviéni i dijagonalni brojevi.
Pravilo po kome se odreduju ovi brojevi dao je Teon iz Smirne:

10Mlodinov, Euklidov prozor, 36
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Kao izvor svih brojeva, mogucée je da jedinica bude i ivica i dijagonala. Ako
uzmemo dve jedinice, jednu kao iicnu, a drugu kao dijagonalnu, tada se nova
wica formira sabiranjem iwviéne i dijagonalne jedinice, a nova dijagonala sabiran-
jem dvostruke ivicne jedinice i dijagonalne jedinice.

Naziv ivicni i dijagonalni brojevi potice otuda S§to odnos a, : d,, predstavlja aproksi-
macija odnosa ivice i dijagonale kvadrata.

Dakle, ako podemo od ivicnog i dijagonalnog broja koji su oba jednaki 1, dobijamo da
je sledeéi iviéni broj 2 (zbir iviénog broja 1 i dijagonalnog broja 1) i dijagonalni broj 3
(zbir dvostrukog iviénog broja 1 i dijagonalnog broja 1). Nastavimo li ovaj postupak sa
novodobijenim brojevima dobi¢emo

243=5,2-243=1,
tj. sledeéi iviéni i dijagonalni broj su 51 7, pa posle njih slede 12 i 17 itd.



Glava 6

PITAGORA KAO
ASTRONOM

Pitagora je medu prvima tvrdio da su Zemlja i svemir sferi¢nog oblika. Ne zna se tacno
Sta ga je navelo na ovakav stav. Pretpostavlja se da je do zakljucka doSao posmatranjem
okrugle senke u vreme pomracenja Meseca. Jedina odrziva pretpostavka je da je Pitagora
svoje tvrdenje zasnovao na matematickoj ili na matematicko—estetickoj osnovi, tj. po
Pitagorinom misljenju, Zemlja je okrugla zato Sto je medu ¢vrstim telima najlepsa kugla
(sfera) a medu figurama-krug!. Iz tog razloga bi, verovatno, tvrdio da su Sunce, Mesec i
ostala nebeska tela verovatno sferi¢na.

Pitagorejci su sirili ideju da Zemlja nije centar sveta. Po prvi put u istoriji filozofije
napustamo sredisno mesto Univerzuma (Vasione) u korist neke Centralne vatre, nepo-
drobno objasnjene. Pitagorejci su je zvali Majka bogova. Na prvi pogled ta Centralna
vatra bi, u stvari, moglo biti Sunce, $to bi znacilo uspostavljanje heliocentri¢nog sistema.
Ali za mlade pitagorejce je Centralna vatra bila nesto drugacije od Sunca, a njenu nev-
idljivost objasnjavali su na sledeci nacin: Zemlja je stalno jednom stranom okrenuta prema
Suncu i samo je ta strana naseljena, sto im je objasnjavalo nevidljivost Centralne vatre sa
naseljene Zemljine polovine. Ova ideja je verovatno potekla od polozaja Meseca, tj. toga da
je sa Zemlje vidljiva uvek samo jedna strana Meseca. Oko te vatre okretalo se deset zvezda:
Zemlja, Mesec, Sunce, zatim pet tada poznatih planeta - Mars , Venera, Merkur, Saturn
i Jupiter, nebo fiksnih zvezda i, da bi se postigao famozni broj deset koji su pitagorejci
uvrteli sebi u glavu, neko nebesko telo, nazvano Protivzemlja®. Aristotel u Metafizici kaze:

A sva slaganja koja su mogli da zapaze, u brojevima i muzici, sa pojavama na
nebu i njegovim delovima i sa svemirskim redom oni su povezivali i unosili u svoj
sistem; i, ako bi se megde pokazala neka praznina, oni su hitno vrsili potrebna
dodavanja kako bi obezbedili potpunu doslednost svoje teorije. Na primer, posto
izgleda da je dekada savrsen broj ¢ da obuhvata celokupnu prirodu brojeva, oni
kazu da ima deset nebeskih tela koja se krecu; ali buduci da tma devet vidljivih
tela, iz ovog razloga oni pretpostavljaju deseto, antizemlju.

Heath navodi:

Protivzemlja, koja prati Zemlju i okreée se u kracoj orbiti, nevidljiva nam je, jer
je Zemljina hemisfera na kojoj mi Zivimo okrenuta na drugu stranu u odnosu na

1T aertije, Zivot i misljenja istaknutih filozofa, 276
2Hit, Aristarh sa Samosa, Anticki Kopernik, 51
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protivzemlju.

Deset zvezda, kaze Pitagora, okrecu se po kruznoj putanji odasgiljuéi pri pokretu finu
muziku, tzv. harmoniju sfera. Planete koje se kreéu malom brzinom proizvode niske
tonove, dok one koje se kre¢u velikom brzinom proizvode visoke tonove. Visoki i niski
tonovi se razlikuju za oktavu. Tada se pocelo verovati da u svemiru stalno traje svojevrstan
koncert, koji moze da ¢uje samo neki visokouman ¢ovek. U€enje o harmoniji (skladu) sfera
u pocetku Pitagori nije bilo pripisivano. Ali, kako su pitagorejci svom ucitelju pripisivali
c¢udotvorne moci, tako je i muziku, harmoniju sfera, mogao da ¢uje samo Pitagora, dok su
se ostali uzaludno naprezali.

Izvan tih deset nebeskih orbita postoji beskonaé¢ni prostor. Jednom je Arhita, da bi
dokazao postojanje beskonacnosti, izgovorio sledeé¢u frazu:

Ako sednem na krajnju granicu Univerzuma, mogu li ili ne da ispruzim ruku? Ako
mogu, to znaci da izvan te granice postoji jos nesto prostora.’

Vasionski sklad i ta harmonija sfera kao univerzalni sistem sajedinstva treba da se
ostvare i u ljudskom drustvu tako da Pitagora svojim ucenjem vrsi poporodicavanje i po-
drustvengivanje vasione kao i povasionjivanje porodice i drustva jer harmonija vasione silazi
u domacinstvo pojedine kuée v u domacinstvo drZave. lz pitagorejskog shvatanja vasione
razvio se heliocentriéni sistem u kome se ogleda i njihova socijalno—politicka misao. U
pitagorejskom heliocentrizmu vidi se mesto u kome se svi konci helenskog shvatanja sveta
ovde sastaju: Ziva radost sto je izaziva postojanje, ljubavlju ispunjeno postovanje svemira
kojim upravljaju boZanske sile, veliki smisao za lepotu, meru i sklad i veoma prisno oseéana
milina zbog spokojstva u driavi i porodici.*

3Kresenco, Istorija greke filozofije, 58
4Hit, Aristarh sa Samosa, Anticki Kopernik, 53
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PITAGORA KAO OSOBA
KOJA IZJEDNACAVA
MUSKARCA I ZENU

Pitagorino ucenje i organizacija bratstva karakteristicna je i po tome §to je u potpunosti
izjednacila muskarca i zenu. Time je dokazano ne samo to da se ne radi o onome §to je
podrazumevala klasi¢na filozofija ve¢ o netem mnogo dubljem kao sto je poStovanje zenskog
pricipa pri ¢emu je uCenjem o seobi duse uspostavljena i jednakost polova u najdubljem
smislu. Timej u desetoj knjizi svoje Istorije prica da je Pitagora izjavio da zene koje Zive
sa ljudima nazivaju imenima boginja (vile, nimfe), a potom ih zovu majkama.! Pitagora
je vezan za zenski princip-delfijska proroé¢ica Pitonija prori¢e njegovo rodenje?, od delfijske
svestenice Temistokleje-Aristokleje prima znanja®, Demetra mu preko Herakla daje lek?,
prema Hermipu njegov boravak u Hadu belezi majka® a on rukopise zavestava svojoj supruzi
Teano koja ih ostavlja svojoj ¢erki Damo®. Zenski princip kao noseéi, zivotvorni princip je
za pitagorejce svetinja i sa time u skladu treba razumeti savet koji Teano daje nekoj zeni
da kada ide muzu zajedno sa haljinom skine i stid a kad odlazi da ga ponovo obuce zajedno
s haljinom. Upitana ,Koji stid?”ona je odvratila: ,,Onaj zbog koga me zovu Zenom.””
Dakle, ona koja zatrudni i rada nosi u sebi svetu prirodu materinstva i onu koja utemeljuje
zenski princip; poStovanje fizickog materinstva kao svetinje uoblicava i odnos pitagorejaca
prema braku. Prema shvatanju pitagorejaca, radanje dece je duznost a sama obljuba se
posebno naglasava. Iz Teaninog odgovora povodom jedne druge prilike, jasno je da supruzi
ne treba oc¢iSéenje pre nego $to ude u Demetrin hram kao $to je to zahtevano u egipatskim
plemenima. Za neispunjenje duznosti ispasta se u Demetrinom podzemnom domu jer je to
ogresenje o svetinju zene. Sa druge strane, veliki znacaj je imalo odbacivanje orijentalnih
obicaja kao $to je polno opstenje sa majkom, sestrom ili ¢erkom.

Povezivanje Pitagore za demetrijski princip produzava se i u drugim pojavama. Svoju
poboznost je obavljao jedino na Zrtveniku Apolona zivotvornog na Delosu stavljajuéi samo

1T aertije, Zivot i misljenja istaknutih filozofa, 270
2Jamblih, Vita Pyth., 2,2-3

3Laertije, Vitae, 8,1, 21

4Porphyry, antro nymph., 34

5Laertije, Vitae, 8,1, 41

SLaertije, Vitae, 8,1, 42

"Laertije, Vitae, 8,1, 43
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pSenicu, jecam i zrtvene kolace dok je Demetri prineo zahvalnost za spoznaju teoreme u
vidu bika nac¢injenog od pSeni¢nog brasna ¢ime se jasno stavlja do znanja da je Demetra
i izvor darova duha, kreativna snaga. U postovanju zapovesti da se ne lomi hleb (kao
Demetrin plod) nalazi se jo§ jednom princip poStovanja materniteta iz ¢ega sledi da se
narodi ujedinjuju oko neizlomljenog hleba. Koliko je posStovanje demetrijskog principa imalo
prevagu nad ostalima, vidi se iz ¢injenice da je na Pitagorinom mestu podignut Demetrin
hram. Pored navedenog, pitagorejski spisi nazvani Sveta re¢ koje je, po tradiciji, zapisala
Pitagorina majka za vreme njegovog boravka u Hadu prikazani od strane pojedinih autora
kao spisi o Demetrijinim misterijama dok je sam Pitagora doveden u vezu sa Eleusinskim
misterijama povezanim sa kultom Demetre i gradom Flijem koji se odlikovao Demetrinim
misterijama.

Zenski, stvaralacki princip pronalazimo i u podatku da je Pitagora predavanja drzao
isklju¢ivo no¢u koja je u orfizmu itekako poStovana kao pramajka svega jer hrani i odgaja
mudrog Krona, starija je od svetlosti, pominje se pre dana kojim vlada. Otuda je kod
pitagorejaca sveti karakter noénih prorocanstava ili proroc¢anstava u snu kao i pojava da se
ovakva prorocanstva vezuju prvenstveno za zene. Samim tim Sto je neraskidivo vezana za
materinski pricip, no¢ je pravda; zbog toga se obavljanje sudske sluzbe vrsi no¢u, zene se
odevaju u crno, sedaju na zemlju i presuduju nocu.

Osnov idealnog drustva pitagorejaca oCitava se u njihovoj etici koju nisu odvajali od
politike. Pitagora je odbacivao i tiraniju i demokratiju smatrajuéi da oba oblika, s obzirom
da se protive svodenju na matematicke formule, sadrze u sebi nesto neharmonié¢no i sklono
samovolji i zato po njegovoj politickoj doktrini samo aristokratija uma i karaktera moze
upravljati drzavom. Pitagorina filozofija politike iznosi da nema veceg zla od anarhije kao i
da, zbog toga, oni koji upravljaju treba da budu ne samo naucno tj. stru¢no obrazovani veé
i da ¢oveku budu prijatelji, a oni kojima se upravlja treba da budu ne samo poslusni nego
i odani onima koji upravljaju. Tek ovim i ovakvim konceptom postignuta je neophodna
harmonija medu suprotnostima.

Bratstvo je prikupljalo i vaspitavalo najbolje i najsposobnije snage iz mnogih drugih
juznoitalskih gradova a kako je glas njegovih pristalica ¢esto bio presudan, to je bratstvo
vremenom postajalo drzava u drzavi.
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PITAGORINA TEOREMA

Vratimo se Pitagorinoj teoremi, koja po misljenju mnogih zauzima najznacajnije mesto
u geometriji uopste.

Kao §to je ve¢ receno, ova teorema kaze da je povrSina kvadrata nad hipotenuzom
pravouglog trougla jednaka je zbiru povrsina kvadrata nad katetama. Teorema je ponela
Pitagorino ime jer ju je on prvi dokazao. Medutim, kako u njegovo vreme nije bilo adek-
vatnog materijala za zapisivanje, steCena znanja su se kod pitagorejaca prenosila usmenim
putem, te ne postoji pouzdan izvor na osnovu koga bi sa sigurnos¢u moglo da se tvrdi
kako je izgledao originalni Pitagorin dokaz. Euklid je u svojim Elementima dao dva dokaza
teoreme, najpre u prvoj knjizi, dokaz koji se u potpunosti zasniva na odnosima povrsina,
a zatim i u Sestoj knjizi, dokaz koji koristi slicnost i znatno je jednostavniji. S obzirom da
geometrija u vreme Pitagore nije bila dovoljno razvijena, malo je verovatno da je on koristio
prvi dokaz, a ako je koristio drugi, onda on nije bio kompletan, posto je potpunu teoriju
srazmernosti dao tek Eudoks, koji je ziveo dva veka posle Pitagore. Sa druge strane, vrlo
je verovatno da je Pitagora najpre dokazao teoremu u slucaju jednakokrakog pravouglog
trougla, posto je taj dokaz bio poznat jos Hindusima, te ga je mogao ¢uti na svojim puto-
vanjima po Mediteranu. Da li je dokazao i opsti slu¢aj nije poznato, ali se pretpostavlja
da ga je razmatrao. Tradicionalno mu se pripisuje dokaz opsteg slucaja koji je bio poznat
jo§ u drevnoj Kini.

Postoje razli¢ita tumacenja zasto je Euklid izabrao da u prvoj knjizi teoremu dokaze
na tezi nacin, iako su u njegovo vreme bili poznati jednostavniji dokazi. Sa jedne strane,
ve¢ina tih dokaza je podrazumevala podelu pravouglog trougla na manje, sli¢cne trouglove
i koris¢enje osobina proporcionalnosti za izvodenje odgovarajuée jednakosti, ali one su
izlozene tek u petoj knjizi, dok je sli¢nost obuhvacena Sestom knjigom. Sa druge strane,
kako su stari Grei sve aritmeticke operacije interpretirali kroz geometriju, vrlo je verovatno
da se Euklidu prvi dokaz prirodno nametnuo jer je posmatrao Pitagorinu teoremu kao
odnos izmedu povr§ina. Prema Proklu, drugi dokaz je u potpunosti Euklidov, $tavise, to
je jedini originalni Euklidov dokaz u Elementima. Prokolo kaze:

Ako saslusamo oni koji Zele da nam pripovedaju o drevnoj istoriji, medu njima
¢emo naci one koji ovu teoremu pripisuju Pitagori kazujuci da je on Zrtvovao vola
u cast svog otkrica. Ali, $to se mene tice, mada veoma cenim one koji su prui
primetili istinitost ove teoreme, jos vise se divim piscu FElemenata, ne samo zato
Sto ju je nacinio izvesnom zahvaljujuéi nagsjajnijem dokazu, veé i zbog toga Sto
je mepobitnim argumentima iznudio priznange jos opstije teoreme u Sestoj knjizi.
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8.1 DOKAZ IZ PRVE KNJIGE ELEMENATA

Teorema: Kod pravouglih trouglova je kvadrat na strani spram pravog ugla
(na hipotenuzi) jednak kvadratima na stranama koje obrazuju prav ugao (na
katetama).

Dokaz: Neka je ABC pravougli trougao sa pravim uglom BAC. Tvrdim da je kvadrat
na BC jednak kvadratima na BA i AC, (sl. 11).

Slika 11

Neka se na BC konstruise kvadrat BDEC, a na BA, AC kvadrati AHZB, AGKC, kroz
tacku A povuce se prava AF paralelna svakoj od pravih BD, CE, a zatim povuku prave
AD, ZC. Posto je svaki od uglova BAC, BAH prav, to prave AC, AH povuéene nad pravom
BA, kroz istu njenu tac¢ku A, a sa raznih strana, ¢ine susedne uglove jednake dvama pravim
uglovima, pa su stoga prave CA i AH u istoj pravoj. Iz istog razloga su i prave BA i AG
u istoj pravoj. Ugao DBC jednak je uglu ZBA, jer je svaki od njih prav. PosSto je strana
DB jednaka strani BC, a ZB strani BA, to su dve strane DB, BA jednake stranama ZB,
BC, i to odgovarajué¢im, i ugao DBA jednak uglu ZBC, a tada je i osnovica AD jednaka
osnovici ZC, i trougao ABD jednak trouglu ZBC. A paralelogram BF je dvaput veéi od
trougla ABD, jer imaju istu osnovicu BD i izmedu ostalih su paralelnih BD, AF. I kvadrat
HB je dvaput veéi od trougla ZBC, jer i oni imaju osnovicu ZB i izmedu istih su paralela
ZB, HG (A dvostruko od jednakog jednako je). Prema tome je paralelogram BD jednak
kvadratu u HB. Na slican nacin se, pomoc¢u povuéenih pravih AE, BK, moze dokazati
da je paralelogram CF jednak kvadratu GC. Prema tome je ceo kvadrat BDEC jednak
dvema kvadratima HB, GC. A kvadrat BDEC je konstruisan na BC, a kvadrati HB, GC
na BA, AC. Prema tome je kvadrat na strani BC jednak kvadratima na stranama BA, AC.
Dakle, kod pravouglih trouglova je kvadrat na strani spram pravog ugla (na hipotenuzi)
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jednak kvadratima nad stranama koje obrazuju prav ugao (na katetama), a to je trebalo
dokazati.ll

8.2 PITAGORINI DOKAZI

Prema Heath-u Pitagora je dokaz naveo na jedan od tri nacina:

1) Primetimo da su u sli¢nim trouglovima ADC, DBC, ABC, odgovarajuée strane suprotne
uglu od 90° redom AC, BC, AB, (sl. 12).

A D B
Slika 12

Povrsine trouglova se odnose kao kvadrati stranica, jer u trouglu ACD P; = AD#,

a u trouglu ABC je Py = ACéBC. Iz sli¢nosti troglova ADC i ABC zaklju¢ujemo da

je CD: AD = BC : AC, odnosno da je AD = C%gc. Sada je

P, :P,=(AD-CD): (AC - BC) = (S2AC . CD): (AC - BC)

BC
= (AC -CD?) : (AC - BC?)

= (CD?: BC?

Posto je povrsina trougla ABC jednaka zbiru povrsina trouglova ADC i DBC sledi da
je AB? = AC? + BC?, sto je i trebalo pokazati.l

2) Slededi dokaz koji se pripisuje Pitagori spada u klasu geometrijskih dokaza. Uoc¢imo
kvadrat kome je stranica jednaka zbiru kateta a i b pravouglog trougla. Razlozimo taj
kvadrat na dva kvadrata ¢ije su stranice a i b ( njihove povrsine su a? i b?), a preostala
dva pravougaonika razlozimo na cetiri pravougla trougla I, IT, IIT i IV sa katetama a
ib, (slika 13a).
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Slika 13a Slika 13b

Taj isti kvadrat mozemo razloziti na kvadrat povrsine c? i podudarne trouglove I, II,
III i IV, (slika 13b). Uporedujuéi te slike zakljuéujemo da je a® + b*> = ¢*>. 1
3) Postoje indicije da i prvi algebarski dokaz potice iz iste Skole. Neka je D podnozje

visine iz temena C pravog ugla trougla ABC, ( slika 14). Tada iz sli¢nosti trouglova
ABC i CDB sledi da je: AB: BC = BC : BD pa je BC? = AB - BD.

C

o

[~

[ \ o o
A D B

Slika 14

Takode je AABC ~ AACD paiz AB : AC = AC : AD imamo da je AC? = AB-AD.
Sada se sabiranjem jednakosti BC? = AB - BD i AC? = AB - AD dobija:

BC?+ AC? = AB-BD + AB-AD = AB - (BD + AD) = AB*. R

Poslednja dva dokaza se veoma ¢esto sre¢u u nasoj Skolskoj literaturi.

8.3 ZANIMLJIVI DOKAZI

Pitagorina teorema je vekovima sluzila kao inspiracija za nove matematicke dokaze, koje
su pronalazili i ljudi koji nisu bili profesionalni matematic¢ari. U knjizi Pitagorino tvrdenje
(The Pythagorean Proposition) Ilise Skota Lumisa (engl. Elisha Scott Loomis), izvorno
objavljenoj 1927. godine, koja je dopunjena novim dokazima 1940. godine, moguce je
naéi sve poznate dokaze do njenog objavljivanja, ukupno njih 371. Ti dokazi se dele na
geometrijske i algebarske, a kasnije su ponudeni i dokazi bazirani ¢ak i na integralnom
racunu i zakonima mehanike. U zadnje vreme ima i dosta tzv. vizuelnih dokaza koji
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predstavljaju interpretacije geometrijskih dokaza kao niza uzastornih slika kod kojih su
odgovarajuce povrsine obojene istim bojama ili kao kompjuterske animacije.

Izmedu ostalih u ovoj knjizi su navedeni Pitagorin i Euklidov dokaz, zatim najkraéi i
najduzi dokaz koji se pripisuju Lezandru, Ptolomejev, Leonardov, Hajgensov i Lajbnicov
dokaz kao i dokaz Dzejmsa Garfilda, iz vremena pre nego $to je postao predsednik SAD.

8.3.1 Geometrijski dokazi
8.3.1.1 Tusijev dokaz

Tusi, roden u 13. veku, bio je persijski astronom, biolog, hemicar, matematicar, filozof,
naucnik i teolog. Bio je prvi koji je pisao rad o trigonometriji nezavisno od astronomije,
prvi koji je naveo Sest posebnih slucajeva pravog trougla u sfernoj trigonometriji.

Njegov dokaz je objavljen 1594. godine u Rimu, u prevodu Euklidovih Elemenata sa
Arapskog jezika.

Slika 15

Neka je dat pravougli trougao ABC, i neka su nad njegovim stranicama konstruisani
kvadrati i duzi kao naslici 15. Kako je AKCI =2 AABC imamodaje: KC = AB, ZKCI =
/ABC = LACD, pa zaklju¢ujemo da su tacke K, C, D, L kolinearne i vazi B(K,C, D, L).

Uocavamo jednakosti povrsinasledeéih figura: Prrpa = Packo = Pacra = b%. Analogno

: = _ _ 2
je PLepp = Pcpnix = Ppyrc = a”.

S obzirom da je:
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¢ = Prgpa = Pprpa + PLeBD
Dobija se da je:

a2+ b =2

8.3.1.2 Quarrein dokaz

Quarra je bio matematicar, fizicar, astronom i prevodilac koji je ziveo u Bagdadu u
drugoj polovini devetog veka. Sto se matematike ti¢e, poznat je po brojim otkri¢ima iz
oblasti algebre i geometrije, vezanim za integralni ra¢un, teoreme u sfernoj, analitickoj i
neeuklidskoj geometriji. U teoriji brojeva bavio se prijateljskim brojevima, tj. nalazenjem
opste jednacine za njihovo odredivanje.

Dokaz Thabita ibn Quarre sa¢uvan je u biblioteci Aya Sofya Musium u Turskoj i izgleda
ovako:

Neka imamo dva kvadrata ¢ije su stranice a i b i neka se nalaze jedan pored drugog,
kao na slici 16.

Slika 16

Povréina prvog je a?, drugog b2, tako da je zbir njihovih povrsina a? + b2.

Na pocetku nismo imali trougao, ali sada smo docrtali dva, ova sa katetama a i b i
hipotenuzom c. Primecuje se da je deo koji je bio zajednicki za dva kvadrata uklonjen.
Sada postoje dva trougla i povrsina ¢udnog oblika.

Slika 17

Kao poslednji korak, rotiraju se trouglovi za 90°, svaki oko svog gornjeg temena. Desni
je rotiran u pravcu kretanja kazalje, dok je levi rotiran u suprotnom smeru. O¢cigledno je
da je rezultujuci oblik kvadrat stranice c i povrsine ¢?, (slika 17). Dakle, a® + b = ¢2, §to
je i trebalo dokazati.
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8.3.1.3 Hofmanov dokaz

Alan Hofman, roden 30.05.1924. u Njujorku, je matematicar i saradnik IBM-a u pen-
ziji. Takode je urednik magazina Linear Algebra and its Applications (Linearna algebra i
njena primena), i ima nekoliko patenata. Zajedno sa Robertom Singltonom konstruisao je
Hoffman-Singleton grafik koji predstavlja jedinstveni Murov grafik stepena 7 i dijametra 2.

U oblasti Pitagorine teoreme, dao je slede¢a dva dokaza:

I dokaz: Neka je nad hipotenuzom AB konstruisan kvadrat ABEH, a nad katetama BC i AC
redom kvadrati BCIJ i ACNG, kao na slici 18. Produzimo odsecak BE, do preseka sa
pravom GN u tacki M. Mogu se uociti jednakosti povrsina sledeéih figura:

2
Pecxim = Peper = Popyr = a

2

Pacrag = Pacneg =0
_ _ 2

Paxymma = Papen =c¢

M

Slika 18

Sada imamo jos da je: Pagymmg = Pacru + Poxwmr t 2 =a®+ b2

IT dokaz: Neka je BD L BC'i BD = BC,a AE 1 AC i AE = AC. Takode neka je BF L AB
i BF = AB, (sl. 19). Zaklju¢ujemo da su tacke E, C i D kolinarne. Rotacijom za 90°
ANABD se preslikava u AFBC pa sledi da su duzi AD i CF podudarne i medusobno
normalne. Posmatrajmo te duzi kao osnovice trouglova ADE i CFA. Ta dva trougla
imaju jednake i visine EI i AG (zbog AAEI =2 ACAG), $to navodi na zakljucak
da je Papr = Prcqg. Sparivanjem odgovarajucih po povrsinama jednakih trouglova
dobija se slede¢a jednakost: Peapp = Parpc.
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Slika 19

Kako je AABC zajednic¢ki za ova dva trougla, to njegovim odstranjivanjem, mozemo
2 2 2
zakljuciti da je: Pgpc + Pagc = Papr tj. & +% = <, §to na kraju posle mnozenja
J J J 3 2 2 J J
sa 2 daje tvrdenje teoreme.

8.3.1.4 Da Vincijev dokaz

Leonardo da Vinéi (1452.-1519.) bio je italijanski renesansni arhitekta, pronalazag,
inzenjer, vajar i slikar. Ovaj univerzalni genije je poznat po svojim remek—delima, kao sto
su,, Tajna vecera” i ,Mona Liza”, a njegovi izumi se i danas koriste u modernoj tehnologiji,
iako se u njegovo doba nisu primenjivali. Radio je kao dizajner i direktor dvorskih festivala,
gde i zapocinje svoje prve sistematske naucne studije bazirane na prakti¢nim iskustvima
iz anatomije, fizike, matematike i botanike. Pomogao je i razvoju anatomije, astronomije i
gradevinarstva.

U oblasti matematike se bavio i Pitagorinom teoremom, a njegov dokaz je publikovao
1769. godine Tempelhof, pa je ovaj dokaz poznat i kao Tempelhofov.
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Slika 20

Nad stranicama pravouglog trougla konstruisemo kvadrate kao na slici 20. Uoc¢imo jos i
trouglove AEFC i AHIJ podudarne sa AABC pri ¢emu je JH = BC. Imamo jednakosti
slede¢ih povrsina:

Pcima = Papas = Propr-

Takode je:

Pprrc = PpaBa

pa je i
PspcrED = PanjIBC-

Ako iz prvog Sestougla izbacimo trouglove AABC i1 AFEC, a iz drugog AABC i
AITHJ, dobija se:

Pscep + Pegrc = Papru

to jest

b? + a2 = 2.
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8.3.1.5 Renanov dokaz

Ernest Renan, roden u 19. veku, bio je francuski struénjak za srednjeisto¢ne drevne
jezike i civilizacije, filozof i pisac. Svestenici su ga ucili matematiku i latinski jezik. Na-
jpoznatiji je po svojim uticajnim istorijskim radovima o ranom hris¢anstvu i politickim
teorijama, koje se posebno ticu nacionalizma i nacionalnog identiteta.

Svoj dokaz teoreme izvodi na sledec¢i nacin:

Posmatrajmo kvadrate ACEF i BGHC nad katetama pravouglog trougla ABC'. Neka
je J presecna tacka pravih EF i GH. Vidimo da je ACJE = AABC, aonda je CJ = AB.
Znaci da je AFAB =2 ANACJ, a takode i AGBA = ACBJ.

Slika 21

Primetimo da su po parovima normalne sledeée duzi: JD | AB, BF 1 AJiAG 1 BJ.
Zmadi prave JD, BF, AG sadrze visine trougla AABJ, pa se prema tome seku u jednoj
tacki, (sl 21). Mozemo izracunati sledeée povrsine:

PACJ:%~AC~HJ:%-b-b:%lﬁiPBcJ:%'BC'EJ— -a:%a?paje

N[
s

Pacy + Py = 5(a® +b?).

Takode je: Pacy = % -CJ-AD i Pggy = % -CJ - BD, a njihov zbir je

2

Piscj+Ppcs=4%-CJ-AD+3%-CJ-BD =3CJ(AD+BD)=1%-c-c=1c

N

Dakle vazi: 3(a? +b?) = 32 tj.

a’ +b? = 2.
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8.3.1.6 Bhaskarin dokaz

Bhaskara (1114.-1185.) je bio Indijski matematic¢ar i astronom. Navodno je bio vodeéi
u astronomskoj observatoriji u Ujjain-u, vodetem matematickom centru anticke Indije.
Narocito je poznat po otkri¢u principa diferencijalnog racuna i njegove primene za reSavanje
astroloskih problema i proracuna. Takode je dao doprinos kod aritmetike, algebre i trigonometrije.

Slika 22

Povrsina kvadrata je razlozena na cetiri pravougla trougla i jedan kvadrat. Prema tome
je: ¢ =4-Zab+ (b— a)?. Posle sredivanja se dobija:

& =a?+ b2

8.3.1.7 Maregov dokaz

Marego, matematicar koji je ziveo u 19. veku, je 1887. godine dokazao teoremu na
sledec¢i nacin:

Posmatrajmo kvadrate ABDE i BHFC sa povr$inama ¢® i a?, (slika 23). Neka je
EK || FH i EI || CF, pa je ¢etvorougao I EK F kvadrat povrsine b?.



GLAVA 8. PITAGORINA TEOREMA 45

I
F
E
H
C
o
A B
Slika 23

Ako od petougla AETH B odstranimo prvo trouglove ABC' i AEK , ostaju dva kvadrata
sa ukupnom povrsinom a? + b2. Ako pak odstranimo trouglove DBH i EDI dobija se
kvadrat povrsine ¢?. Kako su sva ¢etiri trougla koja smo odbacili podudarni, sledi da je:

a? +b? = 2.

8.3.1.8 Kavamurin dokaz

John Kawamura je student primenjene matematike na Brown Univerzitetu. Sledeci
dokaz poslao je profesoru Krisu Dejvisu sa Oklanda. Dokaz je objavljen u casopisu Math-
ematics teacher aprila 2005. godine.

A
Q
b—a
Bo b D
C
a
C a B
Slika 24

Cetvorougao ACBD ima normalne dijagonale, (slika 24.), pa je:

N

c? a? b

5 = Papcs =Fcpp + Pacp =5 + %
Posle mnozenja sa 2, dobija se:

A =a®+ b
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8.3.1.9 Wernerov dokaz

Werner, namacki matematicar i filozof, ziveo je u devetnaestom veku. U oblasti matem-
atike, teoremu je 1855. dokazao, a dokaz se nalazi u Arhiv. d. Math. u Physics.

oo

Slika 25

Konstruisimo kvadrat CAHI nad AC. Povucimo IZ paralelno sa AB i uzdignimo
normale AX i CY na AB, (slika 25). Posto je TA||H B zaklju¢ujemo da kvadrat TACH i
cetvorougao IZBA imaju iste povrsine, jer su nad istom osnovicom IA i imaju istu visinu
AC. Dakle, a> = BA - AX (jer je to povrsina paralelograma IZBA).

Kako je IA = AC to su podudarni i trouglovi ATAX 1 AAY C pa sledi AX = AY.

Dakle, a®> = BA - AY.

Analogno dobijamo da je B> = BA - BY.

Iz prethodne dve jednakosti zaklju¢ujemo da je

a’?+b>=BA-AY + BA- BY = BA(AY + BY) = %

8.3.1.10 Fabreov dokaz

Fabre je roden u Francuskoj u 19. veku. Bio je nastavnik, fizi¢ar, hemicar i botanicar.
Najpoznatiji je po otkri¢ima iz oblasti entomologije, nauke o insektima, i smatra se ocem
ove nauke. U oblasti matematike teoremu je 1888. godine ovako dokazao:

Slika 26

Neka je konstruisan kvadrat nad stranicom AB i neka je to kvadrat ABED. Odredimo
tacku @ tako da je: CQ || AD i CQ = AD, (slika 26).
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U paralelogramu BCEQ visina BZ = QF jer su podudarna dva pravougla trougla
AQED i AZBE.

Stoga je povrsina paralelograma BCQE jednaka a2, a povrsina paralelograma C ADQ
jednaka b2.
Zato je:
a? +b* = Papgop + Pasc
= Papegp + PoED (jer su AABC = AQED)
= PABED
=c2tj. a2+ 0% =2

8.3.1.11 Pacekov dokaz

Dokaz Maria Pacek-a je poznatiji pod imenom Cracked Domino, (slika 27).

1)

Slika 27

Ovaj dokaz poslat e-mailom bio je propracen slede¢om porukom:

Ovaj novi, neverovatni i ekstremno elegantan dokaz verovatno najosnovnije teoreme u
matematici je superiorniji u odnosu na sve dosad poznate nauci uklju¢ujuéi Chinese i James
A. Garfield-ov zato sto je direktan, ne ukljuc¢uje formule i ¢ak ga i predskolska deca mogu
razumeti. Verovatno je identican izgubljenom originalnom, ali ko to moze dokazati?

8.3.1.12 Ejrijev dokaz

George Biddell Airy, roden u 19. veku, bio je engleski matematicar i astronom. Njegova
mnoga dostignucéa ukljucuju rad na temu planetarnih orbita. Njegova reputacija bila je
ukaljana optuzbama da je, zbog njegove neaktivnosti, Britanija izgubila priliku da bude
prioritetna u otkri¢u Neptuna.

Svoj dokaz je formulisao na jako zanimljiv nac¢in, u stihu koji je bio ispisan na pratecoj
slici (sl. 28), i koji u originalu glasi:

I am, as you can see,

a®+b? —ab

When two triangles on me stand,
Square of hypothenuse is plann’d
But if I stand on them instead
The squares of both sides are read.
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§to bi se moglo prevesti na srpski jezik sa:
Ja sam, kao to se vidi, a® +b> —ab. Kada na meni stoje dva trougla, dobija se kvadrat
nad hipotenuzom. Ali, ako ja stojim na njima dobijaju se kvadrati nad katetama.

Slika 28

Ideja dokaza je da se uoci beli petougao koji je zajednicki element za obe strane jed-
nakosti. Na prilozenoj slici on je dobijen tako §to su kvadrat stranice a i kvadrat stran-
ice b postavljeni na istu pravu i naslonjeni jedan na drugi, a zatim su im oduzeta dva
plava pravougla trougla ¢ije su katete duzina a i b. PovrSina tog petougla je upravo
a? + b2 — ab. Ukoliko se na njega nadovezu dva crvena trougla podudarna sa plavim
trouglovima, povrsina tog drugog lika ée biti ¢? ¢ime je teorema dokazana.

8.3.2 Algebarski dokazi
8.3.2.1 Dokaz primene Ptolomejeve teoreme

Ptolomejeva teorema za tetivni ¢etvorougao glasi:

Zbir proizvoda naspramnih stranica tetivnog cetvorougla jednak je proizvodu mjegovih
dijagonala.

Neka je oko pravouglog trougla opisana kruznica. Na toj kruznici odredimo tacku
D simetriénu tacki C' u odnosu na centar opisane kruznice O, (slika 29). Centralnom
simetrijom sa centrom u tacki O trougao ABC se preslikava u trougao BAD pa su ta dva
trougla podudarni.

Slika 29
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Na ¢etvorougao ADBC primenimo Ptolomejevu teoremu:
AD-BC+ AC-BD = AB-CD
tj.
a?+b% = c2.
8.3.2.2 Dokaz koris¢enjem Euklidovog stava

Dokaz koji se izvodi koris¢enjem Euklidovog stava da je hipotenuzina visina geometrijska
sredina odsecaka koje ona pravi na hipotenuzi.
Neka je sa centrom u temenu B konstruisana kruznica polupreénika c¢ kao na slici 30.

Slika 30

Produzimo katetu BC' do preseka sa kruznicom. Dobijamo tacke D i E, tako da je
trougao ADE pravougli sa pravim uglom u temenu A. Tada je AC? = DC - CE, odnosno
b? = (c+ a)(c — a) §to posle sredivanja daje:

a? +b? = 2.

8.3.2.3 Hoenov dokaz

Dr Larry Hoehn je profesor matematike na Univerzitetu u Austin-u u SAD-u. Svoj
dokaz primenom potencije tacke u odnosu na krug objavio je 2000. godine u casopisu Math
gazette.
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A c+b
c B
Slika 31

Sa slike 31 se vidi da je potencija tacke B jednaka: a? = (c — b)(c + b) pa je:

a?+b? = 2.

8.3.2.4 Garfildov dokaz

James Abram Garfield (1831.-1881.) je bio americki nau¢nik i politi¢ar, poznat kao
20. predsednik SAD-a i drugi predsednik koji je ubijen u atentatu. Garfield je odrastao u
drzavi Ohio, gdje je brzo dobio reputaciju vunderkinda i osigurao obrazovanje na nekim od
disciplinama, ali i prema stranim jezicima.

Njegov dokaz je prezentovan 1876. godine i izgleda ovako:

1
D b B C
Slika 32

Postavimo dva podudarna pravougla trougla kao na slici 32. Tada je prema formuli za
povrsinu trapeza Pagpc = “Ter(a +b). S druge strane je:

Pagpc = Ppep + Papc + Papp =22 + 5.
Izjednacavanjem ovih povrsina i posle mnozenja sa 2 dobija se jednakost:

a’+b? = 2.
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8.3.2.5 Hoenov dokaz

Leri Hoen je u casopisu The Mathematics Teacher, 1997. godine, objavio i ovaj zan-
imljiv dokaz. Neka za katete pravouglog trougla i za neki prirodan broj k vazi b > a, ka > b.
Mozemo posmatrati povrsine figura kao na slici 33.

E kb+a D
A
ka ke
(e}
F kb B C
Slika 33

Imamo da je:
Prcpe = Pre + Pape + Papc + PapE 1.
ka(kb+ a) = kekb 4 kee | ab 4 (Rota)(kab)
§to posle sredivanja i kracenja sa % daje tvrdenje teoreme:
a? +b% =2

Ako u o vom dokazu uzmemo da je k = 1, dokaz se svodi na Garfildov.

8.3.2.6 Havkinsov dokaz

Cecil Hawkins, engleski matematicar, koji je ziveo s pocetka 20. veka i koji je radio na
Univerzitetu u Austinu, je 1909. godine teoremu ovako dokazao:

Neka je dat pravougli trougao sa pravim uglom kod temena C' i neka je iz sredista S
hipotenuze povuéena normala do preseka P; sa produzenom katetom AC, (slika 34). Sa
P ozna¢imo presek normale SP; sa katetom BC. Povrsina ¢etvorougla APBP; moze se
izracunati na dva nacina.

P1

o
n
Sy

Slika 34

o1
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Sa jedne strane povrsina cetvorougla APBP; je jednaka zbiru povrSina podudarnih
trouglova APP; i BPP; koji imaju zajednicku osnovicu PPy i visine AS = BS = §.

Dakle, Pappp, = PP21'% + %1% = PP, - % (1)

Buduci da je trougao C P P; slican trouglu ABC, sledi: PP, = k-¢,CP, = k-a, PC = k-b
(2), gde je k faktor proporcionalnosti razlicit od nule i gde su ¢, a i b merni brojevi duzina
stranica AB, BC i AC respektivno, datog pravouglog trougla ABC. Iz (1) i (2) za-

klju¢ujemo da je Pappp, = kécz'

Sa druge strane povrsina cetvorougla APBP; je jednaka zbiru povrgina pravouglih
trouglova APC' i CBP,. Prema ovome imamo da je

Pappp, = Papc + Ppop, = 25€ + «Ch
Kako je PC=k-biCP; =k-a, to je PaAppp, = % + %‘12 Zakljucujemo da je

k';z = k'2bz + k'Taz, tj. da je ¢ = a® + b2, §to je i trebalo dokazati.

8.4 OBRATNA PITAGORINA TEOREMA

Kao sto je veé receno, Pitagorina teorema se moze formulisati na slede¢i nac¢in: Ako
je trougao ABC pravougli, sa pravim uglom kod temena C, onda je zbir kvadrata nad
stranicama AC' i BC' jednak kvadratu nad stranicom AB, odnosno vazi da je a? + b = c2.

Postavlja se pitanje da lizazi i obrnuti smer ove teoreme, tj. ako je u nekom trouglu

ABC zadovoljen uslov
BC? + AC? = AB?

da li je tada je taj trougao pravougli sa pravim uglom kod temena C. Odgovor nam daje
obrnuta Pitagorina teorema.

Teoremu obrnutu Pitagorinoj nalazimo i u Elementima, u 48. stavu prve knjige, koju
je Euklid formulisao na sledeé¢i na¢in: Ako je kod trougla kvadrat na jednoj strani
jednak kvadratima na ostalim dvema stranama, onda je ugao koji obrazuju ove
dve strane prav.

Dokaz: U trouglu ABC kvadrat na jednoj njegovoj strani BC' jednak je kvadratima na
BA, AC. Tvrdim da je ugao BAC prav.

52
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D C A

Slika 35

Neka se provuce kroz tacku C prava C'D upravna na BC, prenese C'D jednako AC' i
spoje tacke D i B, (slika 35). Posto je DC jednako CA, onda je kvadrat na DC jednak
kvadratu na AC. Ako se svakom od njih doda kvadrat na BC, biée kvadrati na CD,
BC jednaki kvadratima na CA, CB. Ali kvadratima na CA, CB jednak je kvadrat na
DB, jer je ugao DCB prav. I kvadratima na C' A, CB jednak je kvadrat na AB, jer je to
pretpostavljeno. Prema tome je kvadrat na DB jednak kvadratu na AB, a stoga je i strana
DB jednaka strani AB. Posto je strana DC jednaka strani CA, a BC je zajednicka strana,
to su dve strane DC, BC jednake dvema stranama CA, BC, a i osnovica BD jednaka
osnovici AB. Odatle je ugao DC B jednak uglu ACB. Ali ugao DCB je prav, pa je i ugao
ACB prav.

Dakle, ako je kod trougla kvadrat na jednoj strani jednak kvadratima na ostalim dvema
stranama, onda je ugao koji obrazuju ove dve strane prav. A to je i trebalo dokazati.!

Da vazi obrat Pitagorine teoreme pokazuje i slede¢i primer:
Primer 1: Pretpostavimo da je u trouglu ABC zadovoljeno:

AC? + BC? = AB?

Slika 36

1Luci¢, Ogledi iz istorije anticke geometrije, 84
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Konstruisimo trougao AB’C pri ¢emu je ugao kod vrha C tupi, tj. veéi od pravog ugla,
a stranice B'C' i BC jednake, (slika 36). Posmatramo trouglove ABC i AB'C. Posto je
naspram veceg ugla duZa stranica zaklju¢ujemo da je stranica AB’ veca od stranice AB
pa je samim tim i kvadrat konstruisan nad stranicom AB’ veéi (po povrsini) od kvadrata
konstruisanog nad stranicom AB pa je:

AC? + BC? = AC? + BC"™ = AB? < AB"”,

§to je kontradikcija i time zakljucujemo da je polazna pretpostavka da je ugao kod temena
C tup pogresna iz Cega sledi da je ugao kod temena C' prav.

8.5 UOPSTENJA PITAGORINE TEOREME

8.5.1 Sli¢ne figure nad stranicama pravouglog trougla

Pitagorina teorema se moze uopstiti na razlicite nacine, a najcesca zabluda vezana za
nju jeste da su kvadrati jedine geometrijske figure koje se mogu konstruisati nad stranicama
pravouglog trougla, a da teorema vazi. To mozemo pokazati na sledeé¢im primerima.

Neka je u ravni pravouglog trougla A ABC' konstruisan proizvoljan jednakokraki trougao
APQR sa osnovicom PQ = 1 i neka je njegova povrsina jednaka p. Nad stranicom pravou-
glog trougla AABC konstruisemo trouglove sli¢ne trouglu APQR, (slika 37).

Slika 37

Za osnovice ovih jednakokrakih trouglova vaze sledec¢e proporcije:
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PQ:AB=1:¢, PQ:BC=1:a, PQ: AC=1:b,

Posto su trouglovi ABC,CBE, ACF sli¢ni trouglu PQR biée i njihove visine propor-
cionalne stranicama c, a, b a samim tim ée i povrsine biti proporcionalne sa c2, a2, b>. Dakle,
vazice:

Pagp = ¢®p, Ppcp = a®p, Poar = b%p,
Papp = *p = (a* + b*)p = a®p+ b?p = Ppcp + Pear

Ako se uzme u obzir da se svaki pravilan n-tougao moze razloziti na n podudarnih jed-
nakokrakih trouglova, sa osnovicom jednakom stranici n-tougla i vrhom u njegovom centru,
dolazimo do tvrdenja:

Zbir povrsina pravilnih n-touglova konstruisanih nad katetama pravouglog
trougla jednak je povrsini odgovarajuceg pravilnog n-tougla konstruisanog nad
hipotenuzom tog pravouglog trougla.

Vazi i opstije tvrdenje:
Zbir povrsina sliénih geometrijskih figura konstruisanih nad katetama pravou-

glog trougla jednak je povrSini odgovarajuée slicne figure konstruisane nad
hipotenuzom tog pravouglog trougla, (sl. 38).

A
C
P(F1)+ P(F2) = P(F3)
Slika 38
Kvadratura lunule
Iz relacije ¢ = a? + b? sledi da je 7¢? = mwa® + 7b?, pa je povrdina kruga &iji je

poluprecnik hipotenuza pravouglog trougla jednak zbiru povrsina dva kruga kojima su
poluprecnici katete tog trougla. Dakle, i povrsina polukruga nad hipotenuzom jednaka je
zbiru povrsina polukrugova nad katetama.

Neka je P povrSina pravouglog trougla ABC, a Py, P, povrsine polukrugova konstru-
isanih nad katetama tog trougla i P; povrsina polukruga konstruisanog nad odgovaraju¢om
hipotenuzom kao na slici 39.
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Slika 39 Slika 40
Vaziée da je:
Ps=P+P

Na istoj slici povrSina obojene figure je P + P, + P». Na slici 40, obojeni deo figure ¢e
biti P+ P, + P, — P3 = P.

Dakle, zbir povrsina dva obojena polumeseca biée jednak povrsini pravouglog trougla
nad kojim su konstruisani. Do ovog rezultata dosao je starogrcki matematicar Hipokrat,
pa su po njemu poumeseci nazvani Hipokratove lunule. Istorijski ovo je prvo ujednacavanje
povrsina pravolinijske i krivolinijske figure. Ovaj primer dao je laznu nadu da ¢e jednoga
dana biti reSen i problem kvadrature kruga, tj. da ¢e samo konstrukcajama pravih i kru-
gova biti konstruisan kvadrat koji je po povrsini jednak zadatom krugu. Hipokratov tekst
je izgubljen, a o njegovom otkri¢u , kvadrature lunulesvedoc¢i Aleksandar iz Afrodizije. On
u svom citatu, sa¢uvanom u Simplikijevim komentarima Aristotelove Fizike kaze sledece:

Pretpostavimo da je AB pre¢nik kruga kojem je D srediste, a AC' i C'B ivice kvadrata
koji je upisan u taj krug.
Nad ivicom AC, kao nad pre¢nikom opisan je polukrug, AEC ( slika 41).

B C
A D B
Slika 41

Povezimo tacke C i D.
Sada, kako je AB? = 2AC?, a krugovi (pa stoga i polukrugovi) jedan prema drugome
odnose se kao kvadrati na njihovim precnicima, bice:

(polukrug ACB) = 2 ( polukrug AEC).



GLAVA 8. PITAGORINA TEOREMA 57

Ali

3

(polukrug ACB) = 2 ( kvadrant ADC),
pa je

(polukrug AEC) = ( kvadrant ADC).
Ako sada oduzmemo zajednicki deo, odsecak AF'C, dobi¢emo da je

(lunula AECF) = ANACD,

pa je tako dobijena kvadratura lunule.?

8.5.2 Kosinusna teorema

Jedna od znacajnih generalizacija Pitagorine teoreme je kosinusna teorema, koja, pored
pravouglih,vazii za ostrougle i tupougle trouglove, odnosno moze se primeniti na proizvoljan
trougao.

Neka je ABC proizvoljan trougao. Oznacimo sa a,b,c duzine njegovih stranica a sa
«, B, njima odgovarajuce uglove. Neka je D ortogonalna projekcija temena C na stranicu
AB, (slika 42).

C
b a
A c D B
Slika 42

Iz pravouglih trouglova ACD i BC'D dobija se: ¢ = a cos 8+ bcosa. Analogno, projek-
tovanjem preostala dva temena na suprotnu stranicu moze se dobiti: b = acosy + ccosa
ia = bcosvy+ ccosf. Mnozenjem prve jednakosti sa ¢, a druge i trece sa —b odnosno sa
—a, pa zatim sabirajudéi leve i desne strane dobijamo:

c? —a? —b?> = —2abcosy
i na kraju:
c? = a? + b? — 2abcos .

Poslednju formulu nazivamo kosinusna teorema. Ona vazi za svaki trougao. U slucaju
ostrouglog trougla zakljuéujemo da je ¢? < a® + b%. Ako je v = 90° kosinusna teorema se
svodi na Pitagorinu tj. ¢ = a? + b%. A ako je trougao tupougli bi¢e ¢? > a? + b

Ove zakljucke, koristeéi funkciju signum mozemo zapisati kao sledeé¢u formulu:

2Lugcié, Ogledi iz istorije anticke geometrije, 83
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sgn(a+ B —7) = sgn(a® + b? — c?)

Pogledajmo geometrijski dokaz ovog tvrdenja.

Neka je dat proizvoljan trougao ABC (slika 43). Na stranici AB odredimo tacku H
tako da je ZACH = ZABC = (i tatku K tako da je /BCK = /BAC = a. Mogu
nastupiti sledeéi slucajevi:

a+ B <7, Pacwo+ Pscrk < Papc
a+pB=7, Pacx+ Peck = Papc
a+pB>v, Pacwx+ Peck > Papc

Sve mozemo napisati na slede¢i nacin:

sgn(a+ B —v) = sgn(Peck + Pacuy — Pasc)

Slika 43

S obzirom da su trouglovi ACH, BCK i ABC slitni, to su njihove povr§ine propor-
cionalne kvadratima stranica

Pecxp _ Pacw _ Papc
a2 T b2 c? >0

Zaklju¢ujemo dakle da je:
sgn(a+ B —v) = sgn(a® + b* — ¢?), §to je i trebalo dokazati.
8.5.3 Pravougli tetraedar

Neka su boc¢ne strane pravouglog tetraedra pravougli trouglovi. Tada vazi tvrdenje:
Zbir kvadrata povrSina boénih strana jednak je kvadratu povrsine osnove.
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Slika 44

Neka su boc¢ne strane ABC, ABD i BC'D pravougli trouglovi sa pravim uglovima u
temenu B. Postavimo ravan koja sadrzi ivicu ¢ normalno na ivicu d. Ona trouglove BC'D
i AC'D sece po visinama h i hy koje se susticu na ivici d u tacki E, (slika 44).

U pravouglom trouglu BC'D vaze sledeée jednakosti:

h=2 i & =a>+1?,
a u trouglu ABE jednakost:

272 272 2 32
M=ct+h?=ct+ol =abicd

Imamo da je kvadrat povrsine trougla ACD jednak:

2 13242 1 a?b:4c2d® 2 _ a®b24c2d? _ afbi+c(a®4bP)
PACD—Zhld—Z' dz d® = 4 - 4
_ a2b2 2.2 b262

= -+ 5 + 5 = Piop + Pige + Pigp

§to je i trebalo pokazati.

8.6 POSLEDICE I UPOTREBA TEOREME

8.6.1 Geometrijska konstrukcija iracionalnih brojeva

Kao $to je ve¢ receno, Pitagorejci su otkrili postojanje iracionalnih brojeva. Pored toga

§to su ustanovili da postoje nesamerljivi brojevi, pokazali su i da se oni mogu konstruisati,
ali su to otkri¢e cuvali u tajnosti.
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Slika 45

Tako se ne mogu izraziti u obliku koli¢nika dva cela broja, neki iracionalni brojevi se ipak
mogu konstruisati pomoc¢u lenjira i Sestara. Tako se /2, koji se nekada naziva i Pitagorinom
konstantom, moze dobiti kao hipotenuza pravouglog trougla kome su obe katete jedinicne
duzi, (slika 45). Zato ¢emo reéi da je v/2 konstruktibilan broj. Ukoliko su katete duzina
11 v/2, hipotenuza ¢e biti duzine v/3, tako da je i ovaj koren konstruktibilan. Na sli¢an
nacin se moze konstruisati koren proizvoljnog prirodnog broja. Medutim, ne mogu se
svi pozitivni iracionalni brojevi konstruisati pomocu lenjira i Sestara, pa konstruktibilni
iracionalni brojevi ¢ine poseban podskup skupa algebarskih brojeva, i ima ih prebrojivo
mnogo.

8.6.2 Bazelski problem

Pjetro Mengoli, italijanski matematicar je 1644. godine postavio pitanje odredivanja
zbira recipro¢nih vrednosti kvadrata svih prirodnih brojeva. Iako je postavka problema
relativno jednostavna, na reSenje se ¢ekalo sloro citav vek. Ojler je tek 1735. godine
objavio rezultat, za koji je 1741. godine i dokazao da je zaista trazeni zbir. Koris¢enjem
matematicke notacije, Bazelski problem se moze zapisati na sledec¢i nacin:

+oo 1 : 1 1 1 2
n=1n2 :hmn_>+oo (1—2 + 52 ++ F) = %,

a zbir datog reda se moze geometrijski aproksimirati koris¢enjem Pitagorine teoreme.

Konstrukcijom pravouglog trougla ¢ije su katete 1 i % dobija se hipotenuza cija je duzina

kvadratni koren zbira prva dva ¢lana datog reda. Ukoliko se zatim nad tom hipotenuzom

kao katetom konstruiSe novi pravougli trougao kome je druga kateta duzine %, njegova

hipotenuza ¢e imati duzinu jednaku kvadratnom korenu iz zbira prva tri ¢lana istog reda.

Produzavanjem postupka u beskonacnost duzina hipotenuze svakog sledeceg trougla je sve
s

bliza vrednosti NGE

8.6.3 Rastojanje izmedu dve tacke u analitickoj geometriji

Formula za rastojanje izmedu dve tacke u Dekartovom koordinatnom sistemu je izve-
dena pomoéu Pitagorine teoreme. Ako imamo dve tacke u ravni Az, ya) i B(zp, yp), onda
mozemo posmatrati njihovo rastojanje, (sl. 46).
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B(zy, yp)

Yo — Ya

A(l'ﬂd ya) Ty = Za

Slika 46

Na osnovu Pitagorine teoreme imamo da je
AB? = (vp —2a)® + (o —a)®  tj- [AB|= /(2 —2a)” + (Yo — ¥a)?

8.6.4 Poslednja Fermaova teorema

Postavlja se pitanje da li postoje prirodni brojevi koji bi zadovoljavali uopstenje jednacine
kojom se definisu Pitagorine trojke, tj. uopstenje jednacine a’ + b% = ¢2, gde su a,b i ¢
prirodni brojevi. Do odgovora na ovo pitanje je dosao Pjer Ferma, koji je otprilike 1637.
god. tvrdio da ne postoje prirodni brojevi a,b i ¢, takvi da je a™ 4+ 0™ = ¢, gde je n
pripodan broj vec¢i od 2. Ovo tvrdenje je zapisano bez dokaza na margini Diofantove druge
knjige Aritmetike, a dokazao ga je Endru Vajls 1995. god.

8.7 PRIMENA PITAGORINE TEOREME U ZADACIMA

1. Ako su a i b katete, a h visina koja odgovara hipotenuzi, dokazati da je % + big = h—12

Resenje: Poznato je da je u pravouglom trouglu ab = ch. Ako resimo tu jednakost po

h dobi¢emo h = %b. Kada posle kvadriranja predemo na recipro¢ne vrednosti, dobija
2

se % =5z = % = a—12 + b%, Sto je i trebalo dokazati.
2. Neka je ABC proizvoljan trougao i neka je H podnozje visine iz temena B na pravu
AC. Dokazati da vazi da je BC? = AB?+ AC? —2-AC - AH, ako je ugao kod temena
A otar, a BC? = AB%? + AC? +2- AC - AH, ako je taj ugao tup. (Formule iz ovog

zadatka su poznate kao Karnoove formule).

ResSenje: Primenom Pitagorine teoreme na trouglove sa slike 47, dobijamo sledece
jednakosti: AB? = AH? + BH? i BC? = CH? + BH?. Zamenom prve jednakosti u
drugu dobija se da je BC? = AB? + CH? — AH?.
Ako je trougao ostrougli bice CH = ACAH pa je:

BC? = AB? + AC? —2- AC - AH
U suprotnom je CH = AC + AH pa je :

BC? = AB? + AC*+2- AC - AH
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H A

Q

Slika 47

3. Polazeci od Pitagorine teoreme izvesti Heronovu formulu za izraCunavanje povrsine
trougla.

Resenje: Neka je dat trougao ABC, kao na slici 48.

A

H B C
Slika 48

Ako je ugao kod temena A ostar, primenom Karnoove formule biée
a>=0b%+c*—2b- AH (1).

Sa druge strane, primenom Pitagorine teoreme na trougao AH B imamo da
BH? = c¢? — AH? (2).

Iz (1) i (2) se dobija da je

2b

_ _ b2 +c?—a? b2 +c2—a?
= (C 2 ct /3

(2bc—b% —c%+a?)(2bc4b% +c? —a?)
4b2

2
BH2 — c2 _ (b2+02—a2)

— (@®—(c=b)*)((b+c)*~a?)
452

(a—c+b)(atc—b)(b+c—a)(b+c+a)
4b2

Ako se uzme u obzir da je poluobim trougla s = %b“

@ =s(s—a)(s—b)(s—c)

, dobijamo da je

a to je poznata Heronova formula za izracunavanje povrsine trougla, koju mi
najcesée zapisujemo u obliku

P=./s(s—a)(s—b)(s—c)
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4. Podeliti datu duz a zlatnim presekom.

Resenje:

Analiza: Prema definiciji duz AB = a je podeljena zlatnim presekom na veéi deo x i
manji deo a — x ako vazi proporcija a : x = x : (a — x). Izvedimo konstrukciju.
Konstrukcija: U krajnjoj tacki date duzi (npr, u tacki B) konstruisimo normalu na
tu duz. Na normali odredimo tacku C, takvu da je BC' = §. Konstruisimo zatim
kruznicu poluprecnika § sa centrom u tacki C'. Ova kruznica sece duz AC u tacki D,
tako da je AD = x. Zatim na duzi AB odredimo tacku M, takvu da je AM = AD,

(slika 49).

Slika 49

Dokaz: Na osnovu slike imamo da je AD - AE = AB?2, primenom potencije tatke u
odnosu na krug. Ako se prebacimo na oznake koje smo uveli u analizi, imamo da je
zla+z)=d> e 22 =a®>—ar =ala—2z) tj. a:z =2z : (a—x). Takode vazi
AC > ABANAD > DC = AM > M B pa zakljutujemo da tacka M deli duz AB po

zlatnom preseku.

5. U dati polukrug polupreénika r upisati kvadrat.

ResSenje:

Analiza: Neka dati polukrug k ima centar O i polupreénik 7 i neka je u njega upisan
kvadrat kao na slici 50. Neka je stranica tog kvadrata x . Uocavamo da OA =
OB = 5, a primenom Pitagorine teoreme na pravougli trougao OBC dobijamo da je

r? =a2? + (%)% (1). 1z (1) zakljuéujemo da je Z = %
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Slika 50

Konstrukcija: Da bismo resili zadatak potrebno je konstruisati duz % Najpre ¢emo
konstruisati duz z; = +/(2r)? + r2 tako $to ¢emo na preénik polukruga u tacki F
konstruisati normalu a zatim ¢emo na normali odrediti tacku G, takvu da je EG = r.
Hipotenuza F'G ¢e biti jednaka duzi 1 . Zatim ¢emo duz F'G podeliti na pet jednakih

delova, pa je GH = § = %GF = %5 Sada duz GH nanosimo iz tacke O na duz EF
sa obe strane tacke O i na taj na¢in dobijamo tacke A i B. Normale iz tacaka A i B
na EF seku polukruznicu u tackama D i C. Time smo dobili kvadrat ABCD koji je

i trebalo konstruisati.

Dokaz: Trougao EFG je pravougli na osnovu konstrukcije, pa je na osnovu Pitagorine
teoreme FG = v/5r2. Takode, na osnovu konstrukcije je GH = %FG, tj. 5 = %
Na kraju je AB = 2- 3 = x normalno i jednako sa BC.
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ZAKLJUCAK

Na osnovu onoga §to je veé zapisano mozemo zakljuciti da pitagorejci matematici pri-
daju ogroman znacaj. Kako je njihova matematika u suStini misti¢na, oni je podizu na
jedan visi, apstraktniji nivo. Od njih potice teza da se priroda i njeni zakoni mogu opisati
jezikom matematike, teza koju su koristili matematicari svih vremena.

Pitagoru i pitagorejce ¢ini znacajnim i to §to izucavaju svojstva brojeva, a ne prakticni
racun. Oni prvi vrse klasifikaciju brojeva. Geometrijsko znacenje brojeva doprinosi mnogo
razvoju matematike.

Pitagorejci su imali veliku zaslugu za usavrsavanje nau¢nih metoda za reSavanje matema-
tickih problema. Uvode vaznu osobinu u matematici, a to je rasudivanje. Oni uvidaju da
se matematika bazira na strogim dokazima, a bas to je ono §to matematiku svrstava u red
nauka.

Pitagora i pitagorejci su ostavili dubok trag, ne samo u matematici, ve¢ i drugim
naukama. Nesumnjivo je da je pitagorejska misao prisutna i u tokovima danasnje kul-
ture i civilizacije. Pored matematike, fizike, astronomije, prisutna je i u mnogim naukama
koje nisu srodne matematici, kao §to su medicina, biologija, psihologija.

Dokaz Pitagorine teoreme bio je epohalan za geometriju starog veka, sa posledicama koje
se protezu kroz geometriju svih vekova. Ma kraju proslog milenijuma pravljene su razne
top liste 100 najboljih. Na jednoj matematickoj konferenciji, jula 1999. god Pol i Dzek
Abad su predstavili svoju listu 100 najznacajnijih matematickih teorema. Na prvo mesto
postavili su pitagorejsko otkrice iracionalnih brojeva, a na cetvrtom se nasla Pitagorina
teorema. Ako Pitagorina teorema na ovoj listi zauzima Cetvrto mesto, ne moze se poreéi
da je svakako najpoznatije i najpopularnije tvrdenje u matematici, ako ne i u nauci uopste,
ma koliko ta lista bila subjektivna.

Sama ¢injenica da postoji nekoliko stotina dokaza ove teoreme opet dovoljno govori o
njoj. Ni u trec¢em milenijumu matematicari nisu odustali od nalazenja novih moguénosti
dokazivanja i primene ove teoreme. Zbog svega navedenog, mozemo slobodno reci da je
Pitagorina teorema vecita inspiracija svakog matematicara, a svakako ne i samo matematicara.
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